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I N T R O D U C T I O N 

Les groupes d 'homotop ie ^i(X) d 'un c .w. complexe fini 1-connexe sont des 

groupes abéliens finiment engendrés. Ils s'écrivent donc sous la forme 

Ti(X) = Z n i @ T i i 

o ù Tj est un sous-groupe fini, rij est alors la dimension de l 'espace vectoriel 

TTi(X) (g) Q . 

Les c .w. complexes finis 1-connexes X se répartissent ainsi de manière na­

turelle en deux classes distinctes : les elliptiques et les hyperboliques, les premiers 

étant caractérisés par le fait que les entiers ni sont presque tous nuls. Cette di­

chotomie naïve est fondamentale. Sa description est le sujet de ce texte. 

Les espaces elliptiques -et hyperboliques ont des propriétés très différentes. 

Etre elliptique est une condit ion très forte. Nous verrons au paragraphe 5 que 

la caractéristique d'Euler d 'un espace elliptique est toujours posit ive ou nulle, et 

que sa cohomolog ie satisfait à la dualité de Poincaré. D e plus, si X est elliptique, 

on a Yli d im7r t (X) (g) Q < 2 c a t ( X ) , c a t ( X ) désignant la catégorie de Lusternik-

Schnirelman (la définition est rappelée ci-dessous). 

Les premières propriétés des espaces hyperboliques concernent le caractère 

asymptot ique de cette suite n,. 

T h é o r è m e 1. Si X est un c.w. complexe fini 1-connexe, hyperbolique, la 

suite X)i=i n * a u n e croissance exponentielle. 

Rappelons de quoi il s'agit. On distingue différents types de croissance. Une 

suite ni est dite à croissance polynomiale d 'ordre d s'il existe des nombres positifs 

c et d avec 

nr <c.rd Vr > 1. 

La suite n,- est dite à croissance exponentielle s'il existe un nombre réel c > 1 avec 

nr > cr Vr > 1 . 

La suite n,- est dite à croissance intermédiaire dans les autres cas. 

La dichotomie se précise : si X est elliptique, le groupe ^%{X) est fini pour 

presque tout i ; si X est hyperbolique, X contient "beaucoup" d 'homotopie . 
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Y. FÉLIX 

Pour chaque entier p, il existe un degré n tel que 7r n (X) contient Zp ; la suite 

Sr=2 d i m 7 r T ( X ) (8) Q a une croissance exponentielle. 

Cette dichotomie s'étend aux espaces de catégorie (de Lusternik-

Schnirelmann) finie, et c'est là son cadre naturel. Un espace topologique X est 

dit de catégorie inférieure ou égale à n si et seulement si X peut être recouvert 

par n -h 1 ouverts contractiles dans X. Ainsi, par exemple, un C . W . complexe 

1-connexe de dimension n est de catégorie inférieure ou égale à n. Introduit par 

Lusternik et Schnirelmann dans le contexte du calcul des variations, cet invariant 

numérique s'est avéré très utile en analyse et en topologie. 

De tels théorèmes de dichotomie dans la croissance apparaissent aussi dans 

d'autres domaines des mathématiques, et notamment en théorie des groupes. Si G 

est un groupe engendré par £1,£2» • • • > <7n? tout élément g de G peut être représenté 

par un mot g^gf*. • • g** ; l'entier \cti\-\ h \ap\ est appelé la longueur du mot. 

Par définition, la norme de g (relativement à # i , . . . ,gn) est la longueur minimale 

des mots représentant g. On obtient ainsi une suite d'entiers 6 n , où bn désigne 

le nombre d'éléments de G de norme inférieure à n. La croissance de la suite 

bn est appelée croissance du groupe. Posé en 1968 par Milnor, le problème de la 

croissance des groupes a pour premier résultat marquant le théorème de dichotomie 

de Tits (1972) : "Tout sous-groupe finiment engendré d'un groupe de Lie connexe 

a une croissance ou polynomiale, ou exponentielle". Dès lors se pose le problème 

de l'existence d'un groupe à croissance intermédiaire. Il faut attendre jusqu'en 

1983 (Grigorchuk) pour voir apparaître le premier exemple de groupe finiment 

engendré à croissance intermédiaire. Et aujourd'hui, le problème de l'existence 

d'un groupe de présentation finie à croissance intermédiaire est encore ouvert. 

Pour démontrer le théorème de dichotomie, nous utiliserons les modèles mini­

maux de Sullivan. Les modèles minimaux sont des objets algébriques déterminés à 

isomorphisme près par le type d'homotopie rationnelle des espaces. Introduits au 

début des années 1970 à partir des travaux de Quillen et Sullivan, ils contiennent 

tous les invariants homotopiques rationnels des espaces. 

Rappelons qu'un espace 1-connexe est dit rationnel si ses groupes 

d'homotopie sont des Q -espaces vectoriels. A chaque espace topologique 1-

connexe X , on peut associer son rationalisé X Q . Il existe diverses constructions 

de X Q ; nous les rappellerons au paragraphe 2 : X Q est caractérisé à équivalence 
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INTRODUCTION 

d'homotopie près comme le seul espace rationnel Y pour lequel il existe une appli­

cation continue f : X -+Y induisant un isomorphisme en cohomologie rationnelle. 

Le type d'homotopie de XQ s'appelle le type d'homotopie rationnelle de X. 

Un des problèmes à l'origine de l'homotopie rationnelle était d'associer de 

manière fonctorielle, à chaque espace X, une algèbre différentielle graduée com­

mutative dont la cohomologie soit isomorphe à la cohomologie rationnelle de X. 

Déjà en 1950, Cartan ([23]) construisait pour chaque espace homogène une algèbre 

différentielle graduée commutative libre de même cohomologie que X. En 1955, 

Thom ([97]) posait le problème d'associer à chaque C . W . complexe une algèbre de 

co chaînes commutatives. C'est Quillen ([86]) en 1969, qui le premier établit une 

équivalence de catégories entre la catégorie homotopique des espaces rationnels 

connexes et simplement connexes et une catégorie algébrique, celle des algèbres de 

Lie différentielles graduées, 1-réduites. 

Associant à chaque espace X l'algèbre différentielle des formes P.L. sur X , Sul­

livan ([93]) généralise le foncteur formes sur une variété et met au point une théorie 

fructueuse en établissant lui-aussi une équivalence de catégories entre la catégorie 

homotopique des espaces rationnels 1-connexes de type fini et la catégorie des Q 

-algèbres différentielles graduées commutatives 1-connexes de type fini. Il associe 

alors à chaque espace X son modèle minimal : C'est une algèbre différentielle 

graduée commutative ( A Z , d), AZ désignant le produit tensoriel de l'algèbre exté­

r i e u r e s u r Z t m p a t r par l'algèbre symétrique sur Z p a t r . La cohomologie rationnelle 

de X, i?"*(X;Q), et l'espace vectoriel d'homotopie rationnelle 7 r * ( X ) ® Q sont 

respectivement isomorphes à H*(AZ,d) et H o m ( Z , Q ) . 

Pendant les années 75-80, l'homotopie rationnelle a développé et raffiné ses 

modèles. C'est en 1977 qu'Halperin a. écrit la première version de Lectures on 

minimal models ([60]). Cette époque est marquée par un intérêt particulier pour 

la formalité des espaces : Un espace X est dit formel s'il existe un morphisme 

d'algèbres différentielles graduées du modèle minimal de X vers (H*(X] Q ) , 0 ) in­

duisant un isomorphisme en cohomologie. Le but est clair: Si un espace X est 

formel, tous les invariants homotopiques rationnels de X s'obtiennent en fonc­

tion de H*(X',Q). On a ainsi par exemple un isomorphisme H+fâX, Q ) = 

T o r H * ( X ' Q ) ( Q , Q ) . Dans ([25]), Deligne, Griffiths, Morgan et Sullivan montrent 

que les variétés Kahleriennes compactes 1-connexes sont formelles. Différents au­

teurs construisent des théories d'obstruction à la formalité ([63],[28]). 
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Y. FÉLIX 

La première application des modèles minimaux fut la preuve par Sullivan 

Vigué de l'existence d'une infinité de géodésiques fermées géométriquement di 

tinctes sur toute variété M dont la cohomologie rationnelle n'est pas engendr< 

par un seul générateur. Celle-ci a été suivie par le théorème de Allday-Halperir 

"si un tore T agit librement dans un espace homogène G)H, alors d i m T 

rang G — rangiT'. C'est en étudiant ce problème en 1976 que Halperin a trou^ 

les premières propriétés des espaces elliptiques. 

L'intérêt de l'homotopie rationnelle pour la catégorie de Lusternik-

Schnirelmann date de 1979 ([77],[30]). La catégorie joue en fait un rôle primordial 

en homotopie rationnelle, grâce au théorème suivant (le "mappping theorem") : Si 

/ : X —• Y est une application continue et si n*(f) <8> Q : n*(X) (g) Q —• TT*(Y) (g) Q 

est injective, alors c a t ( X q ) < ca t ( lq ) . Ce théorème est en fait à la base de la 

croissance exponentielle. 

Avec la cohomologie rationnelle, un invariant très important est l'algèbre de 

Lie graduée Lx — TT*(ÇIX) (g) Q . Rappelons-en brièvement la définition (§7): 

Si a et /3 sont deux éléments homogènes de Lx, leur crochet [a,/?] est défini 

comme suit : Représentons a et /3 par des applications continues / : Sp —• Q.X et 

g : S9 SIX, et considérons l'application h : Sp x Sq —• SIX définie à homotopie 

près par 

ft(x,y) = / ( x ) . f f ( y ) . / ( x ) - 1 . f f ( î / ) - 1 . 

Comme la restriction de h à Sp V Sq est homotopiquement triviale, h induit une 

application quotient SP^Q ~ SP A SQ —• QX dont la classe d'homotopie représente 

le crochet [a,/?]. L'algèbre de Lie Lx joue pour les espaces 1-connexes un rôle 

analogue à celui joué par le groupe fondamental TÏI(X) pour un espace asphérique 

*. Par exemple, si X est 1-connexe, H*(Q,X', Q ) = ULx et si X est asphérique, 

2r.(ftX;Q) = Q M X ) ] . 

Quelles sont les conditions imposées à une algèbre de Lie graduée pour être 

l'algèbre de Lie d'homotopie d'une variété compacte, d'un C . W . complexe fini, 

d'un C . W . complexe de catégorie finie ? La première réponse à cette question 

tient c o m D t e de la dichotomie Drécédente. 

* La correspondance n'est évidemment pas parfaite : un espace asphérique est entièrement défini 

par son groupe fondamental, et deux espaces 1-connexes différents peuvent avoir même algèbre de Lie 

d'homotopie. 
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T h é o r è m e 2 . Si X est elliptique, l'algèbre de Lie Lx est nilpotente et 

l'algèbre U*( f ì .X;Q) est noetherienne. 

Si X est hyperbolique, la réunion de tous les idéaux résolubles de Lx est 

un idéal de dimension finie. En particulier, Lx n'est pas résoluble. De même, 

H*(QX; Q ) n'est pas noetherienne. 

Ce théorème est une illustration de la dichotomie ; d'autres résultats plus 

précis se trouvent dans le texte (§11, 12). Pour la plupart ils se déduisent d'un 

passage topologie-algèbre reliant la L.S. catégorie de X à la profondeur de son 

algèbre de Lie Lx> 

Rappelons que la profondeur d'une algèbre de Lie L est le plus petit entier n 

tel que E x t £ L ( Q , UL) ^ 0. Si E x t | ) L ( Q , UL) = 0, on pose prof(L) = oo. Si L est 

une algèbre de Lie classique de dimension finie, alors prof(X) = dimL. La liaison 

entre cet invariant et cat X s'énonce comme suit : 

T h é o r è m e 3 . Si X est un espace 1-connexe à nombres de Betti finis, alors 

prof(Lx) < c a t X . 

Les problèmes de structure de Lx sont ainsi ramenés à l'étude des propriétés 

des algèbres de Lie graduées de type fini et de profondeur finie. Par exemple, 

l'étude des espaces X de catégorie deux se réduit à celle des algèbres de Lie de 

profondeur inférieure ou égale à deux. On retrouve par exemple le théorème de 

Bogvad : si X est hyperbolique et si c a t X = 2, alors iï*(£LX";Q) contient une 

algèbre tensorielle sur deux générateurs. 

A la fin du paragraphe 14, nous résumons les propriétés de Lx, mettons en 

évidence les applications à la géométrie et présentons les conjectures de Moore, 

montrant ainsi que la dicholomie dépasse le cadre rationnel. 

Dans ce texte, nous avons voulu nous concentrer sur la dichotomie rationnelle. 

Les théorèmes présentés dépassent en réalité très souvent le cadre des espaces 

rationnels. Ainsi, le théorème 3 se généralise à tout corps k de manière naturelle : 

T h é o r è m e 4 ([33]) Si X est un espace 1-connexe à nombres de Betti finis, 

alors 

prof(i2*(ftX;fc)) < c a t X . 
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Il en résulte en particulier que tout idéal de Hopf résoluble de H*(Q,X] k) a 

un gradué associé de la forme k[xi,X2, . . . , x n ] 0 E avec E abélien de dimension 

finie et n < cat X. 

Une analogie très étroite entre l'homotopie rationnelle et la théorie coho-

mologique des anneaux locaux nous a permis d'y définir une dichotomie similaire 

avec d'une part les intersections complètes et d'autre part les anneaux A qui ne le 

sont pas ([35]). En particulier, la série dimTor^(fc, k) a une croissance poly-

nomiale dans le premier cas et exponentielle dans le second. 

Une grande partie de mes contributions originales au sujet présenté ici est 

due à une collaboration avec S. Halperin, J.M. Lemaire et J.C. Thomas. Cette 

collaboration m'a beaucoup apporté et je leur en suis reconnaissant. 

Je tiens à remercier Madame R. Bérat et Madame C. Evrard du secrétariat 

scientifique de l'U.F.R. de Mathématiques de l'Université des Sciences et Tech­

niques de Lille Flandres Artois pour le soin et l'attention apportés à la dactylo­

graphie de ce texte. 

Je remercie également D. Tanré et J.C. Thomas d'avoir bien voulu relire ce 

texte. Leurs remarques et suggestions m'ont été très précieuses. 
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1 - D E F I N I T I O N D E L A C A T E G O R I E 

D E L U S T E R N I K - S C H N I R E L M A N N . 

1 .1 . - Général i tés . 

La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d'un espace X est un entier noté 

ca t (X) défini par : cat(_X") < n si et seulement si X peut être recouvert par (n + 1 ) 

ouverts contractiles dans X. L'entier ca t (X) est un invariant homotopique. 

En approche directe, la détermination de ca t (X) est malaisée. On a cepen­

dant, de façon évidente : 

L e m m e 1 .1 . cat(-Y) = 0 si et seulement si X est contractile. 

L e m m e 1.2 . Si Cf désigne le cone de f : X —>Y, alors cat(C/) < cat(F)-f 1. 

Une première estimation de cat (A") par la topologie algébrique est fournie par 

la nilpotence de l'algèbre de cohomologie réduite de X à coefficients dans l'anneau 

A , H*(X\ A). Si R est un anneau, posons nil-R = m{{n\Rn+1 = 0 } . 

L e m m e 1.3 . c a t ( X ) > m\H*(X\A). 

m Démonstration du lemme 1.3. (Par ex. [69]). Si U est contractile dans 

X , l'injection u i U —• X est une application homotopiquement triviale. Le 

morphisme induit en cohomologie 

u* :H*(X;A)-*H*(U; A) 

est trivial. Le morphisme de restriction 

r : j r ( X , l / ; A ) — H*(X;A) 

est donc surjectif. Considérons un recouvrement ouvert Ui, U2,..., Un+i de X 

formé d'ouverts contractiles dans X. Si £ i , & 2 , . • . , # n + i
 s o n * ^ e s éléments de 

H*(X;A), on considère y; G H*(X, U{] A) avec r,(t/j) = X{. 

Le cup produit y 1 . . . y n + 1 appartient à H*(X, Ui U U2 U . . . U £ 7 n + i ; A) . Ce 

dernier groupe est nul car U\ U U2 U . . . U { 7 n + i = X , et, par suite, le produit 

X\,..., a?n+1 est nul. • 

Les progrés décisifs dans l'estimation de la L.S. catégorie s'appuient sur les 

interprétations de Whitehead ([99]) et Ganea ([12]) que nous développons dans les 

§1.2. et 1.3. suivants. 
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1 .2 . - Les bouquet s garnis. 

Soit X un espace topologique pointé avec point de base noté *. Nous ap­

pellerons bouquet garni de n copies de X (en anglais "fat wedge") le sous-espace 

Tn(X) de Xn = X x X x . . . x X ( n fois) consistant des n-uples (a?i, £ 2 , . . . , xn) 

avec au moins un Xi égal à * . 

Propos i t ion 1.2 ([99], [12]). ca t (X) < n ssi l'application diagonale Ax ' 

X —• X n + 1 se factorise à homotopie près par T n + 1 ( X ) . 

X 
A * 

X n + 1 

T n + 1 ( X ) 

Corol laire 1. cat(Jf) < 1 si et seulement si X est un co-H-espace. 

Corollaire 2 ([69], prop. 5.1). Si X est (r —1)-connexe , r > 1, de dimension 

p, alors c a t ( X ) < p/r . 

M On peut supposer X (r — l)-réduit. En supposant X n + 1 muni de la struc­

ture cellulaire produit, Tn+1(X) est un sous-complexe de X n + 1 contenant le 

(((n + 1) • r) — l)-squelette de X n + 1 . Si p < (n + l )r , l'application diagonale 

X -+ X n + 1 se factorise par Tn+1(X). Il en résulte que cat (X) < p/r. m 

1 .3 . - L a construct ion de G a n e a . 

Notons A n 1 le (n — l)-simplexe standard 

A " " 1 = { ( * ! , . . . , t n ) € R n \U > 0 et 

n 

! } • 

Les opérateurs face OLJ : A n 2 —* A n 1 , 1 < j < n — 1, sont définis par 

o f j ( * i , . . . , * n - i ) = ( * i , . . . , * i - i , 0 , t j , . . . , * n - i ) . Le joint Ai * A 2 * . . . * A n de 

n espaces topologiques pointés ( A i , * ) , (A2, * ) , . . . , ( A n , *) est alors défini par 

Ai * A2 * . . . * An = 
(Ai x . . . x An) x A " " 1 

où pour tout j 

( ( a i , . . . . a , - , . . . , a „ ) , aj(t)) ~ ( ( a i , . . . , * , . . . , a „ ) , t) . 
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Ai * . . . * An est l'ensemble des "bary cent res" 

haï + ¿202 H h tna>n , 

où > 0, J^^t = 1, le tout soumis à la condition : Y^i=i ^' a * = X^T=i ^iai s * P o u r 

chaque i soit ^ = t\ soit = * . 

Le joint de 2 espaces X * Y est homéomorphe à ( X x C Y ) U x x Y ( C X x Y ) . 

L'homéomorphisme (p : (X x CY) UxxY ( C X x Y ) —> X * Y est défini par 

<p(*>(y,*)) 1 -
t 
2 

x 
t 
2 

1/ ( y , * ) 6 C Y 

v(0M),y) 
t 
2 x 1 

t 
2 g (M) e ex, 

avec C X = X x [ 0 , 1 ] / X x { 0 } . 

Soit A un espace. Le joint itéré (n — 1) fois de l'espace A avec lui-même est 

noté *A . Notons pij = A1 —> A î _ 1 , 1 < j < i < n, l'application définie par 

Pij(ai , . . . ,a , - ) = ( a i , . . . , â j , . . . , a i ) . 

On a alors : 

* -A U i < i < „ ^ x A* 

o 
5 

avec (a,Ofj(t)) ~ (pij(a),*) G A* . 

Posons O X = { ( a , r ) , r <E R > 0 et a : [0,r] -> X | a(0) = a(r) = * } . 

Notons Jn = * fiX . La composition à droite par un lacet définit une action 

de SIX sur Jn 

JnxQX 

C£2 twrf) *-* Yltigig -
Désignons alors par Q,XP(n — 1) l'espace des orbites pour cette action. Nous 

obtenons une fîbration O X —*- Jn —• ftXP(rc — 1) représentée par une application 

classiflante 

OXP(n - 1)pn-1 BOX = X. 
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Convertissons pn-i en une fibration, nous obtenons un diagramme de fibrations 

ÇiX — J\ • Ji • ' ' ' Jn 
kn 

Jn+1 

O X P ( O ) > 0 X P ( 1 ) • • • • O X P ( n - l ) > O X P ( n ) 

Remarquons que Jn est normalement inclus dans J n + i - Lorsque n tend vers l'infini, 

J(oo) = U n J n est contractile ([81]). Il en résulte des équivalences d'homotopie 

ftXP(oo) = BQ.X = X . 

Propos i t ion 1 .3 .1 . ([48]). ca t (X) < n si et seulement si la fibration pn : 

O X P ( n ) X a une section homotopique. 

Pour augmenter notre intuition sur les applications pn, nous en donnons main­

tenant une autre description. 

Considérons la fibration en espaces de lacets de base X : 

O X -U EX A X , 

où EX = { ( a , r ) , r E R>o et a : [0,r] -+ X , a(0) = * } ; p(a) = a ( r ) . 

Formons le diagramme 

ftX Fx F2 Fn 

i »1 »2 in 

EX 
jo 

E1 
j1 

E2 
j2 

... En 
jn 

En+i 

In 

X 

où 1) j n : En —> En+i désigne la cofibre de in> 
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2) Comme q n i n est l'application constante, qn se factorise à homotopie près 

par En+i, ceci définit # n + i -

3) P n + i désigne la fibre homotopique de qn+i-

Proposi t ion 1 .3 .2 . Les fibrations Fn ^ En H X et J n + 1 -> fìIP(n) ^> X 

ont même type d'homotopie. 

m Si Y est un iï-espace pointé agissant librement à droite sur X , on peut re­

garder l'espace X des orbites pour cette action. L'injection naturelle k : X —• X*Y 

définie par k(x) = 1 • x + 0 • * induit par passage au quotient un morphisme 

k : X —• X * Y. La suite 

X -?>X -!UX*Y 

est une cofibration. Il suffit de voir que X * Y est homéomorphe à Cp la cofibre 

homotopique de p. Cp = (X X [ 0 , 1 ] ) U Ï / ~ avec (x ,0 ) ~ * et (rc, 1) ~ 

Définissons 6 : C p —> X * F en posant 

9(x, t) = [tx + (1 - t)*] , X e X , 

9(z) = k(z) , * G X . 

0 est clairement un homéomorphisme. 

Appliquons ceci à la construction des espaces fiXP(n). Les suites 

J n + 1 - » QXP{n) -* QXP(n + 1) 

sont alors des cofibrations. Ceci permet de définir par récurrence sur n des mor-

phismes (pn : En -* HXP(ra) induisant des isomorphismes en homologie. • 

La construction de Ganea est, de plus, reliée à celle des bouquets garnis. Dans 

[49], Gilbert montre en effet l'existence d'une somme amalgamée homotopique 

ftXP(n) 
Pn 

X 

T n + 1 ( X ) 

A 

X n + 1 

L'existence d'une section homotopique de pn est donc équivalente à celle d'une 

factorisation homotopique de A à travers T n + 1 ( X ) . Ceci démontre la proposition 

1.3. 
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Dans le même texte ([49]), Gilbert montre que les injections (lx)n x A : 

X n + 1 —• X n + 2 induisent par image inverse les morphismes : 

iïXP(n) -> tlXP(n - 1) . 

1 .4 . - L a suite spectrale de M i l n o r - M o o r e et l'invariant e de T o o m e r . 

La L.S. catégorie d'un espace X est un invariante homotopique difficile à 

appréhender. L'inégalité (Lemme 1.3) 

mlH*(X]A) < ca t (X) 

donne une première approximation de cat (X) . La construction des espaces 

ÇtXP(n) va en fournir une autre. 

Soit k un corps, la filtration de X = nXP(oo) par les sous-espaces Xn = 

ÇtXP(n) fournit une suite spectrale E p q convergeant vers H*(X;k). Elle peut 

être décrite comme suit. Notons 

i : Hp+q(XPìXp-r) —* Hp+q(Xp+r-i,Xp-i) , 

Jp,g : Hp+q(Xp) —» Hp+q(X) , 

les homomorphismes induits par les inclusions. 

Désignons par : 

d : Hp+q(Xp+r-i,Xp-i) —> Hp+q-i(Xp-i,Xp-r-i) , 

l'homomorphisme bord du triple (Xp+r-i,Xp-i,Xp-r-i) . Alors 

Er

pq — Image de i . 

= Image de «T^g/lmage de Jp-x^+i . 

dr = d\Er

Piq. 

Avec les notations introduites en 1.3, on a en particulier : 

E^q = # „ + , ( J p ; *) = [ « ^ . ( O Y ; * ) ] g pour q > 0 . 

Pour mieux comprendre cette suite spectrale, il est utile de remarquer qu'elle 

est isomorphe à la suite spectrale de la bar construction appliquée à l'algèbre 

différentielle graduée C*(Q,X; k) . 
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B a r construction. Si (A, d^) est une algèbre différentielle graduée connexe 

(Ao = k) avec à A de degré —1, on note B(A) (resp. B(A)) la bar construction 

(resp. la bar construction réduite) sur A. 

Posons A = ®p>oApi (sA)p = Ap-i et (sA)®p = sA(g).. .<g>sA, p fois. Comme 

coalgèbre, B(A) = T(sA) = ®k>0(sA)®k. 

A(vi <g>... <g> v n ) 

n - l 

p=1 
(t>i <g>... (g) i>p) <g> (up+i (8) . . . <g> v„) . 

On note usuellement [ a i | . . . \ak] pour sai (g) • • • (g) sa*. La différentielle d sur 5 ( A ) 

est alors définie par d = dE + d/, 

d£ ( [a i | . . . | a* ] ) = -
l<r<Jfe 

( - l ) n ( r ) [ a i | . . . | a r a H - i | . . . a f c ] , 

d j ( [a i | . . . | o* ] ) = -

it 

*=i 

(-\yV-»[ai\...\dAai\...ak\, 

n ( r ) = E l = r d e ë ( a 0 ] + r. Bidegré [ai I . . . \ak] = (k, £ |«t| - 1) • dE et aj sont de 

bidegrés respectifs (—1,0) et ( 0 , - 1 ) . 

On définit alors B(A) : B(A) = A (g) 5 ( A ) . Le bidegré de a (g) </? est défini 

comme étant (0, \a\) + bidegré <p . 5 ( A ) possède une différentielle d définie par 

d(a <g) [ai I . . . ak]) =dA(a) ® [ai | . . . + ( ~ l ) d e g ( a ) a (8) d[ax | . . . |a*] 

+ ( - l ) d e g ( a ) a a i ® [ a 2 | . . . K ] . 

5 ( A ) est un A-module libre différentiel acyclique et la projection naturelle e (g) 1 : 

B(A) —• 5 ( A ) induit un isomorphisme bigradué 

5 . ( 5 ( A ) , d) £ H* (k ®A (A (g) 5 ( A ) ) , 1 (g) d) . 

5 * ( 5 ( A ) , c?) est, par conséquent, isomorphe à l'espace vectoriel gradué TorA(fc, k). 

Les sous-espaces 5 ( A ) ; = © Î = 0 A ® * forment une filtration de 5 ( A ) et induisent 

une suite spectrale convergeant vers 5 * ( 5 ( A ) ) . L'isomorphisme 

5 * ( 5 ( A ) , dj) = 5 ( 5 * ( A ) ) induit les isomorphismes : 

E1^H^B{A),dI)^B{H^{A)). 

E2 = Hm(B(H.(A)),dE) = TovH^A\k, k) . 

1 7 



Y. FÉLIX 

Cette suite spectrale s'appelle suite spectrale de Milnor-Moore associée à l'algèbre 

différentielle graduée (A, OIA) • 

Lien entre la B a r construct ion et la construct ion de G a n e a . 

Nous désignerons par C*(fi-X"; k) l'espace vectoriel engendré par les cubes 

singuliers normalisés de SIX avec sommets au point de base. (Normalisés signifi­

ant modulo les cubes singuliers dégénérés de QX) . Il est bien connu ([2]) que 

C * ( O X ; k) est une algèbre différentielle graduée connexe. 

T h é o r è m e 1.4.([51], th. 3.3). La suite spectrale obtenue en filtrant SIXP(oo) 

par les sous-espaces QXP(n) est isomorphe à partir du terme E1 à la suite spec­

trale de Milnor-Moore associée à C+(QX] k) . 

M Posons A = C*(fìX; k) . Construisons un morphisme de A-module différentiel 

fi: B{A)C*{Joo;k), 

préservant les filtrations, c'est-à-dire vérifiant : 

n(A®B(A)i) c C.(Ji+i;fc). 

On en déduira par passage au quotient un morphisme de complexes : 

p, : B(A) C . ( i2XP(oo) ; k) , 

avec jÂ(B(A)i)cCm(ilXP(i)\k). 

On construit fj, par récurrence sur i . Pour i = 0, /x est simplement l'identité 

A = C*(Q,X; k) ; supposons avoir construit un morphisme de A-modules, 

fii:A®B(A)i->C*(Ji+1;k), 

induisant un isomorphisme en homologie. Le complexe A , + i = A (g) B(A)i + k ® 

J5(A)j+i est acyclique et le morphisme Jj+i —• Jj+2 homotopiquement trivial ; il 

en résulte que /x, s'étend en un morphisme de complexes 

ui : Âi+1 -> C* (Ji+2 ; k), 

que l'on peut étendre à nouveau par la structure de A-module de C*(«7 t+2; fc) e n 

un morphisme 

ui+1: A ® B(A)i+1 -+ C . ( J ,+ 2 ; k) . 
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Il s'ensuit que fi induit un isomorphisme 

ji:H(B(A)i+1,B(A)i)SiH(Âi+uA®B(A)i) = H(üXP(i + l),ilXP(i);k) . 

Le lemme des 5 montre alors que /x,+i induit un isomorphisme en homologie. • 

Invariant e de T o orner. 

Si k est un corps et X un espace, on peut définir un entier efc(X). Il s'appelle 

invariant de Toomer ou longueur de Moore de X. Il est défini comme le supremum 

des entiers / tel que E?° ^ 0 dans la suite spectrale de Milnor-Moore [981. 

Il résulte clairement de la description précédente de Ef% que ek(X) < n si et 

seulement si le morphisme H*(ÇlXP(n);k) H+(X]k) est surjectif. Comme 

cat (X) est le plus petit entier n tel que la projection pn : En —• X ait une section, 

on a : 

Propos i t ion 1.4. ek(X) < cat (X) pour tout corps k. 

Le lemme 1.2 montre que cat (Q,XP(n)) = cat ( ^ n ) ^ n et donc 

nil H*(En] k) < n . Il en résulte que : 

nil H*(X; k) < ek(X) < ca t (X) . 

Nous noterons e 0 ( X ) l'entier e* (X) défini pour k = Q . 
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2 - E S P A C E S R A T I O N N E L S E T M O D E L E S M I N I M A U X . 

2 . 1 . - Rat ional i sat ion d'un espace . 

On peut concevoir le théorème suivant de Serre ([90]) comme point de départ 

de l'homotopie rationnelle. 

T h é o r è m e . Soit f : X —> Y une application continue entre c.w. complexes 

1-connexes de type fini. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes : 

(1) ?r*(/) ® Q : TÏ+(X) (g) Q —* 7r*(y) ® Q est un isomorphisme. 

(2) # • ( / ; Q ) : H*(X; Q ) -> H*(Y] Q ) est un isomorphisme. 

Un espace X 1-connexe est dit rationnel si ses groupes d'homotopie sont 

des Q-espaces vectoriels, ou, de façon équivalente, si ses groupes d'homologie à 

coefficients entiers sont des Q-espaces vectoriels. 

/ : X —• Xo est dite une rationalisation de X si XQ est un espace rationnel et 

TT*(/) ® Q un isomorphisme. Par exemple, si n > 2, K(G, ri) —• K(G ® Q , n) est 

une rationalisation. 

Tout c.w. complexe 1-connexe admet une rationalisation, unique à équivalence 

d'homotopie près, que l'on peut construire de diverses façons : 

Cons truc t ion cellulaire : Si Sn désigne la n-sphère usuelle, choisissons pour 

chaque entier p > 2 une application p : Sn —* Sn de degré p et définissons la sphère 

rationnelle ( 5 n ) o comme étant le télescope infini construit à partir de la suite 

Sn 

X2 
5 n 

x 3 

sn 

... 

L'inclusion de SN dans la sphère de gauche localise l'homologie. On a donc 

£ . ( ( S » ) „ ; Z ) ^ H . ( S N ; Q ) . 
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Si maintenant X est un c.w. complexe 1-réduit, on peut construire une ratio­

nalisation g : X —• XQ par récurrence sur le squelette de X : 

XW c X ( 3 ) C . . . C X ( n ) C X ( n + 1 ) C . . . 

Supposons avoir construit gn : X(") ( X < n > ) 0 . Notons : 

if : VSn - X ( n ) , 

l'application d'attachement des (n + l)-cellules de X . <p induit une application 

ï>o : V ( S " ) 0 - > (X<">)„ , 

dont nous noterons la cofibre par ( X ^ n + 1 ^ ) Q . gn s'étend alors à homotopie près 

en un morphisme gn+\ = X^n+1^ — > ( X ^ n + 1 ^ ) 0 induisant un isomorphisme en 

cohomologie rationnelle. 

Construct ion par tour de Postnikov. 

Tout espace X 1-connexe admet une tour de fibrations dite tour de Postnikov 

. •. Xn+i P ^ Xn ^> X3 —v X2 , 

jouissant des propriétés suivantes: 

(1) X est la limite homotopique inverse de ce diagramme; 

(2) les fibrations pn sont des fibrations image réciproque des fibrations universelles 

K(*n{X), n) ~ ÍWT(ir n (X) , n + 1) —• E K ( 7 r n ( X ) , n + 1) - K(*n(X), n -h 1) 

au moyen d'applications continues fn : Xn+i —• K(Trn(X),n + 1) . 

En particulier (1) fournit des applications continues gn : X —> Xn vérifiant 

Pn9n ~ 9n-\ e ^ 7 r * ( f l f n ) e s t un isomorphisme pour * < n . 

Si 
«Xn —* est une rationalisation, l'application composée 

Xn

 f ^ K(xn+1(X), n + 2) -> Jf(ir»+i(Jr) 0 Q , n + 2) 

se factorise à homotopie près par par Yn. En prenant l'image inverse de la fibration 

en espaces de lacets de base K('rrn^.1(X) <8> Q , n + 2), on obtient alors une fibration 

Yn+i ^ Yn • 
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Par définition des espaces X n , on a un morphisme <pn+i '• Xn+i —• Yn+i vérifiant 

g n V ? n + i ~ (pnPn • Les longues suites exactes d'homotopie des fibrations entraînent 

que <pn+i est une rationalisation. 

Localisation par télescope. 

Supposons que l'espace X possède un ensemble dénombrable d'endomorphis-

mes (fi, i > 1 satisfaisant aux conditions suivantes 

(1) les morphismes H*(ipi \ Q ) sont des isomorphismes ; 

(2) Vq > 2, Va: € H*(X; Z ) , 3i > 1 et y dans H*(X\ Z) avec <pi(x) = qy . 

Dans ce cas, on obtient (comme pour S2) la rationalisation de X en prenant 

le télescope infini 

xfxxnx-^... 

(X)o est la limite homotopique de ce diagramme. 

Malheureusement, pareille famille d'endomorphismes n'existe pas toujours. 

Dans ([14]), Body et Sullivan ont donné une condition nécessaire et suffisante 

à leur existence (voir aussi [88]). 

Localisation par les P .L. formes. 

Dans ([93]), Sullivan définit les foncteurs P.L. (piecewise linear) formes, APL, 

et réalisation géométrique, (—), entre la catégorie des c.w. complexes 1-connexes de 

type fini et celle des algèbres différentielles graduées commutatives cohomologique-

ment connexes de type fini A D G C 

C.W. complexes 

APL 

<-> 
A . D . G . C . 

Si X est 1-connexe, de type fini, alors X0 = (APL(X)) ([93], [20]). 

Localisation des groupes . 

Un groupe G est dit local si Vn > 1, l'application x \-> x n , x € G, est bijective. 

Le localisé d'un groupe G est un groupe local H muni d'un morphisme e : G —• H 

satisfaisant aux conditions: 

(1) Ker e est formé des éléments de torsion de G ; 

(2) \/h e H, 3g e G et n > 1 avec hn = g . 
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Si G est abélien, la loi du groupe peut s'écrire additivement et G se localise 

par le morphisme de rationalisation 

G -> G 0 = G (g) Q . 

Tout groupe nilpotent se localise ([67]). Ceci peut se faire de 2 manières, soit par 

récurrence sur l'indice de nilpotence de G ([67], chapitre I) soit en passant aux 

anneaux de groupe ([86]). Rappelons cette dernière construction : 

C o m p l é t i o n de M a l c e v ([86]) : Soit G un groupe nilpotent. Son anneau 

de groupe à coefficients rationnels Q[Cx] est une algèbre de Hopf contenant G dans 

ses éléments de groupe. On complète Q[G] pour la filtration I-adique, I = kere 

E : Q[G] -> Q, Eaigi -> Eai. 

Notons Q[G] l'algèbre de Hopf complète ainsi obtenue. On pose alors G0 = 

G(Q[G]), G désignant le foncteur éléments de groupe. Désignons par V le foncteur 

élément primitif. Les foncteurs exponentielle et logarithme 

Q(Q[G}) 

log 

V ( Q [ G } ) 

exp 

sont alors des isomorphismes inverses l'un de l'autre. 

Nous noterons L Q l'algèbre de Lie \og(Go) = V ( Q [ G ] ) . L Q est une algèbre 

de Lie nilpotente et admet par le théorème d'Ado une représentation fidèle formée 

de matrices nilpotentes. En prenant l'exponentielle, on obtient un isomorphisme 

entre GQ et un groupe de matrices unipotentes. 

Espaces ni lpotents 

Un espace X est dit nilpotent si son groupe fondamental ni(X) est un groupe 

nilpotent opérant de façon nilpotente sur les 7 T j ( X ) , i > 2 . Tout espace nilpotent 

se localise. Plus précisément : 

T h é o r è m e ([67], chapitre II). Si X est un c.w. complexe nilpotent de type 

fini, alors il existe un morphisme f : X —> Y tel que 7r* ( / ) : 7r*(X) —> 7r*(F) soit 

une localisation. 

La première étape dans la construction du localisé consiste à localiser un 

espace K(G; 1), G nilpotent, c'est-à-dire à localiser le groupe nilpotent G. 

Une fibration est dite nilpotente si sa base est une espace nilpotent dont le 

groupe fondamental opère de façon nilpotente sur la cohomologie de la fibre. 
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2 . 2 . - Rational isat ion et catégorie. 

Dans les espaces 1-connexes, le foncteur rationalisation commute aux produits 

et aux bouquets garnis ; la définition de Whitehead de la L.S. catégorie montre 

que 

cat(Xo) < cat (X) . 

Si X est 1-connexe, appelons catégorie rationnelle l'entier noté c a t 0 ( X ) et défini 

par 

cato(-X") = cat(Xo) . 

Tout espace de dimension finie n vérifie cat (X) < n et donc cato(X) < o o . 

Dans les paragraphes ultérieurs, nous étudierons les conséquences de la propriété 

cato(-X) < oo sur l'homotopie de X. 

2 . 3 . - M o d è l e s min imaux . 

A . D . G . C . 

Une algèbre différentielle graduée commutative (en abrégé a.d.g.c.) est une 

Q-algèbre graduée A (A = 0 p > Q A p , le degré d'un élément x étant noté |:c|) 

commutative (dans le sens gradué : xy = (—l)'xHî/ly munie d'une différentielle 

dA de degré + 1 , 

4 = 0 , dA(xy) = dA(x) • y + ( -I)"*'* - dA(y). 

(A, dA) est dite r-connexe si A0 = Q et A1 = 0 pour 1 < i < r. 

La cohomologie de { A ^ A ) est par définition l'homologie de A pour la diffé­

rentielle dA • C'est une algèbre graduée commutative notée i/"*(A,c?^) . 

Si X est un espace vectoriel gradué connexe (X = 0 n > o - ^ n ) > on note AX 

l'algèbre graduée commutative libre sur X 

AX = a lg . sym. (XP a i r ) ® a l g . e x t . ( X i m P a i r ) . 

Une a.d.g.c. (A, c?^) est dite minimale si A est libre (A = AX) et si X admet une 

base x a indexée par un ensemble bien ordonné A avec dxa € A^< a (x / g) . Pareille 

base s'appelle une K.S. (Koszul-Sullivan) base de X . 

Si X est 1-connexe (X1 = 0 ) , alors (AX^d) est minimale si et seulement si d 

est decomposable : d(X) C A - 2 ( X ) . 
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Soit (A,<1A) une a.d.g.c. avec H0(A,O!A) = Q- Supposons que chaque 

HX(A, <ÌA) soit de dimension finie. Il existe alors une a.d.g.c. minimale ( A X , d) et 

un morphisme 

V-.(AX,d)^(A,dA), 

induisant un isomorphisme en cohomologie ([93]). 

(AX, d) s'appelle le modèle minimal de (A, dA) • H est unique à isomorphisme 

près. 

Nous appellerons désormais quasi-iso tout morphisme d'a.d.g.c. induisant un 

isomorphisme en cohomologie. 

K . S . m o d è l e . 

Soit / : (A, dA) —* (Byds) un morphisme d'a.d.g.c. ; supposons que 

H°(A,dA) = H°(B,dB) = Q et que les H^A^A), H^B^B) soient de dimension 

finie, alors il existe un diagramme commutatif 

(A,dA) 
S 

{B,dB) 

1> S 

(AX,d) 
i 

(AX ® AY, D) (AY,D), 

tel que : 

(1) (p est un modèle minimal de (A,c?^), 

(2) H*(il>) est un iso., 

(3) 3 une base (y,) de Y indexée par un ensemble bien ordonné avec D(yi) G 

AX (8) Ar<t- . 

Pareille extension s'appelle une K.S. extension de / ([60]). Elle est unique à 

isomorphisme près. La base (yi) de Y s'appelle K.S. base de (AY,D) . 

Si ( A X , d) est une a.d.g.c. libre (comme algèbre graduée), nous pouvons 

filtrer A X par les puissances de l'idéal d'augmentation, ceci définit une suite spec­

trale vérifiant E0 = (AX,d0), d0(X) C X . Nous noterons Q(d) = d 0 , et Y un 

supplémentaire dans X de ker do . Décomposons X sous la forme 

X = H*{X, Q(d)) ® Y © Q(d){Y). 
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L'idéal I engendré par Y et d(Y) est c?-stable et Q(d) acyclique. Il est donc 

acyclique. Ceci munit l'a.d.g.c. quotient 

(AX,d)/l*A(H*(X,Q(d))) 

d'une structure d'a.d.g.c. minimale. 

K . S . modè le de la multiplication. 

Soit ( A Z , d) une a.d.g.c. minimale 1-connexe de type fini et \i : (AZ, d) (g) 

(AZ, d) —• (AZ, d) la multiplication. 

Définissons l'espace vectoriel gradué Z par Zv = Z p + 1 . Construisons, par 

récurrence sur une K.S. base de (AZyd), une différentielle D sur AZ (g) AZ (g) AZ 

et un quasi-isomorphisme ф rendant commutatif le diagramme 

(AZ,d) 

(AZ,d)®(AZ,d) 
i 

7* 

(AZ®AZ®AZ,D). 

Nous voulons de plus que D(z) — z®l + l®z G A^2(Z ® Z © Z) . 

Pour le premier générateur z\, on pose D(z{) = z\ (g) 1 — 1 (g) z\ et ip(zi) = 0 . 

Supposons avoir défini %l? et D pour 2 1 , . . . , zp . Considérons 

фр : Ap = A(z1,...,Zp)®A(z1,...,Zp)®A(z1,...,zp)-+A(z1,...,Zp) . 

Filtrons Ap et A(zi,..., zp) par les puissances de l'idéal d'augmentation. Comme 

E2(tpp) e s t un iso, %l>p est un quasi-iso. tpp étant en plus surjectif, ker t/>p est un idéal 

acyclique pour D et Q(D) . dzp+1 (g) 1 — 1 (g) <£z,>+i est un cocycle decomposable 

dans ken/>p, c'est donc le cobord d'un élément decomposable a . 

da = cbp+i (g) 1 — 1 (g) G?ZJ,+I , ^ ( ° 0 = 0 • 

En conséquence, 

zp+i (g) 1 - 1 (g) - a 

est un cocycle de A^+i , et l'on pose 

D(zp+i) = z p + 1 (g) 1 - 1 (g) Zp+i - a . 

Ф(*р+1) = 0. 
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H o m o t o p i e dans A . D . G . C . 

Soit (A, OIA) une a.d.g.c. de modèle minimal ( A X , c?) (A, d^) . Deux 

morphismes d'a.d.g.c. 

f,g:(A,dA)^(B,dB) 

sont dits homotopes s'il existe un morphisme d'a.d.g.c. 

H : (AX <g) A X <g) AX,D) —• ( 5 , , 

avec f f (x (g) 1) = / p ( x ) et H(l (g) s ) = 0p(x) ([60], [20], [93]) . 

M o d è l e min imal d'un m o r p h i s m e . 

Si / : ( A , C ? A ) — • (B,dß) est un morphisme d'a.d.g.c, il existe un diagramme 

commutatif à homotopie près où p et a sont deux modèles minimaux ([93]). 

(A,dA) 
S 

(B,dB) 

P q 

(AZ,d) 
9 

(AY, d') 

g est alors appelé le modèle minimal de / . Une fois fixé p et cr, il est unique à 

isomorphisme près. 

Topologie et A . D . G . C . 

Si X est un espace topologique connexe, le modèle minimal de l'a.d.g.c. 

APL(X) s'appelle le modèle minimal (de Sullivan) de X . On le note parfois 

Mx ([93], [60], [11], [95], [20]) . Un espace X est dit de type uni si sa coho­

mologie rationnelle est un espace vectoriel gradué de type fini. La correspondance 

X Mx est excellente pour les espaces nilpotents de type fini : 

T h é o r è m e 2 .3 .1 ([3], [24]). Soit (AZ,d) le modèle minimal d'un espace 

nilpotent X, de type fini, on a alors des isomorphismes 

Z1 = Lnx(x)> o u LG désigne Valgèbre de Lie associée au complété de Malcev du 

groupe G , 

Zn*ÊHom(*n(X),Q) n > 2 , 

Hn(AZ,d)^Hn(X;Q) . 
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T h é o r è m e 2 .3 .2 ([93]). Soient X etY deux espaces nilpotents de type fini, de 

modèle minimaux respectifs (AZ,d) et (AZ',d'), alors Vassociation modèle minimal 

induit une bijection 

[Xo,Y0]Top = {{AZ',d'),(AZ,d))A.D.G.c. 

[ , ]c désignant les classes d'homotopie d'applications dans la catégorie C . 

T h é o r è m e 2 .3 .3 ([60], §20). Soit F A E A B une fibration nilpotente entre 

espaces de type fini. 

Considérons le diagramme commutatif en traits pleins 

APL(B) 
P* 

Api(E) i. 
APL(F) 

F w e 
(AZ, d) 

j 
(AZ®AY,D) (&Y,D), 

où j est un K.S. modèle de p*, alors il existe un quasi-iso S rendant commutatif 

tout le diagramme. 

Autrement dit, la donnée du modèle de p : E—» B fournit le modèle de F . 

Plus généralement, 

T h é o r è m e 2 .3 .4 ([60], th. 20.6). Si 

E' E 

P' p 

B' 
f 

B 

est un carré fibre entre espaces de type fini, (AZ,c?) —> (AZ (g) AY,D) un K.S. 

modèle de p et (AZ,d) —* (AX,d') un modèle de f, alors, 

(AX ® AF, D') = (AX, d') ® ( A Z t < 0 ( A Z ® AY, D) 

est un modèle de E' . 

La différentielle du modèle de Sullivan de X fournit la tour de Postnikov de 

X0 . En effet : 
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T h é o r è m e 2 . 3 . 5 ( [ 9 3 ] ) . Si K(Q,n) —> X —> X' est une fibration principale 

d'invariant a : X' —• K(Q,n + 1 ) avec Qa ~ 0, alors Mx — (Mx,<g)Axn,d) où 

d(xn) est un cocycle de M.x représentant la classe a . 

Exemple. Le modèle des espaces homogènes G/K, avec G un groupe de Lie 

connexe compact et K un sous-groupe connexe fermé. 

Dans ce cas, les espaces classifiants BQ et BK sont 1-connexes. Un résultat 

classique de Borel [ 1 9 , théorème 1 9 . 1 ] montre alors que H*(BG) et H*(BK) sont 

des algèbres de polynômes AQG et AQK • H en résulte immédiatement que 

( A Q G J O ) et (AQK,0) sont les modèles minimaux de BQ et BK • 

L'injection j : K —• G induit un morphisme Bj entre les espaces classifiants 

Bj : BK —• BG . On a alors un carré fibre homotopique : 

G G 

G/K EG 

BK 
Bj 

BG, 

où G —» EG —• BG désigne la fibration universelle pour G . Une application du 

théorème 2 . 3 . 4 fournit alors le modèle de G/K . 

Propos i t ion 2 . 3 . 6 . Un modèle (non nécessairement minimal) de G/K 

est donné par Va.d.g.c. (AQK ® AS^QG^D) avec D(QK) = 0 et D(s~1x) = 

(Bjy(x) , x e Q G -

2 . 4 . - H o m o l o g i e et cohomologie d'un espace rationnel. 

Si XQ est le rationalisé d'un c.w. complexe fini 1-connexe X, on a par 

construction 
r*(Xo) = r*(X) x Q, 

ff.(X0;Z)£Jï.(X;Q). 

La structure de H*(XQ;Z) est par contre plus complexe. Prenons par exemple 

X = SN avec la structure cellulaire formée d'une cellule e 0 de dimension 0 et 

d'une cellule e de dimension n . 
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(Sn)o = XQ admet alors une structure cellulaire avec une 0- cellule e 0 , une 

infinité de cellules de dimension n (e t ) j>i et une infinité de cellules de dimension 

n + 1 ( /j) i>i- L'homomorphisme bord du complexe des chaînes cellulaires est 

défini par dfi — e, — (i + l ) e j + 1 . 

0 , > i Z / i -> ®,->iZci . 

H*((Sn)o'ì Z ) est donc la cohomologie du complexe 

0 - > C n = n 
i>1 

Zei* 6 
c n + 1 n 

i>=1 

z / ; - o, 

d(Eqiei*) = E(ai--(i+1)ai+1)fi*. 

Identifions C n et C n + 1 à £Z [[£]]. Hn et i y n + 1 sont alors respectivement le noyau 

et le conoyau de l'homomorphisme 

«[ [ * ] ] - i t Z [[<]]. 

8(f) = f - f [f' = dérivée de / ] . 

L e m m e 2 . 4 . 1 . HN((SN)0; Z ) = 0 . 

• • Plongeons *Z[[t]] dans Q((tf)) . ker<$Q est un espace vectoriel de dimension 

1 engendré par (e* — 1) . 

ker£ Q = Q ( e * - l ) . 

On a alors ker S = ker SQ n tZ [[t]] = 0 . • 

L e m m e 2 . 4 . 2 . Hn'*~1((Sn)o'ì Z ) est un groupe non nul sans torsion. 

• Pour voir que H n + 1 est non nul, il suffit d'exhiber un élément non nul, par 

exemple £ „ > i tn = t/(l - t) . 

L'équation f(t) = f'(t) + ¿ / ( 1 — t) n'a en effet pas de solution dans Z[[t\] : 

Les équations an — (n + l ) a n + i = 1 montrent que an ^ 0 pour n très grand et que 

\an \ > n\an+i\ . Il en résulte que |ai| > (ra!)|a n+i| pour tout n, ce qui est absurde. 

H n + l n'a pas d'élément de torsion : soit g £ tZ[[t]] avec pg = / — /', p e Z . 

Ecrivons g = £ n > i M n et / = 2 „ > i « n * n . On a donc p è n = a n - (n + l ) a n + 1 

pour tout n ce qui entraîne : 

an = (n + l ) a n + i mod p , 

a r = (n! /r! )a n mod p pour n > r . 

Ceci entraîne a r = OVr, et donc ar = p d r . Nous pouvons donc écrire g = f\ — (fi)' 

avec fi — Yt d n t n • • 
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3 - " L E M A P P I N G T H E O R E M " . 

3 . 1 . - L e mapping theorem. 

La catégorie rationnelle est un invariant homotopique. Sa force et son utilité 

résident dans son comportement à l'égard de certaines applications continues. 

C'est le contenu du mapping theorem. 

T h é o r è m e 3.1.([30], [41]). Soit f : X —» Y une application continue entre 

espaces î-connexes de type fini. 5Î 7r*(/)(g)Q : 7r*(Jf)<g)Q —• 7r*(F)<g)Q est injectif, 

alors cato(X) < ca t 0 (F ) . 

La démonstration de ce théorème repose sur les trois lemmes suivants : 

L e m m e 1. Soient X et Y deux espaces connexes et soit 

ÏIX^ÇÎY -1* F - A X ±>Y , 

la suite de fibrations homotopiques induite par une application f. Les propriétés 

suivantes sont équivalentes 

(1) i est homotopiquement trivial ; 

(2) p a une section homotopique ; 

(S) Cif admet une rétraction homotopique ; 

(4) La fibration SIX -£ SIY A F est homotopiquement triviale. 

L e m m e 2 . Soit F A E A B une fibration, si i est homotopiquement trivial, 

alors cat(i?) < cat (£ ) , 

• Soit (Ui)içi un recouvrement ouvert de B formé d'ouverts contractiles dans 

B . Les inclusions p — 1 (Ï7 t) —* E se factorisent à homotopie près à travers F . 

Comme i : F —> E est homotopiquement trivial, il en est de même des inclusions 

p-^Ui) - E . a 

L e m m e 3 . Si X est un espace rationnel 1-connexe, alors ÇIX a le type 

d'homotopie d'un produit faible d'espaces d'Eilenberg-MacLane. 

m Le théorème de Milnor-Moore ([82]) affirme que l'application de Hurewicz 

induit un isomorphisme d'algèbres de Lie 

h* : r* (OX) ---> PH*(OX ; Q). 
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Choisissons pour chaque i une rétraction r¿ de h i 

r,- : Hi(QX; Q ) -> ir^QX) . 

Chaque r¿ définit une classe de HX(QX; TTÌ(QX)) correspondant à une application 

continue 

cri : fìX -> ^(^(nX),*) , 

induisant un isomorphisme sur les groupes d'homotopie en dimension i. Le produit 

de ces applications < 7 , induit donc une équivalence d'homotopie 

QX ^YÍK^QX)^) . 

i 

Propos i t ion 3 . 1 . 1 . Soit f : X —* Y une application continue entre espaces 

connexes. Supposons que 

1) 7 r * ( / ) est injectif et scindé. 

2) QY a le type d'homotopie dun produit faible d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane. 

Alors QX a le type d'homotopie faible d'un produit d'espaces d'Eilenberg-M ac-

Lane, et cat X < cat Y . 

m Si G est un groupe abélien gradué, G = © t ^ G t » nous désignerons par K(G) 

l'espace produit I l t>2^(^*>0- Notons </> : QY —• if(7r*(QF)) l'équivalence 

d'homotopie et p la rétraction de 7r*(/) . La composition 

</> : QX y QY 4 K(*.(OY)) ^ K(n*(QX)) 

induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopie. C'est donc une équivalence 

d'homotopie. L'application o K(p) o <p est un rétract homotopique de Qf. 

Notons F A X la fibre homotopique de / . Par le lemme 1, i est homo-

topiquement trivial et par le lemme 2, cat X < cat Y . m 

Le "mapping theorem" résulte alors directement de la proposition 1 combinée 

avec le lemme 3. 

Les hypothèses de la proposition 3.1.1. sont très importantes. Les exemples 

suivants le montrent : 
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Exemple 1. (Illustrant l'importance de l'hypothèse QY = produit d'espaces 

d'Eilenberg-MacLane). 

Notons p = S 3 —• K(Z,3) l'application continue définissant la classe fonda­

mentale de S 3 et par 5? 3 x la fibre homotopique de p . L'application S / L A 5 3 

induit une application injective scindée sur les groupes d'homotopie mais QS3 n'est 

pas un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane. Nous avons en fait c a t ( 5 3 ) = 1 et 

ca t (5 (

3

3 ) ) = oo car # * ( S (

3

3 ) ; Z / 2 ) D ( Z / 2 Z ) [ 6 ] . 

En effet, considérons la suite spectrale de Serre à coefficients dans Z / 2 Z de 

la fibration # ( Z , 2 ) -> S ? 3 ) S 3 . 

H*(K(Z,2);Z/2Z) = (Z/2Z)[oJ, degré(a) = 2 . 

La seule différentielle non nulle est d$ 

4 

a 0 

3 
a 

3 
JB u 

2 
a 

2 

j u 

a au 

1 2 3 

comme cfo est une différentielle d'algèbre d^a2**1) = a2pu et c ? 3 ( a 2 p ) = 0, on a 

donc : 

2T(S? 8 >; Z / 2 Z ) = A z / 2 Z ( a U ) ® ( Z / 2 Z ) [ a 2 ] . 

Exemple 2. (Illustrant l'importance de l'hypothèse ir+f injectif scindé). 

Considérons simplement p : K(Z,3) —> i T ( Q , 3 ) . n*(p) est injectif et 

O J \ ( Q , 3 ) = K(Q,2) est un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane ; on a cepen­

dant 

cat ( t f (Z ,3 ) ) > nil # * ( / C ( Z , 3 ) ; Z / 2 Z ) = oo . 

c a t ( t f ( Q , 3 ) ) £ c a t ( S ^ ) = l . 

Remarque: Dans le "mapping theorem", on ne peut pas remplacer cat 0(—) par 

nil H*(—;Q) . Considérons en effet l'application 

X = S 3 x S 5
 ± Y = ( S 3

 V S\) U w e 8 , 
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avec u = [Si [ S 3 , S 3 ] ] où / ( S 3 ) = S 3 et / ( S 5 ) = [ S 3 , S 3 ] ; clairement, T T . ( / ) (g) Q 

est injective, nil H*(X\Q) = 2 et nil É*(Y] Q ) = 1 

Les espaces topologiques 1-connexes X , avec un espace de lacets du même type 

d'homotopie qu'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane, ne se rencontrent pas 

tous les jours. Bien sûr, les espaces rationnels, et les espaces "tames" ([41]) sont 

de cette forme. Un c.w. complexe fini 1-connexe n'en est cependant jamais : 

Propos i t ion 3 . 2 . Soit X un c.w. complexe fini 1-connexe. Si QX a le 

type d'homotopie d'un produit d'espaces d'Eilenberg-MacLane, alors X a le type 

d'homotopie d'un point. 

M Notons Ap l'algèbre de Steenrod mod p . Comme X est de dimension finie, 

Hm(X\ Z/p) est quasi-borné. [Un ^4p-module H* est dit quasi-borné si chaque sous-

*4p-module de Hom(fZ*, Z/p) finiment engendré est de dimension finie ([72])]. Il 

en résulte ([72]) que H*(QX;Z/p) est aussi quasi-borné. 

Par hypothèse, QX a le type d'homotopie d'un produit f j i > 2 ^ ( G j , i) . 

Comme X est de type fini, les groupes Gi sont de type fini. Il s'en suit que pour 

chaque i > 2 et chaque p, chaque sous-^-module de type fini de 

H*(K(Giyi);Z/p) est de dimension finie. Si Gi ^ 0, ceci est en contradiction 

avec les résultats classiques sur la cohomologie des K{/K^n) ([22]). On a donc 

G i = 0 , V i > 2 . • 

3 . 2 . - Les fibres de Postnikov d'un espace X. 

Soit X un espace 1-connexe et 

x„ 

fn Pn 

X 
fn-1 

Xn-i 

f2 Pn-l 

X2 

sa tour de Postnikov. Notons gn : X [ n ] —• X la fibre homotopique de fn. 7rr(gn) 

est un iso pour r > n et 7r r (X[ n ]) = 0, r < n . D'autre part, les projections pn 
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définissent la suite d'applications naturelles 

[n+1] > *[n] > • • • A [ 3 ] • A [ 2 ] * , 

et d'après le "mapping theorem", 

cat0(A"[„+i]) < ca t 0 (X[ n j ) < c a t 0 ( X ) . 

Les espaces X[n] s'appellent les fibres de Postnikov de X . 

Définition. On appelle catégorie résiduelle de X, r c a t 0 ( X ) , Ventier 

mincat 0 (X[ n ] ) . 

Définition. On appelle longueur de Moore résiduelle de X, reo(X), Ventier 

défini par 

ren(X) = lim ( S U D en(X\^)) . 
m—oo p > m 

On a clairement reo(X) < r c a t 0 ( X ) < cato(X) . 

3 . 3 . - Les groupes de Got t l i eb de X. 

Définition [ 5 3 ] . Le p e m e groupe de Gottlieb de X, GP{X), est le sous-groupe 

de 7Tp(X) formé des éléments représentés par des applications a : Sp —• X telles 

que le morphisme aV id: Sp V X —> X s'étende à Sp x X . 

SPVX a V id 

X 

Sp xX a 

Exemples. 

1) Si X est un if-espace, alors GP{X) = np(X) ; 

2) Si X = S3 V S 3 , alors GP(X) ® Q = 0, pour tout p . 

Les éléments de GP(X) sont appelés les éléments de Gottlieb. Un élément 

de Tïp(X) est appelé semi-Gottlieb s'il est représenté par une application continue 

a : Sp —• X telle que le morphisme a V gp-i : Sp V X[p-^ —» X s'étende à 

Sp x . Les éléments semi-Gottlieb forment un groupe noté SGP(X) . On a 

G,(X) C SG„(X) = . 
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3.3.1. Groupe de Gottlieb et classifiant des fibrations de ßbre X. 

Notons aut X le monoïde des self-équivalences d'homotopie de X . L'évalua­

tion aut X —> X induit un homomorphisme de groupes 

^ ( a u t X, \x) ( C - ^ P TTpPO . 

Il résulte des définitions que GP{X) = image (ev)p . 

La fibration universelle pour les fibrations de base X est X —* -Baut *(X) —• 

JE?aut X. Elle a pour base le classifiant du monoïde aut X ( [53]) . Le morphisme 

de connection y est défini par l'évaluation 

QBaut X ^ a u t X ^ X . 

Il en résulte que GP(X) est l'image du connectant de la suite exacte longue 

d'homotopie de la fibration universelle. 

Par définition de la fibration universelle, on a : 

Corol laire . Si F —• E —> B est une fibration alors S : TZ*(B) —• 7r*-i(F) a 

son image contenue dans G*-i(F) . 

3.3.2. Fibration associée à un élément de Gottlieb. 

Représentons l'élément a de GP(X) par une application continue a : Sp —• 

aut X respectant les points de base. Ceci fournit une application continue à : 

SP+i £aut X . 

Prenons la fibration image réciproque de la fibration universelle le long de a, 

on obtient le diagramme commutât if 

Sp ÍISP+1 Oa aut X 

d ev 

X 
id 

X 

E Baut *X 

Sp+1 a 
Bant X 
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avec (Q,â)\sp = a . Comme d = ev(fìa), l'image du morphisme de connection 

d : 7 T P + 1 ( 5 P + 1 ) -> TTp(X) est Za . 

T h é o r è m e 3 .3 ([30]) * . Soit X un espace 1-connexe de type fini et de 

catégorie finie n, alors 

(a)Vi>l G 2 i ( X ) ( g > Q = 0 ; 

0>) E S i dimQSG2i+i(X) ®Q <n-re(X) . 

En d'autres mots, les groupes Gi(X) sont de torsion à l'exception d'un nombre 

fini concentré en degrés impairs, ce nombre étant borné par la catégorie de X. 

m a) Supposons qu'il existe un élément a dans G2p{X) avec qa ^ 0, > 0. Cet 

élément définit une fibration 

X - E - » 5 2 p + 1 . 

Notons d le connectant de la fibration : ftS2**1 X . Comme ir+ffîS2**1)®*} = 

Qe avec degré e = 2p et d^è) = a, 7r*(d) ® Q est injectif. 

D'autre part, ( 1 2 5 2 j > + x ) o a le type d'homotopie de i f ( Q , 2p) et est de catégorie 

infinie car H*(K(Q, 2p)) = Q[u], degré u = 2p. Par le mapping theorem, on aurait 

alors 

oo = c a t 0 ( f t S 2 p + 1 ) < cato(X) = n , 

ce qui est absurde. 

b) Soient ai : S n i —• X , i = 1 , . . . , 5 des applications continues représentant 5 

éléments linéairement indépendants de SG\mpa,iT (g) Q. Les applications 

a, V ic? : S n i V X[ r . ] —* X s'étendent en des applications continues 

ai : SUi x X[ r . ] —> X , r,- = — 1 . 

K. Hess a récemment montré que, si X est un espace 1-connexe de type fini, alors 

c a t 0 ( X x 5 2 n + 1 ) = cato(X) + 1. A partir de ce résultat, la même démonstration que ci-dessus 

montre que 
oo 

»=1 

d i m Q 5 G 2 i + i ( - X " ) ® Q < n - r c a t 0 ( X ) 
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Ceci définit une application 

a : 

s 

( Y[ S n i ) x X[r] -+X r = TDBx(rU • • • , r .) , 

i=l 

par 

a(tu • • •, t S i x) = a i (ta, a 2 ( ¿ 2 , a 3 ( * 3 , • • • , or,(t a, x) , • • •))) • 

Elle se restreint pour chaque m > r en 

am : 
s 

i=1 

(5»«) x ( X [ m ] ) - » X . 

L'application localisée ( a m ) o est alors injective sur les groupes d'homotopie 

dès que m est plus grand que les n;. Comme e0(X x Y) = e0(X) + eof^)([98]), 

on a 

s + r e 0 ( X ) < cat 0 (( 

3 

i=1 

Sni) x l f m l ) < c a t 0 X . 

Il en résulte que s est borné par n — reQ(X)y ce qui entraîne la thèse. 

Corol la ire . Soit F —*• E —• i? tme fibration nilpotente avec F de catégorie 

finie. Notons dp : irp(B) —• 7r p _i ( .F) /e connectant de la suite exacte longue 

d'homotopie. On a alors 

a) I m d 2 p + i ® Q = 0 . 

b)J2 dmilmdi ® Q < cat 0 F . 

3 . 4 . - L e mapping theorem pour les espaces non-s implement connexes . 

T h é o r è m e 3.4.[42]. Soit f : X —> Y une application continue entre espaces 

connexes pointés ayant le type d'homotopie de c.w. complexes. Supposons que 

(a) 7 T i ( / ) est injectif. 

(b) Qf admet une rétraction homotopique (/ = revêtement univesel def) . 

Alors ca t (X) < cat(F) . 

• Si TTi(f) est un isomorphisme, alors on a le diagramme commutatif 
6 f 

QY F X Y 

QY 
6 

F 
i 

X 
f 

Y 
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LE MAPPING THEOREM 

comme 0 / admet une rétraction, S a une section homotopique. Il en est de même 

pour S . i est donc homotopiquement trivial. Par le lemme 3.1.2, on a alors 

ca t (X) < cat(F) . 

Supposons ^i(f) injectif. Notons p : Y' —» Y le revêtement de Y correspon­

dant au sous-groupe 7 T I ( / ) ( 7 T I ( X ) ) de iti(Y) . L'application / se décompose en 

f = p o g avec g : X —> Y' induisant un isomorphisme sur le TTI. p étant un 

revêtement, on a c a t ( y ) < cat(F) . Comme ni(g) est un isomorphisme, on a 

aussi cat(X) < cat(F') . • 

Définition. Un espace X est dit presque rationnel si son revêtement universel 

est un espace rationnel ([66]). 

Du mapping theorem et du théorème précédent, on déduit : 

Corollaire. Soient X et Y deux espaces presque rationnels et f : X —> Y 

une application continue telle que ?r*(/) soit injective. Alors ca t (X) < cat(F) . 

Nous observons maintenant que la finitude de la catégorie d'un espace presque 

rationnel impose une sévère restriction à son groupe fondamental. 

Proposi t ion 3 . 3 . Le groupe fondamental d'un espace presque rationnel de 

catégorie finie est sans torsion. 

m Soit X un espace presque rationnel et X son revêtement universel qui est un 

espace rationnel. Si 7Ti(X) contient des éléments de torsion, il contient un groupe 

cyclique Cp d'ordre p premier. Notons Y le revêtement de X avec fti(Y) = Cp . 

L'espace Y est presque rationnel et Y = X . Comme H+(X\ Z/pZ) = 0 , on a 

H~*~(X\Z/pZ) = 0 . La suite spectrale de Serre de la fibration 

X - > F K(CP,1) 

montre que H*(Y; Z/pZ) = H*(CP; Z/pZ) D (Z/pZ)[u] . 

cat(F) est donc infinie. Il en est de même pour cat (X) . 

Remarque : La même démonstration montre que pour tout sous-groupe G de 

7Ti(X) et pour tout p premier, il existe q avec 

H>q(G; Z / p Z ) = 0. 

Les résultats du paragraphe 3.3 sur les éléments de Gottlieb se généralisent aux 

espaces presque rationnels. 
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Propos i t ion 3 . 4 . Si X est un espace presque rationnel de catégorie m, alors 

le sous-groupe G\(X) de ^i(X) est un groupe abélien libre de rang fini r et Von a 

r + 

k>0 

dirriQ G2k+i(X) + re(X) < m . 

m Comme en 3.3, on définit une application injective en homotopie 

( 5 1 ) R x S n i x S n * x . . . x Sn" x X[m] -> X , 

qui induit la formule précédente. 

Remarques ; 

1) On peut "presque-localiser" en localisant fibre par fibre ([20],[88]), mais 

cette technique ne préserve pas la catégorie. Ainsi la catégorie de R P ( 2 ) est 2 mais 

celle de sa presque-localisation est infinie en vertu d'une proposition précédente. 

2) Pour tout c.w. complexe X de catégorie m, on a toujours : 

rang Gi(X) < m . 

En effet, appelons X le revêtement de X correspondant au sous-groupe 

Gi(X) . La projection X —> K(Gi(X),l) a une section homotopique. Il en 

résulte que cat K{G\(X), 1) < cat X < cat-X" . 

3) Le théorème 3.1. peut être amélioré comme suit : soit / : X —• Y une 

application continue entre espaces 1-connexes de type fini . Si 7 r * ( / ) ® Q est 

injective, alors / se décompose à homotopie près sous la forme f = g.h avec : 

(i) h : X —> Z est une équivalence d'homotopie rationnelle, 

(ii) cat(Z) < cat(y) . 

(Remplaçons / par une fibration homotopique équivalente f : E —* Y, et 

désignons par Z —• Y la fibration image réciproque de la fibration E0 —> Y0 par 

l'application de rationnalisation.) 
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4 - cato E T L E S M O D E L E S M I N I M A U X D E S U L L I V A N . 

Le but du présent chapitre est le calcul de cato, de e et de la suite spectrale 

de Milnor-Moore à l'aide des modèles minimaux. 

4 . 1 . - M o d è l e des espaces de G a n e a . 

Soit X un espace 1-connexe de type fini, de modèle minimal ( A Z , d) . Pour 

chaque m > 1, l'idéal A-mZ est stable pour d. Nous noterons 

(AZ/A^mZ,d) 

l'a.d.g.c. quotient. Avec les notations du paragraphe 1.3 nous pouvons énoncer : 

T h é o r è m e 4 . 1 . 1 . ([30]) Soit X un espace 1-connexe de type fini, de modèle 

minimal (AZ,d). Notons W un espace rationnel du même type d'homotopie que 

l'a.d.g.c. (AZ/A>mZ,d) . Alors il existe une équivalence d'homotopie 

(Em)0 = WV V a 5 „ , 

où VaSa désigne un bouquet de sphères rationalisées et Em le me-espace de Ganea 

associé à X . 

T h é o r è m e 4 . 1 . 2 . Soit X un espace 1-connexe de type fini de modèle mini­

mal ( A Z , d) . Notons r m : Wm —> Wm+\ une application continue entre espaces 

rationnels représentant la projection ( A Z / A > m + 1 Z , d) —• (AZ/A>mZ,d) . On a 

alors un diagramme commutati/ à homotopie près, où les flèches verticales sont 

des quasi-isomorphismes 

(Em)o 
jm 

( ^ m + i ) o 

10 11 

wm v (vas-a) 
r m V . 

wm+1 v (v„s>). 

La démonstration de ces deux théorèmes est assez technique. Nous la repor­

tons au paragraphe 4.7. 

4 . 2 . - Catégorie d'une a.d.g.c. et cat 0 d'un espace. 

Soit (A,<£yi) une a.d.g.c dont la cohomologie est 1-connexe et de type fini. 

Notons ( A Z , d ) (A,dA) son modèle minimal. 
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Définit ion. cat(A,d>i) est le plus petit entier m tel que le modèle minimal 

de la projection (AZ,d) —> (AZ/A>mZ,d) admette une rétraction p . 

(AZ,d) 
Pm 

(AZ/A>mZ,d) 

P i w 

(Ar,d). 

T h é o r è m e 4 . 2 . Si (AZ,d) est le modèle minimal d'un espace X 1-connexe 

de type fini, alors cat(AZ, d) = c a t 0 ( X ) . 

• Si Wn représente le type d'homotopie rationnelle de ( A Z / A > m Z , o?), alors (th. 

4.1.1) (Em)0 a le type d'homotopie rationnelle de Wm V V a S
a . De plus, (4.1.2) 

la restriction de la projection qm - (Em)o —* XQ k y a S Q est homotopiquement 

triviale. Il en résulte l'équivalence entre l'existence d'une section homotopique de 

qm et de ÇmlP^m . Cette équivalence entraîne l'énoncé. • 

Corol la ire . cato(X) < m si et seulement si il existe une a.d.g.c. ( A , dA) avec 

( A + ) M + 1 = 0 et un morphisme <j> du modèle minimal (AZ,d) de X dans ( A , C ? A ) > 

dont le modèle minimal 0 admet une rétraction p 

( A Z , d ) 
<f> 

(A,dA) 

P i 

(AY, d) . 

m Si cato(X) < m, alors on peut prendre (A,dA) = ( A Z / A > m Z , J ) . In­

versement, s'il existe (A,dA) et alors <j> se factorise par ( A Z / A > m Z , d) . Ceci 

fournira la rétraction de pm . U 

Définit ion. Dans la suite, nous dirons pour simplifier que ( A Z , d) est un 

retracte de (A, dA) . 

4 . 3 . - L a suite spectrale de M i l n o r - M o o r e . ( 2 ) 

La suite spectrale de Milnor-Moore a été définie en 1.4. Nous en donnons ici 

un calcul au moyen des modèles minimaux de Sullivan. 
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Les espaces En sont contenus les uns dans les autres et définissent une filtra­

tion de À' conduisant à la suite spectrale de Milnor-Moore 

E Jm Tri Jm + 1 y-, v 

m • + 1 * -C/m+2 A . 

Par le théorème 4.1.1., on a une équivalence d'homotopie Em ~ Wm V Rm avec 

Rm un bouquet de sphères. 

Remplaçons les morphismes r m : Wm —• W m + i par des injections. Les es­

paces Wm forment ainsi une filtrat ion de X. On a de plus (4.1.2) un diagramme 

commutatif 

wm 
i m wm+1 

rm + l 
Wm+2 

ç . . . Ç X 

4>m 0m + l 4>m + 2 II 

im 
jm 

Em 
jm 

Em+i ç ç x , 

où <£m désigne l'injection : Wm —> i 2 m . Ceci induit un morphisme de suites 

spectrales 

Ep, q (X*) ----> Ep, q(E*). 

L e m m e . Le morphisme <j> : W* —• £7* induit un isomorphisme de suites 

spectrales à partir du terme E2 . 

• Les termes 2£j sont définis par : 

Ep1,q (W*) = Hp+q (Wp,Wp-1). 

Ep1,q (WE = Hp+q (Ep,Ep-1). 

Comme Em est équivalent à Wm\/Rm et j m ~ r m V*, on a une courte suite exacte 

0 --- Hp+q (Wp,Wp-1) ---- Hp+q-Ep,Ep-1) ---- Hp+q(Rp) Hp+q-1(Rp-1) ----0. 

Les différentielles d\ sont définies comme les connectants des suites exactes 

0 — - C*(EP+1,EP) —+ C*{EP+UEP^) C*(Ep,Ep^) — * 0 

0 — • C*(Wp+l,Wp) — * C ' ^ + i . W , - ! ) — * C ^ . W p - ! ) — 0 . 

Le résultat s'en déduit de suite. 
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Filtrons ( A Z , d ) par les puissances A - P Z de l'idéal d'augmentation .Nous 

obtenons une suite spectrale E™(AZ) vérifiant E%'9(AZ) = H™(AZ,di) 

où (d-d^Z) C A ^ 3 Z et 

£ f ' g ( A Z ) => E™(AZ) = i P ' * ( A Z , d ) . 

T h é o r è m e 4 . 3 . Za suite spectrale Ep,q(AZ) est isomorphe à partir du terme 

Ei à la suite spectrale de Milnor-Moore de X . 

m En vertu du théorème précédent, il suffit de voir que les suites spectrales 

Ep,q(AZ) et Ef.'q(W.) sont isomorphes pour r > 1 , Ceci est vrai car les deux 

suites spectrales sont définies à partir de deux couples exacts isomorphes 

®PH*(AZ/A>PZ) ®PH*(AZ/A>PZ) 

d 

®PAPZ . 

®PH*{WP) ®PH*(WP) 

d 

pH*(Wp,Wp-1). 

Corol laire . 1) La longueur d'Eilenberg-Moore d'un espace X, eo(X) est le 

plus grand entier p tel que EP¿*(AZ) ^ 0 . 

2) e0(X) = inf{n| l'application de projection ( A Z , c?) —• (AZ/A>nZ,d) est injec­

tive en cohomologie} . 

4 . 4 . - E x e m p l e d'espace avec eo ^ c a t 0 [77]. 

Désignons par X l'espace (CP2 V S2)(JW

 e ? a v e c w = la->P\ on a e 7 r 5 ( C P 2 ) 

désigne le triple crochet de Whitehead d'ordre supérieur et P désigne un générateur 

de 7 r 2 ( S 2 ) . Le modèle minimal ( A Z , d ) de X est défini par Z = @P>2Z
P 

Z2 : x 2 i y 2 dx2 = dîj2 = 0 . 

Z3 : x3,y3 dx3 = y\ , dy3 = x2y2 • 

Z4 : t>4 dv± = y3y2 - x3x2 . 

Z 5 : v 5 l y 5 dy5 = x\ , dv5 = vAy2 + y3x3 . 

Z 6 : v6,w6 dv6 = y3v4 - v5x2 , dw6 = x3v4 - v5y2 . 
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Z - 7 est construit par récurrence pour que H-8(AZid) = 0 . 

La cohomologie est représentée par les cocycles 

1, ^ 2 , 2/2? 2/52/2 - 2/3^2 • 

L'idéal I engendré par Z- 4 , 2 /2? x3, x\ e s * un idéal différentiel. Le quotient est 

A(yz)®A(x2/x\) . Le modèle minimal de la projection est donné par le diagramme 

( A Z , d) 
p 

(AZ/lJ) (Ay3(S>A(x2/x
3)i0) 

h 

( A î / 3 , X 2 , y 5 , C ? ) dy5 = x\ . 

La dernière a.d.g.c. étant le modèle minimal de CP2 X S 3 , nous avons donc : 

Proposi t ion 4 . 4 . 1 . L'application CP2 V S3 —• X, définie sur CP2 par 

Vinjection canonique et sur S 3 par le crochet de Whitehead des 2 sphères S2, 

s'étend en une application continue injective en homotopie 

h : (CP2 x 5 3 ) o X0 . 

Comme c a t o ( C P 2 x 5 3 )o = 3, il en résulte : 

Propos i t ion 4 . 4 . 2 . cato(X) = 3 et e0(X) = 2 . 

Comme eQ(X x Y) = eQ(X) + e 0 ( F ) ([98]), en multipliant h n fois avec elle-

même, on obtient : 

Propos i t ion 4 . 4 . 3 . c a t 0 ( X n ) = 3n et e0(X
n) = 2.rc . 

Remarque : l'application h fournit en outre un exemple d'application injective 

en homotopie rationnelle / : X —> Y avec eo(X) > eo(Y) . 

4 . 5 . - Catégorie et fibration. 

Soit F —> E —> B une fibration avec B 1-connexe. Notons K{ l'image du 

connectant di-i : TTÌ-I(B) —> 7T{(F) et 

k = 

i impair 

dim I<i (g) O . 

En 3.3., nous avons vu que k < catQ(F) . Nous améliorons cette inégalité comme 

suit : 
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T h é o r è m e 4 . 5 . k < ca t 0 (F ) < c a t 0 ( £ ) + k . 

L e m m e . Si 5 2 N + 1 E ^ B est une fibration, alors 

c a t 0 ( £ ) < cato(B) + 1 . 

• (Démonstration du lemme.) Soit [AZ,d) —> ( A Z <g> A u , D ) —* (Au,0) le 

K.S. modèle de p, |u| = 2ra + 1 . Si cat 0(-B) = m, (AZ,d) est un rétracte de 

( A Z / A > m Z , c Q et, par conséquent, (AZ(g) Au,Z>) est un rétracte de ( A Z / A > m Z ( g > 

Aг¿, D). Cette dernière a.d.g.c. étant de nilpotence m-f-2, le résultat s'en déduit.» 

• (Démonstration du théorème.) La démonstration du théorème se fait par 

récurrence sur k. Le cas k = 0 résulte du mapping theorem. Supposons donc le 

théorème vrai pour les fibrations avec k = m — 1 et soit F —• E A B une fibration 

avec k = m . 

Notons (AY (g) A Z , D) un K.S. modèle de E. Notons x le premier élément 

d'une K.S. base de Z à être de degré impair avec Q(D)(x) = y ^ 0. Posons 

n = degré y . Formons l'a.d.g.c. quotient ( A F - n (g) A Z , D) . Par le mapping 

theorem 

c a t ( A F ^ n (g) AZ,L>) < cat0(JS7) . 

Construisons l'a.d.g.c. ( A F - n (g) A Z (g) Au, £>) avec .Du = y . 

Par le lemme précédent : 

c a t ( A Y ^ n <g) A Z 0 Au, D) < c a t 0 ( £ ) + 1 . 

En divisant par y et u, on a un quasi-isomorphisme 

( A F - n (g) A Z (g) Au, D) i ( A F - n / A y (g) A Z , D ) . 

Dans la fibration 

(AY^n/AyJ) ( A F - n / A y <g> AZ,D) -> ( A Z , 5 ) , 

A: = m — 1. Par l'hypothèse de récurrence, on a alors 

cato(F) < m - 1 + c a t 0 ( A y ~ n / A y (g) A Z , Z>) < m + c a t 0 ( £ ) . 
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4 . 6 . - Descript ion des éléments de Got t l i eb . 

Soit X un espace nilpotent de modèle minimal ( A Z , d). Notons G$ l'espace 

des applications linéaires / : Z n —• Q qui s'étendent en des dérivations 0 de degré 

- n de A Z avec Od - (-l)nd0 = 0 . 

Proposi t ion 4 . 6 . Gn(Xo) est isomorphe à G% . 

• La donnée d'une dérivation 9 est équivalente à celle d'un homomorphisme 

d'a.d.g.c. 

<j> : ( A Z , d) H*(Sn] Q ) <g> ( A Z , d) , 

avec <j>(x) = 1 (g) x + a (g) 0 ( x ) [a désignant le générateur de Hn(Sn\ Q)] . • 

Exemples : 

1 ) Soit V une variété 1-connexe de dimension 2n avec x(^0 0 • Notons JE? 

l'espace total du fibre en sphères 5 2 n _ 1 associé au fibre tangent. 

Un modèle de E est donné par la K.S. extension 

My —• (Mv <8> Axon-i^d) —• ( A : r 2 n - i , 0 ) . 

Par le théorème 2 . 3 . 5 . , on a : [ c ? ( x 2 n - i ) ] = x(v) ' <*> classe fondamentale de 

V. Si V n'a pas le type d'homotopie rationnelle d'une sphère, alors ir*(E) (g) Q = 

(ir*(V) (g) Q ) © Q s 2 n - i et x2n-i e G2n-i(E) (g) Q . 

2) Soit / : S3 x S 5 —• Jif(Z,8) l'application classifiante associée à la classe 

fondamentale de S 3 x S5 . Notons S 7 —• i£ —• S 3 x S5 l'image réciproque par / 

de la fibration. 

ÇiK(Z,S) -> EK{Z,S) A ' ( Z , 8 ) . 

7r*(E) 0 Q est un espace vectoriel de dimension 3 engendré par les classes xs,x5 

et x-j des sphères 5 3 , 5 5 , 5 7 . 

G*(E) (g) Q = G 7 (-E) ® Q = Qx7 . 

5 G . ( E ) ( g ) Q = Q a : 7 © Q a : 5 . 

Problèmes. 

La détection des éléments de Gottlieb n'est pas aisée. Si X est un C .W. com­

plexe 1-connexe fini, nous savons ( t h . 3 . 3 ) que G2n(X)®Q = 0 et que G i m p a i r ( ^ ) ® 

Q est de dimension finie. Nous conjecturons : si d i m X = r alors GP(X) (g) Q = 0 

pour p > 2r . 
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4 . 7 . - M o d è l e des espaces de G a n e a . D é m o n s t r a t i o n des résultats é-

noncés en 4 . 1 . 

4.7.1. - Un modèle pour le bouquet garni T m + 1 ( X ) . 

Soit / : (AZ,d) —y APL(X) un modèle de X. Notons XM le produit de m 

copies de l'espace X et ( A Z , d)®m le produit tensoriel de m copies de ( A Z , d). 

Notons alors pi : X m + 1 —> X les projections canoniques. L'application 

f m + 1 : (AZ,d)®(m+» - A P L ( X m + 1 ) , 

définie par 

/ m + l ( < 2 l ® • • • <g> a m + l ) = A p L ( p i ) ( o f l ) X A p L ( p 2 ) ( < * 2 ) X • • • X A p L ( p m + l ) ( c * m + l ) , 

est alors un modèle du produit X m + 1 . Un modèle de la diagonale A : X —• X m + 1 

est fourni par la multiplication 

t i : ( A Z , d ) ® ( r t l + 1 ) - > ( A Z , á ) . 

Pour analyser l'a.d.g.c. A p £ / ( T m + 1 ( A ' ) ) , notons * le point de base de X et 

T / n + 1 ( A " ) le sous-espace de TM+1(X) formé des points dont la 2 e m e coordonnée 

est * . On a 

T M + 1 ( X ) = 

m + l 

i = 1 
tim+1(X). 

Les Simplexes singuliers de T m + 1 ( X ) dont l'image est contenue dans un des 

T / n + 1 ( X ) forment un sous-complexe simplicial que nous noterons E(X) . Les 

formes différentielles PL compatibles sur les simplexes de E(X) forment une 

a.d.g.c. que nous noterons A ( T m + 1 ( X ) ) [60, (§13.5)]. 

Notons p la restriction canonique 

p : APL{Tm+\X)) -» Â{Tm+\X)). 

Les projections pi déterminent des morphismes 

A,- : APL(X) (P4* A P L ( X m + 1 ) -> A P L ( T m + 1 ) À{Tm+\X)). 

Multipliant ces applications ensemble, nous obtenons un morphisme d'a.d.g.c. 

A : ( A P L ( X ) f m + 1 - + i ( T m + 1 ( X ) ) . 
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Notons finalement I l'idéal d'augmentation de APL(X) 

I = ker e , e : ApL(X) -> A P L ( * ) S Q . 

On a J ® ( m + 1 ) c ker À et À induit donc par passage au quotient un morphisme 

A: 
(APL(X)) 

> ( m + l ) 

J(g)(m+1) 
I ( T m + 1 ( X ) ) . 

L e m m e . Les morphismes 

APL(X)®(m+1>> 

J®(m+1) 

A 
A ( T m + 1 ( X ) ) A A p L ( T w + 1 ( - Y ) ) 

sor&tf des quasi-isomorphismes. 

m Comme X est un c.w. complexe, le point de base * admet un voisinage ouvert 

contractile U. Les injections 

Ti m+1 (X) --- Xi-1 x U x Xm+1-i 

sont donc des équivalences d'homotopie et les sous-complexes T™+ (X) forment 

une famille excisive ([88] 4.6.3). Il en résulte que l'injection de E(X) dans les 

simplexes singuliers de Tm+1(X) induit un isomorphisme en homologie. Par ([58], 

théorème 14.18), il en est de même de l'application induite par les PL. formes : p 

est un quasi-isomorphisme. 

Montrons par récurrence sur m que A est un quasi-isomorphisme. Pour m = 0, 

A est l'identité sur Q. Supposons le résultat vrai pour m = n — 1 et considérons 

le cas m — n. L'espace T m + 1 ( X ) se décompose sous la forme 

T m + 1 ( X ) = (X x T m ( X ) ) ( J ( * x Xm) , 

avec * x Tm(X) = (X x Tm(X))f)(* * Xm). Notons Â(X x Tm(X)) l'a.d.g.c. 

formée par les formes différentielles compatibles définies sur les simplexes sin­

guliers dont l'image est contenue dans | J , > 2 T ^ " 1 " 1 ^ ) . ^ a décomposition précé­

dente conduit à un diagramme commutatif de courtes suites exactes représenté 

à la page suivante. Les morphismes ¿1, ¿2, j i , j2 proviennent des injections na­

turelles. /2 = #1 = e ® 1, /1 et g2 sont les projections canoniques. A m est défini 

par Xm(a ®ß) = A(Pl)(a) A A(p2)X(ß) . 
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Xm et fm sont des quasi-isomorphismes. Par récurrence, À m en est un. Àm_|_! 

est alors un quasi-isomorphisme par le lemme des cinq. 

Notons 77 : ( A Z ) ® < m + 1 ) -> (AZ®*™* 1 ) I'(A+ Z ) ® ( m + 1 > la projection ; utilisons-

la pour équiper l'algèbre quotient d'une différentielle. Le quasi-isomorphisme 

f:(\Z,d)^APL(X), 

défini au début de ce paragraphe, détermine alors un quasi-isomorphisme 

f : 
( A Z y g > ( m + l ) 

( A + Z ) ® ^ * 1 ) 

A p z , ( X ) ® ( m + 1 ) 

J®(m+1) . 

On considère le diagramme commutatif 

( A Z ) ® < r o + 1 > APL (Xm+1) 

( A Z ) ( ® ( m + l ) 

(^+z)x(m+1) 

~ r APL(X)x (m+2) 
Ix(m+1) 

Si A 
A ( T m + 1 ( X ) ) APL(Tm+1(X)). 

Il entraîne la proposition suivante : 

Propos i t ion 4 . 7 . 1 . Soit r : (AY, d) 
(AZ)®< T O + l > 

( A + Z ) ® ( m + ! ) modèle minimal, alors 

ce modèle se relève en un quasi-iso : 

r' :(AY,d)$APL(T
m+1(X)). 

De plus, si £ : ( A Z , c / ) ® ( m + 1 ) —• (AY, d) représente rj, alors £ est un modèle de 

l'inclusion T m + 1 ( X ) - X m + 1 . 
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4.7.2. - Un modèle pour l'espace de Ganea E m . 

4.7.2.1. - L'espace Em s'obtient comme somme amalgamée homotopique du 

diagramme 

Em 
Tm+l{X) 

X 
A 

Xm+1 

Pour le construire, il suffit de remplacer A par une fibration p homotopiquement 

équivalente et de prendre ensuite sa restriction à Tm+1(X). La bonne correspon­

dance entre K.S. modèles et fibrations (paragraphe 2.3.) nous permet de réaliser 

ce programme dans les modèles. 

4.7.2.2. - La diagonale A a pour modèle la multiplication 

u : ( A Z , ^ ™ * 1 * - > ( A Z , d ) , 

et pour K.S. modèle le diagramme commutatif 

( A Z , d ) ® ( m + 1 ) 

u 
( A Z , d ) 

i iw 

((AZ)®(m+V ®(AZ)®m,D) . 

Supposons pour simplifier que (AZ),-, 1 < i < m + 1, et ( A Z ) j , 1 < i < m, 

représentent respectivement les copies de A Z et A Z en 2 e m e position dans 

( A Z ) ® ( m + 1 > ® ( A Z ) ® m . Alors, pour i = m, ( (AZ)¿ ® ( A Z ) i + 1 ®(AZ)i,D) 

est l'a.d.g.c. définie en 2.3. 

Formons alors le produit tensoriel 

r m ( X ) = 
( A Z ) ® ( m + l ) 

( A + Z ) ^ ™ * 1 ) 
( A Z ) ® " 1 , ! } ) 

def 
/ A Z ) ® ( m + l ) 

( A + Z ) ^ ™ * 1 ) 
(^Z)x(m+1) ( A Z ® ( m + l ) 0 ( A Z ) 0 m ) . 

La proposition suivante résulte alors clairement du théorème 2.3.4. 

Propos i t ion . T m (X) représente le type d'homotopie rationnelle de Em-

4.7.2.3 - T h é o r è m e . Il existe une équivalence d'homotopie 

Tm = [AZ/A>mZ]®V , 
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où 

(1 ) AZ/A>mZ est l'a.d.g.c. quotient de ( A Z , d ) par l'idéal différentiel A > m Z . 

(2) V = J2P>i Vp- La différentielle dans V est nulle. 

(3) V • [ ( A Z / A > m Z ) 0 V]+ = 0. 

Cette équivalence d'homotopie est construite comme la composée de trois 

autres a i , a2 et a3. 

Considérons tout d'abors l'a.d.g.c. 

A= ( A Z ) ® ( m + 1 ) ® ( A Z ) ® m , I > ) , 

ainsi que la K.S. extension 

( A Z , d) ^ ( ( A Z ) 0 ( m + 1 ) <8> (AZ)®™, D) Q ( ( A Z ) ® m <8> ( A Z ) 0 m , D ) , 

où X{ est l'inclusion du i e m e facteur et pi = e sur ( A Z ) ; . Comme Q(D) est un 

isomorphisme de Z sur Z , on a 

# ( ( A Z ) 0 m ® ( A Z ) ® m , D ) = Q . 

Notons D la différentielle induite de D sur ( A Z ) ® m . D = 0. En effet, supposons 

qu'il existe un élément z avec -D(z) ^ 0. Prenons alors un tel z de plus bas degré. 

On a, dans ce cas 

0 = D(D(z) + (D-D)(z)). 

Or D(D(z)) a une composante non nulle dans ( ® m Z ) <8> ( A Z ) 0 m , tandis que (D — 

D){z) G A ^ 2 ( 0 m Z ) <8> (AZ)®" 1 , ce qui est absurde. 

Introduisons une bigraduation sur Tm et A comme suit 

Av'q = 

Pl+---+Pm + l=P 

'[Api Z ( 8 ) . . . 0 . . . A*™* 1 Z] (8) ( A Z ) 0 m ] , 

rp,q 
x m 

Pl+ — +Pm+l=P 

A P l Z <8) • • . <8> A P m + x Z 

( A + Z ) ® ( m + ! ) 
A Z ) ® m 

p+q 

Comme D = 0, D se décompose sous la forme D = -P» a v e c Di(Ap>9) C 

Ap+1,q-i+1. 
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La bigraduation de A induit une bigraduation sur ( A Z ) 0 m <8> ( A Z ) 0 m . pm+i 

est un morphisme bigradué d'algèbres et un morphisme filtré d'a.d.g.c. filtrées. Il 

se factorise de la même manière par r m et on a une courte suite exacte d'a.d.g.c. 

A 

Pm + l 

0 
(AZ)®m 

(^+Z)xm 
A + Z < 8 > ( A Z ) ® m r m 

Pm + l 
(AZ)®m <8> ( A Z ) ® m — y 0 

Posons A m = Q ® ker p m + i - L'injection 

ai : A m —• r m 

est un morphisme bigradué d'algèbres filtrées. Notons E^q les suites spectrales 

induites. Comme £ 2 ( ( A Z ) ® m <8> ( A Z ) ® m ) = Q , E2(a1) est un isomorphisme et a 2 

un quasi-iso. 

L e m m e . E%'*(rm) = E j ' * ( A m ) = 0 pour p > m. 

• Comme £"2(0:1) est un isomorphisme, il suffit de voir que i P ' * ( A m , D \ ) = 0 

pour p > m. 

A m peut s'écrire 

A m = Q 0 
( A Z ) ® m 

(A+Z)®™ 
( A Z ) ® ( m _ 1 ) À + Z < g > ( A Z ) T O . 

L'algèbre entre crochets est .D-stable et donc D\-stable. Elle est, en outre, iso­

morphe à T m _ i . On a donc 

A m = Q 8 ( r m _i 0 A + Z (8) A Z ) . 

L'injection de A + Z dans A Z fournit une courte suite exacte d'a.d.g.c. bigraduées 

(*) 0 -> (A+, Di) -> ( r m _i ® A Z (8) A Z , Dj) -» ( r m _i (8) A Z , Dx) - * 0 . 

On travaille alors par récurrence sur m. Si m = 1, A * ~ A + Z (8) A Z . La courte 

suite exacte 

0 ( A + Z (8) A Z , D ) -+ ( A Z (8) A Z , D) -+ ( A Z , Z>) - * 0 
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montre que 

fT°'*(Ai) = Q , 

H1,r(A1) = (^+Z)r, 

JF»*(Ai) = 0 p > 1 . 

Le pas récurrent résulte alors de la suite (*). En effet, l'injection Tm_i —• (r m _! <8) 

A Z (8) A Z , D\) est un quasi-iso bigradué et donc 

F'*(r m - ! ( 8 ) A Z ( 8 ) A Z , A ) = 0, p > m . 

D'autre part, A Z est concentrée en degré zéro ; un argument de suite spectrale 

montre alors que 

iP>*(rm_! (8) A Z , Dt) = 0, p > m . 

Construisons maintenant a2 et a$. Dans A™'*, choisissons un supplémentaire 

gradué U de A™'* D k e r D x . Posons J = A>m'* @U. J est un sous-espace in­

stable. C'est un idéal car A m = Q ® A+»\ Comme Hp>*(J,Di) = 0, J est un 

idéal acyclique. a 2 sera le morphisme quotient 

a2 : A m A m / J . 

Comme (Am/«/)"*" est de nilpotence ra + 1 , l'inclusion de A Z dans A m en tant que 

(m + l ) è m e facteur, 

( A Z , d ) - A m , 

se factorise en un morphisme quotient 

£ : ( A Z / A > m Z , < f ) - + A m / J . 

Bigraduons A Z par ( A Z ) P ' ? = ( A P Z ) P + 9 . e? se décompose en d = J2i>i avec di 

homogène de bidegré (i, 1 — i). f est alors homogène de bidegré (0 ,0) . Choisissons 

un espace vectoriel gradué V C (A m /J) m '* tel que 

# m ' * ( A m / j ) = r ( # m ' * ( A Z / A > m Z , ¿1)) ® V . 

f induit un morphisme a 3 : ( A Z / A > m Z ) A m / J . Montrons que a 3 induit 

un isomorphisme au niveau £ 2 des suites spectrales. Il en résultera que a 3 est un 
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quasi-isomorphisme. Considérons pour cela simplement le diagramme commutatif 

suivant où i désigne l'injection sur le (m -f l ) e m e facteur. 

( A Z / A > m Z , d ) 
t 

Q ( A Z ) ® m A+Z 
A>mZ 

( A Z ) ® m 

e O/ 

A m / J . 

i est clairement un quasi-iso et <j> un isomorphisme en bidegré (p, q) pour p < m 

et une injection sur (ker Di)m'*. Il en résulte que HPy*(<t>) est un iso pour p < m 

et est injectif pour p = m. • 

4.7.2A. - Démonstration du théorème 4.1.1. 

Il résulte directement du théorème 4.7.2.3., car V est le modèle d'un bouquet 

de sphères. 

4.7.2.5. Modèle de Vinclusion Em E m + 1 . 

Le diagramme ( l x ) m x A 

Xm+1 Xm+2 

A A 

X 

a pour modèle 

( A Z ) ® ( m + 2 > 
e ( A Z ) ® m + 1 

i i 

( ( A Z ) ® < m + 2 > <g> ( A Z ) ® ( m + 1 \ £ > ) ( A Z ® ( m + 1 ) < g ) ( A Z ) ® m , £ > ) , 

avec 0 ( a i , - - - , a m + 2 ) = (a i , • • • , a m , a m + i • a m + 2 ) • 

L'application induite T m + 1 ( X ) —• T m + 2 ( X ) a donc pour modèle l'application 

induite sur les quotients 

( A Z ) ® ( m + 2 > 

( A + Z ) ® < m + 2 ) 
0 ( A Z ) ® ^ m + 1 > 

( A + Z ) ® ( m + 1 ) ' 

et par naturalité, le morphisme j m : Em —> Em+i (paragraphe 1.3) a pour modèle 

l'application 0'', 

O : rm+1 
( A Z X ® ( m + 2 ) 

( A + Z ) ® ( m + 2 ) 
( A Z ) ® ( m + 1 ) r m 

( A Z ) ® < m + 1 > 

( A + Z ) ® ( m + ! ) 
( A Z ) 0 m , 
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définie par : 

Q'(a\,... , a m + 2 , & i , . . . , o m + i ) = ( a i , . . . , a m , a m + i • a m + 2 , h, • • •, bm) . 

Nous allons maintenant suivre le modèle de j m le long des quasi-isos a i , a2 et a 3 

du paragraphe 4.2.3. 

rm+i 
e' 

r m 

« l . m + l ai,m 

A m + i 
71 

A m 

tt2,m+l » 2 , m 

A m + l / J m + 1 
72 

A m / J m 

«m+2 *'m+l 

A Z 

7 i ( u i , . . . , w m + i , v i , . . . , v m , u m + 2 , v ) = ( w i , . . . , w m , v i , . . . , i ; m _ i , u m + i - w m + 2 , v m ) 

z p désignant l'inclusion dans le p e m e facteur. La nilpotence des algèbres A r / j r 

fournit un nouveau diagramme où p désigne la projection usuelle. 

A m + i / « 7 m + i 
a2 

Am/Jm 

Em+1 Em 

A Z / A > m + 1 Z 
p 

A Z / A > m Z 

La localisation de l'espace vectoriel Vm dans ( A m / J m ) m ' * et V m + i dans 

( A m + i / J m _ | _ i ) m + 1 ' * entraîne la thèse. 
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5 - E S P A C E S 7 T - F I N I S . 

Un espace topologique nilpotent X est dit 7r-fini si : 

rangTTi(X) + 

oo 

1=2 

dim7Ti(X) (g) Q < o o . 

Autrement dit, X est 7r-fini si son modèle minimal ( A Z , d) satisfait d i m Z < o o . 

X est dit elliptique si X est 7r-fini et si H*(X; Q ) est de dimension finie. 

Le but du présent chapitre est de présenter de façon "self-contained" un cer­

tain nombre de résultats importants sur l'homotopie et la cohomologie des espaces 

7r-finis. 

Les espaces T-finis les plus simples du point de vue rationnel sont les espaces 

purs. Ils seront définis et étudiés au §5.1. Tout espace peut être "approximé" par 

un espace pur (§5.2). Les résultats du §5.1 peuvent ainsi s'étendre aux espaces 

elliptiques (5.2, 5.3) et aux espaces 7r-finis à cohomologie noethérienne (5.6). 

Les résultats les plus importants de ce chapitre peuvent se réunir en un 

théorème : 

T h é o r è m e . Si X est un espace nilpotent elliptique, alors 

V X(X) = £ ( - 1 ) ' ' d i m i T ( X ; Q ) vérifie X(X) > 0 . 

*) EC-l) 1 'dim7Ti (X) <g)Q < 0 . 

S) H*(X; Q ) satisfait à la dualité de Poincaré. 

4) cato(X) > d i m 7 r i m p a i r ( X ) ® Q . 

5) Si m = m*x{p\Hp(X; Q ) ^ 0 } , alors dim H*(X; Q ) < 2 m et 7rp(X)<g)Q = 0 

pour p > 2m . 

Nous ferons ici usage de notions issues de l'algèbre commutative (dimension 

de Krull, anneaux de Cohen-Macaulay,...). Pour rendre la lecture du texte plus 

aisée nous avons ajouté un paragraphe de rappels sur ces notions (§5.7) . 

5 . 1 . - Espaces purs. 

Un espace X 1-connexe de type fini est dit pur si son modèle minimal s'écrit 

( A Z , d) = (AQ <g> AP, d) avec Q et P des espaces vectoriels concentrés respective­

ment en degrés pairs et impairs, et vérifiant 

d(Q) = 0 , d(P) C AQ . 
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( A Z , d) est alors muni d'une seconde graduation canonique AZ = (&p>o(AZ)p avec 

(AZ)P = AQ® APP. On a d(AZ)q

p C (AZ)q

pZ\ . 

H*(X;Q) = H*(AZ,d) est également muni d'une seconde graduation 

H = (&Hq , Hp ' Hg C Hp+q . 

Série de Poincaré-Koszul . 

Soit V un espace vectoriel bigradué, V = (BP,q>oVp

q avec dim Vp

q < oo , Vp, q . 

On définit alors la série de Poincaré-Koszul de V, Uy par Uy{t) = Yl^Lo c r t r avec 

cr = E p + g = r ( - 1 ) ; > d i m V p f • S i V e s t m u n i d ' u n e différentielle d avec d{Vp

q) C 

V/Ji 1 , alors les espaces vectoriels ÇBP+q=rVp

q sont stables pour d. On a donc : 

UH-(v,d)(t) = E M * ) • 

Soit X un espace pur. Notons 2b\ — 1 , . . . , 2o r — 1 les degrés d'une base homogène 

de P et 2ai, • • • , 2as les degrés d'une base homogène de Q, alors 

U H * ( X , Q ) ( Ì ) nui-'26o 
n;=i(i-'2ao 

Caractérist ique d'Euler homotop ique x?r • 

Lorsque X est 7r-fini, la caractérisitque d'Euler homotopique est définie par: 

X*(X) = d i m Q - d i m P . 

Si X est 1-connexe, alors 

Xn(X) = dim7r p a i r (X) <g> Q - dim7r i m p a i r (X) (g) Q . 

Pour distinguer Xn de la caractéristique d'Euler cohomologique usuelle, nous 

noterons souvent cette dernière X c -

T h é o r è m e 5 . 1 . ( [54] ) . Supposons que X soit pur et elliptique, alors : 

1) X« < 0 . 

2) Xc > 0 ; si x* < 0, X c = 0 et si x* = 0, Xc 
IIbi 

l i a , 

3) Posons k = - x * , alors H^(X; Q) ^ 0 et H>k(X\ Q ) = 0 . 

6 2 



ESPACES 7T -FINIS 

4) Les conditions suivantes sont équivalentes 

(i) X, = 0, 

(ii)H+(X',Q) = 0, 

(iii)Hî(X;Q) = 0, 

(iv) X c > 0, 

(v) # * = i P a i r = A Q / P • A Q , 

(vi) Le choix d'une section linéaire a : H0(AQ (g) AP, c?) —> AQ fournit un 

isomorphisme de As"1 P-module. 

(Ima) <g) As'1 P AQ , 

a (g) $ 1 a; —• a - dx . 

m 1) UH(x-,Q)(t) est un polynôme. On note p(X) la multiplicité de 1 comme 

racine de Ux(t). L'égalité 

n ( i - < 2 o j F x w = I I ( 1 - < 2 6 i ) 

entraîne d imO 4- p( X) = d i m P et donc 

Xn = dim Q - dimP = -p(X) < 0 . 

2) Comme UX(D = U x ( - l \ on a 

IT- (i ~~ * ) 
Xc(X) = Jim r j f " 1 ^ — ^ 2 Ô 7 y c e f ° u r n ^ ^ e résultat . 

3) Posons / avec # , ( X ; Q ) ^ 0 et # > / ( X ; Q ) = 0 . Considérons l'a.d.g.c. 

R = (AQ (g) AP ® A s O , . 

avec (sQ)* = Q p + 1 et d(s?) = q Vq G Q . 

Munissons P d'une seconde graduation d'algèbre en posant sQ = (sQ)i . 

Ecrivons cette a.d.g.c. sous la forme 

R = (( AQ ® AsQ) (g) AP, D) . 

L'augmentation A Q (g) AsQ —• Q induit un quasi-iso bigradué 

(AQ (g) AsQ (g) AP, D ) e ^ (AP, 0) . 
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Filtrons maintenant R par le degré de graduation en A Q (g) A P . On obtient une 

suite spectrale trigraduée de terme E\ trigradué 

[E{>q)r = (H?(AQ 0 A P ) (g) A(sQ)){! + * . 

Comme H*(AQ (g) A P ) et A(sQ) sont de dimensions finies, on a 

/ + d i m Q = m a x { p avec (E\)p ^ 0} = m a x { p avec HP(R) ^ 0 } = d i m P . 

4) (i) (ii) résulte de 3). 

(ii) => (v) (iv) (i) est clair à partir de 2) . 

(iii) (vi). 

Notons K le noyau du morphisme <j> : H0(AQ (g) A P ) (g) As 1 P —• A Q défini 

par ^(a(g>s 1 a; i A . . . . As 1 x r ) = a • dx\... dxr. Ceci induit une suite exacte courte 

de complexes de chaînes 

0 - (K (g) AP, D') - ( # o ( A Q (g) A P ) (g) A s _ 1 P (g) AP, D) (AQ (g) AP, D) - 0, 

et donc une suite exacte 

# i ( A Q (g) A P ) -> ff0(# ® A P ) -> # 0 (#o <S> A s ^ P (g) A P ) -S # 0 ( A Q (g) A P ) . 

Si H\ = 0, Ho(K<g> AP) = 0 et donc K = 0, car si x est l'élément de plus bas degré 

de if, alors x (g) 1 définit une classe cohomologiquement non nulle dans K (g) A P . 

(vi) = • (ii). 

Si <f> : HQ(AQ (g) A P ) (g) As 1 P —• AQ est un isomorphisme, on a une suite 

d'isomorphismes 

H0(AQ (g) AP, D) -S HJH0(AQ <g) A P ) (g) A s _ 1 P (g) AP, D ) ^ H*(AQ (g) A P ) . • 

Propos i t ion 5 . 1 . 1 . 5oi< X un espace pur et n-fini. Si Hi ^ 0, on a Hk ^ 0 

pour 0 < k < î. 

m Elle se fait par récurrence sur la dimension de P. Décomposons P sous la 

forme P = Pi 0 Qrc, et considérons la suite exacte courte de complexes de chaînes 

0 -> ( A Q (g) AP!,Z>) -+ (AQ (g) A P , D ) A (AQ (g) A P i , D ) -> 0 , 
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où p,(ax + /?) = a ; a,/9 € A Q ( g > A P i . 

Le connectant A est la multiplication par dx. Ceci induit une suite exacte 

courte bigraduée 

0 -> (cokerA)p - » HP(AQ ® AP,£>) (ker A ) P l -+ 0 . 

Par induction, on a HP((AQ ® A P A . D ) ^ 0, p < q et = 0 pour p > q. Il en est 

donc de même pour cokerA = H+(AQ ® AP)/dx • H*(AQ (g) A P ) . Il en résulte que 

# P ( A Q (g) AP,Z>) ^ 0, p < et = 0 pour p > q' avec q' = q si (ker A ) g = 0 et 

g' = 3 + 1 si (ker A) , , ^ 0. 

L e m m e . Soit X un espace pur ir-fini avec i ï + ^ 0. Notons 

r = min{ q\H\(X; Q ) ^ 0 } . Notons N le minimum des degrés des éléments de P 

alors : 

1 ) Pour p > 0, H* ±= 0 pour q <r + N(p - 1). 

2)r = mm{q\Hl^0}. 

• La démonstration se fait par récurrence sur dim P, comme dans la proposition 

précédente. Les résultats se déduisent de la suite exacte courte 

0 -> (coker A)J - Hf(AQ (g) AP, d) -> (ker A ) ^ * 1 - * 0 . 

Proposi t ion 5 . 1 . 2 . Soit X un espace pur n-fini avec H+ ^ 0. Notons r le 

minimum des entiers q avec i J f ( X ; Q ) ^ 0, s le degré maximum des éléments de 

P et n le degré maximum des éléments de HQ(AQ (g) AP, d). Alors r <n + s. 

m Supposons que r > n-f-s. Ajoutons par induction à (AQ® AP, d) des variables 

pour tuer H+ : on obtient ainsi un complexe (AQ®AP®AZ, d) = HQ. Le complexe 

( A Z , d) n'a pas une cohomologie de dimension finie, car dans ce cas n serait égale à 

la dimension formelle de H*(AQ® AP) plus la dimension maximale de H*(AZ, J), 

ce qui est absurde. 

D'autre part, l'hypothèse sur les dimensions montre que P est contenu dans 

le groupe de Gottlieb de (AQ <g) A P (g) A Z , c?). Il en résulte que 

(*) (AP ® A Z , d) =i (AP, 0) <g) ( A Z , d) . 

Finalement, on a un quasi-isomorphisme (AP® A Z , d) = (AQ®AP®AZ®AsQ, d) 

avec Q(d)(sa) = a. Il en résulte que H*(AP ® A Z , c?) est de dimension finie, ce 

qui, compte tenu de (*), montre que H*(AZ,d) est de dimension finie. 
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5 . 2 . - L a suite spectrale impaire . 

Soit X un espace 7r-flni. Notons son modèle minimal sous la forme (AQ ® 

A P , d) avec Q = Q P A I R et P = P ^ P ^ . Filtrons A Q <g> A P par 

Fp = ®r+s>p[AQ®ArP]s. 

E™ = [AQ®A-*P¥+<> , 

d 0 ( Q ) = 0 et d 0 ( P ) C A Q ; (AQ ® AP, d 0 ) est donc un complexe pur. 

Ceci définit une suite spectrale, appelée suite spectrale impaire vérifiant 

E™ = E™ = i P ' * ( A Q ® A P , d 0 ) , 

et convergeant vers H*(AQ ® AP, c?) . 

Grâce à cette suite spectrale les résultats du paragraphe 5.1 vont s'étendre 

aux espaces 7r-finis. 

Propos i t ion 5.2.Q59]). Soit (AQ ® AP,d) le modèle minimal d'un espace 

ir-fini X. Les conditions suivantes sont équivalentes 

1) d i m # * ( A Q ® A P , d 0 ) < oo. 

2) d i m # * ( X ; Q ) = d i m f P ( A Q ® AP,d) < oo. 

(1) (2) résulte de la suite spectrale ci-dessus. 

(2) (1). Ecrivons ( A Q ® AP,d) = (A(xli... , x n ) , d ) . 

Comme H*(X; Q ) < oo, c a t 0 ( A ( x i , . . . , x n ) , d) < oo. Il en est donc de même 

pour les a.d.g.c. quotient : cato(A(a:¿,:r¿+i,... , x „ ) , d ) . 

Ceci entraîne 

dimH*(A(xi,Xi+i,... ,xn),d) < oo . 

On démontre le résultat par récurrence sur n. Décomposons A(x\,...,in) sous la 

forme d'une K.S. extension 

( A x i , 0 ) -> ( A ( x i , . . . , z „ ) , d ) -> ( A ( x 2 , . . . , x n ) , d ) . 

Par l'hypothèse de récurrence dim H*(A(x2,... , x „ ) , d 0 ) < oo. Si x\ est de degré 

impair, d i m i J * ( A ( z i , . . . , x n ) , d 0 ) < oo. Si xi est de degré pair, on considère la 
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suite spectrale obtenue en filtrant ( A ( x i , . . . , x n ) , d0) par les puissances de a?i. Elle 

satisfait 

E2 = Axi <g> H*(A(x2ì...,xn)ìd0) , 

et est un (Àxi)-module de type fini par l'hypothèse de récurrence. Comme 

H*(A(xii..., a;n), d) < oo, une puissance de x\ est un d-cobord et donc un aV 

cobord. [xp] = 0 dans E^. Il s'ensuit que est un Ax\/x\-module finiment 

engendré. On a donc dim E^ = dim H* (A(x\,..., xn), dQ) < oo. 

T h é o r è m e 5.2.([59]). Soit X un espace elliptique. Dans ce cas, Xn(X) < 0, 

Xc(X) > 0. De plus, les propriétés suivantes sont équivalentes 

(i) x* = o, (2) X c > 0 , 

(3) H*(X;Q) = H^'(X;Q)-

Si (AQ (g) AP, d) est le modèle minimal de X, on a une suite spectrale impaire 

H*(AQ (g) AP, d0) = • H*(AQ ® AP, d ) . 

Comme H*(AQ ® AP,do) < co, ces deux a.d.g.c. ont même %c- Elles ont aussi 

même X T T - Les deux premières assertions proviennent du théorème 5.1. En vertu 

du même théorème 5.1., les 3 conditions (1), (2) et (3) sont équivalentes à la 

dégénérescence de la suite spectrale impaire au terme E\. • 

5 . 3 . - Dual i té de Poincaré et dimension. 

Définition. Une algèbre graduée de dimension finie A est dite de dimension 

formelle m si AM ^ 0 et A > M = 0. 

Définition. Une algèbre à dualité de Poincaré A est une algèbre graduée 

commutative de dimension formelle m finie vérifiant 

(1) A M = Qu. 

(2) Wp, la multiplication Ap x Am p —• Am = Q est une forme bilinéaire 

non dégénérée. 

A est à dualité de Poincaré si seulement si le A-module A = Hom(A, Q ) est 

libre de rang 1. 

A = A-LÜ . 
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on a les propriétés suivantes : 

1) A ® B est à dualité de Poincaré si et seulement si A et B le sont. 

2) Si (A, dj\) est une a.d.g.c. avec A est une algèbre à dualité de Poincaré et 

si la classe fondamentale de A est non cohomologue à zéro dans H*(A; c?^), alors 

H*(A; ¿A) est à dualité de Poincaré. 

T h é o r è m e 5 .3 .1 . ( [59 ] ) . Soit X un espace elliptique. Alors 

(1) H*(X\ Q ) satisfait à la dualité de Poincaré. 

(2) La dimension formelle m de H*(X;Q) vérifie 

m = dimZpair-

k 

( - ! ) * £ d i m Z * , 

avec ( A Z , c?) le modèle minimal de X. 

m (1) Ecrivons ( A Z , d) sous la forme ( A Q ® AP, d). Il suffit de voir que i f * ( A Q ® 

AP, dn ) est une algèbre à dualité de Poincaré. 

Soit ( x i , . . . , x „ ) une base de Q. Comme H*((AQ ® AP),c?o) < oo, il existe 

un entier avec x™* = dwi. Considérons l'a.d.g.c. (AQ ® A P ® AU,D0) avec 

U = ( u i , . . . , t i n ) , D(UÌ) = x t

n i . 

Les xj1* déterminent une suite régulière dans A Q . Ceci définit un quasi-

isomorphisme 

(AQ ® A P ® AU,D0) - t (A(iì)/x? ® AP, A , ) . 

D'autre part, le changement de variable = u,- — définit un isomorphisme 

d'a.d.g.c. 

(AQ ® A P ® AU, Do) (AQ ® AP, do) ® (Atf, 0) . 

Gomme ( A ( X Ì ) / X " ' ® A P ) est une algebre à dualité de Poincaré, il en est de méme 

pour sa cohomologie. Comme AU est à dualité de Poincaré, la propriété (1) ci-

dessus montre que H*(AQ ® AP, d0) satisfait à la dualité de Poincaré. 

(2) Ecrivons ( A Z , d) = ( A ( x i , . . . , x n ) , d) et démontrons la formule précédente 

par récurrence sur n. 

Si n = 1, on a ( A x i , 0 ) et m = degré (x i ) . 
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Supposons que la formule soit vraie pour les espaces 7r-finis de cohomologie 

finie avec d i m Z < n — 1. On considère la K.S. extension 

( A x i , 0 ) - » (A(xi,...,xn),d) -> (A(x2,... ,xn),d) . 

Si le degré de X\ est impair, un argument de coin montre que 

m = dim formelle H*(A(x2,..., xn), d) + degré (xi) , 

ce qui entraîne la formule par hypothèse d'induction. 

Si le degré de x\ est pair, on choisit k tel que x\ = dw, on considère alors 

l'a.d.g.c. 

( A ( ; r i , . . . , xn, M) , D) avec D(u) = x* . 

On a alors des quasi-isomorphismes 

(A(a?i , . . . ,xn),d)<8>(Au,0) (A(x1,...,xn,u),D) (Axi/x\®A(x2,...,xn),D) 

avec <p(ii) = u — w. Il en résulte : 

m = (k — l)degré x\ -h dim formelle H*(A(x2,..., xn), D) — degré u 

= 1 — degré x\ + dim formelle H*(A(x2,..., xn), D) . 

A u t r e formulation pour m. 

Notons (2bi — 1), 1 < i < q les degrés d'une base homogène de P et (2a;), 

1 < i < r les degrés d'une base homogène de Q. On a alors : 

m = 
q 

i=l 

(26,- - 1) -

r 

î= l 

(2a,- - 1) . 

T h é o r è m e 5 . 3 . 2 . ( [ 4 7 ] ) . Soit X un espace elliptique. Notons ( A Q ® AP, c?) 

le modèle minimal de X, 2b\ — 1 , . . . , 2bq — 1 les degrés d'une base homogène de P 

et 2 a i , . . . , 2 a r les degrés d'une base homogène de Q. Pour toute suite a i , . . . ,a3 

de longueur s extraite de la suite ai, il existe alors au moins s éléments b{ pouvant 

s'écrire sous la forme 

bi 
s 

2J 
i = 1 

Zijaj , otij > 0 , E a , j > 2 . 
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m Notons (AQ (g) AP, d) le modèle minimal de X. Par 5.2 le modèle pur associé 

(AQ (g) AP,do) est de dimension cohomologique finie. Le choix de s éléments 

X i , . . . , xs dans Q, de degrés a i , . . . , aa, fournit une injection 

( Q [ * i , . . . , xs], 0) - (AQ (g) AP, d 0 ) , 

et donc un morphisme en cohomologie 

Q [ * i , . . . , * . ] - £ # o ( A Q (g) AP, d 0 ) = A Q / d ( P • A Q ) . 

Complétons X \ , . . . , x 9 en une base x \ , . . . , x s , . . . , x r de Q. Comme H(AQ (g) 

AP, d 0 ) est de dimension finie, il est nécessaire que 

Q [ * i , . . . , * . ] / d ( P ) d = A Q / ( d ( P - A Q ) , x 3 + 1 , . . . , x r ) 

soit de dimension finie. Ceci implique la thèse. 

Corol laire 1 . Avec les notations précédentes si b\ > 62 > . . . > o g et 

> «2 > . . . > a r , a/ors 6j > 2a¿ your 1 < i < r. 

• Pour 1 < k < r, considérons les entiers de la forme aijaj avec OLÌJ > 0 

et Sûjj > 2. Parmi ces entiers, on doit trouver k éléments b{ ; 6/ doit donc y 

appartenir avec / > k, auquel cas 6* > 6/ > 2a*. 

Corollaire 2 . Avec les notations précédentes, 

Q 

2 . 
1=1 

bi m = dimmaxiZ**(X; Q ) . 

m = 2 

Q 

> 

i=l 

bi-

r 

> 
»=1 

ai (q-r) 

Q 

E 
i = 1 

bi + 
q 
> 

t = r + l 

6¿ (q - r) 
q 

E 

i = 1 

h . 

Corollaire 3 . Si X est un espace 1-connexe, elliptique, de dimension formelle 

m, alors 

(1) dim7r*(X)<g>Q < m. 

(2) £ifc2fc-dim7r2fc(X)<g)Q < m . 

(S) T,k(
2k - ! ) dim7r 2ik-i(X) (g) Q < 2m - 1. 
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m Par le théorème principal, on a 

m = 2 
q 

y 
i=l 

bi 

r 

E 
* = 1 

a,- lq-r). 

Comme £l=i bi > 2 E r 

1=1 ai I 
r 
<i=l k- E r 

1 = 1 ai ai r 

t=l 
aj et donc 

m > 2 

r 

2 . 
t=l 

+ (Q - r) > q + r , 

ce qui donne (1) et (2). 

D'autre part, 

q 

E 
i=i 

(26,- - 1) = 2 
q 

> 
¿ = 1 

6j — ç = m + 2 

r 

i = l 

aj — r < 2m — 1 , 

ce qui fournit (3). 

5 . 4 . - T h é o r è m e s de structure pour les espaces 7r-finis. 

5 . 4 . 1 . - Premier théorème de structure (Allday [62]). Soit X un espace 

pur, elliptique, alors il existe une fibration 

n 

n 
t=i 

K(Q,2) £ E *-X0 , 

XQ désignant la rationalisation de X, avec E un espace pur vérifiant Xn(E) = 0 

et H*(E;Q) < oo. 

• Soit (AQ (g) AP, d) le modèle minimal de X. Notons u i , . . . , uq une base ho­

mogène de P et A Q = Q [ X i , . . . ,Xr], Posons /,• = d(ui). Nous avons alors 

dim 
Q f s i , . . . , £ r ] 

(f1,..., fq) 
= d imiJ 0 (AQ <g) AP, d) < oo . 

Nous allons construire une suite de polynômes # g dans Q [ : r r + i , . . . , xq], 

degré (x{) = 2, telle que 

dim 
Q[xu...,xq] 

(fi +gi,--.Jq + gq) 
< oo . 

Dans ce cas, le résultat annoncé proviendra de la K.S. extension 

Q [ x r + 1 , . . . , xq] (Q[x!,..., xq] (g) AP, D) (AQ <g> AP, d) , 
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où D(ui) = fi + gi. 

La construction de la suite gm se fait par récurrence sur m, 1 < m < q : 

Supposons avoir choisi g\,... ,gm-i de telle sorte que la dimension du sous-espace 

engendré par fx + gx, f2 + g2, • • • , fm-i + 9m-i soit q - m + 1, construisons gm tel 

que la dimension de l'espace engendré par f\ + gx, f2 + g2,..., / m -f gm soit q — m. 

Notons J = ( / i + < 7 i , . . . , fm-i + <7m-i) et P i , . . . , Ps les idéaux premiers associés 

de L Soit bm = degré ( / m ) et notons L l'espace vectoriel des polynômes de degré 

bm en les variables x t , r -f 1 < i < q. 

fm-\-L n'est pas contenu dans la réunion des P,-. En effet, autrement fm + L 

serait dans un Pj, disons P\. On aurait fm G Pi, L C P\. P\ étant premier, 

x r _j_! , . . . , x g appartiendraient à P 1 # Notons l'idéal engendré par Pi, / m + i , . . . 

et fq. Par le théorème de Macaulay, on aurait DimPi = q — m -f 1. Par suite, 

dim i 7 > q — ra + 1 — (q — m) = 1. Comme Q[-X"i,.. . ,Xq]/l' est de dimension 

finie, on aurait aussi Dimi 7 = 0, ce qui est absurde. 

Comme fm -f L <£. UP,-, il existe 5fm dans L tel que / m -f gm n'appartient à 

aucun des P,. Notons 

J = (fl + 0 1 , . . . , / m + 0 m ) -

Tout premier associé de J contient donc strictement un premier de Z, ce qui 

entraîne 

Dim J = Dim I - 1 . 

De ce théorème, nous déduisons : 

T h é o r è m e 5 . 4 . 2 . Soit X un espace pur, ir-fini, de cohomologie finie, notons 

(26,- — 1 , 1 < i < q) les degrés d'une base homogène de P et (2a,-, 1 < i < r) les 

degrés d'une base homogène de Q. On a alors : 

(1) lasérie¿2cmt
m = n L i ( 1 ~ * 2 6 i ) / ( 1 - * ) í " r ELií1-*2^) e s t u n polynôme 

à coefficients positifs. 

(2) dim JET1'(X; Q ) < c¡ pour tout i. 

(3) d i m # * ( X ; Q ) < 2q~r Y[9

i=1 & ¿ / n ¿ = i aj <2>m oùm désigne la dimension 

formelle de H*(X;Q) . 
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m Le théorème 5.4.1. fournit une fibration 

(*) E <— X0 <— Q 
q-r 

II 
:'=1 

K(Q,2)) = 

q-r 

II 
t=l 

O 0 . 

La cohomologie de -E? a pour série de Poincaré (th. 5.1) 

P(E) = ïï(l - t2bi)/(l - t2y~rU(l - t 2 a i ) . 

Le terme E2 de la suite spectrale de Serre de la fibration (*) a alors pour série 

S c m t m . Ceci entraîne les assertions 1 et 2. 

Pour obtenir la première inégalité de 3), il suffit de calculer l imt_>i (Ec m t m ) . 

Pour la seconde, il suffit de voir que 2bi < 2hi et d'utiliser (5.4) £ L i h < m. On 

a 

d i m i r ( X ; Q ) < 
q 

II 
i = 1 

[2bi) < 2 E 6 i < 2 m . 

5 . 4 . 3 . D e u x i è m e théorème de structure ([31]). Soit X un espace n-fini. 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) H*(X;Q) est noetherien. 

(2) il existe une fibration 

F ^ X ^ 

r 

II 
1=1 

^ ( Q , 2 n 0 , 

avec F -rr-fini et H*(F; Q ) < oo. 

• (1) => (2). Si H*(X\ Q ) est noetherien, notons V l'espace vectoriel de dimen­

sion finie formé des générateurs de la sous-algèbre # P a i r ( X ; Q ) . Ceci définit une 

application continue 

p:X 

r 

i=l 

K{Ct,2m). 

Considérons la fibration image réciproque par p de la fibration des chemins sur 

IIr i = 1 K(Q2ni). 

(*) 
r 

n 
t=l 

K ( Q , 2 n i - l ) ^ F ± X , 

où F est précisément la fibre homotopique de p. 
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Notons EÇ'9 la suite spectrale de Serre de (*). Le terme E2 est un H*(X] dé­

module libre de type fini. Le terme Eoo est donc aussi un 2£^°-module de type fini. 

Le choix de p montre que la transgression tue l'idéal engendré par V. L'espace 

££¿° est donc de dimension finie. Il en est de même pour H*(F; Q). 

(2) (1). La suite spectrale de Serre de la fibration 

F ---- Xp n 
t 

K(Q,2m) 

montre que E2 est un module de type fini sur H* (ïlK(Q,2ni)). Il en résulte que 

EQQ est de type fini sur l'algèbre noetherienne p*if*(lLK'(Q,2n.;)). H*(X;Q) est 

donc une algèbre noetherienne. 

5 . 4 . 4 Trois ième théorème de structure.([62]). Soit X un espace w-fini, 

alors il existe une fibration 

F - ^ E ^ X , 

où F et E sont des espaces ir-finis dont Vhomotopie rationnelle est concentrée en 

dimensions impaires. 

Notons ( A Q ® AP, d) le modèle minimal de X, et p la projection canonique 

p : (AQ ® AP, d) - P e Q = (AQ ® AP)/(A+Q, A^ 2P) . 

p admet un K.S. modèle <f> 

(AQ ® AP, d) (QeP,o) 

o/ 

(AQ <g) AP ® AV, D) (AV,D). 

P étant concentré en degrés impairs, tous les générateurs du modèle minimal de 

Q®P sont de degrés impairs. Il en résulte que V = V ' i m P a i r . Si n désigne le degré 

maximal des éléments de Q, il suffit de prendre pour p la réalisation géométrique 

de la K.S. extension 

(AQ ® AP, d) -> (AQ ® AP ® AV<n,D) -> (AV<n

yD) . 

5.4.5. - Nous terminons ce §5.4 avec une proposition reliant les complexes 

purs aux suites régulières. 
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Propos i t ion 5.4.5.[59, lemme 8] . Soit (AQ (g) AP, d) un complexe pur avec 

H*(AQ (g) A P ) < oo. Alors il existe une base (non nécessairement homogène) 

t i i , . . . , u3 de P telle que c?( i f i ) , . . . , d(ur), r = d imQ forment une suite régulière 

dans AQ. 

m On construit t i i , . . . , t i r par récurrence. Prenons pour tfi un élément quel­

conque de P. Supposons avoir construit une suite régulière d(ui),... ,d(uk) avec 

Ui E P. 

De deux choses l'une, ou il existe un élément Uk+i dans P tel que d(uk+i) ne 

soit pas diviseur de zéro dans AQ/I (I = idéal engendré par d(ui),..., d(uk)), ou 

il n'en existe pas. Dans le premier cas, on continue. Dans le second cas, (prop. 

5.2) d(P) est contenu dans un idéal premier Pi de I. Il en résulte que 

dim AQ/Px < dim AQ/d(P) = dimH0(AQ (g) AP,d) < oo , 

et donc Dim Pi = 0. 

Par le théorème de Macaulay, J est unmixed et Dim J = 0 . On a donc 

dimQ AQ/I < oo, ce qui entraîne h = r. Il suffit alors de prolonger u i , . . . , ur en 

une base de P. • 

Corol laire. Avec les mêmes hypothèses, on a un quasi-iso d'algèbres graduées 

inférieurement (AQ (g) AP,d) ((AQ (g) A ( u i , . . . , u r ) ) (g) ( A ( u r + i , . . . , u s ) , d) et 

H(AQ (g) A(ux,..., ur)) = H0(AQ® A( t / i , . . . , w r ) ) . 

5 . 5 . - Espaces 7r-finis à cohomologie noetherienne. 

Si A est un espace vectoriel gradué de type fini, nous désignerons par PA(Ï) 

sa série de Hilbert 

PA(t) 
OO 

n=0 

dim A V . 

On pose alors 

poi A) = inf {al lim 

t ----1-
l-t)aPA(t) = 0\ . 

Si A est une algèbre graduée commutative (au sens usuel) et noetherienne, alors 

(§5-7) po(A) = Dim A. 

Le but de ce paragraphe est la démonstration des 2 théorèmes suivants : 
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T h é o r è m e 5 . 5 . 1 . ([31]). Soit X un espace n-fini, pur, dont la cohomologie 

est noetherienne. Notons (AQ (g) AP, d) son modèle pur et k Ventier maximal tel 

que Hk(AQ (g) AP, d) ^ 0. On a alors 

k = Po(H*(X;Q))-x«(X). 

T h é o r è m e 5 . 5 . 2 . ([31]). Soit X un espace K-fini à cohomologie noetheri­

enne. Notons (AQ <g) AP, c?) son modèle, (AQ (g) A P , d 0 ) le modèle pur associé et 

Epq la suite spectrale impaire. Alors 

1) PoH*(X; Q ) = po(H*(AQ (g) AP, do)) = D i m # P a i r p T ; Q ) . 

2) po(H*(X; Q ) - Xn(X) e*t *e P^us grand entier k avec Ej^* ^ 0 . 

Corollaire 1. Si X est un espace n-fini à cohomologie noetherienne, alors 

Xr(X) < po(H*(X;S)). 

Corollaire 2 . Si X est un espace n-fini à cohomologie noetherienne, on a 

nil # i m p a i r ( j r ; Q ) < POH*(X; Q ) - X*(X) + 1 . 

• D é m o n s t r a t i o n du corollaire 2. Un produit de q éléments de 

Himp*iT(X; Q ) se représente par un cocycle de AQ 0 A-9P . Pareil cocycle est 

nul dans la suite spectrale impaire à partir du niveau E\ si q > k + 1 . 

D é m o n s t r a t i o n du théorème 5 . 5 . 2 . Soit X un espace 7r-fini à cohomologie 

noetherienne. Par le théorème 5.4.3. Il existe une K.S. extension 

(AF, 0) -> (AY ®AW® AV, D) (AW (g) AV, d), 

avec 1) Y et W concentrés en degrés pairs et V en degré impair. 

2) (AY (g) A W (g) AV, D) est un modèle (non nécessairement minimal) de X. 

La suite spectrale impaire associée est isomorphe à partir du terme E\ à la suite 

spectrale impaire de X. 

3) H*(AW® AV,d) < oo . 

Construct ion d'une suite régulière particulière dans AY (g) AW . 

Par la proposition 5.4.5, il existe une suite v i , . . . ,vs d'éléments de V (non 

nécessairement homogènes) telle que les éléments doV\,..., dovs forment une suite 
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régulière dans AW . Les DoV{, i < i < s forment alors une suite régulière dans 

AY 0 AW . 

Etendons cette suite en une suite régulière maximale de AY 0 AW formée 

d'éléments de la forme 

Do(v1)ì...,Do(vs),Do(vs+1)ì...ìD0(v3+t) , ViEV . 

Choisissons JV un entier divisible par les degrés d'une base homogène de Y et 

étendons la suite précédente en une suite régulière maximale 

A)(*>i), • . • , D0(vs+t), c i , . . . , cr avec c, G (AY)N . 

Notons i" l'idéal engendré par cette suite. Tout élément de (AY)N est diviseur de 

zéro dans (AY (g) AW)/I ; (AY)N est donc contenu dans un des idéaux premiers 

associés de I , disons P\. Comme (AY)N contient une puissance de chaque y G Y, 

A + y est contenu dans Pi. Il en résulte que Dim P i = 0, et donc que t + r — dim Y . 

montrons que k — dim V — (s + t). 

Décomposons V sous la forme V = V1ÇBV2 avec pour Vi le sous-espace vectoriel 

engendré par les U j , 1 < i < s -f t. La suite DQ(VÌ) étant régulière, la projection 

canonique 

p : (AY (g) AW (g) AV, D0) - (AY (g) (AW/l) (g) AV2, D0) , 

où i" désigne l'idéal engendré par les D0(VÌ), est un quasi-isomorphisme. 

Posons / = dim V2 = dim V - (s + t). On a ^ > / ( A F (g) AW 0 AV,D0) = 0 . 

On a, d'autre part, 

Hi(AY 0 AW (g) AV, D 0 ) = { a G (AY 0 A W ) / J | (dv) • a = 0 W G V 2 } • 

La maximalité de la suite régulière DQVÌ, 1 < i < s + montre que, pour tout v 

de V2, est diviseur de zéro dans (AY 0 AW)/l . On a donc DQ(V2) C P i , 

idéal premier associé de J . 

Ecrivons I comme intersection non redondante d'idéaux primaires 

1 = nUBi. 
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Comme I est défini par une suite régulière, I est unmixed (th. de Macaulay) ; il 

existe donc des éléments qi dans Z?j, i > 2 avec qi £ P \ . Posons q = n»>2 • 

q £ P \ et donc q (£ I . Pour tout élément v de V2, DQV appartient à P \ et une 

puissance (Dov)a appartient à B\ . 

Soit V j , 1 < i < /, une base de V 2 . On considère l'élément 

UJ = (Dovi)"'-1 . . . (Dov2)
a>-1(D0v1)

ai-1q , 

où Oij est le plus petit entier avec 

(D0vj)
ai(D0vj-1)

a'-*-1...(DQvl)
a*-1q dans / . 

L'élément u appartient à Hi et on a donc î = k . 

montrons que p0(H*(X; Q ) ) = p0(E*'*) = k + x*(X) . 

Notons toujours Pi l'idéal premier associé de J contenant D0CV2) . L'appli­

cation Q [ c i , . . . , c r ] <—> AY <8> A W / ( P i ) est injective. En effet, autrement elle se 

factoriserait par une algèbre quotient 

Q [ c i , . . . , c r ] / ( K ) AY (g) A W / P i . 

Comme Q [ c i , . . . , c r ] / ( A ' ) est de dimension < r, elle est de type fini sur une 

algèbre de polynôme Q [ & i , . . . , brr] avec r' < r . Posons I ' = (Pi , 6 1 , . . . , br>) . On 

a Dim I ' > DimPi — r' > 1 . Mais, d'autre part, dimQ(AF<8) AW)/l' < 0 0 , ce qui 

est absurde. L'application Q [ c i , . . . , c r ] —» i ï * ( A F (8) A W (8> AV, D ) est également 

injective. Supposons le contraire. Prenons <f> G Q [ c i , . . . , c r ] avec (j> = Dr/?, ip G 

AY (8) A W (8) A V . On décompose ip sous la forme 

rj) = </>0 + . . . + t/>m avec V» G A F <8> A W ® A ¿ V , 

et on a <̂> = DQÎ/JQ ce qui est absurde. 

Ceci montre que 

(*) D i m # p a i r ( X ; Q ) > r . 

D'autre part, A F (8) A W est finiment engendré comme module sur 

Q[DQVI, . . . , D 0 v a + f , c i , . . . , c r ] . Comme # 0 ( A F (8) A W (8) A V , D o ) est un 
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Q [ C Ì , . . . , c r ] -module de type fini, H(AY 0 AW 0 AV, D0) est un Q [ c l 5 . . . , cr]-

module de type fini et 

(**) p0(H(AY (8) AW (8) AV, D0) < r . 

(*) et (**) induisent le résultat. 

Le premier théorème de structure 5.4.1. peut se généraliser sous la forme : 

T h é o r è m e 5 . 5 . 3 . Soit X un espace pur avec p0H*(X]Q) = d . Il existe 

alors une fibration 
p 

II 
i = 1 

K ( Q , 2 ) ^ £ ^ X 0 , 

avec E un espace pur vérifiant H*(E; Q ) = # P A I R (E; Q ) et DimH*(E; Q ) = d . 

• Notons ( A P 0 AQ,d) le modèle minimal de X. Comme p0(H*(X; Q ) ) = d, 

D i m [ A P / d ( Q ) • AP] = d . Choisissons une suite x \ , . . . , Xd dans A P homogène 

formant dans le quotient une suite de paramètres. Considérons l'a.d.g.c. 

( A , C ? A ) = ( A P (8) A Q 0 A ( u i , . . . ,ttd),d) avec dtij = x,: . 

Comme iZ*(A, cU) < oo, il existe par le théorème 5.5.1 un espace vectoriel P1 et 

une K.S. extension 

(AP', O) -> (A(P 0 P') 0 A(Q 0 (tu,..., t*,)), D) - (A, dA) , 

où # * ( A ( P 0 P') 0 A Q 0 A ( u i , . . . ,tfd),Z>) < oo et 

d i m P e P ' = dimQ + d . 

Soit v i , . . . , vs une base homogène de Q. Comme 

D(v1),...,D(vs), D(u1),..., D(ud) 

est une suite reguliere dans A ( P © P ' ) , il en est de meme de D(vi),..., D(vs) . La 

K.S. extension 

( A P # , 0) -> (A(P' 0 P ) 0 A Q , Z?) - ( A P 0 A Q , d) 

fournit la fibration souhaitée. 
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Corol laire . Soit X un espace ir-fini avec cohomologie noetherienne. Notons 

2 a i , . . . , 2 a r , 2bi — 1 , . . . , 2bs — 1 les degrés d'une base de 7r*(X) (8) Q , alors on a 

Px 

S 

< ii 
1 = 1 

(1 - t2bi)/ 
r 

II 
i = l 

( l - t 2 a i ) ' ( l - t y - r - d , 

o i d = P o j E r * № Q ) . 

5 .6 . - Espaces 7r-finis et cato • 

Le but du présent paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

T h é o r è m e 5 .6 . Soit X un espace ir-fini 1-connexe alors 

dim7r ¡ m p air(A') <g)Q < e0(X) < cat 0 (A r ) . 

L e m m e 5 . 6 . 1 . Si X est un c.w. complexe nilpotent tel que f P ( X ; Q ) est 

une algèbre à dualité de Poincaré de classe fondamentale u. Notons ( A Z , c?) le 

modèle minimal de X, alors e0(X) = sup{fc|u; peut être représenté par un cocycle 

dans A^kZ} . 

Un homomorphisme <f> de source H*(X\ Q ) est injectif si <j>(w) ^ 0 . 

L e m m e 5 . 6 . 2 . Si ( A Z , c?) —> (AZ (g) Au,d) —> (Au,0) est un K.S. complexe 

avec degré de u impair et H*(AZ,d) une algèbre de dimension finie satisfaisant à 

la dualité de Poincaré, alors 

e0(AZ® Au,d) < e 0 (AZ,</) + l . 

Si eo(AZ (8) Aw,c?) = k, alors le lemme 5.6.1. fournit un représentant <j> (8> 

u -f %l> G A - f c ( A Z <g> Au) pour la classe fondamentale. Il en résulte que <j> est un 

représentant de la classe fondamentale de ( A Z , c?) appartenant à A - * 1 ( A Z ) , et 

donc eo(AZ,d) > k — 1 . 

L e m m e 5 . 6 . 3 . Si (Ay ,0 ) —> (Ay (8) A Z , c?) —• (AZ,d) est une K.S. extension 

avec H*(AZ,d) et H*(Ay (8) AZ,d) deux algèbres de dimensions finies à dualité de 

Poincaré, alors : 

e 0 ( A Z , d ) 
eo(Ay (8) A Z , d) — 1 si |y| est impair. 

e 0 (Ay (8) AZ,c?) si \y\ est pair . 
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Supposons y de degré impair et e 0 ( A Z , d) = k. Par le lemme 5.6.1., la classe 

fondamentale u de H*(AZ, d) peut être représentée par un cocycle <j> G A-kZ . 

Dans ce cas, y 0 <j> représente la classe fondamentale de ( A t / 0 A Z , d) et donc 

e 0 (Ay (g) A Z , < 0 > fc + 1 . 

Supposons y de degré pair. On considère le i*T.5.-complexe 

(Ay (8) AZ (8) Aw, Z)) avec Du = y2 . 

Par le lemme 5.6.2., on a : 

e 0 (Ay <8> A Z <8> Au, Z>) < e 0 (Ay (8) A Z , d) + 1 . 

Notons / l'idéal de Ay (8) Au engendré par u et y 2 , i" est D-sta 

Construisons a : I I par cr(yku) = 0 et <r(yfc) = y* 2 u . On a z 

zc?. Considérons l'opérateur %j> : I (8) A Z —• 7 0 A Z défini par 

0 = D - ( o r ® l ) - ( ( T 0 l ) - D . 

De façon claire, pour tout de A Z , il existe un entier N(<j>) avec (ip — l)N^(j> = 0 . 

Si <t> G A - P Z représente la classe fondamentale de i ï * ( A Z , D ) , alors 

y 0</>-

N(<t>) 

E 

i = 1 

( - 1 ) * + 1 C t ( f f ® l ) 0 M D ( y ® * ) 

est un cocycle de A - P + 1 Z représentant la classe fondamentale de (Ay (g) A Z 0 

Au, D) . On a donc 

e 0 (Ay ® A Z ® Au, D) > e 0 ( A Z , D) + 1 , 

ce qui entraîne l'inégalité désirée. 

Le théorème résulte du lemme 5.6.3. par induction. 

5 . 7 . - R a p p e l sur les notions de dimension et idéaux primaires. 

Dim A . 

Soit A un anneau noetherien, Dim A est la longueur maximale n des chaînes 

d'idéaux premiers de A 

Po Cjt pi P2 . . . pn A . 
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Si p est un idéal premier de A, la hauteur de p, ht(p) est la longueur maximale n 

des chaînes d'idéaux premiers avec Pn = p . Pour un idéal quelconque, on pose 

ht(I) = inf {ht(p) , p premier D 1 } . 

Dim I = Dim A l l . 

on a : V i Dim I + ht(I) < Dim A . 

D e p t h 7 M . 

Soit M un A-module. Une suite a i , . . . , a r d'éléments de A est dite M-

régulière si les conditions suivantes sont satisfaites: 

1) M n'est pas engendré par a i , . . . , a r ; 

2) Vz, 1 < i < r, aj n'est pas diviseur de zéro dans M / ( a i , . . . , a t _ i ) • M . 

Soit I un idéal de A avec A ^ IA. On appelle I-profondeur de M , depth 7 (M) , 

la longueur d'une suite M-régulière maximale formée d'éléments de i". On a ([80], 

th. 28) . 

depth 7 (M) = min{¿ |Ext Í4 (A/ / ,M) ^ 0} . 

C a s des Q-algèbres graduées connexes noetheriennes A — © A * , A0 = 

Q • 

Dans ce cas, ([91]), Dim A est aussi la longueur maximale des chaînes d'idéaux 

premiers gradués de A. Si M est un module gradué, depth(M) est la longueur 

d'une suite M-régulière maximale formée d'éléments homogènes de A + . 

T h é o r è m e (cas local [80], th. 17 ; lemme 4 p. 105). Si A est une algèbre 

graduée connexe noetherienne, a i , . . . , a r une suite d'éléments homogènes de A"*" 

alors, 

1) D i m ( A / ( a i , . . . , a r ) ) > DimA — r . 

2) Si les ai forment une suite régulière, on a 

D i m ( A / ( a i , . . . , a r ) ) = Dim A — r . 
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Systèmes de paramètres . 

Si A est engendré par des éléments homogènes y i , . . . , yn de degrés d\,..., dn 

alors P(A) • 7r t(l — t d i ) est un polynôme en t ([91], th. 4.2). P ( A ) désigne la série 

de Hilbert de A : 

J»(A) E ;dim Q An)tn . 

Inversement, si P ( A ) • TT»(1 — td*') est un polynôme pour un choix convenable de 

a7,-, alors il existe des éléments homogènes y i , . . . , yn de degrés d j , . . . , dn tels que 

A soit un Q [ y i , . . . , y n ] module de type fini ([91], th. 5.4]. Posons 

d(A) = i n f { n | 3 d i , . . . , dn avec P ( A ) • 7r»(l — td%) un polynôme} , 

d'(A) = multiplicité de 1 comme pôle de P ( A ) , 

s(A) = inf{n I 3 y l 5 . . . , yn G A* avec A un module de type fini sur Q [ y i , . . . , y n ] } 

T h é o r è m e ([91], th. 5.5.]). Dim A = d(A) = d\A) = s(A) . 

On appelle système de paramètres une suite y \ , . . . , yn d'éléments d e A + telle 

que A soit un Q [ y i , . . . , y n ] - module de type fini. Par le théorème précédent 

n = Dim A. De plus ([91], th. 6.2) Q [ y i , . . . , yn] s'injecte dans A. 

A n n e a u x de Cohen-Macaulay . 

On a toujours Depth A < Dim A . 

A est dit de Cohen-Macauiay si Dim A = depth A. 

T h é o r è m e ([91], th. 6.8). Les propriétés suivantes sont équivalentes 

(1) A est Cohen-Macaulay. 

(2) Tout système de paramètres est une A-suite régulière. 

(3) Pour tout système de paramètres ( y i , . . . , y n ) , A est un Q [ y i , . . . , y n ] -

module libre de type fini. 

T h é o r è m e (Cas local [80], th. 30, 31) . Si A est une Q-algèbre de Cohen-

Macaulay, alors 

(1) Pour toute suite régulière ( a i , . . . , a n ) , A / ( o i , . . . , a n ) est Cohen-

Macaulay. 

(2) Pour tout idéal gradué I, on a ht(I) = depth 7 (A) ; ht(I) + dim Ail = 

dim A . 
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Exemple : Q[Xi,... ,Xn] est Cohen-Macaulay ([80], th. 33). Il en est de 

même de tous ses quotients par des suites régulières. 

Exemple : Soit I un idéal de hauteur p dans Q [ X i , . . . , Xn] . Alors I contient 

une suite régulière formée de p éléments. 

L e m m e . Si A est un anneau noetherien, alors : 

Dim A = 0 ssi dimQ A < oo . 

• Si dimo A < oo, tout élément de A + est nilpotent et A n'a qu'un seul idéal 

premier gradué A+. Si Dim A = 0, A + est le seul idéal gradué premier. Tout 

élément y de A + est donc nilpotent et dimo A < oo. 

Idéaux premiers associés. 

Dans une Q-algèbre (graduée) noetherienne, tout idéal I est une intersection 

finie non redondante d'idéaux (gradués) primaires £>, : 

I = CiDi. 

Les idéaux premiers correspondants pi sont appelés les idéaux premiers associés. 

Ce sont les p premiers tels que I contient une copie de A/p . 

l D s r A/p. 

I est dit unmixed si tous les premiers associés ont la même dimension. 

T h é o r è m e [100, th. 26]. Si I est un idéal de Q [ X i , . . . , X n ] engendré par 

une suite régulière, alors I est unmixed.^ 

Corollaire 1. Si I C J alors tout idéal premier p de J contient un idéal 

premier P' de I. 

Corollaire 2 . Si x est un diviseur de zéro dans I (il existe y dans I avec 

xy = 0), alors x appartient à un idéal premier associé. En effet, les éléments 

maximaux dans la famille des idéaux annulateurs d'un élément de I sont premiers. 

Propos i t ion . Soit V un sous-espace vectoriel de dimension finie non ho­

mogène de Q [ X i , . . . ,Xn]. Supposons que, pour un certain idéal I, tout élément 
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de V soit diviseur de zéro dans Q [ X i , . . . ,Xn\lI, alors V est contenu dans un des 

idéaux premiers associés de I . 

• Prenons une suite infinie x ^ a ^ , . . - d'éléments de V dont toute suite de 

longueur p soit une base de V. Chaque est diviseur de zéro donc appartient 

à un des premiers associés de i". Il existe donc un premier associé contenant une 

base de V. m 
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6 - L A C R O I S S A N C E E X P O N E N T I E L L E . 

6 . 1 . - L a croissance. 

Les espaces nilpotents de type fini et de catégorie finie se décomposent en 

deux familles : les espaces elliptiques et les autres appelés hyperboliques. Le but 

du présent paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

T h é o r è m e 6 . 1 . ([35]). Si X est un espace nilpotent, de type fini, de catégorie 

finie m et hyperbolique, alors il existe une suite infinie d'entiers 0 0 , 0 1 , . . . avec 

qi = liqi-i — 1 et / j G [ 2 , m + 1], ainsi qu'une constante C > 1 telle que 

dimirqi(X) ® Q > Cqi pour i > 0 . 

Notons ( A Z , c?) le modèle minimal de X. L'isomorphisme 

Z1 ^ H o m ( 7 r t - p O , Q ) pour i > 2 

montre que l'assertion est équivalente à 

dimZqi>C9i, pour i > 0 . 

Notons Z t M = @ l

j = k Z* et k(n) = d i m Z ^ ' 2 7 1 " 2 ] . 

Définition. Un l-widget dans X est une suite a i , . . . , a / de classes d'homo­

topie a{ : S U i —> X avec 

1) les ni sont de degrés impairs, 

2) ni > ni -h • • • -f- rii-i pour i > 1, 

3) ai induit un élément non nul dans 7 r n . ( X ) (g) Q , 

4) L'application 5 n i V 5 U 2 V . . . V 5 n ' ^ X s'étend en une application continue 

a : S n i x • • • x S n i -» X . 

L e m m e 1. SoitX un espace nilpotent de type fini, hyperbolique. Si les entiers 

k(n) sont bornés, alors X admet des l-widget pour tout entier l . 
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M X admet un /-widget s'il existe des éléments non nuls z\, z 2 , . . . , z\ dans Z 

homogènes de degrés impairs avec 

àegZi > d e g Z i - f d e g z 2 H h d e g z t _ i i > 1 . 

et tels que l'on ait un morphisme d'a.d.g.c. 

W : (AZ,d) ----> (A(z1,...,z1),0), 

avec tp(zi) = Zi . 

Supposons k(n) < Ji", pour tout ra, et montrons, par induction sur /, l'existence 

d'un /-widget dans X. Pour / = 1 , c'est clair. Supposons donc le résultat vrai pour 

/. (AZ,c?) et toutes les a.d.g.c. quotients ( A Z > n , c ? ) admettent donc des /-widget. 

Notons ( z j , . . . ,zi) un /-widget pour ( A Z , c?). Posons q = Y^i=i deg(zj). Prenons 

alors z / + i , . . . , z2i un /-widget de ( A Z > 9 , d). On recommence et on obtient de cette 

manière une suite de (K + 1 ) /-widget 

Z \ , . . . , z i ; z j + i , . . . , z 2 / ; ¿ 2 / + 1 , . . . , 2 3 / ; • • • 2 ( t f + i ) z • 

avec d e g ( * r / + i ) . > £ ¡ = 1 d e g ( z ( r _ 1 ) / + î ) . Posons AT = d e g ( 2 r ( A > 1 ) / ) . Soit x un 

élément de degré p impair dans Z > n , p > N . 

Comme k(p) = dim Z^p,2p 21 < K , il existe un entier 5 , 1 < 5 < K -h 1 avec 

Z r = 0 pour p -f d e g ( 2 s / + ! ) — 1 < r < p + 

i 

i=i 

d e g ( z s l + i ) - 1 . 

Notons 

Xi = z s l + i 1 < i < l . 

La suite a? i , . . . , x est alors un (/ -h l)-widget pour X. En effet, pour des raisons 

de degré, il n'y a pas d'élément z dans Z avec dz G x • A ( x l 5 . . . , x/) . • 

L e m m e 2 . SoitX un espace nilpotent de type fini, hyperbolique. Si les entiers 

k(n) ne sont pas bornés, et si m = cat0(AT) < 00, alors les entiers d im7r p (X) (g) Q 

ne sont pas bornés. 

Notons ( A Z , d) le modèle minimal de X. Fixons un entier N. La différentielle 

d dans (AZ-N\d) se décompose sous la forme 

d = ß -f a2 + 0J3 + . . . 
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avec, Vx G Z^N, /?(x) G A Z ^ 2 * " 2 ! <g> A + Z ^ 2 * " 1 et a^x) G A « ^ ' 2 " " 2 ! . 

Pour raison de degré, d = 0 sur Z^Nf2N 21 . 

Comme cato(AZ- i V , c?) < cato(AZ,c/) < m (Théorème 3.1.), on a 

^ m + l £[N,2N-2] 
m + l 

U »=2 

a , - ( ^ w ) - A m + 1 - ' Z l w - 2 W - 2 l > 

ce qui donne 

^ m + 1 ^ 
uk(N) -

m + l 

> 
i'=2 

k(iN - 1) • ̂ Ar)" 1 * 1 - '* <m-k-k(N)m~\ 

avec — sup{fc(ziV - 1) | 2 < i < m + 1} . 

Prenons fc(iV) > ( 2 m + 1 m ( m + l ) ! ) 3 . On a k(N) > (m + 1) + y-N) 
2 

et donc, 

cm+1 k(N) k(N) 

2 

m + l 1 

(m + 1)! 

En combinant les inégalités précédentes, on obtient 

m • k • JbO/V)™-1 > 
k(N)m+1 

2 m + l 

1 

(m + l ) ! 7 

ce qui donne 

k > 
k(N)2 

2m+1 • m • (m + 1)! 
> AJ(AT)* . 

Par définition de k, nous obtenons ainsi une suite NQ < Ni < N2 ... d'entiers avec 

Ni = SiNi-x - 1, 5i G [2, m + l] telle que 

HNi+!) > k(Ni\i Vt > 0 . 

Dans ce cas l'inégalité 

KNi+i) 

Ni+1 

k(Ni)î 

m + l 

HNi) 

Ni 

montre que limj_*oo 
HNi) 

Ni 
= 00 . Ceci entraîne le résultat 

• Démons tra t ion du théorème 6 . 1 . Comme c a t 0 ( X ) = m < 00, il ne peut 

exister de /-widget pour / > m . les k(n) ne sont donc pas bornés (lemme 1). Il en 

est de même des d i m p ( X ) ® Q (lemme 2). 
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Notons ( A Z , c?) le modèle minimal de X. Posons a = ( l / 2 ( m + l ) ) m + 1 et 

prenons q tel que 

N = d i m Z 9 = dim wq(X) ® Q 

satisfasse N • a > 1 . On considère alors ( A Z - ? , d ) = ( A Z * (g) A Z > g , d ) . Décom­

posons d sous la forme d = /? + ]Ct=2 a « ? a v e c 

G AZq (g) A + Z > g et a i W G A T . 

comme c a t 0 ( A Z - g , d ) < m (§3), on a 

A m + i Z g = u g + ^ i i Z ^ " 1 ) • Am^l~iZq . 

Il s'ensuit que 

N 

2 

m + l 1 

(m + 1)! 
CNm+1 d i m A m + 1 Z * 

m + l 

i-2 

âimZ91-1 ' N m + 1 - 1 , 

ceci implique l'existence de i G [2, m H-1] avec 

dimX"*-1 > a AT* . 

En itérant ce processus, on obtient une suite d'entiers q = q0,qi,... avec 

qi = Uqi-i — 1 pour U G [2, m + 1] , et d i m X ? i > a • ( d i m X í í - 1 ) í i on a donc 

dimJT" > a < 1 + , ' + l ' , ' - l + - + , ' - , ' - 1 - , ' - » - , l > A r , 1 , > - , i . 

Comme 

(1 + /¿ + / ¿ / ¿ - i + . . . + / ¿ / ¿ - i . . . h) < (h . . . /.•)( 

1 

2i 

1 

2 - - 1 

1> 

2 ' 

< ( / i . . - f c ) > 

on a d i m X * > (aN)hl*-li > [(aN)ï]qi . On pose 

C = (aAT) 
i 
9 . 

6 . 2 . - Le rayon de convergence 

Soit X un C . W . complexe 1-connexe de type fini. Notons Rx le rayon de 

convergence de la série ^ ¿ > 2 ( d i m 7 r , ( X ) (g) Q)t* . 
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T h é o r è m e 6 . 2 . 1 . Si H*(X; Q ) est noetherien, ou si X est de catégorie finie. 

alors Rx < 1 si et seulement si dim7r,(X) (g) Q = oo . 

Si H*(X] Q ) est noetherien, il existe une fibration F —• X —• Yl7=i - ^ ( Q J 2n,-) 

avec dim H*(F; Q ) < oo ; comme Rx = R F Î il suffit de démontrer le théorème 

lorsque X est de catégorie finie m. Dans ce cas, si F est hyperbolique, il existe 

(théorème 6.1) une suite infinie d'entiers qi < q2 < . . . avec qi < mqi-i et une 

constante c > 1, le tout tel que 

dim7r g.(X)<g>Q > cqi i = l , 2 , . . . . 

Il en résulte que 

Rx = limsup[dim7Tj(-X") <g) Q] 
t 

i 

i 
1 

c 
< 1 . 

la réciproque est évidente. 

Ce nombre Rx est également le rayon de convergence de la série de Poincaré 

de QX : 

Proposi t ion 6 . 2 . 2 . ([9]) Soit X hyperbolique, de catégorie finie. Notons par 

R le rayon de convergence de la série ^ d i m H^QX] Q ) t% . Dans ce cas Rx = R . 

Comme H*(ÇIX; Q ) est une algèbre graduée commutative libre sur 7r*(fìX) (g) 

Q , on a 

PO(t) 
OO 

II 
* = 1 

1 + t 2 " - 1 a2k-1 
1 " t 2 k «2* 

avec ai = d i m ^ H Y ) (g) Q = d im7Tj + 1 (X) (g) Q . Pour 0 < z < 1 on a 

(1 + 1 2 * - 1 ) " * * - ! > i + a 2 k - i t 2 k - 1 et (1 - t2k)a™ > 1 + a 2 k t 2 k . 

Ceci donne Pnx(^) n 
oo 
fc=l 1 + ait* E ait1 et donc Rx R . 

Comme Rx < 1, il existe un nombre réel a avec — ln(l — x) < ax pour 

x < Rx . On a alors 

( l + * 2 f c - 1 ) a 2 f c - 1 < e a 2 * - 1 , t 2 f c 1 

1 

l - * 2 * ; 

a2* ea2kt2k 

pour t < Rx. Ceci induit P Q X < e 
E oo 

1 = 2 ai ti Comme le membre de droite converge 

pour t < Rx. Il en est de même du membre de gauche et donc Rx < R . 
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Pour certaines catégories d'espaces, il est cependant possible d'approximer 

Rx> C'est le cas des espaces formels . Un espace X est dit formel s'il existe un 

quasi-isomorphisme (f entre son modèle minimal et l'a.d.g.c. (H*(X; Q , 0 ) : 

<p:Mx-^(H*(X;Cl),0). 

De nombreux espaces sont formels. Dans [25], Deligne, Griffiths, Morgan 

et Sullivan ont montré que les variétés kalhériennes compactes 1-connexes sont 

formelles. 

T h é o r è m e 6 . 2 . 3 . [43] Soit X un C.W. complexe fini 1-connexe formel. 

Notons r = inf{ |z | , z parcourant les zéros de Px(t)} alors Rx < r . 

• (H*(X; Q ) , 0) admet un modèle minimal particulier appelé le modèle bigradué 

de H*(X; Q ) . Il s'agit d'une algèbre graduée commutative libre bigraduée ( A Z , d) : 

z = e p 0 
q 2 

Z <l 
P 

avec 

d( Z q 
P 

C A 2 Z q+1 
fp-i 

et # ( A Z , d ) = i J 0 ( A Z , d ) . 

Il en résulte que la suite 

O - ( A Z ) 2 
p+g-2 

d 
(AZ) 3 

p+g-3 

d d 
A Z q p 

d 
A Z p+q 

o 
Hp+q № Q ) o 

est exacte. On en déduit l'égalité des séries formelles 

( i ) Px(t) = 

oo 

E r=0 

Z 

p+q=r 
( - l ) " d i m ( A Z ) « ) i r = 

OO 

I I I 
r=2 

; i - ( - * ) T ' . 

avec a r = -Ep+q=r (-1)q dim Zqp 

Les séries E 
oo 
i'=2 dim Z T et E oo 

i=2 (s t s=2 
d i m Z ' ^ ( l - t ) " 1 E oo 

i=2 d i m Z T 

ont même rayon de convergence. Comme | a r | < E 
r 
3=2 

dirnZ 5 on a Rx < R' où 

R' désigne le rayon de convergence de la série ^ oo 
r=2 a r t

r . 

Calculons maintenant R!. 

De (1) on déduit : 

l o g P x ( * ) = E 
oo 

r=2 

a r l o g ( l - ( - * ) ' ) = -

oo 

E 
r=2 

a1 (E 
p>1 

(-*r 
p 

) = -
oo 

E 
g=2 

yq(-t)q, 
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avec 7 g = E r\q a r 

r 
f 

Si fj, désigne la fonction de Môbius , on a alors 

as E 
r\s 

U 
S 

r 

r 
S 

7r". 

Décomposons Px(t) en fonctions de ses racines — 1 
o 2 

Px{t) = 
n 

11 
1 = 1 

(1 - <Tit). 

on a 

l o g P x ( < ) = 
n 

E E 
l o g ( l + < 7 t t ) 

= -
n 

E i = i 

oo 

E i = 1 

l-*it)\ 

j 

= -
oo 

E 
i = 1 

n 

(E t = i 

(7 j i 
( - t y 

j 

En identifiant les deux expressions de log px(t), on obtient 

7g = 
1 

q 

n 

E i = i 
o 71 
i 
), 

et donc 

oo 

E 3=2 

c t s t s 

n 

E 
i = l 

oo 

E 
s = l 

E 
r\a 

µ 
S, 

r 

1 

S o 
r 
t t

s 

= 
n 

E » = i 

oo 

E p=l 

µ(p) 
p 

oo 

E r = l 

<7 r 

t 
r 

(t')r 

= 
n 

E 
1=1 

oo 

E p=l 

µ(p) 
p 

log(l - ait')) . 

La série E 
oo 
p = l 

µ(p) 
p 

log(l — <Titp) converge uniformément dans le disque de 

rayon i 

Ci 
En effet, fixons r < i 

et 
il existe une constante A avec 

I log(l - <Jit)\ < At pour 0 < t < r , 

et l'on a alors 
oo 

E J>=1 

µ(p) 
P 

log(l - arf') < AT, 
tp 

P 

A 

1 - t 

Comme les - i 

Ci 
sont les racines de Px(t), le résultat s'en déduit. 

On peut trouver des bornes supérieures de Rx pour d'autres catégories d'es­

paces. Citons par exemple 
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Propos i t ion 6 . 2 . 4 . ([43]) Supposons que Cf soit le cône d'une application 

entre suspensions f : S X i —• S X 2 avec Xi et X2 des C. W. complexes finis, alors 

R x < m i n { U 
i 
2 , 

p parcourant les zéros du polynôme 1 + Pxx(t) — Px2(t)} . 

6 . 3 . - H o m o l o g i e des fibres de Postnikov ( 1 ) . 

Les fibres de Postnikov X [ n ] d'un espace X ont été définies en 3.2. 

T h é o r è m e 6 .3 . ([18]) Soit X un C.W. complexe fini hyperbolique, alors il 

existe une suite infinie d'entiers n, avec H*(X[niyyQ) de dimension infinie. 

Par le théorème 6.1., il existe une suite infinie d'entiers impairs rij avec 

d im7r n . (X) (8) Q > cat0(-X") . La proposition 6.3.1. sui vante appliquée à la fibra­

tion 

X[ni] -> X [ n t - 1 } - K(7rni(X) ® Q , n , ) 

fournit le résultat. 

Propos i t ion 6 . 3 . 1 . Soit F —*• E —• B une fibration avec B du type 

d'homotopie rationnelle d'un produit de r sphères impaires. Si r > cato E = m, 

alors d i m # * ( F ; Q ) = oo . 

Un ifS-modèle de la fibration est donné par 

( A ( x i , . . . , x r ) , 0 ) - + [ A ( x i , . . . , x r ) ( 8 ) A Z , J D ] - > [ A Z , £ > ] . 

Si i P ( F ; Q ) = H*(AZ,D) est de dimension finie, D est minimal, car autrement 

fl'pair(-F') (g) Q contiendrait un élément de Gottlieb non nul ce qui est absurde car 

F est un espace de catégorie finie. 

Notons a un cocycle représentant une classe de degré maximal de f P ( A Z , D) ; 

Dans ce cas, 

X\ . . . x r a 

est un cocycle non cohomologiquement trivial dans AV = A(x\,..., xr) (g) AZ. 

Ce cocycle appartient à A>mV. Il est donc nul dans AV/A>mV . L'hypothèse 

"cat0 E = m" entraîne que ce cocycle est cohomologiquement trivial, ce qui est 

absurde. • 

R e m a r q u e : Au paragraphe 11.7., nous verrons une version plus forte de ce 

théorème : Soit X un c.w. complexe 1-connexe hyperbolique de catégorie m . Si 

E 
r 
1=1 d i m 7 T 2 i + i ( X ) (g) Q > m , alors óìmH*(X[nyì Q ) = oo pour tout n > 2r -h 1 . 
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7 . 1 . - 7r*(fìX)<g)Q et le modèle de Quil len. 

Une algèbre de Lie graduée L consiste en un espace vectoriel gradué connexe 

L = ( B P > Q L P muni d'un crochet [, ] : L P x L P —• LP+Q vérifiant: 

[x,y] = -(-l)MM[y,x], \ x \ = degré(x), 

( -1 )1*11%, [y, z]] [y, [*,«]] [*,[*, y]] = 0 . 

Si X est un espace 1-connexe de type fini, l'espace vectoriel gradué 

(Bn7rn(£lX) (g) Q est muni d'une structure d'algèbre de Lie graduée. Le crochet 

[a, P] de deux éléments a et /?, appelé crochet de Whitehead, est défini comme 

suit : représentons a et /3 par des applications continues pointées 

f:Sp-*Q,X et g:Sq->ttX. 

Considérons l'application h : Sp x Sq —• Q.X définie par 

h(x,y) = f(x)-g(y)-f(x)-1-g(y)-1 . 

La restriction de h à Sp V Sq est homotopiquement triviale; h induit donc une 

application continue pointée 

Sp+q = Sp A Sq -> O X , 

dont la classe d'homotopie est le crochet [a,/3] . De cette manière, 7r*(£lX) (g) Q 

devient une algèbre de Lie graduée de type fini. Inversement : 

T h é o r è m e 7 . 1 . 1 . (Quillen [86]) Pour toute Q-algèbre de Lie graduée connexe 

de type fini L, il existe un C. W. complexe 1-connexe de type fini X avec 7r*(£lX*)(g>Q 

isomorphe à L . 

La correspondance 

X 7r*(ftX) (g) Q 

n'est malheureusement pas injective : 7 r * ( n ( C P n ) (g) Q ) est, pour n > 2, une 

algèbre de Lie abélienne à 2 générateurs ai en degré 1 et a2n en degré 2n. On a 

donc 

T T M ( C P 2 X S7) (g) Q S 7 r . f ì ( C P 3 x S 5 ) <g) Q . 

Un premier exemple de calcul de 7r*(OX) (g) Q a été fait par Hilton et Milnor : 
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T h é o r è m e 7 . 1 . 2 . ([99]) Si X S V [ = 1 5 n S alors T r ^ f t X ) (g) Q est une algèbre 

de Lie libre engendrée par des éléments x n i - i , a;„2-i,... x U r - \ correspondant aux 

injections naturelles des sphères : 

Xm-i : S"*-1 -> QSni -> QX . 

Le défaut d'injectivité du foncteur 7r*(fì—)<g)Q est éliminé lorsqu'on remplace 

celui-ci par le foncteur de Quillen A. À induit en effet une équivalence de catégories 

entre la catégorie homotopique des l.d.g. et celle des espaces rationnels 1-connexes. 

De plus T T * ( Ç I X ) (g) Q est isomorphe à l'homologie de X ( X ) . 

Espaces 1-connexes de type fini. 
A 

L.D.G. 

7 T . ( 0 ( - ) ) (g) Q tf.(-) 

Algebres de Lie graduées. 

L . D . G . 

Notons L.D.G. la catégorie des algèbres de Lie différentielles graduées con­

nexes. Une l.d.g. (L, d) consiste en une algèbre de lie graduée connexe L = ®P>QLP 

munie d'un endomorphisme d de carré zéro et de degré —1, sa différentielle, 

vérifiant: 

d[x,y] = [dx,y] + (-l)M[x,dy]. 

Si V est un espace vectoriel gradué, nous noterons L ( V ) l'algèbre de Lie libre sur 

V , et L - n ( V ) l'idéal engendré par les crochets de longueur au moins n. La l.d.g. 

(L,d) est dite libre si L est de la forme L ( V ) . Elle est dite minimale si L = L ( V ) 

et si d(V) C li-2{V) . 

Si (L, d) est une l.d.g. connexe (Lo = 0), il existe une l.d.g. minimale unique 

à isomorphisme près (L(V),c?) et un morphisme 

p : ( L ( V ) , < O - * ( £ , 0 ) , 

induisant un isomorphisme en homologie ([11], [84]). 

Le foncteur de Quil len. 

Soit X un espace topologique 1-connexe. Notons Cx = (L(V),d) le modèle 

minimal de A ( X ) . 
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Cx jouit des propriétés suivantes ([11], [86], [95]) : 

Vr = Hr+i(X; Q ) (iso d'espaces vectoriels ) . 

HP(L(V), d) ^ Tp(nX) (g) Q (iso d'algèbres de Lie) . 

Si le modèle de Sullivan (§2.3.) mime la construction de Postnikov d'un 

espace, le modèle de Quillen mime la construction cellulaire de celui-ci. 

Proposi t ion 7 . 1 . 3 . ([75],[84]) Supposons que X soit obtenu à partir de X' 

par adjonction d'une cellule en le long d'une application a : Sn 1 —» X', 

X = X'\Jae
n . 

Si £a(g)Q ~ 0, alors Cx = (£>X' *L(v),a T) avec d(v) un cycle de Cx' représentant 

la classe Çta. /* désigne le produit libre dans la catégorie LDG]. 

H . ( f i X ; Q ) . 

La composition des lacets munit ÇlX d'une structure de if-espace et donc 

H*(ÇIX;Q) d'une structure d'algèbre de Hopf. L'homomorphisme de Hurewicz 

définit un morphisme d'algèbres de Lie 

Tr . ( f ìX) (g) Q À VH„(QX; Q ) . 

T h é o r è m e 7 .1 .4 . (Milnor-Moore [82]) h est un isomorphisme. 

H * ( Ç I X ] Q ) est donc l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie T T * ( Ç I X ) (g) Q . 

Le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt fournit alors l'égalité de séries formelles 

Pnx(t) = n 
i>1 

(1++t2i+1)a2i+1 
( 1 _ * 2 , W 

, ai = dim 7Ti(QX) (g) Q . 

Le modèle de Quillen fournit d'autre part une majoration des rangs des groupes 

d'homotopie: 

POX(t)<PuL(s-1H.(X ; Q)) 1 

1 - 1 
t Px - 1) 

7 . 2 . - Le foncteur cochaînes C*. 

Nous rappellerons ici la construction explicite de C*, en commençant avec des 

conventions sur les espaces vectoriels gradués différentiels : 
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(1) Si X = @pX
p est un espace vectoriel gradué, nous notons X* l'espace 

gradué dual : X* = Hom(X, Q ) . Alors, 

Xp = X . p et = = ( X ' ) * . 

(2) désignons par les éléments de X et par fi les éléments de X*. Le 

produit tensoriel des éléments fi s'interprète comme fonction multilinéaire par la 

règle 

(f1 O ... O fp ; x1, ... , xp) = e <f1 ; x1> ... <fp ; xp>, 

où e désigne l'indice gradué de la permutation 

( / i , / 2 , « — • (fiìxlìf2ìx2ì...ìfp,xp) . 

(3) Les éléments de APJC s'interprètent comme des fonctions multilinéaires 

alternées par la règle 

(/1 A . . . Afp]xu...,Xp) = E 
f 

e ( * ) ( / « r ( l ) ® . . . 0 / » ( p ) ! & i , . . . , Xp) , 

où £(<r) désigne l'indice gradué de la permutation a 

(4) On pose (srXy = X*+r (et donc (srX)p = Xp-r) pour tout r de Z. Les 

éléments de 5 1(X*) s'interprètent comme des fonctions en sX par la règle 

{s-1/;**) = (-1)1^1 ( / ; * ) . 

(5) Une différentielle d dans X est une application linéaire d : Xp —» 

telle que a*2 = 0. La différentielle duale en X* est définie par 

<<ff;*) + ( - l ) l ' l ( / ; < f a ) = 0 . 

Les différentielles induites en sX et s lX* sont régies par les règles 

sd + ds = 0 , s^d + ds"1 = 0 . 

L'algèbre des cochaînes sur une l.d.g. ( L , 9 ) , C*(L,d) est l'algèbre différen­

tielle graduée commutative (As ¿1 + d2) avec 

(dis V;**) = ~{f\dx) , 
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(d2s-if;sx,sy} = (-l)W(f;[x,y}) . 

En particulier, si L est une algèbre de Lie graduée C*(L) est isomorphe 

à (As 1L*,d2) avec une différentielle purement quadratique. Si (xj)jg/ est une 

base de L, on choisit une base duale x* avec (x*,Xj) = 6ij . Notons C k 
ij 

les 

constantes de structure de L : 

[X{, Xj] — C k 
ij xk; 

on a alors C*(L) = ( A ( s _ 1 ^ ) , d) 

ds 1x\' = E 
i<j 

(-l)l'i'C ij s - ^ A s " 1 * * . 

C o chaînes sur 7r*(OX) (g) Q . 

Soit X un C .W. complexe 1-connexe de type fini, la différentielle d du modèle 

minimal ( A Z , c?) de X peut se décomposer sous la forme 

d = d2 + d3 + . . . avec di(Z) C A ' Z . 

on a alors 

T h é o r è m e 7 . 2 . ([3]) C*(vm(QX) ® Q ) S ( A Z , d 2 ) . 

Corol laire. Hom(sZ, Q ) es< isomorphe à 7 r * ( Q X ) ® Q comme algèbre de Lie, 

lorsque le crochet est défini dans Hom(sZ, Q ) par la loi 

{x;[f,g]) = (-l)M(d2s-lx;sf,sg) . 

7 . 3 . - Espace coformel associé à une algèbre de Lie L. 

Soit L une algèbre de Lie graduée connexe. Comment construire un espace 

X avec 7r*(QX) (g) Q = L ? Donnons-nous une présentation de L 

L S L M / f o ) . 

Choisissons pour chaque i une sphère S n i avec = deg(aj) -h 1, et considérons le 

bouquet des sphères 5 n % V S n i . Par le théorème de Hilton-Milnor (7.1.), on a un 

isomorphisme d'algèbres de Lie graduées 

7r.(ß V S n i ) ® Q = L(a*) . 
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Représentons chaque élément Vj par une application continue 

fj : S m ' -> V S n ' , 

avec rrij = deg(rj) -h 1. On note Xi la cofibre de l'application V / ¿ , 

Vj Smj -> ViSni ---> X1. 

Il existe alors une algèbre de Lie libre L(Vi) et une courte suite exacte ([45]) : 

0 -> L(Vi) -> T r ^ f ì X i ) (8) Q -> L - » 0 . 

Choisissons une base de Vi, représentons ses éléments par des applications 

continues gk : SPk —» X\et notons X2 la cofibre de l'application V<7*. On ob­

tient ainsi une algèbre de Lie libre L(T^) et une courte suite exacte 

0 - » L ( V 2 ) -> 7 r . ( f ì X 2 ) <g) Q - » L 0. 

On réitère le processus un nombre fini ou infini de fois et on obtient à la fin 

un espace X avec ir+(Q,X) ® Q = L. L'espace X obtenu par cette construction 

s'appelle l'espace coformel associé a L. On a : 

T h é o r è m e 7 . 3 . ([45]) Le modèle minimal de X est isomorphe à l'algèbre des 

cochaînes sur L. 

7 . 4 . - Caractère noetherien de H+(ilX\Q) . 

T h é o r è m e 7 .4 . (Bogvad-Halperin [17]) Soit X un C.W. complexe 1-connexe 

de catégorie finie. X est elliptique si et seulement si H*(Q,X] Q ) est une algèbre 

noetherienne. 

m Si X est elliptique, i / » ( Q X ; Q ) est l'algèbre enveloppante d'une algèbre de 

Lie nilpotente de dimension finie et est donc noetherienne. 

Inversement, supposons que Hm(QX\ Q ) soit une algèbre graduée noetherienne 

et que X soit hyperbolique. Comme H+(ÇlX; Q ) est un H+(ÇiX[ny, Q)-module libre 

pour tout n, les algèbres H*(Q,X[ny Q ) sont également noetheriennes. Choisissons, 

par le théorème 6.3., un n tel que l'algèbre H*(X[ny Q ) soit de dimension infinie. 

Posons alors A = H*(ÇlX[ny Q ) . 
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A est noetherien. Chaque espace vectoriel Tor A 
P 

( Q , Q ) est de dimension finie. 

On considère alors la suite spectrale de Milnor-Moore (§1.4.) 

m 2 Tor A 
p,q ( Q . Q ) = > f f . p r [ B ] ; Q ) . 

comme m 2 
p,* 

est de dimension finie, chaque E oo 
p,* 

est de dimension finie. L'inégalité 

eo(X) < cat 0(A") montre que E°° = H*(Àrrni; Q ) est de dimension finie, ce qui est 

absurde. 

R e m a r q u e : les À-dimensions. 

Un anneau A est dit de À-dimension < n si et seulement si pour tout A-module 

M et pour toute suite exacte 

Ln dn Ln-i -> . . . Li -+ L0 -> M -> 0, 

si les Li sont libres finiment engendrés, alors Kero?n est finiment engendré. 

"À dim A = 0" est équivalent à "A noetherien". 

A est dit cohérent si A dim A = 1. 

Question (Roos). Soit X un C .W. complexe 1-connexe de catégorie finie, les 

propriétés suivantes sont-elles équivalentes : 

(1) H*(£IX;Q) est cohérent; 

(2) 7r*(OX) ® Q contient une sous-algèbre de Lie libre à au moins 2 généra­

teurs, de codimension finie. 

(2) = > (1) est démontré par Roos ([87]). 
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8 - C O H O M O L O G I E D ' U N E A L G È B R E D E L I E G R A D U É E L. 

Soit L une Q-algèbre de Lie graduée de type fini (*\ L = 0 ,>o£ t - . Un 

L-module à gauche M est un espace vectoriel gradué M muni d'un homomorphisme 

d'algèbres de Lie graduées 

p : L —> EndQÂf . 

Pareil p s'étend de manière unique en un homomorphisme d'algèbres associatives 

p : UL —• EndQÂf . 

La cohomologie de L à coefficients dans M se définit comme suit : on choisit une 

résolution libre P. de Q comme UL-module à gauche 

P . ^ Q : — > P 2 

d2 

Pi 
di UL 

£ 

Q - o , 

avec di homogène de degré —1. On note Hom[/£,(-Fn M) l'espace vectoriel engendré 

par les J/L-homomorphismes homogènes. Homt/£,(Pi, M ) est alors un espace 

vectoriel gradué, et on pose 

H*Lie(L;M) = Ext*UL(Q,M) = H*(E0mUL(P.,M)) . 

R e m a r q u e : Chaque E x t j } L ( Q , M ) est un espace vectoriel gradué. 

Ext r 
U L ( Q , M ) „ = Ext r.r—n 

U L ( Q , M ) . 

8 . 1 . - U n e résolution particulière. 

Soit L une Q-algèbre de Lie graduée connexe de type fini, considérons le 

complexe : 

UL (8) ApsL 
D 

UL^K^sL-*... UL 
€ 

Q 

( * ' Si R est une Q-algèbre (associative ou de Lie), R = ® i > 0 R i , et si M est une -R-module 

gradué, nous dirons que A f est de type fini si pour chaque i, dhl lQ A / j est fini, et que Aï est 

finiment engendré s'il existe un morphisme surjectif de jR-modules , avec Tl un nombre 

entier. 

De façon classique, si A et B sont deux espaces vectoriels gradués, une application / : A —* B 

est dite de degré T si / ( A p ) C BP+R pour chaque p. 
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où D est défini par la fomule: 

D(sx\ A . . . A sxn) = 

n 

E 
1=1 

[—1)0*Xi (g) sxi A . . . A sxi A . . . A sxn 

+ E ( - l ) £ , v s [ x ¿ , j j ] A s#i . . . A sxi A . . . A s x j . . . A sxn , 

avec A = ( k i l + D ( E 
1 

1^1 + 1) + \xi\ et e 0- = ß i + ßj + l^ l l^- l + |.T,-| + 1. 

L e m m e 8 . 1 . 1 . (UL® A(sL),D) est une résolution du UL-module trivial Q 

par des UL-modules libres. 

• Filtrons U L par la filtration en produits d'éléments de L : 

Q C L C U2L C . . . C UPL C . . . C UL . 

UpL est le sous-espace linéaire engendré par les produits 

x\ . . . xr , Xi £ L r < p . 

La différentielle D est compatible avec cette filtration : 

D(UPL (g) AnsL) C Up+XL ® An~lsL . 

Elle induit donc une suite spectrale avec terme (E\,d\) 

(E1,d1)=((gv(UL)p®AnsL) 
di 

(gr (UX)p+1® A 7 1 " 1 sL)) . 

Par le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, (gr UL) est isomorphe comme algèbre 

avec AL. La différentielle d1 est une différentielle d'algèbre vérifiant 

^ I | A L = 0 , di(sxi) = Xi . 

(Ei,di) est donc une algèbre différentielle acyclique, et on a ainsi 

Q S E2 = Eoo = H(UL (g) AsL, d) . 

AsL est un espace vectoriel gradué dual à l'espace As 1L* = C*(L) . Notons 

d la transposée de la différentielle d2 (§7.2.). Si x appartient à L, notons i(s 1x*) : 

Ap —> Ap-i l'application graduée duale de la multiplication à gauche par s lx* . 

(i(s-lx*)a- b) = ( - i ) ( l* l+ 1 ) (W+ 1 ) (a ; V A b) . 

L e m m e 8 . 1 . 2 . La différentielle D vérifie : 

D(z®a) = ( - l ) | z U - D ( l < g > a ) , 

£ ( 1 0 a) = l ® 9 a + E Xi (g) i(s 1x*)(a) , 

Xi parcourant une base de L. 
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8 . 2 . - Les cochaînes à coefficients dans un module : C*(L; M) . 

Soit M un l/X-module gradué. La résolution particulière 

({UL (g) A*sL), D) fournit un complexe de cochaînes noté C*(L; M) tel que : 

Cq(L; M) = EomUL(UL <g> AqsL, M). 

Sa cohomologie est notée Hfa^L; M) . 

L e m m e 8 . 2 . Par l'isomorphisme canonique d'espaces vectoriels bigradués 

Cq(L\M) = ( H o m ( A g s L , M ) , d ) , H o m ( A * s L , M ) est équipé d'une différentielle 

définie par : si c G Cq(L\ M ) , 

dc(a) = (-l)WC(da) + E 
x G base de L 

(-l^W+^x . ^(s^x*) - a) . 

Si a = sxi A . . . A la formule peut se développer : 

dc(a) — 

n 

E 
1=1 

(-IJlciwi+iJ+tta.. . c ( 3 X l A . . . A SXÌ A . . . A sxn) 

+ E l < » < i < n 

( _ l ) | c | + e y c(8[Xi,Xj], . . . S X j , . . . , S X j . . . SXn) . 

C a s particulier M = M < r . 

Dans ce cas, C*(L;M) est isomorphe comme espace vectoriel gradué à 

C*(L) (g) M . L'isomorphisme 

^ : C * ( L ) ® M - 4 C * ( L ; M ) 

est défini en posant y>(/ (g) m)(a) = (—l) l /U m ' / (a) • m . Cet isomorphisme devient 

un isomorphisme de complexes de cochaînes lorsque l'on munit C*(L) (g) M de la 

différentielle D définie par 

D(f (g) m) = d2(f) (g) m + (-1)1/1 E 

2 

/ A 3 xx* (g) £¿ • m , 

x,- parcourant une base de X. 

Cohomolog ie de l'algèbre (C*(L),d2) 

En prenant M = Q , on obtient un isomorphisme naturel bigradué 

H'*(C*(L)) H q,p 
Lie ( £ ; Q ) = Ext q,p 

UL (Q,Q). 
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8.3. - L a suite spectrale d'Hochschild-Serre ([68]). 

Soit L une algèbre de Lie graduée et i" un idéal. Pour tout module M , les 

complexes C*(L;M) et C*(I;M) sont des L-modules : si 7 G L et / G Cn(L\M) 

ou C n ( J ; M ) , on pose 

(7 * f ) ( s x i A . . . A s x n ) = 7 • / (5x1 A . . . A s z n ) 

- ( - l ) M I ' l ^ ( - l ) I^Ci< . ( l I ' l + 1 ) ) + ^l f ( S X l A . . . A « [ 7 , X i ] . . . A s i „ ) . 

t=l 

Si a G on pose 

fs(r(sXl A . . . A S £ n ) = /(«SCT A 5Xx A . . . A S £ n ) . 

On en déduit : 

(i) 7 • ( / ) . - = ( 7 • / ) . - + ( - i ) l 7 , ( l / l + 1 ) / . ^ i -

C2Ì ( ^ = ( - l ) " l < W + 1 > + 1 7 - / + d(/^). 

Il en résulte que ¿ ( 7 • / ) = ( — l ) ' 7 ^ • df. 

L agit ainsi sur H^^I; M) . Si / est un cocycle et 7 appartient à J, l'équation 

(2) donne 

7 . / = ( _ 1 } l / l ( M + i ) d ( / i 7 ) . 

L'action de L sur Hfa^I; M) induit donc une action de L/I sur H^^I; M) . 

L a filtration. 

Filtrons C*(L\M) en posant 

p < 0, F*Cr(L\ M) = C r ( £ ; M) , 

p > 0 , F>Cr(L;M)={feCr(L]M)\f(g1,...i9r) = 0si 9 l , . . . > f l f r . p + 1 G 1} 

F ° C r = Cr D FlCr D ... FrCr D Fr+1Cr = 0 . 

Les définitions impliquent que 

dFpCr(L; M) C F ' C r + 1 ( I ; M ) . 

{ F 1 ' } forme donc une filtration du complexe C * ( L ; M ) . La suite spectrale Epq 

associée s'appelle suite spectrale d'Hochschild-Serre. 
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T h é o r è m e 8 . 3 . 1 . ([68]) Avec les notations -précédentes, 

(1) Le terme E p,q 
a 

est isomorphe à Vespace vectoriel H p 
Lie (L/I,H«(I;M)) pour 

Faction de L/I sur Hfa (I; M) définie précédemment. 

(2) La suite spectrale converge vers f T £ . e ( L ; M ) . 

C a s particulier M = M < r . 

Filtrons l'espace vectoriel différentiel C*(L) (g) M par les puissances de l'idéal 

C*(L/I) de C*(L) . Nous obtenons une filtration F' de C*(L) (g) M et l'isomor-

phisme canonique <p : C*(L) (g) M —* C*(L; M) est un isomorphisme de complexes 

filtrés. 

Seconde description de l'action de L/I sur fT£ i e ( / ; M ) . 

Par les isomorphismes canoniques 

C*(I; M) = Eomu^UI (g) AsI , M ) = EomUL(UL (g) A 3 I , M ) , 

l'action de L sur C * ( J ; M ) se transporte en une action de L sur le membre de 

droite. Si 7 G L et / G Homj/z,(^£ (g) AsI.M) on obtient alors, 

(1 ) (7 • / ) ( 1 (g) a s i A . . . A 3 x n ) = ( - l ) , 7 , , / , / ( 7 ® M ? ! A . . . A 3 x n ) 

_ ( _ 1 ) M I / | 

i 
n 
»=1 ( - 1 ) 

|y|cE 
j<i 

(l*il+D)+l7| 
/ ( l (g) 5x1 A . . . A «[7, X j ] A . . . A 3 x n ) . 

Comme £7L est un U /-module libre, UL (g) AsI est une {/L-résolution libre de 

UL<g>ui Q — U(L/I) . Si 7 appartient à L , notons 7 : Î7L (g) A 3 I —> J7£ (g) A 3 J 

l'application définie par 

(2) y(a (g) sxi A . . . A 3 £ n ) = ( _ l ) l 7 l | a | a 7 ® S X L / \ . . . / \ S X N 

-
n 

E 
1=1 

^ - Q I T K I - H A I + E ^ . C M + I ) ; a (g) 3x1 A . . . A 3(7, x,] A . . . A s z n . 

La formule (1 ) peut alors s'écrire 

(3) (7 •/)(«) = ( _ l ) h l M / t f . a ) . 

Un simple calcul montre que 7 est un homomorphisme de complexes de UL-

modules, induisant la multiplication à droite par 7 sur U(L/I) . On obtient ainsi : 
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Propos i t ion 8 . 3 . 2 . Notons Pm —• U(L/I) une résolution libre de U(L/I) 

comme UL-module. Si g € UL, la multiplication à droite par g dans U(L/I) est 

un homomorphisme de UL-modules et s'étend en un homomorphisme de complexes 

g : P# —• P# . Ces morphismes induisent par composition la structure de U(L/I)-

module de H*Lie(I;M) = ExtJ, 7 (Q,M) . 

C a s particulier M = UL. 

Soit i" un idéal de L, l'injection de U /-module UI <—» UL définit un morphisme 

canonique 

P : Extt/KQ, tf/) -> Exti;j(Q,irL) . 

La structure de U(L/I) module de Extt//(Q, UL) nous permet d'étendre fi en un 

morphisme de i /(L//)-modules à gauche 

a : U(L/I) <8> E x t ^ Q , UI) - E x t ^ Q , L) . 

Propos i t ion 8 . 3 . 3 . a est une injection. 

m Soit C{ une base de U(L/I)i le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt fournit 

une décomposition UL = UI <8> U(L/I) = ®[77 • t{ et l'isomorphisme 

Extt/KQ, UL) S n.Extï/zCQ, tfl) • e< . 

Il en résulte une injection 

Extc/jCQ, t / / ) (8) U(L/I) <-> Exti//(Q, L) . 

L'action à gauche de U(L/I) sur Extt/j(Q, UL) se restreint à Extc//(Q, L 7 / ) (8) 

U(L/I) et fournit un morphisme de U(L/I)-modules à gauche. 

a : U(L/I) (g) Extt/KQ, ITI) Extí/KQ, I ) (8) ( L / I ) . 

La définition de l'action de U(L/I) sur le membre de droite montre que 

a(U(L/I)q (8) Extt,/(Q, UI)) C Exti//(Q, UI) <8> U(L/T)<q , 

avec, pour # G U(L/I)q . , 

a(flf 0 / ) = ( - l ) W M / 0 (7 mod(Exti//(Q, C//) ® U(L/I)<q).m 

Nous en déduisons le théorème suivant : 
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T h é o r è m e 8.3.4.([32]) Soit L une algèbre de Lie graduée et I un idéal 

vérifiant 

H p, q Lie {I\UI) = 
0 pour (p,q) ^ (ra,m) , 

Q pour (p,g) = ( n , m ) , 

alors on a un isomorphisme bigradué 

H p, q Lie 
(L,UL)ïÊH p—n,q—m 

Lie 
(L/I;U(L/I)) . 

Considérons la suite spectrale d'Hochschild-Serre appliquée au cas particulier 

M = UL. Comme UL = (BUI • , base de U(L/I), on a l'isomorphisme 

Ext L 7 J (Q, UL) S n i Ext ( / / (Q, UI) • e,- . 

Comme Extt//(Q, UI) est de dimension un, on a 

IliExtt/KQ, UI) • ei S e^Extc/KQ, UI) • c,- S E x t ^ Q , t / / ) ® *7(L/7) . 

les séries de Poincaré étant les mêmes, le morphisme a de la proposition précédente 

est un isomorphisme. 

On a donc 

Ext VA 
U(L/I) 

(Q,Ext r,s 
UI (Q,UL)) Ext p, q U(L/I) (Q, £ / ( ! , / / ) <g> Ext r,s 

UI (Q.ui)) 
^Ext p><? 

U(L/I) (Q,C/(L / /))(g)Ext r, s 
UI ( Q , f f l ) . 

La suite spectrale dégénère donc au terme E2, ce qui entraîne le résultat. 

8 . 4 . - E x t f / L ( Q , H o m ( M , i V ) ) . 

Définition 1. Soient M et N deux L-modules à gauche. Hom(M, N) est un 

L-module pour Vaction définie par 

(9 • / ) ("») = g • f{m) - (-l)l/H»l/( 5 - m), g € L, f 6 Hom(M, TV) . 

Définition 2 . Si R et N sont deux L-modules à gauche, R (g) M est un 

L-module pour Vaction définie par 

g • (r (g) m) = (g • r) (g) m + ( - l ) , r | , p l r (g) # • m, g e L,r e M,m € N . 
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On a alors de façon évidente un isomorphisme d'adjonction 

a : Homi/L(Ä,Hom(M,i \0 ) ^KomUL(R® M,N) . 

L e m m e . Si P est un L-module libre et si M = Uj< r M,' est un L-module, 

alors P ® M est un L-module libre. 

Si v? : UL (8) S —• P est un isomorphisme de L-modules à gauche alors 

l'application t/> : UL®S®M —• P(g)M définie par tl>(g®s®m) = #•(</?(!®s)<8>m) 

en est un également. 

T h é o r è m e 8 . 4 . 1 . Si M = M<r, alors on a un isomorphisme bigradué 

Ext p, q U L [M, N) £ Ext p,q 
U L (Q,Hom(M ,A0) . 

Soit P # —» Q une résolution libre de Q par des Z7L-modules. P # ® M est une 

résolution libre de M par des L/X-modules et donc 

ExtUL(M, AT) £ ^(Homc/LCP. (8) M , AT)) S fT(Homi/ L (P . , H o m ( M , TV)) 

^ E x t ^ C ^ H o m ^ A T ) ) . 

Le complexe C * ( L ; M , JV). 

Si M = M < r et N = AT<3 sont deux £7L-modules, on peut considérer les com­

plexes (C*(L) ® M, DM) et (C*(L) (8) iV, DN) . L'espace vectoriel C * ( L ; M , N) = 

Hom C7*(i <)(C*(L) (8> M , C*(L) <g> AT) est alors muni d'une bigraduation et d'une 

différentielle D de bidegré (1 ,0) par les règles 

C ™ ( L ; M , AT) = { / G C(L; M , N) avec / ( M r ) C ( C P ( L ) (8) i V f + ? + r } . 

(Df)(m) = DNf(m) - (-l)WfDM(m) , | / | désignant le degré total de / . 

C*(L;M,N) est relié au complexe C*(L; Hom(M, iV)) par un isomorphisme d'es­

paces vectoriels bigradués 

a : C(L; M , N) -+ C*(L; Hom(M, AT)) , 

a ( / ) ( a ) ( m ) = ( - l ) | m | | Ä ' / ( m ) ( a ) 

Un simple calcul montre que a est un isomorphisme de complexes. Il en résulte : 

T h é o r è m e 8 . 4 . 2 . Si M = M < r et N = AT<S, a/ors /es espaces vectoriels 

H™(C*(L\M,N)) et Ext p, q 
U L 

M , AT) soratf isomorphes. 
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9 - Opérat ion d'holonomie d'une fibration. 

9 . 1 . - Connex ion homotop ique . 

Si X est un espace, nous noterons X ^ 0 ' 1 ! l'espace des chemins de [0,1] dans 

X muni de la topologie compacte ouverte. 

Soit F i E p B une fibration. Notons B^0,1^ X B E l'espace défini par : 

B № X B E = { ( a , e)|a : [0,1] -> B , e G £ , a ( l ) = p(c)} . 

La propriété de relèvement des homotopies fournit une application continue ap­

pelée "connexion homotopique" 

XiBW X B E - > E ^ , 

avec À ( a , e ) ( l ) = e et p ( À ( a , e))(t) = a(t) . 

En restriction à ÇlB, cette application induit une action de ÇlB sur F notée : 

fi : ÇlB x F —* F définie par /^(u>,/) = À(CJ, f)(0) . // s'appelle l'opération 

d'holonomie de la fibration p. Elle est bien définie à homotopie près. Elle munit 

H*(F; Q ) d'une structure canonique de H*(ÇIB\ Q ) -module. 

Le modè le de fi. Soit (AX,c?) -> ( A X (8) A F , D ) -> (AF, un K.S. modèle 

minimal de la fibration p, et 

( A X , d) -> ( A X 0 A X , D) - • ( A X , 0) , 

un K.S. modèle de la fibration ÇlB -+ EB -> B : X = sX. Un K.S. modèle de la 

fibration ÇlB —• F —*> i£ est alors donné par 

( A X 0 A F , £ > ) ( A X 0 A F 0 A X , D ) ( A X , 0 ) 

i q 

(AY,D) 

où l'a.d.g.c. ( A X 0 AY 0 A X , D ) désigne l'a.d.g.c. produit tensoriel 

( A X 0 A X , D) 0Ax ( A X 0 AF, D) . 

Proposi t ion [ 3 9 ] . Si p : (AF, D) -> ( A X 0 A X 0 AF, D) est une section de 

q, alors le composé 

( A F , D ) q 
(AX 0 A X 0 AF, D) 

p 
( A X , O ) 0 ( A F , Ö ) , 
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où p(X) = 0, p(x) = x et p(y) = y, est un modèle minimal de p, . 

M L'opération À induit une application 

A' : E B x B E - > F , \'(a, e) = À(a, c ) ( 0 ) . 

Un modèle de EB x B E est fourni par le produit tensoriel 

( A X (8) A X 0 A F , D) £ ( A X 0 A X , D) 0 A x ( A X 0 A F , D). 

Un modèle de À' est donc fourni par une application 

p : ( A F , D) ( A X 0 A X 0 A F , D) , 

vérifiant qp = l\y • 

L'application ^ : QB x F —> F est la composée 

Ü B x F ^ E B x B E ^ F , 

où ¿ provient de la fibration 

Ü B x F ^ E B x B E ™ B , 

*(<*> / ) = ( « , / ) , m(a , e) = p • (e( l ) ) . 

Le K.S. modèle de m étant fourni par l'inclusion 

( A X , d) - + ( A X 0 A X 0 A F , D) , 

un modèle de i est fourni par p . 

L'opérateur d'holonomie induit une action / i * de if#(fìB; Q ) sur H*(F; Q ) et 

une action contragrediente r de H*(ÇlB\ Q ) sur H*(F\ Q ) : 

< r (w,a) ,a > = ( - l ) M M < a , /^(u 0 a) > , 

avec a € JS.(F; Q ) , a € # * ( F ; Q ) , u G # * ( Œ ; Q ) . 

Descr ipt ion de r . 

Pour chaque a.d.g.c. (A,c?^), désignons par Der p (A) l'espace vectoriel des 

dérivations de A de degré — p . La somme directe Der (A) = ® „ D e r 0 ( A ) , munie 
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du crochet [9,0'] = 900' - ( - l j W I f l J f l et de la différentielle dQ = [0,dA], est une 

algèbre de Lie graduée différentielle. 

Dans la K.S. extension ( A X , d) —• ( AX(g)AF, D) —> (AF, D) associée à la fibra­

tion p, choisissons une base xa de X , bp de A 2 X et c$ de A - 3 X . La différentielle 

D induit les éléments 6 a , 6 1 de Der(AF) par la formule 

D=1®D+ E 
a E A 

xQ®0a + E 
BE B 

bf,®6l) + E 
Ter 

cy (g) . 

De la relation D2 = 0, on déduit : 

(i)[*-,â] = o. 

(2) 0 0° + 1 
2 1 a,a' ( - 1 ) a a' 0

a 

a a a a / eaea' = - E BbB [bB, D]. 

Considérons alors l'homomorphisme de chaînes (p : Hom № Q ) -> Der(AF) défini 

par <p(u) = T / n < sxa,u > 0 a . 

L e m m e . ip induit un homomorphisme d'algèbres de Lie 

<p* : H o m ( X , Q ) -+ JT.per A F ) . 

[<p(u),(p(v)] = E 
or,a' 

< s x a ì u >< sx'a,v > [Qa\0a ] 

= E 
a,a' 

(-1) |u| + |v| < xa, su > < x'a, sv > [Oa, Oa'] 

= E or,or' 
( " I ) 

«| + M+(|«|+1)(M+1) 
< X A (g) X a / SU, SU > [ 0 a , 0 a ' ] 

= 
1 

2 E 
a,a' 

(-1) |u| |v|+l 
<xaAxqa' ; su, sv > [Oa, Oa'] 

= - E 
a 

( " I ) 
M M + i + M ( M + i ) < d2xa ; s u , su > '0a + dQ, 

= E - 1 M < d2xa ; s u , sv > 0 a + dft 

a 
= E 

a 

< s x a ; [w, v] > 6a + 5fì 

= f[u, v] + qO 

En composant y?* avec le morphisme canonique 

# . ( D e r ( A F ) , d) - Der ( J T ( A F , D)) , 
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on obtient une opération f de Hom(-X", Q ) sur H*(AF, D), que l'on peut prolonger 

de manière naturelle à l'algèbre enveloppante UHom (X, Q ) . 

Propos i t ion , f = T . 

Comme les opérations r et f sont naturelles, il suffit de vérifier r = f lorsque 

B est une sphère. 

a) Cas d'une sphère impaire. 

Dans ce cas, on a la K.S. extension 

(A6,0) -> (A6 ® AF, D) -> (AF, D), 

D = 1 ® D + 6 (8) 0 . 

Posons <r(a) = X)n>0 
i 

n! 
6 n 

(8) 0 n ( o O , Db=-b. 

<T est un homomorphisme d'a.d.g.c. et une section de q . De plus, a = fi et 

donc, lorsque < 6, t¿ > = 1, < r(u, a ) , a > = < a,^„.(u,a) > = < ¿j*(a),u (8) a > = 

< 0 (a) , a><b,u > = < f (u, a ) , a > . 

b) Cas d'une sphère paire. 

Dans ce cas, on a la K.S. extension 

(A(6, c), d) -+ (A(6, c) (8) AF, Z?) -> (AF, D) , 

dò = 0, de = 6 2 , d6 = —6, de = — c — bb. 

Une section de q est définie de manière similaire : 

<j(ct) = a + 60(a) + . . . 

et on a, 

< T ( M , a ) , a > = ( - l ) | a | < a.uJu.a) > = ( - l ) | a | < i i* (a ) ,u® a > 

= ( - l ) | a | < 60(a), u ® a > = < 6, w > < 0 (a ) , a > 

= < f ( u , a ) , a > . 

C a s particulier des fibrations de base une sphère. 

Soit F 
i 

E 
p S n une fibration de base S n et 

( A 6 / 6 2 , 0 ) -> ( A 6 / 6 2 ® AF, D) -> (AF, D) , 

114 



OPÉRATION D'HOLONOMIE D'UNE FIBRATION 

un K.S. modèle de p : 

D = 1 <g) D + b (g) 0 . 

Dans ce cas, l'opération d'holonomie r est entièrement définie par 6* . 

r(a, a ) = 0*(a) pour a un générateur de Hn-i(Q,Sn) . 

9 . 2 . - E t u d e des fibrations F —• E -> I? avec 7r*(l?) (g) Q < oo ; fibres de 

Pos tn ikov(2 ) . 

L'objet du présent paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

T h é o r è m e . Soit F E -* B une fibration avec n*(B) (g) Q et Q ) de 

dimension finie, alors 

(1) H*(F;Q) est un H*(ÇlB;Q)-module noetherien. 

(2) La série de Poincaré de F est une fonction rationnelle de la forme 

P(*)/U n 
i = 1 a-* 26,- ) où P(t) est un polynôme, et 2bi + l , . . . , 2 6 n + 1 sont les 

degrés d'une base homogène de 7Ti m p a i r ( i? ) (g) Q . 

• (1) La suite spectrale de Serre de la fibration ÇlB —• F —• E est une suite 

spectrale de H*(Q,B] Q)-modules. Le terme E2 = H*(E) (g) H*(Q,B) est un module 

noetherien. Il en est de même de chaque Ep. Comme H*(E) est de dimension 

finie, Ep = E°° pour p assez grand. Il en résulte que H*(F; Q ) est un module 

finiment engendré. 

(2) résulte de la proposition suivante. 

Propos i t ion. Soit L une Q-algèbre de Lie graduée connexe de dimension 

finie et V un U L-module gradué de type fini (V = (Bp>oVp), alors la série de 

Hilbert de V, 

Hv(t) = E 
n>0 

dimVn* n , 

est une fonction rationnelle de la forme P(t)/ Yl7^i0- ~ t 2 b i ) o u P(t) est un poly­

nôme et 2&i,... ,26 n les degrés d'une base homogène de Xp air • 

• Nous travaillons par récurrence sur âimL . Si d i m l = 0, V est de dimension 

finie et le résultat s'en déduit. Supposons le résultat vrai pour les algèbres de Lie 

de dimension p ; soit L une algèbre de Lie graduée de dimension p + 1 et V un 

115 



Y. FÉLIX 

U L-module de type fini. Si x est un générateur de degré maximal, x est donc 

dans le centre et on a une courte suite exacte 

0 -> Qx -> L - * L / z —• 0 . 

(1) Si x est de degré impair, on pose 

K = {a G V\x • a = 0} , 

i f est un L/z-module gradué de type fini et on a une suite exacte courte de 

L-modules 

0 ---- K ---- V x ----- K' ----0 

où K et K' sont des L/z-modules. 

L'hypothèse de récurrence montre que 

Hv(t) = HK(t) + rWHK.(t) 

est rationnel de la forme souhaitée. 

(2) Si x est de degré pair, on pose K = {a G V | x n • a = 0 pour un certain n } , i f 

est un L-module noetherien. Comme de plus d imL < oo, il existe un no tel que 

K = {a G V\xno • a = 0 } . 

i f admet une filtration en sous-modules 

K = KnoD i f „ 0 - i D ATno-2 D . . . D tfi D 0 , 

avec Ki = {a G Vis*-a = 0} ; chaque i f , / i f j + i est un L/x-module noetherien. Par 

hypothèse de récurrence, la série de Hilbert de K est donc de la forme HK{Ï) = 

-P(0/rK=i(l ~~ * 2 o i ) a v e c - ^ M u n polynôme et 2 a i , . . . , 2 a n les degrés d'une base 

homogène de (L/ar) p a i r . 

Dans V/K la multiplication par x est injective et on a une courte suite exacte 

de L-modules 

(*) 0 y/Hf V/K V/(K,x) -+ 0 . 

F ' = V/(K,x) est un L/z-module noetherien auquel l'hypothèse de récurrence 

s'applique. La suite exacte courte (*) fournit l'égalité 

Hv(t) = HK{t) + ¿ W * ) = + * M * ) [ 1 - t 1 * 1 ] " 1 . 

Corollaire (Fibres de Postnikov). Si X est un c.w. complexe fini, les séries 

de Poincaré de H*(X[n\) sont rationnelles pour tout n . 
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9 . 3 . - H o l o n o m i e et représentations de 7r*(QX) ® Q . 

Soit L une algèbre de Lie graduée, M une algèbre graduée commutative et 

9 : L —• Der(M) une représentation de L par dérivations. On lui associe (§8.2) 

l'algèbre des cochaînes de L à coefficients dans M , (C*(L) ® M, D) : 

i 7 ( / ® m ) = £f 2 (/)(g)m + ( - l ) l / l E 
e base deL 

/ A s - 1 e * ® 0 ( e ) m . 

Considérons l'extension 

(C*(L) , d) (C*(L) ® M , D ) -> ( M , 0) . 

En lui appliquant le foncteur réalisation géométrique ( ) [18], on obtient une fibra­

tion F —• E —» B avec 

(1) H*(F;Q) = M , 

(2) Tr.(nS) ® Q = £ , 

(3) J5f(£?;Q)Sjy*(X;Af), 

(4) L'action <p de # * ( f t X ; Q ) sur H*(F) coïncide avec 9 : Ve , y?(e) = 0(e) . 

Inversement, si .F —• E X est une fibration entre espaces 1-connexes de 

type fini, on peut filtrer le K.S. modèle de p, (AZ ® AF, D ) , par la suite d'idéaux 

A-PZ ® A F . On obtient ainsi une suite spectrale vérifiant 

E p,q 
2 

= H p,q (AZ ® i T ( A F ) , Z> 2) = H™(<K*(SIX) ® Q ; H*(F; Q ) ) , 

et convergeant vers la cohomologie de F . 

9 . 4 . - H o l o n o m i e dans les fibrations de G a n e a . 

Définition. Si A est un anneau gradué, M et N deux A-modules à gauche, 

alors N est appelé un r — syzygy de M s'il existe une suite exacte de A-modules 

0 _> N -> Pr -> P r _ ! . . . - » Pi —• P 0 —• M -> 0 , 

où les Pi sont projectifs. 

T h é o r è m e . Soit Fm —• F m X la me fibration de Ganea alors pour 

l'opération de H+(Q,X; Q ) sur H*(Fm\Q), H*(Fm; Q ) est un m - syzygy de Q . 
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Posons A = C*(£IX;Q) . Avec les notations du §1.4, on a alors un quasi-

isomorphisme de A-modules 

fi: A ® £ ( A ) m ^ C . ( F m ; Q ) . 

En filtrant A <8) B(A)m par la suite d'id'éaux 6 ES J=0 
A®*7, A; < m, on obtient une 

suite spectrale vérifiant 

E1=H*(H*(A)®B(H*(A))m) , 

et convergeant vers i ï*(A (8) £ ( A ) m ) . Comme (H*(A) (8) # ( # * ( A ) ) , d i ) est acy-

clique, cette suite spectrale dégénère au terme E\ et on a une suite exacte de 

iï*(A)-modules 

0 -> ( ¿ 0 -> tf.(A)®(<g)m#,(A)) -> J í . í i l ) ® ^ - ^ . ^ ) ) -> . . . J T . ( A ) ® Q -> Q 

ce qui fournit la thèse. 
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1 0 - C A T E G O R I E D ' U N E A P P L I C A T I O N . 

Le but premier de ce chapitre est la définition de la catégorie d'une application 

(10.1) et son calcul au moyen de l'homotopie rationnelle (10.6). 

1 0 . 1 . - Catégorie relative et catégorie d'une application. 

Soit {Ai} une suite de sous-espaces de X. Notons T n + 1 ( X , {Ai}) le bouquet 

garni relatif : 

Tn+1(X,{Ai}) = 
n 

u 
p=0 

p 

n X) x A p + i x 

n-p 

n [X). 

Si Y est un sous-espace de X, nous noterons T n ( X , Y) le bouquet garni 

T n ( X , {Ai}) avec Aj = Y pour chaque i. 

Définition 1. cat(X, { A , } ) < n si et seulement si l'application diagonale 

A n + l 
X 

: X -> n 
n-hl 

X se factorise à homotopie près par T n + 1 ( X , { A j } ) . 

X > Tn+\X,{Ai}) 

A n+l 

X 

n 
n+l 

[X) 

La catégorie d'une application f : X —> Y est une notion introduite par 

Berstein et Ganea ([12]). Elle est définie comme suit : 

Définition 2 . cat / < n si et seulement si il existe une application g : X —• 

Tn+Ï(Y) rendant commutati} à homotopie près le diagramme suivant 

X 
9 

Tn+\Y) 

f 

Y 
Ay+1 

nn+1(n 
Il résulte immédiatement de la définition que cat / < cat X et cat / < cat Y. 
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Définit ion 3 . Si Y est un sous-espace de X, la catégorie relative cat(-X", Y) 

est définie par c a t ( X , y ) = cat(X, {Ai}) avec Ai = Y pour chaque i. En d'autres 

mots, cat(X, Y) est le plus petit entier n tel qu'il existe une application continue 

g rendant commutati/ le diagramme 

X 
9 

Tn+\X,Y) 

An+1 

nn+1(x) 

De façon évidente, si Z C F , alors c a t ( X , F ) < cat(X, Z). En particulier, 

cat(X.r) < catpi , { * } ) = ca t (X) . 

Propos i t ion 1 0 . 1 . 1 . Soit F —• E B une fibration. alors 

catp = cat ( F , F ) . 

Ceci résulte directement du carré fibre 

T n + 1 ( £ , ¿r) 

nn+1(̂ ) 
IIn+1(p) 

T n + 1 ( B ) 

nn+1(5) 

cat(X,Y) peut se définir en termes de recouvrements. En fait, la même dé­

monstration que dans le cas absolu ([69]) donne : 

Propos i t ion 1 0 . 1 . 2 . Soit X un espace normal et Y un sous-espace fermé, 

rétract par déformation de l'un de ses voisinages. cat(X, Y) < n si et seulement 

si X admet un recouvrement ouvert Ui,U2, • • •,Un+i tel que les injections Ui X 

se factorisent à homotopie près par Y. 

Comme dans le cas absolu, une première approximation de cat(X, Y) est 

fournie par la cohomologie. Notons K le noyau du morphisme de restriction 

H*(X\A) -* H*(Y\A), alors : 

Propos i t ion 1 0 . 1 . 3 . Nil K < c a t ( X , F ) . 
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Définition 4 . Si p : E —• B est une fibration, on pose : secat(p) < n si et 

seulement si B admet un recouvrement ouvert U\,..., Un+i tel que p admette une 

section <7j sur chaque Ui. 

Si Y —¥ X désigne l'inclusion d'un sous c.w. complexe et si p : E —> X désigne 

la fibration homotopique associée, alors il existe des équivalences d'homotopie (p 

et r/> rendant commutatif à homotopie près le diagramme 

Y. i 

f w X 

E P 

on a alors : 

Proposi t ion 1 0 . 1 . 4 . c a t ( X , F ) = secat(p). 

Soit (Ui,..., Ï7n+i) un recouvrement ouvert de X muni d'homotopies Hi : Ui x 

[0,1] X avec # i ( u , 0 ) = u et Hi(u, 1) G Y. Comme 1) ~ iHi(;l) ~ 

#*( # >0)> V>Hi(*, 1) est une section homotopique de p sur Ui. 

Inversement si ( l / i , . . . , £ 7 n + i ) est un recouvrement ouvert muni de sections 

homotopiques <Tj : Ui —• F , alors l j / . ~ per, ~ ¿^0"« . 

le/,, est donc homotope à une application continue se factorisant par Y. 

Corollaire. Soit F A E A E une fibration, alors 

secat i = cat (E, F) = catp 

1 0 . 2 . - G-catégorie d'une application et G-catégorie relative. 

Soit g : E —> B une application continue entre espaces pointés. Dans ([64]), 

K. Hardie introduit la notion de catégorie de Ganea, G-catégorie, d'une applica­

tion. 

Définition 1. Gcat(<7) < n si et seulement si il existe une application con­

tinue (p rendant commutatif à homotopie près le diagramme 

F f (* x Un(E)) U(Bx Tn(E)) 

A , 

B x Un(E) 
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avec Ag = [g x Un(id)] o A n + l 
E 

De manière évidente, cat(y) < Gcat(^) < cat(F). 

Définit ion 2 . 5oit F sous-espace de X, la G-catégorie relative, 

G cat(X, F ) est définie par Végalité 

G cat(X, Y) = cat(X, {F, * , * , . . . , * , . . . } ) . 

Le lien entre les deux notions est fourni par la proposition : 

Propos i t ion 1 0 . 2 . Soit F —• E B une fibration, alors Gcat(p) = 

<2cat(£, F). 

Ceci résulte immédiatement du carré fibre 

Tn+\E, {F, *,.-., *,-••}) nn+1(£) 
p x IIn (id) 

(*xYT(E))U(B xTn(E)) B x Un(E) 

Si M est un A-module, définissons N i l ^ M par : 

KùAM = i n f{n \ ai . . . a n . m = 0, Vra € M , a¿ G A } . 

Désignons par K le noyau du morphisme de restriction H*(X;A) —> H*(Y; A) . 

On a alors 

mitì.(x.A)K<Gc&t(X,Y). 

1 0 . 3 . - Catégorie relative et cofibration. 

Propos i t ion 1 0 . 3 . Soit A —y X une cofibration fermée, alors c a t ( X / A ) < 

c a t ( X , A ) + l . 

Supposons cat(X, A) = n. L'application composée 

A:X 
A n + 1 

n + l 

n X 
Tln+1(i) 

n + l 

n [X U A CA) 

est homotope à une application continue / vérifiant 

f(X)cTn+\X UA CA,A). 
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Notons <j>t : X LU CA —• X LU CA une homotopie vérifiant <f>o = 1, <j>i(CA) = *. 

A est alors homotope à g = ( < £ i ) n + 1 o / et on a # ( X ) C T n + 1 ( A T LU C A ) . 

Etendons l'homotopie A ~ g en une homotopie entre l'application diagonale 

A et une application G 

G : X LU CA -> 

n + l 

11 C A ) , 

vérifiant G(AT) C T n + 1 ( X U A C A ) . 

L'application diagonale A n + 2 : X LU C A —• n n + 2 ( ^ C A ) est alors homo­

tope h G x <f>i et se factorise à travers Tn+2(X LU C A ) . En conséquence, 

c a t ( X / A ) = cat(X LU C A ) < cat(X, A ) + 1 . 

1 0 . 4 . - Catégorie relative et fibration. 

1 0 . 4 . 1 . Proposi t ion. Soit F —• E B une fibration, alors 

cat B < (catp + 1) (secatp + 1) — 1 . 

• Soit (Ui) un recouvrement ouvert de B muni de sections ai : Ui —» E et soit 

(Vj) un recouvrement ouvert de 22 formé d'ouverts déformables dans F. Dans ce 

cas, les ai

 1(Vj) sont des ouverts contractiles recouvrant B. En effet, les applica­

tions 

a r 1 x [0,1] ^ V,- X [ 0 , 1 ] 5 M B 

définissent des homotopies entre l'identité et l'application constante sur le point 

de base. • 

Corollaire 1. Si X est un c.w. complexe et A —> X un sous c.w. complexe, 

alors 

cat X < [cat(X, A ) + l][cat i + 1] - 1 . 

Corollaire 2 [64]. Soit F A E B une fibration, alors c a t £ + 1 < 

(cat e + l ) (catp -f 1). 

1 0 . 4 . 2 . - Le corollaire 1 admet la variante suivante obtenue en remplaçant 

cat par G cat. 
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Propos i t ion 10 .4 .2 . (S . Halperin). Soit X un c.w. complexe et A ^ X un 

sous-complexe, alors c a t X < G c a t ( X , A) + caki. 

Supposons catê = m et Gcat(J£,A) = n. Dans ce cas, X 
A n + l 

Ji. 
ï l n + 1 X 

est homotope à une application / vérifiant f(X) C ( I I n ( X ) x A ) U ( T n ( X ) x X). 

D'autre part, A m + 1 A 

n m + 1 ( A) est homotope à une application q : A - * T m + 1 ( X ) . 

Etendons cette dernière homotopie à X : A m + l 

X 
~ G avec G\A = 9- On a alors 

A m + n + l 

X 
= ((id)n x A £ + 1 ) o A £ + 1 ~ ( (ûf) n x G)o f . 

Corol laire . Soi* F E ^ B une fibration avec F, E et B des c.w. com­

plexes connexes pointés, alors 

cat E < G cat p + cat i . 

La différence entre les propriétés 10.4.1. et 10.4.2. tient son origine dans les 

inégalités 

c a t ( X , A ) < G c a t ( X , A ) . 

G c a t ( X , A) < cat(X, A) • [cat A + 1] - 1 . 

1 0 . 5 . - Joint de fibrations. 

1 0 . 5 . 1 . - Notons C X le cône sur un espace X. Alors : 

L e m m e . Le joint Fi*F2*.. .*Fn de n espaces Pi, F 2 y . . . , Fn est homéomorphe 

au sous-espace E de CF\ x . . . x CFn formé des n-uples ( y i , . . . , yn) avec yi dans 

Fi pour au moins une valeur i. 

Il suffit de définir des homéomorphismes inverses <p et xj) 

F1*F2*...*Fn 

f 

1> 

E, 

(pi 

n 

•2-
i = l 

t, yi 
*1 

r 
/1 

in 
r 

yn r = m a x { ^ } , 

w((si, yi)) = 
n 

> I 
i = l 

5 i 

E j = i s,-
)yi. 

C P = ( P x [ 0 , l ] / ( P x { 0 } ) . 

On a donc, en particulier, *nE = Tn(CE\ E). 
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Définition. Le bouquet garni T ( p i , . . . , p n ) de n fibrations Fi —> iS,-

est /a fibration 

Fx * P 2 * • • • * Fn -* E T(pi,...,Pn) arrowBx x . . . x Bn , 

ou -E es* défini comme suit : 

Posons Zi = [(Ei x [ 0 , l ] ) U 5 ] / { ( e i , 0 ) - aZor^ JE7 = { ( * ! , . . . , z n ) G 

Z\ x Z 2 x . . . x Zn\zi G JE7» pour au moins une valeur i) . 

Le joint pi * p 2 * . . . pn de n fibrations de même base 

Fi -+Ei*B 

est la fibration 

F 1 * F 2 * . . . * F n - + E * l ^ P n B , 

image réciproque de la fibration T ( p i , p 2 , . . . , p „ ) par l'application diagonale A : 

B -> IinB. 

1 0 . 5 . 2 . - Soient Ai A 1 < i < m, m cofibrations fermées. Notons 

Tm(Bi, Ai) le sous-espace de B\ x B2 x . . . x l ? m défini par : 

Tm(Bi, Ai) = U ^ Ô ^ P i x B2 x . . . x Bi x A i + 1 x B i + 2 x P i + 3 x . . . x B m ) . 

Notons pi, 1 < i < m, et p les fibrations homotopiques respectivement associées 

aux inclusions Ai <—> Bi et Tm(Bi, Ai) <—> i?i x P 2 x . . . x S m . On a alors : 

Propos i t ion 1 0 . 5 . 2 . p ~ T ( p i , p 2 , . . . , p m ) . 

Corollaire 1. Soient Ai X , « > 1, des cofibrations fermées etpi : Ei -+ X 

les fibrations homotopiques associées. Alors, cat(X, { A j } ) < m si et seulement si 

la fibration pi * . . . * p m admet une section. 

Ceci résulte clairement du diagramme 

F i * F 2 * . . . , * F m = P i * F 2 * . . . * F m 

E' E Tm(X,{Ai}) 

Pl*...*Pm T(pU...,pm) 

X 
Am 

X 
umx 
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Corollaire 2 . Soit X un espace topologique pointé. Soit * A A X un 

sous-espace tel que les injections i\, i 2 soient des cofibrations fermées. Notons 

p = EX —> X et g : E —y X les fibrations homotopiques respectivement associées 

à i2i\ et ¿2, alors : cat(X, A) < n si et seulement 

n + l 

si g* g...* g admet une section, 

et G c a t ( X , A) < n si et seulement si g 

T* 

* p * . . . * p admet une section. 

1 0 . 5 . 3 . - La construction de Ganea relative. 

Soit F —• E —> B une fibration. Considérons la suite de fibrations Fm —> 

Em ^5 B définie inductivement par les règles : 

F F1 F2 

ii j2 

E £1 E2 
E3 

9 9i 92 

B 

1) Fm ^5 Em est la fibre homotopique de gm. 

2) Em+i = Em U CFm. 

Dans sa thèse, Gilbert ([50], théorème 2.1) montre que gm 

m 

g * p * . . . * p 

avec p = EB —y B la fibration des chemins. Il en résulte : 

Corol laire . Soit * <-* A 
i 

X des cofibrations fermées. Notons g : E —> X 

la fibration homotopique associée à i alors Gcat(-X", A) < n si et seulement si gn 

admet une section. 

1 0 . 6 . - Catégorie rationnelle d'une application. 

Soit / : X —• Y une application continue entre c.w. complexes 1-connexes 

de type fini. On appelle catégorie rationnelle cato(/) , la catégorie de l'application 

obtenue en rationalisant les espaces : 

c a t 0 ( / ) = c a t ( / Q ) . 

On a clairement : c a t 0 ( / ) < cat / . 

Notons / : ( A Z , d) -> (AZ (8) AT, D) le K.S. modèle de / . Alors : 
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T h e o r e m e 1 0 . 6 . c a t 0 ( / ) < n si et seulement si il existe un morphisme 

d'a.d.g.c. p vérifiant pi = / . 

(AZ,d) 
f 

(AZ ® AT, D) 

i 

(AZ/A>nZ,d) 

p 

(AZ ® AR, D) 

c a t 0 ( / ) < n si et seulement si /Q se factorise a homotopie près par (En(Y))0, 

et ceci est équivalent à une factorisation de / par le modèle minimal de 

( A Z / A > n Z , d) (§4) ce qui entraîne la thèse. 

Définition. Nous appellerons Mcato(/) Ventier n minimum tel qu'il existe 

un morphisme de AZ-modules p vérifiant pi = / . On a : 

M c a t o C f ) < c a t 0 ( / ) . 
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11 - P R O F O N D E U R D E S A L G E B R E S D E L I E . 

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de profondeur d'une algèbre 

de Lie L, depthL. nous montrons ensuite ( th. 11.3.1) que si X est un espace 1-

connexe de type fini, alors depth7r#(fìAT) ® Q < cato(-X"). Ceci ramène l'étude des 

espaces de catégorie finie à celle des algèbres de Lie de profondeur finie . Nous 

étudions ainsi en 11.4. le radical d'une algèbre de Lie de profondeur finie et en 

11.5. le treillis de ses idéaux.Nous appliquerons ensuite en 11.6. ces résultats au 

treillis particulier des idéaux de 7rm(ÇiX) ® Q. 

1 1 . 1 . - Définitions et propriétés. 

Soit L une algèbre de Lie graduée, UL son algèbre enveloppante. Nous 

définissons la globale dimension de L par : 

gidimX = glâimUL = sup{¿|Ext¿; L (Q, Q ) ^ 0} , 

et la profondeur de L, depth L, par : 

depthL = depthUL = m / ^ l E x t ^ Q , UL) ¿ 0 } . 

Pour tout module M de type fini, on a 

E x t i / L ( Q , M ) = H o m ( T o r ^ L ( Q , H o m ( M , Q ) ) , Q ) . 

depth UL peut donc se calculer par la formule 

depth UL = inf {¿|Torf L ( Q , Hom(£/L, Q ) ) ¿ 0 } . 

Si Extt /L(Q, UL) = 0, nous dirons que L a une profondeur infinie. Il résulte des 

définitions que depthL < gldimL . 

L e m m e 1 1 . 1 . Soit L une algèbre de Lie graduée nilpotente de dimension 

finie. Notons n = J2i>o(~ 1 ) * z * dim •£« + dimLpair alors 

H^-\L,UL) = 

0 s i (hJ) 7 e (dimLpair,n) . 

Q si (ij) = (dim L p a i r , n) . 

m Si L = Qx avec x de degré pair, alors UL = Q[x]. Une résolution de Q 

comme Q[#]-module est donnée par 

0 -+ Q[x] • a ^ Q[x) A Q -> 0, Ô(a) = x. 

129 



Y. FÉLIX 

H*(L, UL) est de dimension 1 et est engendré par l'application 9 de bidegré (1, |x|) 

в : Q[x]a -> Q [ s ] , 0(a) = 1 . 

Si L = Qx avec x de degré impair, alors UL = Ax. Une résolution de Q comme 

U L-module est donnée par : 

. . . Ax • ap 

d 
Ax ' OL2 

d 
Ax - ai 

d 
Ax • a0 

e Q->o, 

d(ap) = x • a p _ i , e(a0) = 1 . 

H*(L, UL) est de dimension un et engendré par l'application / de bidegré 

( 0 , - \ x \ ) . f : Ax - OÎQ —* Ax, f(o¿o) = x . 

Si L est de dimension finie supérieure à un, considérons un idéal gradué L' de 

codimension 1. Par 8.3., la suite spectrale d'Hochschild-Serre fournit un isomor­

phisme 

ExtUL(Q,UL) S ExtuL'(Q,UL')®Extu(L/LI)(Q,U(L/L')) , 

ce qui termine la démonstration. 

T h é o r è m e 1 1 . 1 . 1 . Une algèbre de Lie graduée connexe L est de profondeur 

zéro si et seulement si elle est abélienne, de dimension finie et concentrée en degrés 

impairs. 

Ext 3 
UL 

(Q, UL) = {ae UL\V/3 e L /3 • a = 0 } . 

Si UL est de profondeur zéro, il existe un élément a € UL dans l'annulateur de 

l'idéal d'augmentation. Considérons le gradué associé à la filtration primitive. Ce 

gradué est l'algèbre graduée commutative libre sur L, par le théorème de Poincaré-

Birkloff-Witt et a reste dans l'annulateur de l'idéal d'augmentation. Ceci n'est 

possible que si dimL < oo et L = £ i m p a i r ce qui entraîne le caractère abélien de L. 

La réciproque se déduit du lemme précédent. • 

T h é o r è m e 1 1 . 1 . 2 . Soit L une algèbre de Lie graduée et I un idéal de L, 

alors depthl < depthL . 

Considérons la suite spectrale d'Hochschild-Serre 

E p,q 
2 

= Ext p 
U{L I 

( Q , E x t f ur 
(Q,UL)) Ext p+q 

UL ÍQ,UL). 

Comme UL est un f/J-module libre, = 0 q < depth/ . Il en est donc de 

même pour E p,q 
00 
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T h é o r è m e 1 1 . 1 . 3 . Si L = I x J alors depthL = depthl + depthJ . 

Notons (M)v = Hom(M, Q ) . Comme UL = UI® UJ, on a 

W L ( Q , (UL)V) S 1 b r w w J ( Q , {UI)V <g> (UJ)v) 

= T o r ^ Q , (UI)V) <8> Tor" J ( Q , (UJ)V) . 

Le résultat s'en déduit. 

T h é o r è m e 1 1 . 1 . 4 . Si I est un idéal de dimension finie dans une algèbre de 

Lie araduée L , alors 

depth L = depth L/I + dim J p a i r . 

• Par le lemme 11.1., Ext( / j (Q, UI) est de dimension un et est concentré en 

degré filtrant n = dim/ p a i r • Il résulte alors de 8.3. que 

Extc/LCQ, UL) S E x t ï , ( L / / ) ( Q , U(L/I)) ® E x t ^ Q , UI) . 

1 1 . 2 . - G r a d e d'un m o d u l e . 

Soit M un U L-module gradué : M = 0 ,>oM,- . On définit le grade de M par 

l'égalité : 

grade(M) = in f {n |Ext& L (AÍ , l 7£ ) ¿ 0 } 

En prenant M = Q on retrouve depth (Î7Zr) = grade(Q) . 

Appelons dimension homologique d'un U L-module M l'entier hd(M) défini 

par 

hd(M) = s u p { n | E x t n

7 L ( M , Q ) 7e 0 } . 

On a clairement : 

grade(M) < hd(M) . 

Propos i t ion 1 1 . 2 . Soi* L une algèbre de Lie graduée et M un U L-module 

avec grade(L) = m. Si N est un p — syzygy de Q , p < m, alors E x t ^ L ( M , N) = 

0, q < p . 

Si AT est un p — syzygy, on a une courte suite exacte 

0 -> AT ->UL®V ATj - > 0 , 
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avec Ni un (p — 1) — syzygy . Pour q < p, on a donc un isomorphisme 

ExtyL(M,N) S E x t ^ i M , ^ ) . 

En itérant, on obtient 

Ext» (M,i\T) * E x t ' 7 ( M , Q ) = 0 . 

1 1 . 3 . - Profondeur et catégorie. 

Le but de ce paragraphe est la démonstration des théorèmes suivants : 

T h é o r è m e 11.3.1.[32] Soit X un espace 1-connexe de type fini, alors 

(1) depth#„(f ìX; Q ) < cato(X) < g id im#*(OX; Q ) . 

(2) Si depth#*(ftX; Q ) = c a t 0 ( X ) , alors c a t 0 ( X ) = glâimH^QX; Q ) . 

T h é o r è m e 1 1 . 3 . 2 . [39] Soit f : X —> Y une application continue entre 

espaces 1-connexes de type fini . Notons F la fibre homotopique de f. L'opération 

d'holonomie munit H = H+(F;Q) d'une structure de H *(Q,Y;Q)-module. On a 

alors : 

(1) grade(jFT) < M cato / < cat 0 / 

(2) si grade(#) = M c a t 0 / , alors M c a t 0 / = hd(H*(F; Q ) ) . 

Le théorème 11.3.1. est un cas particulier du théorème 11.3.2. Il motive 

l'étude au paragraphe 11.4. des algèbres de Lie graduées de profondeur finie. 

E x e m p l e 1. 

Si la dimension de 7r*(X) (g) Q est finie, alors la profondeur de H*(ÇIX; Q ) est 

aussi finie et l'on a de plus par 11.1 et 5.6.: 

depthif .(ftX; Q ) = âiimr^X) (g) Q < c a t 0 ( X ) . 

En particulier, si X = P m ( C ) , grade(X) = 1 , et c a t 0 ( X ) = m. 

E x e m p l e 2 . . 

Si X = Yi V Y2 ,avec Yi et Y2 deux c.w. complexes 1-connexes à cohomologie 

rationnelle non triviale, alors par 13.2.3., cato(X) = max(cato(Yî), cat0(^2)) »et 

depthff.(ftX; Q) = 1. 
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L e m m e 1. Soit X un CW-complexe 1-connexe de type fini, alors : 

cato(X) < gldimH*(ÇlX; Q ) . 

Si gldimH*(QXiQ) = m, alors Í J & ^ T T ^ O X ) 0 Q ; Q ) = 0 pour p > m. 

Notons ( A Z , c?) le modèle minimal de X. (AZ,d2)
 e s t isomorphe à l'algèbre des 

cochaînes sur 7r*(Q,X) 0 Q ( § 7 . 1 ) . Il résulte de l'hypothèse précédente que tout 

e?2-cocycle dans APZ est un c?2-cobord. Choisissons un supplémentaire S des d2-

cocycles dans AmZ. Dans ce cas J = S@A>mZ est un c?-idéal différentiel acyclique. 

L'application quotient 

<p:(AZ,d)-+ (AZ/I,d) 

est donc un quasi-isomorphisme. Comme n i l ( A + Z / 7 ) < m + l , <¿> s e factorise à 

travers AZ/A>mZ . Il résulte alors de 4 . 3 . 1 que cato(X) < m. 

l e m m e 2 . (version relative du lemme 1) 

M c a t o ( / ) < hdHm(ÇÎY.Q)(H*(F;Q)) . 

Si hd(H*(F;Q)) = m, alors ( § . 8 . 2 . ) 

H££(**(ilY) 0 Q; H*(F; Q ) ) = H>>*(C*(*.(ÍIY) 0 Q; H*(F; Q ) ) = 0 , 

pour p > m. Notons (AZ,d) le modèle minimal de Y et (AZ 0 H*(F; Q ) , D) un 

modèle minimal de X comme AZ-module. Dans ce cas (AZ 0 H*(F; Q ) , d 2 ) est 

isomorphe à l'algèbre C*(ic+(QY) 0 Q; H*(F; Q ) ) ( §9 ) . Posons J = [A>mZ 0 

H*(F\ Q) l 0 S avec S un supplémentaire des D 2-cocycles dans AmZ 0 f P ( F ; Q ) . 

J est un .D-idéal différentiel acyclique et l'application quotient 

( A Z 0 i T ( F ; Q ) , D) *> ( ( A Z ® JT (F; Q ) ) / / , ¿ ) , 

un quasi-isomorphisme. Comme n i l ( A + Z 0 H*(F]Q)/I) < m + 1 , ip se factorise 

à travers (AZ/A>mZ) 0 # * ( F ; Q ) . Il résulte alors de la définition de M c a t 0 ( / ) 

( § 1 0 . 6 . ) que 

M c a t 0 ( / ) < m . 

Le théorème 1 1 . 3 . 2 . sera un corollaire de la proposition suivante : 
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Propos i t ion 1 1 . 3 . 3 . Soit f : X —• Y une application continue entre espaces 

1-connexes de type fini, de fibre homotopique F. Si grade(H*(F', Q ) ) > M c a t o ( / ) , 

alors 

M c a t 0 ( / ) = hdHm(QY;Q)(H*(F;Q)) . 

Posons m = M cato(/) et ( A Z , c?) le modèle minimal de Y. Considérons la 

projection 

p:(AZ,d2)-*(AZ/A>mZ,d2), 

et bigraduons A Z par (AZ)p>q = ( A p Z ) p + g . Comme p est un isomorphisme en 

bidegrés (r, *) avec r < m et est injectif en bidegrés (m, * ) , il en est de même pour 

H(p). p admet donc un K.S. modèle bigradué 

(AZ,d2) 
p 

( A Z / A > m Z , d 2 ) 

f 

( A Z < 8 > A T , P 2 ) (AT,D2) , 

avec T = T ^ m ' * et D2 de bidegré (1 ,0) . 

L e m m e 3 . H+(\T,D2) £ T m ' * . 

Considérons le K.S. modèle de l'augmentation ( A Z , d2) A Q . 

( A Z , d 2 ) -> ( A Z (g) AZ,d2) — ( A Z , 0 ) . 

Z est naturellement bigradué avec Zp = Z0,p. Formons le produit tensoriel 

( A Z (8) A T ® A Z , D) = (AZ (8) AT, D2) <8>(Az,d2) ( A Z (8) A Z , d 2 ) . 

L'augmentation ( A Z <8> A T (8) A Z , Z ) ) A ( A T , D 2 ) définie par e(Z) = e(Z) = 0, 

s(i) = t, est un quasi-isomorphisme bigradué. Un autre quasi-isomorphisme est 

fourni par (p = ip (8) 1 

( A Z 0 A T (8) A Z , D) -> ( A Z / A > m Z ) (8) A Z , Ó ) . 

Comme Z = Z 0 ' * , cette dernière a.d.g.c. est contenue en bidegrés (p,q), p < m. 

Il en résulte que # ( A T , D) = # ^ m > * ( A T , D). Comme T = T ^ m ' * , on en déduit le 

résultat. 

Une démonstration (standard), par récurrence sur une K.S. base de A T , per­

met d'affirmer : 
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L e m m e 4 . a) Il existe une différentielle D sur AZ ® A T vérifiant 

(D - D2)(T?>*) C (AZ ® A T ) ^ + 2 ' * et ép = tpD . 

b) Posons T' = Q ® T m ' * . Le sous-espace AZ (g) T' est stable pour D et 

Vinjection 

6 : (AZ (g) T' , £>) (AZ (8) AT, 2?) 

est un quasi-isomorphisme de AZ-modules. 

Notons / : ( A Z , d) —• (AZ <8> H, D) un modèle minimal de / comme A Z -

modules : H = H*(F; Q ) . Comme M c a t 0 ( / ) < m, / se factorise par ( A Z ® T ' , D) 

comme morphisme de AZ-modules : 

( A Z , d ) 
f 

( A Z ® # , D ) 

p 

( A Z ® T ' , Z > ) . 

L e m m e 5 . Si grade H+(F;Q) > M c a t o ( / ) , nous pouvons choisir p avec 

p(l ® T m ) C A ^ m Z ® H . 

Construisons par récurrence un morphisme de A Z -modules, 

Pi : ( A Z ® T',D) - ( A Z ® H, D) , 

vérifiant /?,(<2r® 1) = 2 et / ? t ( l ® T m ' * ) C A - * Z ® S u p p o s o n s avoir construit pi-i, 

construisons pi. 

pi-i se décompose sous la forme pi-\ = a + /3 avec 

a ( T m ' * ) < A ^ Z ^ H et fi(Tm'*) C A - * Z ® i f . 

Comme C?2Û? = a.D2> e s * u n cocycle dans 

Hom 
¿—1,1—» 

AZ, d2 ( A Z ® T m ' V 2 ) , ( A £ < 8 > # , ¿ 2 ) ) . 

Il définit donc (§8.4) une classe de cohomologie [a] dans 

Ext 
¿—1,1—« 
U L T m ' * , t f ) S ExtÎ7 L

1 ' 1 " i (Q,Hom(T m '* , J H
r ) ) 

^ Ext i - l . l - i 
U L H o m ( # , Q ) , Hom(T m ' * , Q ) ) . [L = T r . ( f ì F ) ® Q] . 
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Notons Wm ^? Y la réalisation géométrique de la projection p : ( A Z , d) —• 

( A Z / A > m Z , c?) . On a alors par 4.2.4. une équivalence d'homotopie 

Wn V S m * E m . 

où 5 m désigne un bouquet de sphères et Em le m i e m e espace de Ganea de Y. 

En particulier, Wm est un retracte de Em. Notons G m la fibre homotopique 

de qm : G m est un retracte de F m . Comme H*(Fm) est un m—syzygy, on a 

Ext£;£(rIom(2ir, Q ) ? ̂ ( i ^ ) ) = 0 pour p < m (§11.2.). Par rétraction, on obtient : 

E x t ^ ( H o m ( # , Q ) , t f , ( G m ) ) = 0 , p < m . 

D'autre part, (AT, D ) est un modèle de G m . En particulier H*(Gm) et isomorphe 

à H o m ( T m , * , Q ) comme l/X-module. La classe [a] est donc nulle. 

Il existe donc une application AZ-linéaire p : A Z (8) T m ' * —• A Z de degré total 

— 1, vérifiant 

rtl®T"'')c A i _ a ( Z ) , 

a = d^a H- oD2 • 

On pose p¿ = pi-i — (Da + aD) . 

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la proposition. 

Filtrons A Z (8) T' et A Z (8) H en plaçant Z en filtration 1, T m en filtration m 

et H en filtration 0. p est un morphisme filtré. ( A Z <8> H,D) est ainsi un rétracte 

de A Z (8) T' (8) # dans la catégorie filtrée. 

(AZ<8>#,L>) 

p 

l 
(KZ®H®T',D) . 

on passe au niveau Eo de la suite spectrale. Le terme de droite ( A Z ® H ®T',D) 

est quasi-isomorphe à ( A Z / A > m Z (8) T ' , D ) on a donc H>m>*(AZ (8) # , £ > 2 ) = 0. 

Ce qui entraîne 

hdHm(QY]Q)(H*(F;Q))<m. 

Sous certaines hypothèses, nous pouvons améliorer notre connaissance du cas 

grade( f f . (F;Q)) = M c a t 0 ( / ) : 
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Propos i t ion 1 1 . 3 . 4 . Soit f : X —*Y une application continue entre espaces 

1-connexes de type fini. Notons F la fibre homotopique de f. Supposons que le 

composé n*(Y) 
d 

r*-1(F) 
h 

H~-,(F:QÎ soit nul et aue ^rade(HJF: QY) = 

M c a t o ( / ) , alors on a les égalités : 

M catoCf) = c a t 0 ( / ) = ca t 0 (F) = hdH*(F; Q ) = glàìmH^UY] Q ) . 

Avec les notations précédentes, la rétraction p : (AZ ®T',D) —*• (AZ ® H, D) 

préserve les filtrat ions, p induit donc un morphisme de suites spectrales 

Er(AZ (8) T'} 
Er(p) 

Er(AZ (8) H). 

Calculons E2(AZ (8) H). L'hypothèse introduite montre que (AZ (8) H,d2) est 

isomorphe à la somme directe de 2 complexes de AZ-modules : 

(AZ (8) H,d2) = (AZ, d2) 0 (AZ <8> H+, d2) . 

Notons À = pi : AZ —* AZ®T' A AZ(&H l'injection canonique; E2(\) est injectif. 

Il en est de même pour E2(i). Ceci entraîne gldimH*(Q,Y; Q ) < m . 

1 1 . 4 . - Radical d'une algèbre de Lie graduée connexe de profondeur 

finie. 

Soit L une algèbre de Lie graduée et J un idéal. On note 1 ^ = [ 1 , 1 ] et 

2[N] = [i[n-i]»Z[n-i]]' I e s t dit résoluble d'indice n si I[n-i] 7̂  0 et I[n] = 0 . 

La réunion d'un nombre fini d'idéaux résolubles est résoluble. Il suffit de 

vérifier l'inclusion (J U J)[ 2] C /[1] U J[ij. Le résultat s'en déduit. 

Définition On appelle radical d'une algèbre de Lie L, rad£, la réunion des 

idéaux résolubles de L. 

Si L est de dimension infinie, le radical n'est pas nécessairement résoluble. 

Prenons, par exemple, pour chaque n > 1, une algèbre de Lie résoluble de dimen­

sion finie d'indice n, I n , alors L = (Bj>ilj est une algèbre de Lie non résoluble, 

mais égale à son radical. 

Pareille chose ne peut pas se produire si depthL est fini, c'est ce que nous 

allons expliquer. 
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Propos i t ion 1 1 . 4 . 1 . Une algèbre de Lie graduée résoluble L de profondeur 

finie est de dimension finie. 

m Nous travaillons par récurrence sur l'indice n de résolubilité de L. L'hypothèse 

d'induction montre que est de dimension finie. L contient donc un idéal / 

abélien de codimension finie. 

Si J était de dimension infinie, on aurait pour tout r une décomposition 

I = Jj x • • • x Ir , 

avec Ij abélien et de dimension infinie. 

Par le théorème 11.1.1. depth Ij > 1. Or 

(11.1.3.) depth i" = depth I\ + depth I2 H h depth Ir , 

et donc depth I > r . 

Or depth / < depth L, (11.1.2.), ce qui amène à une contradiction, i" doit être 

de dimension finie. 

T h é o r è m e 1 1 . 4 . 2 . Soit L une algèbre de Lie graduée avec depthL = m < 

oo, alors 

(1) dim(radZr)Pai r < m . 

(2) radL est de dimension finie. 

(S) si dim(radL) p a i r = m, alors L = radL . 

• (1) si dim(radL) p a i r > m, alors L contient un nombre fini d'idéaux résolubles 

dont la somme i" vérifie d i m / p a i r > m. J est aussi résoluble et donc de dimension 

finie par 11.4.1. on a alors 

dim /pair = î i . i 
depth / < 

11.1.2. 
depth L = m , 

ne* n u i *»cf nKcnrr l i» 

(2) radLp ai r est donc de dimension finie. Pour un certain iV, radL>jv ne con­

tient plus d'éléments pairs et est abélien. radL est donc résoluble et de dimension 

finie par 11.4.1. 
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(3) Si L ^ r a d ( L ) , 1.11.4 fournit l'égalité 

depth L = depth (L/radL) + dim(radL) p a i r . 

Comme L/vadL est nécessairement de dimension infinie. On a depth (L/vadL) > 1 

et dim(radL) p a i r < m. • 

Corollaire. rad£ est une algèbre de Lie graduée nilpotente d'indice 

de résolubilité < 2m. 

Proposi t ion 1 1 . 4 . 3 . Soit L une algèbre de Lie graduée de profondeur finie 

et I un idéal, alors rad/ = rad£ D / . 

• Comme radL est de dimension finie, on a radL H I C rad/. D'autre part, 

comme / est de profondeur finie (11.1.2.) rad/ est de dimension finie. Pour tout 

x de L, rad/ + [x, rad/] est un idéal de / . Comme il est de dimension finie, il est 

contenu dans rad/. On en déduit que rad/ est un idéal de L qui est par conséquent 

contenu dans rad/,. • 

1 1 . 5 . - D imens ion de Gold ie . 

Un treillis est un ensemble partiellement ordonné L avec un plus petit élément 

0 tel que chaque pair a, b de L admet un supremum a V b et un infinum a A 6. Le 

treillis est dit modulaire si pour tout a, b,c de L avec K a on a 

a A (6 V c) = b V (a A c) . 

Définition 1. Un élément a est dit uniforme si Vx,y G X, 0 < x < a et 

0 <y < a = > x A y ñ¿0. 

Définition 2 . Une suite d'éléments (a{\i G / ) est dite indépendante si 

Vz G / , a,- A (Vj#aj) = 0. 

Définition 3 . Un élément a de L est dit essentiel siVx^O, x G L , 

a A x # 0. 

La dimension de Goldie d'un treillis modulaire L est n s'il existe n éléments 

uniformes indépendants a i , - - - , a n dans L tels que V ^ a , - soit essentiel dans L 

([80]). 
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Appliquons ces diverses définitions au cas particulier du treillis des idéaux 

d'une algèbre de Lie graduée de profondeur finie L . 

Nous appellerons décomposition essentiellement simple la donnée de n idéaux 

I l , • • • , J n uniformes, indépendants et tels que VjL^i (ici = I\ x I 2 x • • • x I n ) soit 

essentielle. 

T h é o r è m e 1 1 . 5 . [32] Soit L une algèbre de Lie graduée de profondeur finie. 

Notons K = L/TBAL, alors K admet une décomposition essentiellement simple. 

De plus Goldie dim K < depth L. 

L e m m e 1 . 

radAT = 0. 

• (Démonstration du lemme 1.) Comme d e p t h ! = depth K + dim r a d p a i r ( I ) 

[M. 11.1.4.], K est de profondeur finie. Si I est un idéal résoluble ^ 0 de AT, I est 

de dimension finie et I 0 radL est un idéal résoluble de L contenant strictement 

rad-L, ce qui est absurde. • 

Si L et M sont deux idéaux de K, notons [L, M] l'espace vectoriel engendré 

par les [a, /?], a E I , /3 6 M . C'est un idéal de K . 

L e m m e 2 . Si I et J sont des idéaux essentiellement simples de K, I A J ^ 0, 

alors I -f J est un idéal essentiellement simple. 

m Soient E, F des idéaux non nuls contenus dans 1 + J. Si [E, I] = 0 et [E, J] = 

0, alors [E, E] = 0 car E C I + J. Mais dans ce cas E serait abélien ce qui est 

impossible par le lemme 1. Supposons donc [E,I] ^ 0, E D I est donc non nul. 

Comme I est essentiellement simple 

£ ? n l n J = (Enl)n(ln J ) ^ 0 . 

La même procédure appliquée à F montre que FnlHJ ^ 0 . On la réapplique une 

nouvelle fois à EMnJ et FOlDJ et on a EOFOldJ = (EnlnJ)n(FnlnJ) ^ 0, 

ce qui implique E D F =̂  0. • 

• (Démonstration du théorème 11.5.) La réunion d'une suite croissante d'idéaux 

essentiellement simples est de façon évidente essentiellement simple. Par le lemme 

de Zorn, K a des idéaux essentiellement simples maximaux différents I\, • • • , It, • • •. 
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Par le lemme 2, i¿ D I}; =¡¿ 0, ce qui donne 

[J¿ , J l + • • • + I , - - ! + J i + 1 + • • • + / < ] = 

t 

E 
i = 1 
j # i 

Ii, Ij] = 0 

i ¿ n ( 
t 
U 
i = 1 j # i 

Ij) est donc un idéal abélien, nécessairement nul par le lemme 1. Ceci 

montre que le produit / = Ii x • • • x It est un idéal de K, pour tout t. En 

particulier (th. 11.1.3.) t < depth / < depth K . Ceci montre que K ne possède 

qu'un nombre fini d'idéaux essentiellement simples. 

E x e m p l e : Posons X = ( s2*vs¡ X (S2c V S2d) x (S2e V S2f) Munissons X de 

la structure cellulaire produit et notons x la 6-cellule de X image de la 6-cellule de 

Si x S% X 5g par l'injection naturelle, ainsi que <p son application d'attachement. 

Soit alors u un élément de 7r5(5g V S'j) non dans l'idéal engendré par [S%]. Posons 

Y le C . W . complexe obtenu en prenant les mêmes cellules que X avec les mêmes 

applications d'attachement à l'exception de x pour laquelle la nouvelle application 

d'attachement est Y possède les propriétés suivantes : 

(1) Y n'a pas le type d'homotopie rationnelle du produit de 2 espaces 

d'homotopie rationnelle non triviale. 

(2) cat Y = 3. 

(3) ic+(fìY) <g)Q = L(a, b) 0 L(c, d) 0 L(e, / ) ; Goldie d im (7r*(nF) <g> Q ) = 3. 

Conjec ture . Toute algèbre de Lie graduée de profondeur finie non résoluble 

est à croissance exponentielle. 

P r o b l è m e : Si Ii, • • •, Ir forme une décomposition essentiellement simple 

d'une algèbre de Lie graduée L de profondeur finie, étudier la croissance de l'algèbre 

de Lie quotient 

L/(Ii x / 2 x • • • x / r ) . 

1 1 . 6 . - Structure de ir+(ÇlX)®Q. 

Si X est un C .W. complexe 1-connexe de catégorie finie, nous avons vu 

(th. 11.3.) que 

depthH m ( i lX ;Q) < ca t (X) . 
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Les résultats des paragraphes 11.4. et 11.5. s'appliquent donc à l'algèbre de Lie 

d'homotopie rationnelle Lx = 7r*(nX)(8>Q associée à un espace X. Notons Rad X 

le radical de Lx- Alors 

T h é o r è m e 1 1 . 6 . 1 . (1) Rad X est de dimension finie et, 

dim(Rad X)p^T < cat X . 

(2) L x / ( R a d X ) admet une décomposition essentiellement simple et, 

Goldie d i m ( L x / ( R a d X)) < cat X 

Il en résulte : 

T h é o r è m e 1 1 . 6 . 2 . Si X est un C.W. complexe 1-connexe de catégorie finie, 

alors les conditions suivantes sont éouivalentes : 

(1) X est elliptique. 

(2) 7 r * ( 0 X ) (8> Q est nilpotent. 

(3) 7 r * ( n X ) (8) Q est résoluble. 

T h é o r è m e 1 1 . 6 . 3 . Soit F —* E B une fibration avec B,E et F 1-connexes 

de type fini. Supposons cat E < oo, alors 

1) la réunion des idéaux résolubles de F est un idéal résoluble Rad F . 

2) [n+{Çli)]-\n»A E) = Rad F . 

Ker7r*(fìz) est un idéal abélien de 7r*(fìjF)<8>Q. i induit un morphisme injectif 

i : L = L/r/Ker TT*(Q,Ì) —• LE , 

dont l'image est l'idéal Im 7r*(Oz) = Ker 7r*(np); on a donc depth L < oo 

(th. 11.1.2.) et dim radL < oo (th. 11.4.2.). radL 0 Ker ir+Çli est alors un idéal 

résoluble contenant tout autre idéal résoluble. Ceci démontre (1) ainsi que 

Rad F = rad i 0 Ker 7r,(ftz) . 

Il résulte maintenant de la proposition 11.4.3. que 

r a d i = l ' -^Rad E), et donc que Rad F = (TT+Çli)~' l(Rad E) . 
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1 1 . 6 . 4 . E x e m p l e s . 

1). Si X est un espace elliptique, alors Lx = Rad X. 

2). Soit X un espace formel de cohomologie rationnele isomorphe à l'algèbre 

Q [ X i , . . , X n ] / ( X , 2 X | ) , alors la dimension du radical impair est n et la catégorie 

de l'espace est n + 2. 

3). Considérons l'espace X — (S\VS\) U e 8 , avec c = [a, [a, b]]. X est coformel 
c 

d'algèbre de Lie 

I ^ L ( a , # , [ a , | 

Posons i" l'idéal engendré par a. 

/ ^ Q 6 0 L ( x n ) ; z n = (ad(6)) n (a) , n > 1. 

Il en résulte que la dimension de Goldie de X est deux. 

1 1 . 7 . - H o m o logie des fibres de Postnikov ( 3 ) . 

Soit L une algèbre de Lie graduée de dimension finie et M un {/L-module 

gradué, la dimension de Geîfand-Kirillov de M est le nombre défini par ([71]) 

GKdimL.M = sup F l imlog n df(n) , 

où F parcourt les sous-espaces de dimension finie de M et où dp (n) est la dimension 

du sous-espace vectoriel engendré par les éléments de la forme ai • a 2 • a>p ' /, 

ai £ L,f € F,p <n . 

Notons Ep le sous-Z/L-module de M engendré par F et ^ ( n ) la dimension 

de la composante de degré n. On a clairement : 

GKdim LM = sup F l i m log n 

n 

(E i = 1 

EF{i)) . 

Le but du présent paragraphe est la démonstration du théorème suivant : 

T h é o r è m e 1 1 . 7 . Soit F —> E B une fibration avec dim7r*(i?) ® Q < oo. 

Alors i ? . ( P ; Q ) est un H*(Í1B;Q)-module et 

GKóìmHm(F] Q ) > d i m 7 r i m p a i r ( £ ) <g> Q - cat0(E) . 
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• Si M est un Z7L-module, alors GKàimi(M) = (2 /vdiniL p i i i r (M) et 

grade L (A/) = g r a d e L p a . r ( A / ) (lemme 1). De plus G A " d i m L p a t r ( M ) + 

grade L p R . r (A/ ) = dimLpair (version graduée de [13] th. 2.7.). Dans le cas présent, 

ceci fournit : 

GKdimH*(F- Q ) = depth# . (OB; Q ) - g r a d e ^ ( n f l ; Q ) # . ( F ; Q ) 

> d i m 7 r J , a t r ( 5 ) (g) Q — cato(p) > d im7r p a ¿ r ( i ? ) (g) Q — cat 0 ( i?) . 

L e m m e 1. Soit L une algèbre de Lie graduée connexe de dimension finie et 

M un UL-module, alors 

Ext i, j 
UL 

( M , UL) = Ext i, j + d(L) 
ULpair 

(M,ULpair). 

a(L) = E 
k impair 

k dim Lk . 

En particulier,grade¿(M) = g r a d e L p a . r ( M ) ; 

• La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de L. Soit y un 

élément de i m p a i r » de degré minimal r. Le supplémentaire L\ de Q y dans L est 

un idéal : 

0 - > £ i - > £ - > Q y - > 0 . 

Considérons la suite spectrale d'Ho chschild-Serre : 

Ext P 

Qy 
(Q ,Ext 9 

UL 
( M , J7L)) Ext p+q 

UL 
( M , Z7£) . 

Ext q ULi 
( M , UL) *É Ext q 

UL1 
( Q , H o m ( M , Z7Li)) ® Ay 

= Ay (8) Ext q i / L i ( Q . H o m i M , ^ ! ) ) (8.3.3.) 

Ext 9 
ULi 

( M , £7L) est donc un Ay-module libre. Il s'ensuit que 

Ext >o 
Ay (Q ,Ext q,, t 

ULi 
( M , ! 7 L ) ) = 0 , 

[Ext o 
Ay (Q» Ext q i / L i ( M , ^ X i ) ® A y ) ] r = Ext q, r+|y| 

UL1 
[M,UL{).y. 

Le grade fournit également une réponse partielle au problème suivant : soit B 

un espace topologique, donner des conditions sur B pour qu'il existe une fibration 

F -> E 
p 

B avec d i m # * ( F ; Q ) < oo et d i m # * ( £ ; Q ) < oo . 
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Une condition nécessaire est la suivante : depthH*(ÇIB;Q) < oo. En effet 

si d imfT*(F;Q) < oo, grade(# . (F; Q ) ) = depthH*(ÇIB]Q) comme cat 0(p) < 

cato(22) < oo, on déduit du théorème 11.3.2. que 

depthHm(ClB; Q ) < cat 0 (p) < oo . 
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Soit X un espace hyperbolique 1-connexe de catégorie finie. Nous voulons 

montrer ici que Lx = 7r*(ÇlX) (g) Q contient de nombreux crochets non nuls. 

Nous espérons qu'il contient toujours une algèbre de Lie libre à au moins deux 

générateurs. En 12.1, nous montrons qu'il existe toujours deux éléments a et 8 

dans Lx avec (ada)p(/3) ^ 0 Vp , et en 12.3 nous essayerons de localiser les 

premiers crochets non nuls. L'énoncé 12.1. est vrai non seulement pour Lx , 

mais également pour tous ses idéaux / de dimension infinie. A ce propos, nous 

donnerons en 12.2. des conditions équivalentes à la finitude d'un idéal de Lx-

Précisons de suite que les résultats 12.1. et 12.2. sont de nature différente : le 

premier, contrairement au second , provient d'un résultat analogue sur les algèbres 

de Lie de profondeur finie. Nous utiliserons ces résultats en 12.4. pour étudier les 

liens entre eo et cato. 

1 2 . 1 . - Condi t ion de Enge l . E léments de Engel dans une algèbre de Lie 

de profondeur finie. 

Le but de ce paragraphe est la démonstration du théorème suivant. 

T h é o r è m e 1 2 . 1 . Soit X un espace hyperbolique 1-connexe de type fini, de 

catégorie < m. Si a i , . . . , a m sont m éléments linéairement indépendants de 

A p a i r C ^ O ® existe un /? dans 7r+(ÇlX) (g) Q et i < m tel que 

(adaiYiP) ï 0 Vp . 

Un élément x d'une algèbre de Lie L est appelé un élément de Engel de L si 

pour tout y de L il existe p > 1 avec [&d(x)]p(y) = 0. Le théorème 12.1 résulte 

alors du théorème suivant : 

T h é o r è m e 12 .1 bis [40]. Soit L une algèbre de Lie graduée connexe de type 

fini, de profondeur finie m, alors L a au plus m éléments de Engel, linéairement 

indépendants et de degrés pairs . 

• Soient xi,£2, • • • » x r r éléments de Engel linéairement indépendants de L, de 

degrés respectifs d\ < d2 < • • • < dr. Notons Wi un supplémentaire de (Qa:i 0 

• • • ® Qa?,-_i ® Qxi)d{ dans Considérons les idéaux Vi et M t- de L définis par 

Vi = L > d i 0 Wi © Qxi . 

147 



Y. F E U X 

Mi = L > d i © Wi . 

Montrons par induction sur i que depth Mi < m — i. Nous en déduirons 

r < m. Par l'hypothèse d'induction, on a depth M j _ i < m — i + 1, et donc par 

11.1.2, depth Vi < m — i! + 1 . Appliquons la suite spectrale de Hochschild-Serre à 

la courte suite exacte 

0 —• M , - » K —• Q X Ì - * 0 . 

Ext p 
QXÌ 

(Q,Ext 9 

UMi 
( Q , t f V i ) ) = » E x t p + q 

UVi 
Q, UVi 

Par hypothèse, les termes E p+q 
2 

sont nuls si q < m — ¿ + 1. Il suffit de voir que les 

termes E 0,q 
2 sont nuls pour tout q. L'action de Qa;, sur Ext 9 

UMi (Q,UVi) provient 

d'une action de QXJ sur C g ( M j , UVi) définie en 8.3. 

( X Ì - f)(smi A • • • A s m r ) = Xi • f(smi A • • • A s m r ) 

(i) 
r 

-E 
j=1 

f(smi A • • • A mj] A • • • A s m r ) . 

Supposons que / soit un cocycle et que Xi • / soit nul en cohomologie. On a 

alors (xi • /) = dg. Décomposons f et g sous la forme / = ^2n>0 x " / n , g = 

1 n>0 xingn, / n , £ n G C{Mi,UMi) . Si a = <sm! A • • • A 3 m r , notons • a = 

E 
r 

7 = ] 
«mi A • • • A s [a;,-, m,] A • A smr . Posons 

s » = 
oo 

E 
i = 1 

0 n + i [(adxi)j-l(a)] , a 6 AsM,- . 

L'action étant nilpotente, g'n(ot) est un élément bien défini. 

Posons g' = J2^Lo x?9n- Un simple calcul utilisant (1) montre que dg' = f . 

Il en résulte que E x t q x . ( Q , E x t j } M . ( Q , UVi)) = 0 et donc par convergence de 

la suite spectrale que 

depth Mi < m — i . 

Corollaire 1. Soit L une algèbre de Lie graduée de type fini et de profondeur 

finie. Si tous les éléments de L sont de Engel, alors L est nilpotente. 

Ce corollaire généralise aux algèbres de Lie infinies le théorème classique de 

Engel. 

148 



CROISSANCE DES IDÉAUX DE nm(ïlX) <g> Q 

Corollaire 2 . Soit X un espace hyperbolique 1-connexe de type fini, de caté­

gorie < m.Si I est un idéal de TT*(QX) ® Q et si a i , . . . , a m sont m éléments 

linéairement indépendants de / p a i r > M existe un fi dans I et i < m tel que 

(adaiYtf) # 0 , Vp . 

E x e m p l e l . ( D . Anick) : Considérons l'espace 

X = S 3 
a 

V S 3 b 
V S 3 

c u 
U'i 

e 8 U 
W2 

e 
8 
, 

wx = [a, [a, 6]], u>2 = [a,[a,c]] . 

alors a agit de façon localement nilpotente sur IÏ+(Q,X) (g) Q . a n'appartient cepen­

dant pas au radical de 7r*(0X) ® Q car l'idéal engendré par a est de dimension 

infinie. 

E x e m p l e 2 . Considérons l'espace 

X = S 3 
a v s g] 

b 1/ 
tu 

e 8 
, 

w = [a, [a, 6]]. 

alors a agit de nouveau de manière localement nilpotente sur nJÇlX) (g) Q . 

E x e m p l e 3.([40]) Considrons l'espace X coformel (7.3.) associé à l'algèbre de 

Lie quotient de l'algèbre de Lie libre engendrée par deux éléments a et 6 de degré 2 

par l'idéal engendré par les relations [a, [a, [a, b]]] et [b, [6, [a, b]]]. Tous les éléments 

de 7 r p a i r ( J Y " ) <g) Q sont des éléments de Engel. La catégorie de X est donc infime. 

Cette algèbre de Lie est apparue la première fois dans un travail de D.Anick ([5]) 

sur l'irrationnalité de certaines séries de Poincaré d'espaces de lacets. 

1 2 . 2 . - Idéaux nilpotents. 

T h é o r è m e 1 2 . 2 . Soit X un espace 1-connexe de type fini de catégorie < m 

et I un idéal de 7r+(QX) (g) Q . Les conditions suivantes sont équivalentes 

(1)1 est de dimension finie ; 

(2) i" est nilpotent ; 

(3) / est résoluble ; 

(4) Toute sous-algèbre de L finiment engendrée est de dimension finie ; 

(5) Les entiers k(n) = 
2 n - l 

V 

p = n ppair 

dimLp sont bornés. 

R e m a r q u e : Comme le théorème 12.1., ceci résulte d'un énoncé similaire sur 

les algèbres de Lie de profondeur finie. 
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m L'équivalence des énoncés 1, 2 et 3 résulte du §11.4. (1) (4) et (1) => (5) 

sont évidents. 

(4) (5) . Si les entiers k(n) n'étaient pas bornés, on choisirait p avec k(p) > 

m. Par 12.1,il existe des éléments a et fi avec (ada)p(fi) ^ 0 Vp. Mais, dans ce 

cas, a et [a, fi] engendrent une sous-algèbre de dimension infinie. 

(5) =$> (3). Supposons les entiers k(n) majorés par M et i" non résoluble. Dans 

ce cas, la suite 

/ D J [ i ] D / [ 2 p . . . D / W D . . . 

n'est pas stationnaire. Prenons n et p avec 2 n > 4.2PM et 2P > 4M + 6. 

Comme l j n ] ^ 0, il existe 2 n éléments dans i", a c i , . . . , e n 7̂  0 indexés par les suites 

£ i , £ 2 > • • • >£n où £, = 0 ,1 , ainsi que des éléments aCl,...,e,- ^ 0, 1 < j < n vérifiant 

a : qe1,...,ej = [ae1,...,ej,0, ae1,...,e, 1]. 

b : [a0,fio] ^ 0 dans J [ n] . 

Supposons que |ao| < \fio\- H existe alors un réarrangement 7 i , . . . , 7 2 n - i des 

éléments ojo,e2,...,€n tel ° i u e ^ e s éléments 

7 j = [ 7 j j 7 i - i [ - - . [ 7 i ^ ] . . - ] 

soient non nuls. 

Si au moins 2M -f 4 éléments parmi les 7* sont de degrés impairs, alors au 

moins M -f 2 7^ sont de degrés pairs, et au moins M H- 1 ont un degré vérifiant 

|B| < |yj| < 2|B|-1, 

ce qui contredit (5). 

Dans le cas contraire, au plus 2 M -h 3 éléments extraits des c*oe 2 . . .e„ sont 

de degrés impairs. Considérons les éléments a 0 ,e 2 , . . . ,e . Ils sont 2P 1 . Comme 

2P 1 > 2M + 3, nécessairement l'un d'entre eux est formé à partir d'éléments 

&0e2,...,£pep+i...en pairs. Supposons alors que 

|ûfof«2l...,«„o| < |«0,e 2,...,e p,l | , 

et posons 7 = c*o,e2,...,ffp,i- H existe alors une suite de 2 n p 1 éléments ji de la 

forme c*o )€ 2,...,e p,o,£p + 2,...,£ n telle Q 1 1 6 ^ e s éléments 

[ 7 j [ 7 i - i [ . - - [ 7 i , 7 ] . . - ] 

soient non nuls. Pour j < 2n p 1 , ces éléments ont un degré pair compris entre 

| 7 | et 2 | 7 | - 1. Comme 2 n _ p _ 1 - 1 > 2 M , on a obtenu une contradiction à (5). • 
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1 2 . 3 . - Détec t ion des crochets de W h i t e h e a d . 

Le but de ce paragraphe est la démonstration du théorème suivant ([35]). 

T h é o r è m e 12.3. Soit X un c.w. complexe 1-connexe de type fini vérifiant 

cat (X) < m. Si pour un entier n, dimir2n(ftX) ® Q > m + 1, alors np(ÇlX) (g) Q 

contient un crochet de Whitehead pour p < (4ra 4* l )m. 

• Notons ( A Z , c?) le modèle minimal de X. Quitte à quotienter par l'idéal en­

gendré par Z - 2 n , nous pouvons supposer que Z = Z > 2 n . Notons a j j , . . . , xm+i 

(m + 1) éléments linéairement indépendants de Z 2 n + 1 . 

[Ils existent car dim7r 2 n(ilX") (g) Q > m + 1] . 

Formons l'a.d.g.c. ( A Z (g) AU, D) où U est l'espace vectoriel engendré par les 

éléments u0 et u r > s , r > 1, 1 < s < m, |u r ,s | = m(2n + 1) + 2n(r -f 1). 

DUQ = X\ . . . z m + i , 

Dur)3 = x s u r - i i S , r > 0 . 

La projection canonique p : ( A Z , d) —» ( A Z / A > m Z , c?) s'étend à ( A Z (g) AU,D) en 

posant p(uo) = p(w r ? a ) = 0 , r > 0. Comme cat (X) < m, ( A Z , c?) est un rétracte 

du modèle minimal de (AZIA>mZ, d). Il existe donc un morphisme p : (AZ (g) 

AU,D) —> ( A Z , d) étendant l'identité sur A Z . Notons z 0 = p(u 0 ) et z r y S = p(urf3). 

Supposons que w*(ÇlX) (g) Q ne contienne pas de crochet pour * < (An + l )m, 

alors c?2^r,s = 0 pour r < m — 1. Montrons par récurrence sur i que nous pouvons 

supposer 

Zm-i-i.s e A ^ i + 1 Z , 0 < i < m - 1 . 

Ceci est clairement vrai pour i = 0. Supposons que cela soit vrai pour un i 

donné et considérons 2 m - i - ( x + i ) > s = z m - i ) S . Décomposons : z m - i i 3 = v s + w s , 

v s e A < i + 2 z , w s e A^+ 2 z . 

Comme dzm-i-i}S = xsZm-i,s, on a 

= 0 , 

et donc vs — x s - v's , 

On remplace alors la suite Zj)S par la suite z'^3 définie par : 

z'j,s = zj,s si 0 < j < m — 1 , j ^ m — i , m — i — 1 ; 

Zm-i,3 — w s ; 

Z'm-i-l,s = zm-i-l,s + dv's ; 
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et la thèse est satisfaite pour j = i + 1. Il en résulte que z\iS G A - m * Z . 

Décomposons ZQ SOUS la forme ZQ = VQ + WQ avec vo € A < m Z et WQ £ A - m Z . 

On a cfoo = x i , . . . , xm_|_i. Comme ¿2^1,« = 0, on a xsvQ = 0, 1 < s < m et donc 

v 0 = x i , . . . , x m - a ce qui est absurde. 

R e m a r q u e : Le théorème 12.3. n'a pas de pendant direct dans les algèbres 

de Lie graduées de profondeur finie. En effet, soit L\ une algèbre de Lie abélienne 

à deux générateurs x et y, avec x de degré pair et y de degré impair, alors (Voir 

paragraphe 13) l'algèbre de Lie L(z,t) * L\ est toujours de profondeur un. 

1 2 . 4 . - cato et eo» 

1 2 . 4 . 1 . Construction d'un espace X vérifiant cat 0 X = 0 0 et e0(X) = 2. [36]. 

L'espace X est obtenu comme réalisation géométrique d'une a.d.g.c. minimale 

( A Z , d ) . 

Posons ZQ = ZQ un espace vectoriel de dimension n > 3 concentré en degré 

p. On définit inductivement des espaces vectoriels gradués Z r , r > 0, et une 

différentielle d de bidegré ( 1 , - 1 ) sur A Z | par : 

d(Z0) = 0 , 

Z f = ( A 3 Z 0 ) P + 1 . 

d est choisi de manière à induire un isomorphisme Z\ —> ( A 3 Z o ) p + 1 . 

Supposons avoir défini A(Z<r,d). Comme d : Z? -> (A 3 Z)^1J , la longueur 

des mots dans A Z < r munit H(AZ<rid) d'une troisième graduation 

Hps(A(E<r),d) = oq>0Ha,p-q(A(Z<r), d). 

Z r + i et d : Zr+i —> ( A 3 ( Z < r ) ) r sont alors choisis de telle manière que d induise 

un isomorphisme 

zp

r+1±H3

r<>-HHz<r),d). 

On pose finalement Z = |Jr>o Ceci fournit une a.d.g.c. à différentielle pure­

ment cubique ( A Z , d). On note X la réalisation géométrique de ( A Z , d). 

T h é o r è m e , cato X = oo et e0(X) = 2. 

• (1) eo(X) = 2. On a par l'hypothèse i 7 3 , * ( A Z , d) = 0. Il reste à montrer 

que Hp,*(AZ,d) = 0, p > 4. Pour ceci, fixons une base xi,X2,.-. de Z avec 
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\xi\ < |xt*_|_i|. Soit (A «Z, d) l'a.d.g.c. obtenue en quotientant ( A Z , c?) par l'idéal 

A + ( a ; i , . . . yXi-i) et définissons la condition CJ par : 

Œ : Hp>q(A jZ,d) = 0 si p > 3 et p + q < r . 

Montrons 
( a ) q = * q + 1 . 

(b) ( C J , V i > 2 ) ^ C [ + 1 . 

Le résultat s'en déduira. 

(a) CJ => C J + 1 . Notons d et d les différentielles induites dans A jZ et 

A ( j+ i )Z . Si y? 6 (Ap ( J + 1 ) Z ) * , s < r, p > 3 est un d-cocycle alors dtp — XjQ. Il 

y a deux cas a envisager : si le degré de Xj est pair, la relation 0 = dz<p = Xjdiî 

implique dQ = 0, mais ft € (Ap+XjZ)*'^*1 et en vertu de CJ, ft = dT et 

d(</? — XjT) = 0. Mais y? — XjT G ( A p j Z ) * et une seconde application de Cj donne 

(p — XjT = dtp d ou (p = dtp. 

Si le degré de Xj est impair, de d(xjQ) = 0, on tire dQ, — XjQ\ et une suite 

d'éléments de A j Z , ft = ft0,fti,..., ftj avec dft, = X j f t j + i . 

En particulier |ft| > |fti| > . . . et donc pour un certain é, ftj+i = 0. Il s'en 

suit que dft, = 0 d'où (CJ), ft, = dT{ et donc c?(ftj_i -f ZjT, ) = 0. Une nouvelle 

application de Cj donne Qi-i + XjTi = dTi-i et c?(ft,_2 + XjTi-i) = 0, ainsi de 

suite. On trouve finalement dtp = (p -f SjPo, d'où <p = dtp. 

(b) ( C J , V j > 2 ) ^ c r + 1 . 

Soit G ( A p Z ) r _ , _ 1 un cocycle, p > 4. Il faut montrer que est un cobord. 

Pour i assez grand, (j) se projette sur zéro dans A t Z . Il suffit donc de montrer 

que si <j> se projette sur un cobord dans A ( t + 1 ) Z , il se projette sur un cobord dans 

A j Z . Notons d et d les différentielles dans A j Z et A ( j + 1 ) Z et tp et xp' les images 

de </> respectivement dans A , Z et A (,_|_1)Z. Alors tp' — dT. 

Remplaçons é par é — dT. On a tb = XiQ. 

Si \x{ \ est pair, on a alors dQ, = 0. En appliquant CJ, on obtient ft = dT et 

tl> = fer). 
Si est impair, nous trouvons ft = fto,fti,... avec dQk = XiQk-i. Pour 

des raisons de degré, il existe un entier + 1 avec ft*+i = 0. Les ftj sont tous de 

degré > r, nous concluons par le même raisonnement que ft = dT + a^T'. Alors 

^ = XiQ = -d(xiT) . 
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(2) d i m T T . ( X ) ® Q = oo. 

En effet, autrement (§5), on aurait d i m 7 r i m p a i r ( ^ ) ® Q < ^o(X) < 2. Or si 

p est impair, d im7Ti m p a j r (X) (g) Q > d i m Z j > 3 . Et si p est pair, on a l'inégalité 

: d i m 7 r i m p a i r ( X ) (g) Q > dim 2^ > 4. 

(3) cato X = oo. 

Comme d2 = 0, Lx = ?r*(fìX) 0 Q est une algèbre de Lie abélienne. Si 

la catégorie de X était finie, Lx serait contenue dans son radical et serait de 

dimension finie (§11.4), ceci est absurde par (2). • 

R e m a r q u e : l'espace X peut être décrit comme suit : notons X0 un bouquet 

de n sphères S P . X \ désigne la cofibration X Q V ^ e 2 / où les cellules e 2 / sont 

introduites pour tuer l'espace vectoriel des crochets de Whitehead K2p-i(Xo). Plus 

généralement, l'espace X est obtenu par induction de telle sorte que l'algèbre de 

Lie TT+(ÇIX) (g) Q soit abélienne. 

Les Séries. 

On vérifie par induction que 

Z = 0 g > o ^ + g ( 2 p - 1 } , 

H*(AZ,d) = HPO(AZ,d) O O q>0 H2p+q(2p-1)(AZ,d). 

Posons aq = d i m Z ' + r t 2 * - 1 ) et /3g = dim j E f 2 p + 9 ( 2 p _ 1 ) ( X ; Q ) . En utilisant les 

séries de Koszul-Poincaré, on obtient l'identité 

n 
q>0 

(1 - ( - i y T 2 q + 1 ) ( - 1 ) q a < = 1 + (âimHP)tp + E 
g>0 

{-l)*PqT
2*+2 . 

1 2 . 4 . 2 . - Construction d lin GSpâCG Ji. m de catégorie m vérifiant eo(Xm) = 2. 

Dans la construction 12.4.1., fixons p = 2n + 1, dimZg = m et posons Xm le 

[(m—l)(4n-fl)+1]-squelette de X dans une décomposition homologique minimale. 

T h é o r è m e . Si m > 2, cat 0(-X"m) = m, eo(Xm) = 2. 

La cohomologie réduite de Xm est concentrée en m degrés différents : 

p,2p,2p + ( 2 p - l ) , 2 p + 2 ( 2 p - l ) , . . . , 2 p + ( m - 2 ) ( 2 p - l ) = (4n + l ) ( m - 1) + 1 . 

Il en résulte que c a t o ( X m ) < m. D'autre part, si c a t o ( X m ) < m — 1, comme 

d i m 7 r 2 „ ( n X m ) (g) Q > m, irp(Q,X) (g) Q contriendrait un crochet de Whitehead non 
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nul pour p < (An + — 1) [th. 12.1]. Or, par construction, l'algèbre de Lie est 

abélienne jusqu'en degré (m — l)(4n + 1) -f 1. On a donc cato(-Xm) = m. 

Posons k = (m — l ) (4n -h 1) -h 1 et ( A Z , d) le modèle minimal de X. Notons i" 

l'idéal I = (AZ)>k 0 S avec S un supplémentaire des cocycles dans (AZ)k. I est 

un idéal différentiel et l'algèbre quotient (AZ/l,d) a même modèle minimal que 

Xm. Il en résulte clairement que e 0(«X"m) < 2 . 

1 2 . 4 . 3 . - Construction d'espaces Y et YM vérifiant en plus depth H*(£l. ; Q ) = 1. 

On pose 

F = I V ( 5 3 V 5 3 ) , 

YM = XmV(S3VS3). 

Il est clair que cato(F) = oo, CQ(Y) = 2, cato(y m ) = m, eo (F m ) = 2. Il résultera 

du §13.2 que depth f f ^ O F ; Q ) = depth # . ( n y m ; Q ) = 1 . 
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1 3 - A L G E B R E S D E L I E D E P R O F O N D E U R U N . 

Dans ce paragraphe, nous restreignons notre étude aux algèbres de Lie de 

profondeur un et par voie de conséquence aux espace de catégorie inférieure ou 

égale à deux. 

1 3 . 1 . - A lgèbres de Lie de profondeur un. 

Propos i t ion 1 3 . 1 . 1 . Soit L une algèbre de Lie non résoluble de profondeur 

1. Alors L contient un idéal L\ de codimension finie telle que pour tout idéal L' 

de L contenu dans L\ Vaugmentation e : UL' —» Q induise une application non 

nulle 

E x t k L , ( Q , î t t ' ) - > E x t i , £ , ( Q L Q ) . 

• Considérons les algèbres de Lie quotients L / L > n . Si d im(L) p a i r < 1, alors 

L > n o est un idéal abélien et L est résoluble. Il en résulte que pour un certain 

n 0 , d i m ( L / L > n o ) p a i r > 2. Posons G = L / L > n o , on a donc Ext îUQ,UG) = 

Ext^(Q,Z7G) = 0, (th. 8.3.4). 

Par le lemme 1 suivant, il existe ni tel que la projection L —> L / L > n i induise 

un morphisme non nul 

Ext\,L(Q,UL) ^ E x t J , L ( Q , [ / ( L / L > n i ) ) . 

Posons n > m a x ( n 0 , n i ) et G = L / L > n . 

ExtuL>n(Q,UG) = UG comme l/G-module ; il en résulte que : 

E x t ^ Q ^ x t ^ t Q ^ G ) ) = 0 . 

La suite spectrale de Hochschild-Serre montre alors que la restriction induit une 

injection 

Ext\jL(Q,UG) 2J ExthL>n(Q,UG). 

Le composé «2^1 donne ainsi un morphisme a non nul 

a : ExthdWL) E x t i , L > 1 1 ( Q , P G ) . 
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Considérons alors le diagramme commutatif 

Ext}jL(Q,UL) — E x t ^ Q . t f G ) 

ExtJ;, (Q,UL) -L+ ExtJ,, (Q.t fG) . 

Il en résulte que 0 est non nul. 

Prenons des éléments ej dans UL représentant une base ej de UG. /9 a la 

forme d'un produit d'applications de restriction 

I l E*tüL>. (Q.I t t>«)* - E x t í ; i > n ( Q , Q ) e , . 

LO doit donc être non nulle. 

L e m m e 1. Soit M un UL-module gradué de type fini borné inférieurement 

M = ®p>rMp, alors 

(1) E x t ™ ( Q , M) S Horn ( T o r £ í (Q, Hom(M, Q)), Q ) 

(2) E x t ™ ( Q , M ) ^ l i m E x t ™ ( Q , M / M > r ) 

(1) M est de type fini et est donc isomorphe à son bidual gradué. Notons 

M" = H o m ( M , Q ) . 

Soit F, —• Q une résolution projective de Q comme [7X-modules. 

Hom( W £ ( Q , M " ) , Q ) Si H o m ( f f . ( F . ® U L M"), Q ) 

= H*(Eom(F. ®UL M " , Q ) ) = H*(EomUL(F.,M)) 

= E x t [ / L ( Q , M ) . 

(2) On a 

T o r ^ ( Q , M " ) S Torï^ Q , l i m ( M / M > r ) " 

^ l i m T o r ^ ( Q , ( M / M > r ) « ' ) 

(2) se déduit alors de (1). 

T h é o r è m e 1 3 . 1 . 2 . Soit L une algèbre de Lie non résoluble de profondeur 1, 

alors L contient un élément de degré pair x tel que} pour tout autre élément y de 

Lpa.it, \y\ > \x\, L D L ( x , y ) . 
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Remarques. 

1) En particulier L contient une algèbre de Lie libre à deux générateurs. 

2) La démonstration présentée ici se base sur les démonstrations faites dans 

[18] et dans [38]. 

3) Nous osons conjecturer que £ > | x | = ^(x) * L\ * désignant l'opération 

produit libre. 

• Par la proposition 13.1.1., L contient un idéal de Lie L\ de codimension finie 

telle que la restriction 

u> : E x t ^ C Q , ^ ) ExtJ;t l(Q,Q) 

est non nulle. 

Soit ^ULxYj ^ eiUL^ei t / j ^ A Q une (t/L^-résolution 

minimale de Q avec {d(ej)} un système de générateurs de L\. Désignons par a un 

élément de Ext[/L l(Q, UL\) avec u>(a) ^ 0. a se représente par une application 

UL\-linéaire: 

fi^UL^ei^ULt , 

avec f(ei) un scalaire pour un certain i. Nous pouvons supposer / ( e i ) = 1. 

1er cas. x\ = d(e\) est de degré pair. Dans ce cas, montrons que pour tout y 

de ( jCi )p a i r , non multiple de x i , L\ D \t(x\,y). En effet, dans le cas contraire, il 

existe des éléments a et b non nuls de U ( - L i p a j r ) et une relation ax\ +by = 0. 

Appliquons / , on obtient a = —bf(y). En remplaçant a dans l'équation 

ax\ + by = 0, on obtient 

b[~f{y)xi + y) = 0 . 

6 ne pouvant pas être diviseur de zéro [6], on a y = f(y)x\. 

y et #1 étant primitifs, la seule possibilité est que f(y) soit une constante, 

absurde. 

2ème cas. x\ = d(ei) est de degré impair. Montrons, dans ce cas, que pour 

tout y de (£i)Pain non multiple de [a?i,a:i], on a L D L([zi,a?i],y). Supposons 

avoir une relation 

ax\ + by = 0 avec a,beU(Lipair) , 
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on applique / deux foix et l'on obtient 

a = -bf(y) . 

En remplaçant dans l'équation axi + by = 0, on obtient 

b[-f2(y)xl + y}=0. 

Ce qui, comme dans le premier cas, est absurde. 

1 3 . 2 , - B o u t s d'une algèbre de Lie . 

Le nombre de bouts d'une algèbre de Lie L, e(L), est défini par 

e(L) = d i m Q E x t ^ Q , UL) . ([24]) 

T h é o r è m e 1 3 . 2 . 1 (Fel'dman, [24]). Si L = L p a i r , alors e(L) G { 0 , 1 , oo} et 

e(L) = 1 si et seulement si d i m L p a j r = 1. 

Si L est résoluble, le résultat découle du lemme 11.1. Supposons L non 

résoluble et e(L) > 0. La courte suite exacte 

0 — U+L UL A Q - * 0 

montre que E x t ^ L ( Q , UL) est isomorphe à l'espace vectoriel quotient 

H O I Ï 1 { / L ( Î 7 + L , UL)/UL où g dans UL désigne l'application fg : U*L —• UL définie 

par fg(x) = xg. 

Munissons UL de la filtration primitive Fp : 

L = F 1 c F 2 C . . . C F n C . . . 

Si y G UL, nous appellerons deg y l'entier minimum n tel que y G Fn et y* 

l'élément correspondant de Fn/Fn-i C gr ( l / X ) . 

Soit a un élément non nul de E x t [ ; L ( Q , Î7L). Cet élément admet diverses 

représentations par des éléments / dans rlomuL(U+L, UL). Si x G L, posons 

n ( x , a ) = m i n { d e g / ( x ) | / G a } . 

n{x,a) > 0 ssi f(x) ^ 0 pour tout / dans a. 
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Il existe un x avec n(x, a) > 0. En effet, autrement, il existerait pour chaque 

x de I un élément a x dans U L avec 

f(x) = xax . 

Fixons un petit x. On peut supposer f(x) = 0. Soit y un élément de L linéairement 

indépendant de x. Si l'algèbre de Lie engendrée par a: et y n'est pas libre, alors il 

existe a et b dans UL avec ax + by = 0. Appliquons / , on obtient 

bycty — 0 . 

UL ne contenant pas de diviseur de zéro, on a oty = 0 et / ( y ) = 0. 

Si l'algèbre de Lie engendrée par a; et y est libre, écrivons 

f[x,y] = [x,y]a[Xty] , 

ceci donne xy(ay — a [ I > y ] ) = yxa^x^ ce qui fournit oj[ x > y] = ay = 0 et donc 

f(y) = o. 

Prenons x avec n(x,a) = p > 0, on a alors a; / (/a;)* dans gr UL, car 

autrement on aurait f(x) = x • À + avec deg 0(x) = p — 1, ce qui montre que 

n(x,a) = p — 1, absurde. 

Posons r = |a:| et définissons 

/ ? : L > r - ExtJ,L(Q,17L) = HomUL(U+L,UL)/UL , 

par 0(y) (z) = / ( s ) • y. 

/? est injectif car autrement il existerait y avec f(z) • y = z • a pour tout z : 

on considère alors l'équation f(x)* - y — x • a* dans gv(UL). Comme x f /(a;)*, on 

a x = Ày, À G Q , ce qui est absurde. • 

Corol laire. Soit L une algèbre de Lie, L = LPÛt, e(L) = oo. Si L\ est un 

idéal de L, alors e(Li) = oo. 

• Par (11.1.2.) depth L\ < 1. II est impossible que dimLi = 1, car autrement 

L D Li x L[ et depth L>2 (11.1.3). 

La détection des algèbres de Lie de profondeur 1 est facilitée par le théorème 

suivant. 
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T h é o r è m e 1 3 . 2 . 2 ([24]). Soit L une algèbre de Lie et Lx un idéal propre 

avec {L/L\)VH\X ^ 0. Si L\ est finiment engendrée comme algèbre de Lie, alors 

E x t ^ ( Q ; t / L ) = 0. 

E x e m p l e : L = L(a, b)/[a, [a, [... [a, b]...], alors Ext 1 = 0, car l'idéal en­

gendré par b est finiment engendré comme algèbre de Lie. 

Soit Fm : . . . —• (ULi)i —• (ULi) A Q ime résolution de Q comme (UL\)-

modules. Dans ce cas, 

UL ® U L l F. : (UL)r -> DX i £ / (L /Zq) 

est une résolution de U(L/L\) par des £7L-modules. L'action de U(L/Li) sur 

E x t J / L l ( Q , ULx) provient de l'action de U(L/LX) sur UL ® U L l F. (§8.4). 

Soit q dans U(L/L\). Choisissons un représentant q de q dans UL. Si / G 

Homt/£,(î7jC, UL), alors 

(«•/)(«) = / ( « • « ) 

Si q G L et a. G L, on a donc 

(q • / ) ( « ) = / ( « • q) = ( - l ) H l î l / ( 9 • « ) + / ( [ « , ? ] ) 

= ( - l ) H I « ' i • / ( « ) + / ( [ « , « ] ) • 

Dans ce cas, on a un isomorphisme de î / (L/Li)-modules 

Bxt î , t l (Q, = Hom C / i „ ( i7 + L,£;L) /Hom [ ; i , 1 (CfL, t7I , ) , 

avec Vç 6 L/L\, a € L et / 6 H o m [ / L l ( C / + i , Î 7 L ) 

(q • / ) ( « ) = ( - l ) M I « l S . / ( * ) + / ( [ « , 

L'injection U~*~Li <—> U^L fournit un isomorphisme de Z7(L/Li)-modules 

H o m t 7 L l ( ^ + L , ^ L ) / H o n n 7 L l ( ^ , ^ ) 

KomULl(U+L1,UL)/RomULl(UL1,UL) . 

Comme L\ est finiment engendrée comme algèbre de Lie, U+L\ est un UL\-module 

finiment engendré. En conséquence, 

rlomULi(U+L1,UL) 
U(L/Lr) 

EomULl(U^LliUL1) ® U{LlL{) , 
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et, en particulier 

[llomuL^U+L^UL)) L/L1 = 0 . 

T h é o r è m e 1 3 . 2 . 3 . Si L = L\ * L2 avec âimUL\ = oo, alors e(L) = oo. 

Q admet une résolution comme UZr-module du type suivant : 

... ----> (OULri) O (OU Lsk) 
d 

(®ULei)®((BULfs) 
d 

UL-^Q 

avec d(rt) C (BU La) et d(sk) C (®ULfj). 

Soit a un élément non nul de UL. Définissons un morphisme 

g:(QULei)Q(®ULfj)-+UL, 

en posant g(e{) = 0 et g(fj) = d(fj) • a. 

On a clairement gd = 0. Cependant, y ne peut s'écrire /id pour h : UL —• Z7L 

car autrement il existerait un élément non nul 7 dans UL avec d(ej) - 7 = 0. 

Ceci est impossible car les seuls éléments de L diviseurs de zéro dans U L sont les 

éléments x de l'impair vérifiant [x,x] = 0, ([6]). 

1 3 . 2 . 4 . E x e m p l e s d'algèbres de Lie de profondeur un. 

1) L = ir+(QX) (g) Q , X = P°°(C) x (S3 V S3) ; ceci résulte immédiatement 

du théorème précédent. 

2) L = 7 r . ( n X ) (g) Q , 

I = ( 5 f l

3 x 5 ^ x 5 ] ) U [ a ) C ] e 6 . 

L = L(a, 6, c, d)/([a, c], [a, 6] - [c, c?]) . 

Une présentation de Q comme UL-module est, en effet, donnée par 

0 -> ULr'i 0 ULr2 

d 
ULâ 0 ULb 0 ULc®ULd -?>UL-UQ, 

d(â) = a , 9(6) = 6 , 0 (5 ) = c , ô(d) = d , 

9 ( r x ) = ac — ca , d(r2) = ab — ba — cd + de . 

Un élément non nul de HX(L,UL) est fourni par l'application 

(p : 0 0 ULc®ULd -+ t / £ , 

<p(a) = y>(c) = 0 , <p(d) = a , <p(b) = c . 
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3) Considérons l'espace project if quotient 
X = P ° ° ( C ) 

PN(C) 
D. Tanré montre dans 

([96]) l'existence d'une fibration 

V S " ' - > 
P ° ° ( C ) 

P » ( C ) 
poo 

Posons L = 7r*(Q,X) (g) Q . Il en résulte l'existence d'une suite exacte d'algèbres de 

Lie 

L ( x n + 2 , . . , a : 2 n + i ) —• L —• ( s n + i ) . 

Calculons la profondeur au moyen de la suite spectrale d'Hochschild-Serre. Le 

terme E2 est donné par : 

Ext p 
A ( x n + i ) 

( Q , E x t q 
T (x n +2, . - - , x 2n+l ) 

(Q,UL)) 

= Ex t p 
A ( x n + i ) 

( Q , E x t i 
T(x n +2,- - - ,X2n+l) ( Q , T ( X n + 2 , . . . , X 2 n + l ) ) ® A x n + i ) . 

Par 8.3.3. ceci est nul si p est différent de 0. Il en résulte que X est de profondeur 

un. 

1 3 . 3 . - Espaces de catégorie deux . 

Un espace X de catégorie rationnelle 1 a le type d'homotopie rationnelle d'un 

co — H-espace (§1) et donc d'un bouquet de sphères. On a donc dans ce cas 

T r . ( f ì X ) 0 Q £ L(sH*(Xi Q ) ) . 

Les espaces de catégorie rationnelle deux forment le premier type d'espaces non 

triviaux. Par [44], ils admettent une présentation sous forme de cofibre d'une 

application entre suspensions 

S i 
f 

S 2 —* X = C f . 

Notons alors Lx l'algèbre de Lie quotient ir^Çt^)/Irmr+ilf', on a : 

T h é o r è m e ([46]). Si 7r*(i2X) (g) Q ^ Lx alors i r * ( Q X ) ® Q contient un idéal 

lx vérifiant : 

(1) lx est une algèbre de Lie libre à au moins deux générateurs. 

(2) Le quotient 7r*(nX) (g) Q/lx ^ isomorphe à Lx-
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Si A est une algèbre graduée, notons A(i) sa série de Hilbert : 

A(t) = 
OO 

E 
n = u 

dim Ant
n . 

La série de Poincaré de H+(QX; Q ) et la série de Hilbert de ULx sont alors 

reliées par la relation 

H*(OX ; Q)(t)-1 = (l + t ) ( U L x ) ( t y 1 - t ( l -
H*(E1 ; Q)(t) 

t + 
Ä . ( E 2 ; Q ) ( * ) x 

w 

Par le théorème 11.3.1., les espaces de catégorie deux se décomposent en deux 

catégories 

1) les espaces X vérifiant depth H*(QX] Q ) = 1 et gldimH*(QX] Q ) > 2 . 

2) les espaces X vérifiant gl dim H+(ÇIX; Q ) = 2 . 

Première espèce : gl dim H*(Q,X] Q ) > 2 et depth H*(iïX] Q ) = 1. 

Dans ce cas, lx est une algèbre de Lie libre à au moins deux générateurs 

([46]). 

Seconde espèce : gl âimH*(QX; Q ) = 2. 

Dans ce cas, le modèle minimal de X, Mx est isomorphe à l'algèbre des 

cochaînes sur itJÇlX) (g) Q . 

Mx oo C * ( 7 r . ( f ì X ) ® Q ) . 

En particulier, H*(X;Q) = Ext ff.(!ÏX;Q) f Q , Q ) , on a, d'autre part, un isomor­

phisme 

H*(ÇIX; Q)^ULX . 

La structure de H*(ÇlX\ Q ) est régie par le théorème suivant de Bogvad. 

T h é o r è m e ([16]. 1) A contieni une algèbre tensorielle à deux générateurs. 

2) Soit L la sous-algèbre de Lie de 7 r* ( n X ) ® Q engendrée -par deux éléments 

a et b de degré pair, alors soit L est abélienne, soit UL contient une algèbre 

tensorielle à deux générateurs. 

Corollaire. Soit X un espace de catégorie rationnelle deux, alors soit X est 

elliptique, soit 2f*(fLX';Q) contient une algèbre tensorielle à deux générateurs. 
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1 3 . 4 . - E x e m p l e s . 

Le propos du présent paragraphe est de donner une liste d'espaces intéressant 

à différents égards. 

1) D. Anick [4]. 

X = S2

aWS¡Ua e6 Ufi e 6 , 

avec a = [a, [a, [a, 6]]], p = [6, [6, [a, b]]] . 

• Lx est une algebre de Lie de dimension r n en degré n avec r n = 2—cos(r i7r /2) . 

• La série de Poincaré de H*(QX; Q ) n'est pas rationnelle. 

2) J.M. Lemaire [74]. 

X = (S3

a V S¡) x (5 C

3 V 52) V S¡ U a i cj U « 2 e* U t t 3 e* , 

ai = [a, e] - [d, e] , 

«2 = [&, e] - [d, e] , 

<*3 = [c, e] - [d, e] . 

X est un c.w. complexe fini, mais 7 r * ( 0 X ) (g) Q n'est pas finiment engendré. 

3) C. Lòfwall et J.E. Roos ([78]). 

X = ( V f = 1 5 ? ) U ( V ? = 1 e)) . 

Les applications d'attachement des 8 4-cellules sont respectivement [ 0 4 , ^ 4 ] , 

[ a 4 , a 2 - a 5 ] , [ a 4 , a 2 ] - [a i ,a 3 ] , [a i ,a 4 ] , [ a i , a 5 ] , [ a 2 , a 3 ] , [ a 2 , a 5 ] , [ a 3 , a 4 ] . 

• L'idéal I de Lx engendré par a 4 est abélien et de dimension infinie, 

I = ®¿>2Qe¿ , e 2 = a 4 , e n = [a 2 , e n _i ] . 

En particulier TT*(Q,X) (g) Q contient une sous-algèbre de Lie abélienne de 

dimension infinie. 

• On a une courte suite exacte 

0 -> L x - » L ( a i , a 2 ) 0 L ( a 3 , a 5 ) -> 0 . 

• La série de Poincaré de i f*(ŒX; Q ) est non rationnelle. 
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4) J. Backelin ([10]). 

Soit X un espace formel avec une cohomologie rationnelle H vérifiant 

H = iJP a i r = Q [ ^ i , . . . , xn]/I où I est un idéal engendré par des monômes. 

Il existe alors des algèbres de Lie L 1 , . . . , Lp et des courtes suites exactes 

L(Vi) L\ -> E , 

UVt) ^ L 2 ^ L X , 

... 

L(VP) ->LP-+ , 

avec Lp = 7r* (OX) (g) Q et E une algèbre de Lie de dimension finie. 

5) Goncharova ([52]). 

Notons L l'algèbre de Lie des champs de vecteurs polynomiaux sur R s'annu­

lant à l'ordre 1 en 0. L admet comme base les vecteurs e:- = X t + 1 , i > 1 

[ c i , C j ] = ( i ~i)ei+j • 

Plaçons e{ en degré 2i. L est une algèbre de Lie de présentation finie. 

d i m T o r f L ( Q , Q ) = 2 pour chaque i > 1. UL n'est pas rationnelle. 

6 D. Anick ([6]) and L. Avramov ([8]). 

Anick et Avramov construisent un c.w. complexe 1-connexe X avec 7 cellules 

de dimension 2 et 11 cellules de dimension 4 tel que Hm(ÇlX; Z ) a de la torsion 

pour chaque nombre premier p. D. Anick montre de plus que cette torsion 

est dans l'image de l'application de Hurewicz 7r*(ÇlX) —*• H*(ÇIX] Z ) . 
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1 4 . 1 . - Enoncé . 

Soit X un c w . complexe 1-connexe de catégorie finie. Les différents résultats 

obtenus sur la structure de 7r*(Q,X) (g) Q peuvent être résumés dans le théorème 

suivant. Notons pi = dim7ri(Q,X) (H) Q et Rx le rayon de convergence de la série 

E m a Alors : 

T h é o r è m e . Il y a 2 possibilités : soit E 
oo 
t = l Pi est finie (et X est appelé 

elliptique), soit E 
oo 
i = l Pi est infinie et, dans ce cas, la suite pi = E 

j<i Pj croît de 

manière exponentielle (X est alors appelé hyperbolique). 

Les espaces elliptiques et hyperboliques jouissent de propriétés différentes 

présentées dans le tableau ci-dessous. 

Cas elliptique. Cas hyperbolique. 

Croissance des pi 

L'espace X est de dimension finie n. 

Pi = 0 i > 2n - 1. 

Pimpair < Ppair < C a t ( X ) < 72 . 

La suite croît de manière exponen­

tielle : 

3c > 1 telle que Vp > 1 

p 

E i = 1 
Pi > c*> . 

Le rayon de convergence Rx 

R x > l . R x < l . 

Structure d'algèbre de Lie de n*(ÇlX) (8) Q 

7T*(OX) (g) Q est une algèbre de Lie 

nilpotente. 

• 7T^(QX) (g) Q est non résoluble. 

• Tout idéal résoluble est de dimen­

sion finie. 
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Conjecture Avramov-Félix : 

7 r # ( O X ) (g) Q contient une algèbre de 

Lie libre à deux générateurs. 

Structure de l'algèbre H*(ÇiX] Q ) 

H*(Q,X; Q ) est une algèbre noetheri-

enne. 

H*(Q,X; Q ) n'est jamais noetherien-

ne. 

Les espaces elliptiques X jouissent de propriétés plus spécifiques : 

i) E U 
î = l 

d i m # i ( X ; Q ) < 2 n . 

2) X(X) > 0 . 

3) H*(X] Q ) est une algèbre à dualité de Poincaré. 

Si un espace X de catégorie finie ne vérifie pas l'une de ces propriétés, alors 

X est nécessairement hyperbolique avec les conséquences que l'on connaît sur ses 

groupes d'homotopie. 

1 4 . 2 . - Variétés à courbure posit ive. 

Soit M une variété compacte connexe sans bord 1-connexe de dimension n 

Soit g une métrique sur M et B€ la boule euclidienne de rayon e dans R n . 

M est dit posséder une courbure sectionnelle positive si pour tout point m de 

M il existe e > 0 et une application differentiate / : Be —• M telle que : 

1) / induit un difféomorphisme entre B€ et la boule de M centrée en m de 

rayon e. 

2) Vx,y 6 B€ , d(f(x),f(y)) < d(x,y). 

Les variétés à courbure sectionnelle positive M ont été fortement étudiées. 

Différents auteurs ont formulé des conjectures à leur sujet. 

I - Conjecture de Hopf-Chern: 

X ( M ) > 0 et, 

X ( M ) > 0 ssi # * ( M ; Q ) = F P a i r ( M ; Q ) . 

170 



LA DICHOTOMIE 

II - Conjecture de Gromov: dimH*(M] Q ) < 2 n . 

[Dans [57], Gromov montre l'existence d'une constante C(n) telle que 

d i m # * ( M ; Q ) < C(n)] . 

III - Conjecture de Bott: d i m 7 r * ( M ) (g) Q < oo. 

Le théorème de dichotomie relie ces diverses conjectures 

III=>I + I I . 

1 4 . 3 . - U n e application géométr ique , Le prob lème des géodésiques 

fermées. 

Quelles sont les variétés riemanniennes M qui possèdent une infinité de géo­

désiques géométriquement distinctes? En 1969, Gromoll et Meyer réduisent ce 

problème à un problème de cohomologie. 

T h é o r è m e [56]. Si les nombres de Betti de l'espace des lacets libres M 5 * 

ne sont pas bornés, alors M possède une infinité de géodésiques géométriquement 

distinctes. 

Ce résultat fut utilisé en 1973 par D. Sullivan et M . Vigué-Poirrier. Avec les 

modèles minimaux, ils démontrèrent : 

T h é o r è m e [94]. Soit X un espace 1-connexe de type fini. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

1) La suite bi(Xsl) n'est pas bornée. 

2) J2i d i m 7 r 2 i + 1 ( X ) ( g ) Q > 2. 

3) i f * ( X ; Q ) ne peut pas être engendré par un seul générateur. 

Utilisant le théorème de dichotomie, K. Grove et S. Halperin ont généralisé 

ce théorème, en 1983, de la manière suivante : soit A une isométrie de M. Une 

géodésique c sur M est dite A-invariante si A(c(t)) = c(t + a) pour une constante 

a. 

Alors : 

T h é o r è m e [58]. Sur une variété riemannienne 1-connexe M vérifiant 

dim7r*(M)(g )Q = oo, toute isométrie A a une infinité de géodésiques A-invariantes 

géométriquement distinctes. 
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R e m a r q u e : Pour d'autres applications géométriques du théorème de dicho­

tomie, voir [45]. 

1 4 . 4 . - Les conjectures de M o o r e . 

Soit X un c.w. complexe fini 1-connexe et p un nombre premier. Si pour un 

certain fc, aucun ^i(X) ne contient Z / p * Z , alors X est dit avoir un exposant en 

P • 

X n'a pas d'exposant en p si, pour tout entier k, il existe un i avec 

Z / p * Z C 7Ti(X). 

Les conjectures de Moore s'énoncent alors comme suit : 

Conjectures ( M o o r e ) . 

1) Si X est un c.w. complexe fini 1-connexe, alors X est elliptique si et 

seulement si -Y a un exposant pour tous les nombres premiers p . 

2) Si X est un c.w. complexe fini 1-connexe, alors X est hyperbolique si et 

seulement, pour chaque premier p, X n'a pas d'exposant en p. 

Cette conjecture n'est résolue que pour très peu d'espaces : les sphères, les 

if-espaces finis, les bouquets de sphères... Pour un survey global, de bonnes 

références sont [85] et [89]. 

Pour les espaces elliptiques, un résultat partiel fut fourni par McGibbon et 

Wilkerson : 

T h é o r è m e [79]. Soit X un espace elliptique, alors : 

(1) X a un exposant pour presque tous les nombres premiers p. 

(2) Pour presque tout nombre premier p, Q.X est p-équivalent à un produit de 

sphères et d'espaces de lacets sur des sphères. 

Pour les espaces de catégorie 2, un autre résultat partiel fut donné par D. 

Anick : 

T h é o r è m e [5]. Soit X un espace 1-connexe de catégorie rationnelle deux; X 

est hyperbolique ssi pour presque tous les nombres premiers p, X n'a pas d'exposant 

en p. 
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Summary. 

The homotopy groups 7Cj(X) of a 1-connected finite space X are finitely 

generated abelian groups. They can be written : rc^X) =Zni + T i ? where Tj is a 
finite group. There are then exactly two possibilities, either all the nj except a 
finite number are zero, or there is an infinite sequence of nonzero n^ This 
naive dichotomy is fundamental and its description is the object of the text. 
If a space is elliptic, then its Euler-Poincaré characteristic is non negative and 
its cohomology satisfies Poincaré duality. Moreover, all the are zero for i 
greater or equal to two times the dimension of the space. 
On the other hand, if X is hyperbolic, then the sequence S i ^ i has an 
exponential growth. 
The graded rational vector space rc^QX)®© inherits a natural structure of 

graded Lie algebra. The fundamental theorem of the texts concerns its 
structure : In fact, the depth of this Lie algebra is less or equal to the category 
of the space. This fact leads us in a natural way to the study of graded Lie 
algebra of finite depth. We prove for instance that these Lie algebras are 
solvable if and only if they are finite dimensional. 
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