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INTRODUCTION

Les groupes d’homotopie m;(X) d’un c.w. complexe fini 1-connexe sont des

groupes abéliens finiment engendrés. Ils s’écrivent donc sous la forme
n(X)=2" o T;,

ou T; est un sous-groupe fini. n; est alors la dimension de l’espace vectoriel
(X)) ® Q.

Les c.w. complexes finis 1-connexes X se répartissent ainsi de maniére na-
turelle en deux classes distinctes : les elliptiques et les hyperboliques, les premiers

étant caractérisés par le fait que les entiers n; sont presque tous nuls. Cette di-

chotomie naive est fondamentale. Sa description est le sujet de ce texte.

Les espaces elliptiques et hyperboliques ont des propriétés trés différentes.
Etre elliptique est une condition trés forte. Nous verrons au paragraphe 5 que
la caractéristique d’Euler d’un espace elliptique est toujours positive ou nulle, et
que sa cohomologie satisfait & la dualité de Poincaré. De plus, si X est elliptique,
ona y,,dim7i(X) ® Q < 2cat(X), cat(X) désignant la catégorie de Lusternik-
Schnirelman (la définition est rappelée ci-dessous).

Les premiéres propriétés des espaces hyperboliques concernent le caractére

asymptotique de cette suite n;.

Théoréme 1. Si X est un c.w. compleze fini 1-conneze, hyperbolique, la

. r . .
suite Y ;_, n; a une croissance ezponentielle.

Rappelons de quoi il s’agit. On distingue différents types de croissance. Une
suite n; est dite & croissance polynomiale d’ordre d s'il existe des nombres positifs
cet d avec

n.<cr® Vr> 1.
La suite n; est dite a croissance exponentielle s’il existe un nombre réel ¢ > 1 avec
n.>c Vr>1.

La suite n; est dite & croissance intermédiaire dans les autres cas.

La dichotomie se précise : si X est elliptique, le groupe m;(X) est fini pour

presque tout ¢ ; si X est hyperbolique, X contient “beaucoup” d’homotopie.
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Pour chaque entier p, il existe un degré n tel que 7,(X) contient Z? ; la suite

i, dimm(X) ® Q a une croissance exponentielle.

Cette dichotomie s’étend aux espaces de catégorie (de Lusternik-
Schnirelmann) finie, et c’est 14 son cadre naturel. Un espace topologique X est
dit de catégorie inférieure ou égale a n si et seulement si X peut étre recouvert
par n + 1 ouverts contractiles dans X. Ainsi, par exemple, un C.W. complexe
1-connexe de dimension n est de catégorie inférieure ou égale & n. Introduit par
Lusternik et Schnirelmann dans le contexte du calcul des variations, cet invariant

numérique s’est avéré trés utile en analyse et en topologie.

De tels théoremes de dichotomie dans la croissance apparaissent aussi dans
d’autres domaines des mathématiques, et notamment en théorie des groupes. Si G
est un groupe engendré par g1, g2, - . , gn, tout élément g de G peut étre représenté
par un mot ¢{'g{? ... gz” ; Pentier |ay|+ - -+ |ap| est appelé la longueur du mot.
Par définition, la norme de g (relativement a g¢,...,9s) est la longueur minimale
des mots représentant g. On obtient ainsi une suite d’entiers b,, ou b, désigne
le nombre d’éléments de G de norme inférieure & n. La croissance de la suite
bn est appelée croissance du groupe. Posé en 1968 par Milnor, le probléme de la,
croissance des groupes a pour premier résultat marquant le théoréme de dichotomie
de Tits (1972) : “Tout sous-groupe finiment engendré d’un groupe de Lie connexe
a une croissance ou polynomiale, ou exponentielle”. Dés lors se pose le probléme
de V’existence d’un groupe & croissance intermédiaire. Il faut attendre jusqu’en
1983 (Grigorchuk) pour voir apparaitre le premier exemple de groupe finiment

engendré a croissance intermédiaire. Et aujourd’hui, le probleme de l’existence

d’un groupe de présentation finie & croissance intermédiaire est encore ouvert.

Pour démontrer le théoréme de dichotomie, nous utiliserons les modéles mini-
maux de Sullivan. Les modéles minimaux sont des objets algébriques déterminés a
isomorphisme prés par le type d’homotopie rationnelle des espaces. Introduits au
début des années 1970 a partir des travaux de Quillen et Sullivan, ils contiennent

tous les invariants homotopiques rationnels des espaces.

Rappelons qu'un espace 1l-connexe est dit rationnel si ses groupes
d’homotopie sont des Q -espaces vectoriels. A chaque espace topologique 1-
connexe X, on peut associer son rationalisé Xq. Il existe diverses constructions

de Xq; nous les rappellerons au paragraphe 2 : Xq est caractérisé a équivalence
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d’homotopie prés comme le seul espace rationnel Y pour lequel il existe une appli-
cation continue f : X — Y induisant un isomorphisme en cohomologie rationnelle.

Le type d’homotopie de Xq s’appelle le type d’homotopie rationnelle de X.

Un des problémes a l'origine de I’homotopie rationnelle était d’associer de
maniére fonctorielle, & chaque espace X, une algebre différentielle graduée com-
mutative dont la cohomologie soit isomorphe & la cohomologie rationnelle de X.
Déja en 1950, Cartan ([23]) construisait pour chaque espace homogéne une algébre
différentielle graduée commutative libre de méme cohomologie que X. En 1955,
Thom ([97]) posait le probléme d’associer & chaque C.W. complexe une algébre de
cochaines commutatives. C’est Quillen ([86]) en 1969, qui le premier établit une
équivalence de catégories entre la catégorie homotopique des espaces rationnels
connexes et simplement connexes et une catégorie algébrique, celle des algebres de

Lie différentielles graduées, 1-réduites.

Associant & chaque espace X ’algébre différentielle des formes P.L. sur X, Sul-
livan ([93]) généralise le foncteur formes sur une variété et met au point une théorie
fructueuse en établissant lui-aussi une équivalence de catégories entre la catégorie
homotopique des espaces rationnels 1-connexes de type fini et la catégorie des Q
-algébres différentielles graduées commutatives 1-connexes de type fini. Il associe
alors a chaque espace X son modéle minimal : C’est une algébre différentielle
graduée commutative (AZ,d), AZ désignant le produit tensoriel de I’algébre exté-
rieure sur Z¥™P%iT par ’algébre symétrique sur ZP%". La cohomologie rationnelle
de X, H*(X;Q), et ’espace vectoriel d’homotopie rationnelle 7.(X) ® Q sont
respectivement isomorphes & H*(AZ,d) et Hom (Z, Q).

Pendant les années 75-80, I’homotopie rationnelle a développé et raffiné ses
modeles. C’est en 1977 qu'Halperin a. écrit la premiére version de Lectures on
minimal models ([60]). Cette époque est marquée par un intérét particulier pour
la formalité des espaces : Un espace X est dit formel s’il existe un morphisme
d’algebres différentielles graduées du modéle minimal de X vers (H*(X; Q),0) in-
duisant un isomorphisme en cohomologie. Le but est clair: Si un espace X est
formel, tous les invariants homotopiques rationnels de X s’obtiennent en fonc-
tion de H*(X;Q). On a ainsi par exemple un isomorphisme H,.(Q2X,Q) =
Tor® (XQ)(Q, Q). Dans ([25]), Deligne, Griffiths, Morgan et Sullivan montrent
que les variétés Kahleriennes compactes 1-connexes sont formelles. Différents au-

teurs construisent des théories d’obstruction & la formalité ([63],[28]).
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La premiére application des modéles minimaux fut la preuve par Sullivan et
Vigué de 'existence d’une infinité de géodésiques fermées géométriquement dis-
tinctes sur toute variété M dont la cohomologie rationnelle n’est pas engendrée
par un seul générateur. Celle-ci a été suivie par le théoréme de Allday-Halperin :
“si un tore T agit librement dans un espace homogene G/H, alors dimT <
rang G — rang H”. C’est en étudiant ce probléme en 1976 que Halperin a trouvé

les premiéres propriétés des espaces elliptiques.

L’intérét de l’homotopie rationnelle pour la catégorie de Lusternik-
Schnirelmann date de 1979 ([77],[30]). La catégorie joue en fait un réle primordial
en homotopie rationnelle, grace au théoreme suivant (le “mappping theorem”) : Si
f: X > Y est une application continue et si T.(f)@Q : T (X)®Q — 7 (Y)®Q
est injective, alors cat(Xq) < cat(Yq). Ce théoréme est en fait & la base de la

croissance exponentielle.

Avec la cohomologie rationnelle, un invariant trés important est 1’algebre de
Lie graduée Lx = m,(2X) ® Q. Rappelons-en briévement la définition (§7):
Si a et B sont deux éléments homogénes de Lx, leur crochet [a, ] est défini
comme suit : Représentons a et 3 par des applications continues f : S? — QX et
g:S7 — QX, et considérons I'application h : S? x S¢ — QX définie & homotopie
prés par

h(z,y) = f(z).9(y)-f(z) " .9(y) 7"

Comme la restriction de h a S? V S? est homotopiquement triviale, h induit une
application quotient SP*?7 ~ SP A §7 — QX dont la classe d’homotopie représente
le crochet [a,B]. L’algébre de Lie Lx joue pour les espaces 1-connexes un role
analogue & celui joué par le groupe fondamental m;(X) pour. un espace asphérique
*. Par exemple, si X est 1-connexe, H.(2X;Q) = ULx et si X est asphérique,
H.(2X;Q) = Qm(X)].

Quelles sont les conditions imposées a une algebre de Lie graduée pour étre
lalgebre de Lie d’homotopie d’une variété compacte, d'un C.W. complexe fini,
d’un C.W. complexe de catégorie finie ? La premiére réponse a cette question

tient compte de la dichotomie précédente.

* La correspondance n’est évidemment pas parfaite : un espace asphérique est entiérement défini
par son groupe fondamental, et deux espaces 1-connexes différents peuvent avoir méme algébre de Lie

d’homotopie.



INTRODUCTION

Théoréme 2. Si X est elliptique, l'algébre de Lie Lx est nilpotente et
Valgebre H,(QX;Q) est noetherienne.

Si X est hyperbolique, la réunion de tous les idéauz résolubles de Lx est
un idéal de dimension finie. En particulier, Lx n’est pas résoluble. De méme,

H.(QX;Q) n’est pas noetherienne.

Ce théoréme est une illustration de la dichotomie ; d’autres résultats plus
précis se trouvent dans le texte (§11, 12). Pour la plupart ils se déduisent d’un
passage topologie-algebre reliant la L.S. catégorie de X a la profondeur de son

algebre de Lie Lx.

Rappelons que la profondeur d’une algebre de Lie L est le plus petit entier n
tel que Ext{;;(Q,UL) # 0. Si Exty;;(Q,UL) = 0, on pose prof(L) = co. Si L est
une algébre de Lie classique de dimension finie, alors prof(L) = dim L. La liaison

entre cet invariant et cat X s’énonce comme suit :

Théoréme 3. Si X est un espace 1-conneze ¢ nombres de Betti finis, alors

prof(Lx) < cat X .

Les problémes de structure de Lx sont ainsi ramenés a 1’étude des propriétés
des algebres de Lie graduées de type fini et de profondeur finie. Par exemple,
I’étude des espaces X de catégorie deux se réduit a celle des algebres de Lie de
profondeur inférieure ou égale a deux. On retrouve par exemple le théoréme de
Bogvad : si X est hyperbolique et si cat X = 2, alors H.(Q2X; Q) contient une

algebre tensorielle sur deux générateurs.

A la fin du paragraphe 14, nous résumons les propriétés de Lx, mettons en
évidence les applications a la géométrie et présentons les conjectures de Moore,

montrant ainsi que la dicholomie dépasse le cadre rationnel.

Dans ce texte, nous avons voulu nous concentrer sur la dichotomie rationnelle.
Les théorémes présentés dépassent en réalité trés souvent le cadre des espaces

rationnels. Ainsi, le théoréme 3 se généralise a tout corps k de maniere naturelle :

Théoréme 4 ([33]) Si X est un espace 1-conneze & nombres de Betti finis,

alors

prof(H (X ; k)) < cat X .
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Il en résulte en particulier que tout idéal de Hopf résoluble de H,(QX;k) a
un gradué associé de la forme k[z1,z2,...,2,] ® E avec E abélien de dimension
finie et n < cat X.

Une analogie trés étroite entre ’homotopie rationnelle et la théorie coho-
mologique des anneaux locaux nous a permis d’y définir une dichotomie similaire
avec d’une part les intersections complétes et d’autre part les anneaux A qui ne le
sont pas ([35]). En particulier, la série 3, dimTor‘:(k, k) a une croissance poly-

nomiale dans le premier cas et exponentielle dans le second.

Une grande partie de mes contributions originales au sujet présenté ici est
due a une collaboration avec S. Halperin, J.M. Lemaire et J.C. Thomas. Cette

collaboration m’a beaucoup apporté et je leur en suis reconnaissant.

Je tiens a remercier Madame R. Bérat et Madame C. Evrard du secrétariat
scientifique de 'U.F.R. de Mathématiques de 1’Université des Sciences et Tech-
niques de Lille Flandres Artois pour le soin et ’attention apportés a la dactylo-

graphie de ce texte.

Je remercie également D. Tanré et J.C. Thomas d’avoir bien voulu relire ce

texte. Leurs remarques et suggestions m’ont été trés précieuses.
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1 - DEFINITION DE LA CATEGORIE
DE LUSTERNIK-SCHNIRELMANN.

1.1. - Généralités.

La catégorie de Lusternik-Schnirelmann d’un espace X est un entier noté
cat(X) défini par : cat(X) < n si et seulement si X peut étre recouvert par (n+1)

ouverts contractiles dans X. L’entier cat(X) est un invariant homotopique.

En approche directe, la détermination de cat(X) est malaisée. On a cepen-
dant, de fagon évidente :

Lemme 1.1. cat(X) = 0 si et seulement si X est contractile.

Lemme 1.2. 5i Cy désigne le conede f : X — Y, alors cat(Cy) < cat(Y)+1.

Une premiére estimation de cat(X) par la topologie algébrique est fournie par
la nilpotence de l’algebre de cohomologie réduite de X a coefficients dans ’anneau
A, I}*(X; A). Si R est un anneau, posons nil R = inf{n|R"*! =0} .

Lemme 1.3. cat(X) > nil H*(X; A).
m  Démonstration du lemme 1.3. (Par ex. [69]). Si U est contractile dans

X, linjection u : U — X est une application homotopiquement triviale. Le

morphisme induit en cohomologie

u*: H*(X; A) — H*(U; A)
est trivial. Le morphisme de restriction

r: HY(X,U; A) —» H*(X; A)

est donc surjectif. Considérons un recouvrement ouvert Uy, Us,..., U,y de X
formé d’ouverts contractiles dans X. Si z1,22,...,Zn+1 sont des éléments de
I;I*(X;A), on considere y; € H*(X, U;; A) avec ri(yi) = z;.

Le cup produit y; ...y,41 appartient & H*(X,U; UU2 U...UUp4;;4) . Ce
dernier groupe est nul car Uy UU; U...U Upq1 = X, et, par suite, le produit

T1y...,Tpt1 €st nul. n

Les progrés décisifs dans ’estimation de la L.S. catégorie s’appuient sur les
interprétations de Whitehead ([99]) et Ganea ([12]) que nous développons dans les
§1.2. et 1.3. suivants.

1
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1.2. - Les bouquets garnis.

Soit X un espace topologique pointé avec point de base noté *. Nous ap-
pellerons bouquet garni de n copies de X (en anglais “fat wedge”) le sous-espace
T*(X)de X" =X x X x...x X (n fois) consistant des n-uples (z,z2,...,Zn)

avec au moins un z; égal a * .

Proposition 1.2 ([99], [12]). cat(X) < n ssi Uapplication diagonale Ax :
X — X"t se factorise & homotopie prés par T"H1(X) .

X —» b Gany

N,/

Tn+1 (X)
Corollaire 1. cat(X) <1 si et seulement si X est un co-H-espace.

Corollaire 2 ([69], prop. 5.1). Si X est (r—1)-conneze, r > 1, de dimension
p, alors cat(X) <p/r .

m  On peut supposer X (r — 1)-réduit. En supposant X"*! muni de la struc-
ture cellulaire produit, 77+!(X) est un sous-complexe de X"+! contenant le

(((n 4+ 1) - r) — 1)-squelette de X™*!. Si p < (n + 1)r, lapplication diagonale
X — X"+ ge factorise par T™*!(X). Il en résulte que cat(X) < p/r. ]

1.3. - La construction de Ganea.

Notons A™~! le (n — 1)-simplexe standard

T={(t1,..,ta) ERM [£; 20 et Y t;=

i=1
Les opérateurs face aj : A"™2 — A1/ 1 < j < n— 1, sont définis par
aj(tl,...,tn_l) = (tl,...,t,-_l,O,tj,...,t,._l) . Le joint Al * A2 *...0% An de
n espaces topologiques pointés (A;,*), (Az,*),...,(An,*) est alors défini par
(A; x...x Ap) x A™?

b

Al*Ag* *An—

~

ou pour tout j

— .

((a1y---,ajy- .-, an),;(t)) ~ ~ ((@1y .- ey *yenny@n)yt) .

12
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Ay x...% A, est 'ensemble des “barycentres”
tiay +t2a2 + - +tpan,

ot t; >0, Y t; =1, le tout soumis a la condition : Y i, tia; = Y ., tia; si pour

1=1"

chaque ¢ soit t; =t} soit a; = *.

Le joint de 2 espaces X *Y est homéomorphe & (X x CY)Uxxy (CX x Y).
L’homéomorphisme ¢ : (X x CY)Uxxy (CX xY) = X Y est défini par

pa ) =(-Fa+zy  (HYECY,
@) =ga+1-2y (a1 €CX,
avec CX = X x [0,1]/X x {0}.

Soit A un espace. Le joint itéré (n — 1) fois de l’espace A avec lui-méme est

noté *A . Notons pij = A' » A" 1 < j <i < n, Vapplication définie par
p;j(al,...,a,') = (al,...,&j,...,a,-) .

On a alors :

"A= Ulggs,.Ai x A ’

avec (a,a;(t)) ~ (pij(a),t) ,a € A .
Posons QX = {(a,7r), r € R3¢ et a:[0,r] = X| a(0) = a(r) = *} .

Notons J, = * QX . La composition & droite par un lacet définit une action

de QX sur J,
Jn X QX - Jp,

(X _tiging) = Y _tigig -

Désignons alors par QX P(n — 1) ’espace des orbites pour cette action. Nous
obtenons une fibration QX — J, — QX P(n — 1) représentée par une application

classifiante

QXP(n-1)"3 BOX ~X.

13
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Convertissons p,—; en une fibration, nous obtenons un diagramme de fibrations
kn

QX=J, — Ja N Jn E— Jnt1
l | | |
QXP0O0) —— QXP(1) — -+ QXP(n—-1) —— QXP(n)
L

Remarquons que J, est normalement inclus dans J,41. Lorsque n tend vers 'infini,

J(00) = UpJy est contractile ([81]). Il en résulte des équivalences d’homotopie

QXP(co) X BOAX X .
Proposition 1.3.1. ([48]). cat(X) < n si et seulement si la fibration p, :
QXP(n) — X a une section homotopique.

Pour augmenter notre intuition sur les applications p,, nous en donnons main-

tenant une autre description.

Considérons la fibration en espaces de lacets de base X :
ox HEX & X,

ou EX = {(a,r),r € Rypeta:[{0,r] = X, a(0) =*} ; p(a) = o(r) .

Formons le diagramme

QX F F F
j,i Jil li; li"
EX i-) El L} Ez M E ——’En+l

\\//

ou 1) j, : E, — En4q désigne la cofibre de iy,.
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2) Comme gni, est ’application constante, g, se factorise & homotopie prés

par E, 41, ceci définit gp41.

3) Fpy1 désigne la fibre homotopique de gny1.

Proposition 1.3.2. Les fibrations Fy, 23 E, 5 X et Joy1 — QXP(n) 23

ont méme type d’homotopie.

B SiY est un H-espace pointé agissant librement a droite sur X, on peut re-
garder I'espace X des orbites pour cette action. L’injection naturelle k : X — XY
définie par k(z) = 1z + 0 - * induit par passage au quotient un morphisme
k:X - X *Y. La suite

x2xhx%y
est une cofibration. Il suffit de voir que X Y est homéomorphe & Cj, la cofibre
homotopique de p. Cp = (X x [0,1])) U X/ ~ avec (z,0) ~ et (z,1) ~ p(z).

Définissons 6§ : C, — X *Y en posant
0(z,t) = [tz + (1 —t)+], zeX,
0(z) = k(2), zeX.

@ est clairement un homéomorphisme.

Appliquons ceci & la construction des espaces QX P(n). Les suites
Int1 — QXP(TL) — QXP(TL + 1)

sont alors des cofibrations. Ceci permet de définir par récurrence sur n des mor-

phismes ¢, : E, — QX P(n) induisant des isomorphismes en homologie. [ ]

La construction de Ganea est, de plus, reliée a celle des bouquets garnis. Dans
[49], Gilbert montre en effet I’existence d’une somme amalgamée homotopique

QXP(n) — X

l |+
ToH(X) — X7

L’existence d’une section homotopique de p, est donc équivalente 3 celle d’une
factorisation homotopique de A & travers T"*1(X). Ceci démontre la proposition
1.3.

15
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Dans le méme texte ([49]), Gilbert montre que les injections (1x)" x A :

X! — X"*2 induisent par image inverse les morphismes :

QXP(n) » QXP(n—1).

1.4. - La suite spectrale de Milnor-Moore et ’invariant e de Toomer.

La L.S. catégorie d’un espace X est un invariante homotopique difficile &

appréhender. L’inégalité (Lemme 1.3)
nil H*(X; A) < cat(X)
donne une premiére approximation de cat(X). La construction des espaces

QX P(n) va en fournir une autre.

Soit k un corps, la filtration de X & QX P(oo) par les sous-espaces X, =
QX P(n) fournit une suite spectrale E; , convergeant vers H.(X;k). Elle peut

étre décrite comme suit. Notons
i Hppo(Xp, Xp—r) = Hpyg(Xpgr—1,Xp-1)
Ip.q i Hpq(Xp) = Hpio(X)

les homomorphismes induits par les inclusions.

Désignons par :
9: Hp+q(Xp+r—lv Xp—l) - Hp+q—l(-Xp—laXp—r—1) )

I’homomorphisme bord du triple (Xp4r—1, Xp—1,Xp—r—1) . Alors

E; ,=1Imagede:.
Ey, = Image de Jp‘q/Image de Jp—1,g+41 -
d"=0|E;

'

Avec les notations introduites en 1.3, on a en particulier :
B}, = Hpyo(Jp; k) = [@”H.(QX; k)], pour ¢>0.

Pour mieux comprendre cette suite spectrale, il est utile de remarquer qu’elle
est isomorphe & la suite spectrale de la bar construction appliquée a ’algebre
différentielle graduée C.(QX; k) .

16
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Bar construction. Si (A4,d4) est une algébre différentielle graduée connexe
(Ao = k) avec d4 de degré —1, on note B(A) (resp. B(A)) la bar construction
(resp. la bar construction réduite) sur A.

Posons A = @p>04p, (s4)p = Ap_; et (sA)®P = sA®...®s4, p fois. Comme
coalgebre, B(A) = T(sA) = @r>o(sA)®*.

n—1

A1 ®...0va) =) (11®...00) ® (vp41 ® ... @ vp).
p=1
On note usuellement [ay]. .. |ax] pour sa; ® -+ - ® sa;. La différentielle d sur B(A)

est alors définie par d = dg + dr,
de(fa]...|ax]) == > (-1)"a]...|asar41] ... ax],
1<r<k

k

di(aa]...Jax]) = = D (-1)"CV(ay|...|daail ... ax] ,

=1
n(r) =3I, deg(a;)] + r. Bidegré [a1]...|ax] = (k, Y |ai| — 1) . dg et dr sont de
bidegrés respectifs (—1,0) et (0,—1).
On définit alors B(A) : B(A) = A ® B(A). Le bidegré de a ® ¢ est défini
comme étant (0, |a|) + bidegré ¢ . B(A) posséde une différentielle d définie par

d(a® [ay]...ax]) =da(a) ® [a1]. .. |ax] + (—1)98@a @ dla,]. . . |ax]
+(~1)9¢8@ aq; @ [ay]. . . |ax] -
B(A) est un A-module libre différentiel acyclique et la projection naturelle e ® 1 :
B(A) — B(A) induit un isomorphisme bigradué

H.(B(A),d) 2 H,(k®4 (A® B(4)),1®d) .

H,(B(A),d) est, par conséquent, isomorphe & ’espace vectoriel gradué Tor?(k, k) .
Les sous-espaces B(A); = ®i_,A®* forment une filtration de B(A) et induisent
une suite spectrale convergeant vers Hy(B(A)). L’isomorphisme

H,(B(A),d;) = B(H,(A)) induit les isomorphismes :

E' = H.(B(A),d;) = B(H.(4)) .
E? = H(B(H.(A)),dg) = TorW(k, k) .

17
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Cette suite spectrale s’appelle suite spectrale de Milnor-Moore associée & 1’algebre
différentielle graduée (A,d4) .

Lien entre la Bar construction et la construction de Ganea.

Nous désignerons par C.(2X;k) ’espace vectoriel engendré par les cubes
singuliers normalisés de X avec sommets au point de base. (Normalisés signifi-
ant modulo les cubes singuliers dégénérés de QX) . Il est bien connu ([2]) que

C.(QX; k) est une algebre différentielle graduée connexe.

Théoréme 1.4.([51], th. 3.3). La suite spectrale obtenue en filtrant QX P(oc0)
par les sous-espaces QX P(n) est isomorphe d partir du terme E' 4 la suite spec-
trale de Milnor-Moore associée d C (X k) .

m  Posons A = C.(Q2X; k) . Construisons un morphisme de A-module différentiel
#: B(A) = Cu(Jooi k)
préservant les filtrations, c’est-a-dire vérifiant :
p(A® B(A)) C Cu(Jita; k) -
On en déduira par passage au quotient un morphisme de complexes :

i+ B(4) - C.(@XP(c0) k),
avec E(B(A);) C Cu(QX P(i); k) .

On construit p par récurrence sur ¢ . Pour ¢ = 0, pu est simplement l'identité

A = C.(QX; k) ; supposons avoir construit un morphisme de A-modules,
pi: A® B(A)i = Cu(Jit1s k)

induisant un isomorphisme en homologie. Le complexe fi,-.,.l =AQ® B(A),- +kQ®
B(A)it1 est acyclique et le morphisme J;4; — Jit2 homotopiquement trivial ; il

en résulte que y; s’étend en un morphisme de complexes
fii t Aip - Cu(Jigi k),

que l'on peut étendre & nouveau par la structure de A-module de C.(Ji42;k) en
un morphisme
pit1 : A® B(A)ip1 — Cu(Jiga; k) .
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1l s’ensuit que i induit un isomorphisme
fi: H(B(A)is1, B(A):) = H (A,-H, A® B(A);) > H(QXP(i +1), QX P(i); k) .

Le lemme des 5 montre alors que p;4; induit un isomorphisme en homologie. =
Invariant ¢ de Toomer.

Si k est un corps et X un espace, on peut définir un entier ex(X). Il s’appelle
invariant de Toomer ou longueur de Moore de X. Il est défini comme le supremum

des entiers [ tel que Ep; # 0 dans la suite spectrale de Milnor-Moore [98].

Il résulte clairement de la description précédente de Ef; que ex(X) < n siet

seulement si le morphisme H,(2X P(n);k) (2n)- H,(X;k) est surjectif. Comme
cat(X) est le plus petit entier n tel que la projection p,, : E, — X ait une section,

ona:
Proposition 1.4. ex(X) < cat (X) pour tout corps k.

Le lemme 1.2 montre que cat (X P(n)) = cat (E,) < n et donc
nil fI*(En; k) < n . Il en résulte que :

nil H*(X; k) < ex(X) < cat(X) .

Nous noterons eg(X) l'entier ex(X) défini pour k = Q.
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2 - ESPACES RATIONNELS ET MODELES MINIMAUX.

2.1. - Rationalisation d’un espace.

On peut concevoir le théoréme suivant de Serre ([90]) comme point de départ

de '’homotopie rationnelle.

Théoréme. Soit f: X — Y une application continue entre c.w. complezes
1-connezes de type fini. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :
(1) m(f)®Q:7m(X)®Q — m(Y) ® Q est un isomorphisme.
(2) Huo(f;Q): Hu(X;Q) — Hu(Y; Q) est un isomorphisme.

Un espace X 1l-connexe est dit rationnel si ses groupes d’homotopie sont
des Q-espaces vectoriels, ou, de fagon équivalente, si ses groupes d’homologie a

coefficients entiers sont des Q-espaces vectoriels.

f: X — Xo est dite une rationalisation de X si X est un espace rationnel et
7.(f) ® Q un isomorphisme. Par exemple, si n > 2, K(G,n) - K(G ® Q,n) est

une rationalisation.

Tout c.w. complexe 1-connexe admet une rationalisation, unique a équivalence

d’homotopie pres, que 1’on peut construire de diverses fagons :

Construction cellulaire : Si S™ désigne la n-sphére usuelle, choisissons pour
chaque entier p > 2 une application p : S® — S™ de degré p et définissons la sphére

rationnelle (S™), comme étant le télescope infini construit a partir de la suite

X2 x3

s" > S™ — S" — ...

S

L’inclusion de S™ dans la sphére de gauche localise ’homologie. On a donc
H.((5™)0;Z) 2 H.(5% Q).
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Si maintenant X est un c.w. complexe 1-réduit, on peut construire une ratio-

nalisation g : X — X par récurrence sur le squelette de X :
XPcx®c...cx™cx® ...
Supposons avoir construit g, : X(™ — (X)), . Notons :
@: V8" - x|
Papplication d’attachement des (n + 1)-cellules de X . ¢ induit une application
wo: V(5™)o — (X("))o s

dont nous noterons la cofibre par (X (""'1)) o - 9n s’étend alors a homotopie pres
en un morphisme g,;; = Xt —»(X ("'H))o induisant un isomorphisme en

cohomologie rationnelle.

Construction par tour de Postnikov.

Tout espace X 1-connexe admet une tour de fibrations dite tour de Postnikov
.—)Xn.'.] ﬂ:tl X"?—,; ...... .X3 —*Xz,

jouissant des propriétés suivantes:

(1) X est la limite homotopique inverse de ce diagramme;

(2) les fibrations p,, sont des fibrations image réciproque des fibrations universelles
K(mp(X),n) 2 QK(mp(X),n+ 1) = EK(mn(X),n + 1) = K(ma(X),n + 1)

au moyen d’applications continues f,, : X413 — K(ma(X),n+1).

En particulier (1) fournit des applications continues g, : X — X, vérifiant

Pngn ~ gn—1 €t Ti(gn) est un isomorphisme pour * <n .

Si X, £3 Y, est une rationalisation, ’application composée
Xo "8 K(mpia (X),n +2) = K(mas2(X) © Q0 +2)

se factorise & homotopie pres par par Y,,. En prenant ’image inverse de la fibration
en espaces de lacets de base K(mp+1(X)® Q,n+2), on obtient alors une fibration

Yor1 BY,.

22



ESPACES RATIONNELS ET MODELES MINIMAUX

Par définition des espaces X,, on a un morphisme ¢n41 : Xp41 — Y4y vérifiant
@nPn+1 = PnPn - Les longues suites exactes d’homotopie des fibrations entrainent

que @41 est une rationalisation.

Localisation par télescope.

Supposons que ’espace X posséde un ensemble dénombrable d’endomorphis-
mes ¢;, ¢ > 1 satisfaisant aux conditions suivantes
(1) les morphismes H.(p;; Q) sont des isomorphismes ;
(2)Vg>2,Vz e ﬁ*(X;Z), 3 > 1 et y dans I;r,.(X; Z) avec pi(z) =qy .

Dans ce cas, on obtient (comme pour S?) la rationalisation de X en prenant

le télescope infini
X8x8x-...
(X)o est la limite homotopique de ce diagramme.
Malheureusement, pareille famille d’endomorphismes n’existe pas toujours.

Dans ([14]), Body et Sullivan ont donné une condition nécessaire et suffisante

a leur existence (voir aussi [88]).

Localisation par les P.L. formes.

Dans ([93]), Sullivan définit les foncteurs P.L. (piecewise linear) formes, Apr,
et réalisation géométrique, (—), entre la catégorie des c.w. complexes 1-connexes de
type fini et celle des algebres différentielles graduées commutatives cohomologique-

ment connexes de type fini ADGC

Apr

I C.W. complexes | - | A.D.G.C. l
(=)

Si X est 1-connexe, de type fini, alors X 2 (ApL (X)) ([93], [20]).

Localisation des groupes.

Un groupe G est dit local si Vn > 1, Papplication z — z", z € G, est bijective.
Le localisé d’un groupe G est un groupe local H muni d’un morphisme e : G — H
satisfaisant aux conditions:
(1) Ker e est formé des éléments de torsion de G ;
(2)VheH,3geGetn>1avech®=g.
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Si G est abélien, la loi du groupe peut s’écrire additivement et G se localise
group

par le morphisme de rationalisation
G-oGi=G®Q.

Tout groupe nilpotent se localise ([67]). Ceci peut se faire de 2 maniéres, soit par
récurrence sur l'indice de nilpotence de G ([67], chapitre I) soit en passant aux

anneaux de groupe ([86]). Rappelons cette derniére construction :

Complétion de Maléev ([86]) : Soit G un groupe nilpotent. Son anneau
de groupe a coefficients rationnels Q[G] est une algebre de Hopf contenant G dans

ses éléments de groupe. On compléte Q[G] pour la filtration I-adique, I = kere

e: QG- Q, D aigi— ) ai.
Notons Q[G’] l'algébre de Hopf compléte ainsi obtenue. On pose alors Gy =
g(@[G]), G désignant le foncteur éléments de groupe. Désignons par P le foncteur

élément primitif. Les foncteurs exponentielle et logarithme

log

G(QIG) — P(QIG))

exp

sont alors des isomorphismes inverses 'un de 1'autre.

Nous noterons Lg algbre de Lie log(Gy) = P(Q[G]) . Lg est une algebre
de Lie nilpotente et admet par le théoréme d’Ado une représentation fidéle formée
de matrices nilpotentes. En prenant I’exponentielle, on obtient un isomorphisme

entre Gy et un groupe de matrices unipotentes.

Espaces nilpotents

Un espace X est dit nilpotent si son groupe fondamental 7;(X) est un groupe
nilpotent opérant de fagon nilpotente sur les 7;(X), ¢ > 2 . Tout espace nilpotent

se localise. Plus précisément :

Théoréme ([67], chapitre II). Si X est un c.w. compleze nilpotent de type
fini, alors il existe un morphisme f : X =Y tel que mu(f) : mu(X) — mu(Y') 30t

une localisation.

La premicre étape dans la construction du localisé consiste a localiser un

espace K(G;1), G nilpotent, c’est-a-dire a localiser le groupe nilpotent G.

Une fibration est dite nilpotente si sa base est une espace nilpotent dont le

groupe fondamental opére de fagon nilpotente sur la cohomologie de la fibre.
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2.2. - Rationalisation et catégorie.

Dans les espaces 1-connexes, le foncteur rationalisation commute aux produits
et aux bouquets garnis ; la définition de Whitehead de la L.S. catégorie montre
que

cat(Xo) < cat(X) .

Si X est 1-connexe, appelons catégorie rationnelle 'entier noté cato(X) et défini
par

cato(X) = cat(Xo) .

Tout espace de dimension finie n vérifie cat(X) < n et donc cato(X) < oo .
Dans les paragraphes ultérieurs, nous étudierons les conséquences de la propriété

catg(X) < oo sur ’homotopie de X.

2.3. - Modéles minimaux.

A.D.G.C.

Une algébre différentielle graduée commutative (en abrégé a.d.g.c.) est une
Q-algebre graduée A (A = @p>04?, le degré d’un élément z étant noté |z|)
commutative (dans le sens gradué : zy = (—1)#'¥ly.z), munie d’une différentielle

dy de degré +1,

4y =0,da(zy) = da(z) -y + (-)Flz - da(y).

(A,d4) est dite r-connexe si A =Qet A =0pour 1 <i<r.

La cohomologie de (A,d4) est par définition ’homologie de A pour la diffé-

rentielle d4 . C’est une algebre graduée commutative notée H*(A,d4) .
Si X est un espace vectoriel gradué connexe (X = @,50X"), on note AX
P’algebre graduée commutative libre sur X

AX = algsym(Xpalr) ® a‘lgext’(‘.X'll'l'll:)a.ll‘) .

Une a.d.g.c. (A4,d4) est dite minimale si A est libre (4 = AX) et si X admet une
base zo indexée par un ensemble bien ordonné A avec dzo € Agca(zp). Pareille
base s’appelle une K.S. (Koszul-Sullivan) base de X .

Si X est 1-connexe (X! = 0), alors (AX,d) est minimale si et seulement si d
est décomposable : d(X) C A2?*(X) .
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Soit (A,ds) une a.d.g.c. avec H°(A,ds) = Q. Supposons que chaque
H¥(A,d,) soit de dimension finie. Il existe alors une a.d.g.c. minimale (AX,d) et

un morphisme

p:(AX,d) = (A,da),
induisant un isomorphisme en cohomologie ([93]).

(AX,d) s’appelle le modéle minimal de (A,d4) . 1l est unique & isomorphisme

prés.

Nous appellerons désormais quasi-iso tout morphisme d’a.d.g.c. induisant un

isomorphisme en cohomologie.

K.S. modéle.
Soit f: (A,d4) — (B,dp) un morphisme d’a.d.g.c. ; supposons que
H°(A,d4) = H°(B,dg) = Q et que les H(A,d4), H'(B,dp) soient de dimension

finie, alors il existe un diagramme commutatif

(Ada) ——  (B,dn)

K K
(AX,d) —— (AX®AY,D) —— (AY,D),

tel que :

(1) ¢ est un modéle minimal de (4,d4),

(2) H*(%) est un iso.,

(3) 3 une base (y;) de Y indexée par un ensemble bien ordonné avec D(y;) €

AX ® AYq; .

Pareille extension s’appelle une K.S. extension de f ([60]). Elle est unique a

isomorphisme pres. La base (y;) de Y s’appelle K.S. base de (AY, D) .

Si (AX,d) est une a.d.g.c. libre (comme algébre graduée), nous pouvons
filtrer AX par les puissances de I'idéal d’augmentation, ceci définit une suite spec-
trale vérifiant Ey = (AX,dp), do(X) C X . Nous noterons Q(d) = dy, et ¥ un

supplémentaire dans X de kerd, . Décomposons X sous la forme

X = H'(X,Q(d) ¥ ® Q(d)(Y).
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L’idéal I engendré par Y et d(Y) est d-stable et Q(d) acyclique. Il est donc

acyclique. Ceci munit I’a.d.g.c. quotient
(AX,d)/I = A(H*(X,Q(d)))

d’une structure d’a.d.g.c. minimale.

K.S. modéle de la multiplication.

Soit (AZ,d) une a.d.g.c. minimale 1-connexe de type fini et p : (AZ,d) ®
(AZ,d) — (AZ,d) la multiplication.

Définissons 1’espace vectoriel gradué Z par ZP = ZP+! . Construisons, par
récurrence sur une K.S. base de (AZ,d), une différentielle D sur AZ ® AZ ® AZ

et un quasi-isomorphisme 3 rendant commutatif le diagramme

(AZ,d)
7 [w
(AZ,d)®(AZ,d) —— (AZ®AZ®AZ,D).
Nous voulons de plus que D(2) — 2@ 1+1®2€A2HZ D Z 0 Z) .

Pour le premier générateur z;, on pose D(Z;) =21 @1 —1Q® 2z et (z;)=0.

Supposons avoir défini ¢ et D pour 2,...,2, . Considérons
Yp 1 Ap=A(21,...,2p) ® A(21,. .4, 2p) @ A(Z1,. .., Zp) = Al21,...,2p) .

Filtrons Ap et A(z1,...,2,) par les puissances de I'idéal d’augmentation. Comme
E;(p) est un iso, ¥, est un quasi-iso. 1, étant en plus surjectif, ker 1, est un idéal
acyclique pour D et Q(D) . dzp4; ® 1 — 1 Q dzpyy est un cocycle décomposable

dans ker 1, c’est donc le cobord d’un élément décomposable « .
da = dzp+1 Q 1-1 ®d2’p+1 ) 1/),,(01) =0.

En conséquence,

zP+1 ®1—1®Zp+1 -«
est un cocycle de A,41, et 'on pose

D(Ep+1) = Zp+1 ®1-1 ® Zp41 — Q.
P(Zp41) =0.
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Homotopie dans A.D.G.C.

Soit (A,d4) une a.d.g.c. de modéle minimal (AX,d) % (4,ds) . Deux

morphismes d’a.d.g.c.
f?g : (A7dA) - (BvdB)

sont dits homotopes s’il existe un morphisme d’a.d.g.c.
H:(AX ® AX ® AX,D) — (B,dg),

avec H(z ® 1) = fp(z) et H(1® z) = gp(z) ([60],[20],[93]) .

Modéle minimal d’un morphisme.

Si f:(A,da) — (B,dpg) est un morphisme d’a.d.g.c., il existe un diagramme

commutatif & homotopie prés ou p et o sont deux modeéles minimaux ([93]).

(4,ds) —— (B,ds)

I I

(AZ,d) —— (AY,d')

g est alors appelé le modéle minimal de f. Une fois fixé p et o, il est unique a

isomorphisme preés.

Topologie et A.D.G.C.

Si X est un espace topologique connexe, le modéle minimal de l'a.d.g.c.
Apr(X) s’appelle le modéle minimal (de Sullivan) de X . On le note parfois
Mx ([93], [60], [11], [95], [20]) . Un espace X est dit de type fini si sa coho-
mologie rationnelle est un espace vectoriel gradué de type fini. La correspondance

X — M est excellente pour les espaces nilpotents de type fini :

Théoréme 2.3.1 ([3], [24]). Soit (AZ,d) le modéle minimal d’un espace
nilpotent X, de type fini, on a alors des isomorphismes
Z' = Lp,(x), ot Lg désigne Ualgébre de Lie associée au complété de Maliev du
groupe G ,
Z™ = Hom(ma(X), Q) n>2,
H™(AZ,d) 2 HYX;Q) .
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Théoréme 2.3.2 ([93]). Soient X etY deuz espaces nilpotents de type fini, de
modéle minimauz respectifs (AZ,d) et (AZ',d"), alors l’association modéle minimal

induit une bijection
[X01 K)] TOp = [(AZ') dl)1 (AZ’ d)]A.D.G.C.

[, ]e désignant les classes d’homotopie d’applications dans la catégorie C .

Théoréme 2.3.3 ([60], §20). Soit F L E L B une fibration nilpotente entre
espaces de type fini.

Considérons le diagramme commutatif en traits pleins
Api(B) 2o Apy(B) Apy(F)
Id’ Iw :9
(AZ,d) —— (AZ®AY,D) — (AY,D),

ot j est un K.S. modéle de p., alors il existe un quasi-iso 8 rendant commutatif

tout le diagramme.

Autrement dit, la donnée du modéle de p : E — B fournit le modele de F .

Plus généralement,

Théoréme 2.3.4 ([60], th. 20.6). i

E' — FE
[
B’ —f—> B

est un carré fibré entre espaces de type fini, (AZ,d) - (AZ ® AY,D) un K.S.
modéle de p et (AZ,d) — (AX,d') un modéle de f, alors,

(AX @ AY,D') = (AX,d') Qrz,4) (AZ ® AY, D)

est un modéle de E' .

La différentielle du modéle de Sullivan de X fournit la tour de Postnikov de

Xo . En effet :

29



Y. FELIX

Théoréme 2.3.5 ([93]). St K(Q,n) = X — X' est une fibration principale
d’invariant o : X' — K(Q,n + 1) avec Qa ~ 0, alors Mx = (M, ®Az,,d) ou

d(z,) est un cocycle de Mx représentant la classe o .

Exemple. Le modéle des espaces homogénes G/K, avec G un groupe de Lie

connexe compact et K un sous-groupe connexe fermé.

Dans ce cas, les espaces classifiants Bg et By sont 1-connexes. Un résultat
classique de Borel [19, théoréme 19.1] montre alors que H*(Bg) et H*(Bk) sont
des algébres de polynémes AQg et AQg . Il en résulte immédiatement que
(AQg,0) et (AQk,0) sont les modéles minimaux de Bg et By .

L’injection j : K — G induit un morphisme B; entre les espaces classifiants

Bj: BK — BG . On a alors un carré fibré homotopique :

G — G

o

G/K —— EG

L

Bj
BK —— BG,

ou G — EG — BG désigne la fibration universelle pour G . Une application du
théoréme 2.3.4 fournit alors le modéle de G/K .

Proposition 2.3.6.  Un modéle (non nécessairement minimal) de G/K
est donné par Ua.d.g.c. (AQx ® As™'Qg,D) avec D(Qk) = 0 et D(s7'z) =
(Bj)*(z) » TE QG .

2.4. - Homologie et cohomologie d’un espace rationnel.

Si X, est le rationalisé d’'un c.w. complexe fini 1-connexe X, on a par

construction

T (Xo) 2 m(X)® Q,

H.(X0;Z)= H(X;Q).
La structure de H*(Xo;Z) est par contre plus complexe. Prenons par exemple
X = S™ avec la structure cellulaire formée d’une cellule ¢y de dimension 0 et

d’une cellule e de dimension n .
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(S™)o = Xo admet alors une structure cellulaire avec une 0- cellule eq, une
infinité de cellules de dimension n (e;)i»1 et une infinité de cellules de dimension
n+1 (fi)i>1. L’homomorphisme bord du complexe des chaines cellulaires est
défini par Of; = €; — (1 + 1)eiyg -

@i>1Zf; Lt Di>12e; .
H*((S™)o; Z) est donc la cohomologie du complexe

O——»C":HZefiC"“:HZf,-*—»O,
i>1 i>1

6(2 aiel) = Z(ai = (i + Daig1)f7 -
Identifions C™ et C**! 4 tZ[[t]]. H™ et H™*! sont alors respectivement le noyau

et le conoyau de ’homomorphisme
tZ 8] > ¢z 1] -
§H=Ff-F [f' = dérivée de f] .
Lemme 2.4.1. H"*((S™)9;Z)=0.
m o Plongeons tZ[[t]] dans Q((t)) . ker §q est un espace vectoriel de dimension
1 engendré par (e’ — 1) .
keréq = Q(e! —1).
On a alors ker§ = ker§q NtZ[[t]] = 0. ]

Lemme 2.4.2. H"t1((8™);Z) est un groupe non nul sans torsion.

m  Pour voir que H™*! est non nul, il suffit d’exhiber un élément non nul, par
exemple ) o, t" =t/(1—-1).

L’équation f(t) = f'(t) +¢/(1 —t) n’a en effet pas de solution dans Z[t]] :
Les équations a, — (n+1)a,+1 = 1 montrent que a, # 0 pour n trés grand et que
lan| > nlant1]| . Il en résulte que |ai| > (n!)|an+1| pour tout n, ce qui est absurde.

H™*! n’a pas d’élément de torsion : soit g € tZ([t]] avecpg = f— f',p€ Z .
Ecrivons g = ), 5, bnt™ et f =3 5, a,t" . On a donc pb, = ap, — (n + 1)ap4;
pour tout n ce qui entraine :

ap =(n+1)apy; mod p,
ar = (n!/r!)a, modppour n>r.

Ceci entraine a, = 0Vr, et donc a, = pd, . Nous pouvons donc écrire g = f1 —(f1)'

avec fi =Y dnt" . ™
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3 - “LE MAPPING THEOREM?”.

3.1. - Le mapping theorem.

La catégorie rationnelle est un invariant homotopique. Sa force et son utilité
résident dans son comportement a 1’égard de certaines applications continues.

C’est le contenu du mapping theorem.

Théoréme 3.1.([30], [41]). Soit f : X — Y une application continue entre
espaces 1-connezes de type fini. Simu(f)RQ : T(X)R®Q — mu(Y)QQ est injectif,
alors cato(X) < cato(Y) .

La démonstration de ce théoréme repose sur les trois lemmes suivants :
Lemme 1. Soient X et Y deuz espaces connezes et soit
axHor Lr-LxLy,

la suite de fibrations homotopiques induite par une application f. Les propriétés
suivantes sont équivalentes

(1) i est homotopiquement trivial ;

(2) p a une section homotopique ;

(8) Qf admet une rétraction homotopique ;

(4) La fibration QX Hay B F est homotopiguement triviale.

Lemme 2. Soit F 5 E % B une fibration, si ¢ est homotopiqguement trivial,
alors cat(E) < cat(B) .

m  Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de B formé d’ouverts contractiles dans
B . Les inclusions p~1(U;) — E se factorisent & homotopie prés & travers F .
Comme i : F — FE est homotopiquement trivial, il en est de méme des inclusions
pH(Ui)—E. "

Lemme 3. §i X est un espace rationnel I-conneze, alors QX a le type

d’homotopie d’un produit faible d’espaces d’Eilenberg-MacLane.

m  Le théoréme de Milnor-Moore ([82]) affirme que 1’application de Hurewicz

induit un isomorphisme d’algebres de Lie

he 1 7 (QX) - PHL(2X;Q) .
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Choisissons pour chaque ¢ une rétraction r; de h;
ri : Hi(2X; Q) —» mi(QX) .

Chaque r; définit une classe de H!(QX;m;(2X)) correspondant & une application

continue

0 : QX — K(mi(2X),3),

induisant un isomorphisme sur les groupes d’homotopie en dimension :. Le produit

de ces applications ¢; induit donc une équivalence d’homotopie
ox 5[] K@«x),i).
i

Proposition 3.1.1. Soit f : X — Y une application continue entre espaces
connezes. Supposons que

1) m.(f) est injectif et scindé.

2) QY a le type d’homotopie d’un produit faible d’espaces d’Eilenberg-MacLane.
Alors QX a le type d’homotopie faitble d’un produst d’espaces d’Eilenberg-Mac-
Lane, et cat X <catY .

®  Si G est un groupe abélien gradué, G = ®;>2G, nous désignerons par K(G)
espace produit [[;5, K(Gi,i). Notons ¢ : QY — K(m(QY)) Iéquivalence

d’homotopie et p la rétraction de m,(f) . La composition
v:0x Hay & K(r.@v)) X2 K(r.(QX))
induit un isomorphisme sur les groupes d’homotopie. C’est donc une équivalence

d’homotopie. L’application ¢~! o K(p) o ¢ est un rétract homotopique de Qf.

Notons F % X la fibre homotopique de f . Par le lemme 1, i est homo-

topiquement trivial et par le lemme 2, cat X <catY . n

Le “mapping theorem” résulte alors directement de la proposition 1 combinée

avec le lemme 3.

Les hypotheses de la proposition 3.1.1. sont trés importantes. Les exemples

suivants le montrent :
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Exemple 1. (Illustrant 'importance de I'hypothése QY = produit d’espaces
d’Eilenberg-MacLane).

Notons p = §%® — K(Z,3) l'application continue définissant la classe fonda-
mentale de S° et par Sf la fibre homotopique de p . L’application S?a) 5 58
induit une application injective scindée sur les groupes d’homotopie mais Q5% n’est

pas un produit d’espaces d’Eilenberg-MacLane. Nous avons en fait cat(S5%) = 1 et

cat(Sé’3)) = oo car H*(S%);2/2) D (2/22Z)[b) .

En effet, considérons la suite spectrale de Serre a coefficients dans Z / 27 de

la fibration K(Z,2) — 5(33) - 53,
H*(K(Z,2);Z/2Z) = (Z/2Z)[a], degré(a)=2.

La seule différentielle non nulle est d3

4
a1l
0
3 \.) 3
a1l au
2
a 1 au
\
a au
x
+ + i
1 2 3

comme d3 est une différentielle d’algébre d3(a??*!) = a®Pu et d3(a®”) = 0, on a
donc :
H'(.S'(33); 2/22) = Az/zz(au) ®(Z2/22)[a?] .
Exemple 2. (Illustrant I'importance de I’hypothese ., f injectif scindé).
Considérons simplement p : K(Z,3) — K(Q,3). m.(p) est injectif et

QK(Q,3) = K(Q,2) est un produit d’espaces d’Eilenberg-MacLane ; on a cepen-
dant

cat(K(Z,3)) > nil H*(K(Z,3);Z/2Z) = .
cat(K(Q,3)) = cat(5) =1.

Remarque: Dans le “mapping theorem”, on ne peut pas remplacer caty(—) par

nil *(—; Q) . Considérons en effet I’application

X=8x5Ly=(s3vsiu,e®,
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avec w = [S3,[S3, 53] ot F(S2) = S2 et f(S°) = [S2, 53] ; clairement, m.(f) ® Q
est injective, nil ﬁ*(X; Q) =2et nil I;T*(Y; Q=1.

Les espaces topologiques 1-connexes X, avec un espace de lacets du méme type
d’homotopie qu'un produit d’espaces d’Eilenberg-MacLane, ne se rencontrent pas

tous les jours. Bien siir, les espaces rationnels, et les espaces “tames” ([41]) sont

de cette forme. Un c.w. complexe fini 1-connexe n’en est cependant jamais :

Proposition 3.2. Soit X un c.w. compleze fini 1-conneze. Si QX a le
type d’homotopie d’un produit d’espaces d’Eilenberg-MacLane, alors X a le type

d’homotopie d’un point.

m  Notons A, l'algébre de Steenrod mod p . Comme X est de dimension finie,
H.(X;Z/p) est quasi-borné. [Un A,-module H, est dit quasi-borné si chaque sous-
Ap-module de Hom(H,,Z/p) finiment engendré est de dimension finie ([72])]. 1l
en résulte ([72]) que H.(X;Z/p) est aussi quasi-borné.

Par hypothése, QX a le type d’homotopie d’un produit [];s, K(Gi,1) .
Comme X est de type fini, les groupes G; sont de type fini. Il s’en S:lit que pour
chaque 7 > 2 et chaque p, chaque sous-A,-module de type fini de
H*(K(G;,1);Z/p) est de dimension finie. Si G; # 0, ceci est en contradiction
avec les résultats classiques sur la cohomologie des K(m,n) ([22]). On a donc
G;i=0,Vi>2. n

3.2. - Les fibres de Postnikov d’un espace X.

Soit X un espace 1-connexe et

X

sa tour de Postnikov. Notons gn : X[ — X la fibre homotopique de fn. 7(gn)

est un iso pour r > n et 7r,(X[,,]) =0, r < n . D’autre part, les projections p,
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définissent la suite d’applications naturelles
Xint1) 28 X 25 . Xy D X S X,
et d’aprés le “mapping theorem”,
cato(X[n41)) < cato(Xn)) < cato(X) -

Les espaces X[y} s’appellent les fibres de Postnikov de X .

Définition. On appelle catégorie résiduelle de X, rcato(X), lentier
min cato(Xin)) -

Définition. On appelle longueur de Moore résiduelle de X, reo(X), lentier
défini par
reo(X) = mhinoo(:gg eo(Xpp))) -

On a clairement reg(X) < rcato(X) < cato(X) .

3.3. - Les groupes de Gottlieb de X.

Définition [53). Le p*™¢ groupe de Gottlieh de X, Go(X), est le sous-groupe
de mp(X) formé des éléments représentés par des applications o : SP — X telles

que le morphisme a Vid: SP VX — X s’étende a SP x X .

SPv X aVid

1 x
SPxX/a'

Exemples.
1) Si X est un H-espace, alors G,(X) = mp(X) ;
2) Si X =53V $3, alors G,(X) ® Q = 0, pour tout p .

Les éléments de Gp(X) sont appelés les éléments de Gottlieb. Un élément
de 7p(X) est appelé semi-Gottlieb s’il est représenté par une application continue
a : §? — X telle que le morphisme o V g, : §” V X[,_;) — X s’étende &

SP X X{p—1] - Les éléments semi-Gottlieb forment un groupe noté SG,(X). On a

Gp(X) CSGH(X) = Gp(X[p-1)) -
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3.3.1. Groupe de Gottlieb et classifiant des fibrations de fibre X .
Notons aut X le monoide des self-équivalences d’homotopie de X . L’évalua-
tion aut X <3 X induit un homomorphisme de groupes

mp(aut X, 1x) 2 m,(X) .

Il résulte des définitions que Gp(X) = image (ev), -

La fibration universelle pour les fibrations de base X est X — Baut *(X) —
Baut X. Elle a pour base le classifiant du monoide aut X ([53]). Le morphisme

de connection y est défini par 1’évaluation

QBaut X aut X 3 X .
Il en résulte que Gp(X) est Iimage du connectant de la suite exacte longue
d’homotopie de la fibration universelle.

Par définition de la fibration universelle, on a :

Corollaire. $i FF — E — B est une fibration alors § : my(B) — Tu—1(F) a

son image contenue dans G.—1(F) .

3.3.2. Fibration associée a un élément de Gottlieb.

Représentons 1’élément a de G,(X) par une application continue o : S? —
aut X respectant les points de base. Ceci fournit une application continue & :
SP+1 , Baut X .

Prenons la fibration image réciproque de la fibration universelle le long de &,

on obtient le diagramme commutatif

Qa
sP —— QSrtl aut X

id

E —— DBaut *X

Sgrtl ——, Baut X
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avec (&)|s» = @ . Comme 8 = ev(Qa), 'image du morphisme de connection
8 : mp41(SPH) — mp(X) est Za .

Théoréme 3.3 ([30]) *. Soit X un espace 1-conneze de type fini et de
catégorie finie n, alors

(a)Vi>1 Gi(X)®Q=0;

(b) £, dimQSGaiss (X) ® Q < n - re(X) .

En d’autres mots, les groupes G;(X ) sont de torsion & 1’exception d’un nombre
fini concentré en degrés impairs, ce nombre étant borné par la catégorie de X .

m  a) Supposons qu'il existe un élément a dans G;p(X) avec ga # 0, Vg > 0. Cet

élément définit une fibration
X - E - §%+1

Notons 8 le connectant de la fibration : 25271 % X . Comme m,(252P+)@Q =
Qe avec degré e = 2p et J(e) = a, m(0) ® Q est injectif.

D’autre part, (252P11), a le type d’homotopie de K(Q, 2p) et est de catégorie
infinie car H*(K(Q,2p)) = Q|u], degré u = 2p. Par le mapping theorem, on aurait
alors

00 = cato(QS?PT!) < cato(X) =n,

ce qui est absurde.

b) Soient a; : S™ — X, i =1,...,s des applications continues représentant s
éléments linéairement indépendants de SGimpair ® Q. Les applications

a; \/id: 8™ \/ X[,,] = X s’étendent en des applications continues

d;:SniXX[T'.]—)X, ri=n;—1.

* K. Hess a récemment montré que, si X est un espace l-connexe de type fini, alors
Cato(X X 52n+1) = Cato(X) + 1. A partir de ce résultat, la méme démonstration que ci-dessus
montre que

D dimgSGri41(X) ® Q < n — r cato(X)

i=1
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Ceci définit une application

s
a:(HS’"‘)xX[,]—>X r =max(ry, - ,Ts) ,
i=1
par
a(tla Tt 7tc,$) =a (tl’a2(t27&3(t3’ e ,&,(ts,z), o ))) .
Elle se restreint pour chaque m > r en
m : [J(5™) x (Xpmp) = X -
i=1

L’application localisée (é&m)o est alors injective sur les groupes d’homotopie

dés que m est plus grand que les n;. Comme eo(X X Y) = eo(X) + eo(Y)([98]),

on a

s +reg(X) < caty S™) X X)) L catg X .
[m]
i=1

11 en résulte que s est borné par n — reg(X), ce qui entraine la thése. [ ]

Corollaire. Soit F — E — B une fibration nilpotente avec F' de catégorie
finie. Notons 8, : m,(B) — mp_1(F) le connectant de la suite ezacte longue

d’homotopie. On a alors
a.) Imagp+1 Q Q =0.
b) > dimImod; ® Q < cato F'.

3.4. - Le mapping theorem pour les espaces non-simplement connexes.

Théoréme 3.4.[42]. Soit f: X — Y une application continue entre espaces

connezes pointés ayant le type d’homotopie de c.w. complezes. Supposons que
(a) 1 (f) est injectif.

(b) Qf admet une rétraction homotopique (f = revétement univesel def) .
Alors cat(X) < cat(Y) .

B Simi(f) est un isomorphisme, alors on a le diagramme commutatif

 — F — X ——
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comme 2f admet une rétraction, & a une section homotopique. Il en est de méme
pour é . i est donc homotopiquement trivial. Par le lemme 3.1.2, on a alors
cat(X) < cat(Y) .

Supposons m;(f) injectif. Notons p : ¥' — Y le revétement de Y correspon-
dant au sous-groupe m;(f)(71(X)) de m1(Y) . L’application f se décompose en
f =pogavec g : X — Y' induisant un isomorphisme sur le 7;. p étant un
revétement, on a cat(Y’) < cat(Y) . Comme m;(g) est un isomorphisme, on a

aussi cat(X) < cat(Y') . ]

Définition. Un espace X est dit presque rationnel si son revétement universel

est un espace rationnel ([66]).
Du mapping theorem et du théoréme précédent, on déduit :

Corollaire. Soient X et Y deuz espaces presque rationnels et f : X — Y

une application continue telle que m.(f) soit injective. Alors cat(X) < cat(Y) .

Nous observons maintenant que la finitude de la catégorie d’un espace presque

rationnel impose une sévere restriction a son groupe fondamental.

Proposition 3.3. Le groupe fondamental d’un espace presque rationnel de
P presq

catégorie finie est sans torsion.

m  Soit X un espace presque rationnel et X son revétement universel qui est un
espace rationnel. Si 71(X) contient des éléments de torsion, il contient un groupe
cyclique C}, d’ordre p premier. Notons Y le revétement de X avec my(Y) = C), .
L’espace Y est presque rationnel et ¥ = X . Comme H+(X';Z/pZ) =0,o0na
H*(X; Z/pZ) = 0 . La suite spectrale de Serre de la fibration

X =Y = K(Cp,1)
montre que H*(Y;Z/pZ) = H*(Cp; Z/pZ) D (Z/pZ)[u] .
cat(Y’) est donc infinie. Il en est de méme pour cat(X) . n

Remarque : La méme démonstration montre que pour tout sous-groupe G de

71(X) et pour tout p premier, il existe g avec
H>Y(G;Z/pZ) = 0.

Les résultats du paragraphe 3.3 sur les éléments de Gottlieb se généralisent aux

espaces presque rationnels.
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Proposition 3.4. $i X est un espace presque rationnel de catégorie m, alors

le sous-groupe G1(X) de m(X) est un groupe abélien libre de rang fini r et 'on a

r+ ZdimQ Gok+1(X) +re(X)<m.
k>0

m  Comme en 3.3, on définit une application injective en homotopie
(81)" x S™ x S™ x ... x S™ X Xjm = X,

qui induit la formule précédente. n
Remarques :

1) On peut “presque-localiser” en localisant fibre par fibre ([20],[88]), mais
cette technique ne préserve pas la catégorie. Ainsi la catégorie de RP(2) est 2 mais

celle de sa presque-localisation est infinie en vertu d’une proposition précédente.
2) Pour tout c.w. complexe X de catégorie m, on a toujours :
rang G1(X)<m.

En effet, appelons X le revétement de X correspondant au sous-groupe
G1(X) . La projection X — K(G1(X),1) a une section homotopique. Il en
résulte que cat K(G1(X),1) <catX <catX .

3) Le théoréme 3.1. peut étre amélioré comme suit : soit f : X — Y une
application continue entre espaces 1l-connexes de type fini . Si 7,.(f) ® Q est

injective, alors f se décompose & homotopie pres sous la forme f = g.h avec :
(i) h : X — Z est une équivalence d’homotopie rationnelle,
(ii) cat(Z) < cat(Y).

(Remplagons f par une fibration homotopique équivalente f : E — Y, et
désignons par Z — Y la fibration image réciproque de la fibration Ey — Y, par

Papplication de rationnalisation.)
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4 - catg ET LES MODELES MINIMAUX DE SULLIVAN.

Le but du présent chapitre est le calcul de catg, de e et de la suite spectrale

de Milnor-Moore 3 ’aide des modéles minimaux.

4.1. - Modztle des espaces de Ganea.

Soit X un espace 1-connexe de type fini, de modéle minimal (AZ,d) . Pour

chaque m > 1, 'idéal A2™Z est stable pour d. Nous noterons
(AZ/AZ™Z,d)
l’a.d.g.c. quotient. Avec les notations du paragraphe 1.3 nous pouvons énoncer :

Théoreme 4.1.1. ([30]) Soit X un espace 1-conneze de type fini, de modéle
minimal (AZ,d). Notons W un espace rationnel du méme type d’homotopie que
Ua.d.g.c. (AZ/A>™Z,d) . Alors il existe une équivalence d’homotopie

(Bm)o 2 WV VaSy,

0t VoSo désigne un bouquet de sphéres rationalisées et Ep, le m®-espace de Ganea

associé ¢ X .

Théoréme 4.1.2. Soit X un espace 1-conneze de type fini de modéle mini-
mal (AZ,d) . Notons ryq : Wy, — Wpyy une application continue entre espaces
rationnels représentant la projection (AZ/A>™11Z d) — (AZ/A>™Z,d) . On a
alors un diagramme commutatif & homotopie prés, ot les fléches verticales sont
des quasi-isomorphismes

(Emdo =2 (Bmaido

Tm Ve

WmV(VaSe) — m+1 V (V,gSﬂ) .

La démonstration de ces deux théorémes est assez technique. Nous la repor-

tons au paragraphe 4.7.

4.2. - Catégorie d’une a.d.g.c. et caty d’un espace.

Soit (A,d4) une a.d.g.c. dont la cohomologie est 1-connexe et de type fini.
Notons (AZ, d) 2, (A,d4) son modéle minimal.
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Définition. cat(A,d4) est le plus petit entier m tel que le modéle minimal
de la projection (AZ,d) — (AZ/A>™Z,d) admette une rétraction p .

Pm

(AZ,d) —— (AZ/A>™Z,d)
‘\p Ill/)

(AY,d).

Théoréme 4.2. Si (AZ,d) est le modéle minimal d’un espace X 1-conneze
de type fini, alors cat(AZ,d) = cato(X) .

m  Si W, représente le type d’homotopie rationnelle de (AZ/A>™Z, d), alors (th.
4.1.1) (En)o a le type d’homotopie rationnelle de W,,, V'V, S* . De plus, (4.1.2)
la restriction de la projection gm : (Em)o — Xo & \/, 5% est homotopiquement
triviale. Il en résulte I’équivalence entre ’existence d’une section homotopique de

gm €t de g, |W,, . Cette équivalence entraine ’énoncé. ]

Corollaire. cato(X) < m si et seulement si il eziste une a.d.g.c. (A,d4) avec
(AT)™1 =0 et un morphisme ¢ du modéle minimal (AZ,d) de X dans (A,d4),
dont le modéle minimal 6 admet une rétraction p

(AZ,d) — (4,da)

., ]
N

(AY,d) .

m  Si cato(X) < m, alors on peut prendre (4,d4) = (AZ/A>™Z,d) . In-
versément, s'il existe (A4,d4) et ¢, alors ¢ se factorise par (AZ/A>™Z, d) . Ceci

fournira la rétraction de p,, . ]

Définition. Dans la suite, nous dirons pour simplifier que (AZ,d) est un
retracte de (A,d,) .

4.3. - La suite spectrale de Milnor-Moore. (2)

La suite spectrale de Milnor-Moore a été définie en 1.4. Nous en donnons ici

un calcul au moyen des modeéles minimaux de Sullivan.
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Les espaces E,, sont contenus les uns dans les autres et définissent une filtra-

tion de X conduisant a la suite spectrale de Milnor-Moore

J Jm+1
En 2 Epnpyt ™8 Epyo» - > X

Par le théoreme 4.1.1., on a une équivalence d’homotopie E,, ~ W,, V R, avec
R,,, un bouquet de spheres.

Remplagons les morphismes r,, : W,, — W, 41 par des injections. Les es-

paces W, forment ainsi une filtration de X. On a de plus (4.1.2) un diagramme

commutatif
Tm Tm41
Wn © Wnaa & Wpye € -0 C X
l'ﬁm l¢m+1 l¢m+z ”
Em g Em g Em+1 c - C ‘X7
Jm Jm

ou ¢, désigne l'injection : W,, — E,, . Ceci induit un morphisme de suites
spectrales

EPY(W,) — EPY(E,) .

Lemme. Le morphisme ¢ : W, — E, induit un isomorphisme de suites

spectrales d partir du terme E; .

B Les termes F; sont définis par :

Ef’q(W,) = Hp+q(va Wp-1) .
EPUE,) = Hp+q(Ep7Ep—l) :

Comme E,, est équivalent & W, VR, et j,m ~ rm V*, on a une courte suite exacte
0— H”'”(WP,W,,_;) — H”+q(E'p,Ep_1) - H"+q(R,,) d H"+q—1(R,,_1) —0.

Les différentielles d; sont définies comme les connectants des suites exactes

0 — C*(Ep.‘.l,Ep) — C‘(Ep+lsEp—l) — C*(Evap—l) — 0

I I T

0 — C*(Wp+1,Wp) -_— C*(Wp.;.l,Wp_]) — C*(Wme—l) — 0.

Le résultat s’en déduit de suite. ]
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Filtrons (AZ,d) par les puissances A2PZ de I'idéal d’augmentation .Nous
obtenons une suite spectrale EP9(AZ) vérifiant ES'*(AZ) = HPI(AZ, dy)
ot (d—d1)(Z) C A2%Z et

EPY(AZ) = ERA(AZ) = HP(AZ,d) .

Théoréme 4.3. La suite spectrale EPI(AZ) est isomorphe a partir du terme

E; d la suite spectrale de Milnor-Moore de X .

m En vertu du théoréme précédent, il suffit de voir que les suites spectrales
EP9(AZ) et EP9(W.) sont isomorphes pour 7 > 1 . Ceci est vrai car les deux

suites spectrales sont définies & partir de deux couples exacts isomorphes

®pH*(AZ/N>?Z) —— @,H*(AZ[A\>?2)

~__ |

@pAPZ .
©pH*(Wp) — @PH*(WP)
\\ l
)
©pH*(Wp, Wp-1) .
n

Corollaire. 1) La longueur d’Eilenberg-Moore d’un espace X, eo(X) est le
plus grand entier p tel que EB*(AZ) #0 .
2) eo(X) = inf{n| Uapplication de projection (AZ,d) — (AZ/A>"Z,d) est injec-

tive en cohomologie} .

4.4. - Exemple d’espace avec e # catg [77].

Désignons par X 'espace (CP?V S?)|J,, e” avec w = [a, f] ot a € w5(CP?)
désigne le triple crochet de Whitehead d’ordre supérieur et 8 désigne un générateur
de m3(S?) . Le modéle minimal (AZ,d) de X est défini par Z = @,>227

Z%:25,ys drya=dy; =0.

Z®:w3,ys drz =yj, dys = T2y; .

Z% vy dvg = Y3Y2 — T3T3 -

VA tvs,Ys  dys = :z:g , dvs = vays + Y33 .

6. _ _
Z° :vg,wg dve = y3vs — vsT2 , dwe = T3Vs — VsY2 .
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Z27 est construit par récurrence pour que H2%(AZ,d) =0 .

La cohomologie est représentée par les cocycles

2 2
1, z3, 3, Y2, YsY2 — Y3ZT3 -

L’idéal I engendré par Z2%,y,,z3,z3 est un idéal différentiel. Le quotient est

A(y3)®A(z2/z3) . Le modéle minimal de la projection est donné par le diagramme

(AZ,d) ——  (AZ/I,d) = (Ays® A(z2/s3),0)

(Ay3a327y57d) dy5 = .’L'g .
La derniere a.d.g.c. étant le modéle minimal de CP? x $3, nous avons donc :

Proposition 4.4.1. L’application CP2V S3 — X, définie sur CP? par
linjection canonigue et sur S* par le crochet de Whitehead des 2 sphéres S?,

s’étend en une application continue injective en homotopie

hZ(CP2X53)0-—?X0.

Comme cato(CP2? x S%)y = 3, il en résulte :
Proposition 4.4.2. cato(X) =3 et eo(X) =2 .

Comme €o(X X Y) = €o(X) + €o(Y) ([98]), en multipliant & n fois avec elle-

méme, on obtient :
Proposition 4.4.3. cato(X") = 3n et eo(X") = 2.n .

Remarque : I'application h fournit en outre un exemple d’application injective

en homotopie rationnelle f : X — Y avec eo(X) > eo(Y) .

4.5. - Catégorie et fibration.

Soit FF — E — B une fibration avec B 1-connexe. Notons K; l'image du
connectant 0j—y : mi—1(B) — m;(F) et

k= ) dmK;®0.
i impair
En 3.3., nous avons vu que k < cato(F) . Nous améliorons cette inégalité comme

suit :
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Théoréme 4.5. k < cato(F) < cato(E) + k.

Lemme. Si $?"*! — E % B est une fibration, alors

catg(E) < cato(B)+1.

m (Démonstration du lemme.) Soit (AZ,d) — (AZ @ Au,D) — (Au,0) le
K.S. modéle de p, |u| = 2n + 1 . Si cate(B) = m, (AZ,d) est un rétracte de
(AZ/A>™Z,d) et, par conséquent, (AZ ® Au, D) est un rétracte de (AZ/A>™Z ®

Au, D). Cette derniére a.d.g.c. étant de nilpotence m +2, le résultat s’en déduit.m

m  (Démonstration du théoréme.) La démonstration du théoréme se fait par
récurrence sur k. Le cas k = 0 résulte du mapping theorem. Supposons donc le
théoréme vrai pour les fibrations avec k = m —1 et soit F — E 2, B une fibration

avec k =m .

Notons (AY ® AZ,D) un K.S. modéle de E. Notons z le premier élément
d’une K.S. base de Z a étre de degré impair avec Q(D)(z) = y # 0. Posons
n = degré y . Formons l'a.d.g.c. quotient (AY2" ® AZ,D) . Par le mapping
theorem

cat(AYZ" ®AZ, D) < cato(E) .

Construisons I'a.d.g.c. (AY2" ® AZ ® Au,D) avec Du=1y .

Par le lemme précédent :
cat(AY2" @ AZ ® Au, D) < cato(E) + 1.
En divisant par y et u, on a un quasi-isomorphisme
(AY2"® AZ ® Au,D) & (AY2" /Ay ® AZ,D) .
Dans la fibration
(AY2"/Ay,d) - (AY2" /Ay ® AZ,D) — (AZ,D),
k = m — 1. Par ’hypothése de récurrence, on a alors

cato(F) < m — 1+ cato(AY 2" /Ay ® AZ, D) < m + cato(E) . u
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4.6. - Description des éléments de Gottlieb.

Soit X un espace nilpotent de modéle minimal (AZ,d). Notons G¥ I'espace
des applications linéaires f : Z™ — Q qui s’étendent en des dérivations 6 de degré
—n de AZ avec 6d — (—1)"df = 0.

Proposition 4.6. G,(X,) est isomorphe d G¥ .

m La donnée d’une dérivation 8 est équivalente a celle d’un homomorphisme
d’a.d.g.c.
b :(AZ,d) > H*(S™Q) ® (AZ,d) ,
avec #(z) =1Q z + a ® 6(z) [a désignant le générateur de H™*(S™; Q)] . ]
Exemples :
1) Soit V' une variété 1-connexe de dimension 2n avec x(V) # 0 . Notons E

’espace total du fibré en sphéres S2"~! associé au fibré tangent.

Un modeéle de E est donné par la K.S. extension
My = (My @ Azgp-1,d) = (Az2,-1,0) .

Par le théoréme 2.3.5., on a : [d(zgn-1)] = x(v) * w, w classe fondamentale de
V. SiV n’a pas le type d’homotopie rationnelle d’une spheére, alors 7.(E) ® Q =
(me(V)® Q) ® Qzan—1 €t T2n—1 € G24-1(E)Q Q .

2) Soit f : S* x S* — K(Z,8) I'application classifiante associée a la classe
fondamentale de S® x S® . Notons S7 — E — S% x S$° I'image réciproque par f
de la fibration.

QK(Z,8) -+ EK(Z,8) — K(Z,8).
7«(E) @ Q est un espace vectoriel de dimension 3 engendré par les classes z3, s
et z7 des spheres S$3,5%,57 .
G(E)®Q=G:(E)® Q= Qur.
SG.(E)®Q =Qz7 ® Qus .

Problemes.

La détection des éléments de Gottlieb n’est pas aisée. Si X est un C.W. com-
plexe 1-connexe fini, nous savons (th.3.3) que G2,(X)®Q = 0 et que Gimpair(X)®
Q est de dimension finie. Nous conjecturons : si dimX =r alors G,(X)®@ Q=0

pour p > 2r .
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4.7. - Modéle des espaces de Ganea. Démonstration des résultats é-

noncés en 4.1.

4.7.1. - Un modéle pour le bouquet garni T™*(X).

Soit f : (AZ,d) — Apr(X) un modéle de X. Notons X™ le produit de m
copies de l'espace X et (AZ,d)®™ le produit tensoriel de m copies de (AZ,d).

Notons alors p; : X™*! — X les projections canoniques. L’application
frmt1 1 (AZ,d)®™F) o Apr(X™HY),
définie par
fmt1(a1 ® - @ amt1) = Apr(p1)(e1) X Apr(p2)(e2) X -+ X App(pm+1)(am+1),

est alors un modéle du produit X™*+!. Un modéle de la diagonale A : X — X™+1!

est fourni par la multiplication
u: (AZ,d)®m+D) 5 (AZ,d).

Pour analyser l'a.d.g.c. Apr(T™*1(X)), notons * le point de base de X et
T t1(X) le sous-espace de T™+!(X) formé des points dont la i*™° coordonnée

est *x . On a
m+1

T = | ) -

i=1
Les simplexes singuliers de T™%!(X) dont l'image est contenue dans un des
T™*1(X) forment un sous-complexe simplicial que nous noterons E(X) . Les
formes différentielles PL compatibles sur les simplexes de E(X) forment une
a.d.g.c. que nous noterons A(T™*1(X)) [60, (§13.5)).

Notons p la restriction canonique
p: ApL(T™(X)) - A(T™*(X)) .
Les projections p; déterminent des morphismes
A App(X) P App(X™HY) o App(T™Y) 5 A(T™H (X)) .
Multipliant ces applications ensemble, nous obtenons un morphisme d’a.d.g.c.

X: (App(X))®™H o A(T™H(X)).
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Notons finalement I I'idéal d’augmentation de Apr(X)
I =kere, SIAPL(X)—)APL(*)QQ.

On a I®™+1)  ker A et A induit donc par passage au quotient un morphisme

3 (APL(X))®(m+1)

D) — A(T™(X)).

Lemme. Les morphismes

APL(X)®(m+1)

icTey A ATm™H(X)) & Apr(T™ (X))

sont des quasi-isomorphismes.

m  Comme X est un c.w. complexe, le point de base * admet un voisinage ouvert

contractile U. Les injections
Tim+l(X) — Xi—l x U x Xm-l-l—i

sont donc des équivalences d’homotopie et les sous-complexes T/"*!(X) forment
une famille excisive ([88] 4.6.3). Il en résulte que l'injection de E(X) dans les
simplexes singuliers de T7™+1(X) induit un isomorphisme en homologie. Par ([58],
théoréme 14.18), il en est de méme de application induite par les PL. formes : p

est un quasi-isomorphisme.

Montrons par récurrence sur m que A est un quasi-isomorphisme. Pour m = 0,
A est 'identité sur Q. Supposons le résultat vrai pour m = n — 1 et considérons

le cas m = n. L’espace T™+1(X) se décompose sous la forme
T™H(X) = (X x T™(X)) | J(x x X™),

avec * x T™(X) = (X x T™(X))(* x X™). Notons A(X x T™(X)) l'a.d.g.c.
formée par les formes différentielles compatibles définies sur les simplexes sin-
guliers dont I'image est contenue dans |J;5, T (X). La décomposition précé-
dente conduit a un diagramme commutatif de courtes suites exactes représenté
a la page suivante. Les morphismes i1, 13, j1, jo proviennent des injections na-

turelles. f, = ¢;1 = e®1, f1 et g, sont les projections canoniques. :\m est défini

par Am(a ® B) = A(p1)(a) A A(p2)A(B) -
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Am €t fr, sont des quasi-isomorphismes. Par récurrence, A, en est un. Aj,4q

est alors un quasi-isomorphisme par le lemme des cing. [

Notons 7 : (AZ)®(m+1) — (AZ®(m+D) [(A+Z)®(m+1D) 15 projection ; utilisons-

la pour équiper ’algébre quotient d’une différentielle. Le quasi-isomorphisme
f:(AZ,d) - AprL(X),

défini au début de ce paragraphe, détermine alors un quasi-isomorphisme

_ (AZ)®(m+1) APL(x)@(mH)
“(ATZ)8mD T T [e(m+D

On considére le diagramme commutatif

(AZ)®("‘+1) — APL(Xm+1)

(®(m+1) =T ®(m+1) X o o
G — A — — ATTHX) — Ap(TTH(X)).
Il entraine la proposition suivante :

Proposition 4.7.1. Soitr : (AY,d) — % un modéle minimal, alors

ce modéle se reléve en un quasi-iso :
' (AY,d) S Apr(T™(X)).

De plus, si & : (AZ,d)®(™+1) s (AY,d) représente 7, alors € est un modéle de
Vinclusion T™H1(X) —» X™+1 |
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4.7.2. - Un modéle pour ’espace de Ganea E,,.

4.7.2.1. - L’espace E,, s’obtient comme somme amalgamée homotopique du

diagramme

En —— T™(X)

l l

X S xm
Pour le construire, il suffit de remplacer A par une fibration p homotopiquement
équivalente et de prendre ensuite sa restriction & 7™*!(X). La bonne correspon-
dance entre K.S. modeles et fibrations (paragraphe 2.3.) nous permet de réaliser

ce programme dans les modeles.

4.7.2.2. - La diagonale A a pour modéle la multiplication
u: (AZ,d)®mtD) , (AZ,d),

et pour K.S. modele le diagramme commutatif

u

(AZ,d)®(m+D - (AZ,d)

7 Lcﬁ

((AZ)@(m+l) ® (AZ)®"’,D) i

Supposons pour simplifier que (AZ);, 1 < i < m+1, et (AZ);, 1 < i < m,

représentent respectivement les copies de AZ et AZ en °™M€

position dans
(AZ)®(m+D) @ (AZ)®™. Alors, pour i = 1,---,m, ((AZ); ® (AZ)i+1 ® (AZ);, D)

est 'a.d.g.c. définie en 2.3.
Formons alors le produit tensoriel

(Az)®(m+l)

(At Z)@(m+1) ®

def (Az)®(m+l)
~ (At Z)®(m+1)

Fm(X) =( (AZ)®™, D)
®az)®(m+1) (AZ®(m+l) ® (AZ)®'") .
La proposition suivante résulte alors clairement du théoréme 2.3.4.

Proposition. I';,(X) représente le type d’homotopie rationnelle de Ep,.

4.7.2.3 - Théoréme. Il eziste une équivalence d’homotopie

T 2[AZ/A>"Z)0V,
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ol
(1)AZ/A>™Z estVa.d.g.c. quotient de (AZ,d) par I'idéal différentiel A>™Z.
(2) V = 3,51 V?. La différentielle dans V' est nulle.
(3)V-[(AZ/N>™Z) V] =0.

Cette équivalence d’homotopie est construite comme la composée de trois

autres a;, ay et ag.

Considérons tout d’abors I'a.d.g.c.
A= (Az)Bm ) g (AZ)®’",D) ,
ainsi que la K.S. extension
(AZ,d) 3 ((A2)2™+) @ (AZ)®™, D) & ((A2)®™ ® (AZ)®™, D) ,

ou \; est 'inclusion du 4€Me facteur et pi = € sur (AZ);. Comme Q(D) est un

isomorphisme de Z sur Z, on a
H((AZ2)*™ @ (A2)®°™,D)=Q.

Notons D la différentielle induite de D sur (AZ)®™. D = 0. En effet, supposons
qu’il existe un élément z avec D(Z) # 0. Prenons alors un tel 7 de plus bas degré.
On a, dans ce cas

0= D(D(2) + (D - D)(3)) .

Or D(D(%)) a une composante non nulle dans (&™Z) ® (AZ)®™, tandis que (D-
D)(2) € A2%(@™Z) ® (AZ)®™, ce qui est absurde.

Introduisons une bigraduation sur I'y, et A comme suit

= Y [AMZe...0... AP Z] @ (AZ)Em)TH
Pit - +Pmy1=p

Pq —
red =

Z [(APIZ®“_®APm+1Z

_ ptq
aFzyEm ) ® (AZ)®m] :

Pi++Pmyr=p

Comme D = 0, D se décompose sous la forme D = Y, Di avec D;(AP9) C
Aptig—itl
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La bigraduation de A induit une bigraduation sur (AZ)®™ ® (AZ)®™. ppi1
est un morphisme bigradué d’algebres et un morphisme filtré d’a.d.g.c. filtrées. Il

se factorise de la méme maniére par I', et on a une courte suite exacte d’a.d.g.c.

A
l N
0 — SO QAYZE(AZ)®" — T 5 (AZ)m® (AZ)E™ — 0

Posons A, = Q & ker ppp41. L'injection
Qg @ Am b d Fm

est un morphisme bigradué d’algebres filtrées. Notons EP'? les suites spectrales
induites. Comme E;((AZ)®™ ® (AZ)®™) = Q, Ez(a;) est un isomorphisme et a;

un quasi-iso.
Lemme. E}*(T,,) = E}*(An) =0 pour p > m.

m Comme E;(a;) est un isomorphisme, il suffit de voir que H?*(Ap,,D;) =0

pour p > m.
A,, peut s’écrire

Amn=Q® [((—(1% ® (AZ)®('"-1>) QAT Z®(AZ)m

L’algébre entre crochets est D-stable et donc D;-stable. Elle est, en outre, iso-

morphe a I';;,—_;. On a donc

Am=QO(Tm-1®ATZQAZ).
L’injection de A*Z dans AZ fournit une courte suite exacte d’a.d.g.c. bigraduées
(*)  0- (A%, D)) = (Trme1 ®AZQ®AZ,D1) = (Tie1 ® AZ,Dy) - 0.

On travaille alors par récurrence sur m. Sim =1, A} ~ A*Z ® AZ. La courte

suite exacte

0-(A*Z®AZ,D)— (AZ®AZ,D) - (AZ,D) -0
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montre que

H*(Ay) =Q,
HY(A) = (A*2)",
HP*(A)=0 p>1.
Le pas récurrent résulte alors de la suite (*). En effet, I'injection I'p,—y = (Tpp—1®

AZ ® AZ, D) est un quasi-iso bigradué et donc
H"’*(I‘m_l ®AZ ®AZ,D1) =0, p=>m.

D’autre part, AZ est concentrée en degré zéro ; un argument de suite spectrale
montre alors que

H”"(I‘m_l ®AZ,D1)=0,pZm ]

Construisons maintenant a; et az. Dans A»*, choisissons un supplémentaire
gradué U de A™* Nker D;. Posons J = A;™* @ U. J est un sous-espace D-
stable. C’est un idéal car A, = Q ® A}*. Comme HP*(J,D;) = 0, J est un

idéal acyclique. a; sera le morphisme quotient
02 Am = A /J .

Comme (A, / J)* est de nilpotence m+ 1, 'inclusion de AZ dans A,, en tant que
(m + 1)*™° facteur,

(AZ,d) = A,

se factorise en un morphisme quotient
€:(AZ/AN>™2Z,d) > An/JT .

Bigraduons AZ par (AZ)?? = (APZ)?*9. d se décompose en d = ;5 d; avec d;
homogene de bidegré (i,1 —1). £ est alors homogéne de bidegré (0,0). Choisissons
un espace vectoriel gradué V C (A, /J)™* tel que

H™ (Am/J) = € (H™ (AZ/A>™Z,dy)) @ V .

¢ induit un morphisme a3 : (AZ/A>™Z)®V — A, /J . Montrons que a3 induit

un isomorphisme au niveau E, des suites spectrales. Il en résultera que a3 est un
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quasi-isomorphisme. Considérons pour cela simplement le diagramme commutatif

suivant ou i désigne linjection sur le (m + 1)*™* facteur.

(az/n>mz,d) —— Qe [(A2)°" @ £ © (AZ)*™]

An/T .
i est clairement un quasi-iso et ¢ un isomorphisme en bidegré (p,q) pour p < m

et une injection sur (ker D;)™*. Il en résulte que HP*(¢) est un iso pour p < m

et est injectif pour p = m. |
4.7.2.4. - Démonstration du théoréme 4.1.1.

11 résulte directement du théoréme 4.7.2.3., car V est le modéle d’un bouquet

de spheres.
4.7.2.5. Modéle de I'inclusion Ep, — Epp 4.

Le di -
lagramme gt 1x)™xA xmt2

N

a pour modéle

(AZ)®(m+2) — (AZ)®m+1

(AZ)®(m+2) @ (AZ)®(m+D), D) 2 (AZ®m+D g (AZ)®™, D),
avec 0(ay,  +yami2) = (@1, , Qm, Om41 * Amg2z) -

L’application induite T™+1(X) — T™+%(X) a donc pour modtle ’application

induite sur les quotients

(AZ)®(m+2) P (AZ)®(m+1)
-~ I, =
(A+2Z)8(m+2) (A*+Z)®(m+1) ?

et par naturalité, le morphisme j,, : E;, = Ep41 (paragraphe 1.3) a pour modéle

I’application @',

(AZ)®(m+2)

(AZ)®(m+1)
(A+Z)8(m+D) -

/ . — .
8 : Ty = ~ (A+2Z)®m+D)

Q@ (AZ)2m+D T, ® (AZ)®™ ,
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définie par :
6’(a1,...,am+2,b1,...,bm+1) = (al,...,am,am.,.l ‘am+2,b1,...,bm) .

Nous allons maintenant suivre le modéle de j,, le long des quasi-isos ay, oy et az

du paragraphe 4.2.3.

| A — | A
Ial,m+l Iul,m
"
A1 — Am

luz,m+l laz,m

Am+1/Jm+1 i’ Am/Jm

im+/ tmt1

AZ
71(u1,. .o ,um+1,51,...,t_)m,um+2,1'))=(u1,. ..,u,,,,f)l,.. . ,17,,,_1,um+1 -um+2,17m)

tp désignant l'inclusion dans le pt™e facteur. La nilpotence des algébres A, / Jr
fournit un nouveau diagramme ou p désigne la projection usuelle.

az

Amii/Imgr ——  An/Im

Ifm-c-l Al‘fm

AZ/A>mHz 2, AZ/N™Z

La localisation de I’espace vectoriel V,, dans (A, / Im)™* et Vg dans
(Am+1/Jm+1)™t1* entraine la these. ]
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5 - ESPACES =-FINIS.

Un espace topologique nilpotent X est dit 7-fini si :

[e<]
rangm (X) + Z dimm;(X)® Q < co.
i=2
Autrement dit, X est 7-fini si son modéle minimal (AZ, d) satisfait dimZ < oo.

X est dit elliptique si X est w-fini et si H*(X; Q) est de dimension finie.

Le but du présent chapitre est de présenter de facon “self-contained” un cer-
tain nombre de résultats importants sur ’homotopie et la cohomologie des espaces

w-finis.

Les espaces w-finis les plus simples du point de vue rationnel sont les espaces
purs. Ils seront définis et étudiés au §5.1. Tout espace peut étre “approximé” par
un espace pur (§5.2). Les résultats du §5.1 peuvent ainsi s’étendre aux espaces

elliptiques (5.2, 5.3) et aux espaces 7-finis a cohomologie noethérienne (5.6).

Les résultats les plus importants de ce chapitre peuvent se réunir en un

théoreme :

Théoréme. Si X est un espace nilpotent elliptique, alors
1) x(X) = $(-1) dim H'(X; Q) vérifie x(X) > 0.

£) S(-1)idimm(X) @ Q< 0.

8) H*(X; Q) satisfait & la dualité de Poincaré.

4) cato(X) > dim Timpair(X) ® Q .

5) §im = max{p|H,(X; Q) # 0}, alors dim H,(X;Q) < 2™ et m,(X)®Q =0
pour p > 2m .

Nous ferons ici usage de notions issues de I’algébre commutative (dimension
de Krull, anneaux de Cohen-Macaulay,...). Pour rendre la lecture du texte plus

aisée nous avons ajouté un paragraphe de rappels sur ces notions (§5.7) .

5.1. - Espaces purs.

Un espace X 1-connexe de type fini est dit pur si son modeéle minimal s’écrit
(AZ,d) = (AQ ® AP,d) avec Q et P des espaces vectoriels concentrés respective-

ment en degrés pairs et impairs, et vérifiant

d@)=0, dP)CAQ.
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(AZ,d) est alors muni d’une seconde graduation canonique AZ = @,>0(AZ), avec
(AZ), = AQ ® APP. On a d(AZ)] C (AZ)%H] .

H*(X;Q) = H*(AZ,d) est également muni d’une seconde graduation
H=0H!, Hp -HyCHpyy.

Série de Poincaré-Koszul.

Soit V un espace vectoriel bigradué, V = @p,¢>0V,! avec dimVJ < o0 ,Vp,q .
On définit alors la série de Poincaré-Koszul de V, Uy par Uy (t) = Yoo, crt” avec

r=0
er = D ppg=r(—1)PdimV . Si V est muni d’une différentielle d avec d(V}}) C
qu;"ll, alors les espaces vectoriels @p4q=rV,! sont stables pour d. On a donc :

UH‘(V,d)(t) = UV(t) .

Soit X un espace pur. Notons 2b; —1,...,2b,. —1 les degrés d’une base homogéne

de P et 2ay,--,2a, les degrés d’une base homogéne de @, alors

[I-, (1 — %)
UH'(XyQ)(t) = H’ i(l _t2a,~) :
J=

Caractéristique d’Euler homotopique x, .

Lorsque X est 7-fini, la caractérisitque d’Euler homotopique est définie par:
Xx(X)=dim@Q —dimP.
Si X est 1-connexe, alors
XW(X) =dim ”pair(X) ®Q- dimWimpair(X) ®Q.
Pour distinguer x, de la caractéristique d’Euler cohomologique usuelle, nous

noterons souvent cette derniére x..

Théoréme 5.1. ([54]). Supposons que X soit pur et elliptique, alors :

I)XwS0~
b;

a;g

8) Posons k = —xx, alors H(X;Q) #0 et H3,(X;Q) =0 .

2)xc20;8xr<0,xc=0etsixs=0, xc=
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4) Les conditions suivantes sont équivalentes
(1) x= =0,
(ii) Hy(X;Q) =0,
(iii) HI(X;Q) =0,
() xc >0,
(v) H* = HP3" = AQ/P - AQ,
(vi) Le choiz d’une section linéaire o : Ho(AQ ® AP,d) — AQ fournit un

isomorphisme de As~!P-module.

(Imo) ® As™'P S AQ,

a®s s 5 a-dz.

m 1) Unx;q)(t) est un polynéme. On note p(X) la multiplicité de 1 comme
racine de Ux(t). L'égalité

ﬁ(l —t12%)Ux(t) = ﬁ(l — 125

J=1 i=1

entraine dim @ + p(X) = dim P et donc
Xr =dimQ —dimP = —p(X) <0.

2) Comme Ux(1) = Ux(-1), on a

H:=1(1 _ tm)
[I= (1 =2y

3) Posons ! avec Hi(X;Q) # 0 et H>;(X;Q) =0 . Considérons 'a.d.g.c.

xe(X) = }E}} ce qui fournit le résultat .
R=(AQ®APQ®AsQ,D).

avec (sQ)P = QP et d(sq) =¢q Vg€ Q.
Munissons R d’une seconde graduation d’algébre en posant sQ = (sQ); .

Ecrivons cette a.d.g.c. sous la forme
R=((AQ®AsQ)® AP,D) .
L’augmentation AQ ® AsQ — Q induit un quasi-iso bigradué

(AQ ® AsQ ® AP, D) “' (AP,0).
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Filtrons maintenant R par le degré de graduation en AQ @ AP. On obtient une
suite spectrale trigraduée de terme E; trigradué

(EPD)r = (HP(AQ ® AP) ® A(sQ))2* .
Comme H*(AQ ® AP) et A(sQ) sont de dimensions finies, on a
I+ dim Q = max{p avec (E), # 0} = max{p avec Hy(R)# 0} =dimP.

4) (i) & (ii) résulte de 3).
(i1) = (v) = (iv) = (i) est clair & partir de 2).
(iii) = (vi).
Notons K le noyau du morphisme ¢ : Ho(AQ ® AP) ® As™'P — AQ défini

par p(a®s 'z1A... As™1z,) = a-dz, ...dz,. Ceci induit une suite exacte courte

de complexes de chaines
0— (K®AP,D') — (Ho(AQ ® AP)® As'P® AP,D) % (AQ ® AP, D) — 0,
et donc une suite exacte
Hi(AQ ® AP) — Ho(K ® AP) — Ho(Ho ® As™'P ® AP) = Hy(AQ ® AP) .

Si Hy =0, Hy(K®AP) =0 et donc K = 0, car si z est ’élément de plus bas degré

de K, alors ¢ ® 1 définit une classe cohomologiquement non nulle dans K ® AP.
(vi) = (ii).
Si ¢ : Ho(AQ ® AP) ® As™'P — AQ est un isomorphisme, on a une suite

d’isomorphismes

Ho(AQ ® AP,D) S H,(Hy(AQ ® AP)® As"'P® AP,D) 5 H,(AQ® AP). m

Proposition 5.1.1. Soit X un espace pur et w-fini. Si Hi #0, on a Hy #£0
pour 0 <k <L

m  Elle se fait par récurrence sur la dimension de P. Décomposons P sous la

forme P = P; @ Quz, et considérons la suite exacte courte de complexes de chaines

0— (AQ®AP,D) - (AQ®AP,D) 5 (AQ® AP,,D) - 0,
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ouulaz+pf)=a; a,f € AQQAP:.

Le connectant A est la multiplication par dz. Ceci induit une suite exacte

courte bigraduée
0 — (cokerA), — Hy(AQ ® AP, D) — (kerA)p, — 0.

Par induction, on a H,((AQ ® AP;),D) # 0, p < get =0 pour p > g. Il en est
donc de méme pour cokerA = H,(AQ® AP)/dz - H.(AQ ® AP). 1l en résulte que
H,(AQ® AP,D) #0,p < ¢' et =0 pour p > ¢’ avec ¢' = ¢ si (kerA), =0 et
¢ =g+ 1si(kerA), #0. ]

Lemme. Soit X un espace pur w-fini avec Hy # 0. Notons
r = min{ g|H{(X; Q) # 0}. Notons N le minimum des degrés des éléments de P

alors :
1) Pourp >0, Hl =0 pour¢<r+ N(p—1).
2) r = min{ q|H] # 0}.

m  La démonstration se fait par récurrence sur dim P, comme dans la proposition

précédente. Les résultats se déduisent de la suite exacte courte

0 — (coker A)§ — H{(AQ ® AP,d) — (kerA);’,:'l" 0. -

Proposition 5.1.2. Soit X un espace pur w-fini avec Hy # 0. Notons r le
minimum des entiers ¢ avec H{(X;Q) # 0, s le degré mazimum des éléments de

P et n le degré mazimum des éléments de Hy(AQ ® AP,d). Alorsr <n +s.

m  Supposons que r > n+s. Ajoutons par induction a (AQ ® AP, d) des variables
pour tuer H : on obtient ainsi un complexe (AQ®APQ®AZ,d) = Hy. Le complexe
(AZ,d) n’a pas une cohomologie de dimension finie, car dans ce cas n serait égale a
la dimension formelle de H*(AQ ® AP) plus la dimension maximale de H*(AZ,d),

ce qui est absurde.

D’autre part, ’hypothése sur les dimensions montre que P est contenu dans

le groupe de Gottlieb de (AQ @ AP ® AZ,d). Il en résulte que

(%) (AP@AZ,d) = (AP,0)® (AZ,d) .

Finalement, on a un quasi-isomorphisme (APQAZ,d) = (AQ@APQAZ®AsQ,d)
avec Q(d)(sq) = a. 1l en résulte que H*(AP ® AZ,d) est de dimension finie, ce

qui, compte tenu de (*), montre que H*(AZ, d) est de dimension finie. ]
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5.2. - La suite spectrale impaire.

Soit X un espace w-fini. Notons son modéle minimal sous la forme (AQ ®
AP,d) avec Q = QP** et P = Pi™P2* Filtrons AQ ® AP par

Fp = $T+’ZP[AQ [b2] ArP]’ .

E}? =[AQ @ ATIPJPH,
do(Q) =0 et do(P) C AQ ; (AQ ® AP,d,) est donc un complexe pur.

Ceci définit une suite spectrale, appelée suite spectrale impaire vérifiant
E2p'q = Ef,q = Hp’q(AQ ® AP, do) )

et convergeant vers H*(AQ ® AP,d) .

Grace a cette suite spectrale les résultats du paragraphe 5.1 vont s’étendre

aux espaces 7-finis.

Proposition 5.2.([59]). Soit (AQ ® AP,d) le modéle minimal d’un espace

w-fini X. Les conditions suivantes sont équivalentes
1) dim H*(AQ ® AP, dy) < co.
2) dim H*(X;Q) = dim H*(AQ ® AP,d) < co.
m (1) = (2) résulte de la suite spectrale ci-dessus.
(2) = (1). Ecrivons (AQ ® AP,d) = (A(z1,...,%xa),d).

Comme H*(X;Q) < oo, cato(A(z1,...,Zn),d) < co. Il en est donc de méme

pour les a.d.g.c. quotient : cato(A(zi, Zit1,...,Zs),d).

Ceci entraine

dim H*(A(Zi, Zit1,- -, Tn),d) < 00 .

On démontre le résultat par récurrence sur n. Décomposons A(z1,...,Z,) sous la

forme d’une K.S. extension
(Az1,0) = (A(z1,...,20),d) = (A(22,...,Z4),d) .

Par I'hypothése de récurrence dim H*(A(zz,...,%s),do) < 00. Si 1 est de degré

impair, dim H*(A(z1,...,%n),do) < 0. Si z; est de degré pair, on considére la
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suite spectrale obtenue en filtrant (A(z1,...,%n), do) par les puissances de z;. Elle

satisfait

E2 = A:L'l ® H‘(A(zz,. . ,m,.),(fo) 5

et E, est un (Az;)-module de type fini par 'hypothése de récurrence. Comme
H*(A(z1,...,%n),d) < 0o, une puissance de z; est un d-cobord et donc un do-
cobord. [z}] = 0 dans Es. Il s’ensuit que E est un Az;/z§-module finiment

engendré. On a donc dim E, = dim H* (A(a:l, . ,a:,,),do) < 0. n

Théoréme 5.2.([59]). Soit X un espace elliptique. Dans ce cas, x-(X) <0,
Xc(X) > 0. De plus, les propriétés suivantes sont équivalentes
(1) x==0,
(2) xc>0,
(3) H*(X;Q)= H™(X;Q).

B Si(AQ® AP, d) est le modéle minimal de X, on a une suite spectrale impaire
H*(AQ ® AP,dy) = H*(AQ ® AP,d) .

Comme H*(AQ ® AP,dy) < oo, ces deux a.d.g.c. ont méme x.. Elles ont aussi
méme X.. Les deux premiéres assertions proviennent du théoréme 5.1. En vertu
du méme théoréme 5.1., les 3 conditions (1), (2) et (3) sont équivalentes a la

dégénérescence de la suite spectrale impaire au terme FE;. ]

5.3. - Dualité de Poincaré et dimension.

Définition. Une algébre graduée de dimension finie A est dite de dimension
formelle m si A™ #0 et A>™ = 0.

Définition. Une algébre i dualité de Poincaré A est une algébre graduée
commutative de dimension formelle m finie vérifiant

(1) A™ =~ Qu.

(2) Vp, la multiplication AP x A™™P — A™ = Q est une forme bilinéaire

non dégénérée.

A est & dualité de Poincaré si seulement si le A-module 4 = Hom(4, Q) est
libre de rang 1.
A=A,
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on a les propriétés suivantes :
1) AQ® B est a dualité de Poincaré si et seulement si A et B le sont.

2) Si (A,d4) est une a.d.g.c. avec A est une algebre a dualité de Poincaré et
si la classe fondamentale de A est non cohomologue & zéro dans H*(A4;d4), alors
H*(A;d4) est a dualité de Poincaré.

Théoréme 5.3.1.([59]). Soit X un espace elliptique. Alors

(1) H*(X; Q) satisfait d la dualité de Poincaré.

(2) La dimension formelle m de H*(X; Q) vérifie
m = dim ZP*" — Z(—l)"k dim Z* ,
k

avec (AZ,d) le modéle minimal de X .

® (1) Ecrivons (AZ,d) sous la forme (AQ® AP, d). 1l suffit de voir que H*(AQ®
AP, dy) est une algebre a dualité de Poincaré.

Soit (z1,...,Zs) une base de Q. Comme H*((AQ ® AP),dp) < o0, il existe
un entier n; avec z;* = dw;. Considérons l'a.d.g.c. (AQ ® AP ® AU, Do) avec
U= (u1,...,un), D(u;) =z}

Les z* déterminent une suite réguliere dans AQ. Ceci définit un quasi-
isomorphisme

(AQ ® AP ® AU, Do) % (A(#)/2 ® AP, Dy) .

D’autre part, le changement de variable u, = u; — w; définit un isomorphisme
d’a.d.g.c.
(AQ® AP ® AU, Do) % (AQ ® AP, do) ® (AU,0) .

Comme (A(z;)/z[" @ A?’) est une algebre a dualité de Poincaré, il en est de méme
pour sa cohomologie. Comme AU est a dualité de Poincaré, la propriété (1) ci-

dessus montre que H*(AQ ® AP, d,) satisfait a la dualité de Poincaré.

(2) Ecrivons (AZ,d) = (A(z1,...,2,),d) et démontrons la formule précédente

par récurrence sur n.

Sin =1, on a (Az1,0) et m = degré (z;).
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Supposons que la formule soit vraie pour les espaces 7-finis de cohomologie

finie avec dim Z < n — 1. On considére la K.S. extension

(Az1,0) = (A(21,...,20),d) = (A(z2,...,2,),d) .

Si le degré de z; est impair, un argument de coin montre que
m = dim formelle H*(A(z2,..., z,),d) + degré (),

ce qui entraine la formule par hypothése d’induction.

Si le degré de x; est pair, on choisit k tel que z¥ = dw, on considére alors
l'a.d.g.c.
(A(x1y. ..y xn, 1), D) avec D(u) = "cf .

On a alors des quasi-isomorphismes
(A(@1,- -, 20), d)O(Au,0) B (A(z1, ... 20, u), D) = (A2 /2F @A (2, . ., 20), D)
avec ®(u) = u — w. Il en résulte :

m = (k — 1)degré z; + dim formelle H*(A(z3,...,z,), D) — degré u
=1 — degré z; + dim formelle H*(A(z2,...,2,),D). ]

Autre formulation pour m.

Notons (2b; — 1), 1 < i < ¢ les degrés d’une base homogene de P et (2a;),

1 <7 < r les degrés d’une base homogeéne de Q. On a alors :

m = Zq:(‘zb; -1)-) (26 -1).
i=1 i=1
Théoréme 5.3.2.([47]). Soit X un espace elliptique. Notons (AQ ® AP,d)
le modéle minimal de X, 2by —1,...,2by — 1 les degrés d’une base homogéne de P
et 2ay,...,2a, les degrés d’une base homogéne de QQ. Pour toute suite ay,...,a,
de longueur s extraite de la suite a;, il eziste alors au moins s éléments b; pouvant

Y
8’écrire sous la forme

8
b,‘ =Za;jaj y Oy 20, Ea;,- 22.
Jj=1
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m  Notons (AQ ® AP,d) le modéle minimal de X. Par 5.2 le modéle pur associé
(AQ ® AP,dy) est de dimension cohomologique finie. Le choix de s éléments

zy,...,T, dans @, de degrés a,,...,a,, fournit une injection
(Q[a:h“‘ ,.'11,],0) - (AQ®APad0) )

et donc un morphisme en cohomologie
Qlz1,...,2.] D Ho(AQ ® AP, do) = AQ/d(P - AQ) .

Complétons z1,...,z, en une base z1,...,Z4,...,2, de Q. Comme H(AQ ®

AP, dy) est de dimension finie, il est nécessaire que

def

Q[z1,...,7,)/d(P) = AQ/(d(P - AQ), 541, ., Tr)
soit de dimension finie. Ceci implique la these. n

Corollaire 1. Avec les notations précédentes si by > by > ... > b, et

a; >az > ...>ar, alors b; > 2a; pour 1 <i<r.

m Pour 1 < k < r, considérons les entiers de la forme Ef___l a;ja; avec o5 > 0
et La;j > 2. Parmi ces entiers, on doit trouver k éléments b; ; b; doit donc y

appartenir avec [ > k, auquel cas by > b; > 2a;. [ |

Corollaire 2. Avec les notations précédentes,

q
Zbi <m=dimmax H*(X;Q) .

i=1

=
q r q q q
m=203 b= a)=(g-r) =Y b+ Y bi—(g-r) =) b .
=1 =1 =1 1=r+1 =1
Corollaire 3. 5i X est un espace 1-conneze, elliptique, de dimension formelle
m, alors

(1) dmm (X)®Q < m.
(2) 3,2k - dim (X)) ® Q < m.
(3) 312k —1)dimmr—1(X)® Q < 2m — 1.
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m  Par le théoréme principal, on a
q r
m =2(Zb,~ - Za;) —(g—r).
i=1 =1
Comme 337_, b; > 2311 ai, Yimy bi — Xizy @i 2 3y @i et done
m22Za,~+(q—r)Zq+r,

=1

ce qui donne (1) et (2).

D’autre part,
q q r
d(@bi—1)=2) bi—g=m+2) ai-r<2m-1,
i=1 i=1 i=1
ce qui fournit (3). ]

5.4. - Théorémes de structure pour les espaces w-finis.

5.4.1. - Premier théoréme de structure (Allday [62]). Soit X un espace

pur, elliptique, alors il eziste une fibration
n
[[Q,2) & E X,
i=1
Xo désignant la rationalisation de X, avec E un espace pur vérifiant x(E) =0

et H*(E; Q) < oo.

B Soit (AQ ® AP,d) le modeéle minimal de X. Notons u;,...,u, une base ho-
mogene de P et AQ = Q[X,...,X,]. Posons f; = d(u;). Nous avons alors

dim (F1r- 2 F0) = dim Hy(AQ ® AP,d) < 00 .

Nous allons construire une suite de polynomes gi,...,g, dans Q[z,41,...,%,],

degré (z;) = 2, telle que

: Q[-""l:---,xq]
dim <o0.
(fl +gl»"‘afq+gq)

Dans ce cas, le résultat annoncé proviendra de la K.S. extension

Q[l‘r+1,...,$q] —')(Q[xlvazq]®AP>D)_') (AQ®AP1d) ’
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ou D(u;) = fi + gi.

La construction de la suite g, se fait par récurrence sur m, 1 < m < ¢ :
Supposons avoir choisi gi,...,gm-1 de telle sorte que la dimension du sous-espace
engendré par f1+ g1, f2+92,---» fm—1+ gm—1 soit ¢ —m + 1, construisons g,, tel
que la dimension de 'espace engendré par fi + g1, fa + 92, - -, fm + gm soit ¢ —m.
Notons I = (f1 + g1, fm-1 + gm-1) et P1,..., P, les idéaux premiers associés
de I. Soit b,,, = degré (fm) et notons L I’espace vectoriel des polynomes de degré

b,, en les variables z;, r +1 <7 <gq.

fm + L n’est pas contenu dans la réunion des P;. En effet, autrement f,, + L
serait dans un P;, disons P,. On aurait f,, € P;, L C P,. P, étant premier,
Ty41,...,Tq appartiendraient a Py. Notons I’ I'idéal engendré par Py, fm41,...
et fq. Par le théoréme de Macaulay, on aurait DimP, = ¢ —m + 1. Par suite,
dimI' > ¢g—m+1—(¢—m)=1. Comme Q[X;,...,X,]/I' est de dimension
finie, on aurait aussi DimI’ = 0, ce qui est absurde.

Comme f,, + L ¢ UP;, il existe g,, dans L tel que f,, + gm n’appartient a

aucun des P;. Notons

J=(fi+91,.. s fm+9m).

Tout premier associé de J contient donc strictement un premier de I, ce qui

entraine

DimJ =DimI—-1. n

De ce théoréme, nous déduisons :

Théoréme 5.4.2. Soit X un espace pur, w-fini, de cohomologie finie, notons
(2b; —1,1 <1< gq) les degrés d’une base homogéne de P et (2a;, 1 <1 <) les

degrés d’une base homogéne de Q. On a alors :

(1) la série 3" emt™ = [[7,(1-t25) /(1—2)17" 3°1_, (1—12%) est un polynéme
d coefficients positifs.

(2) dim H¥(X; Q) < ¢; pour tout i.

(3) dim H*(X;Q) < 297" [[L_, b/ I1i=; aj < 2™ ot m désigne la dimension
formelle de H*(X; Q) .
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m Le théoréme 5.4.1. fournit une fibration

qg-r q—r
(%) E X, — Q([[ K(Q,2)=]]S: -
=1 =1

La cohomologie de E a pour série de Poincaré (th. 5.1)
P(E) =TI(1—t3%)/(1 - ¢*)97"II(1 — £2%) .

Le terme E; de la suite spectrale de Serre de la fibration (*) a alors pour série

Yemt™. Ceci entraine les assertions 1 et 2.

Pour obtenir la premiére inégalité de 3), il suffit de calculer lim;_,;(Zcmt™) .
Pour la seconde, il suffit de voir que 2b; < 2% et d’utiliser (5.4) >°7_, b < m. On

a

q
dim H*(X;Q) < [J(2b:) < 2%% < 2™ . n

i=1

5.4.3. Deuxiéme théoréme de structure ([31]). Soit X un espace m-fini.

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) H*(X; Q) est noetherien.
(2) il eziste une fibration
r
FoXx 5 T[K(Q2n),
=1
avec F 7-fini et H*(F; Q) < oo.

® (1) = (2). Si H*(X; Q) est noetherien, notons V ’espace vectoriel de dimen-
sion finie formé des générateurs de la sous-algebre H pa.ir(X ; Q). Ceci définit une

application continue

p: X - [[K(Q,2n)).
=1

Considérons la fibration image réciproque par p de la fibration des chemins sur
M-, K(Q,2n;).

r .
() [[x@Q,2n-1) > F 5 X,

=1

ou F est précisément la fibre homotopique de p.
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Notons EP'? la suite spectrale de Serre de (*). Le terme E; est un H*(X; Q)-
module libre de type fini. Le térme E, est donc aussi un E%°-module de type fini.
Le choix de p montre que la transgression tue 1’idéal engendré par V. L’espace

E20 est donc de dimension finie. Il en est de méme pour H*(F; Q).

(2) = (1). La suite spectrale de Serre de la fibration

FoXx?5 HK(Q,2n.-)

montre que E, est un module de type fini sur H*(IIK(Q,2n;)). Il en résulte que
E est de type fini sur l'algébre noetherienne p* H*(IIK(Q, 2n;)). H*(X;Q) est

donc une algébre noetherienne. n

5.4.4 Troisiéme théoréme de structure.([62]). Soit X un espace w-fini,
alors il existe une fibration

F-ELX,

ot F et E sont des espaces w-finis dont I’homotopie rationnelle est concentrée en

dimensions impaires.

m  Notons (AQ ® AP, d) le modele minimal de X, et p la projection canonique
p:(AQ®AP,d) » P®Q=(AQ®AP)/(A*Q,AZ*P).
p admet un K.S. modéle ¢
(AQ®AP,d) — (Qo P,0)
E
(AQ®AP® AV,D) —— (AV,D).

P étant concentré en degrés impairs, tous les générateurs du modele minimal de
Q@ P sont de degrés impairs. 1l en résulte que V = VP3| Gj n, désigne le degré
maximal des éléments de @, il suffit de prendre pour p la réalisation géométrique

de la K.S. extension

(AQ®AP,d) - (AQ® AP ® AV<",D) — (AV<",D).

5.4.5. - Nous terminons ce §5.4 avec une proposition reliant les complexes

purs aux suites régulieres.
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Proposition 5.4.5.[59, lemme 8]. Soit (AQ ® AP,d) un compleze pur avec

H*(AQ ® AP) < oo. Alors il eziste une base (non nécessairement homogéne)

Uy,...,us de P telle que d(uy),...,d(u,), r = dim Q forment une suite réguliére
dans AQ.

m  On construit uj,...,u, par récurrence. Prenons pour u; un élément quel-
conque de P. Supposons avoir construit une suite réguliére d(u,),...,d(u) avec
u; € P.

De deux choses l'une, ou il existe un élément ug4; dans P tel que d(ug41) ne
soit pas diviseur de zéro dans AQ/I (I = idéal engendré par d(u,),...,d(ug)), ou
il n’en existe pas. Dans le premier cas, on continue. Dans le second cas, (prop.

5.2) d(P) est contenu dans un idéal premier P; de I. Il en résulte que
dim AQ/P; < dim AQ/d(P) = dim Hy(AQ ® AP,d) < o,

et donc Dim P, = 0.

Par le théoréeme de Macaulay, I est unmixed et Dim I = 0 . On a donc
dimq AQ/I < oo, ce qui entraine k = r. Il suffit alors de prolonger uj,...,u, en

une base de P. ]

Corollaire. Avec les mémes hypothéses, on a un quasi-iso d’algébres graduées
inférieurement (AQ ® AP,d) = ((AQ ® A(ui,-..,ur)) ® (A(uri1,-..,us),d) et
HAQ ® A(uq,...,u;)) = Ho(AQ ® A(uy,. .. ,ur)).

5.5. - Espaces wn-finis & cohomologie noetherienne.

Si A est un espace vectoriel gradué de type fini, nous désignerons par P4(t)

sa série de Hilbert -
P4(t) =) dimA™" .
n=0
On pose alors
po(A) = inf{a| tlirln_(l —1)*P4(t) =0} .

Si A est une algebre graduée commutative (au sens usuel) et noetherienne, alors

Le but de ce paragraphe est la démonstration des 2 théorémes suivants :
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Théoréme 5.5.1. ([31]). Soit X un espace w-fini, pur, dont la cohomologie
est noetherienne. Notons (AQ @ AP,d) son modéle pur et k lentier mazimal tel

que Hi(AQ ® AP,d) # 0. On a alors

k= po(H*(X;Q)) — xx(X) .

Théoréme 5.5.2. ([31]). Soit X un espace w-fini & cohomologie noetheri-
enne. Notons (AQ @ AP,d) son modéle, (AQ @ AP,dy) le modéle pur associé et

E?P1 lg suite spectrale impaire. Alors
1) poH*(X; Q) = po(H*(AQ ® AP, dy)) = Dim HP**(X; Q) .
2) po(H*(X; Q) — xx(X) est le plus grand entier k avec EE* #0 .
Corollaire 1. 51 X est un espace w-fini & cohomologie noetherienne, alors

x=(X) < po(H*(X;Q)) -

Corollaire 2. Si X est un espace w-fini @ cohomologie noetherienne, on a

nil H™PT(X; Q) < po H*(X;Q) — xx(X) +1.

m Démonstration du corollaire 2. Un produit de g éléments de
Himpair(X'- Q) se représente par un cocycle de AQ ® AZ9P . Pareil cocycle est

nul dans la suite spectrale impaire a partir du niveau E; sig >k +1 . n

m Démonstration du théoréme 5.5.2. Soit X un espace 7-fini & cohomologie

noetherienne. Par le théoréme 5.4.3. Il existe une K.S. extension
(AY,0) - (AY @ AW ® AV, D) —» (AW Q@ AV,d),

avec 1) Y et W concentrés en degrés pairs et V en degré impair.

2) (AY @ AW ® AV, D) est un modéle (non nécessairement minimal) de X.
La suite spectrale impaire associée est isomorphe a partir du terme E; a la suite

spectrale impaire de X.

3) H*(AW @ AV,d) < o .

Construction d’une suite réguliére particuliere dans AY @ AW .

Par la proposition 5.4.5, il existe une suite vy,...,v, d’éléments de V (non

nécessairement homogénes) telle que les éléments dyvy, . .., dov, forment une suite
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réguliére dans AW . Les Dyv;, 1 < 1 < s forment alors une suite réguliére dans

AY @ AW .

Etendons cette suite en une suite réguliére maximale de AY ® AW formée

d’éléments de la forme
Do(v1)7 cee ,Do(va)a-DO(va-l-l)y s 7D0(vs+t) y Ui € V.

Choisissons N un entier divisible par les degrés d’une base homogéne de Y et

étendons la suite précédente en une suite réguliére maximale
N
Do(v1),-..,Do(vsxt),c1,...,¢r avec c¢; € (AY)" .

Notons I I'idéal engendré par cette suite. Tout élément de (AY)" est diviseur de
zéro dans (AY ® AW)/I ; (AY)" est donc contenu dans un des idéaux premiers
associés de I, disons P;. Comme (AY)¥ contient une puissance de chaque y € Y,

A*Y est contenu dans P;. Il en résulte que Dim P; = 0, et donc que t+7 = dimY .
montrons que k =dimV — (s + ).

Décomposons V sous la forme V' = V@V, avec pour V] le sous-espace vectoriel
engendré par les v;, 1 < ¢ < s +t. La suite Do(v;) étant réguliére, la projection

canonique
p: (AY @ AW ® AV, D) — (AY ® (AW /I) ® AV,, Dy) ,

ou I désigne I'idéal engendré par les Dy(v;), est un quasi-isomorphisme.

Posons | = dimV; = dimV — (s +1t). On a H5i((AY @ AW @ AV,Dy) =0 .

On a, d’autre part,
H(AY @ AW @ AV, Do) 2 {a € (AY Q AW)/I | (dv)-a=0 WveV,}.

La maximalité de la suite réguliere Dov;, 1 < i < s + ¢, montre que, pour tout v
de V3, Dov est diviseur de zéro dans (AY ® AW)/I . On a donc Do(V;) C Py,

idéal premier associé de I .

Ecrivons I comme intersection non redondante d’idéaux primaires

I = ﬂf=lB, .
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Comme I est défini par une suite réguliére, I est unmixed (th. de Macaulay) ; il
existe donc des éléments ¢; dans B;, 1 > 2 avec ¢; ¢ P,. Posons ¢ = H'.>2 qi .
¢ ¢ P, et donc g ¢ I . Pour tout élément v de V2, Dov appartient & P; et une

puissance (Dov)® appartient a By .

Soit v;, 1 <7 <, une base de V2 . On considére 1’élément
w= (Do‘v,)""—1 .. .(Dovg)“’_l(Dovl)a‘_lq ,
ou «a; est le plus petit entier avec
(Dov;)% (Dovj—1)*-*"1...(Dov1)™ 'q dans I.

L’élément w appartient & Hj et ona donc =k .
montrons que po(H*(X;Q)) = po(E}") = k + xa(X) .

Notons toujours P, 1'idéal premier associé de I contenant Do(V;) . L’appli-
cation Qlcy,...,cr] = AY @ AW /(Py) est injective. En effet, autrement elle se

factoriserait par une algebre quotient
Q[cl,...,cr]/(K) — AY@AW/Pl .

Comme Qcy,...,cr / (K) est de dimension < r, elle est de type fini sur une
algebre de polynome Q[by,...,b] avec r' < r . Posons I' = (P, by,...,br) . On
a DimI' > Dim P, —r' > 1. Mais, d’autre part, dimq(AY ® AW)/I' < oo, ce qui
est absurde. L’application Q[ey,...,c,] = H*(AY @ AW ® AV, D) est également
injective. Supposons le contraire. Prenons ¢ € Qlcy,...,c] avec ¢ = Dy, ¢ €
AY @ AW ® AV . On décompose 3 sous la forme

v=vo+...+%m avec ¥; €AY QAW QA'V,

et on a ¢ = Doy ce qui est absurde.

Ceci montre que
(%) Dim HP¥'(X;Q) > r .

D’autre part, AY ® AW est finiment engendré comme module sur
Q[Dov1,. .., Dovste,c1,- .. ¢r] . Comme Ho(AY @ AW @ AV, Dg) est un
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Qley, - - . ,¢7]-module de type fini, H(AY @ AW ® AV, Dy) est un Qley,...,c )
module de type fini et

(%) po(H(AY @ AW @ AV, Do) <.

(*) et (#x) induisent le résultat. ]

Le premier théoreme de structure 5.4.1. peut se généraliser sous la forme :

Théoréme 5.5.3. Soit X un espace pur avec poH*(X;Q) = d . Il existe

alors une fibration

P
[[5Q.2) « E X,

=1

avec E un espace pur vérifiant H*(E; Q) = HP*' (E; Q) et DimH*(E; Q) =d .

m  Notons (AP ® AQ,d) le modeéle minimal de X. Comme po(H*(X; Q)) = d,
Dim [AP/d(Q) - AP] = d . Choisissons une suite z1,...,z4 dans AP homogene

formant dans le quotient une suite de parametres. Considérons 'a.d.g.c.
(A,da) =(APQAQ ® A(uy,...,uq),d) avec du;=z;.

Comme H*(A,d4) < o0, il existe par le théoréme 5.5.1 un espace vectoriel P’ et

une K.S. extension
(AP',0) - (A(P® P)QRAQ & (u1,-..,u4)),D) = (4,da),
ou H*(A(P® P')® AQ ® A(uy,...,uq),D) < 0o et
dmP@P =dmQ +d.
Soit vy,...,v, une base homogéne de Q. Comme
D(vy),...,D(vs), D(u1),...,D(uq)

est une suite réguliére dans A(P @ P'), il en est de méme de D(v,),...,D(v,) . La

K.S. extension
(AP',0) - (A(P'® P)® AQ, D) — (AP ® AQ, d)

fournit la fibration souhaitée. [
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Corollaire. Soit X un espace w-fini avec cohomologie noetherienne. Notons
2ay,...,2a,,2b; — 1,...,2bs — 1 les degrés d’une base de 7m.(X) ® Q, alors on a

Py < I:I(l - t”‘)/ l—rI(l —t2ei). (1- t)a—r—d :
i=1 i=1

oud=py H*(X;Q) .
5.6. - Espaces 7-finis et catg .

Le but du présent paragraphe est la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 5.6. Soit X un espace w-fini 1-conneze alors

dim 7impair (X) ® Q < eo(X) < cato(X) .

Lemme 5.6.1. Si X est un c.w. compleze nilpotent tel que H*(X; Q) est
une algébre d dualité de Poincaré de classe fondamentale w. Notons (AZ,d) le
modéle minimal de X, alors eg(X) = sup{k|w peut étre représenté par un cocycle
dans AZ*Z} .

m  Un homomorphisme ¢ de source H*(X; Q) est injectif si ¢(w) #0 . n

Lemme 5.6.2. Si (AZ,d) —» (AZ ® Au,d) — (Au,0) est un K.S. compleze
avec degré de u impair et H*(AZ,d) une algébre de dimension finie satisfaisant d

la dualité de Poincaré, alors

eo(AZ ® Au,d) < eg(AZ,d) + 1.

B Sie(AZ @ Au,d) = k, alors le lemme 5.6.1. fournit un représentant ¢ ®
u+ 1 € AZ¥(AZ ® Au) pour la classe fondamentale. Il en résulte que ¢ est un
représentant de la classe fondamentale de (AZ,d) appartenant a AZ¥~1(AZ), et
donc eo(AZ,d) >k —1. n

Lemme 5.6.3. Si (Ay,0) = (Ay ® AZ,d) — (AZ,d) est une K.S. extension
avec H*(AZ,d) et H*(Ay® AZ,d) deuz algébres de dimensions finies 4 dualité de

Poincaré, alors :

CO(AZa J)

eo(Ay ® AZ,d) —1 si|y| est impair.
eo(Ay® AZ,d) si |y| est pair .
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®m  Supposons y de degré impair et eg(AZ,d) = k. Par le lemme 5.6.1., la classe
fondamentale w de H*(AZ,d) peut étre représentée par un cocycle ¢ € AZ¥Z .
Dans ce cas, y ® ¢ représente la classe fondamentale de (Ay ® AZ,d) et donc
eo(Ay®AZ,d)>k+1.

Supposons y de degré pair. On considére le K.S.-complexe
(Ay® AZ ® Au,D) avec Du=y?.
Par le lemme 5.6.2., on a :
eo(AYQAZ @ Au,D) < ep(Ay®@AZ,d)+1.

Notons I l'idéal de Ay ® Au engendré par u et y2. I est D-sta
Construisons o : I — I par o(y*u) =0 et o(y*) = y*2u. On a ¢
td. Considérons l'opérateur ¥ : I @ AZ — I ® AZ défini par

Yp=D-(¢®1)—(¢c®1)-D.
De fagon claire, pour tout ¢ de AZ, il existe un entier N(¢) avec (¢ —1)V(#)¢ = 0.
Si ¢ € A2PZ représente la classe fondamentale de H*(AZ, D), alors
N(¢)
y®¢— > (-1 CRe @1y ' D(y® ¢)
k=1

est un cocycle de A2P+!Z représentant la classe fondamentale de (Ay @ AZ ®
Au, D) . On a donc

eo(Ay® AZ ® Au, D) > eo(AZ,D)+ 1,
ce qui entraine l'inégalité désirée. ]
Le théoréme résulte du lemme 5.6.3. par induction.

5.7. - Rappel sur les notions de dimension et idéaux primaires.

Dim A .

Soit A un anneau noetherien, Dim A est la longueur maximale n des chaines

d’idéaux premiers de A

PoC#P1 Cp2aCsxt...Crpn Cx A.
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Si p est un idéal premier de A, la hauteur de p, ht(p) est la longueur maximale n

des chaines d’'idéaux premiers avec P, = p . Pour un idéal quelconque, on pose

ht(I) = inf{ht(p), ppremier DI}.
Dim I = Dim A/I .
ona:VI DimI+ht(I)<DimA.
Depth; M .

Soit M un A-module. Une suite ay,...,a, d’éléments de A est dite M-

réguliére si les conditions suivantes sont satisfaites:
1) M n’est pas engendré par ay,...,a, ;
2) Vi, 1 < i <r, a; n'est pas diviseur de zéro dans M/(al, cey@ic1) M.

Soit I un idéal de A avec A # I A. On appelle I-profondeur de M, depth (M),
la longueur d’une suite M-réguliére maximale formée d’éléments de I. On a ([80],

th. 28) .

depth;(M) = min{i|Ext,(A/I, M) # 0} .
Cas des Q-algébres graduées connexes noetheriennes 4 = 9A4‘, A% =

Q.

Dans ce cas, ([91]), Dim A est aussi la longueur maximale des chaines d’idéaux
premiers gradués de A. Si M est un module gradué, depth(M) est la longueur

d’une suite M-réguliére maximale formée d’éléments homogenes de A* .

Théoréme (cas local [80], th. 17 ; lemme 4 p. 105). Si A est une algébre
graduée conneze moetherienne, ay,...,a, une suite d’éléments homogénes de A%

alors,
1) Dim(A4/(ay,...,a,)) > DimA —r .

2) Si les a; forment une suite réguliére, on a

Dim(A/(a1,...,a;)) =Dim A—r.

82



ESPACES T -FINIS

Systémes de parameétres.

Si A est engendré par des éléments homogenes y1,. ..,y de degrés dy,...,d,
alors P(A) - m;(1 —t%) est un polynéme en ¢ ([91], th. 4.2). P(A) désigne la série
de Hilbert de A :

P(A) =) (dimg A™)t" .

Inversement, si P(A) - m;(1 — t%) est un polyndme pour un choix convenable de
d;, alors il existe des éléments homogenes y;,...,yn de degrés d,...,d, tels que
A soit un Qlyy, ..., Yyn] module de type fini ([91], th. 5.4]. Posons

d(A) = inf{n|3d,,...,d, avec P(A)- (1 —t%) un polyndme} ,
d'(A) = multiplicité de 1 comme pdle de P(A4),
s(A) = inf{n|3y1,...,yn € AT avec A un module de type fini sur Q[y1, ..., ¥n]}

Théoréme ([91], th. 5.5.]). Dim 4 = d(A) = d'(A) = s(4) .

On appelle systéme de paramétres une suite yi,...,y, d’éléments deAt telle
que A soit un Q[yi,...,yn]- module de type fini. Par le théoréme précédent
n = Dim A. De plus ([91], th. 6.2) Q[y1,...,yn] s’injecte dans A.

Anneaux de Cohen-Macaulay.

On a toujours Depth A < Dim A .

A est dit de Cohen-Macaulay si Dim A = depth A.

Théoréme ([91], th. 6.8). Les propriétés suivantes sont équivalentes
(1) A est Cohen-Macaulay.

(2) Tout systéme de paraméires est une A-suite réguliére.

(3) Pour tout systéme de paramétres (y1,...,yn), A est un Qyi,...,ynl-
module libre de type fini.

Théoréme (Cas local [80], th. 30, 31). Si A est une Q-algébre de Cohen-

Macaulay, alors

(1) Pour toute suite régulitre (ai,...,an), Af(a1,...,an) est Cohen-

Macaulay.

(2) Pour tout idéal gradué I, on a ht(I) = depth;(A) ; ht(I) + dim A/T =
dimA .
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Exemple : Q[Xi,...,X,] est Cohen-Macaulay ([80], th. 33). Il en est de

méme de tous ses quotients par des suites réguliéres.

Exemple : Soit I un idéal de hauteur p dans Q[X3,...,X,] . Alors I contient

une suite réguliére formée de p éléments.

Lemme. Si A est un anneau noetherien, alors :

Dim A =0 ssi dimg4 <.

®m  SidimqA < oo, tout élément de At est nilpotent et A n’a qu’un seul idéal
premier gradué A*. Si Dim A = 0, A% est le seul idéal gradué premier. Tout
élément y de A est donc nilpotent et dimg A < co. ]

Idéaux premiers associés.

Dans une Q-algebre (graduée) noethérienne, tout idéal I est une intersection

finie non redondante d’idéaux (gradués) primaires D; :
I=NnD;.

Les idéaux premiers correspondants p; sont appelés les idéaux premiers associés.

Ce sont les p premiers tels que I contient une copie de A/p .

IDs'A/p.

I est dit unmixed si tous les premiers associés ont la méme dimension.

Théoréme [100, th. 26]. Si I est un idéal de Q[X;,...,X,] engendré par

. 4, . . N
une suite réguliére, alors I est unmized.

Corollaire 1. Si I C J alors tout idéal premier p de J contient un idéal

premier P' de I.

Corollaire 2. Si z est un diviseur de zéro dans I (il eziste y dans I avec
zy = 0), alors = appartient ¢ un idéal premier associé. En effet, les éléments

mazimauz dans la famille des idéauz annulateurs d’un élément de I sont premiers.

Proposition. Soit V un sous-espace vectoriel de dimension finie non ho-

mogéne de Q[X1,...,X,]. Supposons que, pour un certain idéal I, tout élément
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de V soit diviseur de zéro dans Q[X4,... ,X,,]/I, alors V est contenu dans un des

idéauz premiers associés de I .

m  Prenons une suite infinie z1,z;,... d’éléments de V' dont toute suite de
longueur p soit une base de V. Chaque z; est diviseur de zéro donc appartient
a un des premiers associés de I. Il existe donc un premier associé contenant une
base de V. n
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6 - LA CROISSANCE EXPONENTIELLE.

6.1. - La croissance.

Les espaces nilpotents de type fini et de catégorie finie se décomposent en
deux familles : les espaces elliptiques et les autres appelés hyperboliques. Le but

du présent paragraphe est la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 6.1. ([35]). Si X est un espace nilpotent, de type fini, de catégorie
finie m et hyperbolique, alors il eziste une suite infinie d’entiers go,q1,... avec

gi = ligi-1 — 1 et l; € [2,m + 1], ainsi qu’une constante C > 1 telle que

dim7 (X)®Q>C¥ pour ¢2>0.

Notons (AZ,d) le modéle minimal de X. L’isomorphisme
Z' = Hom(7;(X),Q) pour i>2
montre que ’assertion est équivalente a

dim Z% > C%, pour :2>0.

Notons Z[F = EB;=k Z3 et k(n) = dim Zl™2n—2

Définition. Un l-widget dans X est une suite a;,...,a; de classes d’homo-
topie a; : S™ — X avec

1) les n; sont de degrés impairs,

2)n;>ny+ - +mn;—; pouri >1,

8) a; induit un élément non nul dans 7, (X)®Q,

Vag

4) L’application SMVS™2V.. . VS™ == X s’étend en une application continue

a:SMx.-ox S5 X,

Lemme 1. Soit X un espace nilpotent de type fini, hyperbolique. Si les entiers

k(n) sont bornés, alors X admet des l-widget pour tout entier [ .
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B X admet un l-widget s’il existe des éléments non nuls 21, 2,,...,2; dans Z

homogenes de degrés impairs avec
degz; > degz; + degze + -+ - + degz;—; t>1.
et tels que 'on ait un morphisme d’a.d.g.c.
¥ :(AZ,d) > (A(z1,...,21),0),

avec P(z;) = z; .

Supposons k(n) < K, pour tout n, et montrons, par induction sur /, 'existence
d’un l-widget dans X. Pour | = 1, c’est clair. Supposons donc le résultat vrai pour
l. (AZ,d) et toutes les a.d.g.c. quotients (AZ>",d) admettent donc des I-widget.
Notons (z3,...,2) un l-widget pour (AZ,d). Posons ¢ = Z:~=1 deg(z;). Prenons
alors zi41, ...,z un l-widget de (AZ>9,d). On recommence et on obtient de cette

maniére une suite de (K + 1) l-widget
Zlyeeesl 5 241905220 5 Z20419--5231 5 s Z(K4) -
1 .
avec deg(zriy1) > D ,—; deg(z(r—1)14i) - Posons N = deg(z(x41y1) - Soit z un
élément de degré p impair dans Z”",p > N .

Comme k(p) = dim ZIp2p—2] < K il existe un entier 5, 1 < s < K + 1 avec

1
Z"=0 pour  p+deg(zay1)—1<r<p+ Z deg(zs14:) — 1.

i=1

Notons
Ty = Zgl+i ].SZSI
La suite zy,..., 2,z est alors un (I + 1)-widget pour X. En effet, pour des raisons
de degré, il n’y a pas d’élément z dans Z avec dz € z - A(z1,...,1)) . n

Lemme 2. Soit X un espace nilpotent de type fini, hyperbolique. Siles entiers
k(n) ne sont pas bornés, et si m = cato(X) < 0o, alors les entiers dim m,(X) ® Q

ne sont pas bornés.

® Notons (AZ,d) le modéle minimal de X. Fixons un entier N. La différentielle

d dans (AZ2",d) se décompose sous la forme

d=f+as+az+...
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avec, Vo € Z2ZN, B(x) € AZIN2N-2 @ A+Z22N-1 et o,(z) € A*ZIN2N-2]

Pour raison de degré, d = 0 sur ZIN2N-2

Comme cato(AZZV,d) < cato(AZ,d) < m (Théoréme 3.1.), on a

m+1

Arn+1z[N,2N—2] = U a,(ZZN) . Am+1—iz[N,2N—2] ,

=2
ce qui donne

m+1

CRty < D kGN —1)- K(N)™ '~ <m - k- k(N)™ 7,

=2

avec k =sup{k(iN —1) | 2<:i<m+1}.

Prenons k(N) > (2™ m(m +1)!1)® . On a k(N) > (m+1) + ﬂév-z et donc,

E(N) \m+1 1
m+1
Ck(N)Z( 9 ) .(m+1)!'

En combinant les inégalités précédentes, on obtient

ot k()™ 1
m- k- k(N)™ 2 =5 m+ D!’

ce qui donne

k(N)? s
k2 2m+l.m . (m +1)! 2 k(N)? .

Par définition de k, nous obtenons ainsi une suite Ny < N; < N,

N; =8iN;j_1—1, s;€[2,m+1] telle que
E(Nip1) > k(N3 Vi>o0.

Dans ce cas I'inégalité

E(Niv1) o k(N3 k(N:)
Niyy — m+41 N

’

montre que lim;_, %1!”-1 = 0o . Ceci entraine le résultat

... d’entiers avec

m  Démonstration du théoréme 6.1. Comme cato(X) = m < oo, il ne peut

exister de l-widget pour I > m . les k(n) ne sont donc pas bornés (lemme 1). Il en

est de méme des dim,(X) ® Q (lemme 2).
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Notons (AZ,d) le modéle minimal de X. Posons a = (1/2(m + 1))m+1 et
prenons q tel que

N =dimZ? =dim7,(X)®Q

satisfasse N -a > 1. On considére alors (AZ24,d) = (AZ? ® AZ>9,d) . Décom-

posons d sous la forme d = 8 + S, @i, avec
B(z) e AZTQAYZ>T et ai(z) € A'ZT.
comme cato(AZ29,d) < m (§3), on a
A™1Z9 = Uttlay(2971) - AT

Il s’ensuit que

(E) m+1 . 1 . < CmH < dimA™t1Z9 < 'gzldim Zgi-1, ym+1-i
2 (m+ 1)' =N - h =2 )

ceci implique l’existence de i € [2,m + 1] avec

dim X% ! >q-N*.

En itérant ce processus, on obtient une suite d’entiers ¢ = go,¢1,... avec

¢i = ligi-;1 — 1 pour l; € [2,m + 1], et dim X% > a - (dim X%-1)" on a donc

dim X% > gHlithilicatetlicliciliozny) ylaladi

Comme
1 1 1
(1+1g+lil.‘_1 +...+4Lli.. . Lh) <L (11...1,')(§;+-2—;-_—1-+...+ E)
<(...L),
on a dim X% > (aN)hlz-li > [(aN)%]'" . On pose
C = (aN)1. .

6.2. - Le rayon de convergence

Soit X un C.W. complexe 1-connexe de type fini. Notons Rx le rayon de
convergence de la série 3, ,(dimm;(X) ® Q)tt.
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Théoréme 6.2.1. Si H*(X; Q) est noetherien, ou 31 X est de catégorie finie,
alors Rx <1 si et seulement s1 ), dimmi(X) @ Q =00 .

m  Si H*(X; Q) est noetherien, il existe une fibration F — X — [, K(Q,2n;)
avec dim H*(F; Q) < oo ; comme Rx = Rp, il suffit de démontrer le théoréme
lorsque X est de catégorie finie m. Dans ce cas, si F' est hyperbolique, il existe
(théoréme 6.1) une suite infinie d’entiers ¢; < g2 < ... avec ¢; < mg;—1 et une

constante ¢ > 1, le tout tel que
dim7, (X)®Q > % 1=1,2,....

11 en résulte que

Rx = limsup[dim 7;(X) ® QI *t< % <1.

la réciproque est évidente. [ ]

Ce nombre Rx est également le rayon de convergence de la série de Poincaré

de QX :

Proposition 6.2.2. ([9]) Soit X hyperbolique, de catégorie finie. Notons par
R le rayon de convergence de la série Y dim H;(QX;Q) t* . Dans ce cas Rx = R..

m  Comme H*(QX; Q) est une algébre graduée commutative libre sur m..(2X)®

Q,ona

el (1+t2k—1)¢2k-1
Pox(t) =[] Tt
k=1

avec a; = dimm;(2X) @ Q =dim7;1;(X)®Q .Pour0<z<lona
(L4826 1)e2k-1 > 1 4 app 122671 et (1 — £25)%2% > 1 4 agpt?F .
Ceci donne Pax(t) > [Ire,(1 + ait') > Y a;t' et donc Rx > R.

Comme Rx < 1, il existe un nombre réel a avec —In(1 — z) < az pour

z < Rx . On a alors

(1+t2k“1)a2k-1 < eaz,,_1~t2"‘1

()™ < eon
1-t

pourt < Rx. Ceciinduit Pox < ez-‘=2 %% Comme le membre de droite converge

pour t < Rx. Il en est de méme du membre de gauche et donc Rx < R. ]
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Pour certaines catégories d’espaces, il est cependant possible d’approximer
Rx. C’est le cas des espaces formels . Un espace X est dit formel s’il existe un

quasi-isomorphisme ¢ entre son modéle minimal et ’a.d.g.c. (H*(X;Q,0) :

¢ : Mx = (H'(X;Q),0).

De nombreux espaces sont formels. Dans [25], Deligne, Griffiths, Morgan
et Sullivan ont montré que les variétés kéalhériennes compactes 1-connexes sont

formelles.

Théoréme 6.2.3. [43] Soit X un C.W. compleze fini 1-conneze formel.

Notons r = inf{|z|, z parcourant les zéros de Px(t)} alors Rx <r .

m (H*(X;Q),0) admet un modéle minimal particulier appelé le modéle bigradué
de H*(X; Q). Il s’agit d’une algebre graduée commutative libre bigraduée (AZ, d) :

Z = @,,>0Z avec
q>2

d(23) C (A2?2)1F] et H(AZ,d)= Ho(AZ,d).

p—1
Il'en résulte que la suite

0 (AZ)2yg2 > (A2)hpgms ... 5 (AZ)S 5 . (AZFH - HPHI(X;Q)—0

est exacte. On en déduit 1’égalité des séries formelles

1) Px®=Y (X (-vrdm@azg)er = [0 -()0),

r=0 p+g=r r=2
avec ap = —3_ . . (-1)7dimZ] .

Les séries Y o0, dim Z't' et > oo, (Ei___z dim Z‘)ti =(1—-t)"1 Y2, dimZ
ont méme rayon de convergence. Comme |a,| < Y ,_,dimZ*,ona Rx < R' ou
R' désigne le rayon de convergence de la série Y oo

r
rep Qrt’ .

Calculons maintenant R'.

De (1) on déduit :

1ogpx(t)_za,1og(1— —t)7) Zar(z( HF” ==Y (-1,
q=2

r=2 r=2 p21
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avec 7, = Zrl - Si u désigne la fonction de Mébius , on a alors
Qg = Zl‘( )' Ir.

r|s

Décomposons Px(t) en fonctions de ses racines —”i', :

Px(t) = ﬁu — oit).

log Px(t) = )  log(1 + o:t)
=1

- )

i=1 j=1

-

Jj=1 i=1

En identifiant les deux expressions de logpx(t), on obtient

= —(Za’ ,

i=1

et donc

et =305 S o

8=2 =1 s=1 r|s
ZZ /“(p) z rtr(tp)r)
= Z(Z /t(p) log(1 — o;t?)) .

La série E°° "(P ) log(1 — o0;t?) converge uniformément dans le disque de

rayon 37‘ En effet, ﬁxons r<|+ ;'I , il existe une constante A4 avec
|log(l —oit)] < At pour 0<t<r,

et 'on a alors

A

|Z HP) 1001 — g9 < A t— <=
<

Comme les -;Tl sont les racines de Px(t), le résultat s’en déduit. u

On peut trouver des bornes supérieures de Rx pour d’autres catégories d’es-

paces. Citons par exemple
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Proposition 6.2.4. ([43]) Supposons que Cj soit le cone d’une application
entre suspensions f : LX; — XX, avec X, et Xy des C.W. complezes finis, alors
Rx < min{|p|%, p parcourant les zéros du polynéme 1 + Px, (t) — Px,(t)} .

6.3. - Homologie des fibres de Postnikov (1).
Les fibres de Postnikov X[,) d’un espace X ont été définies en 3.2.

Théoréme 6.3. ([18]) Soit X un C.W. compleze fini hyperbolique, alors il

eziste une suite infinie d’entiers n; avec H*(Xi,.1; de dimension infinte.
[ni]s

m Par le théoréme 6.1., il existe une suite infinie d’entiers impairs n; avec
dim 7,,,(X) ® Q > cato(X) . La proposition 6.3.1.suivante appliquée a la fibra-
tion

Xing = Xni—1) = K(m0;(X) @ Q, i)

fournit le résultat. ]

Proposition 6.3.1. Soit F — E — B une fibration avec B du type
d’homotopie rationnelle d’un produit de r sphéres impaires. Si r > catg E = m,

alors dim H*(F;Q) = o0 .
® Un KS-modéle de la fibration est donné par
(A(z1,...,2),0) = [A(21,...,2,) ®AZ,D] - [AZ,D] .

Si H*(F;Q) = H*(AZ, D) est de dimension finie, D est minimal, car autrement
Tpair(F) ® Q contiendrait un élément de Gottlieb non nul ce qui est absurde car

F est un espace de catégorie finie.

Notons a un cocycle représentant une classe de degré maximal de H*(AZ, D) ;
Dans ce cas,

Z1...Tr

est un cocycle non cohomologiquement trivial dans AV = A(zy,...,z,) @ AZ.
Ce cocycle appartient & A”>™V. Il est donc nul dans AV/A>™V . L’hypothése
“catg E = m” entraine que ce cocycle est cohomologiquement trivial, ce qui est

absurde. n

Remarque : Au paragraphe 11.7., nous verrons une version plus forte de ce
théoréme : Soit X un c.w. complexe 1-connexe hyperbolique de catégorie m . Si
Yim1 dimm2i41(X) ® Q > m, alors dim H*(X[n); Q) = oo pour tout n > 2r + 1.
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7 - ALGEBRE DE LIE D’HOMOTOPIE RATIONNELLE D’UN ESPACE.

7.1. - .(2X)® Q et le modéle de Quillen.

Une algebre de Lie graduée L consiste en un espace vectoriel gradué connexe

L = ®p>0L, muni d’un crochet [, ] : Ly X L, — Ly, vérifiant:

[z,y] = =(=1)*¥[y,z], |o| = degré(=),
(D)l [z, [y, 2]] + (1) [y, [z, 2]] + (=1)F* 191 [z, [z, 4]] = 0.
Si X est un espace l-connexe de type fini, l’espace vectoriel gradué
BnTrn(2X) ® Q est muni d’une structure d’algebre de Lie graduée. Le crochet

[a, B] de deux éléments a et S, appelé crochet de Whitehead, est défini comme

suit : représentons « et @ par des applications continues pointées
F:SP 20X et ¢g:57-QX.
Considérons I’application h : SP x S? — QX définie par

hz,y) = f(z)-g(y)- f(z)™" -g(y)7".

La restriction de h & SP V S? est homotopiquement triviale; h induit donc une

application continue pointée
SPHex GP A ST 5 QX,

dont la classe d’homotopie est le crochet [a, 3] . De cette maniére, 7,(2X) ® Q

devient une algebre de Lie graduée de type fini. Inversement :

Théoréme 7.1.1. (Quillen [86]) Pour toute Q-algébre de Lie graduée conneze
de type fini L, il existe un C. W. compleze 1-conneze de type fini X avec m, (2X)RQ

isomorphe a L .

La correspondance

X ->m(2X)®Q

n’est malheureusement pas injective : T.(2(CP™) ® Q) est, pour n > 2, une
algebre de Lie abélienne a 2 générateurs a; en degré 1 et az, en degré 2n. On a
donc

mQCP? x )R Q= QCP* x 5°)RQ.

Un premier exemple de calcul de 7.(2X) ® Q a été fait par Hilton et Milnor :

95



Y. FELIX

Théoréme 7.1.2. ([99]) Si X = VI_,S™, alors m,(QX)® Q est une algebre
de Lie libre engendrée par des éléments z,,—1,Tny~1,. .. Tn,—1 correspondant auz

injections naturelles des sphéres :

Tpy—1: S™T1 5 QS™M 5 QX

Le défaut d’injectivité du foncteur m,(Q2—)® Q est éliminé lorsqu’on remplace
celui-ci par le foncteur de Quillen A. ) induit en effet une équivalence de catégories
entre la catégorie homotopique des 1.d.g. et celle des espaces rationnels 1-connexes.

De plus m.(2X) ® Q est isomorphe a I'homologie de A(X).
A
Espaces 1-connexes de type finii —— L.D.G.
\
r(@A-)8Q |m
Algebres de Lie graduées.

L.D.G.

Notons L.D.G. la catégorie des algébres de Lie différentielles graduées con-
nexes. Unel.d.g. (L, d) consiste en une algébre de lie graduée connexe L = @,>0L,
munie d’'un endomorphisme d de carré zéro et de degré —1, sa différentielle,
vérifiant:

dlz,y] = [dz,y] + (-1)"![z, dy] .

Si V est un espace vectoriel gradué, nous noterons L(V') I’algeébre de Lie libre sur
V, et LZ*(V) l'idéal engendré par les crochets de longueur au moins n. La l.d.g.
(L, d) est dite libre si L est de la forme L(V'). Elle est dite minimale si L = L(V)
et si (V) C L24(V).

Si (L, ) est une l.d.g. connexe (Lo = 0), il existe une l.d.g. minimale unique
a isomorphisme prés (L(V), d) et un morphisme

¢ (L(V),d) = (L,9),

induisant un isomorphisme en homologie ([11], [84]).
Le foncteur de Quillen.

Soit X un espace topologique 1-connexe. Notons Lx = (L(V),d) le modéle
minimal de A(X).
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Lx jouit des propriétés suivantes ([11],[86], [95]) :
V, &2 H,41(X;Q) (iso d’espaces vectoriels ) .
H,(L(V),d) 2 mp(2X) ® Q (iso d’algebres de Lie) .
Si le modele de Sullivan (§2.3.) mime la construction de Postnikov d’un
espace, le modéle de Quillen mime la construction cellulaire de celui-ci.

Proposition 7.1.3. ([75],[84]) Supposons que X soit obtenu d partir de X'

ar ad'onction d"u.ne cellule €n le IOTL d"u.nc application [ 2 S" 1 — X,,
P ) 9
X=X"Uge".

SiZa®Q ~0, alors Lx = (Lx *L(v),d) avec d(v) un cycle de Lx+ représentant
la classe Qa. [x désigne le produit libre dans la catégorie LDGJ.
H,(9X; Q).

La composition des lacets munit QX d’une structure de H-espace et donc
H,.(2X;Q) d’une structure d’algebre de Hopf. L’homomorphisme de Hurewicz
définit un morphisme d’algebres de Lie

m(2X)® Q & PH,.(QX;Q) .

Théoréme 7.1.4. (Milnor-Moore [82]) h est un isomorphisme.

H,(9X;Q) est donc l'algebre enveloppante de l'algébre de Lie m(Q2X)® Q .

Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt fournit alors 1’égalité de séries formelles

PQX(t) = H (1 + t2'+1)‘12i+1

T nen - % =dim7r,-(QX)®Q .
i1 (l_tZ) i

Le modele de Quillen fournit d’autre part une majoration des rangs des groupes

d’homotopie:
1

Pox(t) < Pyp(s-1Ha(X;Q) = ™ T 55— -
(s (X;Q)) 1_%(PX_1)

7.2. - Le foncteur cochaines C*.

Nous rappellerons ici la construction explicite de C*, en commencant avec des

conventions sur les espaces vectoriels gradués différentiels :
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(1) Si X = @,X? est un espace vectoriel gradué, nous notons X* 'espace
gradué dual : X* = Hom(X, Q) . Alors,

XP=X_, et (X%),=(X")"=(X?).

(2) désignons par «; les éléments de X et par f; les éléments de X*. Le
produit tensoriel des éléments f; s’interpréte comme fonction multilinéaire par la
regle

(i®...0fp iz1,-..,2p) =&(fr;z1) .. . (fpiTp)

ou ¢ désigne l'indice gradué de la permutation
(flnyv-“ny,xla"',xp) — (flyzlva)x%'"’fp’xP) .

(8) Les éléments de APX s’interprétent comme des fonctions multilinéaires

alternées par la regle

(fihoo A fpia,...,2p) =Ze(a)(f,(l)®...®f,(p);:c1,...,z,,) ,

o

ou &(o) désigne l'indice gradué de la permutation o

(4) On pose (s"X)? = XP*" (et donc (s"X), = X,—,) pour tout r de Z. Les

éléments de s~1(X*) s’interpretent comme des fonctions en sX par la régle
(s f;82) = ()N 2) .

(5) Une différentielle d dans X est une application linéaire d : X? — XP+1
telle que d? = 0. La différentielle duale en X* est définie par

(df;2) + (-1)VI(f;de) = 0.
Les différentielles induites en sX et s~!X* sont régies par les régles

sd4+ds=0 , s 'd+ds"'=0.

L’algébre des cochaines sur une l.d.g. (L,d), C*(L, ) est I’algebre différen-

tielle graduée commutative (As~!L*, d; + d3) avec

(d1s™ f;s2) = —(f;0z) ,
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(dos™ fi 52, 59) = (=1)*I(f; [z, 4]) .

En particulier, si L est une algébre de Lie graduée C*(L) est isomorphe
3 (As™1L*,d;) avec une différentielle purement quadratique. Si (z;)ier est une
base de L, on choisit une base duale z} avec (z},z;) = &; . Notons C¥ les

constantes de structure de L :
[zi,z;] = C,-kj:ck;
on a alors C*(L) = (A(s™'z?}),d)

-1, % __ z; k _—1_x% -1, %
dsT'zy = Z(_1)| JIC,-js zjAs™ z} .
i<j

Cochaines sur 7,(QX)Q® Q.

Soit X un C.W. complexe 1-connexe de type fini, la différentielle d du modele

minimal (AZ,d) de X peut se décomposer sous la forme
d=dy+ds+... avec di(Z)CA'Z.
on a alors
Théoréme 7.2. ([3]) C*(7.(2X) ® Q) & (AZ,d,) .

Corollaire. Hom(sZ, Q) est isomorphe d 7.(Q2X)®Q comme algébre de Lie,
lorsque le crochet est défini dans Hom(sZ, Q) par la loi

(z;[f,9)) = (=) dps ;5 , sg) .

7.3. - Espace coformel associé & une algébre de Lie L.

Soit L une algeébre de Lie graduée connexe. Comment construire un espace

X avec 7, (2X) ® Q = L ? Donnons-nous une présentation de L
L= L(a)/(ry).

Choisissons pour chaque ¢ une sphére S™ avec n; = deg(a;) + 1, et considérons le
bouquet des spheres S™, VS™. Par le théoréme de Hilton-Milnor (7.1.), on a un

isomorphisme d’algébres de Lie graduées

T(QV S™)® Q = L(a;) .
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Représentons chaque élément r; par une application continue
fj: 8™ = v8™,
avec m; = deg(r;) + 1. On note X; la cofibre de I'application Vf;,
V8™ = V§™ - X, .
Il existe alors une algébre de Lie libre L(V;) et une courte suite exacte ([45]) :
0—-L(W) - m(QX,)®Q—>L —0.

Choisissons une base de V], représentons ses éléments par des applications
continues gi : SP* — Xjet notons X, la cofibre de l'application Vgi. On ob-

tient ainsi une algébre de Lie libre L(V;) et une courte suite exacte
0—- L(V,) » m(2X2)Q — L — 0.

On réitere le processus un nombre fini ou infini de fois et on obtient a la fin
un espace X avec m,(2X) ® Q = L. L’espace X obtenu par cette construction

s’appelle I’espace coformel associé a L. On a :

Théoréme 7.3. ([45]) Le modéle minimal de X est isomorphe d l’algébre des

cochaines sur L.

7.4. - Caractére noetherien de H.(QX;Q).

Théoréme 7.4. (Bogvad-Halperin [17]) Soit X un C.W. compleze 1-conneze
de catégorie finie. X est elliptique si et seulement st H.(QX; Q) est une algébre

noetherienne.

m  Si X est elliptique, H,(2X;Q) est ’algebre enveloppante d’une algebre de

Lie nilpotente de dimension finie et est donc noetherienne.

Inversement, supposons que H,(2X; Q) soit une algébre graduée noetherienne
et que X soit hyperbolique. Comme H,(2X; Q) est un H,(Q2X,); Q)-module libre
pour tout n, les algebres Hy(QX[,); Q) sont également noetheriennes. Choisissons,
par le théoréme 6.3., un n tel que I'algebre H*(X[); Q) soit de dimension infinie.
Posons alors A = H.(QX[; Q) -
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A est noetherien. Chaque espace vectoriel Tor;‘ (Q, Q) est de dimension finie.

On considére alors la suite spectrale de Milnor-Moore (§1.4.)

Ej = Tor; (Q, Q) = H.(Xn; Q) -

comme EZ, est de dimension finie, chaque E;%, est de dimension finie. L’inégalité

eo(X) < cato(X) montre que E® = H,(X[,); Q) est de dimension finie, ce qui est

absurde. n
Remarque : les A-dimensions.

Un anneau A est dit de A-dimension < n si et seulement si pour tout A-module

M et pour toute suite exacte
LaB Loy —>...L1 > Loy—M—0,

si les L; sont libres finiment engendrés, alors Kerd, est finiment engendré.
“Xdim A = 0” est équivalent a “A noetherien”.
A est dit cohérent si Adim A = 1.

Question (Roos). Soit X un C.W. complexe 1-connexe de catégorie finie, les

propriétés suivantes sont-elles équivalentes :
(1) H (Q2X; Q) est cohérent;

(2) m(02X) ® Q contient une sous-algebre de Lie libre a au moins 2 généra-

teurs, de codimension finie.

(2) = (1) est démontré par Roos ([87)).
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8 - COHOMOLOGIE D'UNE ALGEBRE DE LIE GRADUEE L.

Soit L une Q-algébre de Lie graduée de type fini () L = @i>oL;. Un
L-module a gauche M est un espace vectoriel gradué M muni d’un homomorphisme
d’algebres de Lie graduées

p:L— EndqM .

Pareil p s’étend de maniére unique en un homomorphisme d’algébres associatives
p:UL — EndqM .

La cohomologie de L & coefficients dans M se définit comme suit : on choisit une

résolution libre P, de Q comme U L-module & gauche
PooQ: — P2 pAiyL-5Q-o0,

avec d; homogeéne de degré —1. On note Homy(P;, M) 'espace vectoriel engendré
par les U L-homomorphismes homogenes. **) Homy(P;, M) est alors un espace

vectoriel gradué, et on pose
HZie(L; M) = EXt’{JL(Qv M) = H*(HomUL(PM M)) .
Remarque : Chaque Extj;;(Q, M) est un espace vectoriel gradué.

Extfy(Q, M), = Extfj;™(Q, M)

8.1. - Une résolution particuliére.

Soit L une Q-algebre de Lie graduée connexe de type fini, considérons le
complexe :

ULQAPSL 2ULQAP sL—... ULSQ.

() Si R est une Q-algébre (associative ou de Lie), R = @,’>0R,’, et si M est une R-module
gradué, nous dirons que M est de type fini si pour chaque i, dlmQ M,’ est fini, et que M est
finiment engendré s’il existe un morphisme surjectif de R-modules R® — M , avec 0 un nombre

entier.

(%) De fagon classique, si A et B sont deux espaces vectoriels gradués, une application f :A—- B

est dite de degré T si f(Ap) C Bp+,- pour chaque P.
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ou D est défini par la fomule:

D(sxlA.../\sz,.)=Z(—l)ﬂ‘r;@)sxl/\.../\s%;/\.../\sxn

i=1

+ Z (1) s[zi,xj] Aszy.. . ASTiA...ASEj... Nszq,
1<i<j<n

avec f; = (|zi| + 1)(E;=1 l2;] + 1) + |2i] et 55 = Bi + B + |zillzj] + =] + 1.
Lemme 8.1.1. (UL ® A(sL), D) est une résolution du UL-module trivial Q
par des U L-modules libres.
m  Filtrons UL par la filtration en produits d’éléments de L :
QCLCcULcC...cULc...cUL.

U, L est le sous-espace linéaire engendré par les produits

zy...0, , x; €L r<p.
La différentielle D est compatible avec cette filtration :

DWU,L®A"sL) CUpt1 LA™ 'sL .
Elle induit donc une suite spectrale avec terme (E;,d;)
(Bx,d1) = ((gr (UL)p ® A™sL) < (gr (UL)p41 ® A™7'sL)) .

Par le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, (gr U L) est isomorphe comme algebre

avec AL. La différentielle d; est une différentielle d’algebre vérifiant
dilar =0 , di(szi) ==; .
(E1,dy) est donc une algebre différentielle acyclique, et on a ainsi

QY E, ¥ Eo > HUL®AsL,d). .

AsL est un espace vectoriel gradué dual a I'espace As™!L* = C*(L) . Notons
0 la transposée de la différentielle d; (§7.2.). Si = appartient & L, notons i(s™z*) :

A, — A,y Dapplication graduée duale de la multiplication & gauche par s™'z* .

(i(s7'z*)a; b) = (—1)UHDUal+D) (g s~ 15% A p) .

Lemme 8.1.2. La différentielle D vérifie :
D(:®a)=(-1)"2.D(1®a),
D(1®a)=1®08a+ Y z:®i(s™'z})(a),

z; parcourant une base de L.
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8.2. - Les cochaines a coefficients dans un module : C*(L; M) .

Soit M un UL-module gradué. La résolution particuliére
((UL ® A*sL), D) fournit un complexe de cochaines noté C*(L; M) tel que :

CY(L; M) = Homy(UL® AYsL, M).
Sa cohomologie est notée Hi; (L; M) .

Lemme 8.2. Par l'isomorphisme canonique d’espaces vectoriels bigradués
CY(L; M) = (Hom(AsL,M),d), Hom(A*sL, M) est équipé d’une différentielle
définie par : si c € CU(L; M),

de(a) = (-D)le(da) + ) (-1l o(i(s72*) - a) .
r€base de L

Sia=sz; A...Aszet1, la formule peut se développer :

n
dc(a) = Z(—1)|°|("‘|+1)+ﬂ‘a:,~ ce(szy AL ASE AL A sTy)
i=1
+ Z (=1)lel+ei (s[z;, 25, . . . 8%4y ...y 8% ... 825) .
1<i<j<n

Cas particulier M = Mc, .

Dans ce cas, C*(L; M) est isomorphe comme espace vectoriel gradué a

C*(L) ® M. L’isomorphisme
p:C*(L)®M — C*(L; M)

est défini en posant ¢(f ® m)(a) = (=1)fllmIf(a) - m . Cet isomorphisme devient
un isomorphisme de complexes de cochaines lorsque ’on munit C*(L) ® M de la
différentielle D définie par

D(f@m)=dy(f)®@m+ (- Y fAslzi @i m,
z; parcourant une base de L.

Cohomologie de 1’algebre (C*(L),d;)

En prenant M = Q, on obtient un isomorphisme naturel bigradué

HY?(C*(L)) 5 HE2(L; Q) = Ext{2(Q, Q) .
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8.3. - La suite spectrale d’Hochschild-Serre ([68]).

Soit L une algébre de Lie graduée et I un idéal. Pour tout module M, les
complexes C*(L; M) et C*(I; M) sont des L-modules : si y € L et f € C*(L; M)
ou C*(I; M), on pose

(Y- F)sz1A...Aszp) =7 f(sT1 A...Aszy)

— (1)l i(_l)l'ﬂ(zia(lz"|+1))+|7lf(sa:1 A oAS[Y,E) . A sTy) .

i=1
Si o € L, on pose
fso(sz1 A Aszy) = f(soAszi A Aszy).

On en déduit :

(1) v (f).w = (7 . f)aa + (_1)hl(|fl+l)fa[‘7,0] :

©) (df)oy = (—))VIITFDFLy - £ 4 d(f,)

Il en résulte que d(v - f) = (=1)1ly - df.

L agit ainsi sur Hf, (I; M) . Si f est un cocycle et y appartient a I, 'équation
(2) donne

g f= (=)D gf, ).
L’action de L sur Hf; (I; M) induit donc une action de L/I sur Hy; (I; M) .

La filtration.
Filtrons C*(L; M) en posant
p<0, FPCT(L;M)=C"(L;M),
p>0, FPCT(L;M)={f€C"(L;M)|f(g1,---,9r)=0si g1,...,9r—p+1 € I}
F'CT"=CT">FC">... F'C"OF*IC"=0.
Les définitions impliquent que
dFPCT(L; M) C FPC™Y(L; M) .

{F?} forme donc une filtration du complexe C*(L; M) . La suite spectrale EP'?

associée s’appelle suite spectrale d’Hochschild-Serre.
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Théoréme 8.3.1. ([68]) Avec les notations précédentes,

(1) Le terme ES'? est isomorphe d l’espace vectoriel HY, (L/I, H(I; M)) pour
Vaction de L/I sur H}; (I; M) définie précédemment.

(2) La suite spectrale converge vers Hf;.(L; M) .
Cas particulier M = M,.

Filtrons I’espace vectoriel différentiel C*(L) ® M par les puissances de 'idéal
C*(L/I) de C*(L). Nous obtenons une filtration F' de C*(L) @ M et l'isomor-
phisme canonique ¢ : C*(L) ® M — C*(L; M) est un isomorphisme de complexes
filtrés.

Seconde description de I’action de L/I sur Hf, (I; M) .

Par les isomorphismes canoniques
C*(I; M) = Homy(UI ® AsI,M) = Homy (UL ® AsI, M),

laction de L sur C*(I; M) se transporte en une action de L sur le membre de
droite. Siy€ Let f € Homyr(UL Q@ AsI,M) on obtient alors,
1) (v-HA®szyA...Aszy)= (=D)MVIf(y@szi A...Asz,)

—(=1)Al E:;l(_l)'""(zi«(l”"+1))+|7|f(1 @sziA...As[y,z]A... Aszy).

Comme UL est un UI-module libre, UL ® AsI est une U L-résolution libre de
UL®urQ 2 U(L/I) . Si v appartient & L , notons 4 : UL ® AsI — UL ® AsI

P’application définie par

(2) Fa®szi A...Aszy) = (—D)"%lay @ sz A ... A sz,

n
- Z(—l)hl(lﬂaHEid(lx"|+1))a ® sz A...AS[y,Ti]A...Asz,.

i=1

La formule (1) peut alors s’écrire

3) (v @) = (M5 - a).

Un simple calcul montre que 4 est un homomorphisme de complexes de UL-

modules, induisant la multiplication & droite par  sur U(L/I) . On obtient ainsi :
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Proposition 8.3.2. Notons P, — U(L/I) une résolution libre de U(L/I)
comme UL-module. Si g € UL, la multiplication & droite par g dans U(L/I) est
un homomorphisme de U L-modules et s’étend en un homomorphisme de complezes

g : Py, — P, . Ces morphismes induisent par composition la structure de U(L/I)-
module de Hi, (I; M) = Exty;;(Q, M) .

Cas particulier M = UL.

Soit I un idéal de L, l'injection de UI-module UI < U L définit un morphisme
canonique

B ExtU[(Q,UI) — ExtUI(Q,UL) .

La structure de U(L/I) module de Exty;(Q, U L) nous permet d’étendre 3 en un
morphisme de U(L/I)-modules a gauche

a:U(L/I) @ Exty(Q,UI) — Exty;(Q,UL).

Proposition 8.3.3. a est une injection.

m Soit e; une base de U(L/I), le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt fournit
une décomposition UL =UIQ U(L/I) = ®@UI - e; et I'isomorphisme

Extyr(Q,UL) 2 ILiExty(Q,UI) - e; .
Il en résulte une injection
Extyr(Q,UI)® U(L/I) — Extyr(Q,UL).

L’action a gauche de U(L/I) sur Extyr(Q,UL) se restreint a Exty;(Q,UI) ®
U(L/I) et fournit un morphisme de U(L/I)-modules & gauche.

a:U(L/I) @ Exty(Q,UI) — Exty;(Q,UI) @ U(L/I) .
La définition de l'action de U(L/I) sur le membre de droite montre que
a(U(L/I)q @ Extyr(Q,UI)) C Extyr(Q,UI) @ U(L/I)<q ,
avec, pour g € U(L/I), .,

a(g®f)=(-1)"1f®g mod(Exty;(Q,UI)QU(L/I)<,)m

Nous en déduisons le théoréme suivant :
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Théoréme 8.3.4.([32]) Soit L une algébre de Lie graduée et I un idéal
vérifiant
0 pour (p,q)# (n,m),

P, —
e (UD {Q pour (p,q) = (n,m),

alors on a un isomorphisme bigradué
Hf (L, UL) = H ™ ™(L/LU(L/T)) -
m  Considérons la suite spectrale d’Hochschild-Serre appliquée au cas particulier
M =UL. Comme UL = ®UI - ¢;, ¢; base de U(L/I), on a 'isomorphisme
Exty;(Q,UL) 2 IExty;(Q,UI) - ¢; .
Comme Exty;(Q,UI) est de dimension un, on a
ILExtyr(Q,UI) - e; = @;Exty(Q,UI) - e; £ Exty(Q,UI) @ U(L/I) .

les séries de Poincaré étant les mémes, le morphisme a de la proposition précédente

est un isomorphisme.

On a donc

EXt;;gL/I) (Q,Ext;3(Q,UL)) = Ext?fLm (Q,U(L/I) ® Ext;3(Q, UI)
= Extyly, ) (Q,U(L/I)) ® Exty(Q,UI) .

La suite spectrale dégénére donc au terme E3, ce qui entraine le résultat. ]

8.4. - Extyr(Q,Hom(M, N)).

Définition 1. Soient M et N deuz L-modules d gauche. Hom(M, N) est un

L-module pour l’action définie par

(9-)m) =g f(m)—(~1)WIf(g-m), g€L,feHom(M,N).

Définition 2. Si R et N sont deuz L-modules ¢ gauche, R ® M est un

L-module pour Uaction définie par

g-(rem)=(g-r)®@m+(-1)"lr®g.-m, geLreMmeN.
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On a alors de fagon évidente un isomorphisme d’adjonction

a : Homyr(R,Hom(M, N)) = Homy(R® M,N) .

Lemme. Si P est un L-module libre et si M = U;<,M; est un L-module,
alors P Q@ M est un L-module libre.

B Sip: UL®S — P est un isomorphisme de L-modules a gauche alors
lapplication ¢ : UL S®M — PQ® M définie par ¥(¢Q@s®@m) = g-(¢(1®s)®@m)

en est un également. n
Théoréme 8.4.1. St M = Mc,, alors on a un isomorphisme bigradué
Extf (M, N) = Ext}}] (Q, Hom(M, N)) .

m  Soit P, — Q une résolution libre de Q par des UL-modules. P, ® M est une

résolution libre de M par des U L-modules et donc
Extyr(M,N) =2 HHomyr(P. ® M, N)) = H(Homy(P., Hom(M, N))
2 Extyr(Q, Hom(M, N)) . n
Le complexe C*(L; M,N).

Si M = M<, et N = N¢, sont deux U L-modules, on peut considérer les com-
plexes (C*(L) ® M,Dp) et (C*(L) ® N,Dn) . L’espace vectoriel C*(L; M,N) =
Homgs(1)(C*(L) ® M,C*(L) ® N) est alors muni d’'une bigraduation et d’une
différentielle D de bidegré (1,0) par les regles

CPYL;M,N) = {f € C(L; M,N) avec f(M") C (C?(L) ® N)P*tetr} .
(Df)(m) = Dy f(m) — (=)l fDps(m) , | f| désignant le degré total de f.

C*(L; M, N) est relié au complexe C*(L; Hom(M, N)) par un isomorphisme d’es-

paces vectoriels bigradués
a:C(L;M,N) — C*(L;Hom(M, N)),
a(f)(a)(m) = (-1)I™ll*l f(m)(a) .
Un simple calcul montre que « est un isomorphisme de complexes. Il en résulte :

Théoréme 8.4.2. Si M = Mc, et N = Ng,, alors les espaces vectoriels
HP9(C*(L; M,N)) et ExtD}i (M, N) sont isomorphes.
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9 - Opération d’holonomie d’une fibration.

9.1. - Connexion homotopique.

Si X est un espace, nous noterons X%l 'espace des chemins de [0,1] dans

X muni de la topologie compacte ouverte.

Soit F -+ E & B une fibration. Notons Bl%! x5 E P’espace défini par :
BOY xp E = {(a,e)la : [0,1] = B, e € E, (1) = p(e)} -

La propriété de relevement des homotopies fournit une application continue ap-

pelée “connexion homotopique”
X: B0 xp E o EO1

avec A(a, €)(1) = e et p(A(a, €))(t) = aft) .

En restriction a QB, cette application induit une action de 2B sur F notée :
g : QB x F — F définie par p(w,f) = Mw, f)(O) . u s’appelle I'opération
d’holonomie de la fibration p. Elle est bien définie a homotopie prés. Elle munit
H.(F; Q) d’une structure canonique de H.(2B; Q) -module.

Le modele de p. Soit (AX,d) — (AX ® AY, D) — (AY, D) un K.S. modéle

minimal de la fibration p, et
(AX,d) - (AX ® AX,D) — (AX,0),

un K.S. modeéle de la fibration 2B — EB — B : X = sX. Un K.S. modéle de la
fibration QB — F = E est alors donné par

(A X ®AY,D) —— (AX®AY ®AX,D) —— (AX,0)

!
(AY, D)
ot la.d.g.c. (AX ® AY ® AX, D) désigne I'a.d.g.c. produit tensoriel

(A X ® AX,D)®rx (AX @ AY, D).

Proposition [39]. Si p: (AY,D) = (AX ® AX ® AY, D) est une section de

q, alors le composé

(AY,D) % (AX ® AX ® AY, D) 4 (AX,0) ® (AY, D),
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ot p(X) =0, p(T) =7 et p(y) =y, est un modéle minimal de u .
m L’opération )\ induit une application
MN:EBxpE—F, N(a,e) = Aa,e)(0) .
Un modéle de EB X g E est fourni par le produit tensoriel
(A X®AXQ®AY,D) = (AX @ AX,D)®rx (AX ® AY, D).
Un modeéle de A’ est donc fourni par une application
p:(AY,D) - (AX ® AX ® AY, D),

vérifiant gp = 15y .

L’application p : 2B x F — F est la composée
QBxF S EBxgEMF,
ou ¢ provient de la fibration
QBxF S5 EBxpEDS B,

e, f) = (&, f), m(a,e) =p-(e(1)) -

Le K.S. modéle de m étant fourni par I'inclusion
(AX,d) - (AX ® AX ® AY, D),

un modele de 7 est fourni par p . ]

L’opérateur d’holonomie induit une action p. de H (2B; Q) sur H.(F; Q) et
une action contragrediente  de H,(2B; Q) sur H*(F; Q) :

< 1(u,a),a>= (=)l < o, p,(u@a) >,

avec a € H (F;Q), a € H*(F;Q), u € H.(QB;Q) .
Description de 7 .

Pour chaque a.d.g.c. (A,da), désignons par Der,(A) I'espace vectoriel des
dérivations de A de degré —p . La somme directe Der (A) = @pDerp(A), munie
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du crochet [9,8'] = 6,8' — (—1)!¢119'19. 6 et de la différentielle 39 = [6, d 4], est une
algébre de Lie graduée différentielle.

Dans la K.S. extension (AX, d) — (AX®AY, D) — (AY, D) associée 3 la fibra-
tion p, choisissons une base z, de X, bg de A2X et cs de A23X . La différentielle
D induit les éléments 6%, 6%, §7 de Der(AY) par la formule

D=1@D+ ) 2,06+ b06°+> c,®67.
a€A pEB ~er
De la relation D? = 0, on déduit :

(1) [¢>,D] =0.

2) 3. (dzza) ® 6* + %Ea,al(“l)la"'”MIaaaa'Gaoal = — Eﬁ bs ® [gﬂ,D] .
Considérons alors ’homomorphisme de chaines ¢ : Hom(X, Q) — Der(AY') défini
par o(u) =3, < $Ta,u > 6% .

Lemme. ¢ induit un homomorphisme d’algébres de Lie

¢« : Hom(X, Q) — H,(Der AY).

[p(u),p(v)] = Z < 8Tqyu >< sz, v > [0%,60%]

a,a’

= Z(—l)h‘""l"l < Zq,8u >< Th, 50 > [6%,60%]

a,a’

—_ z(_1)|“|+|"|+(|“|+1)(|U|+1) < Tqy ®za: su, sv > [oa’oa']

a,a’

1 ,
2 Z(—l)'“””'“ < zolzy ; su,sv > [6%,6%]
=— Z(—l)'"””l"'l"’l“l(l”'“) < dyzo ; SU, 50 > 0% + 0N

[+

=) ()" < dyzg 5 su, 0 > 6% + 0Q
=Z<sxa; [u,v] > 8% + 99

[¢3
= olu,v] + 0N . ]

En composant ¢, avec le morphisme canonique

H.(Der (AY),d) — Der (H*(AY, D)),
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on obtient une opération 7 de Hom(X, Q) sur H*(AY, D), que I'on peut prolonger

de maniére naturelle 3 ’algébre enveloppante UHom (X, Q) .
Proposition. 7 =71 .

m  Comme les opérations 7 et 7 sont naturelles, il suffit de vérifier 7 = 7 lorsque

B est une spheére.
a) Cas d’une sphére impaire.
Dans ce cas, on a la K.S. extension
(Ab,0) = (Ab® AY, D) — (AY, D),
D=1®D+b®84.
Posons o(a) = 3,5, L ®6"(a), Db=-b.

o est un homomorphisme d’a.d.g.c. et une section de ¢ . De plus, 0 = p et
dong, lorsque < b,u >= 1, < 7(y,@),a >=< @, pa(4,a) >=< p*(a),u @ a >=
< b(a),a >< byu >=< #(u,a),a> .

b) Cas d’une sphére paire.

Dans ce cas, on a la K.S. extension
(A(b,¢),d) = (A(b,c) ® AY, D) — (AY, D),
db =0, dc = b?, db = —b, dc = —c — bb.
Une section de ¢ est définie de maniére similaire :
ola)=a+b0(a)+...
et on a,

< r(u,a),a > = (1) < @, pu(u,a) >= (-1)1*! < p*(@),u®a >
= (1)l < b4(a),u ® a >=< b,u >< 6(a),a >

=< 7(u,a),a > . ]

Cas particulier des fibrations de base une sphére.

Soit F 4 E & S une fibration de base S™ et

(Ab/?,0) — (Ab/b? ® AY, D) — (AY, D),
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un K.S. modeéle de p :
D=18D+b®84.

Dans ce cas, l'opération d’holonomie 7 est entiérement définie par 6*

7(a, @) = 6*(a) pour a un générateur de H,—1(025") .

9.2. - Etude des fibrations F — E — B avec 7,(B) ® Q < oo ; fibres de
Postnikov(2).

L’objet du présent paragraphe est la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme. Soit F — E — B une fibration avec 7.(B) ® Q et H*(E; Q) de

dimension finie, alors
(1) Hu(F; Q) est un H,(Q2B; Q)-module noetherien.
(2) La série de Poincaré de F est une fonction rationnelle de la forme

P(t)/ TTiz1(1 — t2%) od P(t) est un polyndme, et 2b; + 1,...,2b, + 1 sont les
degrés d’une base homogéne de Timpair(B) @ Q .

m (1) La suite spectrale de Serre de la fibration @B — F — E est une suite
spectrale de H.(QB; Q)-modules. Le terme E? = H,(E)® H,(2B) est un module
noetherien. Il en est de méme de chaque E?. Comme H,(E) est de dimension
finie, E, = E™ pour p assez grand. Il en résulte que H.(F;Q) est un module

finiment engendré.

(2) résulte de la proposition suivante. ]

Proposition. Soit L une Q-algébre de Lie graduée conneze de dimension
finie et V un UL-module gradué de type fini (V = @®p>oV}), alors la série de
Hilbert de V,

Hy(t) =) dimVnt",
n>0

est une fonction rationnelle de la forme P(t)/ [[re;(1 — t2%) ou P(t) est un poly-

nome et 2by,...,2b, les degrés d’une base homogéne de Lpa;; .

m  Nous travaillons par récurrence sur dimL . Si dim L = 0, V est de dimension
finie et le résultat s’en déduit. Supposons le résultat vrai pour les algébres de Lie

de dimension p ; soit L une algébre de Lie graduée de dimension p + 1 et V un
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UL-module de type fini. Si z est un générateur de degré maximal. z est donc

dans le centre et on a une courte suite exacte
0-Qz—-L—-L/z—0.
(1) Si = est de degré impair, on pose
K={a€V|z-a=0},

K est un L/z-module gradué de type fini et on a une suite exacte courte de
L-modules
0-K—-V3K -0

ou K et K' sont des L/z-modules.
L’hypothése de récurrence montre que
Hy(t) = Hi(t) + t ¥ Hy (t)
est rationnel de la forme souhaitée.

(2) Si z est de degré pair, on pose K = {a € V|z" - a = 0 pour un certain n}, K

est un L-module noetherien. Comme de plus dim L < o0, il existe un ng tel que
K={a€V|z" -a=0}.
K admet une filtration en sous-modules
K=K, D Kpy-1D0Kp,—2D...2K; D0,

avec K; = {a € V|z*-a = 0} ; chaque K;/K;;, est un L/z-module noetherien. Par
hypothése de récurrence, la série de Hilbert de K est donc de la forme Hg(t) =
P(t)/TTi=1(1 — t*%) avec P(t) un polynéme et 2ay,...,2an les degrés d’une base
homogene de (L/z)pair -

Dans V/K la multiplication par « est injective et on a une courte suite exacte
de L-modules

(%) 0-V/K-SV/K - V/(K,z)—0.

V' = V/(K,z) est un L/z-module noetherien auquel I’hypothese de récurrence

s’applique. La suite exacte courte (*) fournit ’égalité
Hy(t) = Hx(t) + Hy;k(t) = He(t) + Hy ()1 - 7177 .

Corollaire (Fibres de Postnikov). Si X est un c.w. compleze fini, les séries

de Poincaré de Hy(X([n)) sont rationnelles pour tout n .
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9.3. - Holonomie et représentations de 7,(2X)® Q .

Soit L une algébre de Lie graduée, M une algebre graduée commutative et
8 : L — Der(M) une représentation de L par dérivations. On lui associe (§8.2)
’algebre des cochaines de L & coefficients dans M ,(C*(L) ® M, D) :

D(fem)=dy(f)@m+ (-1 Y~ fAasTle ®@b(e)m .
ebase deL

Considérons ’extension
(C*(L),d) - (C*(L)® M, D) — (M,0) .

En lui appliquant le foncteur réalisation géométrique ( ) [18], on obtient une fibra-
tion F' —» E — B avec

(1) H*(F;Q) = M,

) mM(2B)Q =L,

(3) H*(E; Q) = H*(L; M),

(4) L’action ¢ de H.(2X; Q) sur H,.(F) coincide avec 8 : Ve , ¢(e) = 6(e) .

Inversement, si F — E 5 X est une fibration entre espaces l-connexes de
type fini, on peut filtrer le K.S. modéle de p, (AZ ® AY, D), par la suite d’idéaux

A2PZ @ AY . On obtient ainsi une suite spectrale vérifiant
E;,q = H”’q(AZ ® H'(AY),Dz) = Hp’q(ﬂ',(QX) ®Q; H*(F; Q)) ,
et convergeant vers la cohomologie de E .

9.4. - Holonomie dans les fibrations de Ganea.

Définition. Si A est un anneau gradué, M et N deuz A-modules d gauche,

alors N est appelé un r — syzygy de M s’il existe une suite ezacte de A-modules
0= N—-P.—-P_;...o PP -M-0,

ot les P; sont projectifs.

Théoréme. Soit Fr, —» En, — X la m® fibration de Ganea alors pour
Vopération de H,(2X; Q) sur Hu(Fpn; Q), I;’.(Fm; Q) est un m — syzygy de Q .
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m  Posons A = C.(2X;Q) . Avec les notations du §1.4, on a alors un quasi-

isomorphisme de A-modules
B A®B(A)m — Cu(Fm; Q) -

En filtrant A ® B(A)m par la suite d’id’éaux GBf=OA®j , k < m, on obtient une

suite spectrale vérifiant
Ey = H.(H.(A) ® B(Hu(A))m) ,

et convergeant vers H,(A ® B(A);) . Comme (H,(A) ® B(H.(A)),d;) est acy-
clique, cette suite spectrale dégénére au terme FE; et on a une suite exacte de

H,(A)-modules
0 — (By) » H(A)®(@™ H.(A)) — H(A)R(®™ 1H,(4)) — ... H.(4)8Q - Q

ce qui fournit la these. |
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10 - CATEGORIE D’UNE APPLICATION.

Le but premier de ce chapitre est la définition de la catégorie d’une application

(10.1) et son calcul au moyen de ’homotopie rationnelle (10.6).

10.1. - Catégorie relative et catégorie d’une application.

Soit {A;} une suite de sous-espaces de X. Notons T"+1(X, {A;}) le bouquet

garni relatif :
(X, {A:}) = | [I(X) x 4p41 x [T (X).
p=0

Si Y est un sous-espace de X, nous noterons T"(X,Y) le bouquet garni
T™(X, {A;}) avec A; =Y pour chaque .

Définition 1. cat(X,{A4:}) < n si et seulement si Uapplication diagonale
AT X o [ X se factorise & homotopie prés par T (X, {A;)).

X — T™Y(X,{4})

A')l(+l l

(x)

La catégorie d’une application f : X — Y est une notion introduite par

Berstein et Ganea ([12]). Elle est définie comme suit :

Définition 2. cat f < n si et seulement si il eziste une application g : X —
T"+(Y) rendant commutatif ¢ homotopie prés le diagramme suivant

X — Ty

Vool

n+41
AY

Yy — I-[n+1(Y)

Il résulte immédiatement de la définition que cat f < cat X et cat f < catY.
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Définition 3. Si Y est un sous-espace de X, la catégorie relative cat(X,Y")
est définie par cat(X,Y) = cat(X, {A:}) avec A; =Y pour chaque i. En d’autres
mots, cat(X,Y) est le plus petit entier n tel qu’il existe une application continue
g rendant commutatif le diagramme

X -2 THX,Y)

N\

A}-H\ l
Hn+1(X)
De fagon évidente, si Z C Y, alors cat(X,Y) < cat(X,Z). En particulier,
cat(X,Y) < cat(X, {*}) = cat(X).
Proposition 10.1.1. Soit F — E 5 B une fibration, alors
catp = cat(E, F).

m  Ceci résulte directement du carré fibré

T™NE,F) — [I™(E)

L e

() — IIE)
]
cat(X,Y) peut se définir en termes de recouvrements. En fait, l]a méme dé-

monstration que dans le cas absolu ([69]) donne :

Proposition 10.1.2. Soit X un espace normal et Y un sous-espace fermé,
rétract par déformation de l'un de ses voisinages. cat(X,Y) < n si et seulement
si X admet un recouvrement ouvert Uy,Us, ..., Unyy tel que les injections U; 2 X

se factorisent @ homotopie prés par Y.

Comme dans le cas absolu, une premiére approximation de cat(X,Y’) est
fournie par la cohomologie. Notons K le noyau du morphisme de restriction

H*(X;A) —» H*(Y; A), alors :

Proposition 10.1.3. Nil K < cat(X,Y).
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Définition 4. Sip: E — B est une fibration, on pose : secat(p) < n si et
seulement si B admet un recouvrement ouvert Uy, ...,Upy1 tel que p admette une

section o; sur chaque U;.

Siy & x désigne 'inclusion d’un sous c.w. complexe et sip : E — X désigne
la fibration homotopique associée, alors il existe des équivalences d’homotopie ¢

et ¥ rendant commutatif 4 homotopie preés le diagramme

on a alors :
Proposition 10.1.4. cat(X,Y) = secat(p).

®  Soit (Uy,...,Up+1) un recouvrement ouvert de X muni d’homotopies H; : U;x
[0,1] —» X avec Hi(u,0) = u et H;(u,1) € Y. Comme ppH;(e,1) ~ iH;(e,1) ~
Hi(e,0), pHi(e,1) est une section homotopique de p sur U;.

Inversement si (Uy,...,Unt1) est un recouvrement ouvert muni de sections

homotopiques o; : U; — E, alors 1y, ~ po; ~ ipo;.
1y; est donc homotope a une application continue se factorisant par Y. m
Corollaire. Soit F 5 E % E une fibration, alors

secat ¢ = cat(E, F) = catp .

10.2. - G-catégorie d’une application et G-catégorie relative.

Soit g : E — B une application continue entre espaces pointés. Dans ([64]),
K. Hardie introduit la notion de catégorie de Ganea, G-catégorie, d’une applica-

tion.

Définition 1. Gcat(g) < n si et seulement si il existe une application con-

tinue ¢ rendant commutatif ¢ homotopie prés le diagramme

E_—2 (xxI"E))U(B x T*(E))

|

B x II"(E)
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avec A, = [g x TI*(id)] o AT
De maniere évidente, cat(g) < G cat(g) < cat(E).

Définition 2. Soit Y un sous-espace de X, la G-catégorie relative,
Gcat(X,Y) est définie par I’égalité

Geat(X,Y) = cat(X, {Y, *,%,...,%,...}) .

Le lien entre les deux notions est fourni par la proposition :

Proposition 10.2. Soit F — E % B une fibration, alors G cat(p) =
Gcat(E, F).

m  Ceci résulte immédiatement du carré fibré

THY(E, {F,*,...,%,...}) —— Hn+1(E)

| [

(*x[["(E)U(BxTYE) — BxI["(E)

Si M est un A-module, définissons Nil4 M par :
NiluM =inf{n|a;...a,,m =0, Vm € M, a; € A} .

Désignons par K le noyau du morphisme de restriction H*(X;A) — H*(Y; A) .
On a alors
Nilge (x;4)K < G cat(X,Y).

10.3. - Catégorie relative et cofibration.

Proposition 10.3. Soit A — X une cofibration fermée, alors cat(X/A) <
cat(X,A) + 1.

m  Supposons cat(X, A) = n. L'application composée
An+1 nt (')
A X2 H(X) H(XU CA)
est homotope & une application continue f vérifiant

F(X) C T (X Us CA, A).
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Notons ¢; : X U4 CA — X Uy CA une homotopie vérifiant ¢g = 1, $1(CA) = *.
A est alors homotope & g = (¢;)"t! o f et on a g(X) C T"tY(X U4 CA).

Etendons 'homotopie A ~ g en une homotopie entre ’application diagonale

A et une application G
n+1
G:XUsCA— [[(XuacC4),
vérifiant G(X) C T"*(X Us CA) .
L’application diagonale A™? : X U4 CA — [["1*(X U4 CA) est alors homo-

tope & G X ¢ et se factorise & travers T"*2(X U4 CA). En conséquence,

cat(X/A) = cat(X Uy CA) < cat(X,A)+1. |

10.4. - Catégorie relative et fibration.

10.4.1. Proposition. Soit F — E 5 B une fibration, alors

cat B < (catp+ 1) (secatp+1)—1.

m  Soit (U;) un recouvrement ouvert de B muni de sections o; : U; — E et soit
(V;) un recouvrement ouvert de E formé d’ouverts déformables dans F. Dans ce
cas, les 07'(V;) sont des ouverts contractiles recouvrant B. En effet, les applica-
tions

T (V) x 0,11 23 V; x [0,1] EEX B

définissent des homotopies entre 1'identité et I’application constante sur le point

de base. n

Corollaire 1. §i X est un c.w. compleze et A 4 X un sous c.w. compleze,
alors

cat X < [cat(X,A) +1][cati+1]—1.

Corollaire 2 [64]. Soit F Y E L B une fibration, alors catE + 1 <
(cati +1)(catp +1).

10.4.2. - Le corollaire 1 admet la variante suivante obtenue en remplagant

cat par G cat.
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Proposition 10.4.2.(S. Halperin). Soit X un c.w. compleze et A 4 X un
sous-compleze, alors cat X < G cat(X, A) + cat .

An+1
m  Supposons cati = m et Gcat(X,A) = n. Dans ce cas, X 5 "X
est homotope & une application f vérifiant f(X) C (II*(X) x A) U (T™(X) x X).
m+41
D’autre part, A 24, II™+1(A) est homotope a une application g : A — T™+1(X).

Etendons cette derniére homotopie & X : AR ~ G avec G|4 = ¢g. On a alors

AT = ((id)™ x AR 0 A ~ ((id)" x G)o f . .

Corollaire. Soit F 5 E % B une fibration avec F, E et B des c.w. com-

plezes connezes pointés, alors

cat E < Gcatp+cati.

La différence entre les propriétés 10.4.1. et 10.4.2. tient son origine dans les
inégalités
cat(X,A) < Geat(X, A) .
Geat(X,A) < cat(X,A)-[catA+1]—1.

10.5. - Joint de fibrations.
10.5.1. - Notons CX le cone sur un espace X. Alors :

Lemme. Le joint FixFyx...xF, den espaces F1, F;, ..., F, est homéomorphe
au sous-espace E de CFy x ... x CF, formé des n-uples (yi,...,Yn) avec y; dans

F; pour au moins une valeur 3.

m Il suffit de définir des homéomorphismes inverses ¢ et ¥

@

Fi«Fx..xF, _____FE,

¥

So(ztiyi) = ((t%vyl)v'w(%ayn)) ,v = max{t;},

n

((s0w)) = Y ()i -
((s1,00)) g(zF,.s,-)y
CF =(Fx[0,1)/(F x {0}) . [

On a donc, en particulier, x"E = T"(CE; E).
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Définition. Le bouquet garni T(p1,...,pn) de n fibrations F; — E; %5 B;

est la fibration
Fy«Fy*x...x F, - ETupn) arrowB; X ... X B, ,

ot E est défini comme suit :

Posons Z; = [(E; x [0,1]) U B] /{(ei,0) ~ pi(e)}, alors E = {(z1,...,2a) €

Zy X Zy X ... X Zy|2; € E; pour au moins une valeur ¢} .
Le joint p; * ps * ...p, de n fibrations de méme base
F,-EX%B

est la fibration

PL*...%p
F«Fx*..«xF,-E"-5"B,

image réciproque de la fibration T'(p1,p2,...,pn) par application diagonale A :
B - II"B.

10.5.2. - Soient A; ELS B;, 1 < i < m, m cofibrations fermées. Notons

T™(B;, A;) le sous-espace de By X Bz X ... X By, défini par :
T™(Bi, Ai) = UG (By X By X ... X Bi X Ait1 X Biya X Biyz X ... X Bp) .

Notons p;, 1 < i < m, et p les fibrations homotopiques respectivement associées

aux inclusions A; — B; et T™(B;, A;) < B; X By X ... X By,. On a alors :
Proposition 10.5.2. p ~ T(p1,p2,...,Pm)-

Corollaire 1. Soient A; AR X, 12> 1, des cofibrations fermées et p; : E; —» X
les fibrations homotopiques associées. Alors, cat(X,{Ai}) < m si et seulement si

la fibration py * ... * py, admet une section.

m  Ceci résulte clairement du diagramme

FB*sFRx... xFp = F*xFhx*x.. . xFy
E' —_— E i’ Tm(X» {At})
valm...*pm 1T(Ply
Ay
X —_— nmx
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Corollaire 2. Soit X un espace topologique pointé. Soit x 548X un
sous-espace tel que les injections iy, iy soient des cofibrations fermées. Notons

p=EX — X etg: E — X les fibrations homotopiques respectivement associées
n+1
d 121 et g, alors : cat(X,A) < n si et seulement sig*g...x g admet une section,
n
et Gecat(X,A) < n si et seulement si g *p *...*p admet une section.

10.5.3. - La construction de Ganea relative.

Soit FF — E 2 B une fibration. Considérons la suite de fibrations F,, —

E.. I3 B définie inductivement par les regles :

F » By PR, —

b b
F — E, — E, — E;3 —s
19 g1 /92 /
5
1) F,, I3 E,, est la fibre homotopique de gn.

2) Emt1 = Em U CFp.

m
Dans sa these, Gilbert ([50], théoréme 2.1) montre que gm ~ g *D*...*p

avec p = EB — B la fibration des chemins. Il en résulte :

Corollaire. Soit * — A <> X des cofibrations fermées. Notons g : E — X
la fibration homotopique associée d i alors Gcat(X,A) < n si et seulement si g,

admet une section.

10.6. - Catégorie rationnelle d’une application.

Soit f : X — Y une application continue entre c.w. complexes 1-connexes
de type fini. On appelle catégorie rationnelle cato(f), la catégorie de ’application

obtenue en rationalisant les espaces :

cato(f) = cat(fq).

On a clairement : cato(f) < cat f .

Notons f : (AZ,d) = (AZ ® AT, D) le K.S. modele de f. Alors :
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Théoréme 10.6. cato(f) < n si et seulement si il eziste un morphisme
d’a.d.g.c. p vérifiant pi = f.

(AZ,d) —— (AZ®AT,D)

I >~ T
(AZ/A>"Z,d) «—— (AZ®AR,D)

B cato(f) < n si et seulement si fq se factorise & homotopie pres par (E,(Y))o,

et ceci est équivalent & une factorisation de f par le modéle minimal de
(AZ/A>"Z,d) (§4) ce qui entraine la thése. ]

Définition. Nous appellerons M cato(f) Pentier n minimum tel qu’il existe
un morphisme de AZ-modules p vérifiant pi = f. On a :

M cato(f) < cato(f) -
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11 - PROFONDEUR DES ALGEBRES DE LIE.

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de profondeur d’une algebre
de Lie L, depthL. nous montrons ensuite ( th.11.3.1) que si X est un espace 1-
connexe de type fini, alors depthm.(2X) ® Q < cato(X). Ceci raméne I’étude des
espaces de catégorie finie a celle des algebres de Lie de profondeur finie . Nous
étudions ainsi en 11.4. le radical d’une algébre de Lie de profondeur finie et en
11.5. le treillis de ses idéaux.Nous appliquerons ensuite en 11.6. ces résultats au
treillis particulier des idéaux de 7, (2X) ® Q.

11.1. - Définitions et propriétés.

Soit L une algébre de Lie graduée, UL son algébre enveloppante. Nous

définissons la globale dimension de L par :
gldimL = gldimU L = sup{i|Ext};;(Q, Q) # 0},
et la profondeur de L, depth L, par :
depthL = depthUL = inf{i|Ext},;(Q,UL) # 0} .
Pour tout module M de type fini, on a
Extyr(Q, M) = Hom(Tor’%(Q, Hom(M, Q)), Q) .
depth UL peut donc se calculer par la formule
depth UL = inf{|Tor? £(Q, Hom(U L, Q)) # 0} .

Si Extyr(Q,UL) = 0, nous dirons que L a une profondeur infinie. Il résulte des
définitions que depthL < gldimL .

Lemme 11.1. Soit L une algébre de Lie graduée nilpotente de dimension

finie. Notons n = Zizo(_l)ii -dim L; 4+ dimL,,;, alors

si (4,7) # (dimLpeir,n) .

- 0
Hi,J—:(L’ UL) - {
Q si (4,7) = (dim Lpeir,n) .

m Si L = Qz avec x de degré pair, alors UL = Q[z]. Une résolution de Q

comme Q[z]-module est donnée par

OﬁQ[x]-aiQ[z]—z»Q—»O, d(a) = =z.
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H*(L,UL) est de dimension 1 et est engendré par ’application 8 de bidegré (1, |z|)
0:Q[zJa — Qz], 6(a)=1.
Si L = Qz avec = de degré impair, alors UL = Az. Une résolution de Q comme
U L-module est donnée par :
...Aa:-apg»...A:c-ag —arA:z:-al i,»A:l:~az0 5Q-0,

O(ap) =z ap—y, elag)=1.

H*(L,UL) est de dimension un et engendré par I’application f de bidegré
0,—|z]). f: Az -ap— Az, f(ao)=<z.

Si L est de dimension finie supérieure a un, considérons un idéal gradué L' de
codimension 1. Par 8.3., la suite spectrale d’Hochschild-Serre fournit un isomor-

phisme

Extyr(Q,UL) = Extyr(Q,UL') ® Exty/1(Q, U(L/L')),

ce qui termine la démonstration. [

Théoréeme 11.1.1. Une algébre de Lie graduée conneze L est de profondeur
zéro si et seulement si elle est abélienne, de dimension finie et concentrée en degrés

impairs.
n
Ext),(Q,UL)={a € ULVB €L B-a=0}.

Si UL est de profondeur zéro, il existe un élément a € UL dans ’annulateur de
I'idéal d’augmentation. Considérons le gradué associé a la filtration primitive. Ce
gradué est 1’algébre graduée commutative libre sur L, par le théoréme de Poincaré-
Birkloff-Witt et a reste dans ’annulateur de 'idéal d’augmentation. Ceci n’est
possible que si dimL < 0o et L = Limpair ce qui entraine le caractére abélien de L.

La réciproque se déduit du lemme précédent. [ |

Théoréme 11.1.2. Soit L une algébre de Lie graduée et I un idéal de L,
alors depthl < depthL .

m  Considérons la suite spectrale d’Hochschild-Serre
EP® = Ext} ;1) (Q,Ext§;(Q,UL)) = Ext}(Q,UL).

Comme UL est un UI-module libre, Ef'? = 0 ¢ < depthl . Il en est donc de

meéme pour EP:J. ]
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Théoréme 11.1.3. Si L = I x J alors depthL = depthl + depthJ .
m Notons (M)” = Hom(M, Q) . Comme UL =UIQUJ, on a
TorV2(Q, (UL)?) = TorV®V7(Q, (UI)® ® (UJ)?)
= Tor’!(Q, (UI)*) ® TorV/(Q, (UJT)?) .
Le résultat s’en déduit. ]

Théoréme 11.1.4. Si I est un idéal de dimension finie dans une algébre de

Lie graduée L, alors

depth L = depth L/I + dim Ip; .

m  Par le lemme 11.1., Exty(Q,UI) est de dimension un et est concentré en

degré filtrant n = dimIp,i; . Il résulte alors de 8.3. que
Extyr(Q,UL) € Exty/n(Q,U(L/I)) ® Extyr(Q,UI) . n

11.2. - Grade d’un module.

Soit M un UL-module gradué : M = @;>0M; . On définit le grade de M par
Pégalité :
grade(M) = inf{n|Ext{(M,UL) # 0} .
En prenant M = Q on retrouve depth (UL) = grade(Q) .
Appelons dimension homologique d’'un U L-module M l'entier hd(M) défini

par

hd(M) = sup{n|Exty; (M, Q) # 0} .

On a clairement :
grade(M) < hd(M) .

Proposition 11.2. Soit L une algébre de Lie graduée et M un UL-module
avec grade(L) = m. §i N est un p — syzygy de Q, p < m, alors Ext{,; (M,N) =
0, ¢g<p.

m  Si N est un p — syzygy, on a une courte suite exacte

0->N->SUL®V >N, -0,
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avec N; un (p — 1) — syzygy . Pour ¢ < p, on a donc un isomorphisme
Ext{ (M, N) = Ext{;' (M, N) .
En itérant, on obtient

Ext{, (M,N) = Ext{;;/(M,Q) =0. u

11.3. - Profondeur et catégorie.
Le but de ce paragraphe est la démonstration des théorémes suivants :

Théoréme 11.3.1.[32] Soit X un espace 1-conneze de type fini, alors
(1) depthH,(2X;Q) < cato(X) < gldimH,(2X;Q) .
(2) Si depthH,(2X; Q) = cato(X), alors cato(X) = gldimH,(QX;Q) .

Théoréme 11.3.2. [39] Soit f : X — Y une application continue entre
espaces 1-connezes de type fini . Notons F la fibre homotopique de f. L’opération
d’holonomie munit H = H,(F;Q) d’une structure de H,(Q2Y;Q)-module. On a

alors :
(1) grade(H) < M catg f < cato f
(2) si grade(H) = M cato f, alors M cato f = hd(H.(F;Q)) .

Le théoréme 11.3.1. est un cas particulier du théoréme 11.3.2. Il motive

I’étude au paragraphe 11.4. des algebres de Lie graduées de profondeur finie.

Exemple 1.

Si la dimension de 7,(X) ® Q est finie, alors la profondeur de H,(2X; Q) est
aussi finie et ’on a de plus par 11.1 et 5.6.:

depthH.(2X; Q) = dimm.(X) ® Q < cato(X).
En particulier, si X = P™(C), grade(X) =1, et cato(X) = m.
Exemple 2. .

Si X =Y, VY, ,avec Y] et Y, deux c.w. complexes 1-connexes a cohomologie

rationnelle non triviale, alors par 13.2.3., cato(X) = max(cato(Y¥1), cato(Y2)) ,et

depthH,.(2X;Q) = 1.

132



PROFONDEUR DES ALGEBRES DE LIE

Lemme 1. Soit X un CW-compleze 1-conneze de type fini, alors :

cato(X) < gldimH,(2X;Q) .

B Si gldimH.(QX;Q) = m, alors HZ(7.(2X) ® Q;Q) = 0 pour p > m.
Notons (AZ,d) le modéle minimal de X. (AZ,d,) est isomorphe a I’algébre des
cochaines sur m,(Q2X) ® Q (§7.1). Il résulte de ’hypothése précédente que tout
da-cocycle dans APZ est un dj-cobord. Choisissons un supplémentaire S des ds-
cocycles dans A™Z. Dans ce cas I = S®A”™Z est un d-idéal différentiel acyclique.
L’application quotient

p:(AZ,d) = (AZ/I,d)

est donc un quasi-isomorphisme. Comme nil(A*Z/I) < m + 1, ¢ se factorise 3
travers AZ/A>™Z . 1l résulte alors de 4.3.1 que cato(X) < m. ]

lemme 2. (version relative du lemme 1)

M cato(f) < hdp, (av;Q)(H«(F;Q)) .

m  Si hd(H.(F;Q)) = m, alors (§.8.2.)
HP(mu(QY) @ Q H*(F;Q)) = HP™(C™(m(QY) ® Q; H*(F;Q)) =0,

pour p > m. Notons (AZ,d) le modéle minimal de Y et (AZ ® H*(F;Q), D) un
modele minimal de X comme AZ-module. Dans ce cas (AZ ® H*(F;Q),d,) est
isomorphe a l'algébre C*(m.(2Y) ® Q; H*(F;Q)) (§9). Posons I = [A>™Z ®
H*(F; Q)] @ S avec S un supplémentaire des D;-cocycles dans A™Z @ H*(F'; Q) .
I est un D-idéal différentiel acyclique et ’application quotient

(AZ®H*(F;Q),D) 5 (AZ®H*(F;Q))/I,D),

un quasi-isomorphisme. Comme nil(AtZ ® H*(F;Q)/I) < m + 1, ¢ se factorise
a travers (AZ/A>™Z) ® H*(F; Q). Il résulte alors de la définition de M catq(f)
(810.6.) que

M cato(f) <m. ]

Le théoréme 11.3.2. sera un corollaire de la proposition suivante :
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Proposition 11.3.3. Soit f : X — Y une application continue entre espaces
1-connezes de type fini, de fibre homotopique F. Si grade(H.(F;Q)) > M cato(f),

alors

M cato(f) = hdy, av;q)(H.(F;Q)) -

Posons m = M cato(f) et (AZ,d) le modele minimal de Y. Considérons la
projection
p:(AZ,d2) = (AZ/A>™Z,d,) ,

et bigraduons AZ par (AZ)?? = (APZ)P*7 . Comme p est un isomorphisme en
bidegrés (r,*) avec r < m et est injectif en bidegrés (m, *), il en est de méme pour

H(p). p admet donc un K.S. modéle bigradué
(AZ,d;) —— (AZ/A>™Z,dy)

Iw
(AZ® AT,D;) —— (AT,D,),
avec T = T2™* et D, de bidegré (1,0) .
Lemme 3. H(AT,D,) = T™* .
m  Considérons le K.S. modéle de I’augmentation (AZ,d;) = Q .
(AZ,dy) - (AZ ® AZ,dy) — (AZ,0).
Z est naturellement bigradué avec ZP = Z%P. Formons le produit tensoriel
(AZ® AT ®AZ,D) = (AZ ® AT, Dy) ®az,4,) (AZ ® AZ,dy) .

L’augmentation (AZ ® AT ® AZ,D) 5 (AT, D,) définie par £(Z) = ¢(Z) = 0,
€(t) = t, est un quasi-isomorphisme bigradué. Un autre quasi-isomorphisme est

fourni par p = 9p ® 1
(AZ@® AT ® AZ,D) — (AZ/A>™Z)® AZ,D) .

Comme Z = Z%*, cette derniére a.d.g.c. est contenue en bidegrés (p,q), p < m.
Il en résulte que H(AT, D) = H<™*(AT, D). Comme T = T2™*, on en déduit le

résultat. -

Une démonstration (standard), par récurrence sur une K.S. base de AT, per-
met d’affirmer :
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Lemme 4. a) Il eziste une différentielle D sur AZ ® AT vérifiant
(D — Dg)(TP*) C (AZ ® AT)2P+%* et dp = oD .

b) Posons T' = Q & T™*. Le sous-espace AZ @ T' est stable pour D et
linjection

0:(AZQT',D)— (AZ® AT, D)
est un quasi-isomorphisme de AZ-modules.

Notons f : (AZ,d) — (AZ ® H,D) un modéle minimal de f comme AZ-
modules : H 2 H*(F; Q). Comme M cato(f) < m, f se factorise par (AZ®T", D)

comme morphisme de AZ-modules :

(AZ,d) —— (AZ®H,D)
(AZ®T',D).

Lemme 5. §i grade H.(F;Q) > M cato(f), nous pouvons choisir p avec
P1®T™)CAZ™ZQH .

m  Construisons par récurrence un morphisme p; de AZ -modules,
Pi: (AZ@T'vD) - (AZ@H’D) )

vérifiant p;(2®1) = 2z et p;(1®@T™*) C A2*Z ® H.Supposons avoir construit p;_;,

construisons p;.

pi—1 se décompose sous la forme p;—1 = a + 3 avec
(T™*)<AT'ZQH et B(T™)CAZZQH.
Comme dya = aD,, a est un cocycle dans
Hom{y 74 (AZ @ T™*,dy),(AZ ® H, dy)) .

Il définit donc (§8.4) une classe de cohomologie [a] dans

Exty, " ~(T™", H) 2 Exty; "' ~(Q, Hom(T™", H))
= Ext}; ! " (Hom(H, Q), Hom(T™*,Q)). [L =m.(2Y)®Q].
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Notons Wy, I3 Y la réalisation géométrique de la projection p : (AZ,d) —
(AZ/A>™Z,d) . On a alors par 4.2.4. une équivalence d’homotopie

W,V Sy > E,, .

ou S,, désigne un bouquet de sphéres et E,, le mi®™® espace de Ganea de Y.
En particulier, W,, est un retracte de E,,. Notons G,, la fibre homotopique
de ¢m : Gy est un retracte de F,,. Comme ﬁ.(Fm) est un m—syzygy, on a
Ext};; (Hom(H, Q), H,(Fn)) =0 pour p < m (§11.2.). Par rétraction, on obtient :

EXt,[,}Z(Hom(Hv Q)v I}t(Gm)) =0, p<m.

D’autre part, (AT, D) est un modele de G,,. En particulier H,(Gp,) et isomorphe

a Hom(T™*, Q) comme UL-module. La classe [a] est donc nulle.

Il existe donc une application AZ-linéaire p : AZ Q@ T™* — AZ de degré total
—1, vérifiant

W1 T™) C A%(Z),
a=do+0oD,.
On pose p; = pi—1 — (Do +oD) . ]
Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la proposition.

Filtrons AZ @ T' et AZ @ H en plagant Z en filtration 1, T™ en filtration m
et H en filtration 0. p est un morphisme filtré. (AZ ® H, D) est ainsi un rétracte
de AZ ® T' ® H dans la catégorie filtrée.

P
(AZ@H,D) ", (AZ®H®T',D).

1

on passe au niveau E, de la suite spectrale. Le terme de droite (AZ ® H @ T', D)
est quasi-isomorphe a (AZ/A>™Z ® T',D) on a donc H>™*(AZ ® H,D,) = 0.

Ce qui entraine

hdy, @@y;Q)(H+(F;Q)) <m. L]

Sous certaines hypothéses, nous pouvons améliorer notre connaissance du cas

grade(H.(F; Q)) = M cato(f) :
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Proposition 11.3.4. Soit f : X — Y une application continue entre espaces
1-connezes de type fini. Notons F la fibre homotopique de f. Supposons que le
composé m(Y) KA me—1(F) LA H._1(F; Q) soit nul et que grade(H.(F;Q)) =

M caty(f), alors on a les égalités :

M cato(f) = cato(f) = cato(Y) = hdH.(F; Q) = gldimH,(QY; Q) .

B Avec les notations précédentes, la rétraction p: (AZQT',D) —» (AZ® H, D)

préserve les filtrations. p induit donc un morphisme de suites spectrales

E(A2oT) Y E (A2 H).

Calculons E;(AZ ® H). L’hypothése introduite montre que (AZ ® H,d;) est

isomorphe a la somme directe de 2 complexes de AZ-modules :
(AZ® H,dy) = (AZ,d;) ®(AZ ® HY,d;) .

Notons A = pi : AZ LAZQT 5 AZQH I'injection canonique; E2(\) est injectif.
Il en est de méme pour E3(z). Ceci entraine gldimH,(QY;Q) < m. ]

11.4. - Radical d’une algébre de Lie graduée connexe de profondeur

finie.

Soit L une algébre de Lie graduée et I un idéal. On note Iy = [I, I] et
Itn) = [Ijn-1)> fjn-1)]- I est dit résoluble d’indice n si Ij,—y; # 0 et Ity =0.
La réunion d’un nombre fini d’idéaux résolubles est résoluble. Il suffit de

vérifier l'inclusion (I U J)[g) C Ijyj U Jpy). Le résultat s’en déduit.

Définition On appelle radical d’une algébre de Lie L, radL, la réunion des

idéauz résolubles de L.

Si L est de dimension infinie, le radical n’est pas nécessairement résoluble.
Prenons, par exemple, pour chaque n > 1, une algebre de Lie résoluble de dimen-
sion finie d’indice n, I, alors L = @;>1]; est une algebre de Lie non résoluble,

mais égale a son radical.

Pareille chose ne peut pas se produire si depthL est fini, c’est ce que nous

allons expliquer.
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Proposition 11.4.1. Une algébre de Lie graduée résoluble L de profondeur

finie est de dimension finie.

m  Nous travaillons par récurrence sur 'indice n de résolubilité de L. L’hypothése
d’induction montre que Ly;) est de dimension finie. L contient donc un idéal I

abélien de codimension finie.

Si I était de dimension infinie, on aurait pour tout r une décomposition
I=Lx---x1I,,

avec I; abélien et de dimension infinie.

Par le théoreme 11.1.1. depthI; > 1. Or
(11.1.3.) depth I = depth I} + depth I; + - - - + depth I, ,

et donc depthI > r.

Or depth I < depth L, (11.1.2.), ce qui améne & une contradiction. I doit étre

de dimension finie.

Théoréme 11.4.2. Soit L une algébre de Lie graduée avec depthL = m <

oo, alors
(1) dim(radL)pair < m .
(2) radL est de dimension finie.
(38) si dim(radL)pair = m, alors L =radL .
m (1) si dim(radL)pai; > m, alors L contient un nombre fini d’idéaux résolubles

dont la somme I vérifie dimIp,i; > m. I est aussi résoluble et donc de dimension

finie par 11.4.1. on a alors
dim I;aj; = depth] < depthL=m,
11.1 11.1.2.

ce qui est absurde.

(2) radLpajr est donc de dimension finie. Pour un certain N, radL>n ne con-
tient plus d’éléments pairs et est abélien. radL est donc résoluble et de dimension
finie par 11.4.1.
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(3) Si L#rad(L), 1.11.4 fournit I’égalité
depth L = depth (L/radL) + dim(rad L)pair -

Comme L/radL est nécessairement de dimension infinie. On a depth (L/radL) > 1
et dim(radL)pai < m. ]

Corollaire. radL est une algébre de Lie graduée nilpotente d’indice

de résolubilité < 2m.

Proposition 11.4.3. Soit L une algébre de Lie graduée de profondeur finie
et I un idéal, alors radl =radL N1I.

m  Comme radL est de dimension finie, on a radL N I C radl. D’autre part,
comme I est de profondeur finie (11.1.2.) radl est de dimension finie. Pour tout
z de L, radl + [z,rad]] est un idéal de I. Comme il est de dimension finie, il est
contenu dans radI. On en déduit que radl est un idéal de L qui est par conséquent

contenu dans radL. u

11.5. - Dimension de Goldie.

Un treillis est un ensemble partiellement ordonné L avec un plus petit élément
0 tel que chaque pair a,b de L admet un supremum a V b et un infinum a A b. Le

treillis est dit modulaire si pour tout a,b,c de L avec b < a on a
aA(bVc)=bV(aAc).
Définition 1. Un élément a est dit uniforme si Vz,y € L, 0< z < a et
O<y<a=zAy#0.

Définition 2. Une suite d’éléments (a;|i € I) est dite indépendante si
Viel, a; A (Vj;e,'aj) =0.

Définition 3. Un élément a de L est dit essentiel siVz #£0, z €L,

aANz#0.

La dimension de Goldie d’un treillis modulaire L est n s’il existe n éléments

uniformes indépendants ay,---,a, dans L tels que V;2,a; soit essentiel dans L

([80D).
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Appliquons ces diverses définitions au cas particulier du treillis des idéaux

d’une algebre de Lie graduée de profondeur finie L .

Nous appellerons décomposition essentiellement simple la donnée de n idéaux
I,- -+, I, uniformes, indépendants et tels que V2 I; (ici = I} x I X - - - x I,;) soit

essentielle.

Théoréme 11.5. [32] Soit L une algébre de Lie graduée de profondeur finie.
Notons K = L/radL, alors K admet une décomposition essentiellement simple.
De plus Goldie dim K < depth L.

Lemme 1.

rad K = 0.

m (Démonstration du lemme 1.) Comme depth L = depth K + dim radp,i;(L)
[th.11.1.4.], K est de profondeur finie. Si I est un idéal résoluble # 0 de K, I est
de dimension finie et I @ radL est un idéal résoluble de L contenant strictement

radL, ce qui est absurde. n

Si L et M sont deux idéaux de K, notons [L, M] I'espace vectoriel engendré
par les [a,8],a € L, € M. C’est un idéal de K .

Lemme 2. Si I et J sont des idéauz essentiellement simples de K, INJ # 0,

alors I + J est un idéal essentiellement simple.

m  Soient E, F des idéaux non nuls contenus dans I+ J. Si [E,I] =0et [E,J] =
0, alors [E,E] = 0 car E C I + J. Mais dans ce cas E serait abélien ce qui est
impossible par le lemme 1. Supposons donc [E,I] # 0, EN I est donc non nul.

Comme I est essentiellement simple
EnInJ=(EnI)N(INJ)#0.

La méme procédure appliquée & F montre que FNINJ # 0. On la réapplique une
nouvelle fois a ENINJ et FNINJ et ona ENFNINJ = (ENINJ)N(FNINJ) # 0,
ce qui implique EN F # 0. ]

m  (Démonstration du théoréme 11.5.) La réunion d’une suite croissante d’idéaux
essentiellement simples est de fagon évidente essentiellement simple. Par le lemme

de Zorn, K a des idéaux essentiellement simples maximaux différents Iy, -+, Iy, - -

140



PROFONDEUR DES ALGEBRES DE LIE

Par le lemme 2, I; N I; # 0, ce qui donne

t

L+ + L+ Ly +--+ I =) [, 1] =0.
=1
J#

t
I;n (U I;) est donc un idéal abélien, nécessairement nul par le lemme 1. Ceci
j=1

i
montre que le produit I = I; x -+ X I; est un idéal de K, pour tout ¢. En

particulier (th. 11.1.3.) ¢ < depthI < depth K . Ceci montre que K ne posséde
qu’un nombre fini d’idéaux essentiellement simples. |

Exemple : Posons X = (S2V 57) x (S2V §3) x (52 V §%) . Munissons X de
la structure cellulaire produit et notons z la 6-cellule de X image de la 6-cellule de
S2 x S2 x S? par I'injection naturelle, ainsi que ¢ son application d’attachement.
Soit alors w un élément de 75(S? V §%) non dans I'idéal engendré par [SZ]. Posons
Y le C.W. complexe obtenu en prenant les mémes cellules que X avec les mémes
applications d’attachement & I’exception de z pour laquelle la nouvelle application

d’attachement est Y posséde les propriétés suivantes :

(1) Y n’a pas le type d’homotopie rationnelle du produit de 2 espaces

d’homotopie rationnelle non triviale.
(2) catY =3.
(3) m(2Y) ® Q = L(a, ) ® L(c,d) ® L(e, f) ; Goldie dim(m(QY) ® Q) = 3.

Conjecture. Toute algébre de Lie graduée de profondeur finie non résoluble

est a croissance exponentielle.

Probléme : Si I,-:-, I, forme une décomposition-essentiellement simple
d’une algébre de Lie graduée L de profondeur finie, étudier la croissance de 1’algebre

de Lie quotient

L/(h xIpx---x1I).

11.6. - Structure de 7.(2X)Q® Q.

Si X est un C.W. complexe 1-connexe de catégorie finie, nous avons vu
(th. 11.3.) que

depth Hy(2X; Q) < cat(X) .
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Les résultats des paragraphes 11.4. et 11.5. s’appliquent donc & ’algébre de Lie
d’homotopie rationnelle Lx = m.(2X)® Q associée & un espace X. Notons Rad X
le radical de Lx. Alors

Théoréme 11.6.1. (1) Rad X est de dimension finie et,

dim(Rad X)pair < cat X .

(2) Lx /(Rad X) admet une décomposition essentiellement simple et,

Goldie dim(Lx /(Rad X)) < cat X

Il en résulte :

Théoréme 11.6.2. Si X est un C.W. compleze 1-conneze de catégorie finie,

alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) X est elliptique.
(2) m(02X) ® Q est nilpotent.
(3) m(2X) ® Q est résoluble.

Théoréme 11.6.3. Soit F 5 E % B une fibration avec B, E et F' 1-connezes
de type fini. Supposons cat E < oo, alors

1) la réunion des idéauz résolubles de F' est un idéal résoluble Rad F' .
2) [7u(Q)]"'(Rad E) =Rad F .
B Kerm,(Q7) est un idéal abélien de 7. (QF)® Q. ¢ induit un morphisme injectif
i:L=Lp/Ker m.(Q%) = Lg ,

dont I'image est I'idéal Im =, (§2) = Ker m.(2p); on a donc depth L < oo
(th. 11.1.2.) et dim radL < oo (th. 11.4.2.). radL & Ker 7, est alors un idéal

résoluble contenant tout autre idéal résoluble. Ceci démontre (1) ainsi que
Rad F =radL & Ker =, () .
11 résulte maintenant de la proposition 11.4.3. que

radL = :"!(Rad E), et donc que Rad F = (7.0i)"'(Rad E) . [
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11.6.4. Exemples.

1). Si X est un espace elliptique, alors Ly = Rad X.

2). Soit X un espace formel de cohomologie rationnele isomorphe a 1’algébre
Q[X1,..,X,]/(X?X?), alors la dimension du radical impair est n et la catégorie

de 'espace est n + 2.

3). Considérons 'espace X = (S3VS3) U €8, avec c = [a, [a, ]]. X est coformel
d’algébre de Lie
Lx = L(a,b)/[a,]a,b]].

Posons I l'idéal engendré par a.
I=2QboL(z,); z, = (ad(b))"(a), n>1
Il en résulte que la dimension de Goldie de X est deux.

11.7. - Homologie des fibres de Postnikov (3).

Soit L une algébre de Lie graduée de dimension finie e¢ M un UL-module
gradué, la dimension de Gelfand-Kirillov de M est le nombre défini par ([71])

GKdim M = supgplimlog, dr(n) ,

ou F parcourt les sous-espaces de dimension finie de M et ou dp(n) est la dimension
du sous-espace vectoriel engendré par les éléments de la forme a; - a3 - ap - f,
aieL,fevaSn-

Notons EF le sous-U L-module de M engendré par F' et Ep(n) la dimension

de la composante de degré n. On a clairement :

GKdim M = suppﬁalogn(z Er(3)) .

=1
Le but du présent paragraphe est la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 11.7. Soit F — E 5 B une fibration avec dimm.(B) ® Q < co.
Alors Hy(F; Q) est un H,(QB;Q)-module et

GKdimH,(F; Q) > dimmimpair(B) ® Q — cato(E) .
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@ Si M est un UL-module, alors GKNdimy (M) = GKdimp,, (M) et
gradey (M) = gradey,_ . (M) (lemme 1). De plus GKdimy,,; (M) +
grade; . (M) = dimg,,,, (version graduée de [13] th. 2.7.). Dans le cas présent,

ceci fournit :
GKdimH,(F;Q) = depthH,.(Q2B; Q) — gradey, (ap;q)H+(F; Q)
> dim7pair(B) ® Q — cato(p) > dimmp,ir(B) ® Q — cato(E) .

Lemme 1. Soit L une algébre de Lie graduée conneze de dimension finie et
M un UL-module, alors

Bxty, (M, UL) = Bxty (M, ULpair) -

oL)= Y kdimL.

k impair

En particulier,grade (M) = grader . (M);

B La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de L. Soit y un

élément de Limpair, de degré minimal r. Le supplémentaire L, de Qy dans L est
un idéal :
0—-Li—-L->Qy—0.

Considérons la suite spectrale d’Hochschild-Serre :
Ext}, (Q, Ext{y, (M,UL)) = Ext}*(M,UL) .

Extd, (M,UL) 2 Ext};; (Q,Hom(M,UL,)) ® Ay
= Ay ® Ext{;p, (Q,Hom(M,ULy)) (8.3.3.)

Ext}, 1,(M,UL) est donc un Ay-module libre. Il s’ensuit que
Extz, (Q,Ext{;, (M,UL)) =0,

et
[Ext$,(Q, Exty; (M,UL;) ® Ay)]" = Ext§ ¥ (M,ULy) .y . .

Le grade fournit également une réponse partielle au probléme suivant : soit B
un espace topologique, donner des conditions sur B pour qu’il existe une fibration
F - E 3 B avec dim H*(F; Q) < oo et dim H*(E; Q) < oo .
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Une condition nécessaire est la suivante : depth H,(Q2B;Q) < co. En effet
si dim H*(F;Q) < oo, grade(H.(F;Q)) = depth H,(B; Q) comme cato(p) <
catg(E) < 00, on déduit du théoréme 11.3.2. que
depth H,(2B; Q) < catg(p) < 00 .
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12 - CROISSANCE DES IDEAUX DE ,(2X)® Q.

Soit X un espace hyperbolique 1-connexe de catégorie finie. Nous voulons
montrer ici que Lx = 7. (2X) ® Q contient de nombreux crochets non nuls.
Nous espérons qu’il contient toujours une algébre de Lie libre & au moins deux
générateurs. En 12.1, nous montrons qu’il existe toujours deux éléments a et
dans Lx avec (ada)?(B) # 0  Vp, et en 12.3 nous essayerons de localiser les
premiers crochets non nuls. L’énoncé 12.1. est vrai non seulement pour Ly ,
mais également pour tous ses idéaux I de dimension infinie. A ce propos, nous
donnerons en 12.2. des conditions équivalentes a la finitude d’un idéal de Lx.
Précisons de suite que les résultats 12.1. et 12.2. sont de nature différente : le
premier, contrairement au second , provient d’un résultat analogue sur les algébres
de Lie de profondeur finie. Nous utiliserons ces résultats en 12.4. pour étudier les

liens entre e et caty.

12.1. - Condition de Engel. Eléments de Engel dans une algébre de Lie

de profondeur finie.
Le but de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 12.1. Soit X un espace hyperbolique 1-conneze de type fini, de
catégorie < m. 81 a1,...,a;, sont m éléments linéairement indépendants de

Tpair(2X) ® Q, il eziste un B dans T.(QX)® Q et ¢ < m tel que
(ada;)?(B)#0  Vp.
Un élément = d’une algebre de Lie L est appelé un élément de Engel de L si

pour tout y de L il existe p > 1 avec [ad(z)]P(y) = 0. Le théoréme 12.1 résulte

alors du théoréme suivant :

Théoréme 12.1 bis [40]. Soit L une algébre de Lie graduée conneze de type
fini, de profondeur finie m, alors L a au plus m éléments de Engel, linéairement

indépendants et de degrés pairs .

m  Soient z1,z2,...,2, r éléments de Engel linéairement indépendants de L, de
degrés respectifs dy < d; < --- < dr. Notons W; un supplémentaire de (Qz; @
<+ ® Qzi—1 ® Qr;)g; dans Ly;. Considérons les idéaux V; et M; de L définis par

Vi=Lsy ®W; ® Qu; .
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M;=L>s ®W;.

Montrons par induction sur i que depth M; < m — i. Nous en déduirons
r < m. Par ’hypothése d’induction, on a depth M;_; < m —i + 1, et donc par
11.1.2, depth V; < m —i+ 1. Appliquons la suite spectrale de Hochschild-Serre a
la courte suite exacte

0o M;->V; > Qz; —0.
Ext},.(Q,Ext{,..(Q,UV) = Ext}{(Q,UV;) .

Par hypothése, les termes EF'? sont nuls si ¢ < m — i + 1. Il suffit de voir que les
termes E;* sont nuls pour tout ¢. L’action de Qz; sur Ext{;;, (Q,UV;) provient
d’une action de Qz; sur CY(M;, UV;) définie en 8.3.

(zi- f)(smiA---Asm,)=z; f(smy A---Asm,)

,

(1) —Zf(smlA---/\s[a:,-,mj]/\---/\sm,).
i=1

Supposons que f soit un cocycle et que z; - f soit nul en cohomologie. On a

alors (x; - f) = dg. Décomposons f et g sous la forme f = > . ztfn, g =

> >0 Zlgny  frnign € C(M;,UM;) . Si a = smy A--- A sm,, notons z; - o

Z;=1 smy A -+ As[zi,mj] A+ A sm, . Posons

gn(a) = Zgn+j [(adzi) " (a)] , a € AsM; .

J=1
L’action étant nilpotente, g;,(a) est un élément bien défini.
Posons ¢’ = Y 22, z7gy,. Un simple calcul utilisant (1) montre que dg' = f .

1l en résulte que ExtOQz..(Q, Exty,(Q,UV;)) = 0 et donc par convergence de

la suite spectrale que

depth M; <m —:. ]

Corollaire 1. Soit L une algébre de Lie graduée de type fini et de profondeur

finie. Si tous les éléments de L sont de Engel, alors L est nilpotente.

Ce corollaire généralise aux algébres de Lie infinies le théoréme classique de

Engel.
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Corollaire 2. Soit X un espace hyperbolique 1-conneze de type fini, de caté-
gorie < m.Si I est un idéal de m.(QX) ® Q et 31 ai,...,am sont m éléments

linéairement indépendants de Iy, il existe un B dans I et i <m tel que

(adoi)?(B) #0,  Vp.

Exemple 1.(D. Anick) : Considérons 'espace

X=8vSvSUueuve, w =lalad])], w:=]laac].
wz

w,
alors a agit de fagon localement nilpotente sur 7,(2X)® Q. a n’appartient cepen-
dant pas au radical de 7,(2X) ® Q car I'idéal engendré par a est de dimension
infinie.

Exemple 2. Considérons I’espace

X=8VvSiUue, w=]lq,la,b].

alors a agit de nouveau de maniére localement nilpotente sur 7,(2X) ® Q.

Exemple 3.([40]) Considrons I'espace X coformel (7.3.) associé a ’algébre de
Lie quotient de ’algébre de Lie libre engendrée par deux éléments a et b de degré 2
par 'idéal engendré par les relations [a, [a, [a, b]]] et [b, [b, [a, b]]]. Tous les éléments
de 7pair(X) ® Q sont des éléments de Engel. La catégorie de X est donc infinie.
Cette algebre de Lie est apparue la premiére fois dans un travail de D.Anick ([5])

sur l'irrationnalité de certaines séries de Poincaré d’espaces de lacets.

12.2. - Idéaux nilpotents.

Théoréme 12.2. Soit X un espace 1-conneze de type fini de catégorie < m
et I un idéal de 7,(2X) ® Q. Les conditions suivantes sont équivalentes

(1) I est de dimension finie ;

(2) I est nilpotent ;

(3) I est résoluble ;

(4) Toute sous-algébre de I finiment engendrée est de dimension finie ;

(5) Les entiers k(n) = 2:2;1 dimlI, sont bornés.

ppair
Remarque : Comme le théoréme 12.1., ceci résulte d’un énoncé similaire sur

les algebres de Lie de profondeur finie.
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B L’équivalence des énoncés 1, 2 et 3 résulte du §11.4. (1) = (4) et (1) = (5)
sont évidents.

(4) = (5). Siles entiers k(n) n’étaient pas bornés, on choisirait p avec k(p) >
m. Par 12.1,il existe des élements a et § avec (ada)?(B) # 0 Vp. Mais, dans ce

cas, a et [a, §] engendrent une sous-algebre de dimension infinie.
(5) = (3). Supposons les entiers k(n) majorés par M et I non résoluble. Dans
ce cas, la suite
IDIyDLD...D2 Iy D.-..
n’est pas stationnaire. Prenons n et p avec 2" > 4.2°PM et 27 > 4M + 6.

Comme I, # 0, il existe 2" éléments dans I, a.,,.. ., # 0 indexés par les suites

€1,€2,...,En O &; = 0,1, ainsi que des éléments a.,,..; #0,1 < j < n vérifiant
a: Qeq,..nej = [ael,...,e,- ,0 5 ael,...,e,-l] .
b: [@0,Bo0] # 0 dans Ijy .

Supposons que |ag| < |Bo|. Il existe alors un réarrangement vq,...,9zn-1 des
éléments ayg,c,,.. ., tel que les éléments

¥; = i [vi=al-- - [, 8] . ]
soient non nuls.

Si au moins 2M + 4 éléments parmi les v; sont de degrés impairs, alors au

moins M + 2 7, sont de degrés pairs, et au moins M + 1 ont un degré vérifiant
1Bl < ;1 <218l -1,
ce qui contredit (5).

Dans le cas contraire, au plus 2M + 3 éléments extraits des age,...., sont
de degrés impairs. Considérons les éléments Q0,¢,,...,c,- 1ls sont 2P~1 Comme
2P~1 > 2M + 3, nécessairement I'un d’entre eux est formé a partir d’éléments
Q0e,,....epep41...¢o PaIrs. Supposons alors que

lao,e,,..‘,e,,ol < 'ao,cz,.‘.,e,,ll )
et posons ¥ = Qo,e,,....¢,,1- 1l existe alors une suite de 2" P~ éléments ; de la
forme @o,c,,....e;,0,6p42,...6n telle que les éléments
lvibvi-al- I,

soient non nuls. Pour j < 2" P! ces éléments ont un degré pair compris entre

|v| et 2]y| — 1. Comme 2"~?P~1 —1 > 2M, on a obtenu une contradiction a (5). ®
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12.3. - Détection des crochets de Whitehead.
Le but de ce paragraphe est la démonstration du théoréme suivant ([35]).

Théoréme 12.3. Soit X un c.w. compleze 1-conneze de type fini vérifiant
cat(X) < m. i pour un entier n, dimm2,(2X) @ Q > m + 1, alors mp(2X) @ Q
contient un crochet de Whitehead pour p < (4n + 1)m.

m  Notons (AZ,d) le modéle minimal de X. Quitte & quotienter par I'idéal en-
gendré par Z<2" nous pouvons supposer que Z = Z>2". Notons zi,...,Tmt1

(m + 1) éléments linéairement indépendants de Z2"+1.
[Ils existent car dimm,(RX) @ Q> m +1].

Formons l'a.d.g.c. (AZ ® AU, D) ou U est I'espace vectoriel engendré par les

éléments ug et urs, 7 > 1,1 < s <m, |urs| =m(2n + 1) + 2n(r + 1).
Duo=21...Tm+1
Du, s =z,ur—1,, r>0.
La projection canonique p : (AZ,d) = (AZ/A>™Z,d) s’%étend a (AZ ® AU, D) en
posant p(ug) = p(ur,) =0, 7 > 0. Comme cat(X) < m, (AZ,d) est un rétracte
du modele minimal de (AZ/A>™Z,d). 1l existe donc un morphisme p : (AZ ®
AU, D) — (AZ,d) étendant l'identité sur AZ. Notons zo = p(uo) et 2z, = p(tr,s).
Supposons que 7,(2X) ® Q ne contienne pas de crochet pour * < (4n + 1)m,
alors dyz, s = 0 pour r < m — 1. Montrons par récurrence sur ¢ que nous pouvons
supposer
Zm—1—i,s € AZH1Z 0<i<m-1.

Ceci est clairement vrai pour 7 = 0. Supposons que cela soit vrai pour un 2
donné et considérons z;,—1—(it1),s = Zm—i,s - DécoOmposons : Zm—i,s = Vs + w,,
vy € ASHH2Z w, € A2i+2Z |

Comme dzm—i—1,s = T4Zm—is, ON &
T30, =0,
et donc vy =z, - V) .
o o zps .
On remplace alors la suite z;,, par la suite 2} , définie par :
P . . _ . . . .
zjs=2js si 0<j<m-—-1,j#m-i,m—i—-1;

!
zm—i,a = Ws

!

— . ! .
Zm—i-1,s = Zm—i—1,s + dv, H
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et la these est satisfaite pour j = ¢+ 1. Il en résulte que z; , € AZm—17,

Décomposons zg sous la forme zy = vo + wo avec v9 € A<™Z et wg € A2™Z.
On a dvy = z1,...,Zm41. Comme dy2;, =0,0n az,vy =0,1<s < met donc

Vg = Z1,...,Tm - & ce qui est absurde. [}

Remarque : Le théoréeme 12.3. n’a pas de pendant direct dans les algebres
de Lie graduées de profondeur finie. En effet, soit L; une algébre de Lie abélienne
a deux générateurs z et y, avec  de degré pair et y de degré impair, alors (Voir

paragraphe 13) 'algebre de Lie L(z,t) * L; est toujours de profondeur un.

12.4. - catg et ¢g.

12.4.1. Construction d’un espace X vérifiant catg X = oo et eo(X) = 2. [36].

L’espace X est obtenu comme réalisation géométrique d’une a.d.g.c. minimale

(AZ,d).

Posons Zy = Z} un espace vectoriel de dimension n > 3 concentré en degré
p. On définit inductivement des espaces vectoriels gradués Z,, r > 0, et une
différentielle d de bidegré (1, —1) sur AZ{ par :

d(Zo) =0,
ZP = (A*Zo)P*! .

d est choisi de maniére 3 induire un isomorphisme Z] — (A3Z,)P*1.

Supposons avoir défini A(Z<,,d). Comme d : Z? — (A? Z)P*1, la longueur

des mots dans AZ<, munit H(AZ<,,d) d’une troisieme graduation
HY(A(Z<r),d) = @g20HPP™1(A(Z<r), d) -

Zey1 et d: Zpyy — (A%(Z<,))r sont alors choisis de telle maniére que d induise
un isomorphisme

22, 5 HIPT(A(Z<r),d) .

On pose finalement Z = |J,5 Zr. Ceci fournit une a.d.g.c. a différentielle pure-

ment cubique (AZ,d). On note X la réalisation géométrique de (AZ, d).
Théoréme. cato X = oo et eg(X) = 2.

B (1) e(X) = 2. On a par 'hypothése H3*(AZ,d) = 0. 1l reste & montrer

que HP*(AZ,d) = 0, p > 4. Pour ceci, fixons une base 1,3,... de Z avec
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|zi| € |zis1]- Soit (A ;Z,d) I'a.d.g.c. obtenue en quotientant (AZ, d) par I'idéal
At(zy,...,zi—1) et définissons la condition C7 par:
Ci:HPI(A jZ,d)=0sip>3etp+qg<r.
Montrons
(a) Ci=Cjyy -
(b) (Cj,¥5 22) = crtt,
Le résultat s’en déduira.

(a) Cf = CI,,. Notons d et d les différentielles induites dans A ;Z et
A +1)2. Sip € (AP (j41)Z)°, s <7, p > 3 est un d-cocycle alors dp = z;Q. 11
y a deux cas & envisager : si le degré de z; est pair, la relation 0 = d?p = z,;dQ
implique dQ = 0, mais Q € (AP*1;Z)*"15il+1 et en vertu de Ci, @ = dr et
d(¢ —z;T') = 0. Mais ¢ — z,;I" € (A? ;Z)° et une seconde application de C] donne
¢ —z;T' =dy dolt ¢ = dip.

Si le degré de z; est impair, de d(z;Q) = 0, on tire dQ = z;{; et une suite
d’éléments de A ;Z, Q = Qo,,...,Q; avec d = £;Qi41.

En particulier || > |Q] > ... et donc pour un certain 7, ;43 = 0. Il sen
suit que d2; = 0 d’ou (C;), Q; = dI'; et donc d(Q4—;1 + z;T;) = 0. Une nouvelle
application de C] donne Q;_; + z;T; = dl'i—; et d(Q;—2 + z;T;—;) = 0, ainsi de
suite. On trouve finalement dip = ¢ + 7T, d’olt p = dy.

(b) (C,¥j 22) = CT+.

Soit ¢ € (APZ)™! un cocycle, p > 4. Il faut montrer que ¢ est un cobord.
Pour ¢ assez grand, ¢ se projette sur zéro dans A ;Z. Il suffit donc de montrer
que si ¢ se projette sur un cobord dans A (i41)Z, il se projette sur un cobord dans
A ;Z. Notons d et d les différentielles dans A;Z et A@iy1)Z et ¢ et 3’ les images
de ¢ respectivement dans A ;Z et A (;11)Z. Alors ¢’ = dT".

Remplagons ¢ par ¢ — dI'. On a ¥ = z;Q.

Si |z est pair, on a alors d2 = 0. En appliquant C7}, on obtient Q = dI" et
Y = d(z;T).

Si |z;| est impair, nous trouvons Q = Qg, 9y, ... avec d;x = z;Qr—;. Pour
des raisons de degré, il existe un entier k + 1 avec Q43 = 0. Les Q; sont tous de

degré > r, nous concluons par le méme raisonnement que = dI" 4+ z;I"". Alors

Y =z = —d(z;") .
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(2) dim 7. (X) ® Q = oo.

En effet, autrement (§5), on aurait dim Timpair(X) ® Q < €o(X) < 2. Orsi
p est impair, dim Timpair(X) ® Q > dim Z) > 3 . Et si p est pair, on a I'inégalité
:dim Timpair(X) ® Q > dim Z; > 4.

(3) catg X = oo.
Comme d; = 0, Lx = m.(2X) ® Q est une algebre de Lie abélienne. Si

la catégorie de X était finie, Lx serait contenue dans son radical et serait de

dimension finie (§11.4), ceci est absurde par (2). u

Remarque : l’espace X peut étre décrit comme suit : notons X, un bouquet
de n spheres SP. X, désigne la cofibration Xo U, VaeZ? ou les cellules €2? sont
introduites pour tuer I’espace vectoriel des crochets de Whitehead m2,—1(Xo). Plus
généralement, I’espace X est obtenu par induction de telle sorte que 1’algebre de
Lie 7.(22X) ® Q soit abélienne.

Les Séries.
On vérifie par induction que

Z = @qzozgﬂ(?p—l) ,

H*(AZ,d) = HY(AZ,d) ® ®g>oH?P 1P~ D(AZ,d) .

Posons a, = dim ZP+1(?»~1) et B, = dim H?*+1?P=1)(X;Q) . En utilisant les

séries de Koszul-Poincaré, on obtient 1'identité

[1(2 = (~1pT2e4t) 0% = 1 4 (dim HP)? + 3 (—1)78,T°0+ .
g20 g>0

12.4.2. - Construction d’un espace X,, de catégorie m vérifiant eo(Xn) = 2.

Dans la construction 12.4.1., fixons p = 2n + 1, dim Z} = m et posons X, le

[(m—1)(4n+1)41]-squelette de X dans une décomposition homologique minimale.
Théoréme. Sim > 2, catg(Xm) =m, eg(Xm) =2.

m  La cohomologie réduite de X, est concentrée en m degrés différents :

p,2p,2p+(2p—1),2p+2(2p—1),...,2p+(m—-2)(2p—1) = (4n+1)(m—-1)+1.

Il en résulte que cato(Xm) < m. D’autre part, si cato(Xm) < m — 1, comme

dim 72, (X m) Q@ Q > m, m,(2X)® Q contriendrait un crochet de Whitehead non
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nul pour p < (4n + 1)(m — 1) [th. 12.1]. Or, par construction, 1’algébre de Lie est
abélienne jusqu’en degré (m — 1)(4n + 1) + 1. On a donc cato(Xm) = m.

Posons k = (m —1)(4n+1)+1 et (AZ, d) le modéle minimal de X. Notons I
l'idéal I = (AZ)>* @ S avec S un supplémentaire des cocycles dans (AZ)*. I est
un idéal différentiel et P'algebre quotient (AZ/I,d) a méme modéle minimal que
Xm. Il en résulte clairement que €g(X,,) < 2. [

12.4.3. - Construction d’espaces Y et Yy, vérifiant en plus depth H,(Q2.; Q) = 1.

On pose
Y=XV($*vs?),

Ym=XnV(S*VvS).
Il est clair que cato(Y) = 00, €o(Y) = 2, cato(Ym) = m, €o(Ym) = 2. 1l résultera
du §13.2 que depth H,(RY; Q) = depth H,(QY,; Q) =1.
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13 - ALGEBRES DE LIE DE PROFONDEUR UN.

Dans ce paragraphe, nous restreignons notre étude aux algébres de Lie de
profondeur un et par voie de conséquence aux espace de catégorie inférieure ou

égale a deux.

13.1. - Algebres de Lie de profondeur un.

Proposition 13.1.1. Soit L une algébre de Lie non résoluble de profondeur
1. Alors L contient un idéal Ly de codimension finie telle que pour tout idéal L'
de L contenu dans Ly Uaugmentation € : UL' — Q induise une application non

nulle

EXt}JL'(Qa UL,) - EthL'(Qv Q) .

m  Considérons les algebres de Lie quotients L / Lyn. Sidim(L)pair < 1, alors
Ls,, est un idéal abélien et L est résoluble. Il en résulte que pour un certain

ng, dim(L/L>no)pair > 2. Posons G = L/L>,.o, on a donc Ext%(Q,UG) =

Ext}(Q,UG) =0, (th. 8.3.4).

Par le lemme 1 suivant, il existe n; tel que la projection L — L / Lsn, induise

un morphisme non nul

Exty(Q,UL) 2 Extyy1(Q,U(L/L>n,)) -

Posons n > max(ng,n;) et G = L/L>,,.

Ext?,L”(Q, UG) 2 UG comme UG-module ; il en résulte que :

EthG(Q,EXt?]L>“ (Q, UG)) =0.

La suite spectrale de Hochschild-Serre montre alors que la restriction induit une
injection

Ext}1(Q,UG) 3 Extl,, (Q,UG).

Le composé asa; donne ainsi un morphisme a non nul

a: Exty(Q,UL) — Bxtyy, (Q,UG).
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Considérons alors le diagramme commutatif

Exty (Q,UL) ——  Exty(Q,UG)

l |-

B
Ext}, (Q,UL) — Exth, (Q,UG).
Il en résulte que B est non nul.

Prenons des éléments e; dans UL représentant une base ¢; de UG. f a la

forme d’un produit d’applications de restriction

[T [Extbe,.(QULsn)es  Exthy, ,(Q,Q)ei] -

w doit donc étre non nulle. ]
Lemme 1. Soit M un UL-module gradué de type fini borné inférieurement
M = @p>-M,, alors
(1) Ext}i(Q,M) = Hom (Torl:(Q,Hom(}M,Q)),Q) .
(2) Ext2?(Q,M)=LmExt}!(Q,M/M>,) .

(1) M est de type fini et est donc isomorphe a son bidual gradué. Notons
MY = Hom(M, Q).
Soit F, — Q une résolution projective de Q comme U L-modules.
Hom(Tor’%(Q, M?), Q) & Hom(H.(F. ®uL M"), Q)
= H*(Hom(F. Qur M7, Q)) = H*(HomUL(F., M))
=Extyr(Q,M).
(2)On a
Tory £(Q, M”) = Tory » (Q,l@(M/M>,)”)
= lim Tory #(Q, (M/M>5,)") .
(2) se déduit alors de (1). ]

Théoréme 13.1.2. Soit L une algébre de Lie non résoluble de profondeur 1,
alors L contient un élément de degré pair x tel que, pour tout autre élément y de
Lpair, lyl > |z|, LD L(z,y).
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Remarques.

1) En particulier L contient une algébre de Lie libre a4 deux générateurs.

2) La démonstration présentée ici se base sur les démonstrations faites dans
[18] et dans [38].

3) Nous osons conjecturer que Ly, = L(z) * L', * désignant 'opération
produit libre.

m  Par la proposition 13.1.1., L contient un idéal de Lie L; de codimension finie

telle que la restriction

w: ExtbLl(Q, UL)) — Ext%,Ll(Q, Q)

est non nulle.

Soit F(%) : ... » ®(ULy)r; 2> &(ULy)e; > ULy 5 Q une (UL, )-résolution
minimale de Q avec {8(e;)} un systéme de générateurs de L;. Désignons par a un
élément de Exty;p, (Q,UL;) avec w(a) # 0. « se représente par une application
U L;-linéaire:

f:®({ULy)e; - ULy,
avec f(e;) un scalaire pour un certain i. Nous pouvons supposer f(e;) = 1.

ler cas. z; = 9(e;) est de degré pair. Dans ce cas, montrons que pour tout y
de (L1)pair, non multiple de x;, Ly D L(z1,y). En effet, dans le cas contraire, il

existe des éléments a et b non nuls de U(L; pair) et une relation az; + by = 0.

Appliquons f, on obtient a = —bf(y). En remplagant a dans ’équation
azy + by = 0, on obtient
b[—f(y)z1 +y]=0.

b ne pouvant pas étre diviseur de zéro [6], on a y = f(y)z;.

y et z; étant primitifs, la seule possibilité est que f(y) soit une constante,

absurde.

2éme cas. r; = O0(e;) est de degré impair. Montrons, dans ce cas, que pour
tout y de (L1)pair, non multiple de [z1,1], on a L D L([z1,z1],y). Supposons

avoir une relation

a;,;f-;.by:o avec a,b € U(L1pair) ,
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on applique f deux foix et 'on obtient
a=-bf*(y).
En remplagant dans 1’équation az; + by = 0, on obtient
bl—f*(y)zi +y] =0.
Ce qui, comme dans le premier cas, est absurde. [ ]
13.2. - Bouts d’une algébre de Lie.

Le nombre de bouts d’une algebre de Lie L, (L), est défini par

e(L) = dimq Exth,(Q,UL) . ([24)
Théoréme 13.2.1 (Fel’dman, [24]). S§i L = Lpair, alors e(L) € {0,1,00} et
e(L) =1 si et seulement si dim L5, = 1.

m Si L est résoluble, le résultat découle du lemme 11.1. Supposons L non

résoluble et e(L) > 0. La courte suite exacte
0-UYL-ULS5Q—0

montre que Exty;(Q,UL) est isomorphe a lespace vectoriel quotient
Homy(U*L,UL)/UL ou g dans UL désigne I'application f, : UTL — UL définie
par fy(z) = zg.

Munissons UL de la filtration primitive F} :
L=FRCcFkRcC...CF,C...

Si y € UL, nous appellerons deg y l'entier minimum n tel que y € F, et y*
I’élément correspondant de F,/Fn_; C gr (UL).

Soit a un élément non nul de Ext};;(Q,UL). Cet élément admet diverses

représentations par des éléments f dans Homy(UtL,UL). Si z € L, posons
n(z,a) = min{degf(z)|f € a} .

n(z,a) > 0 ssi f(z) # 0 pour tout f dans a.
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1l existe un z avec n(z,a) > 0. En effet, autrement, il existerait pour chaque

z de L un élément a, dans UL avec
fl@)=za, .

Fixons un petit z. On peut supposer f(z) = 0. Soit y un élément de L linéairement
indépendant de z. Si I’algébre de Lie engendrée par z et y n’est pas libre, alors il
existe a et b dans UL avec az + by = 0. Appliquons f, on obtient

byay, =0.

UL ne contenant pas de diviseur de zéro, on a ay =0 et f(y) = 0.

Si Ialgebre de Lie engendrée par z et y est libre, écrivons

f[zv y] = [m’y]a[z,y] y

ceci donne zy(ay — o[z y)) = YTQ[,y), ce qui fournit o, = a, = 0 et donc
fly)=0.

Prenons z avec n(z,a) = p > 0, on a alors z | (fz)* dans gr UL, car
autrement on aurait f(z) =z - A + 6(z) avec deg 6(z) = p — 1, ce qui montre que

n(z,a) = p — 1, absurde.

Posons r = |z| et définissons
B:Ls, — Exty(Q,UL)=Homyr (UYL, UL)/UL,

par B(y)(2) = f(2) - y.
B est injectif car autrement il existerait y avec f(z)-y = z - a pour tout 2 :
on considére alors 1'équation f(z)* -y = z-a* dans gr(UL). Comme z | f(z)*, on

az =My, A € Q, ce qui est absurde. ]

Corollaire. Soit L une algébre de Lie, L = Lpai;, (L) = co. Si Ly est un
idéal de L, alors e(L;) = oo.

m  Par (11.1.2.) depth L; < 1. Il est impossible que dim L; = 1, car autrement
LD L; x L] et depth L > 2 (11.1.3). |

La détection des algébres de Lie de profondeur 1 est facilitée par le theéoréme

suivant.

161



Y. FELIX

Théoréme 13.2.2 ([24]). Soit L une algébre de Lie et Ly un idéal propre
avec (L/Ll)p,,ir # 0. Si L, est finiment engendrée comme algébre de Lie, alors

Ext},(Q;UL) = 0.

Exemple : L = L(a,b)/[a,[a,[...[a,}]...], alors Ext' = 0, car I'idéal en-

gendré par b est finiment engendré comme algebre de Lie.

m  Soit Fy:... = (UL} — (UL1) < Q une résolution de Q comme (UL, )-

modules. Dans ce cas,
UL®UL1 F, : (UL)T — UL 5 U(L/Ll)

est une résolution de U(L/L,) par des UL-modules. L’action de U(L/L;) sur
Exty;, (Q,UL,) provient de I'action de U(L/L;) sur UL ®uy, F. (§8.4).

Soit ¢ dans U(L/L;). Choisissons un représentant ¢ de § dans UL. Si f €
Homy(UL,UL), alors

(¢- ) = fle-q)

Sige Let a€L,onadonc

(¢- @) = fla-q) = (=11 f(g - @) + f([a,q])
= (-1)*lelg - f(a) + f([ov,q)) -

Dans ce cas, on a un isomorphisme de U(L/L;)-modules
Extyp,(Q,UL) = Homyy, (UYL, UL)/Homyr, (UL, UL),
avec Vg € L/Ly, a € L et f € Homyy,(UYL,UL)
(¢- e) = (=1)l*Mlg- f(a) + f([a,q]) -
L’injection Ut L; < U*L fournit un isomorphisme de U(L/L;)-modules

Homyp,(UTL, UL)/HomULl(UL, UL) =
HOIDUL,(U+L1, UL)/HomULl(ULl, UL) .

Comme L, est finiment engendrée comme algébre de Lie, Ut L; est un U L;-module

finiment engendré. En conséquence,

HomULl(U"'Ll,UL) = HomULl(U+L1,UL1)®U(L/L1),
U(L/Ly)
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et, en particulier

[HomULl(U‘LLl,UL)]L/ Li_p. .

Théoréme 13.2.3. §i L = Ly * L, avec dimUL; = 00, alors e(L) = 0.

B Q admet une résolution comme U L-module du type suivant :
.. = (®ULr) @ (®ULsk) > (®ULe;) & (®ULSf,) D UL 5 Q

avec 9(r;) C (®ULe;) et 8(sx) C (®ULS;).

Soit @ un élément non nul de UL. Définissons un morphisme
g:(®ULe;)® (®ULS;) - UL,

en posant g(e;) = 0 et g(f;) = 9(f;) - o

On a clairement gd = 0. Cependant, g ne peut s’écrire hd pour h: UL — UL
car autrement il existerait un élément non nul 4 dans UL avec d(e;) - v = 0.
Ceci est impossible car les seuls éléments de L diviseurs de zéro dans UL sont les

éléments & de Limpair vérifiant [z, z] = 0, ([6]). ]
13.2.4. Exemples d’algébres de Lie de profondeur un.
1) L =m(2X)®Q, X = P®(C) x (S3V 5?) ; ceci résulte immédiatement

du théoréme précédent.

2) L=m(02X)®Q,
X = (53 SHA(SE % SHUpag e -
L= L(a) b» c, d)/([avc]’ [a’ b] - [07 d]) .

Une présentation de Q comme U L-module est, en effet, donnée par
0> ULm @ ULm D ULaoULbo ULeo UL S UL 5 Q,

da)=a,80b)=b,0(c)=c, dd)=d,
O(r1) = aé —ca , 8(72) = ab— ba — cd + dc .

Un élément non nul de HY(L,UL) est fourni par I’application
¢:ULa®ULboULeé®ULd— UL,

w(a) =¢(c)=0, Lp(&):tl, cp(?)):c.
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3) Considérons 'espace projectif quotient %%%9. D. Tanré montre dans

([96]) Vexistence d’une fibration

P=(C)

VSt — _—P"(C)

— P,
Posons L = 7,(2X) ® Q. 1l en résulte l'existence d’une suite exacte d’algebres de
Lie

L(2n+2, - T2n41) = L = (Tn1)-

Calculons la profondeur au moyen de la suite spectrale d’Hochschild-Serre. Le

terme E? est donné par :

EXtX(an)(Q’ Ext3 )(Q, UL))

T(Xn42;.-,X2n+1

= Ext} ) (QEXbT(x, s, angn) (@ T(Xnk2, o0y X2n41)) ® Axngn).

Par 8.3.3. ceci est nul si p est différent de 0. Il en résulte que X est de profondeur

un.

13.3. - Espaces de catégorie deux.

Un espace X de catégorie rationnelle 1 a le type d’homotopie rationnelle d’un

co — H-espace (§1) et donc d’un bouquet de sphéres. On a donc dans ce cas
m.(2X) ® Q X L(sH.(X;Q)) .

Les espaces de catégorie rationnelle deux forment le premier type d’espaces non
triviaux. Par [44], ils admettent une présentation sous forme de cofibre d’une

application entre suspensions
f =
5 S I— X=0Cf.

Notons alors Lx l'algébre de Lie quotient ,(2X;) / Imn,Qf,ona:

Théoréme ([46]). Si 7. (RX)®Q # Lx alors m.(2X) Q@ Q contient un idéal

Ix vérifiant :
(1) Ix est une algébre de Lie libre d au moins deuz générateurs.

(2) Le quotient m.(2X) ® Q/Ix est isomorphe d Lx.
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Si A est une algébre graduée, notons A(t) sa série de Hilbert :
(o]
A(t) = dim Ant™ .
n=0

La série de Poincaré de H,(2X; Q) et la série de Hilbert de UL x sont alors

reliées par la relation

1— H.(Z1;Q)(%) n H.(%; Q)(t)) '

HA(QX;Q)(®) ™ = (1+)(ULx)(t)™ — ¢( : :

Par le théoréme 11.3.1., les espaces de catégorie deux se décomposent en deux

catégories
1) les espaces X vérifiant depth H.(QX;Q) =1 et gl dim H,(QX;Q) > 2.
2) les espaces X vérifiant g/ dim H,(QX;Q) =2.

Premiére espéce : gldim H,(2X;Q) > 2 et depth H.(2X;Q) =1.

Dans ce cas, Ix est une algébre de Lie libre & au moins deux générateurs

([46))-

Seconde espéce : g/ dim H,(QX;Q) = 2.

Dans ce cas, le modéle minimal de X, Mx est isomorphe & l'algebre des
cochaines sur 7,(2X) ® Q.

Mx 5 C*m.(2X)® Q).

En particulier, H*(X; Q) & Ext}, (ax.q)(Q,Q), on a, d’autre part, un isomor-
phisme
H.(QX;Q)=ULx .

La structure de H.(2X; Q) est régie par le théoréme suivant de Bogvad.
Théoréme ([16]. 1) A contient une algébre tensorielle d deuz générateurs.

2) Soit L la sous-algébre de Lie de m«(2X) ® Q engendrée par deuz éléments
a et b de degré pair, alors soit L est abélienne, soit UL contient une algébre

tensorielle & deuz générateurs.

Corollaire. Soit X un espace de catégorie rationnelle deuz, alors soit X est

elliptique, soit H,(QX; Q) contient une algébre tensorielle ¢ deuz générateurs.
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13.4. - Exemples.

Le propos du présent paragraphe est de donner une liste d’espaces intéressant

a différents égards.
1) D. Anick [4].
X=S:‘:V.SfUc,,e‘sulge6 y
avec a = [a, (a,[a, 8]}, B = [b, [b, [a, 3] -
e Lx est une algébre de Lie de dimension r,, en degré n avec r,, = 2—cos(nr/2).
e La série de Poincaré de H,.(2X; Q) n’est pas rationnelle.

2) J.M. Lemaire [74].

X =(S3vSHx(83vS3IV 82U, € Ua, €5 Uq, €5,

a1 = [a,e] —[d,¢],
az = [be] —[d,e],
az =lce] —[d,e] .
X est un c.w. complexe fini, mais 7.(2X) ® Q n’est pas finiment engendré.

3) C. Lofwall et J.E. Roos ([78]).
X=(Vvi, SHu(Vi, ).

J

Les applications d’attachement des 8 4-cellules sont respectivement [a4, a4],
[as, az — as], [a4,a2) — [a1,a3], [a1,a4], [a1,as], [a2, @3], [az,as], [a3,a4] .

e L’idéal I de Lx engendré par a4 est abélien et de dimension infinie,
I=85Qei, e; =04, €n =[a2,64-1] .

En particulier 7.(QX) ® Q contient une sous-algébre de Lie abélienne de

dimension infinie.

e On a une courte suite exacte

0—I— Lx — L(a1,a2) ® L(as,a5) > 0.

e La série de Poincaré de H,(Q2X; Q) est non rationnelle.
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J. Backelin ([10]).
Soit X un espace formel avec une cohomologie rationnelle H vérifiant
H = HP*' = Q[z,,...,,])/I oi I est un idéal engendré par des mondmes.

1l existe alors des algébres de Lie Ly,..., L, et des courtes suites exactes
LWh)—»IL - E,

L(Vz) — Ly — Ly,

L(‘/p) — LP — Lp—l )
avec L, = 1,(QX) ® Q et E une algebre de Lie de dimension finie.
Goncharova ([52]).

Notons L 'algeébre de Lie des champs de vecteurs polynomiaux sur R s’annu-

lant & l’ordre 1 en 0. L admet comme base les vecteurs e; = X +! ff ,12>1
leire;s] = (G — i)eij -

Placons e; en degré 2i. L est une algebre de Lie de présentation finie.

dim Tor,V L(Q, Q) = 2 pour chaque i > 1. UL n’est pas rationnelle.

D. Anick ([6]) and L. Avramov ([8]).

Anick et Avramov construisent un c.w. complexe 1-connexe X avec 7 cellules
de dimension 2 et 11 cellules de dimension 4 tel que H,(2X;Z) a de la torsion
pour chaque nombre premier p. D. Anick montre de plus que cette torsion

est dans I'image de 'application de Hurewicz m,(Q2X) — H.(Q2X;2Z).
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14 - LA DICHOTOMIE.

14.1. - Enoncé.

Soit X un c.w. complexe 1-connexe de catégorie finie. Les différents résultats
obtenus sur la structure de 7,(Q2X) ® Q peuvent étre résumés dans le théoréme
suivant. Notons p; = dim7;(2X) ® Q et Rx le rayon de convergence de la série

3 pit'. Alors :

Théoréme. Il y a 2 possibilités : soit Y .o, p; est finie (et X est appelé
elliptique), soit Y oo, pi est infinie et, dans ce cas, la suite j; = qu pj croit de

maniére exponentielle (X est alors appelé hyperbolique).

Les espaces elliptiques et hyperboliques jouissent de propriétés différentes

présentées dans le tableau ci-dessous.

Cas elliptique. Cas hyperbolique.

Croissance des p;

L’espace X est de dimension finie n. La suite croit de maniére exponen-
pi=0 21>2n-1. tielle :
Pimpair < Ppair < cat(X) <n . Jc > 1telle que Vp>1

P
Zpi >cP.
i=1

Le rayon de convergence Rx I

Rx > 1. | Rx < 1.

|Structure d’algebre de Lie de m,(2X) ® Q]

7«(2X) ® Q est une algebre de Lie o m,(2X) ® Q est non résoluble.
nilpotente. e Tout idéal résoluble est de dimen-
sion finie.
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Conjecture Avramov-Félix :

7«(2X) ® Q contient une algébre de

Lie libre a deux générateurs.

Structure de l'algébre H.(2X; Q)—l

H,(2X;Q) est une algebre noetheri- H,(9X;Q) n’est jamais noetherien-
enne. ne.

Les espaces elliptiques X jouissent de propriétés plus spécifiques :

1) ¥r, dimHi(X;Q)<2".

2) X(X)>0.

3)H "(X ; Q) est une algébre a dualité de Poincaré.

Si un espace X de catégorie finie ne vérifie pas I'une de ces propriétés, alors
X est nécessairement hyperbolique avec les conséquences que ’'on connait sur ses

groupes d’homotopie.

14.2. - Variétés a courbure positive.

Soit M une variété compacte connexe sans bord 1-connexe de dimension n.

Soit g une métrique sur M et B, la boule euclidienne de rayon ¢ dans R".

M est dit posséder une courbure sectionnelle positive si pour tout point m de

M il existe € > 0 et une application différentiable f : B, — M telle que :

1) f induit un diffomorphisme entre B, et la boule de M centrée en m de

rayon €.

2) Vz,y € B, d(f(2), f(y)) < d(z,y).

Les variétés a courbure sectionnelle positive M ont été fortement étudiées.

Différents auteurs ont formulé des conjectures a leur sujet.
I - Conjecture de Hopf-Chern:

X(M) 2 0 et,

X(M) > 0 ssi H*(M;Q) = HP*"(M; Q).
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II - Conjecture de Gromov: dimH*(M; Q) < 2™.

[Dans [57], Gromov montre lexistence d’une constante C(n) telle que
dim H*(M; Q) < C(n)].
III - Conjecture de Bott: dim 7.(M) ® Q < oco.

Le théoréme de dichotomie relie ces diverses conjectures

IIr=1411.

14.3. - Une application géométrique, Le probléme des géodésiques

fermées.

Quelles sont les variétés riemanniennes M qui possédent une infinité de géo-
désiques géométriquement distinctes? En 1969, Gromoll et Meyer réduisent ce

probléme a un probléme de cohomologie.

Théoréme [56]. Si les nombres de Betti de lespace des lacets libres MS'
ne sont pas bornés, alors M posséde une infinité de géodésiques géométriguement

distinctes.

Ce résultat fut utilisé en 1973 par D. Sullivan et M. Vigué-Poirrier. Avec les

modeles minimaux, ils démontrérent :

Théoréme [94]. Soit X un espace I-conneze de type fini. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1) La suite b,'(XSl) n’est pas bornée.

2) Zi dim7r2,'+1(X) ® Q Z 2.

3) H*(X; Q) ne peut pas étre engendré par un seul générateur.

Utilisant le théoreme de dichotomie, K. Grove et S. Halperin ont généralisé
ce théoréme, en 1983, de la maniére suivante : soit A une isométrie de M. Une

géodésique c sur M est dite A-invariante si A(c(t)) = c¢(t + a) pour une constante

a.

Alors :

Théoréme [58].  Sur une variété riemannienne I-conneze M wérifiant
dim 7, (M)®Q = oo, toute isoméirie A a une infinité de géodésiques A-invariantes

géométriguement distinctes.
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Remarque : Pour d’autres applications géométriques du théoréme de dicho-

tomie, voir [45].
14.4. - Les conjectures de Moore.

Soit X uri c.w. complexe fini 1-connexe et p un nombre premier. Si pour un
certain k, aucun 7;(X) ne contient Z/p*Z, alors X est dit avoir un exposant en
P

X n’a pas d'exposant en p si, pour tout entier k, il existe un i avec
Z/p*Z C mi(X).

Les conjectures de Moore s’énoncent alors comme suit :

Conjectures (Moore).

1) Si X est un c.w. complexe fini 1-connexe, alors X est elliptique si et

seulement si X a un exposant pour tous les nombres premiers p .

2) Si X est un c.w. complexe fini 1-connexe, alors X est hyperbolique si et

seulement, pour chaque premier p, X n’a pas d’exposant en p.

Cette conjecture n’est résolue que pour trés peu d’espaces : les spheres, les
H-espaces finis, les bouquets de spheéres... Pour un survey global, de bonnes

références sont [85] et [89].

Pour les espaces elliptiques, un résultat partiel fut fourni par McGibbon et
Wilkerson :

Théoréme [79]. Soit X un espace elliptique, alors :
(1) X a un ezposant pour presque tous les nombres premiers p.
(2) Pour presque tout nombre premier p, QX est p-équivalent ¢ un produit de

spheéres et d’espaces de lacets sur des sphéres.

Pour les espaces de catégorie 2, un autre résultat partiel fut donné par D.

Anick :

Théoréme [5]. Soit X un espace 1-conneze de catégorie rationnelle deuz; X
est hyperbolique ss1i pour presque tous les nombres premiers p, X n’a pas d’ezposant

en p.
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Summary.

The homotopy groups 7;(X) of a 1-connected finite space X are finitely

generated abelian groups. They can be written : 7;(X) =Zp; + T;, where T; is a
finite group. There are then exactly two possibilities, either all the n; except a
finite number are zero, or there is an infinite sequence of nonzero n;. This

naive dichotomy is fundamental and its description is the object of the text.
If a space is elliptic, then its Euler-Poincaré characteristic is non negative and
its cohomology satisfies Poincaré duality. Moreover, all the n; are zero for i

greater or equal to two times the dimension of the space.

On the other hand, if X is hyperbolic, then the sequence 2;<n; has an
exponential growth.

The graded rational vector space 7, (QX)®Q inherits a natural structure of

graded Lie algebra. The fundamental theorem of the texts concerns its
structure : In fact, the depth of this Lie algebra is less or equal to the category
of the space. This fact leads us in a natural way to the study of graded Lie
algebra of finite depth. We prove for instance that these Lie algebras are
solvable if and only if they are finite dimensional.
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