
Astérisque

ABDERRAZAK BOUAZIZ
Relèvement des caractères d’un groupe endoscopique
pour le changement de baseC/R

Astérisque, tome 171-172 (1989), p. 163-194
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1989__171-172__163_0>

© Société mathématique de France, 1989, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1989__171-172__163_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Société Mathématique de France 
Astérisque 171-172 (1989), p. 163-194. 

RELÈVEMENT DES CARACTÈRES D'UN GROUPE 

ENDOSCOPIQUE POUR LE CHANGEMENT DE BASE C/R 

Abderrazak Bouaziz 

1-INTRODUCTION. 

Soit G un groupe algébrique reductif connexe défini et quasi-déploye sur R . 

On note G le groupe obtenu à partir de G par restriction des scalaires de C à R. 

L'élément non trivial du groupe de Galois Gal(C/lR) opère dans G par un 

automorphisme rationnel qu'on note a. Soit H un groupe endoscopique pour (G,a) 

(voir [S-l]). On fixe un plongement permis (voir 2-3) ? de LH dans ̂ G. Si Y est 

une section admissible de ̂ H,on note Y -%oY. C'est une section admissible de 

^G.Le L-paquet de Langlands associé à Y est réduit à un seul élément. C'est une 

représentation irréductible de G(lR) stable par a. Son caractère tordu,qu'on note 

0~,est une distribution sur G(lR) stable par a-conjugaison (i.e. stable par les 

automorphismes x i » ot(g)xg~"̂ ,g € G(lR) ). 

Le but de cet article est de décrire le lien,quand Y est bornée, entre 0~ 

et le caractère 9^ du L-paquet de représentations de H(lR) associé à Y. Le 

résultat précis utilise la notion de relèvement de distributions de H(IR) è G(flR) 

que nous rappelons brièvement. A chaque fonction f dans Cc(G(lR) ), Shelstad 

associe une fonction f̂  (pas unique) dans l'espace de Harish-Chandra-Schwartz de 

H(lR) qui est définie par ses intégrales orbitales stables à partir de f (voir 

[S-l] ) .Si 0 est une distribution tempéré stablement invariante sur H(IR) , 

0(f ) ne dépend que des intégrales orbitales stables de fTT . Ceci permet de ri H 

~ C O 
définir une distribution sur G(lR),notée Lift„0 ,par Lift„0(f)= 9(f„).Elle est 

n H H 
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A. BOUAZIZ 

stable par a-conjugaison . On l'appelle relèvement de Q à G(lR). Nous 

montrons,dans cet article,que 0~ = e Lift^9^ où £ est un signe que nous 

précisons dans le texte. Ce problème a été posé par Shelstad dans [S-l]. Comme 

application nous montrons que si la fonction f ci-dessus était en plus K-finie, 

où K est un sous-groupe compact maximal de G(lR) , on peut choisir f dans 

CC(H(lR)) ,K^-finie où KJJ est un sous-groupe compact maximal de H(lR) . 

Je remercie D. Shelstad pour l'intérêt qu'elle a porté à ce travail ,et 

L. Clozel pour avoir attiré mon attention sur l'application au transfert de 

fonctions K-finies . 

2-GROUPES ENDOSCOPIQUES. 

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions et résultats de 

[S-l],concernant les groupes endoscopiques,dont nous avons besoin. 

2-1-Notations. 

Si H est un groupe algébrique défini sur IR,on note H(F) l'ensemble de ses 

points rationnels sur F (F= IR ou C ) . Pour alléger les notations,on identifie 

souvent H avec H(C);on le fera souvent sans commentaire. L'action de l'élément 

non trivial o de T = Gal(C/lR) sur H(C) sera notée o„. On notera H le groupe 

obtenu à partir de H par restriction des scalaires de C à IR. On identifie les 

groupes H(C) et H(C)xH(c) avec l'action de o donnée para~(x,y) = (o„(y) ,a„(x) ). 

Le groupe H(C) s'identifie, alors, avec H(lR) par:xi—•(x,a^(x) ). On notera (ou 

simplement a) le complexifié de a ,c'est un automorphisme rationnnel de H. Avec 

l'identification ci-dessus,on a a^(x,y) = (y,x) . 

On notera H° la composante connexe de l'élément neutre d'un groupe 

algébrique H et S0 la composante connexe (pour la topologie ordinaire ) de 

l'élément neutre d'un groupe de Lie réel S . 

Si T est un tore complexe,on note X(T) le groupe de ses caractères rationnels et 

XV(T) le groupe de ses sous groupes à un paramètre . 

Si H est un groupe algébrique réductLf complexe et T est un tore maximal 
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CHANGEMENT DE BASE C/R 

de H,on note R(H,T) (resp. R (H,T) ) le système de racines (resp. coracinen) do 

T dans H .Si P € R(H,T) on note fiV sa coracine .Si B est un sous-groupe complexe 

de H contenant T,on note R(B,T) le sous-ensemble de R(H,T) formé par les racines 

de T dans B .On note fi(H,T) le groupe de Weyl de (H,T) . 

On notera W le groupe de Weil de Ik .Comme ensemble on a W - C x T avec la 

loi de groupe donnée par: 

{zvrx){zvr2) (a Vi(!2''TlT2» 

où a11 = a 1 = a. = 1 , a = -1 et o(z) = z . 

2-2-L-groupes. 

Dans toute la suite G désignera un groupe algébrique réductif connexe 

défini et quasi-déployé sur IR . 

On fixe un sous-groupe de Borel B* de G défini sur IR et T* un tore maximal 

dans B* défini sur IR. On note A (resp. AV ) la base de R(G, T* ) (resp. RV(G,T*) ) 

défini par B*. On associe à (G,B*,T*) la donnée radicielle polarisée 

Y --- (X(T*),,d,XV(T*),<dV). La donnée radicielle polarisée V - (XV(T* ) ,<dV, X(T* ) ,A) 

détermine de façon unique,à un isomorphisme près,un triplet ( , ^ B ° , ) ; on a 

X(LT°) = XV(T*) et XV(LT°) = X(T*) (voir par exemple [SprJ). Pour tout 

appartenant à dV,on fixe un vecteur radiciel non nul X̂ v dans l'algèbre de Lie 

de ^G°. Il existe alors un unique automorphisme rationnel â de *'G° tel que 

*a_.Xôv = X et induisant le même automorphisme que a_ sur V (quand il 

n'y a pas de confusion à craindre on notera an au lieu de *o ). On réalise le 

L-groupe de G sur IR, qu'on notera *G, comme le produit semi-direct *JG° x W où 

C x 1 opère trivialement et 1 x o opère par o_ . 

On utilise B* et T* comme données de référence pour réaliser le L-groupe ̂ G 

de G. On pose ̂  = LG° x LG° ,H° L̂B° x LB° et ̂  = LT° x LT°. Alors 

G = G° x W ou C opère trivialement et 1 x a opère par 1'automophisme 

*o~: (x,y) i • (*bri(y), *a (x) ). On notera *a (ou simplement a) 1 'automorphisme de 

LG: (x,y) x w i—• (y,x) x w . 
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Si T est un tore maximal de G défini sur IR , on note A(7) l'ensemble des 

éléments g de G tels que la restriction de ad(g) à T soit défini sur IR. Une 

pseudo--diagonaiisation (ou p~d pour abréger) q de T est une application de T 

dans T* de la forme : T ad(x).» T ad(ï"j , T* où x e x(T), T = x T x"1 est 
o o 

standard (i.e. la composante, déployée sur IR, ST de Tq est incluse dans T* ) et 
o 

m appartient au sous-groupe de Lévi attaché à Tq (i.e. le centralisateur dans G 

de S ). On note o - /? o a o /7 * . On notera de la même façon les 
o i%n 

automorphismes qui en résultent sur X(T ) , X (T ) et T* . 

2-3-Groupes endoscopiques pour (Gta). 

Pour fixer les notations, nous allons rappeler brièvement la définition 

d'un groupe endoscopique pour (G,a) de [S-l] . 

Soit x € hG°. On note N(x) - xa(x). On pose Centex, ̂ ) = { g € ^ ; 

g *xa(g) - x j . On dit que x est a-semi-simpie si Cent (x,̂ G°) est un 

sous-groupe réductif. Alors x est a semi-simple si et seulement si N(x) est 

semi-simple. On note Z^ - ̂ G° n Centre(^G). Il est clair que le groupe 

Centex, G) ne dépend que de la classe de x modulo Z . Ceci permet de définir 

Cent (s,*'G) pour s € ̂ G/ Ẑ  . 

On appelle donnée endoscopique pour (G,a) toute collection : 

(s ,LH» , V , LT» , £Y} ,p ) 

où 

(i) s € G° / Z est une classe formée d'éléments a-semi-simpies . 

(ii) hi0^ Cent (s, hG0)0 
s a 

(iii) est un sous-groupe de Borel de ̂ H<> , 

(iv) est un tore maximal dans B̂° . s s 

(v) {Y} est un ensemble de vecteurs radiciels non nuls dans l'algèbre de Lie de 

correspondant aux racines simples de T̂<> dans ̂ B^ . 

(vi) p : W •Aut(IjH° , LB° , LT° , {Y} ) est un homomorphisme qui se factorise 
s s s s 

à travers T et tel que pour tout w € W on a p (w) = ad n(w) ILuo où n(w) est un S * n S 
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CHANGEMENT DE BASE C/R 

élément de G° x w n Cent (s, G) . 
oc 

A chaque donnée endoscopique on associe le L-groupe abstrait ̂ H^ = ̂H<> x W 

où l'action de W dans Ĥ0 est définie par p . On notera o = p (1 x a). 
s s s s 

On dit que deux données endoscopiques (s,...) et (s',...) sont équivalents 

s'il existe un élément g de ^° qui envoie ( V , V , {Y} ) sur 

(LH° ,LB° ,LT° ,{Y'}) et tel que, pour tout w € W, si n(w) e Cent (s , ̂  ) 
s ' s ' s ' 

réalise p (w) alors g n(w) g * € Cent (s',̂ G ) et réalise p (w). Il est clair s o: , s 

alors que Si et LHS sont isomorphes . 

Un groupe algébrique réductif connexe défini et quasi-déployé sur IR est dit 

groupe endoscopique pour (G , a) si son L-groupe est réalisé par un des groupes 

H 
S 

REMARQUE : Pour chaque classe d'équivalence de données endoscopiques pour (G ,ot), 

Shelstad [S-l] associe une classe de données endoscopiques pour G (voir [S-2]) 

qui définit le même L-groupe abstrait , de sorte qu'un groupe endoscopique pour 

(G ,oc) est aussi un groupe endoscopique pour G [S-2] . Ceci est essentiel pour 

la définition des facteurs de transferts , mais nous n'avons pas besoin de 

l'expliciter . 

Suivant la suggestion du rapporteur , on appelle plongement permis de 

dans ̂ G ("allowed embedding" dans la terminologie de [S-l] ) , un homomorphisme 

? : H —TG tel que: 

(i) ?(LH° x w) c ̂ G* x w ,w € W 
s 

(ii) ?(h x 1) = (h,h) x 1 ,h e LH° 

(iii) ?(LH ) c Cent (s , LG) 

Soit H un groupe endoscopique pour (G , a). On va fixer une réalisation "̂H 

du L-groupe de H qui sera commode pour la suite. Bien entendu quand on parle de 

LHS on sous-entend la donnée endoscopique qui le définit. On utilisera 

fréquemment,sans commentaire,1'identification de ̂ G avec son image dans ̂ G par 
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l'application : g x w i • (g,g) x w. Commençons par prendre un LHS réalisant le 

L-groupe de H. Alors ,d'après le lemme 4-1 de [SI] ,en conjugant par un élément 

de G° ,on peut prendre s de la forme :(x,l)Z où x est un élément serai--simpie 

de G° . Dans ce cas Cent (s , G°) = Cent(x , 'G° ) , ce dernier étant plongé de 

Ir- 1 façon diagonale dans G° ;cec.i nous permettra de voir 11° comme un sous groupe 

de ^G°. Donc Ĥ*» a ie même rang que *JG° . On peut supposer , alors, et on le fera, 

que x appartient à T° et que T° - T°. On supposera en plus que ""H est en 

position standard [S-3] (i.e. il existe un tore maximal T de G défini sur IR et 

une p-d q de f tels que coincide avec og sur OTN ). Cette hypothèse est 

réalisé en conjugant par un élément convenable de la forme (g,g) où g appâttienl 

au normalisateur de dans ^G°. Nous verrons plus has son intérêt. En 

définitive , nous fixons pour toute la suite une réa Usât ion *'Ĥ  du h-groupe de 

H telle que s soit de la forme (x,l)ZW ,x appartenant à LT° , TT° LT° et ÏJH 

en position standard. Alors un plongeaient permis £ : LHS»-——• Ĝ est de la 

forme : 

?(h x 1 x 1) = (h , h) x 1 x 1 , h € LH° 

$(1 x z x 1) = (f (z) , ? (z)) x z x 1 

Ç(l x 1 x a) = (xm , m) x 1 x a , 

où t : CX • Centre(^H°) est un homomorphisme vérifiant Ç (z) - a (f (z)) pour 
o s o s ov * 
x L L ~ z e C ,m appartient au normalisateur de 'T° dans G° , xma_,(m) - Ç (1) et la 

u O 
restriction de ad((xm,m) x 1 x o) à LH° coincide avec a 

On note y„(G) l'ensemble des couples (T,/7) où T est un tore maximal de G définx 
ri 

sur IR et n est une p-d de T tels que om e ft(LH°,LT°)o 
T,/7 s s' s 

On fixe un sous-groupe de Borel B^ de H défini sur IR et T„ un tore maximal 

de B.. défini sur IR tels que la donnée radicielle polarisée associée à(H,B ,T ) H ri H 

soit duale de celle associée à(LH°s,LB°S,JT°) , en particulier on a X(T ) 

XV(LT°) et XV(T„) = X(LT°). Soit (T,/7) € ru(G). Alors il existe un tore maximal H n 

T' de H défini sur IR et h € H(C) tels que hT'h"1 = T„ et la suite: 
H 
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CHANGEMENT DE BASE C/R 

X(T») AD(H) > X(T„) = XV(LT°) = X(T*) -2 • X(T) 

xl 
donne un isomorphisme i(h,/7) : T' • T défini sur R. Inversement , si T' est 

un tore maximal de H défini sur R,il existe h € H(c) et (T,/7) e er„(G) tels que 

l'on ait un isomorphisme i(h,n) - T' • T défini sur IR (voir [S-3]). C'est ici 

qu'on utilise le fait que ̂ Hg est en position standard. On dira qu'un élément 

semi-simple 7' de H(R) provient de 7 e G(lR) ("originates from 7 " dans la 

terminologie de [S-l] ) si 7 est l'image de 7' par une application i(htrj). Si 7' 

est un élément régulier de T* (IR) , on dira que 7' n'est pas une norme s'il n'est 

pas dans l'image de l'application norme de T'(R) dans T'(R) (i.e. l'application 

5' ,—• ô'a(ô') ) . 

Soient t un plongement permis de Hg dans G et C un plongement admissible 

de Si dans LG ( ici on considère H comme un groupe endoscopique pour G,voir 

remarque ci-dessus). Alors il existe un 1-cocycle a de W dans Centre(^H0) tel 

que C(h x w) = a(w) £(h x w). A ce cocycle on associe,pour tout (T,rj) € ̂ (G) 

un quasi-caractère a_ de T(R) (voir [S-l]). Si Am est le quasi-caractère 

correctif associé à t [S-2] ,1e caractère : 6 1 • am (6) Am (6a(6)) de T(R) ne 

dépend que de i ([S-l] ,lemme 6-2 ). Nous le noterons b_ . Comme on va s'en 

servir dans la suite , on le décrit de façon explicite .On écrit £(1 x zx 1) = 

(?q(z),?q(z)) x z x 1 . Alors il existe € XV(LT°) 8 C tel que 

AV(?Q(z)) = z^»'* > I<0srVA y pour tout z € CX et tout AV € X(LT°). On 

rappelle que X(T„) = XV(LT°) = X(T*). Ceci identifie R(H,T„) avec un 

sous-ensemble (mais pas un sous-système) de R(G,T*). On pose: 

L = 1/2 fi 
fi € R(B*,T*)\ R(H,T) 

T,i7 

Si AV®z € XV(T)« C ,on pose AV® z = AV® z. On identifie XV(T)® C avec 

l'algèbre de Lie de T(C) et T(C) avec T(IR). Alors 

h (expX) = e(".-'.)(4(«V)) pour tout X € XV(T)® C 
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On note H (T) = H (r,T(c)). Chaque élément de H (T) peut être représenté 

par un cocycle : 

a i • exp(iîTAV) V V V V 
A € X (T) et aT.A = -A 

1 . > 1 

On notera exp(i7rAV) l'élément de H*(T) défini par ce cocycle . 

Suivant Shelstad [S-l], on associe à s (fixé ci-dessus) et à tout (T,rj) 

appartenant à T^(G) un quasi-caractère de H*(T) de la façon suivante : un 

élément a de s est de la forme a =(xz,*o_(z)) où z est un élément du centre de 

LG°. Comme xzLoJz) appartient à V = Hom(X(LT°), CX),il définit un 

quasi-caractère de X(^T°). Du fait que og(x) = x on déduit que ce 

quasi-caractère est invariant par pour tout (T,n) € ^rr(G) • Par transfert 

via /7 on obtient un quasi-caractère de X (T) invariant par o^. Quand z varie 

dans le centre de Ĝ° ces quasi-caractères coincident sur (AV€X̂ (T) ;ô ,. AV=-AV} 

et sur XV(Tgc) le sous-Z-module de XV(T) engendré par les coracines de T dans G. 

On obtient ainsi un quasi-caractère unique sur : 

{AV € XV(T) ;aT.Av = -Av} / {l*v - ; „v « XV(T) } 

que nous noterons Km (ou simplement K si aucune confusion n'est à craindre),et 

donc ,par la dualité de Tate-Nakayama , un quasi-caractère sur H*(T) que nous 

noterons de la même façon. On notera aussi KM le quasi-caractère sur XV(T ). 

On aura besoin du lemme suivant ([S-l] , lemme 6-3) . 

(2-3-1) LENWE: K (exp iwAV) = b (exp inAV) pour tout AV € XV(T) tel^ue 
1 » H 1 tH 

orA = -A . 

2-4-Transfert d'intégrales orbitales. 

On utilise les notations de 2-3 ,en particulier H est un groupe 

endoscopique pour (G , a) et la réalisation fixée de son L-groupe. 

Soit (T,r?) € ̂ (G). On fixe un ensemble {u = exp i7rAV ; AV € XV(T) et 

o,j,.AV = -AV } tels que les cocycles o 1 • u forment un ensemble de représentants 

des éléments de H^(T). On fixe des mesures de Haar dt sur T(lR) et dg sur G(R). 
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CHANGEMENT DE BASE C/R 

Soit f e C°°(G(lR)). Pour 6 e T(R) tel que 6a(6) est régulier , on pose : 

#JT'a'K)(6,dt,dg) 
u 
*(u) 

G ( R ) / T(IR) 
f(a(g)u6g l) dg/dt . 

Ici T(R) est considéré comme un sous-groupe de G ( R ) par l'identification de T(R] 

avec T(C) . 

On fixe un plongement permis C de ̂ Hg dans ^ G . D'après Shelstad [S-l],il 

existe un quasi-caractère x. de H (R) tel que |x(f') ^(5) \ = 1 si 7* provient 

de 6a(6) via (T,/?). On note y (H(R)) l'espace des fonctions f sur H (R) tels que 

fx appartient à l'espace de Harish-Chandra-Schwartz de H (R). Si T' est un tore 

maximal de H défini sur R ,on note dt' la mesure de Haar sur T'(R) image inverse 

par i(h,/7) de la mesure dt. Elle ne dépend pas du choix de h. Soit f € y (H(R)), 

Si 7' est un élément régulier de T'(R),on note ' /(7',dt,,dh) l'intégrale 

orbitale stable de f (voir ,par exemple,[S-2]). 

Soit (T,i7) € ÎTJJ(G) . Soit fi € R ( G , T) , on note fi > 0 si n-fi appartient à 

R(B*,T*). Soit 7 € T. On pose : 

VTn(y) ir 1 - 0(1 *) ïï 1 ~ fi(i[ 1/2 1 - fi(t 1 
1/2 

fi > 0 
o„.fi =- fi 

fi > 0 
orfi f- fi 

K(fi ) f 1 *(¿ ) i 1 

Dans [S-2] ,Shelstad définit un entier q(G,H) et pour tout (T,/?) € r„(G) un 
n 

signe £(T,/7) de sorte qu'on ait : 

(2-4-1) PROPOSITION ([S-l], théorème 7-1). Soient Hun groupe endoscopiq^ 

(G,oc) ,LH le_L-groupe_fixé_dans_2-3 , Ç yn_plongement_permis de LH dans ̂ G et % s s 

y5_Pi2?lêÉ5Ë5ÎL_Ë^issi^lË_^ LHg dans LG. Alors , pour tout f € C~(G(R)), 

il existe f € y (H(R)) tel que : 
H -

* í T , , 1 ) ( ? \ d t \ d h ) 
H 

:-i)q(G'H)s(Tfn) bT,n(g)'VT,n :6a(6)) *J.T'a'K)(6,dt,dg) 

si 7' proyientde 6a (6) via (T,n) € ^(G) 
— H 

0 si 7' n̂ est pasunenorme 

7 ' _e?Jt_uI1_?i?I1[1̂_rîi_(̂  T ' ( R ) qui_Prpyiejit_d'un élément régulier de G(R) 
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2-5-Transfert d'intégrales orbites et composantes de Lévi. 

Soit H un groupe endoscopique pour (G,a ) . On fixe ^Hg comme en 2-3. Soit 

(T .17) € rH(G). On note M = Mm. Suivant [S-3] ,on va réaliser le L-groupe de M 

comme un sous-groupe de LG. On écrit rj ' T a(*̂ Xl-l a(^ml-l T* avec standard 

et on supposera que x. € G(lR). Alors les L-groupes de M et de M. = Mm sont 
1 1 lj 

canoniquement isomorphes. On travaillera .donc , avec à la place de M. Comme 

T* est inclus dans ,on prend pour données de référence .pour réaliser le 

* * L. L L 
L-groupe de ,T et B n M^. On note n° le sous-groupe de G° engendré par T° 

et par les coracines des racines de T* dans M.. Il est stable par *a_. On pose 

LM=IM°x W où C x 1 opère trivialement et 1 x a opère par an. Pour voir que 

S i est une réalisation du L-groupe de ,il suffit de pouvoir choisir , pour 

toute racine simple /3 du système R(LB°UIM°,LT°) ,un vecteur radiciel Y^v de 

sorte que Oç.Y^v = Y^ ^v . Ceci découle du fait que LM° est une composante de 

G 

Lévi d'un sous-groupe parabolique (pas unique) ^P° de ^G° stable par *o_ ,et du 

lemme 2-6 de [ L ]. On supposera dans la suite que (T./7) vérifie : 

( * ) o = » om pour w € fltSfor^H0 ,LT°) . 
s T , /7 * s 

On va construire un sous-groupe M ' de H qui soit un groupe endoscopique pour 

( M , a ) . On pose ( S n * = S i * n^H° (qui est connexe). D'après (*) , ( S i ' ) 0 est 

stable par a . On pose S i ' = ( S l ' ) ° x W où CX x 1 opère trivialement et 1 x o 

opère par og. Le groupe ^P^n^H® est ^ SOus-groupe parabolique de LH° dont 

(LM')° est une composante de Lévi ; il découle de (*) qu'il est stable par a . 

Invoquant de nouveau le lemme 2-6 de [ L ] ,on voit facilement que S i ' est un 

L-groupe et que c'est une réalisation du L-groupe du sous-groupe M' .défini sur 

IR ,de H engendré par T et par le sous-système de racines de R(H,T„) formé par 
H H 

les racines dont les coracines sont dans R ( ( S i ' ) ° , ) . Il est clair , d'après 

(*) .qu'il existe m' € M' tel que .posant T' =(m') *.T„.m', l'application 
H 

i(m',*7):T' • T est défini sur IR et M' = M̂ ,, . 

On construit .comme en 2-2 ,1e groupe si qu'on regardera comme un 

Le le ~W 
sous-groupe de G. On note ZWM - M°n Centre( M ) . Il est clair qu il contient Z . 
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On note SM = sZ?ï. Alors Cent (s^, Sf)° = (Si ' )0 où ce dernier est considéré comme 

un sous-groupe de Sî° plongé de façon diagonale. Il n'est pas difficile de voir 

qu'on peut trouver une donnée endoscopique (s ,...) pour (M,a) dont M' soit le 

L-groupe associé. Donc M' est un groupe endoscopique pour (M,a). Un argument 

standard montre .d'après (*),que T est inclus dans M1 ,donc Si' est en position 

standard. Si £ est un plongement permis de ^H^ dans LHS ,sa restriction à S i ' est 

un plongement permis de Si ' dans Sî qu'on notera 

Soient (U,r7TT) € 7TT(G) et k le quasi-caractère qui lui est associé. Suivant 

shelstad [S-2] ,on dit que (U.^) est subordonné à M si U est inclus dans M et 

/7̂  est de la forme ad(Xjin) ,m € . Alors (U,/7y) € ŷ , (M). Le quasi-caractère kM 

de {AV e XV(U) ; oTJ.AV = -Av}/{jiV-<j ./iV;/iV € XV(U)} associé à sM et (U.rç ) 

coincide avec k. Réciproquement si (U,/?̂ ) e (M), alors comme élément de 7^(G) , 

(U,i7y) est subordonné à M. 

On fixe un sous-groupe parabolique P de G défini sur IR et contenant M comme 

composante de Lévi. On note N son radical unipotent. Les groupes M , P et N 

s'identifient de façon canonique à des sous-groupes de G. On fixe un 

sous-groupes compact maximal K de G(lR) tel que G(IR) = KP(!R) . On note n l'algèbre 

de Lie de N. On fixe des mesures de Haar dk et dn respectivement sur K et N(IR). 

On note dm l'unique mesure de Haar sur M(fR) telle que .pour toute fonction 

continue à support compact f sur G(R) , on ait : 

/GAR) F Q ) D* = /MAR) /NOR) /K F(KNM) * & & ' 

Si f € C°°(G(IR)) ,on définit f̂  € C°°(M(IR)) par 

A ï ) - |det(a 0 ad(ï))~j1/2 J~(R) JR f(a(k)mnk *) dk dn 

Soit (U,/7y) subordonné à M. Pour 6 e U(lR) tel que ôa(ô)est régulier (dans 

G(lR)) , on vérifie facilement que : 

4u'a'K) (6,du dD ïï 
/? € R(N,U) 

1 -fi(6a(6)] -1/2 l-0((6a(6)) l] -1/2 

• «•«•^ô.du.dï) , 

où #(5,a,K)(6,du,dm) est défini de façon évidente. 
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Prenons un système de racines positives R+(G,U) dans R(G,U). Alors on voit 

facilement que : 

ïï 
ß € R(N,U) 

\-ß(5a(6)) 1/2, 1-/J((6a(6)) 1 1/2 

ïï 
ß « R (G,U) 
ß t R(M,U) 

1-/J(6a(ô)) 1/2 l-/?((5a(ô)) 1 1/2 

Soit Y € y (H). On définit de façon analogue à ci-dessus une fonction 

M 
f € У (M9 7M (voir [S-2]) de telle sorte que , pour tout tore maximal U' de M* 

défini sur IR et tout élément régulier i* € U* (IR) ,on ait : 

*iU',1)(^,,du,,dh) ïï 
ß' € R (H,U') 

ß' t R(M',U') 

i-ß'(y9) 
-1/2 l-ß'(y' 1 -1/2 

e u,1 
eM 

7',du',dm' 

où R+(H,lT) est un système de racines positives quelconque dans R(H,U') 

Soit (U,/7 ) subordonné à M. On pose ; 

M/IT (_1}q(G,H) -q(M,M») 
*(U,r? ) 

U,i7n "•V 
5 € U(|R) 

On note R (M,U) -1 R(B*D M , T * ) et, pour 7 € U , on pose 

> A11 / N 
Л\\ г, ̂  

ïï 
ß € R (M,U) 

oiyß -ß 
K(ßV) t 1 

(1 - ß{1 ïï 
ß € R (M,U) 
ou.ß t-ß 

*{ß ) t 1 

II - ß(l) ,1/2 1 ~ß(i *) 
1/2 

Signalons que si (Ttrj) € ?U(G) et i(h,i7) : T' • T est défini sur IR où T' est 

un tore maximal de H défini sur IR , alors i(h,i7) envoie R(H,T') sur le 

sous-ensemble des racines ß e R(G,T) tels que KQ6V) = 1 . 

Avec les définitions ci-dessus , la proposition suivante est immédiate j_ 

(2-5-1) PROPOSITION: Soit Y> € C°°(M(«R)) YM. Alors il existe € y M(M ' (R) ) 

telle que : 
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^''^^'.du'.dm') 
* \4 > 

(_1}q(M,M') ̂ (U,^) U>/?U 
AMu 

U 
[6a(6)) 

ф(и ,а,к. (6.du,dm SÍ 7 ' 
Prpyi^BÎ-^ 6a (6) via (U,/7y) s bordonnéà M, 

0 si 7' n^estpasunenorme 

ou 7 estune lernen t de U (IR) quiproyi en t_d_un_e lernen tregulierde H(IR) . En 

Partiçuliejr_si ¥ = f?* PPUI f € C^(G(R)) , pn_peut_prendre ~ (̂ jl̂  — *H 

Ê?t_I§_?2D9ÎiP0_^2LÎDÉË_PËE_l5_EI2P2Ëiïi2D (2-4-1) . 

3-RElfeVEMENT DES DISTRIBUTIONS. 

3-1-Définition du relèvement. 

On utilise les notations de 2-3 . Soit H un groupe endoscopique pour (G,a). 

On fixe un plongement permis £ de Hg dans G. Rappelons qu il existe un 

quasi-caractère x de H(R) tel que f e y~(H(R)) si et seulement si xf appartient 

à l'espace de Harish-Chandra-Schwartz de H(R) . Une forme linéaire 0 sur y|>(H(R)) 

sera dite une distribution essentiellement tempérée si et seulement si x *0 est 

une distribution tempérée sur H(R). Soit 0 une distribution essentiellement 

tempérée sur H(R) stablement invariante (voir [S-4]). Si T appartient à 

y~(H(R)), 0(ï°) ne dépend que des intégrales orbitales stables de TP , donc si 

f € C°°(G(R)) , 0(f ) ne dépend pas du choix de la fonction f„ vérifiant la 

proposition (2-4-1). On définit le relèvement de 0 à G(R),qu'on note Lift„ 0, 

par : 

Liftjj 0 (f) = 0 (fH) 

C'est une forme linéaire sur Cc(G(R)) stable par a-conjugaison. Elle est 

continue ;ceci découle aisément du théorème de Banach-Steinhaus . 

Soit (T,f?) € y„(G). On utilise les notations de 2-4. L'application fi—•f^ 

de Cc(G(R)) dans Cc(M(R)) définit par dualité une application de l'espace des 

distributions invariantes par a-conjugaison sur M(R) dans l'espace des 

distributions invariantes par a-conjugaison sur G(R) que nous noterons t .GM. 
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De même on définit une application de l'espace des distributions essentiellement 

tempérées stablement invariantes sur M' (IR) dans celles sur H(lR) que nous 

noterons r̂ , . Alors le lemme suivant est une conséquence directe de la 

proposition (2-5-1) . 

(3-1-1) LEMME: Soit 0 une distribution essentiellement tempérée stablement 

iOY?li§5^?_?yE M'(IR) . Alors on a: 

Lift^ r£, 0 - rG Lift**, 0 . H M ~ M M 

3-2-Relevement et action du centre de 1 algèbre enveloppante. 

Si S est un groupe algébrique défini sur IR , on note s l'algèbre de Lie de 

S(C) , s_ l'algèbre de Lie de S(R) et s l'algèbre de Lie de S. La différentielle 

de Og définit une involution de l'algèbre de Lie (réelle) s , que nous noterons 

o, de sorte que s^ soit l'espace des points fixes de o. Avec les identifications 

faites en 2-1 .nous avons s = s x s et la différentielle de a , que nous 

noterons a , est donnée par o.(X,Y) = (o.Y.o.X). L'algèbre de Lie s s'identifie, 

comme algèbre de Lie réelle , à l'espace des points fixes de o. La complexifiée 

de s s'identifie canoniquement avec s , celle de s^ avec la diagonale de s x s 

et la complexifiée de o , qu'on notera a , s'identifie avec: (X,Y)i >(Y,X). On 

notera U(s) l'algèbre enveloppante de s et Z(s) le centre de U(s). Alors U(s) 

s'identifie avec U(s)0cU(s) et Z(s) avec Z(s)« Z(s). Si t est une sous-algèbre 

de Cartan de s et T est le sous-groupe de Cartan correspondant on note (ou 

simplement 7 quand il n'y a pas de confusion à craindre) 1'isomorphisme de 

Harish-Chandra de Z(s) dans U(t) . On note Ng 1'homomorphisme d'algèbres 

de Z(s) dans Z(s) défini par Ng(z^ ® ẑ ) = ẑ z2 • 

On va définir un homomorphisme de Z(g) dans Z(h). On note t l'algèbre de 

Lie de T* qui s'identifie avec XV(T*) ® C. Rappelons que , si i est un 

plongement permis de Sîg dans LG , on a associé à C en 2-3 un élément /i# de 
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XV(LT°) « C. Il s'identifie canoniquement à une forme linéaire sur t*. L'algèbre 

de Lie t„ de T„ s'identifie à t* par l'égalité XV(T*) = XV(T„) . On note I 

—H ri « A*̂  

l'isomorphisme d'algèbres de U(t„) défini par I (Y) = Y + \x (Y) ; Y € t . 
-ri IX # ri * 

Comme < /i , fiV > = 0 pour tout fi € R(H,T„) , I induit un isomorphisme de * xi LL * 

U(t ) ' H7 . On pose m = t,.. 0 I o 7rf/f* • C'est un homomorphisme 
H S/_ — —H ^* 

d'algèbres de Z(g) dans Z(h) . On notera £g/n = ̂ g/n o Ng • 

(3-2-1) LEMME: SoitOunedistributionesse essentiellement stablement 

ÎDY§li§DtÉ_Ëyi H(flR) . Alorssi z e Z(g) , ona : 

z.LiftJ S = LiftJ H^M.a 

La démonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme 4-2-1 de [S-2] 

3-3-Relèvement des distributions Z(h)-finies. 

Soit 0 une distribution essentiellement tempérée sur H(lR) stablement 

invariante et Z(h)-finie. D'après un résultat classique de Harish-Chandra, 0 est 

une fonction localement sommable analytique sur H(lR) (l'ensemble des éléments 

réguliers de H(R) ). Il est clair que Z(h) est une algèbre de type fini sur 

£^,n(Z(g)) . On déduit alors , du lemme (3-2-1) et du théorème (2-1-1) de [ B ], 

que Lift 0 est une fonction localement sommable analytique sur l'ensemble des ri 

éléments oc-réguliers de G(IR) (un élément g de G(IR) est dit cc-régulier si 

Cent (g,G)° est un tore ). On notera G(flR) l'ensemble des éléments 

a-réguliers de G(IR). Tout élément de ̂ ('R)a_reg est a-conjugué à un élément d'un 

T((R) où T est un tore maximal de G défini sur IR (voir [ C ] , chapitre 2 ). Le 

but de ce paragraphe est de calculer Lift^ 0 sur G(IR) en fonction de 0. 

Soit T un tore maximal de G défini sur IR. Soient T', . . . , T' des 

représentants des classes de conjugaison sous H(IR) de tores maximaux de H 
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définis sur IR "provenant" de T , i.e. les tores T* tels qu'il existe i(h,/7) : 

T' • T définie sur R. Pour tout 1 < v < r , on fixe (T,i7y) € ?^(G) et hy e H 

tels que i = i(h trj ) : ̂ T" • T soit définie sur IR. On note k le 

quasi-caractère associé à s et (T.rç̂ ) en 2-3. L'ensemble des racines fi € R(G,T) 

tels que K^(fiV) = 1 s'identifie ,par i , avec R(H,^T") et le sous-groupe , du 

groupe de Weyl fi(G,T) , engendré par ces racines ,qu'on notera fi (G,T) , 

s'identifie avec fi(H,yT'). Rappelons que fi(G,T) opère dans T de telle sorte que 

w.A(w.7) = A(7) , A € X(T). On note i2Q(G,T) le sous-groupe de fi(G,T) qui laisse 

stable T(R) et fi^G.T) = fi w(G,T)n fi (G,T). A chaque élément w de fiQ(G,T) on 

associe un élément de H*(T), qu'on note de la même façon , comme suit : on 

choisit g appartenant au normalisateur de T dans G qui représente w , alors la 

classe du cocycle {li—• 1 , o 1—» o(g *)g } ne dépend que de w ; c'est la classe 

associé à w . 

On pose n(T) = 1/2 J { fi € R(G,T) ; orfi = -fi et ny(/Jv) f 1 } | 

(3-3-1) LEMME: Soit 6 € T(R)n G(R) . Alors 'a-reg 

Lift£ 0 (6) (_1)q(G,H)+n(T) r 

V = 1 
*(T,^) 

€ fiQ(G,T) 
K (w) 

K 

fi/(G,T) 

T ' ^ 
-1 w .6 D-1 

r,i7 
90i 1))(W \(6a(6)): 

La démonstration est analogue à celle du lemme 4-2-4 de [S-2], corame le suggère 

la discussion de la page 415 de [S-l]. 

4-RELAVEMENT DES CARACTERES. 

4-1-Caractères tordus de G(R). 

Soit ïï une représentation unitaire irréductible de G(R). On dit que ïï est 

a-stable si la représentation aïï , définie par aïï(g) = ïï(a(g)) pour tout 

g € G(R) , est équivalente à ÏÏ. Si tel est le cas , il existe un opérateur 

involutif A^ .unique au signe près , dans l'espace de ïï tel que 
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aJT(g) - Aa ff(g) Aa , g e G(R) . 

Le caractère tordu associé à un choix de A est la distribution : 

f . > tr( ff(f)c Aa ) , f € C~(G(R)) . 

Le but de ce paragraphe est de fixer un choix de A^ pour les représentations 

tempérées de G(lR). Ces représentations sont bien connues ; elles sont toutes 

obtenues de la façon suivante. Soient S un tore maximal de G défini sur F , x un 

caractère (unitaire) de S(lR) , B un sous-groupe de Borel de G défini sur IR et 

contenant S. On note N le radical unipotent de B. On pose 

hg5X° = IndgG(R)S(R)N (R)x e1N(R) 

C'est une représentation irréductible tempérée de G(R) et on obtient ainsi 

toutes les représentations irréductibles tempérées , à équivalence près , de 

G(IR). On a omis B et S dans la notation car la représentation H (x) ne dépend 

pas du choix de B quant à S il est sous-entendu par \. Quand il n'y a pas de 

confusion à craindre on note IT(x) à la place de ZT (x) . Deux représentations ff(x) 

et ïï(x.9) sont équivalentes si et seulement si x et x* sont conjugués par G(lR) 

(i.e. il existe g € G(R) tel que g.S.g 1 = S' et x'(s') = x(g *.s.g) ). On note 

°X le caractère du tore a(S(lR)) défini par ax(a(s)) = x(s) , s € S(lR). Supposons 

que 7T est a-stable. Alors x et ax sont conjugués par G ( R ) . Puisque G est 

quasi-déployé , on peut choisir un conjugué x* de x tel que °x' = X* î ceci se 

démontre de la même façon que le théorème 4-1 de [ K ] , nous omettons les 

détails car la paramétrisation de Langlands nous fournit un tel x' (voir 4-2). 

Donc toute représentation irréductible tempérée a-stable de G(R) est de la forme 

ff(x) où°x = x et a(S) = S. On fixe une telle représentation. On note S& la 

composante anisotrope de S. Alors S (R) est un tore compact maximal de G(R) 

stable par a. On note x& la restriction de x à S&(R). Soit K un sous-groupe 

compact maximal de G(R) contenant S (IR) et stable par a. Alors x est un poids 

extrémal du K-type minimal de JT(x). On fixe A de telle sorte qu'il induise 

l'identité sur cet espace poids. On note A (x) cet opérateur. Le lemme suivant 

179 



A. BOUAZIZ 

montre qu'il ne dépend pas du choix de K. 

(4-1-1) LEMME: Soient_K_et K^deuxsous-groupes compacts maximaux contenat 

S&(R) etstables par A. Alorsilexiste g aPPaItenant à S(R) telque gKg = K' 

(où S (R)A ô signe l^ensembledespoint fixes par A de S(LR) ) . 

DÉMONSTRATION: Soit x € G(R) tel que xKx 1 = K'. Alors il existe k' € K' tel que 

ad(k'x) envoie K sur K' et laisse S&(R) stable. Quitte à remplacer k' par un 

autre élément de K' , on peut supposer que ad(k'x) centralise SA (R) . Dans ce cas 

y = k'x appartient à S (R ) . Le fait que K et K' soient a-stables implique que 

y *oc(y) appartient à K , donc c'est un élément de S ( R ) . Notons S, la composante 

déployée de S. Alors SA(R) n SD(R)C = { 1 } et S(R) = S&(R) . SD(R)C . On écrit 

y = uv suivant cette décomposition. Il est alors clair que a(v) = v et 

vKv * = K', d'où le lemme. 

Soit P un sous-groupe parabolique de G défini sur R , contenant S et stable 

par A. On note N le radical unipotent de P et M la composante de Lévi de P 

contenant S; ils sont définis sur R et stables par A. Alors les représentations 

iiM(x) et ïï (x) sont définies et on a : 

J75(x) = Ind 3(R) 

M(R) N (R) 

IIM(x)o1N(R) 

Cette représentation est réalisée dans un espace de fonctions sur G (R) à valeurs 

dans l'espace de A x . ). On vérifie facilement,comme dans ([B-2] , p.551 ), que : 

(4-1-2) (A°(x).y)(g) A"(x).n<x(g)) 

4-2-Relèvement des caractères (résultat principal). 

Soit H un groupe endoscopique pour (G,a). On adopte les notations de 2-3. 

Soit C un plongement permis de Hg dans G. On a vu en 2-3 que C est de la 

forme : 
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?(h x 1 x 1) = (h , h) x 1 x 1 , h e H° . 

?(1 x z x 1) (? (z) , ? (z)) x z x 1 , z e CX . 

?(1 x 1 x o) (xm , m ) x 1 x a o o 
*~ x L - ~ - ~ où C est un homomorphisme de C dans Centre( H ) vérifiant £ (z) = a (Ç (z)), o s o s o 
x L L z e C , m est un élément du normalisateur de T° dans G° tel que xm on(m )= o o u o 

? (-1) , x *m a^(x) - m et la restriction de ad(m ) 0 La„ à LH° coincide avec o o G o o ° G s 

a 
s 

Soit TP un homomorphisme admissible de W dans Hg (voir [ L J). On pose 

TP = £ 0 TP. C'est un homomorphisme admissible de W dans G. Comme on s interesse 

à TP et ? seulement à travers les L-paquets de représentations qui leurs sont 

associés,on peut les remplacer par des conjugués respectivement par H* et G°. 

Rappelons que TP se factorise à travers un sous-groupe de Lévi de *'H (voir 

[Bor])et qu'un sous-groupe de Lévi minimal parmi ceux qui contiennent TP(W) est 

conjugué à un des sous-groupes Sî̂ , (voir 2-4) où T' est un tore maximal de H 

défini sur IR tel que S-,, ç T„. Quitte à remplacer TP , par un conjugué par *JH° ,î H 

on supposera dans la suite que TP(W) est inclus dans un "S^, (comme ci dessus) , 

qu'il n'est contenu dans aucun sous-groupe de Lévi propre de TjM,p> et qu'il 

normalise . Alors T est de la forme : 

TP(z x 1) = TP (z) x z x 1 , z € CX 

1P(1 x o) = riy x 1 x a , 

X L — où TPq est un homomorphisme de C dans T° tel que ¥Q(z) = ad(TP(l x a)).TP(z)Q, 

x — L 
z € C et "j^gC1^) ~ ̂ 0^~^* N°tons a la restriction de ad(TP(l x a)) à T° ainsi 

que 1'involution qui s'en déduit sur XV(^T°). Utilisant les notations usuelles 

on pose TP (z) = z^ z°*^ , n € XV(LT°) ® C. Donc 

?(zx 1) = (?o(z) , ?(z)) x zx 1 , zeC*. 

)P(1 x a) = (xn̂ mQ , Ï^J^q) x 1 x o. 

où ? (z) = IP (z)? (z) , z € cX . o o o 

Supposons que TP(W) est borné. Alors la représentation de G(IR) associée à TP 

est tempérée. Nous allons la décrire en fonction des paramètres de 4-1. Soit 
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(T,rj) € T̂T(g) tel que = o. On identifie T avec un sous-groupe de G. Soit 

6 e T(IR). Alors il s'écrit 6 = (exp.Y , exp.a^Y) où Y est un élément de t. On 

pose x. (6) = e ^ A*3|t)('?(Y + a^.Y)) ̂  c'est un caractère unitaire a-stable de 

T ( R ) . La représentation ïï de G (R) associée à 1P est i7(x ). Le caractère \ ne 

dépend pas seulement de Y* , il dépend aussi de 17. On note Z = 17 *(R(B*,T*). 

Soit wo € fl(M,T) tel que < w ^ " 1 ^ + ̂ ) , /JV > > 0 pour tout fi e Zq fl R(M,T). 

On pose n(wQ) = |{ fi € Zq n R(M,T) ; WQ./J e -Zq et KT (/*V) M >|- Il est clair 

que n(wQ) °e dépend pas de q ; le théorème ci-dessous montre qu'il ne dépend pas 

du choix de w . On pose A^ = (-l)n̂ Wô  £M(T,r?) A**(x ) où M désigne NL. Le 

théorème ci-dessous montre que A ne dépend pas de /7. On note 0 le caractère 

tordu de II associé au choix de A = A . On note 0 le caractère du L-paquet de 

représentations de H(IR) associé à T. Le résultat principal de cet article est 

(4-2-1) THÉORÈME: Utilisant les notations ci-dessus on a: 

Lift£ 0^ - A0 

DÉMONSTRATION: Nous ferons la démonstration en trois étapes. 

Première étape: Nous supposons que T est anisotrope modulo le centre de G et 

< n + v , fiV > / 0 pour tout /5 e R(G,T*). Alors M = G et o .fi = -fi pour tout 

ß e R(G, T*). Soit m' e N 1 , tel que ad(m').T' = TTT. Alors am, ,=0=0-, .On 

en déduit que T' est anisotrope modulo le centre de H , et, donc M' = H . Le 

L-paquet de représentations de H(IR) associé à Y* est alors formé par les 

représentations de carré integrable modulo le centre de H(lR) dont le caractère 

infinitésimal est : z 1 • yu/t (z)(a0 » z € Z(h) et ayant même caractère 

central. Notons Zu le centre de H. Soit K„ un sous-groupe compact maximal de 

H(IR). On pose qH = 1/2 dim(H(lR) / KJJZ ( R ) ) . On note ¿¿' = ad(m'_1).¿¿ et Z ' le 

sous-système de racines positives de R(H,T') formé par les racines fi telles que 

< iÀ\fiV > < 0. Alors la formule du caractère de la série discrète de 
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Harish-Chandra donne , pour Y e t̂  tel que exp(Y) e H (R)R 

(42-2) ^(expY) (-1)% 
w € fl(H,T') 

e».0*' + tH)(Y) 

77" 
fi e 

(1 - eW^(Y)) 

où iH(Y) 1/2 /0. 
0 € 

D'après le théorème 2-1-1 de [B-l] , aQ est une fonction localement 

sommable analytique sur G(fR) . On va la calculer sur l'ensemble des éléments 

a-réguliers de T(lR). Pour cela on utilise les résultats de [B-l]. On introduit 

le groupe G(IR) x {l,a} que nous noterons aG(IR). On prolonge ïï en une 

représentation de aG(IR),en faisant agir 1 x a par , qu'on notera aussi ïï . 

Cherchons les paramètres de Duflo [ D ] de cette représentation. On pose 

q - {Y € g ; a(Y) = -Y} et ifQ - 2q *. (jà + /i#) où f est une forme linéaire sur 

t̂  qu'on regarde comme une forme linéaire sur nulle sur tR n q e [tR , ĝ ] . 

On note aG(lR)(fo) le centralisateur de fQ dans aG(lR) qui est égal à 

T(IR) x {1 ,a} puisque fQ est régulier , aG(lR)(fQ) son revêtement d'ordre deux 

défini par Duflo [ D ] et £ l'élément non trivial du noyau de la projection de 

aG(lR)(fof sur aG(lR)(fQ) On pose I - et t. 
o o z 

1/2 I 
fi € 

fi. On note u le 

sous-espace de g somme des sous-espaces radiciels correspondants aux racines fi 

telles que -fi € Z. Alors t © u est une polarisation en f totalement complexe et 

a-stable dans la terminologie de [D] . Soit p le caractère de aG(lR)(f ) associé 
u 

à u [ D ]. On choisit un élément a dans aG(lR)(fo) qui se projette sur 1 x a. 

On pose 

/ " \ rw \ f 1 \<3U + clim u + n(w ) / *\-l rQ(a ) £(T,i7) (-l)̂ G - o' p^(a ) , 
u 

où q̂  est défini de la même façon que q̂ . 

Il existe un caractère r de aG(lR)(f ) de différentielle if tel que r (ê) = -1 
o o o o 

et TQ(a ) défini par la formule ci-dessus (voir [B-l] , p.75). On note 27(^,7^) 
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la représentation de G(lR) associée à (f ,t ) par Duflo [ D ]. Alors un calcul 

facile utilisant la proposition de [B-2] (ou plutôt sa démonstration) montre que 

ïï^ est équivalente à ïï(fQiT^). Comme T est anisotrope modulo le centre de G,on a 

fl (G,T) = fl(G,T). Pour tout w € 12(G,T) , on choisit un représentant g de w dans 

le normalisateur de T(lR) dans G(IR) de telle sorte que a(g *)g appartienne à 

T(IR)0. On choisit pour tout w € 12(G, T) , un élément Y de t̂  tel que 

exp.Y^ = a(gw^)g^. Pour tout Y € t̂  tel que exp.Y € G(R)A_R , la proposition 

6-1-2 de [B-l] et un calcul simple donnent : 

(4-2-3) aQ (exp.Y) 

« ( T , „ ) M A + n(Wo} 

w € Î2(G,T) 

(if - 2i_)( Y + w *.Y) e o I w 

ïï 
fi € 

(1 - e - * 2 ^ -Y>) 

On va calculer le terme c(w) = e^^o 2tZ^\>\ Rappelons que if -

2 q l(v + Alors (if - 2i-)(Y ) o Z w (п (ц + / О L (Y + o_Y ) w T w On écrit 

¿ Lu + L* OÙ 1H = 1 / 2 
/3 € 

/5 et i 
* 

1/2 
/5 e 

Alors on 

1 т . Х > = 1 KT,_(/JV) * 1 

déduit du lemme(2-3-l) que c(w) = K (w) T,i7 
Jn~ . 1 . - 0 ( Y + o_Y ) ; le choix du 

système de racines positives diffère de celui utilisé dans le lemme(2-3-l), mais 

ceci n'a pas d'importance puisque exp(Ŷ + Ŷ ) = 1. Le terme 

(17 1 -H ~ t')(Y + o^Y ) e H w T w est égal à un , ceci se déduit aisément du fait que 

exp(Y + O-Y ) = 1 et du fait que : exp(Y') •et"'" V ( Y ' ) . Г е е , est un 
caractère de T'(R)0. Donc c(w) 

T. n 

Des définitions de n(u> ) et de bm on déduit o T,r? 

(17 l.n ~ l )( 2u> \Y) e * * 

ïï 
ß € 

kT,n :/*v) t i 

1 - e *(2» 1.Y)) 

г-пп(ио} bT,n (exp.w Ŷ  bT,n exp.2w *Ŷ  
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Rappelons (voir [S-2].proposition 3-7-1) que n(T) = q(G,H) + q̂  - q^. On déduit 

alors de (4-2-2) , (4-2-3) et du lemme (3-3-1) que : 

(4-2-4) LiftG 9r (exp.Y) a0 (exp.Y) Y € t et exp.Y € G (R) 
HR a-reg 

On notera 9 = Lift„ 9^ - 9 . Nous allons montrer que 9 est nulle. On note IL 

l'ensemble des Y € tels que la partie imaginaire de toute valeur propre de 

ad(Y) soit de module strictement inférieur à ir/2 et Y = exp % . Alors un 

argument du à Clozel ([ C ], p.108) montre qu'il suffit de prouver que la 

restriction de 0 à r , qu'on notera Res.0 , est nulle (pour la définition de la 

restriction de 0 voir ,par exemple , [ C ] ou [B-l] ). Pour ceci on va se servir 

du théorème d'unicité de Harish-Chandra (voir , par exemple , [ V ] , II, p.68). 

On définit la fonction D_ sur G par : 

det(T + 1 - ad(g)) = D (g) Tr(G) mod(Tr(G) + * ) , 

où r(G) est le rang de G. 

On définit de la même façon D„ sur H et on défiinit la fonction alh; sur G par 

det(T + 1 - acad(g)) = aDg (g) Tr(G) mod(Tr(G) + 1 ) 

Pour g € G (R) , on pose v(g) = det(l + ad(g)) . Alors on voit facilement que 

aDg(g) = ̂ a(g) DG(£) P°ur tout g € D'après le théorème 3-1-1 de [B-l] , 

il existe une constante C telle que : 

(4-2-5) \ \ ( * ) \ 1 / 2 r « L ( * ) | 1 / 2 < c ,pour tout g € G(IR) . 
a-reg 

Rappelons le quasi-caractère x de H(R) introduit en 2-3. Alors il est facile de 

voir que x *0y> est tempérée ; comme le caractère infinitésimal de 0^ est 

régulier il existe une constante C' telle que : 

(4-2-6) |DH(h)|1/2 |x ̂ ( h ) ! < C ,pour tout h € H(IR)reg. 

On déduit aisément de (4-2-6) et du lemme (3-3-1) qu'il existe une constante C" 

telle que : 

(4-2-7) \\(é)\l/2 |LiftJef (g)| < c« pour tout g g G(IR) 
a-reg 
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On pose 8 = i^Res.0. Alors on déduit de (4-2-5) et (4-2-7) ,qu'il existe une 

constante C"' telle que : 

(4-2-8) |DQ(g)|1/2 |8(g)| < C"' ,pour tout g e G(R)regP r. 

(Remarquons que si g € G(*0reJ"l Y , alors g est a-régulier (voir [ C ])). 

Soit r le caractère de Z(g) défini par : z i—• y . (2(ji + y )). Alors on déduit 
g/ * 

du lemme (3-2-1) et du corollaire 2-4-12 de [B-l] que : 

z.8 = t(z).6 pour tout z € Z(g). 

Comme rj *.(ju + est régulier et elliptique [ V ] , ceci avec (4-2-8) et 

(4-2-4) permettent d'utiliser le théorème d'unicité de Harish-Chandra. Donc 6 

est nulle. Comme v ne s'annule pas sur G(R) n Y ,Res.0 est nulle sur Y. Donc 
a reg 

0 est nulle ; ceci termine la démonstration de la première étape. 

Deuxième étape: Nous supposerons que T est anisotrope module le centre de G , 

mais nous supprimons l'hypothèse de régularité de n + /i^. Alors M - G , M' = H. 

oT = o et o.JS = -fi pour tout fi € R(G,T*). Rappelons le système de racines 

positives Z dans R(G,T). On note V l'espace de la représentation de dimension 

finie de G de plus bas poids (relativement à Z) -2t̂ -0n note 0^ son caractère. 

- ^Z (/i + 2i_) -(o./i - 2t_) x • i j • ->Z On pose = z Z z Z , z e C . Alors il est facile de voir que r 

définie par : 

e (z x 1) 
o 
'z) x z x 1 X 

Z € C . 
e :i x o) n„ X 1 X o. 

est un homomorphisme admissible de W dans qui ne se factorise à travers 

~Z ~ Z 
aucun sous-groupe de Lévi propre. On note f = i 0 f . 

Comme /7 * (/i + /i ) + 2i 

est régulier , le théorème est démontré dans la première étape pour T et ?Z. On 

note # l'espace de ff^ et ̂  l'opérateur involutif dans M ® V ® V défini par 

A (h ® v ® w) 
a 

G , 
A _.h ® w ® v 
?2 

h € a ,V,W € V. 

Notons aQ le caractère tordu par A de la représentation de G(lR) dans W ® V ® V. 
a 

Alors on a 
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(4-2-9) a0(g) 0 

? 
(g) ©v(ga(g)) g € G(IR) 

'a-reg 

On fixe un sous-groupe compact maximal K de G(lR) contenant T&(lR) et stable par 

a. On note $F le sous-espace des vecteurs K-finis de Soit Z(g)a la 

sous-algèbre des éléments fixés par a de Z(g). Alors pour tout caractère r de 

01 f f Z(g) , on note (# ® V 0 V)^ le sous-espace de » 0 V 0 V dans lequel le noyau 

*** oc f de r (dans Z(g) ) opère de façon localement nilpotente. Alors M ® V 0 V est 

somme finie de sous-espaces de cette forme , tous stables par K, | et A^. Si on 

note 0 le caractère tordu par la restriction de A de (# 0 V 0 V) , on a 

"0 = I "в т T 
On note r le caractère de Z(g) (ou sa restriction à Z(g)a ) associé 

à (M + , u + via 1'isomorphisme 7 Alors il est bien connu que 

(*f 0 V 0 V) 
T 

est isomorphe , en tant que (g , K) , à l'espace des vecteurs 

K-finis de la représentation ïï . La démonstration de la proposition de [B-2] 

f 
montre , qu'avec cet isomorphisme , la restriction de A à (# 0 V 0 V) 

a r 
Q 

s'identifie avec A . Donc 
2 

(4-2-10; (ae)r = ae . 

La représentation V définit un caractère (virtuel) V de H (ce résultat est 

implicite dans ([S-l],4-4-1),voir aussi ([A-J],proposition 6-4)) de la façon 

suivante. Les poids de T' dans V sont les poids de T dans V qu'on transporte à 

T' via i(m',/7). Alors il est facile de voir que V existe et que si on se donne 

deux tores T et T' définis sur IR respectivement dans G et H et 

i = i(h,/7) : T' 
-1 

T, alors 0 (7) - 0 (i (7)) pour tout 7 € T , OÙ 0^, 

désigne le caractère de V. On déduit alors du lemme (3-3-1) que 

Liftjj (0 z 0v,)(g) Liftjj 0 z(g) 0v(ga(g)) g € G(IR) 
a-reg 

Utilisant la première étape de la démonstration du théorème et (4-2-9) , on 

obtient : 
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(4-2-11) LIFTG %z EV>> 
a9. 

On décompose 0 _ 0 , en somme de distributions vecteurs propres de Z(h). Soit 

le caractère de Z(h) associé à \x via 1 ' isomorphisme /f • Il est bien connu que 

(oEMoV')re =Oe Compte tenu du lemme (3-2-1) et des formules (4-2-10) et 

(4-2-11) plus un argument standard , on déduit : 

LiftJ 0^ = a0?, 

ce qui termine la démonstration du théorème pour cette étape . 

Troixième étape: On ne fait plus aucune hypothèse particulière. On note 0^ le 

caractère du L-paquet de représentations de M* associé à r et 0 le caractère 

tordu par , . xn(w ) M/m v .M, v 
(-1) o'e (T,rj) A (x ) de la représentation de M associée à T. Alors, 

compte tenu de (4-1-2) et utilisant les notations de 3-1 , on a eOe r« ( V ) 
M ? 

(voir [B-l] ,%-7). De même on a 0 - rH R©M^ Le théorème découle alors des 

deux premières étapes et du lemme (3-1-1). Ceci termine la démonstration du 

théorème. 

REMARQUE : Quand H = G , le théorème (4-2-1) est une reformulation du résultat 

principal de [ C ]. 

5-TRANSFERT D'INTÉGRALES ORBITALES DE FONCTIONS K-FINIES. 

On reprend les notations de 2-3. On fixe K (resp. K^) un sous-groupe 

compact maximal de G(lR) (resp. H(R)). On note C^(G(R),K) l'espace des fonctions 

C°° à support compact sur G(fR) qui sont K-finies par translations à droite et à 

gauche. La notation Cc(H(lR) , K^) a la signification évidente. Le but de ce 

paragraphe est de montrer : 

(5-1) THÉORÈME: Aveç_les_notations_de_la_proposition (2-3-1) , si_f_est_dans 

C*(G(lR),K) on_geut_choisir fH dans Ĉ °(H(fR) t K^). 
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DÉMONSTRATION: Ce théorème découle de la proposition (2-4-1) , du théorème 

(4-2-1) et du théorème de Paley-Wiener de [C-D]. Ce type d'argument a été 

utilisé par L. Clozel pour la démonstration d'un résultat analogue dans le cas 

de la L-indiscernabilité (voir [C-D] ,Appendice). Pour détailler l'argument dans 

la situation présente , nous commençons par introduire quelques notations. On 

fixe Tj (j = l...r) un ensemble de représentants,à conjugaison près sous H(lR),des 

tores maximaux définis sur IR de H. On note M'. = M , et on fixe un sous-groupe 

parabolique P\ de H défini sur IR dont M^ est une composante de Lévi ; on note N̂  

le radical unipotent de P\ de sorte que P\ =M\ N\. Tout sous-groupe parabolique 

cuspidal de H(lR) est conjugué sous H(lR) à l'un des P̂ (lR). Rappelons qu'on a 

identifié SîJ à un sous-groupe de LHS (voir 2-5). Un homomorphisme admissible TP 

de W dans 1̂M\ est dit discret si TP(W) n'est inclus dans aucun sous groupe 

parabolique propre de ̂ 'M\ ; on dira que V est une section discrète de . A 

conjugaison près par ,LHS° toute section de se factorise à travers une 

section discrète d'un unique [ L ]. A chaque section TP de ̂ H^ on associe un 

pseudo~L-paquet (on écrira PL-paquet) de représentations de H(lR) de la façon 

suivante. On prend une section discrète TP . de S i ' dans la même classe de 

conjugaison que TP , on note ti^j le L-paquet de représentations de carré 

intégrable modulo le centre de M'. (IR) et on note it 
J j 

T J H(R) 
inQM'.(lR)N'.(lR) 

M' 
7iy j®l ; le 
.i 

PL-paquet associé à TP est l'ensemble des représentations de H(lR) qui 

interviennent dans Zej . La classe de conjugaison sous (M'.) de IP . n'est pas 

uniquement déterminée par TP ; un autre choix de TP̂  affectera les représentations 

Tiy mais pas le PL-paquet. On notera 0̂> la somme des caractères des membres du 

PL-paquet associé à TP. Pour l'utilisation du théorème de Paley-Wiener on aura 

besoin d'une autre paramétrisation des PL-paquets . Si S est le groupe des 

points réels d'un groupe algébrique connexe S défini sur IR , on note S =°SAg sa 

décomposition de Langlands ; Ac est la composante neutre du groupe des points 

o 
réels du plus grand tore déployé dans le centre de S. Pour simplifier on notera 
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A\ - AM>̂ K\- Si Y est une section discrète de hfi\ , on notera &y>®\ ̂ e L~Pa<luet 

de représentations de M̂ (IR) associé à 1°, où ô̂ , est une somme finie de 

représentations de la série discrète de °MJ(IR) et est un quasi-caractère de 

A1.. Si 6®A est la décomposition d'un L-paquet discret de M'(IR) , on notera 

1̂ (6,A) la section discrète de *'M' associée à ce L-paquet et TTc , le PL-paquet 

associé à TP(5,A). On regardera souvent A comme une forme linéaire sur la 

complexifiée de l'algèbre de Lie de A'.. 

Pour 1 < j < r , on choisit m', e M', tel que ad(m'.).T'. = Tu et on note o. = 
J J J J " J 

om, , . On fixe (T.,/7.) € ̂ .(G) avec T. standard tel que am = o.. Alors 
T)>mj J J H j ^ ynj J 

l'application i(m'. . / 7 . ) : T'. 1 • T. est définie sur IR. On note M . = Mm et on 
J J J J J j 

fixe un sous-groupe parabolique P̂  de G défini sur flR dont M\ est une composante 

de Lévi; on note N. le radical unipotent de P. de sorte que P. - M.N.. On 
J J J J J 

identifie , comme en 2-5 , ̂M̂ . avec un sous-groupe de ̂ G et donc ̂ M̂  s'identifie 

de façon naturelle à un sous-groupe de ̂ G. L'image de LMj par £ est dans LMj 

(voir 2-5). Si 6®A est un L-paquet de M\(lR) , ?(6,A) = £0lP(6,A) est une section 
L~ ~ ~ de My Le L-paquet de ML (IR ) associé à ̂ (6, A) est une série principale tempérée 

modulo torsion par un quasi-caractère du centre de M(lR) ; nous allons décrire 

ses paramètres de Zelobenko en fonction de 6 et A. Pour alléger les notations 

nous omettons l'indice j . Soit t' l'algèbre de Lie de T'(C). On décompose t' en 

somme de deux sous-espaces propres t' et t'_ correspondants aux valeurs propres 

+1 de Gy, ; ainsi t'+ (resp. t'_ ) s'identifie à la complexifiée de l'algèbre de 

Lie de A' (resp. T'(IR) fl °M'(IR) ). Alors A s'identifie avec une forme linéaire 

sur t'+ qu'on regarde comme une forme linéaire sur t' en la prolongeant par 0 

sur t' .De même si iac est le paramètre de harish-Chandra (relativement à o 

T'(lR) Il °M'(IR) ) d'une composante de 6 on regarde ju_ comme forme linéaire sur t' 

nulle sur t' . On décompose l'algèbre de Lie t de T(C) de la même façon. Alors 

l' isomorphisme i(m\q) induit un isomorphisme entre t' et t . On transporte JUC 

et A par cet isomorphisme sans changer les notations et on définit le caractère 
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\c x de T(IR) = T(C) par : 
o . A 
exp(X) ы + А + п .<*,: Pour simplifier on note rj **A*# simplement fi^. Si 
Tq (resp. T^) désigne la composante anisotrope (resp. déployée ) de T , on a 

T ( R ) = TA(R)TD(R)0 ; tout élément de TA(R) est de la forme exp(X),X € t et 

X = -X , et tout élément de T ^ ( R ) est de la forme exp(Y) , Y € t et Y = Y. Donc 

la restriction de \^ ̂  respectivement à TA(R) et T^(R) est: 

exp(X) e(?M6 + ^ - o r ^ )(X) 

exp(Y) e(2A + /i# + oT.^ )(Y) 

Le L-paquet de M(R) associé à ?(Ô,A) est la série principale de paramètres de 

Zelobenko (2ji + n - a , 2A + ix + o .ju ) , on la note l№ . On écrit 

IIMG,A= OIIMG,AOAOÙ OIIMMG,A est la restriction à °M(R) et A est un quasi-caractère 

de A . Alors on voit facilement que . est la série principale unitaire de 
M(R) ' 

paramètres (2ix + fi - o ,0) et A est le quasi-caractère: 

exp(Y] e(2A + + o T . ^ Donc ces représentations sont réalisées dans un 

espace fixe ne dépendant pas de À. On note ff_ . 
o, A 

Ind G (R) 

M(R)N(R) 

IIMG,AO1 
Ces 

représentations sont alors réalisées dans un espace fixe ne dépendant pas de A. 

Il est clair que l'opérateur , défini en 4-2 , qui entrelace 27_ et aïïc x pour 

O, A O, A 
les A tels que A est unitaire ne dépend pas de A ; on le note A_. 

o On va montrer que la fonction F: (6,A) i • tr(ïïc . (f)ôA_) vérifie les 

hypothèses (i),(ii) et (iii) du théorème A-l de l'appendice de [C-D]. 

L'hypothèse (ii) dit que,pour 6 fixé , la fonction: A i • F(6,A) appartient à 

l'espace de Paley-Wiener de t * ; ceci découle aisément de la description 

ci-dessus de F et du fait que si tï est une représentation unitaire de °M(R) et 

G(R ) 

si ïï(u) - Ind 7i®y®l ,où v est un quasi-caractère de A ,alors les 

coefficients de ff(f) sont ,comme fonctions de v , dans l'espace de Paley-Wiener 

de la complxifiée de l'algèbre de Lie de A (voir,par exemple,[C-D] ,2-1). 
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Pour l'hypothèse (iii) on doit vérifier que si w e fi(H(!R),A') alors F(6,A) = 

F(w.6,w.A). Fixons 6. Les PL~paquets 7r_ . et tï _ . coïncident pour tout A. 

Pour les A tels que A est unitaire , on a d'après le théorème 4-2 : 

tr<ff6.A<f>.V = 86,A<fH> 

triff . . (f).A . = .(f„) 
W.Ö.W.A " W.Ö О.Л H 

où fjj est la fonction associée à f par la proposition (2-4-1) ; donc pour ces A 

on a F(6,A) = F(w.ô,w.A) et par analycité de F(6 ,.) on déduit l'égalité pour 

tout A. Il nous reste â vérifier l'hypothèse (i), c'est à dire qu'il n'existe 

qu'un nombre fini de 6 tels que F(6,A) est non nulle. Comme f est K-finie , il 

existe un nombre fini de représentations de K telles que si ïï. . ne contient pas 

l'une d'elles on a ïïc .(f) = 0. Il est clair qu'on peut supposer que T (R ) est o, A a 

inclus dans K. D'après la réciprocité de Frobenius, pour que ïïc . contienne une 
6, A 

représentation de K il faut et il suffit que 2fxc + ¡x - o^.pL soit un poids de 

cette représentation. Donc il n'y a qu'un nombre fini de ¿íc tels que 

#c f 0- Comme °M'(R) a un nombre fini de composantes connexes, il n'y a 
O, A 

qu'un nombre fini de 6 ayant le même paramètre de Harish-Chandra. Donc F vérifie 

les hypothèses du théorème A-l de [C-D]. Il existe,alors, d'après ce théorème, 

fH € C C W ^ ' V telle qUe F̂ 6,A) ̂  Q6 Â fĤ " Donc>d'aPrès le théorème (4-2-1), 

©̂ (f-j - f') = 0 pour toute section TP de telle que TP est bornée. Pour ces 

sections, il existe un quasi-caractère x de H(R) tel que Q̂ .x *est tempérée. 

Donc pour tout TP bornée on a ©̂ (xfrr ~ xf¿) = 0« Donc , d'après le lemme 5-3 de 

[S-4], les intégrales orbitales stables de x.f„ et xfA sur les éléments réguliers 

de H (R) coïncident et donc aussi celles de f et f¿. Ceci termine la 

démonstration du théorème. 
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