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Société Mathématique de France 
Astérisque 147-148 (1987), p. 121-139. 

EQUATIONS EXPONENTIELLES POLYNÔMES 
ET SUITES RÉCURRENTES LINÉAIRES 

par Michel LAURENT 

1. Introduction e t plan. 
I l s ' a g i t i c i d 'é tudier l'ensemble des zéros ent iers d'un 

système général d'équations exponentielles-polynômes. Le théorème 1 
montre qu'une solution quelconque d'un t e l système est proche de 
certains sous-groupes explicitement décr i t s dans le §2, et fournit 
une version quant i ta t ive du résu l t a t principal de [ 8 ] . Cet énoncé 
général permet en pa r t i cu l i e r d 'é tudier les équations algébriques 
r e l i an t les valeurs d'une ou plusieurs sui tes récurrentes l i néa i r e s . 
Nous examinons ainsi dans le §3 quelques cas pa r t i cu l i e r s l i é s aux 
notions de répét i t ion et d ' in te rsec t ion . I l est important de noter 
que les démonstrations de tous les résu l ta t s présentés i c i se fon
dent sur le "théorème du sous-espace" de W. Schmidt e t sur sa géné
ra l i sa t ion p-adique due à H.P. Schlickewei. Ce théorème in tervient 
de façon essen t ie l l e dans la preuve du théorème 1, voir [ 4 ] . I l 
s ' ensu i t en pa r t i cu l i e r que les démonstrations proposées ont un 
caractère ineffect i f . On trouvera dans [ 9 ] un exposé dé ta i l l é des 
résu l t a t s effect i fs sur les sui tes récurrentes l i néa i r e s , obtenus 
grâce à la théorie des formes l inéai res de logarithmes. Retournant 
enfin à des questions générales, nous proposons dans le §5 une 
conjecture concernant la d is t r ibut ion globale de l'ensemble des 
solutions d'un système d'équations exponentielles-polynômes. On fa i t 
ensuite le lien avec deux conjectures classiques, dues respectivement 
à Hadamard et à Pisot . 

2. Un théorème de décomposition. 
Soit r > 1 un ent ier f ixé. Nous appellerons fonction 
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exponentielle-polynôme toute application 

F : Zr -> Œ 

de la forme 

F(mi mr) = Z P£(MX MR) 
r m. 
n k S? ' k=l ^ 

où les désignent des polynômes à coefficients complexes, et 
les des nombres complexes non nuls donnés, l décrivant un 
ensemble fini d'indices. Notons pour simplifier X£ la fonction 
exponentielle 

Xjl<mi V = 
r m. 

k=l ddvd 

Il sera commode de considérer F comme une combinaison linéaire 

F = 1 Fi x, 

de caractères x̂  : ^ ~* Œ* du groupe Zr , à coefficients poly-
nomiaux . On notera qu'une tel le écriture est unique si l'on 
suppose de plus que les caractères x̂  sont distincts 2 à 2 et que 
les coefficients P^ sont non nuls. 

r 
On s'intéresse à l'ensemble S £ / , des zéros communs d'une 

famille finie F^ , i e I , de fonctions exponentielles-polynômes. 
Nous allons montrer que la forme d'une solution y e s , dépend 
essentiellement des caractères x̂  ÇIui interviennent dans la décom
position des fonctions F̂  . Avant de donner le théorème de struc
ture général, examinons les deux cas particuliers suivants. 

Dans le cas particulier r = 1 , le théorème de Skolem-Mahler 
affirme que S est réunion finie de sous-groupes affines de Z 
(c'est-à-dire de sous-ensembles de Z de la forme al + b , a^Z , 
bG z) . Lorsque r > 2 , i l n'existe pas nécessairement une tel le 
décomposition de S comme le montre l'exemple simple (et déjà 
examiné dans [6]) de l'équation 

~m ~n , . _ 2̂ m 2 =2 , (m,n) e Z 
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dont les solutions sont 

m N 

V N 

vrd 

hs 

h+2h. 
, h entier > 0 

y = 
0 

h 
+ 

2h 

2h 

y' y" 

On remarque néanmoins que le deuxième terme y" appartient à la 
2 2 diagonale de 2 , c 'est-à-dire à un sous-groupe propre de Z et 

que |y'|<< log |y|,où de façon générale nous noterons 

|y| = max |mi| , si y = (n̂  , . . . , mr) e zr 

Nous allons montrer que l'existence d'une tel le décomposition 
est un fait général. Commençons par fixer quelques notations. 

Soit L un ensemble fini d'indices. Pour chaque £ e L , soient 
un polynôme non nul en r variables à coefficients complexes 

et Xj£ un caractère du groupe 1 (on ne suppose pas ici que les 
sont distincts 2 à 2). Supposons que L est muni d'une part i

tion L = _[J_ L. et considérons le système d'équations exponen-
i e i 1 

tie11es-polynômes 

(*) £ Pp (y) XO (y) = 0 , i e i 
£ e L. 

Pour toute partition (f de L , induisant sur chacun des sous-ensembles 
L. des partitions L. = J_J_ L. . , considérons le système obtenu 

j G Ji 
en tronquant les équations de (*) suivant la partition (P : 

(*) E P (u) Xp (y) = 0 , i E I , j G j 
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Nous dirons qu'une solution yGS est compatible avec la 
pa r t i t i on Ç s i y es t solution du système tronqué (*)ç> • s i de 
plus, y n ' e s t compatible avec aucune pa r t i t i on de L plus fine 
que (P , nous dirons que y es t compatible maximal avec (P . Notons 
alors l'ensemble des solutions compatibles maximales avec <? . 
I l es t c l a i r que S es t réunion (non nécessairement disjointe) 
des sous-ensembles . Désignons enfin par H<p le sous-groupe 
de 2T obtenu en égalant tous les caractères x£ c3ui apparaissent 
dans une même équation du système tronqué ' autrement d i t 

= {y G Zr/X£(vO = xm(y) » V£,mGLij , Vi G I , VjGJ.} 

On a alors le 

Théorème 1 : 

i) Supposons que tous les polynômes soient constants. 
Alors S,p es t réunion f inie de sous-groupes affines modulo 
(autrement d i t , de t rans la tés de H<p ) . 

i i ) Soit y un élément de t e l que tous les coefficients 
P£ (y), (£ e L), soient ^ 0 . Alors i l exis te y' G Zr , y" e 
vé r i f i an t : 

y = y1 + y" 

|y ' |<< log |y| 

I l s ' ensu i t en pa r t i cu l i e r que le théorème de Skolem-Mahler se 
généralise en dimension r > 1 dans le cas pa r t i cu l i e r des combi
naisons l inéa i res de caractères . On trouvera dans le §8 de [ 4 ] une 
démonstration complète de ce théorème. En pa r t i cu l i e r , la par t ie i) 
démontre e t précise une conjecture de Chabauty dont on trouvera 
l ' h i s to r ique dans l ' in t roduct ion de [ 4 ] . 

3. Application aux sui tes récurrentes l i néa i r e s . 
Nous appellerons su i te récurrente l inéa i re , toute su i te de 

nombres complexes (un^nGZ ' non identiquement nul le , vér i f ian t 
une re la t ion de la forme 

u . . = a. u t , _ + . . . + a,u , n e 1 , n+d 1 n+d-1 d n 
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où â  , . . . , a^ désignent des nombres complexes indépendants de n . 
Classiquement, on s'intéresse plutôt aux valeurs de la suite 
sur les entiers n > 0 . 

Supposons que la relation ci-dessus soit de longueur d mini
male et considérons le polynôme 

d k d.+l 
1 - a X - a. X = n (1 - a.X) 1 

i = l 1 
* 

où les a. G CE sont 2 à 2 dist incts. I l est alors facile de véri-î 
fier que la suite s 'écr i t de façon unique sous la forme 

k 
u = £ f. (n) a. , n e z , 

où est un polynôme de degré , autrement dit , u^ est la 
suite des valeurs d'une fonction exponentielle-polynôme en une 
variable, non identiquement nulle. Les nombres s'appel
lent les fréquences de u^ et on dira que la suite récurrente 
linéaire est non dégénérée si le rapport de deux fréquences 
distinctes n'est jamais une racine de l 'unité . 

Ainsi un système de relations algébriques entre une ou plusieurs 
suites récurrentes linéaires détermine un système d'équations expo
nentielles-polynômes dont les solutions sont essentiellement décrites 
par les sous-groupes correspondants et dans certains cas par
t iculiers , on peut en déduire des énoncés de finitude. On trouvera 
dans [ 2 ] un rapport et une abondante bibliographie sur ce sujet. 
Voir aussi [ 7 ] , ainsi que [ 5 ] dans le cas particulier des suites 
binaires à coefficients complexes. Voici quelques exemples d'appli
cation concrets. 

Etudions d'abord les rapports u /u des valeurs d'une suite 
récurrente linéaire (u ) __ , non dégénérée. 

n n G 2 ^ 
On supposera que le nombre k de ses fréquences distinctes est > 2 . 
Pour tout nombre complexe X ^ 0 , désignons par S, l'ensemble des 

2 couples (m,n) e Z , solution de l'équation um = ^ un • 0n a al°rs 
le 
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Théorème 2 : I l existe un entier r e Z , indépendant de X , tel que 
i) Ŝ  est réunion d'un ensemble fini, de la diagonale de 2 , 

et éventuellement d'un sous-groupe affine contenu dans la droite 
m+n = r . 

i i ) Si. X est une racine de l 'unité ^ 1 , Ŝ  est réunion d'un  
ensemble fini, et éventuellement d'un sous-groupe affine contenu  
dans la droite m+n = r . 

i i i ) Si. X n 'est pas une racine de l 'unité, Ŝ  est un ensemble  
fini. 

En particulier. S, est toujours réunion finie de sous-groupes 

affines de Z , de dimension 0 ou 1 .On notera que la droite 
m+n = r peut effectivement contenir une infinité de solutions, 
comme le montre l'exemple simple de la suite de Fibonacci 

F - 1 ,1 + A11 1 1 - V5.n 
Fn " 75 (—2 } " 75 {— } ' * e Z 

On a alors F = F si n est impair et F = - F si n est -n n c -n n 
pair. La détermination de l 'ent ier r , en fonction de la suite (un)< 
est tout-à-fait explicite. I l en est de même pour le sous-groupe 
affine éventuellement associé à X et i l n'y a qu'un nombre fini de 
valeurs de X pour lesquelles ce sous-groupe apparaît. I l s 'agit 
simplement de déterminer les valeurs de r et de X telles que la 
suite récurrente linéaire u - Xu s'annule identiquement sur 
un sous-groupe affine non-trivial de Z . 

Comme corollaire du théorème 2, on retrouve un résultat dû à 
Schlickewei et à Van der Poorten [ 8 ] : le nombre de répétitions dans 
une tel le suite u , restreinte aux entiers n > 0 , est fini ; n 

2 
card { (m,n)G JSI , m ̂  n , u^ = u^} < + °° 

Lorsque la suite u^ est à valeurs rationnelles, Evertse [3] 
a démontré que le plus grand facteur premier du quotient um/un 
(c'est-à-dire le plus grand nombre premier intervenant effectivement 
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dans la décomposition en facteurs premiers du numérateur et du dénomi
nateur réduit du nombre rationnel u /u ) tendait vers l ' inf ini 
lorsque max(m,n) tendant vers l ' inf in i , en supposant que m > O , 
n > 0 et m i=- n . I l est probable que l'on puisse remplacer cette 
dernière condition par m ^ n , m+n ^ r . 

Etudions maintenant "l 'intersection" de deux suites récurrentes 
linéaires u^ et vn , autrement dit , considérons l'équation exponen
tielle-polynôme plus générale 

2 u = v , (m,n) e 1 m n ' J 

On supposera que les deux suites et vn sont non dégéné
rées. Soit alors 

k £ 
u = Z f. (n) a11 , v = Z g. (n) 3n , n e % , 
n i=i 1 1 n j=1 3 3 

l 'écri ture canonique de ces deux suites, comme ci-dessus. Quitte à 
remplacer u par u et v par v , on peut se restreindre à n -n n *• 2 ~n 
examiner les solutions (m,n) e JST . On a alors le 

Théorème 3 : Supposons que k > 2 , £ > 2 et que 1'équation = \ 
a i t une infinité de solutions (m,n) e ]N2 . Alors k = £ et i l  
existe deux entiers r > 0 , s > 0 , tels que, après réindexation 
éventuelle des eu et des B_. , on a i t 

= , 1 < i < k 

De plus, à un nombre fini d'exceptions près, tout couple 
2 

(m,n) G ]N solution de um = vn ' vérifie alors le système d'équa
tions binaires 

f^m) a™ = G±(n) ^ , 1 < i < k 

En fait , i l est facile de préciser la forme de l'ensemble des 
solutions d'un tel système binaire. Toujours à un nombre fini 
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d'exceptions près, ou bien c 'est la trace sur IN d'un sous-groupe 

affine de # , ou bien on peut paramétrer cet ensemble par des 
fonctions exponentielles-polynômes en une variable, comme dans 
l'exemple m2m = 2n . Notons que Van der Poorten a énoncé dans [10] 
un résultat analogue. Le théorème 3 est cependant plus général car 
i l autorise l'un des a. et l'un des 3- à être une racine de 
l 'uni té . De plus, M. Mignotte a démontré dans [6] une version effec
tive de ce théorème lorsque les ensembles de fréquences (a^ , . . . , â .) 
et (3^ / . . . , 3£) contiennent chacun un élément de valeur absolue 
dominante. 

I l reste à étudier le cas k = 1 , £ > 2 . L'intersection de 
un et de vn est alors finie, sauf si est une racine de l 'uni té , 
auquel cas, i l se peut qu'elle soit infinie. 

4. Démonstrations. 
Le principe de démonstration des théorèmes 2 et 3 est le 

suivant. A chacun de ces deux énoncés est associée une équation 
exponentielle-polynôme en deux variables et i l s 'agit d'analyser les 
dégénérescences possibles (suivant la terminologie de [ 8 ]) de ses 
solutions. En d'autres termes, i l s 'agit de déterminer les part i
tions (p du support L de l'équation correspondante telles que 
l'ensemble des solutions compatibles maximales avec *P soit 
susceptible de contenir une infinité d'éléments. Des arguments 
combinatoires simples, joints au théorème 1, permettent alors de 
prédire la forme de ces partit ions. 

Donnons par exemple une preuve complète du théorème 3, la 
démonstration du théorème 2 étant de même nature. 

I l s 'agit d'étudier l'ensemble S des solutions de l'équation 

2 u = v , (m, n) £ 3N , m n 
où 

um = s f.(m) a™ , vn = } g±(n) % , 
1=1 1=1 

en supposant k > 2 , £ > 2 . Le support L de cette équation com-
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porte k + £ éléments qu ' i l sera commode d'écrire sous la forme 

L = {1, 2 , . . ., k , T, 2 , . . . , £ } 

où les k premiers termes numérotent les termes correspondants de 
la somme u , tandis que les £ derniers numérotent ceux de v m ' ^ n 

Commençons par les deux lemmes combinatoires suivants. 

Lemme 1 : Soit L = _[_[ L . une partition (? de L vérifiant les 

propriétés : J 

i) PQur tout j dans J , le cardinal de L_. est > 2 , 

i i) le sous-groupe associé est non nul. 

Alors k = £ et après avoir éventuellement renuméroté les ensembles  
de fréquences (a^ / . . . / a^) et (3^ /•••/ 3̂ ) , on peut supposer que 

J = {1 , . . . , k} , = {j, j} , 1 < j < k 

De plus, si (r,s) est un élément non nul de , on a rs ^ 0 
et 

= 3j , 1 < j < k 

Preuve : Commençons par montrer que les coordonnées r et s d'un 
élément non nul de sont toutes deux non nulles. 

Supposons par exemple que r ^ 0 , s = 0 . Soit i un entier 
compris entre 1 et k . En tant qu'élément de L , cet entier i 
appartient à un sous-ensemble qui contient un autre élément 
de L t nécessairement d'une des deux formes : 

±1 , 1 < i < k où ±2 , 1 < ±2 < £ . 

Par définition du groupe , on a alors l'une des deux relations 

r r r ns a, = a. ou a. = 3- = 1 
1 2 
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La première relation est impossible par non-dégénérescence de la 
suite . Quant à la deuxième relation, elle entraîne que est 
une racine de l 'unité pour i = 1 , . . . , k . Comme k > 2 , i l y a d e 
nouveau contradiction avec la non-dégénérescence de u^ . 

Par symétrie, on démontre de même que r ^ 0 . 

Montrons maintenant que chaque sous-ensemble L̂  contient au 
plus un des k premiers (resp. £ derniers) éléments de L . 

Supposons en effet que 

i1 , i2, l < i 1 < i 2 < k , (resp. ï^, ±2, l < i 1 < i 2 < £ ) 

appartiennent à L̂  . Soit (r,s) un élément non nul de . On a 
alors 

af = , (resp. 3? = 3̂  ) 
xl 12 xl x2 

Puisque rs ^ 0 , la non-dégénérescence des suites u et v montre 
que ces deux égalités sont impossibles. 

I l s'ensuit que L_. contient exactement un des k premiers 
éléments de L et un des £ derniers éléments de L . On a donc 

k = £ , card J = k 

Rénumérotant alors les éléments de L , on peut supposer sans res
triction que 

L. = {j , j } , 1 < j < k 

Le lemme est donc démontré. 

Remarque : Si l'on suppose que k = 1 , £ > 2 et que n'est pas 
une racine de l 'unité, les mêmes arguments montrent qu' i l n'existe 
alors aucune partition (P de L satisfaisant les conditions i) et 
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i i) du lemme 1. I l s'ensuit que dans ce cas particulier, l'équation 

2 u = v , (m, n) e Z , m n 

n'a qu'un nombre fini de solutions. 

Lemme 2 : I l existe au plus une partition <P de L satisfaisant les  
conditions i) et i i) du lemme 1, et tel le que le sous-groupe associé 
Hy contienne un élément de coordonnées positives. 

Preuve : Soit (P une tel le partition. Fixons une numérotation des 
ensembles de fréquences (o^ ak) et (^ $k) fournie 
par le lemme 1 , de tel le sorte que la partition s'écrive 

k 
L = IL ijr j } 

j=l 

Si (p' désigne une autre partition de L vérifiant le 
lemme 2, i l existe une permutation G de l'ensemble des k premiers 
entiers tel le que (p ' s'écrive 

k 
L = i l ij> cr ( j )} 

j=l 

Il s 'agit de démontrer que a est l ' ident i té . 

Soient alors r, r ' , s, s' des entiers > 0 tels que (r,s) 
et ( r ' , s ' ) appartiennent respectivement aux sous-groupes Ĥp et 
H , . Par définition de ces sous-groupes, on a alors les égalités : 
\? 

a. = 3j . a. = 3a(j) . 1 < 3 < k . 

On en déduit que 

5a = 3brM 3 0(3) 1 < j < k 

où a = r ' s et b = rs ' sont des entiers > 0 . Si a = b , la 
non-dégénérescence de la suite vn montre que o est l ' ident i té . 
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Supposons donc que a ^ b . Par itération de l 'égali té ci-dessus, 
on vérifie par récurrence sur n > 1 que l'on a 

n , n 
3* = 6 , 1 < j < k , n > 1 
3 an(j) 

En particulier, si n désigne l'ordre de la permutation a dans 1 
groupe symétrique à k éléments, on a 

/ n ,nx 
3(a "B } = 1 , l < j < k 

1 

L'exposant an-bn est un entier non nul. I l s'ensuit que les 
fréquences 3- sont toutes des racines de l 'uni té . Ce dernier cas 
est donc impossible. 

On notera que l 'idée de considérer des itérés de o est due 
à J.H. Evertse [ 3 ] . 

Preuve du théorème 3 : Pour chaque partition CJJ de L , désignons 
par Ŝ p l'ensemble des solutions de l'équation 

2 u = v , (m, n) G 1SI , m n ' 

qui sont compatibles maximales avec la partition (P . 

Nous allons montrer qu ' i l existe une et une seule partition 
de L pour laquelle S,p est un ensemble infini et que cette parti 
tion vérifie les conditions des lemmes 1 et 2 ci-dessus. Comme S 
est réunion de ses sous-ensembles S^ , 0/ décrivant l'ensemble des 
partitions de L , le théorème 3 sera clairement établi . Tout 
d'abord, puisque S est supposé infini, i l existe nécessairement 
une partition (P de L tel le que soit infini. Soit 

L = I l L 
j e J 3 

une tel le partition. 

Montrons que le cardinal de chacun des sous-ensembles L. 
est > 2 . En effet, si pour un indice j , on a 
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Lj = {i} , (resp. L_. = {i}) , 

où i désigne un entier compris entre 1 et k (resp. 1 et £), tout 
élément (m,n) de S<p vérifie l'équation 

f±(m) a™ = 0 (resp. g±(n) 6̂  = 0) 

I l s'ensuit que les entiers m (resp. n) ne prennent qu'un nombre 
fini de valeurs lorsque (m,n) décrit . On est ainsi ramené à 
un nombre fini d'équations en une variable de la forme 

v = a , (resp. u = b) n ^ m 

Par le théorème de Skolem-Mahler, nous savons que les suites récur
rentes linéaires et ne prennent qu'un nombre fini de fois 
la même valeur. 

Montrons maintenant que le sous-groupe Ĥp associé est de 
rang un et est engendré par un élément de coordonnées positives. 

Le théorème 1 montre tout d'abord que le groupe ne peut 
être nul. En effet, dans le cas contraire, l 'assertion i i) de ce 
théorème implique l ' inégalité 

max(m,n) << logmax(m,n) , 

valable pour tout élément (m,n) de S<j> ; d'où provient la contra
diction lorsque max(m,n) est suffisamment grand. Les conditions 
du lemme 1 sont ainsi sat isfai tes. I l s'ensuit que le sous-groupe 
Ĥp est de rang un car ce sous-groupe de % ne possède aucun 
élément non nul ayant l'une de ses deux coordonnées nulle. Désignons 
alors par (r,s) un générateur de et montrons que r et s ont 
nécessairement le même signe. Pour cela, utilisons de nouveau le 
théorème 1 . Tout élément (m,n) de se décompose sous la forme : 

m = q r + m ' , n = qs + n' 

où q, m', n' désignent des entiers tels que 

max(|m*|, |n ' | ) << logmax(m,n) . 
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I l s'ensuit en particulier que 

|rn - sm| << logmax (m,n) 

Puisque m et n sont des entiers > 0 , i l est clair que r et s 
ont nécessairement le même signe. 

Remplaçant éventuellement (r,s) par (-r, - s ) , on peut 
supposer sans restriction que r > 0 , s > 0 . Ainsi la partition 
considérée vérifie bien les conditions des lemmes 1 et 2 et le 
théorème 3 est démontré. 

5. Questions de densité. 
Nous nous intéressons maintenant aux propriétés globales de 

l'ensemble des solutions d'un système d'équations exponentielles-
polynômes. En fait , i l s 'agit là d'un problème très général puis
qu ' i l contient, entre autre, l'étude de l'ensemble des points entiers 
d'une variété affine quelconque. Nous examinerons ici des questions 
de densité, en analogie avec le cas algébrique et les résultats du 
type "théorème d' irréductibil i té de Hilbert". 

Etendons tout d'abord la notion de fonction exponentielle-
polynôme. Si G est un groupe libre de type fini, on désignera 
ainsi toute application de G dans Œ qui s'exprime par une fonction 
exponentielle-polynôme en les coordonnées du point dans une base 
affine de G (c'est-à-dire, non nécessairement centrée à l 'origine 
de G). On notera que cette propriété est indépendante de la base 
affine choisie. En particulier, la notion de fonction exponentielle-
polynôme est bien définie sur toute classe modulo un sous-groupe 
l ibre, contenue dans un groupe abélien quelconque. 

Reprenons les notations du §2. Fixons une partition (P de L 
et désignons par II la projection canonique 

n : Zr -> %r/E 

Au vu du théorème 1, i l est naturel d'étudier l'image par II 
de l'ensemble S des solutions du système (*)<p • Dans Ie cas 
particulier de l'équation m2m = 2n , on peut identifier cette 
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projection II à l'application 

2 -+ 2 , (m,n) H* n-m , 
et l'image II (S) est alors égale à XJ c 2 . On constate de plus que 
l'application : 

2 + Œ2 , h » (2h , h+2h) 

formée de deux fonctions exponentielles-polynômes, définit une sec
tion de n au-dessus de IN , à valeurs dans l'ensemble S . Dans le 
cas général, i l me semble que la seule manière de construire un 
ensemble de solutions de (*)<p i dont la projection par n remplit 
une large partie de 2 /H^ , consiste à ut i l iser une tel le section 
fonctionnelle de II . La conjecture ci-dessous n'est rien d'autre 
que la formalisation de cet exemple. 

Transformons tout d'abord (*)<J> en un système équivalent de 
la façon suivante. Pour chaque i G l , j g J , choisissons un indice 
l. . g L . . , et divisons l'équation d'indices i , j par X£ . Par 
13 i 3 i j 

définition du groupe H , pour tout indice ££L. _. , le caractère 
quotient X£/X£ est égal à 1 sur , et se factorise donc par 
un caractère \p^ du groupe 2 /H<p • On peut donc réécrire le sys
tème (*)<p sous la forme 

(*)<o> : Z Po (y) tyQ o II(vi) =0 , i G i , j e J. . 
J £ G L.. 1 

Désignons par IIŒ l 'application linéaire 

Œr - (2r/Kç>) B Œ 

déduite de II par extension des scalaires de 2 à Œ . I l s'ensuit 
que toute solution u du système ' située au-dessus de 
v = II(u) vérifie le système d'équations 
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dds p 

I P (y) f (v) = 0 , i e i , j e j 
£ G L. . 1J 

v = nŒ(y) 

où v = v C3 1 désigne l'image de v dans (2 S C . 

Pour vGz /H0 fixé, on a maintenant un système d'équations 
polynomiales en y , définissant une sous-variété affine de Œ , 
dont on recherche les points entiers. Soient alors G un sous-

groupe libre de 2 /Ĥ p , de rang > 0 , et F = aG une classe modulo 
G . Par analogie avec le cas algébrique, nous supposerons que la 
fibre au-dessus d'un point vG r est en général de dimension 0 , 
disons pour tout v g r , sauf peut-être sur un sous-ensemble propre 
réunion finie de sous-groupes affines de r . C'est là une hypothèse 
qui sera vérifiée dans les cas particuliers que nous avons en vue. 
Supposons aussi qu' i l existe un corps de nombres de K , tel que les 
polynômes P. soient à coefficients dans K , et que les caractères 

1 * 4)^ soient à valeurs dans K . On peut alors formuler la 

Conjecture : Soit T un ensemble fini de places de K , contenant  
toutes les places archimédiennes de K . Supposons que pour tout  
élément v d'un sous-ensemble N c r , i l existe un r-uplet y , dont  
les coordonnées sont des T-entiers de K , vérifiant le système 
(**)<p • Alors si N est "suffisamment dense", (en un sens à défi
nir) , i l existe un r-uplet a de fonctions exponentielles-polynômes, 
définies sur r et à valeurs dans K , tel les que y = a(v) soient  
une solution du système (**)^ pour tout v G r.. 

Si N est égal à r tout entier, ou même à sa "moitié" s s (c'est-à-dire : N = a UN après avoir identifié G à 2 par le 
choix d'une base) comme dans l'exemple m 2m = 2n , on peut raison
nablement espérer que N est "suffisamment dense" pour que la 
conjecture soit vraie. Une hypothèse de répartition est néanmoins 
nécessaire, comme on s'en convaincra aisément. 
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Pour revenir au problème in i t ia l de la structure de l'ensemble 
S des solutions du système (*)<p ' ^a conjecture s'applique lors
que II (S) n r est "suffisamment dense" dans la classe r . I l existe 
alors une section fonctionnelle a du système associé (**)<p et 
cette section, restreinte au sous-ensemble M c r (qui peut-être 
vide) des points où a est à valeurs entières et est une section 
de II , fournit une famille de "solutions génériques" du système 
<*>9 

L'énoncé conjectural ci-dessus contient les deux conjectures 
classiques suivantes, qui ont été vérifiées sous certaines hypothè
ses restrictives (voir par exemple [ 1 ]) . 

récurrentes linéaires, à valeurs dans 2 . On suppose que le quotient 
u /v est un entier pour tout n > 0 tel que v ^ 0 . Alors i l n n ^ 3— n 
existe une suite récurrente linéaire w telle que u = v w n — n n n 

Conjecture de Pisot : Soient h un entier > 1 et u une suite 1 — n 
récurrente linéaire, tels que un soit la puissance h-ième d'un 

Conjecture du quotient de Hadamard : Soient u et v deux suites A 2 N — N 

entier pour tout n > 0 . Alors i l existe une suite récurrente 
linéaire v telle que u = v̂ 1 . n — n n 

On notera que Van der Poorten a annoncé une preuve complète 
de la conjecture de Hadamard. 

Ces deux conjectures sont associées respectivement aux deux 
équations exponentielles-polynômes à deux variables : 

2 u = m v , (m,n) G 2 , n n 
h / \ r- r,2 un = m , (m, n) e 2 

Désignons par (p la partition triviale (réduite à une seule 
partie) du support de l'équation correspondante. Le sous-groupe H<p 
contient toujours le point (1,0) et l'on peut supposer sans res
triction que = Z(1,0), (en effet lorsque l'inclusion est s t r ic te , 
les deux conjectures ci-dessus sont faciles à vérifier directement). 
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On peut alors identifier 2 /H<p à 2 par l'application 

2 
II : 2 -> 2 , (m,n) ^ n 

La conjecture ci-dessus fournit alors une section de IT̂  
au-dessus de 2 , autrement dit dans ce cas particulier, une appli-

2 
cation de 2 dans Œ de la forme a(n) = (f (n) , n), où f(n) dési
gne une suite récurrente linéiare, vérifiant l'équation correspon
dante . 
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