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Astérix c'est Madame Bovarix.

René Goscinny

INTRODUCTION

Ce texte est issu de deux cours de troisiéme cycle, donnés en 1981 a 1'Ecole
Normale supérieure et en 1982 a 1l'Universidade Federal de S¥o Carlos (Brésil), dans
le double but de présenter quelques outils essentiels de la géométrie différentielle
et de les mettre en oeuvre pour obtenir des résultats sur les actions de groupes de

Lie, eux memes appliqués ensuite a certains probleémes de singularités en géométrie

différentielle .

Liés entre autres aux noms d'Elie Cartan, Hassler Whitney, Charles Ehresmann et
René Thom, ces outils appartiennent a un domaine des mathématiques particuliérement
significatif, puisqu'il permet de formaliser notre appréhension de l'espace-temps -
et y fait d'ailleurs constamment appel. Supposant connu le chapitre 16 des Elements
d'Analyse de Dieudonné, j'ai donc consacré le premier chapitre, le début d? chapitre
L4 et plusieurs des appendices a des notions et résultats plus ou moins classiques
de la géométrie différentielle, présentés sous la forme utile aux mathématiques plus

spécialisées que j'avais en vue,.

Celles-ci concernent surtout les points fixes d'actions différentiables de
groupes de Lie, et singulierement leur classification différentiable. La théorie er
est encore a ses débuts, et les résultats présentés ici carrespondent a peu pres
- tout en étant beaucoup plus difficiles - a ce que le lemme de Morse représente
pour les fonctions différentiables. C'est pourquoi, ne me préoccupant pas trob de
raffinements analytiques comme la recherche d'hypothéses (ou de pertes) de différen-
tiabilité minimales, j'ai eu surtout a coeur de présenter des démonstrations aussi

simples et géométriques que possible.

Le chapitre 2 occupe dans le cours une position centrale, car y sont introduits
le langage, les objets et les outils analytiques récurrents dans toute la suite., Il
contient les résultats classiques de la théorie, qui concernent en particulier la
classification C_ des germes génériques d'actions c” de R et de Z, due a Sternberg,

c o . o
et leur classification C , obtenue par Hartman et Grobman .

La simplicité du théoréme de Hartman-Grobman repose sur des '"miracles" propres
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aux (germes d')actions de IR et de Z, si bien que ses généralisations aux actions
de groupes plus gros, dues a l'auteur, supposent pour 1l'instant une extension préa-
lable des résultats de Sternberg. Le chapitre 3 est donc consacré a la généralisatidn
du théoreéme de linéarisation de Sternberg aux germes d'actions de groupes abéliens
élémentaires. C'est a la fois la partie la plus originale, la plus géométrique et

la plus spécialisée du cours. Elle contient entre autres un théoreme de prolongement,
ultime avatar des résultats analytiques du chapitre 2, qui devrait pouvoir servir

a 1'étude d'autres problémes.

Dans le chapitre 4, on se préoccupe de ce que deviennent les résultats précé-
dents lorsqu'on impose aux (germes de) difféomorphismes considérés de préserver une
structure de contact ou une forme symplectique (ou encore une forme-volume). L'accent
a été mis sur la géométrie de contact en raison de son importance, en particulier

dans la théorie des équations aux dérivées partielles.

Enfin, un remords tardif m'a poussé a donner en conclusion un aper%u plus large

sur les singularités de systémes dynamiques.

Les appendices contiennent des compléments parfois importants, supposant en

général chez le lecteur plus de connaissances que le texte meéme du cours.

Chaque chapitre est précédé d'une introduction en précisant le contenu. La
bibliographie finale, établie chapitre par chapitre,contient quelques commentaires

sur les "sources'" du texte.

Il y a au moins quatre raisons pour que cet ouvrage soit d'un acces relativement
difficile :

- Il différe considérablement de la plupart des autres écrits sur les systemes
dynamiques, tant par le contenu que par le style (quant a celui-ci, certains de mes
amis mathématiciens sont persuadés que le fait de donner un cours dans l'antre de

1'Hydre B. a exercé sur moi une étrange influence) .

- Il est congu pour servir de référence sur une bonne partie des sujets traités,
qui sont donc présentés de maniére assez générale ; cette généralité n'est jamais
gratuite (dans tous les cas, je me suis borné a des énoncés dont j'avais effective-

ment eu besoin), mais elle nuit parfois a la simplicité de 1'exposé.

- I1 prétend néanmoins 2tre accessible a des débutants, d'ou une "mise a plat"

du contenu qui risque de géner le spécialiste.

- Si les mathématiques qui y sont présentées sont (comme il se doit) locale-
ment triviales, il leur arrive d'2tre globalement trés complexes, en particulier
dans le chapitre 3

Pour toutes ces raisons, le texte proprement dit est précédé d'un ''mode d'em-

ploi" destiné a faciliter la tache des différentes catégories de lecteurs.
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Pendant la longue gestation de cet ouvrage, j'ai été membre du Centre de
Mathématiques de l'Ecole Polytechnique, et hdte temporaire de 1'Institut des Hau -
tes Etudes Scientifiques ; j'ai eu la chance d'y recevoir les conseils d'Alain
Chenciner, de Michel Herman et de René Thom. Les remarques d'Ivan Kupka, Robert
Moussu et Robert Roussarie (qui m'a communiqué un manuscrit alors inédit) sur les
états successifs de ce travaill m'ont été précieuses ; j'ai aussi eu de trés utiled
conversations avec César Camacho, Freddy Dumortier, Bernard Helffer, Nicolas
Kuiver, Frangois Laudenbach, Jacob Palis et Shih Weishu. Bien entendu, ce
texte doilt beaucoup aux trés patients auditeurs des cours dont <l est issu , en
particulier Nicole Desolneux-Moulis, Carlos Arteaga, Daniel Bennequin, Albert

Fathi, Rémi Langevin, Roberto Paterlini et Sergio Rodrigues.

Je tiens d les en remercier, et exprime également ma reconnaissance A4
Chantal Delongeas et 4 Claudine Harmide pour leur excellent (et méme, dans le
second cas, hérotaue) travail de frappe, que viennent compléter les belles illus-

trations de Marie-Jo Lécuyer.

Marc CHAPERON

Centre de Mathématiques
Ecole Polytechnique
U.A.du C.N.R.S. n° 169
91128 Palaiseau Cedex
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COMMENT SE FRAYER UN CHEMIN DANS CET OUVRAGE.

CADRE CONCEPTUEL .

C'est essentiellement celui de la théorie des singularités ; dans le
dernier chapitre viennent s'y adjoindre les systémes différentiels extérieurs d!

Elie Cartan, et, dans les appendices, un peu de géométrie riemanienne.

- Germes (section(1-1)). L'emploi de ce langage nous évite par la suite de fasti-
dieuses périphrases. Nous en utilisons des formes assez subtiles, d'ou la définition
"bourbachique!" en termes de filtres.

Pour ne pas dire de sottises en la matiére, il faut appliquer quelques
régles simples ; par exemple (Appendice O, conventions, et (3.1.3), définition
d'un germe d'action), une famille (gt) de germes d'applications continues, dépen-
dant continOment d'un paramétre t , est en fait (et treés logiquement) un peu plus

que la collection des gt .

- Jets (section(1-2)). Cette notion est due a Charles Ehresmann ; une bonne partie
des mathématiques contenues dans cet ouvrage (entre autres) serait a peu pres inex-

primable dans un autre langage. Par exemple, le classique théoréme de prolongement

de Whitney y trouve sa formulation naturelle ((1.3), théoremes 1, 2 et 3) - nous
nfutiliserons en fait qu'un cas particuliérement sympathique de ce résultat ((1.3),

théoremes 4 et 5).

John Mather a introduit la notion voisine de multijet (section (2.3.2)),
trés utile en théorie des singularités ; dans le cas. ol multi=bi , 1'appendice 4
décrit une maniére de formuler dans ce langage algébrique le raccord entre 'strates

de conflit" et ''strates de bifurcation" (selon la terminologie de René Thom) .

- Structure de contact (ou systéme de Pfaff canonique) des fibrés de jets (section

(7.1)). Comme 1'a remarqué Elie Cartan (a la suite des travaux de Sophus Lie et de
nombreux autres géometres), elle permet (cf.(7.2.2)) une formulation particulieére-
ment élégante et générale des problémes liés a la recherche des solutions d'(in)

équations aux dérivées partielles. Naturellement, ces problemes sont en général

)

beaucoup trop difficiles pour qu'une formulation , si bonne soit-elle, suffise

()

Elie Cartan, loin de s'en tenir la, a obtenu quelques uns des rares résultats
vraiment généraux connus sur les équations aux dérivées partielles : voir Dieudonné,

Eléments d'Analyse tome IV, Chapitre 18.

i
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a4 les résoudre} les quelques exemples donnés ici et ou l'on y parvient ((7.2.2),
Appendice 9, (8.3) et (8.4)) montreront cependant au lecteur le trés grand intéret
de ce point de vue géométrique - d'autant plus que presque tous ces résultats se
traduisent facilement dans le langage '"micro-différentiel' introduit par Sato,

Kawai, Kashiwara et HBrmander.

’ .
PETITES ET GRANDES IDEES APPARAISSANT FREQUEMMENT .

- Transversalité (section 2 et appendice 3). Il s'agit d'une notion-clé dont 1'in-
téret dépasse de treés loin la topologie différentielle et meme les mathématiques
pures ; étant donné un probléme complexe (par exemple 1'étude des singularités de
systémes dynamiques ') elle permet entre autres de savoir quelles situations sur-
viennent de maniére inévitable, et doivent donc etre étudiées en priorité.

En admettant le théoréme de Sard (2.1), nous démontrons (2.3.1) le

théoréme de transversalité de Thom pour les sections d'un fibré général. Des appli-

cations tres classiques sont données immédiatement ((2.4), (3.1.1) et (3.1.2)), puis
dans (7.1.2) et dans 1'appendice 9.

Dans 1'appendice 3, nous obtenons (dans une version a bord) la forme
banachique du théoréme de Thom due a Ralph Abraham, ce qui nous fournit deux exem-
ples beaucoup moins classiques : le premier ((A4-4) et (A4-5) illustre 1'intérat
de la construction effectuée dans l'appendice 4 ; l'appendice 5 montre, suivant

Mauricio Peixoto, que la notion de probléme bien posé pour les équations différen-

tielles ordinaires gagne beaucoup a 2tre formulée en termes de transversalité.

- Méthode :du chemin (Appendice 0) Cette "petite idée" se trouve a

l'origine de quelques-uns des plus grands succés des vingt derniéres années en
théorie des singularités et en géométrie différentielle. Nous l'utilisons dans
1'appendice O pour prouver plusieurs résultats classiques (stabilité des formes
symplectiques dans leur classe de cohomologie, théoréme de Darboux, théoreéme des
jets suffisants) j; dans (7.3), nous obtenons de meéme une version équivariante du

théoréme de Gray sur la stabilité des structures de contact.

- Formes normales. Etant donnée une relation d'équivalence, il s'agit de trouver
dans chaque classe d'équivalence un élément particuliérement facile a étudier, puis
de voir quelles propriétés de cette "forme normale'" sont communes a tous les autres
éléments de la classe.

De maniere précise, on considére ici des objets différentiables définis
sur une variété M au voisinage d'une sous-variété N , et, entre eux, deux types

d'équivalence pour 0 < k < @ :

12



GUIDE POUR LE LECTEUR

. k . N .
(a) L'équivalence C , qui consiste a envoyer un objet sur un autre par un

k P
C -difféomorphisme local ¢ préservant N .

(b) L'équivalence formelle a l'ordre k , oi l'on demande simplement que 1'ima-

ge du premier objet par ¢ ait un contact d'ordre k avec le second en N .

Si N est un point, 1'équivalence (b), de nature algébrique ,

est assez facile & étudier. Un des principaux problemes que nous considérerons est
le suivant (cf.(2.4.1), (3.1.4), (3.2), (4.2), (&.4), 6-, (8.3), (8.4), (8.5) et

les appendices O, 6, 7, 8, 9) : donner une condition sur le jet d'ordre 1 en N

des objets (baptisée ici hyperbolicité (faible)) pour que 1l'équivalence Ck soit une
conséquence de 1l'équivalence formelle & un ordre k' . Bien que cette condition soit
"en général" satisfaite, le passage du formel au différentiable est un phénomene
beaucoup moins automatique pour les singularités de systémes dynamiques que pour

les singularités d'applications différentiables. Dans les '""mauvais" cas qui restent,
il est cependant possible (cf. conclusion) d'obtenir énormément d'informations a
partir des formes normales pour l'équivalence formelle)d'oﬁ notre insistance sur

celle-ci ((4.3.2), (8.2) et (8.4)).

Dans ce type de problémes, il est fréquent que 1'on doive établir 1'équi-
valence (formelle ou Ck) entre deux couples d'objets (S,C) et (S',C'), ou $,S' sont
des objets "simples" (structures symplectiques ou de contact dans (8.2.1), (8.3.2),
(8.4) et (8.5), involutions dans l'appendice 9) et C,C' des objets "compliqués"
(actions dans 8- , feuilletages dans 1'appendice 9). Dans toutes ces situations,
nous avons adopté la stratégie suivante : commencer par prouver 1'équivalence entre
C et C' sans se préoccuper de S et S' , et envoyer ainsi (S,C) sur un couple (S",C');
montrer ensuite que S'" et S' sont équivalents par un difféomorphisme (local ou for-

mel) préservant C!'

QUELQUES ITINERAIRES POSSIBLES.

Les numéros sont ceux de la table des matieres, la lettre A signi-

fiant "appendice'" . Une fléche double indique que a est indispen-
sable a la lecture de b . Une fléche simple exprime que a est
utile a la compréhension de b . Une barre , signifie que a et b

sont 1liés. Par souci de lisibilité, on a parfois écrit au lieu de

ou (plus rarement) de .

13
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a) Trois premiers chapitres et appendices attenants.

A4 << /AZ\—

\' 4
\ 4
>
o

3.2 O 4‘9
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4.4.3 4.4.4

N



GUIDE POUR LE LECTEUR

b) Le chapitre 4 et ses dépendances.

®

Y
7.1 > 7
4.1
4.2
7.2.2 < > A9
él/ >> 8.2

c) Conseils aux lecteurs connaissant peu les sujets traités.

Jusqu'a la fin de (4.2), le mieux est sans doute de suivre 1'ordre de la
table des matiéres ; il pourra etre utile de lire 1'appendice 3 (puis, en consul-
tant éventuellement (3.1.3), l'appendice 5) apres (2.1)-(2.3.1), et 1'appendice &
apres (2.3.2). Enfin,la section (AO-5) de 1'appendice O , accessible & partir de
(3.1.3), est une trés belle et trés importante généralisation du lemme de Morse

(2.4.1) ,et 1'appendice 6 compléte substantiellement (4.2).

15
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Aprés (4.2), le plus simple est évidemment de terminer le chapitre 2 ,
auquel on pourra adjoindre l'appendice 8 ou retrancher (4.4.4). On peut aussi, so-
lution peu recommandée aux débutants, couper au plus court vers le chapitre 3
dans ce cas, il vaudra mieux en premiére lecture supposer que G = R dans la
section 6 (cela ne facilite pas vraiment les démonstrations, mais peut clarifier
1texposé).

I1 est également possible, et trés instructif, de passer directement de
(4.2) (ou meme (3.1)) & la section 7 (en omettant éventuellement (7.2.1) et (7.2.3)),
que l'appendice 9 illustrera utilement ; on peut alors étudier la théorie des for-
mes normales en lisant (4.3.1)-(8.1), puis (4.3.2)-(8.2),(4.4)-(8.3) et la fin de
l1'appendice 9 ; on pourra terminer par (8.4), par le chapitre 3 et (8.5), ou
directement par la conclusion, qu'il est fortement recommandé de lire.

Enfin il est vivement conseillé de s'intéresser aux exercices disséminés

le long du texte , la conclusion étant a elle seule un vaste exercice.

ASPECTS PARTICULIEREMENT ORIGINAUX DE CE TRAVAIL.

Ce qui suit est plutdt destiné aux "eXperts'", qui pourront consulter
aussi les commentaires de la bibliographie.

Le sommet de cet ouvrage (du moins par la nouveauté et la difficulté) est
le chapitre 3, qui achéve un travail commencé par Freddy Dumortier et Robert Rous-
sarie. Mes principales contributions en la matiére sont les suivantes :

- Les notions de germe d'action (3.1.3) et de variété fortement invariante
(ou v.f.i., cf.(4.4.1)), qui n'avaient pas été dégagées nettement auparavant.

- Le théoréme de linéarisation (ou de mise sous forme normale) d'un germe
d'action le long de ses v.f.i. (4.4.2), qui simplifie considérablement le probléme
(y compris dans le cas,traité par Dumortier et Roussarie, des germes d'actions de
r%) .

- Le passage des actions de IR2 a celles d'un groupe élémentaire général ; la
principale difficulté était de mieux comprendre la géométrie des orbites d'une

action linéaire de IR pour r > 1 (section 5 et appendice 7).
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- La mise au point d'une méthode s'appliquant aussi simplement aux actions
de Z"x B™ , k > 0 , qu'a celles de R" .

- La détermination des hypothéses minimales (cf.(6.3)) nécessaires a la vali-
dité du théoréme prouvé dans la section 6 et dans 1'appendice 7 (meme pour les
actions dejmz , ce résultat améliore donc sensiblement celui de Dumortier et
Roussarie) .

- La solution du meme probléme en géométrie de contact (cf.(8.5)).

Cette théorie trés spécialisée ne serait certes pas publiée sous la forme
d'un cours(ea si elle n'avait pas requis tout un travail de fondements, qui clari-
fie certains aspects plus classiques et plus "quotidiens'" des systémes dynamiques ;
en voici quelques exemples :

- Pour obtenir les résultats du chapitre 3, il fallait vraiment "faire de 1la
géométrie", attitude que nous avons adoptée vis-a-vis du sujet tout entier ; ainsi,
dans (3.2), nous montrons que la démonstration analytique '"a la Moser'" du théoreme
de Hartman-Grobman n'est au fond pas trés différente de se preuve a base de feuil-
letages invariants ("A-lemma' de Palis). De meme, ce parti-pris géométrique
éclaire singulierement la méthode introduite par Edward Nelson pour établir le
théoréme de Sternberg (cf.(4.1)), et permet surtout, dans (8.3), une démonstration
particulierement agréable de ses avatars en géométrie symplectique ou de contact
(ce dernier résultat est d'ailleurs en bonne partie nouveau) - la meéme idée conduit
tout aussi simplement, dans (8.5), a l'analogue en géométrie de contact du théoréme
de la section 6

- Les principaux résultats analytiques de la théorie sont exposés dans (4.2)
et l'appendice 6 . Pour les besoins du chapitre 3, on y considére des (germes de)
difféomorphismes hyperboliques normalement a une sous-variété compacte ¥ non for-
cément réduite a un point. Les théoremes 1 et 3 de (4.2.2) (et le théoreme 1 de
1'appendice 6) sont inspirés de démonstrations antérieures du théoréme de Sternberg;

on y utilise un lemme tres simple de point fixe "a tiroir" (4.2.1), ce qui rend

(3%)

Le chapitre 3 n'en contient d'ailleurs qu'une partie ; le reste sera publié

dans un article ultérieur.
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certainement moins mystérieuse la méthode d'approximations successives employée.
Pour etre facilement utilisables, tous ces résultats ont été exprimés de maniére
aussi locale que possible ; c'est en particulier le cas des théorémes 1 et 2 de
(k.2.2) et du théoréme 2 de (4.2.3), qui peuvent 2tre considérés comme les résul-
tats essentiels de cette section (les deux derniers sont largement originaux) .

- Dans la théorie dont il vient d'2tre question, lorsque ¥ n'est pas une
réunion finie de tores, se pose le probléme de définir la "dérivée k-iéme" d'une
application entre variétés riemanniennes. Ce probleme est résolu dans 1'appendice 2,
ol je me suis retenu de trop théoriser - bien qu'a ma connaissance un exposé con-
venable de la question manque a la littérature. La méme idée est exploitée dans
l'appendice 4, qui me semble introduire une technique trés utilisable.

- La théorie des formes normales requiert de l'algébre ; nous avons systéma-
tiquement utilisé a cette fin (cf.(4.3) et (8.2)) des représentations linéaires
associées naturellement au probléme, d'ou un exposé simple et général.

- Si les formes normales formelles en géométrie symplectique (ou isochore) se
déduisent facilement (8.2.1) de la théorie générale (4.3.2), il n'en va pas de meme
en géométrie de contact, ol s'introduisent inéluctablement des graduations
"tordues'" j; notre exposé du sujet (cf.(8.1.1) et (8.2.2)), qui fait apparattre ce

phénoméne comme trés naturel, semble en bonne partie original.

Terminons par les points sans grand rapport avec le chapitre 3 :

- Tant dans l'appendice 4 que dans 1'appendice 5 (qui différe assez sensible-
ment du point de vue initial de Peixoto), on a besoin d'une version a bord du
théoréme de transversalité, que je me suis dévoué pour écrire (appendice 3).

- Dans le chapitre 4, la section 7 entend servir 1'intéret général par un ex-
posé point trop abstrait de la géométrie de contact (en un sens assez large),
mystérieusement disparue des programmes du second cycle des Universités. Ici et
dans 1'appendice 9, il est assez difficile (et sans doute assez vain) de démeler
l'ancien du nouveau. Les résultats le plus probablement originaux sont la version

équivariante du théoréme de Gray (7.3) et le théoreme de classification topologique
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qui termine 1l'appendice 9.
- La section (8.4), due a l'auteur, fait appel a des techniques assez diffé-
rentes de celles de (8.2)-(8.3) 3 on y utilise en particulier les '"fonctions géné-

ratrices".






CHAPITRE I - QUELQUES OUTILS DE LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE

lL.es variétés considérées sont banachiques - voir Bourbaki ou l'appendice 3 .

1. GERMES ET JETS

(1.1) Germes

Soient X un ensemble et & un filtre sur X . Dans (X), la relation "il
existe VE€ JF tel que MNV =NNV "entre M et N est une relation d'équi-

valence ; l'ensemble quotient est appelé l'ensemble des germes suivant & de par-

ties de X. On vérifie facilement que les opérations de réunion et d'intersection
de deux parties de X passent au quotient, et l'on note encore (§,T) — EUT et
(E,M) ~» ENT les opérations induites sur les germes. Les relations € = ENT et

N = €JTN entre deux germes & et T suivant &F de parties de X sont équivalen-

tes, et notées £ CT|.

Etant donné un autre ensemble X', soit & 1'ensemble des applications a
valeurs dans X', définies sur une partie de X appartenant a & . Dans &, la
relation "il existe V &€ & tel que f et g soient définies et coincident sur V "
entre f et g est une relation d'équivalence R , et &/R est appelé 1l'ensemble

des germes suivant & d'applications de X dans X',

Lorsque & est le filtre des voisinages d'une partie non vide A d'un espace
topologique X, on parle plutdt de germes en A d'ensembles ou d'applications, et
1'on note [f]A : [X]A = X' 1le germe en A de f€%, c'est & dire sa classe modulo

R . Le germe en A de MEP(X) est de meme noté [M] , et 1'on dit que [M]A est

A
un germe d'ensemble fermé lorsque M N V est fermé dans V pour un V € &, Si

X' désigne un autre espace topologique, un germe Y en A d'application de X

dans X' est un germe en A d'application continue lorsqu'il existe une applica-

tion continue f € 3 telle que Yy = [f]A . La notation v : [X]A ind [X']A, a alors
un sens pour A' D f(A). . Quand X et X' sont des variétés différentielles,

on parle de méme de germes en A de sous variétés et de germes en A d'applications

de classe Cr(O < r S ®) ou analytiques de X dans X',

o
Etant données deux parties A et B d'un espace topologique X, avec A & B,

nous aurons a utiliser la notion plus générale de germe en A de partie de X<B

et de germe en A d'application (ou d'application continue) de X~B dans X', &

étant cette fois le filtre sur X\B induit par le filtre des voisinages de A dansX.

21



M. CHAPERON

Si de plus [B]A est un germe de fermé de X, on dit qu'un germe Yy en A

d'application de X~B dans un espace topologique X' est un germe d'homéomorphis-

me lorsqu'il existe un voisinage ouvert V de A dans X tel que V~B soit ou-
vert, et un homéomorphisme f de V~B sur un ouvert de X' tel que vy = [f]A .
Sous les memes hypothéses, lorsque X et X' sont des variétés, on peut définir la

notion de germe en A d'application Cr ou de germe en A de difféomorphisme Cr

(ou analytique) de X~B dans X'.

Soit vy = [f]A un germe en ACX d'application continue de X dans X', La
restriction f A be dépend que de Yy , et 1l'on peut noter +v(A) = f(A). Désignons
par y' un germe en A'CX' d'application de X' dans X". Si A' contient ¥(A),
et si y!' = [f']A' ou f' est définie sur un voisinage V' de A' dans X', alors
V = f-l(V') est un voisinage de A dans X, et le germe [fro (£ V)]A ne dépend

que de vy et de y' : c'est leur composé, noté Yy'oy ou encore f'oy .

On vérifie aisément que les germes ¥y en ACX d'homéomorphismes de X dans

lui-méme vérifiant y(A) = A forment un groupe pour la composition. Il en va de

méme des germes Yy de difféomorphismes c” ou analytiques de X vérifient +vy(A)=A

lorsque X est une variété.

Etant données trois parties A, B et C d'un espace topologique X, avec
o
ADBZC , et un germe vy = [f]A en A d'application de X~C dans X', le

germe [f]B ne dépend que de Yy ; il nous arrivera de le noter [VJB .

Lorsque A est réduit & un point {x}, on écrit [f]x au lieu de [f]{x} ,

et l'on parle de germes en x.

(1.2) Jets

(1.2.1) Soient E et F deux espaces de Banach, et vy = [f]x un germe en
x € E d'application de classe Cr (0 £r s®) de E dans F. Pour tout entier
k < r, le germe [Dkf]x ne dépend que de vy. On le désigne par Dky , et 1'on note
Dky(x) = Dkf(x). Si y' = [f'] est un autre germe en x d'application de classe

X
c’ de E dans F, on dit que vy et y' (ou que f et f') ont un contact d'ordre r

en x lorsque Dky(x) = Dky'(x) pour tout k € {0,...,r}.

’ . r
Cette notion est invariante par difféomorphismes C de la source et du but :

si (resp. V) est un germe en x (resp. en y(x)) de difféomorphisme de E
¢ g Y

(resp. F) dans un espace de Banach E' (resp. F'), alors les germes Vo y o ¢
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et Vo v'o y—l sont bien définis et ont un contact d'ordre r en ¢(x), d'aprés

1'Appendice 1.

Par conséquent, étant données deux variétés de classe c’ , X et X', la notion
de contact d'ordre r en x€X entre deux (germes en x d') applications Cr de
X dans X' est bien définie. Sur 1l'ensemble des couples (x,y), oi Y est un
germe en x€X d'application Ck de X dans X' (k entier £ r), considérons la
relation d'équivalence

" x=x' et Y a un contact d'ordre k avec Y' en x "

k
entre (x,y) et (x',y'). Le quotient est l'ensemble J (X,X') des jets d'ordre

k d'applications de X dans X', et la classe d'équivalence de (x,y) = (x,[f]x),

. K Kk s s
noteée Jx Y ou Jx f , est appelée jet d'ordre k de vy (ou de f) en  x.

De la formule de Faa-di Bruno (appendice 1), on déduit la

f f
k
PROPOSITION. : Soient X = X' et X' = X" deux applications C . Pour tout

f', et est noté

. Kk .
x€X, le jet j: (f'o f) ne dépend que de i f et de Ji(x)

k , k
(Jf(x) ') o (Jx f). @

(1.2.2) Soit maintenant p : Y = X wune fibration localement triviale de

classe C© (0 £ r £®), Une section de p au~dessus d'une partie A de X est,

rappelons-le, une application f de A dans Y telle que po f = idA. Lorsque
A = X, on parle simplement de sections de p (leur ensemble peut &tre vide : voir

n'importe quel cours un peu complet de topologie algébrique, par exemple Spanier).

NOTA. Lorsque p est la fibration triviale X X X' = X, une section de p au-
dessus de A s'identifie a une application de A dans X' (sa seconde composante)

Tout ce que nous allons dire ici s'applique donc a ce cas particulier.

k
Pour chaque entier k < r, notons Jk(p) le sous-ensemble de J (X,Y) cons-

titué par les jets d'ordre k de (germes de) sections Ck de p.
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Soit *{» une famille de trivialisations locales de classe Cr

)
p-1 ¢_1(U) - U XX

l P pry

de p, possédant les propriétés suivantes

(i) Pour chaque (U,X',¢,%) € {?, U est un ouvert d'un espace de Banach E

. r
et X' wune variété C

(i1) {¢ : (U,X',9,8) € aﬂ } est unatlasde X,

et, pour chaque (U,X',9,%) € {?, soit JQ = (U',9') un atlas c’ de X', ou
chaque ¢' est un difféomorphisme ¢’ d'un ouvert Q'_l(U') de X' sur un ouvert
U' d'un espace de Banach E'.

Etant donnés (U,X',¢,%) € qg et (U',p') € UQ , désignons par V¥ la

$,0"

carte locale Cr de Y donnée par

v x ¢"1(U')) Sy Vs ?,(y) = (go p(y) , 9" o pryo 2(y)) €U x U

. s . .k . .
LEMME 1. En identifiant chaque jet Jx Y d'application de U dans U' a

), on identifie J(U,U') & UXU' x @ Li (E,E") ,
o< jsk

J
(x,(D v(x))OSjSk

ol Lj(E,E') désigne 1l'ensemble des applications j-linéaires continues et symétri-
s

ques de E dans E', muni de sa structure standard d'espace de Banach. ®

. k
THéORﬁME 1. Pour chaque entier k = r, soit nk 1l'application de J (p) dans Y

PO K _
définie par m_ (Jx y) = v(x).

(i) Lorsque (U,X',9,8) varie dans qg et (U',9') dans ué , les applications
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e : n-l(W—l (UxUY) ~UXU' X & Lj(E,E') données (modulo 1'identifica-
&,¢! k 8,0 0Sj<k s
k Kk .k -1
tion définie dans le lemme 1) par WQ,?| (Jx Y) = J@(x) (prz o Vo vo [y ]?(x))

-k k Sl s . s
forment un atlas de variété c’ sur J (p). La structure de variété ainsi défi-

nie ne dépend pas du choix de qg et de {ug : 8 € 42].

. : -k . :
(ii) Pour cette structure, 1'application est une Cr - fibration loca-
! T &St une iibration ~oca-

a ’ . re z k
lement triviale ; de maniére précise, étant donnés & € qé et ¢' € uQ , ¢Q ¢
,

est une trivialisation locale de L au-dessus de W§ o1 En particulier, L est
, In particu_ier est

un ct - difféomorphisme de Jo(p) sur Y.

2 2L
(iii) Quel que soit l'entier £ < k , l'application T Jk(p) = J (p) définie

k L r-k . oo . s
par nk (jx Y) = Jx Y est une C - fibration localement triviale j; plus préci-
, . , k e .
sément, étant donnés & € ﬁ? et o' € u? , ¢§ ¢ est une trivialisation locale
b
£ £
de = au-dessus de V . a

— K e Q,?|

r s 24z
LEMME 2. Etant donnés un entier k < r, une C -variété X' et un espace de Banach

. . k o PO
E, soit JE(E,X') la fibre en O de la projection a : J (E,X") E définie par

a (jkg) = y. Pour chaque y€E, désignons par Ty la translation E D z % z+y € E.
k Ty
L'application

k k k !
Jk(E,X') 5 iy 9 - (y’Jo (go 'ry)) € E X JO(E,X )

s o k
est une trivialisation de ak au-dessus de idE , qui permet d'identifier J (U,x")

au x Jk (E,X') pour chaque ouvert U de E. ®
= o _—

£ : . k , . :
THEOREME 2. Pour chaque entier k S r, soit pk =pom J (p) @ X 1l'application

koL <
Iy Y

(i) P est une Cr-k - fibration localement triviale. Plus précisément, pour

k -1, .-1 k
chaque (U,X',¢,8) € % , l'application & : m (& (U x X)) »UX JO(E,X')

k

9 () (pr

-1
donnée par Qk(j: v) =3 o 8oy Ly ]?(x))

2

s . Lo s -k Coe s .
(modulo 1'identification définie dans le lemme 2) est une Cr -trivialisation de P

au-dessus de ¢
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£
(ii) Pour chaque section C~ (k<4<r) f de p au-dessus d'un ouvert V de
.k . L-k
X, J £ est une section C de pk au dessus de V. ®

Je laisse au lecteur le soin de prouver que et o sont des fibrés

Py
vectoriels lorsque c'est le cas de p. En fait, nous montrons dans 1l'appendice 2

que m peut toujours 2tre muni d'une structure de fibré vectoriel, liée au choix

de métriques riemanniennes (ou de connexions) sur X et Y.

(1.2.3) Jets d'ordre infini

. . s 4
Les notations étant celles de (1.2.2), on a évidemment T e nz = ﬂ; quels
que soient les entiers m < {4 S k < r. En d'autres termes, si r = ®, les nﬁ
@

forment un systeme projectif d'applications C , ce qui permet de définir un espace

® k . . RPN
topologique J (p) = lim J (p), appelé espace des jets d'ordre infini de (germes
e

K=o
o
de) sections de p , et des projections continues T, = lim nk : J (p) =Y s
4 . L * £ ©
m, = dmom oo J(p) »J(p) (LE€N) et p_ =pon, = lim Pt J (p) - X.
@
Si f est une C -section de p au dessus d'un ouvert V de X,
el k
j f =1lim j f est une section continue de p, au dessus de V, appelée jet d'ordre

infini (ou simplement jet) de f, et l'on note

«©
Le théoreme d'E. Borel (cf.l.3) affirme que tout élément z de J (p) est de

@ @
la forme Jx ¥ pour un germe en X = pm(z) de section C de p, ce qui Jjustifie

@
l'appellation de J (p), lorsque X est de dimension finie.

(1.3) Le théoreme de prolongement de Whitney

Les hypothéses et les notations étant celles de (1.2.2) et de (1.2.3), si A

. k
est une partie non vide de X et vy = [f]A un germe en A de section C (0skSr)
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de p, la restriction (jkf) A est une section continue de au-dessus de A ,

Py
ne dépendant que de v ; on l'appelle jet d'ordre k de Yy (ou de f) en A et on

la note

Etant donnée une section continue fk de

pk au dessus de A, il peut &tre utile
. . k k k .
de savoir si f est de la forme JA Y - auquel cas f sera dite holonome.

Lorsque A est ouvert, un germe en A de section de p ou de est tout bon-

Py

nement une section de p ou de au-dessus de A, et une condition nécessaire

Py
. k . .k . k
et suffisante pour que f soit de la forme JA Y est que la section T © f de
. k . k .k k
p au dessus de A soit de classe C et que l'on ait f = j (nk o £7).
Le théoréme de prolongement de Whitney a pour objet le cas nettement plus délicat

ou A est fermé. Nous en donnerons d'abord une version locale, qui contient 1'es-

sentiel de la difficulté :

THEOREME 1 (Whitney). Soient E un espace euclidien réel de dimension finie, F

un espace de Banach, A une partie fermée de E et g : A = Jr(E,F) (0 <r s x

une section au-dessus de A de la projection Jr(E,F) = E. L'espace Jr(E,F) étant
¥ ok
identifié & E x T LS(E,F), on désigne par 9
K k=0

suivant LS(E,F), et 1'on note, quels que soient les entiers j et k avec

(0<ksSr) la composante de g

O0S< jsk=sSr, et les points x et y dans A,

k=3 (yx*
Rj’k(x,y) = gj(y) - LEO gj+L(x) e T
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
. r .r
(a) Il existe f : E— F, de classe C , telle que g = JA f .

(b) Quel que soit x, € A, tous les R, K vérifient
Pl et —_= - R e-lorent
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R, . (x,y)
lim _Alk—k:T:O
(x,y) € AxA lx-yl J
x £y

(x,y) = (xo,xo)

I1 résulte de la formule de Taylor que (a) entraine (b). La démonstration de
la réciproque fait appel a un argument assez subtil de partitions de l'unité, et
figure dans Abraham-Robbin- voir aussi Tougeron pour un point de vue un peu diffé-

rent, ®

REMARQUE. Lorsque A est réduit & un point, le théoréme 1, trivial pour r fini
(il suffit de choisir f polynomiale), ne l'est pas vraiment pour r = ® : c'est

le théoréme d'E. Borel, qui affirme que toute série formelle est le développement

[ee]
de Taylor d'une application C , et dont nous avons déja parlé dans (1.2.3).
Les démonstrations de (1.2.2) reposent plus ou moins sur la

PROPOSITION 1. Soit

H
Y!— Y"

Ll

X1 —pXn

. . r -
un isomorphisme Cr entre deux fibrations C localement triviales p' et p".

Pour O £ k S r, la formule

k

WG ) = oy e v e DT

h(x)
o r-k s e .
définit un C - difféomorphisme

HE Jk(p') - Jk(p”)
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et les diagrammes

) 't 2
J (pl) . S J (pvl)
1 "
Tk Tk
Kk ' k, .\ F
P} J(p") ——> J (p™) pz
1 n
Py Py
~N
X! Xn
h
commutent pour O <k < f S<r,®
Nous allons maintenant analyser la condition (b) du théoréme 1 : nous dirons,

les notations et les hypothéses étant celles du théoréme 1, que [g] vérifie (b)
x ——
o

lorsque la propriété (b) sera satisfaite par g en xo (condition qui ne dépend

évidemment que de [g]x ).
)

PROPOSITION 2. Les notations et les hypothéses étant celles du théoréme 1, soit U

(resp. V) un ouvert de E (resp. F), soit

H
UXv g UV

h
U 5 u

. . r . . Do . . P
un isomorphisme C de la fibration triviale UXV = U sur la fibration triviale

U'XV' = U', ot U' (resp. V') désigne un ouvert d'un espace de Banach E' (resp. F')

et soit

oo 3N v - JTwr,vn
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le relevé de H défini dans la proposition 1.

Pour tout point X, de UN A tel que Te g(xo) € Vv, si la condition (b)

est vérifiée par [g]x , alors le germe
o

- -1
H o [g] o [n
X
o

J

h(U N A) " h(x )
o

en h(xb) de section de p; : Jr(U',V') - U' au-dessus de h(UNA) est bien défi-

ni et vérifie aussi (b). ®

DEFINITION. Les hypothéses et les notations étant celles de (1.2.2)-(1.2.3), si X
est de dimension finie, une section g de Jr(p) au-dessus d'un fermé A de X

vérifie la condition (wr) si et seulement si elle posséde les propriétés suivantes

(i) elle est continue ;

(ii) pour tout x € A, il existe (U,X',¢,8 € Cg et (U',9") E'uQ telles
. -1 -1 .
que l'on ait X, € ¢ (), T_e g(xo) € WQ’?‘(UXU'), et que de plus le germe

r

] vérifie (b).
§,9'

v
(MNU p(x )

o g o [(?—1

COMMENTAIRES. - D'apres la proposition 2, la condition (ii) ne dépend pas du choix

de & et ¢' (ni d'ailleurs de celui de qg et (uﬁ))'

- La continuité de g n'est pas une hypothése supplémentaire, puisqu'

elle est impliquée par la propriété (b) du théoréme 1 (pour j=k=0).

r
Soit f une section C de p auwdessus d'un ouvert V de X. Pour toute

partie non vide B de V , le germe [jrf]B de section de Jr(p) ne dépend que

de vy = [f]B : on l'appelle jet d'ordre r EE v, et on le note jry. Si CCX
vérifie BN C # @ , les germes [f CﬂV]BﬂC et [(jrf),CﬂV]BﬂC ne dépendent que
de Yy : ce sont les restrictions de vy et de jrv _é_ C, notées respectivement

r
vlc et |j Y)]C .
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Nous allons maintenant énoncer une version "intrinseéque' du théoréme de

Whitney :

THEOREME 2. Les hypothéses et les notations étant celles de (1.2.2)-(1.2.3), on

suppose X de dimension finie et séparable. Etant donnée une section g de p

au-dessus d'un fermé A de

X, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) La section g est holonome .

(b) Elle vérifie la condition (wr)

Démonstration., Il est clair que (a), entraine (b). Réciproquement, sous

1'hypothese (b), g étant continue, il existe deux suites (Un) et

nEIN~{0}

' . . s sz N _
(Vn)nEDQ\{O} d'ouverts relativement compacts de X possédant les propriétés suivan

tes

(i) V; c Un pour tout n et U Vn DA
n€IN~{0]}

(ii) Quel que soit n € IN\{0}, il existe une trivialisation locale c’

[}
-1 n .
P (Un) — En X Xn
P Prl
‘Pn
0) —_— E
n

N . . . . A s
de p , ou En est un espace vectoriel réel de dimension finie et X)| une variété

c’ , et une carte locale c’
|l

-1 n
g U) —— 5 U

.

de Xﬁ , ou UA est ouvert dans un espace de Banach Eé telles que, si
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-1 |-1 ' - ]
v, 8 (% ¢! D) =B xu!

est définie par

Wn(y) = (‘Pn o p(y) 3’ (Pr'l o Pr_ o @n(y)) )

2
on ait
-1
n o g(ANU)CV¥Y ™ (E xuU') .
r n n n n

En appliquant le théoréme 1 dans la carte Wl , nous obtenons en particulier

le

LEMME 1. 11 existe un germe Yl en A1 =AN Vi de section Cr ES p, tel que

Etant donné n € ]N\{O} , supposons prouvée l'existence d'un germe vn en
A =AN (v, U ...JV)
n 1 n
. r
de section C de p, tel que

Ir - [ ,
(J VHXA g]An

et soit fn une section C' de p au-dessus d'un ouvert Qn > An de X, vérifiant

.r _
[fn}A =Yn o et G fn)~A g‘A na -
n n

Comme f est continue, il existe un voisinage fermé
n —_—

F cQ Nu
n n n+1
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de A NU dans U tel que l'on ait
n n+1 n+1

-1
fn(Fn) < wn+1 (En+1 X U$+1) :

Soit g la section de p au dessus de F U (AN U_ . ) définie par
n+ r n n

1 +1
= et =it
Ine1fa gIA nu 9n+1|F Jp_*n v
n+l n n
I1 est clair que 9.1 vérifie (wr). Le théoréme 1, appliqué dans la carte
Wn+1 , établit donc 1l'existence d'une c-section hn+1 de p au-dessus d'un
ouvert de U contenant F_U (AN U ), telle que
n+1 n n+1
.r
h = .
S P UaNuU ) et T %
n n+1
On vérifie facilement que les formules
= [n
Yn+1 tatdy 0o
u n n+1
n+1
Y =Y
n+1 - n =
X\Vn+1 x\Vm-l
o s . r
définissent un germe Yn+1 en An+1 de section C de p tel que
r
i = (4] ..
n+l A An+1

. r . , .
EXERCICE. Lorsque les fibres de p sont C -difféomorphes a des espaces de Banach
montrer que la condition (a) du théoréme 2 peut 2tre renforcée en

(a') Il existe une section C' (globale) f de p telle que g = j: f .

Les memes méthodes permettent de prouver la généralisation suivante du théoré-

me 2, dont la démonstration est laissée au lecteur :

33



M. CHAPERON

. r
THEOREME 3. ‘Soient p:Y—="X et p': Y' X' deux C -fibrations localement

triviales (0sr<®), A un fermé de X et g (resp. G) une section de la fibration

r -1
Jr(X,X') - X (resp. J (Y,Y') = Y) au-dessus de A (resp. p (A)). Les propriétés

suivantes sont équivalentes lorsque X et Y sont séparables et de dimension

finie :

(a) Il existe un germe vy : [X]A - X' et un germe [ : [Y] - Y

p

d'applications Cr tels que (I',Y) soit un germe de morphisme de p dans p'

vérifiant
jr_ '=6G6 et j: Yy =9.
p ()
(b) On a g.jr_l p = (i¥ p"Y .G (), et G (donc g) vérifie (wr). a
p " (A)

Le théoréme de Whitney s'applique & des fermés trés compliqués, par exemple
4 des ensembles de Cantor. Dans ce cours, nous ne l'appliquerons en fait qu'a des
fermés raisonnables, en un sens que nous allons maintenant définir : nous dirons
qu'une partie A d'une variété de dimension finie X est raisonnable lorsqu'elle
possédera la propriété suivante : tout x€A a une base de voisinages dans A formée
de parties compactes et connexes par arcs rectifiables de X, sur lesquelles la
distance géodésique (étant donnée une métrique riemamnienne sur: X) est équivalente
a la restriction de la distance riemannienne dans X. Cette définition ne dépend
pas du choix de la structure riemannienne de X.
EXEMPLES. Les sous-variétés, les convexes fermés sont raisonnables.

THEOREME 4. Les hypothéses et les notations étant celles de (1.2.2)-(1.2.3), on

suppese X de dimension finie. Quel que soit le fermé raisonnable A de X , les

seotions holanomes de p au-dessus de A forment un fermé de
r

(¥) o . désigne la composition ponctuelle des jets, c'est-a-dire que, par

exemple, (g.jr_1 P)(y) = a(p(y)) o ¥ p pour tout y € pTi(n).
p (M) 7
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r
(?(A,J (p)) pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts (dont une

base est formée, rappelons-le, des {f : f(K) € U} lorsque K (resp. U) varie parmi

r
les compacts (resp. ouverts) de A (resp. J (p))).

Démonstration. On se raméne facilement au cas oi A est une partie compacte et
connexe par arcs rectifiables d'un espace euclidien E et p la projection EXF-E,

ol E est un espace de Banach. On a alors le

LEMME 2. Pour toute section holonome g au-dessus de A dep , on a ,
— 'r ' —

avec les notations du théoreme 1,

IRj’k G,y | s 280,y 7 lol,

quels que soient x et y dans A et les entiers jsSksSr , ou & désigne la

distance géodésique sur A et lglk = max{lgj(x)l : 0SjSk et x€AJ.
Preuve, Soient f un élément de Cr(E,F) vérifiant j: f = g,x un point de A,

et, quels que soient les entiers j<ksr, hi " 1'élément de Cr—J(E,F) défini par
’

J J k-3 (y—X)'e
hx,k(Y) =D f(y) -z Qj+£(x) . _ZT— .
L=0
Pour tout chemin linéaire par morceaux vy : [0,1] = E avec v(0) =x et vy(1) = Y,
. J
on a, puisque hx,k(x) = 0,
j b ; (%
g (] = U’O Phy (Y)Y . () at] s [v] max {fong | (v(e) | ¢ € (0,20}

L L
ou ,yl désigne la longueur de vy. Comme D hi k(x) = 0 pour O0S{<k-j, on en
’

déduit de proche en proche que

(*) du moins pour j < r.

35



M. CHAPERON

¥e € {0,...,k-3} , lhi’k(y)l < |v]* max { |p* hi’k(v(t)) . t € [0,11}.

Pour y € A, lorsqu'on fait tendre vy vers un chemin rectifiable de x a vy

dans A, ces inégalités passent a la limite, ce qui donne (en prenant £ = k-j)

IRj k(x,y)] < (’)(x,y)kmj max{]gk(z) - gk(x)l : z€A} <
’

< 26(x,y)k—j max{lgk(z)l : z€A}, O

Par hypothése, il existe C > O tel que l'on ait 6(x,y) < Clx-y] quels que soient
x et y dans A. On déduit donc du lemme 2 que, sur l'espace vectoriel des sections

au-dessus de A de P vérifiant (Wk) (k entier < r), la norme I.I est équi-

k

valente a la norme donnée par

Al
lall, = lal, + sulo{IRj,k(x,y)I.Ix-yli"k :0SjSk et (x,y) € AxA\AA}
d'ou le résultat cherché., ®

Je laisse au lecteur le soin de prouver (et, s'il le désire, de généraliser)

le

THEOREME 5. Soient El""’En des sous-espaces vectoriels d'un espace euclidien

E , et, pour 1 =i <€ n, soit Ai une boule fermée de centre O dans Ei (pour

la structure euclidienne induite). Alors

(i) A = A1 Jd ..o U Al est un fermé raisonnable de E ;

(ii) Etant donné un espace de Banach F , pour qu'une section g de

r
J (E,F) — E au-dessus de A soit holonome, il faut et il suffit que ce soii le

cas de chacune des g

A,
i
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EXERCICE. Soit A une sous-variété d'une variété X. Etant donnée une variété Y
montrer que les sections de p_: Jr(X,Y) - X au dessus de A qui satisfont (wr)
sont simplement celles pour lesquelles Ppo 9= jr(no s g), ou n, et N sont

donnés par n (jr f) = f(x) et p (jr f) = jr(f ) , et satisfaisant en outre des
o “x A Tx X A

conditions similaires que 1l'on explicitera.

2. TRANSVERSALITE

(2.1) Le théoréme de Sard

£y 2 k
Soient X et Y deux variétés C° (1Srs»), et C (X,Y) (0SkSr) 1'ensemble
1 .
des applications ck de X dans Y. Rappelons que f € C (X,Y) est une submersion
en x € X (resp. une submersion) si et seulement si l'application linéaire tangente

Tf :TX~=T

Y est surjective et a un noyau facteur direct (i.e. admettant
x X f(x)

un supplémentaire fermé) dans T X (resp. si et seulement si f est une submersion
X

en tout point de X).

Lorsque f n'est pas une submersion en x€X, on dit que X est un point cri-
qi p ’

tique de f, et f(x) wune valeur critique de f.

P 1
PROPOSITION 1. Les points critiques d'un élément f de C (X,Y) forment un

fermé, ®

Un point y de Y qui n'est pas valeur critique de f (c'est a dire tel que

-1 .
f soit une submersion en tout point de f " (y)) est appelé valeur réguliére de f.

EXEMPLE. Pour dim Y > dim X < ®, un point y de Y est valeur réguliére de f

si et seulement si il n'est pas valeur de f, i.e. n'appartient pas a f(X).

THEOREME 1 (Sard). Soient U un ouvert de Rn et f une application Cr de U

dans Rp. Pour r > max{O,n-p}, l'ensemble des valeurs critiques de f est de
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mesure (de Lebesgue) nulle, ®

Ce résultat est prouvé dans Abraham-Robbin et dans Tougeron ; le cas difficile

est celui ol n est plus grand que p.

Rappelons qu'un espace de Baire est un espace topologique X tel que toute
intersection dénombrable d'ouverts denses dans X soit dense dans X. Une partie
de X est alors ditevrésiduelle lorsqu'elle contient une intersection dénombrable

d'ouverts denses.

Je renvoie a Dieudonné (t. 2, (12.16.1)) pour la démonstration (facile) du

classique

THEOREME 2 (Baire). Soit E un espace topologique dont tout point admet un voisi-

nage homéomorphe & un espace métrique complet. Alors E est un espace de Baire. m

En particulier, une variété est un espace de Baire.

THEOREME 3. Soient X et Y deux variétés ¢’ de dimensions respectives n et

p, avec X séparable. Pour r > max{O,n-p}, 1'ensemble des valeurs réguliéres de

tout élément f de C'(X,Y) est résiduel dans Y.

Démonstration. Soit C 1l'ensemble des points critiques de f, et soient (Uj)jem
et (Vv.)). deux recouvrements de X vérifiant
Jj’JEN
o _ o
¥jEN ,V, =V, CV, compact €U, = U,
J J J J J

et tels que, pour chaque j € IN, il existe une carte ?j : Uj - R" de X et une
carte V. : Uy = RP de Y wvérifiant £(U) S UL . Comme C est fermé, £(c N Vj)
est compact pour chaque j € IN, et, puisque son image par Wj est de mesure nulle

d'aprés le théoréme de Sard (appliqué dans les cartes ?j et Wj), il est d'inté-

rieur vide. On en déduit que Y~f(C N V&) est un ouvert dense, et donc que
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Y~ f(c) = N (Y\f(cﬂVj))
est résiduel. @

(2.2) Transversalité

Rappelons qu'une sous-variété c” d'une variété Y est une partie Z de Y
telle que tout y€zZ posséde dans Y un voisinage ouvert U ayant la proprié-
té suivante : il existe un Cr—difféomorphisme h de U sur U1 X U2 , ou U1 et
U_ sont ouverts dans des espaces de Banach, tel que h(y) = (0,0) et

2

h(z N uU) = U1 x {0}. On déduit facilement du théoréme d'inversion locale que, pour

. N P r | sz
toute valeur réguliere y d'un élément f de C (X,Y), od X est une variété,
-1 P r . .
f "(y) est une sous-variété C de X. La codimension de (la composante connexe
de y dans) Z est la dimension de U2 .

Lorsque X et Y sont de dimension finie, on dit que f € Cl(X,Y) est trans-

verse en A © X & une sous-variété Z de Y sur CCZ si et seulement si, pour

tout x€A, on a soit f(x) € C, soit f(x) € C et Txf(Tx X) + Tf(x) Z = Tf(x) Y.

C
Cela se note fA\A z.

Lorsque A (resp. C) est égal a X (resp. Z) toute entiére, on omet "en A" (resp.

"sur C"), et 1l'on note
f(HC Z (resp. fth z) .
Si A =X et C =2, on dit donc que f est transverse a Z, ce qui s'écrit fﬁ)z.

La condition f d)x Z équivaut a

(c) pour tout ouvert V 3 f(x) et toute submersion g : V - rY

-1
telle que VN Z= g (0), go T 1 est une submersion en x,
£V

ou encore a
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(c") il existe un ouvert V 2 f(x) et une submersion g : V — rY

telle que VN Z = g—l(O) et que go f 1 soit une submersion en x.
£ (V)

D'ou la

r . < sz
PROPOSITION 1. Ei f€cC (X,Y) est transverse a une sous-variété Z connexe et

. - -1 L
¢’ (r=1) de Y, alors ou bien f 1(Z) = @, ou bien f "(Z) est une sous-variété

cr de X, de méme codimension que Z, ®

PROPOSITION 2 (théoréme de transversalité, version élémentaire). Soient A, X et Y

. Lol r . . P .z r .
trois varietés C de dimension finie, Z wune sous-variété C de Y, de codimen-

sion q , et P : A XX = Y une application cr , transverse a Z.

Si A et X sont séparables et X de dimension n, alors, pour r>max{0,n-q},

1l'ensemble qu z des a € A tels que
P x" p(a,x)

soit transverse a Z est résiduel.

P . . s -1 Loz r
Démonstration., D'apres la proposition 1, P ~(Z) est une sous-variété C de A X X,
. s N -1 . .
de codimension q, et la restriction g a p (Z) de la projection pr1 : AXX = A
r . . o .
est donc de classe C , Notre assertion est donc une conséquence immédiate du théo-

réme 3 de (2.1), grace au résultat suivant, dont la démonstration est laissée en

exercice

LEMME . Cé?

o .2 est l'ensemble des valeurs réguliéres de g. ®
’

(2.3) La topologie fine de Whitney et le théoréme de transversalité de Thom

(2.3.1) Soit p : Y = X une fibration c’ (0Srs®) localement triviale. Sur
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1'ensemble Cr(p) des sections Cr de p, la topologie fine (ou topologie de

Whitney) est celle dont une base est formée des ouverts

Uk,0) = (£ €c(p | 0 cul,

k et U variant respectivement parmi les entiers naturels S r et les ouverts de

k
J(p).
COMMENTAIRES. 1 - En particulier, on définit ainsi une topologie sur Cr(X,X')

lorsque X et X' sont des variétés Cr, via l'identification canonique de

. . r . . PR
Cr(X,X') a l'ensemble des sections C de la fibration triviale X X X' — X.

2 - Si X est compacte, on obtient la topologie Cr ordinaire.
DANS CE QUI SUIT, NOUS NOUS PLACERONS SOUS LES HYPOTHESES DU

PP , r
THEOREME 1. Lorsque X et Y sont de dimension finie et X séparable, C (p)

muni de la topologie fine est un espace de Baire.

Ce résultat est prouvé dans Golubitsky-Guiliemin, ®
Voici maintenant une conséquence remarquable du théoréme de Sard :

~ . PR k
THEOREME 2 (Thom) . Soient Z une sous-variété C de codimension q de J (p),

C un fermé de Y contenu dans Z et A un fermé de X. Pour

min{ £,r-k} > max{0,n-q} ,
oi n = dim X , l'ensemble

2 C _ r .k @
Uy =L €CT) | 5T A 2]
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est ouvert et dense dans Cr(p) muni de la topologie fine.

Démonstration. Commengons par le plus facile

C r
LEMME 1., Pour r > k, uA est un ouvert de la topologie fine sur C (p).

En effet,
. . k+1 k
(EXERCICE) si f est un germe en x£X de section C de p , Tx(J f) ne
, .k
dépend que de Jx+1 f.
On voit facilement que
k+1 k+1 K
u={z=3 "t €1J (p) | x €A ou £(x) €C ou T, Y=Tx(3f)(TxX)+TkZ}
jx f J.xf

k+1 . . . N .
est ouvert dans J (p) (son complémentaire est fermé), d'ou le lemme 1, puisque

uﬁ =Y(k+1l, U) . O

La clef de la démonstration est le résultat suivant (od n,r,q,k et 4 véri-

fient 1'hypothése du théoréme) :

LEMME 2. Soient f une application Cr d'un ouvert U de m“ dans .mp, W une

PO | k .
sous-variété C de codimension q de J (U,Rp) et Pk l'espace vectoriel (qi

dimension finie) des applications polynomiales ZRn -]Rp de degré < k.

Tout voisinage de O dans Pk contient un élément P tel que

Feeep] YA WL
U

En effet, on voit aisément que

P
B XU 3> (P,x) ~ jx(f+P)
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est une submersion, donc en particulier transverse a W, et l'on conclut en utilisant

la version élémentaire du théoréme de transversalité démontrée dans (2.2). O
Nous voici armés pour prouver le

C r
LEMME 3. uA est dense dans C (p) pour la topogie fine.

P r P
Fixons en effet un élément fo de C (p). Nous allons montrer que tout voisi-
C
nage de f rencontre Y. .
o A

de X par des ouverts rela-

Il existe deux recouvrements (UJ,)J,E]N et (Vj)jEm

tivement compacts, possédant les propriétés suivantes :

(i) Pour chaque j , on a V;-C Uj , et il existe une trivialisation locale

-
p-l(Uj)_‘].; R x X!
P Dr1
‘Pj h
U, —— R

de classe C' de p , oi X' est une variété c’ , telle que qj(Vs) soit une

boule fermée de centre O € R .

(ii) Quel que soit j, il existe une carte locale yé : Ué - Eﬁ) de X', telle

que l'on ait

-1
f (u) 8. (R" xun .
AN | J J

Pour chaque j , soit VE'D Vé =} Vs 1'image réciproque par ?j d'une boule

fermée de centre O.

n

EXERCICE. ¥ = {f € c"(p) | ¥j € N , f(-\-f;) c b}l(m x Uj)} est ouvert dans C' (p).

(il est de forme Y(O,U)) .
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Si
K. =ANYV
J J
on a
C ¢
uA = N z% .
JEN J

Pour prouver le lemme 3, il suffit évidemment, 7 contenant fo , de montrer
C , :
que UA NV est dense dans 7. or, ¥, étant ouvert dans un espace de Baire, est

un espace de Baire ; il nous suffit donc d'établir le résultat suivant :

Pour chaque j € IN, Nﬁ N Y est dense dans ¥ .

J

@
Etant donnés j € IN et f €7, soit aj : R~ {0,1] une fonction C égale

a 1 dans un voisinage de y(V}) et a 0 dans un voisinage de I{L\9J(V3).
Désignons par fj l'application image de f v dans les cartes (?j , 8., W!),

J J

c'est a dire 1'élément de
r P
c (g.(V!) R)
P53 3

défini par

-1
f.=¢!o pr_o & o fo ¢, .
b R M CRC
J 3J
Pour chaque P € P, soit fP 1'élément de Y défini par
f = f et (£) =f,+ a..P,
Plx<ve X<V oy
J J

G (f) . t 1'i e de f dans les cartes (¢.,%.,0!).
ou ( p)J es imag P' WJ, J’WJ

V!
J

Quand P tend vers O dans Pk , on voit facilement que fP tend vers f dans

Cr(p).
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De plus, d'aprés le lemme 2, il existe des P arbitrairement petits dans E&

tels que fp soit transverse a Z en Kj'

, VA C
Il en résulte que uK N 7, donc UK N7, est dense dans 7. w
N J
COMMENTAIRE. Smale et Abraham ont généralisé le théoréme élémentaire de transversa-
1lité en dimension infinie, ce qui permet de donner une démonstration un peu plus

directe - mais plutdt moins simple - du théoréme de Thom. Cf. 1'Appendice 3.

(2.3.2) Multijets

Les hypothéses et les notations étant les mémes que précédemment, soit s un

entier > 1 ; pour OSksSr , notons

s k s s
P J(p)” =X

l'application donnée par pi(zl,...,zs) = (pk(zl),..., pk(zs)). Si

D= {xp,ex) € x5 i di,j€{1,...,8) : i #j et x, = xj} et X = X\ X ,

k -1 P .
1'ouvert sJ (p) = (pi) ( X) est par définition l'espace des s-jets d'ordre k
s
k L s N
de sections de p. On note spk : sJ (p) — SX la restriction de Pk ;3 a toute

. k .
section f, de classe C , de p au dessus d'un ouvert V de X, on associe la

section
K Kk k
g f: (xl,...,xs) (Jx fyeeundy f)
1 s
de spk au-dessus de SV , appelée s-jet d'ordre k de f.

On doit a J.N. Mather la généralisation suivante du théoréme de Thom, dont la

démonstration est laissée en exercice :

THEOREME. Soient Z une sous-variété Cz de codimension q de SJk(p). Pour

min{4,r-k} > max{0,ns-q}, ol n = dim X, 1'ensemble {fECr(p) : sjk‘ﬁ 2z} est
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résiduel dans Cr(p) muni de la topologie fine, ®

REMARQUES. 1 - Une erreur courante (cf. certaines de nos références) consiste a

. . . K . .
affirmer pour s>1 que l'application f = SJ f est continue pour la topologie de
Whitney ; par exemple, la seule application f : R - R qui vérifie

1

z_,2
X +X

¥x,x) € R, £0% 4 1(x)? <

2

2 - Cette difficulté n'est pas la seule a laquelle se heurte la généra-
lisation aux multijets de la partie "ouverture" du théoréme de transversalité de
Thom : 1l'obstacle essentiel est le "trou" le long de AX. Dans 1‘appendice 4, nous

s

expliquons comment le boucher lorsque s = 2,

(2.4) Applications

(2.4.1) Fonctions de Morse

Soient E un espace de Banach, X wune variété Cr et L(TX,E) (alias

*

T X <8>]R E) le fibré vectoriel de base X dont la fibre au-dessus de x€X est

¥*
L(T_ X,E) (alias (T_X) ® E).

1 . : .
A chaque f € C (X,E), associons sa différentielle df, donnée par

af (x) = T f,

Af(x) ° x

ou E » E est 1l'isomorphisme canonique.

Af(x) : Tf(x)

C'est évidemment une section de L(TX,E).

1 . c s . N . .
L'espace J (X,E) s'identifie canoniquement a E X L(TX,E) par l'application

ji £l (£(x) , df(x)) .
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* .
En particulier, Jl(X,E{) s'identifie & TR X T X. Soit I la sous variété

fermée de Jl(X,II) définie modulo cette identification par

*
ou 0, est le sous-fibré vectoriel de T X constitué de tous les zéros des
T X

fibres.

1 cas .
Etant donnée f € C"(X,R), un point x de X est critique pour f si et

seulement si

.1
iy fe€yxy .

2 P
Lorsque X et f sont C , on dit qu'un point critique x de f est non dégéné-

o]
[

lorsque
.1
etz

On dit que f € Cz(X,EI) est une fonction de Morse si tous ses points critiques

sont non dégénérés.

PROPOSITION 1. Si X est de dimension finie et séparable, les fonctions de Morse

forment un ouvert dense de la topologie fine sur cr(x,nz) pour r 2 2,

Démonstration., Dire que f est une fonction de Morse équivaut a affirmer que

.1 . . . L s s
J fAT , et il suffit d'appliquer le théoréme de transversalité de Thom. 4

. . . . 1 -1
En particulier, si f est une fonction de Morse, (j f) "(£) est une sous-
variété de dimension O de X, c'est-a-dire que les points critiques de f sont
isolés. Le résultat suivant, qui précise cette remarque, rend les fonctions de Morse

particuliérement maniables :

PROPOSITION 2. Sous les hypothéses de la proposition 1, les propriétés suivantes
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sont équivalentes :

P r
(a) x € X est un point critique non dégénéré de f € C (X,R) (2<rs=),

(b) Pour toute carte locale U__E,Rn de X avec x€U, D2(f ° @-1)(¢(x)) est

une forme bilinéaire symétrique non dégénérée,

N 1 .
(c) Il existe sur X un systeme (x ,...,xn) de coordonnées locales de

-2
classe Cr ,nulles en x, tel que

f=tx) - ¥ Moz H2

1<p=i i<q=n

L'équivalence entre (a) et (b) est un exercice facile. La condition (b) peut
évidemment &tre remplacée par la condition plus faible "pour une carte locale ¢..."
L'implication de (c) par (b), connue sous le nom de Lemme de Morse, est un cas par-

ticulier du

LEMME DE MORSE-PALAIS (& parameétre). Soient H un espace de Hilbert et

B : HXH = IR une forme bilinéaire symétrique, continue et non dégénérée (i.e. telle

b
que B : x = (y — B(x,y)) soit un isomorphisme de H sur son dual H'). Pour tout

k
espace de Banach A et tout germe F en (0,0) de fonction C (k22) sur H X A

vérifiant DFO(O) =0 et D2 FO(O) =B (ou Fx(x) = F(x,\)), il existe un germe

k-
& : [H x A](o,o) (;) de C 2—difféomorphisme de la forme (x,\) — (hx(x),X) tel

que l'on ait

* 1
® F(x,\) = 3 B(x,x) + ¢(d) ,

. . k-1
ou ¢ : [AJO - IR est un germe C .

Preuve. D'aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un unique germe

Vo [A]o - [Hl]o d'application Ck-1 tel que l'on ait

m
(@]

DFK(W(X))

I1 résulte donc de la formule de Taylor que, si ¢(A) = FX(W(X)), on a
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Flxsb (M) ) = 900 + clx,0) x>,

k- -
- [Lz(H,BI)]B est de classe C 2. Nous aurons évidemment

o)

c ; . . . 2
terminé la démonstration si nous parvenons a écrire C(x,)).x sous la forme

ou C : [HxA]
(o,

3 2 .
B.(A(x,k)x)z, soit (A(x,)\) B).x~ , o0 A est un germe en (0,0) d'application
k-2 , L.
C de HxA dans l'espace de Banach & des opérateurs B-autoadjoints de H,

tel que A(0,0) = id, . Or, cela résulte évidemment d'une nouvelle application du

H

théoréme des fonctions implicites, cette fois-ci a 1l'équation
*
AB-C(x,\) 20 ,A€l .0

Ce lemme admet la généralisation suivante, essentielle en théorie des singula-

rités de fonctions :

THEOREME DE REDUCTION. Les hypothéses et les notations sont celles du lemme précé-

dent, sauf que B est cette fois simplement une forme bilinéaire continue, symétri-

v . . . ,
que,telle que B (H) soit fermé dans H'. Pour tout supplémentaire fermé L de

v)-l(o) dans H, il existe un germe & : (LD K D A] < de Ck“2 -
(0,0,0) -

K = (B

difféomorphisme, de la forme (y,z,\) - (h

29,20 tel que

Ay
* 1
4 F(}':Z’x) = 3 B(}'7}’) + (P(Zy.}\) N
. Mo i k-1 R .
oi ¢y : (K& AJ(O 0 IR est de classe C et satisfait
o s Pkl — s
3 32
0=% (0,00 et =¥ (0,0) =0 .
z - 522

Preuve. Il suffit de remplacer dans le lemme H par L, B par B L et A par

K3 A, »

COMMENTAIRE. Si 1l'on fait agir a droite les (germes de) difféomorphismes

de H et a gauche les translations de TR, on obtient sur 1l'ensemble des (germes

k . .
de) fonctions C sur H une relation d'équivalence (2tre sur la meéme orbite). Le
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lemme de Morse - Palais est a la fois un résultat de stabilité structurelle (1'orbi-

te d'un germe de fonction de Morse est ouverte, en un sens facile & préciser) et un
résultat donnant d'une orbite un représentant particuliérement simple, ou forme
normale (une forme bilinéaire continue et symétrique) pour chaque germe de fonctions

de Morse.

Ces idées reviendront souvent dans la suite du cours.

Une fonction de Morse f est dite excellente si, quels que soient ses points

critiques x et y distincts, on a f(x) # f(y).

PROPOSITION 3. Sous les hypothéses de la proposition 1, les fonctions de Morse

excellentes forment un ensemble résiduel dans Cr(X,E{) pour r 2 2,

Démonstration. Il suffit d'appliquer le théoréme de transversalité de Thom, version

. ez 1 s os s
Mather, a la sous-variété 2 de _J (X,R) définie par

1
z = (jx f, ji g) € Z si et seulement si z € IXT

et f(x) = g(y). ®

; 1
On n'obtient pas de la sorte un ouvert, car Z n'est pas fermée dans (J (X,El))z.

En fait,

EXERCICE. Les fonctions de Morse excellentes forment un ouvert de la topologie

fine de Cr(X,E{) pour r=2 -cf. 1'Appendice 4 dans le cas compact.

(2.4.2) Le théoréme de plongement de Whitney

s 2 . . o r
Soit X une variété séparable de dimension finie n et de classe C (r=1)

r L1z
Rappelons qu'une application f de classe C de X dans une variété Y de
dimension finie p est une immersion en x€X (resp. une immersion) lorsque T, t

est injective (resp. lorsque f est une immersion en tout point de X).
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THEOREME 1. Sous les hypothéses précédentes

(i) 1les immersions ¢’ de X dans Y forment un ouvert de la topologie fine

sur Cr(X,Y) H

(ii) Pour p = 2n et r22, cet ouvert est dense.

. . . . .1 1 .
Démonstration. Point (i). L'ensemble T des i f € J (X,Y) tels que f ne soit
r
pas une immersion en x est fermé (exercice). L'ensemble des immersions C de X

dans Y n'est autre que

1
m (x,) = {f €ctx,) | jtx) Nx =g},
ce qui prouve qu'il est ouvert,
Point (ii). Appelons corang d'une application linéaire AEL(R" JRP)
le nombre

min {n,p} - rang de A .

Je laisse a la sagacité du lecteur la preuve du

LEMME. Soient n et p deux entiers naturels avec p2n . Alors

n .
(i) L'ensemble des AELCR“,RP) (resp. L(RP ,JR_.)) qui sont de corang c est

. n p.n
une sous-variété analytique de codimension c(p-n+c) de L(R ,]Rp) (resp. L(R,R )).

‘s . s r . . .
(ii) Si X et Y sont deux variétés C (r21) de dimensions respectives n

et p (resp. p et n), l'ensemble Zc des ji f € J'(X,Y) tels que T, f soit

" - 1 .
de corang c est une sous-variété C ! de J (X,Y), de codimension c(p-n+c).0C

Sous les hypotheéses du théoréme 1 (ii), les propriétés suivantes sont alors
évidentes

(a) = U z .
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(b) Chaque ZC est de codimension > n.

D'aprés le théoréme de transversalité de Thom,

n {rect,y | st Mz
1=c<n ¢

est résiduel. Or, il résulte de (a) et de (b) que cet ensemble n'est autre que

Im" (X,Y). =

REMARQUES . - (Zc)1SCSn est ce que l'on appelle une stratification du fermé & ,

qui est alors dit stratifié, de strates ZC . Sa codimension est la plus petite de

celles des Zc .

. r 1
- En utilisant la densité de C (X,Y) dans C (X,Y) pour r = 1, on

prouve que (ii) est en fait vrai pour r = 1.

PROPOSITION 1. Sous les hypotheses du théoreme 1, pour p22n+1 et rzl, l'ensemble

s r -
des éléments injectifs de C (X,Y) est résiduel.

Démonstration. Les (jx f, j; g) tels que f(x) = g(y) forment une sous-variété

de codimension p dans JO(X,Y), et la proposition résulte donc du théoréme de

2

transversalité, fagon Mather. ®

Rappelons qu'une application f d'un espace topologique X dans un espace
-1
topologique Y est dite propre lorsqu'elle est continue et que f ~(K) est compact

pour toute partie compacte K de Y.

PROPOSITION 2. Soient X et Y deux espaces topologiques. Si Y est localement

compact, ou si tout point y a une base dénombrable de voisinages, alors toute

application propre de X dans Y est fermée.

Le cas localement compact est classique. L'autre est un exercice simple de
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topologie générale (la remarque est due a Palais). ®

r L . . . PR . . .
LEMME. Pour toute C -variété séparable X de dimension finie, il existe une appli-

. r
cation propre f €C (X,R), O<r < ® .

Démonstration. Soit (U, une suite d'ouverts relativement compacts de X,

i’ JEN
vérifiant

U U, =X et U,SU, , ,
jen 9 J j+1

et, pour chaque j, une fonction uj € Cr(X,[O,l]) égale a 1 sur U, . ~U

j+2 Jj+1

et & O sur Uj J ()(‘U‘+ ). On vérifie sans peine que

J+3

est bien définie et répond a la question. ®

COROLLAIRE. Sous les hypotheéses du lemme, il existe une métrique d définissant

la topologie de X, et telle que X soit complet et que tout fermé borné y soit

compact.

Démonstration. Soit & une métrique définissant la topologie de X (Dieudonné,
t.2, (12.4.7)), et soit fECr(X,H{) une application propre. Il suffit de définir

d par

alx,y) = 8(x,y) + |f(x) - £(y)]. =

PROPOSITION 3. Sous les hypothéses du lemme, pour toute variété séparable Y de

s . P . . r
classe Cr et de dimension finie, 1l'ensemble des applications C et propres de

r
X dans Y est ouvert dans C (X,Y). Sauf lorsque Y est compacte sans que X le

soit, cet ouvert est non vide.

Démonstration. Soit d wune distance sur Y possédant les propriétés énoncées dans

le corollaire, et soit U 1l'ouvert de JO(X,Y) défini par
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no(U) = {(x,y) € Xxy | d(y,go(x)) <1},
ol 9, € Cr(X,Y) est propre.
Pour tout élément g de
%o,0) ={g € c"(x,n) | ;%) cu}

et toute boule fermée B'(y,P) de centre y et de rayon p dans Y, on a évidem-

ment

-1 -1

g (B'(y,p)) < 9, (B'(y,p+1)) ,
ce qui prouve que g est propre, d'ou l'ouverture,

Pour prouver l'existence d'une application propre de X dans Y .lorsque X
et Y ne sont pas compactes, il suffit d'établir celle d'une application propre de

IR dans Y et de la composer avec une application propre de X dans R.

Quand Y est un espace vectoriel, une application propre de R dans Y est
par exemple une injection linéaire.

Sinon, sa construction est laissée en exercice. #

Rappelons qu'un plongement ¢’ d'une variété X dans une variété Y (r=0)
est un f € Cr(X,Y) tel que f(X) soit une sous-variété de Y et que f définisse
un difféomorphisme ¢ de X sur f(X). Pour r21, cela implique en particulier

que f soit une immersion injective ; dans cet ordre d'idées, on a la classique

PROPOSITION 4. Les immersions injectives et propres sont exactement les plongements

, 1
d'image fermée et de classe C , ®

En mettant bout & bout les propositions 1, 3 et 4 et le théoréme 1, on obtient

le
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RN sz r P . . .
THEOREME 2. Soient X et Y deux varieéetés C séparables de dimensions respecti-

ves n et p. Pour r2l1 et p>2n, l'ensemble des plongements propres de X dans

Y est résiduel dans 1'ouvert de Cr(X,Y) formé de toutes les applications propres.®

COROLLAIRE. Toute variété C'(r21) X de dimension n peut 2tre plongée comme

+1
sous-variété fermée C'  de m2n . n

COMMENTAIRE. Le "vrai" théoréme de plongement de Whithney, plus difficile, permet

de remplacer 2n+l par 2n,

Comme toujours, l'absence de la diagonale dans les multijets nous a joué des
tours. Je renvoie donc a Munkres (pages 34-35) et & 1'Appendice 4 dans le cas com-

pact pour une démonstration du

THEOREME 3. Soient X et Y deux variétés Cr, séparables et de dimension finie

Pour r21, les plongements de X dans Y forment un ouvert de la topologie fine

sur C'(X,Y). m

COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme 3, pour r21, les difféomorphismes c’

de X sur Y forment un ouvert Diffr(x,Y) de la topologie fine sur Cr(X,Y).

P . . . r . . s
Démonstration. Si Diff (X,Y) n'est pas vide, soit f un de ses éléments. Toute
application assez proche de f dans la topologie fine sur CO(X,Y) enverra les

composantes connexes de X dans celles de Y comme f,

On peut donc supposer X et Y connexes. D'aprés la proposition 2, les élé-
P o
ments de Diff (X,Y) sont exactement les plongements propres de X dans Y (car
chacun d'entre ceux-ci est a la fois ouvert et fermé, donc surjectif), ce qui permet

de conclure par le théoreme 3 et la proposition 3., @
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CHAPITRE II - GERMES D'ACTIONS ET HYPERBOLICITé

Introduction. Dans (2.4.1), nous avons défini la notion de point critique non dé-
généré par la condition de transversalité la plus bete qui soit, et un miracle s'est
produit : 1le lemme de Morse-Palais a paramétre permet de classifier ces points
critiques a (germe de) difféomorphisme prés, et montre en outre qu'ils sont struc-

turellement stables pour cette classification.

Nous allons maintenant essayer d'appliquer le méme traitement aux points fixes
d'actions de R ou Z , et voir que la situation est beaucoup moins miraculeuse :
pour obtenir un analogue du lemme de Morse-Palais a paramétre, le théoréme de
Hartman-Grobman & paramétre, il faut a la fois restreindre la catégorie de points
fixes considérée (points fixes hyperboliques) et les ambitions de la classification:
on doit se contenter d'une classification a (germe d') homéomorphisme prés. J'ai
beaucoup hésité avant d'inclure dans ce cours la démonstration "a la Moser" du
théoréme de Hartman-Grobman, qui figure, en raison de sa simplicité, dans presque
tous les livres sur les systémes dynamiques. Si je m'y suis résolu, c'est pour

débusquer 1'idée géométrique cachée derriere le '"miracle" analytique.

L'exposé s'organise comme suit : aprés avoir introduit la notion de point
fixe hyperbolique d'un difféomorphisme, on rappelle les principales propriétés des
flots, ce qui conduit & la définition des germes d'actions différentiables de grou-
pes de Lie, de la Ck—équivalence entre de tels germes, puis des notions formelles
correspondantes, et 1'on prouve alors le théoreéme (da, je crois, a Bochner) sur la
linéarisation des germes d'actions différentiables de groupes de Lie compacts. On
énonce ensuite le théoréme de Hartman-Grobman dans ce langage , et on le démontre,
ainsi que sa version "4 paramétre''. La suite du chapitre est consacrée a la classi-

© ©
fication C des germes hyperboliques d'actions C de IR ou Z, et contient en
outre une bonne partie des outils et des résultats dont nous nous servirons dans

les autres chapitres.
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3. GERMES D'ACTIONS DIFFERENTIABLES

(3.1) Motivations, définitions et premiéres propriétés

(3.1.1) Points fixes non dégénérés des difféomorphismes

Etant donné un espace de Banach E, nous noterons g4(E) 1'espace de ses endo-
morphismes continus, et GL(E) 1l'ouvert de gL(E) formé des automorphismes de E.
Le spectre o(A) d'un élément A de g4(E) est, rappelons-le, l'ensemble des
AEC tels que, si AL € g4(E ®H? C) désigne le complexifié de A A~ Aid n'ap-
partienne pas a GL(E ®El C) . En dimension finie, 6(A) est donc l'ensemble des

valeurs propres de A,

Soit X une variété cF (rz1), et soit £ 1la sous-variété fermée de JO(X,X)
formée de tous les jz f avec f(x) = x. Nous dirons qu'un point fixe x de

f € Diffr(x,x) est non dégénéré lorsque jof f+\x z .
On déduit immédiatement du théoreme de transversalité de Thom la

PROPOSITION 1. Si X est de dimension finie et séparable, les f € Diffr(X,X)

dont tous les points fixes sont non dégénérés forment un ouvert dense de Diffr(x,x)

pour la topologie fine, ®

PROPOSITION 2. Sous les hypothéses de la proposition 1, EL x est un point fixe

de f € Diffr(X,X), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) x est non dégénéré

(ii) 1 ¢ ol(T ).

. o . [P N
Démonstration. Par 1'application notée m dans (1.2.2) J (X,X) s'identifie a
X XX , Z & la diagonale et jof a y* (y,f(y)). Comme la codimension de L est

la dimension de X, dire que jof ﬂ)x T revient a dire que

.0 _
T (370 (1. N Tjof = {o},
X
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c'est-a-dire (via no) que, dans Tx X, 1l'équation

(v,T_f.v) = (v,v)
x

a pour seule solution v =0, @

(3.1.2) Points fixes hyperboliques des difféomorphismes

Etant donné un espace de Banach E, un élément A de GL(E) est dit hyperbo-

lique lorsque son spectre ne rencontre pas le disque unité,

Si X est une variété c° (r21) et x un point fixe de f € Diffr(X,X), on

dit que x est un point fixe hyperbolique de f lorsque Txf € GL(TXX) est hyper-~

bolique.

L'intéret de la notion de point fixe hyperbolique est illustré par le résultat

suivant, que nous démontrerons dans (6.3).

PROPOSITION 1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit A

un automorphisme de E. Si A n'est pas hyperbolique, il existe un germe

[e2]
h : [E]o - [E]o de difféomorphisme C , ayant un contact d'ordre infini avec A

en O, mais tel qu'il n'existe aucun germe d'homéomorphisme R : [E]o - [E]o véri-
fiant
Ro ho R =4 .=

(nous exhiberons meme un h encore plus catastrophique que cela).
En revanche, on a le résultat suivant :

THEOREME 1 (Hartman - Grobman). Soient X une variété (banachique) c’ (rz1) et

f un germe de difféomorphisme Cr de X fixant x, tel que Txf soit hyperboli-

que, Il existe un germe d'homéomorphisme

R : [x]x - [Txx]O

59



M. CHAPERON

tel que

Ro fo R = ETxf]Ox . n

Ce théoréme sera prouvé dans la section (3.2). Auparavant, nous allons voir

que 1'on ne perd pas trop a se restreindre aux points fixes hyperboliques :

THEOREME 2. Si X est de dimension finie et séparable, les f € Diffr(X,X) dont

r
tous les points fixes sont hyperboliques forment un ouvert dense de Diff (X,X)

pour la topologie fine.

Démonstration. L'ouverture résulte du

LEMME . 51 E est un espace de Banach, les automorphismes hyperboliques de E

forment un ouvert HL(E) de GL(E), dense si E est de dimension finie. O

, . .1 1
On en déduit en effet de ce lemme que l'ensemble des fo € J (X,X) avec

f(x) = x et T_f & HL(TxX) est fermé.

Pour prouver la densité, la méthode la plus simple consiste & partir d'un
f € Diffr(x,x) dont tous les points fixes sont non dégénérés, a rendre chacun des
dits points fixes hyperbolique par une perturbation arbitrairement petite de f
(pour la topologie fine) et a remarquer que, si cette perturbation est assez petitg,

elle n'ajoute pas de nouveau point fixe a ceux de f.

Une méthode plus instructive consiste a montrer que le fermé de Jl(X,X) formé
des jif avec f(x) = x et Txf g HL(TXX) est un ensemble stratifié de codimen-
sion strictement plus grande que la dimension de X ; une telle stratification s'ob-
tient soit & la main, soit en appliquant le théoreme de Lojasiewicz - Hironaka selon

lequel un e¢nsemble sous-analytique peut-2tre stratifié. @

(3.1.3) Flots et germes d'actions différentiables

r Ly .
Rappelons qu'un champ de vecteurs C sur une variété X est une section V
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T
de classe C° du fibré tangent TX ——_, X. Une courbe intégrale de V est une appli-

cation différentiable z : J ~ X, oi J est un intervalle ouvert non vide, telle

que
vt €J , ;(t) =Dz(t) = Vo z(t) .

Un tel z est évidemment de classe Cr+1.

PROPOSITION 1. Soient V un champ de vecteurs ¢’ sur une variété X et h un

+
cr L difféomorphisme de X sur une variété X', Alors
-1
hyV.=Tho Vo h
est un champ de vecteurs Cr sur X' possédant la propriété suivante : pour que

z : J > X soit une courbe intégrale de V, il faut et il suffit que ho z soit

une courbe intégrale de h,V, ®

Du classique théoréme de Cauchy assurant l'existence, l'unicité et la différen-
tiabilité par rapport aux conditions initiales des solutions d'une équation diffé-
rentielle, nous allons maintenant déduire - cf. Arnold [1] - un résultat de stabili-

té structurelle :

THEOREME 1 (théoréme de redressement & paramétre). Soient X et N deux variétés

et (VX)XEA une famille de champs de vecteurs sur X telle que (x,\) = Vx(x)

-
soit de classe C' (r21). Pour toute cr 1-sous-variété Y de codimension 1 de

il existe un voisina-

X X A et tout (xo,xo) €Y tel que (on(xo)’o) [ T(XO’xO)Y,

ge ouvert U de (xo,lo) dans X X A , une boule ouverte B de centre O dans

un espace Banach E, un intervalle ouvert I 3 O et un H € Diff (U, (BXI)XA')

(ou A' = prz(U)), de la forme (x,A) = (h%(x),l), tels que

() h (x) = (0,00 et H(YNU) =Bx {o} x Av
o
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(v ) soit pour tout A € A' 1le champ constant (0,1) sur

Bx I (ou UX ={x : (x,0) €uD.

Démonstration. En remplagant A par un ouvert contenant XO (encore noté A), on
. r+1 e .

se ramene immédiatement, par un C - difféomorphisme local de la forme

(x,\) - (fx(x),K), au cas ou X est un ouvert de E X R, X, = (0,0) et

Y = ((Ex {0}) N X) x A, Soit W le champ de vecteurs (x,\) — (Vx(x),O) sur XxA.

D'aprés le théoréme de Cauchy, il existe une boule ouverte B, de centre 0 dans

E, un voisinage ouvert Al de XO dans A, un intervalle ouvert J 3 O et un

§ € Cr(leJXA1 ,  XXN) tels que t ™ &(x,t,\) soit pour tout (x,A) € leAl

1'unique solution du probléme de Cauchy

g% (x,t,A) = Wo &(x,t,A) pour tout t € J

8(x,0,\) = (x,0,\) .

L'application & est évidemment de la forme (x,t,\) = (¢, (x,t),\), et 1'on a
sy (P-)\ )

dg, (0,0) = (dx,0) + Vo (xo) dat ,
o o

c'est-a-dire que, par hypothése sur VX (xo) s est un isomorphisme.

T(o,o,>\ )Q
(o] o

D'aprés le théoreme d'inversion locale, il suffit donc de prendre pour H la

restriction de % & un ouvert B X I X A' suffisamment petit. ®

En particulier, au voisinage de tout point oi il ne s'annule pas, un champ de
vecteurs Cr est 1l'image par un Cr—difféomorphisme d'un champ de vecteurs constant

sur un espace de Banach.

Nous allons maintenant rappeler les propriétés classiques des courbes intégra-

les d'un champ de vecteurs, en passant par le
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THEOREME 2. Soient X wune variété, I un intervalle et (Vt) une

t€1

famille de champs de vecteurs sur X telle que (t,x) -~ Vt(x) soit de classe

c’(rz1). Tout (to,xo) € I X X admet alors un voisinage ouvert U tel qu'il existe

r N
un intervalle J 3 t ouvert dans I et un H € Diff (U,Ut x J) (ou
onterve- e °

o
u, = {x : (to,x) € U}) de la forme (t,x) + (t,ht(x)) possédant la propriété
o
suivante : quel que soit x € Ut , le probléme de Cauchy
o

z(t) = Vt o z(t) pour tout t € J

z(t ) = x
o

-1
admet pour unique solution différentiable =z : J = X 1l'application t + ht (x).

En d'autres termes, au sens défini par le théoréme, la famille (V{)tEI{ de

champs de vecteurs sur X donnée par V% = 0 est le modéle local de tous les

champs de vecteurs dépendant du temps sur X,

Démonstration. C'est exactement celle du théoréme de redressement, grace a l'as-
tuce (?) consistant & considérer sur I X X le champ de vecteurs (t,x) b (1,Vt(x)),

1'hypersurface Y du théoréme 1 étant ici {to} x X, ®

x x
A 1
H envoie sur
1
] — IS o
o 1 \ o
h 1
1 ! ! ' ! |
i ! ! st H | ! 5> t
7 t -
to °
— ———
J J
Rappelons que deux solutions différentiables 2y J1 “ X et zZ, ¢ J2 - X, définies

sur des intervalles ouverts, de 1l'équation
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z(t) = v, e z(t) (1

qui coincident en un point de J1 n Jz coincident sur Iy n J2 (le fermé non vide

{t : zl(t) = zz(t)} de J1 n J2 est ouvert d'aprés le théoréme d'unicité locale

de Cauchy, ou, si l'on préfere, d'aprés le théoréme 2). Il en résulte que chaque
solution différentiable de (1) définie sur un intervalle ouvert non vide J est la

restriction & J d'une unique solution maximale (i.e. une solution différentiable

z, de (1) définie sur un intervalle ouvert Jm et ne pouvant etre prolongée en une
solution différentiable de (1) définie sur un intervalle ouvert de I contenant
strictement Jm)

LEMME 1 . Sous les hypotheéses du théoréme 2, soit z : J = X une solution maxi-

male de (1). Si J admet une borne inférieure (resp. supérieure) to ¢ J dans I,

l'ensemble N {z(t) : t€J N J-=,al} (resp. N {z(t) : t€J N [a,#[) ] est vide.

a>t a<t
o o

Iy

Démonstration. Si tel n'était pas le cas, il existerait une suite (t )
—_— n+1’n€IN

valeurs dans J , de limite to et telle que z(tn) tende vers x € X quand
n = ®, Pour n assez grand, (tn,z(tn)) serait dans un voisinage U de (to,xo)
dans I X X satisfaisant les hypothéses du théoréme 2, ce qui contredirait évidem-

ment la maximalité de =z. ®
On en déduit le

THEOREME 3. Sous les hypothéses du théoreéme 2, si tous les Vt sont nuls en dehors

d'un meme compact K de X , les solutions maximales de (1) sont définies sur I

t - - . .
tout entier. En outre, si l'on note tp.?éu(x), uCTI,x&X , l'unique solution

maximale z de (1) telle que z(u) = x , alors, pour tout (t,u) © I x I , l'applica-

tion @t est un difféomorphisme de X , d'inverse ¢: et égal a l'identité en dehors
u

d'un compact., ®

Etant donné un champ de vecteurs V de classe c’ (rz1) sur une variété X,
nous noterons t F exp t V (x) 1l'unique courbe intégrale maximale de V passant

par x€X pour t=0 .

PROPOSITION 2. Avec les notations précédentes, pour tout x€X, on a
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exp(t+s)V (x) = exp tV (exp sV (x))

dés que s et t € IR sont tels que cette égalité ait un sens. ®

COROLLAIRE 1. Si, quel que soit x€X, exp tV(x) est défini pour tout t€TR,

alors l'application

R X X 3 (t,x) ¥ exp tV (x) € X

r
est une Cr-action de IR sur X , ce qui signifie qu'elle est de classe C et

que l'application t = exp tV est un homomorphisme du groupe additif IR dans le

groupe Diffr(X,X). L]

Les hypothéses du corollairel sont en particulier satisfaites si X est com-

pacte, d'aprés le théoreme 3 .

+
REMARQUE. L'application t + exp tV(x) est en fait de classe Cr 1 pour tout

x€X, ce qui améne Shub a dire que (t,x) » exp tV(x) est une action de classe

+1 PO .
Cr o de R sur X. L'avantage de cette définition est que, si X est compacte

Cr+1,r

la donnée d'une action de classe de R sur X équivaut & la donnée d'un

Cr—champ de vecteurs sur X.

L'application (t,x) » exp tV(x) est le flot engendré par V, et on dit que

V est son générateur infinitésimal. Il nous arrivera de parler de flots complets

pour désigner les actions différentiables de IR .

COROLLAIRE 2 , Soient V et V' deux champs de vecteurs Cr(rzl) sur une varié-

té X, tels que V'-V soit & support compact. Alors le flot de V' est complet si

et seulement si le flot de V 1'est.

Démonstration. Supposons le flot de V complet. Si celui de V' ne 1'était pas,
alors il existerait x€X tel que t * exp tV'(x) ne soit défini que sur un inter-

valle ouvert J # IR. D'aprés le Lemme 1 , 11 existerait to € J tel que
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exp tV'(x) € supp(V-V') pour tout t&J vérifiant t>t_, ou pour tout t€J véri-
fiant t<to . Pour de tels t, on aurait donc exp tV'(x) = exp(t-to)V (exp toV'(x)),
ce qui contredirait le lemme 1 lorsque t atteindrait la borne supérieure de J

dans le premier cas, sa borne inférieure dans le second cas. ®

P . r
Sur une variété non compacte X, le flot engendré par un C -champ de vecteurs

V (r21) n'est en général pas complet (prendre par exemple X = R et V(x) = xz) 3

cependant, nous allons voir maintenant qu'au voisinage d'un point xo de V—l(o),

V  (ou plutdt [V]x ) engendre toujours un germe d'action Cr, c'est a dire 1l'objet
()
local correspondant aux actions Cr.

PROPOSITION 3. Soient V un champ de vecteurs Cr (r21) sur une variété X, et

-1
xo un point de V "~ (0). Pour tout voisinage ouvert U de x et tout A > O, il

existe un voisinage ouvert QU A de X tel que la restriction a [-A,A] X QU A
b b

du flot de V soit bien définie et a valeurs dans U.

Ce résultat est évidemment un cas particulier de la

PROPOSITION 4. Sous les hypothéses du théoréme 2, pour chaque ty € I et chaque

intervalle compact K 3 ty de I, l'ensemble des x€X tels que le probléme de

Cauchy

z(t) = Vt o z(t) pour tout t€K

z(t ) = x
o

admette une solution différentiable 2z : K @ X est ouvert.

Démonstration. S'il n'est pas vide, soit x  un de ses points, et soit z, la
solution correspondante. Comme K est compact, il existe une suite croissante
t < ... <t <... <t

K o ) de points de K, et, pour -k < i < %, un voisinage ouvert

U, de (ti,zo(ti)) satisfaisant les hypothéses du théoréme 2, tels que les inter-
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valles ouverts Ji = prl(Ui) recouvrent K. Si k = £ = 0, il n'y a rien a prouver.
Nous pouvons donc raisonner par récurrence sur k+£, ce qui raméne le probléme au
suivant : prouver que, pour k+4>0, on peut diminuer k+# d'une unité en conser-
vant to dans la suite (ti). Soient donc i et j deux éléments distincts de

{-k,...,4}, tels que Js n Jj # 0, et soit u € 35 n Jj' L'ensemble

est ouvert, contient zo(u), et il est clair que le

u
{x€x : (u,x) € u; N Uj] = Zi 3

b

probléme de Cauchy

z(t) = Vt o z(t) pour tout t € Ji U Jj
z(u) = x
admet une solution différentiable A Ji J Jj - X quel que soit x € Z? i On
’

peut donc diminuer k+4 d'une unité en supprimant t; (ou tj) et en remplacant

Jj (ou Ji) par J. U Jj et Uj (ou Ui) par LJ (t,zx(t)). n

Des propositions 2 et 3, on déduit le

COROLLAIRE 3. Sous les hypothéses de la proposition 3, le flot de V définit un

homomorphisme 3‘ de 1R dans le groupe ﬁi (X) des germes de Cr—difféomorphismes
o

de X fixant X donné par

B(t) = [exp vl o,
o

et ne dépendant que du germe de V en xo. L

Il est clair que ? n'est pas n'importe quel homomorphisme du groupe additif
IR dans ﬁi (X), mais posséde au contraire des propriétés de régularité par rapport
o
a t€ R : c'est un germe d'action Cr de R sur X fixant xo, au sens de la
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. *
DEFINITION. Soient G un groupe de Lie( ), a un point d'une variété X et

. . r
P [G X x]GX{a} - [X]a un germe d'application C° (r2l1). On dit que p est un
. r X
germe d'action C de GXxX sur X fixant a, et l'on note P € Act:(G,X), lorsqu'
il existe un ouvert U2 G X {a} de GXX et une application R : U = X possédant

les propriétés suivantes :

r+l,r

(i) Elle est de classe C , et [R]Gx{a] =0 .

(ii) L'application P : g = Pg = [Rg]a , ou Rg(x) = R(g,x), est un homomorphis-

me de G dans ﬂi(x).

(iii) Quels que soient g et g' € G, on a Rg ° Rgl(x) = Rgg'(x) dés que les
deux membres de cette égalité ont un sens. Quitte & restreindre U, on peut toujours
supposer que R, est 1'identité et que Rg est un difféomorphisme pour tout g€G :
cela résulte par exemple du théoréme d'inversion locale, appliqué a (g,x) * (g,R(g,x))
en tout (go,a) € G x {al.

Il est clair que 3 ne dépend que de P , et non du choix de R.

PROPOSITION 5. Soit P € Act:(G,X) comme ci-dessus.

(i) Si G est compact, alors, pour tout représentant R : U = X ég_ P, il

. . r+l,r
existe un ouvert ® J a 93 X tel que U =2 GXw et que R soit une C -

GXw

action de G sur w.

(ii) S G = Z, la donnée de p équivaut a celle de P , ou encore & celle de

3(1), lequel peut etre n'importe quel élément de ﬁZ(X).

(iii) Si G = R, la donnée de P équivaut a celle d'un germe P de champ de

r P et s ;.
vecteurs C sur X nul en a, appelé générateur infinitésimal de p. Plus préci-

sément, le germe f = [V]a , ou V(x) = g% R(t,x) t=o ! DE dépend que de P , et non

du choix de son représentant R ; inversement, étant donné un germe f = [V]a de

(¥) Nous les supposerons toujours analytiques,
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champ de vecteurs Cr sur X nul en a, le germe P en G X {a} du flot de V

s . sz r
est bien défini, appartient a Act:(I{,X), et est 1l'unique élément de Acta(G,X)

auquel soit associé PB.

Démonstration. - Point (i). En restreignant U, nous pouvons supposer R de classe

r+l,r

C et tel que Rg soit un difféomorphisme Cr pour tout g€G. Nous pouvons

alors remplacer U par G X w, , ou, si Ug ={x : (g,x) €U},

w, = ﬂ U =X~ pr_ ((GxX)~U)
1 g 2
geG
est ouvert parce que la projection pr2 : GXX = X est propre, donc fermée. Pour
la méme raison,

-1
wz—wlf‘lng(w

)
gEG 1

est ouvert, et, les Rg étant des difféomorphismes, c'est donc le cas de

w = LJ Rg(wz) .

g€G

Soient ysz et x = Rg"(y) € w. Quels que soient g,g' € G, on a Rg"(y) € Wy, et

donc Rg,(x) = Rg|g"(y) € wcCuw d'ol

1 ’

R (R (x)) =R_(x) =R (y) €w,
g 9 99

[eT¢] lgvl

r+l,

. r .
ce qui prouve que est une C -action de G sur w.

RlGXw

- Point (ii). Comme Z est discret, la donnée du germe p équivaut
a celle des germes 3(n), laquelle équivaut évidemment & celle de p(1). Je laisse
au lecteur le soin de vérifier que, pour tout ¢ € ii(x), il existe un unique

pEAct:(E ,X) tel que P(n) = tpn pour tout n€Z .

- Point (iii). Il est évident que p détermine P. Inversement,
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d'aprés les propositions 2 et 3, B détermine un p. L'unicité de celui-ci découle
du fait suivant : étant donné un représentant R de p satisfaisant les hypothéses
de la définition, il existe pour tout A > O un ouvert wda de X tel que 1'éga-

lité

R,(R.G)) =R ()

ait un sens et soit vérifiée quels que soient t et t' € [-A,A] tels que
t+t' € [-A,A] et x € w (meme preuve que pour le point (i)). Par conséquent, quels

que soient x€w et t € ]-A,A[, si V est le champ de vecteurs donné par
3
V(y) = 3t R(t,Y) ’
t=o

on a

e} d
5t R(t,x) = st R(t',R(t,x)) = Vo R(t,x) ,
t'=0
et donc R(t,x) = exp tV(x). ®
Etant données deux variétés X et X', nous noterons ﬁ: a,(X,X') l'ensemble
’

k
des germes [X]a - [X']a' de C -difféomorphismes (k20).

r
Si G est un groupe de Lie, nous dirons que p € Act:(G,x) et p' € Acta|(QXO
k . . . i* , .z
(r21) sont C -isomorphes lorsqu'il existera ¢ € a a'(X,X') possédant la proprié-
- ’
té suivante : pour tout représentant h de ¢ et tout représentant R de ¢,
l'application R' définie au voisinage de G X {a'} dans GXX' par

R'(g,h(x)) = h o R(g,x) vérifie [R']GX{a'} = p'.

On note alors P' = Quf ou p = ?%pv

PROPOSITION 6. Soient p € Act:(G,X) , ' € Act:'(G,X') (rz1) et ¢ € ﬁ: ar (XX
D ’
(k20) .

(i) Si G =2, alors p' = ¢ ,p si et seulement si Br(1) = 9o (1) . 9-1.
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(ii) Si G = R, alors p' = ¢4 P si et seulement si les générateurs infini-
tésimaux B et PB' de p et p' vérifient P' = ¢, B , au sens de la

DEFINITION. Soient V un Cr-champ de vecteurs sur une variété X, V' un Cr-champ
de vecteurs sur une variété X' et h un élément de Diffk(x,X') (rz1 , k20). Les

propriétés suivantes sont équivalentes (exercice!) :

(a) Les courbes intégrales de V' sont exactement les images par h de celles
de V.
fb) Quel que soit x' € Xr, les germes en t=0 des applications

-1 i
th exp tV'(x') et t"™ho, exp tVv (h (x')) sont égaux.

(¢) (Pour k 21) h, V=v",

Pour k = 0, nous dirons que V' est l'image de V par h, et noterons encore

hgV = V' , lorsque (a) ou (b) sera vérifiée.

De méme, étant donnés deux germes B : [X]a - TX et B' : [X']a, = TX' de champs
K
de vecteurs C° et un 9 € ﬁ; a'(X,)('), nous dirons que p' est 1'image de P par
, - -

¢ , et nous noterons B' = ¢.B , lorsqu'il existera un représentant V de f, un

représentant V' de P' et un représentant h de ¢ tels que V' = h,V .

La preuve de la proposition 6, facile, est laissée au lecteur. @

(3.1.4) Jets d'actions, linéarisation des germes d'actions de groupes compacts

et actions formelles.

* Vk
Soient X wune variété et a un point de X. Pour tout kEN , soit ﬁé(x) le
. K ﬂk . s
groupe obtenu en munissant 1l'ensemble {Ja 99 € a(X)} de la loi de composition
k

. k k
3, 9o 3, Vo= i (g V).

.

¥l
I1 est clair que i;(x) s'identifie a GL(TaX), car tout élément de GL(TaX) a

Q0
pour germe en O un élément de ﬁ;(TaX) et il existe un germe de difféomorphisme
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x1, = [Tax]o "tangent & 1'identité" .

Yk
Plus généralement, si E est un espace de Banach, ﬁ;(E) s'identifie pour
k>1 a

GL(E) x & Lj(E,E)
1<jsk °

. . Kk j . .
par la bijection i, ¢ - (DJ?(O)) , et la formule de Faa-di Bruno (appendice 1)

15§k

Yk .,
montre que ﬂB(E) est un groupe de Lie algébrique.

On en déduit, via des cartes locales, une structure de groupe de Lie agébrique

sur Ek(x).
a
Veo \_gk
On munit ﬁ;(x) = lim a(X) de la topologie limite projective. Lorsque X
k—m

est de dimension finie, le théoréme d'E. Borel permet d'affirmer que

VYoo ™ @
ﬁs(x) = {Jaw : g € ﬂ;(x)}.

Pour k > 1, EE(X) présente par rapport a, par exemple, Diffk(X,X), 1'avan-
tage d'2tre un "bon" groupe et 1l'inconvénient de n'agir sur aucun espace 'concret!"
comme X ; suivant une idée familiere aux géométres algébristes, on le fait agir
naturellement sur 1'algébre E:(x) des jets d'ordre k en a de germes [X]a - R

de fonctions Ck par la formule
Yk k k K -1 vk
Ei(x) x €0 3 (39,30 =i (ve ¢ ) €EX .

, , ¥k sk )
Cette représentation linéaire continue de ﬁé(x) dans €a(X) permet de mieux con-

ceptualiser la notion de forme normale, comme nous le verrons dans (4.3.2).

* . K
Pour chaque kENN U{@} , on associe a tout germe p € Acta(G,X) 1 'homomor-
phisme continu (et donc analytique pour k fini) p de G dans a(X) donné

par

~K k
P (g) = Ja(Pg) )
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Iy

1
appelé jet d'ordre k de pP. Modulo l'identification canonique de 3; a GL(TaX),

on a

1
P (g) = Ta(pg)

, 1 1 . NP
L'action pl de G sur TaX donnée par P (g,v) = ¥ (g).v est la partie linéaire
de P . Nous dirons que f est Cr-linéarisable (rz0) 1lorsqu'il sera ¢’ -isomor-
. 1-
h .
phe & (o Jex{o}

PN r
THEOREME. Lorsque G est compact, tout p € Acta(G,X) (rz1) est c'-linéarisable.

Démonstration. Posons TaX = E. Une carte locale nous raméne au cas ou (X,a)=(E,0)

1 N
et ¥ (g) = D(Pg) (0) pour tout g€G. D'aprés la proposition 5 (i) de (3.1.3), il

r+l,r

existe une C - action R de G sur un ouvert ® 2 O de E telle que

[R]GX{O} =P
Soient Y la probabilité de Haar sur G et h : w = E 1l'application donnée par
[ -1
h(x) = | P (g) . R(g ",x) du(g)
G
Elle est de classe C. , et 1'on a, quel que soit k € {0,...,r}

Kk ~1 ak 1
D h(x) = I P (g) . = R(g " ,x) du(g)
G Ax

pour tout x€w, donc en particulier
1 .
D h(0) = id_ ,

E

d'ou

Ir
[h]o € .BO(E)

De plus, quel que soit (g',x) € GXw , on a
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e . nx)

J '51(9'9) .R(g_l,x) ap(g)
G

J oo . R0 9,0 dulg'e)
G

[ #em L RrGe T R(gT0) ap(am)
G

I

d'aprés (successivement) la linéarité de 1'intégrale, l'invariance a gauche de la

probabilité de Haar et le fait que R est une action, soit

31(9') h(x) = h(R(g',x)) . ®

Je laisse le lecteur a 1'ame philosophe méditer sur la signification de ce

résultat lorsque G = SO0(3).

NS
Un homomorphisme continu de G dans ﬁ;(X) est une action formelle d'ordre

k de G sur X (pour k=® , on parle simplement d'actions formelles). Leur ensem-

Vv k . . sz ;12
ble est noté Acta(G,X). Etant donné un point a' d'une variéte X', tout élément

k ¢ k P .
é de ﬁz a'()(,X') = {Ja? : ¢ € ﬁ: a'(X,X')} définit un isomorphisme §§ de
3 3
v v v v
kK , vk Yk vk Yk ,Vk, - v
ﬁé(x) sur ﬁ:'(X'), donné par @, V' = g oV o (9) 1 , et 1'on note encore ¢§ la

v k ) L
bijection de Act (G,X) sur Aéta,(c,x') qui s'en déduit.

vk v k v k v k
On dit que p € Acta(G,X) et p' € Acta'(G,Xl) sont isomorphes lorsqu'il
vk . %k v k k vk Yk k
existe ¢ € ﬁA a'()(,)(') tel que p' = ¢* B siopr = 8% et ;'k - Bﬂk pour
’

k k .
un p € Acta(G,X) et un p' € Acta'(G,X'), on dit alors que p et p' sont for-

mellement isomorphes a l'ordre k (ou, si k=®, formellement isomorphes) .

. k.
Bien entendu, lorsque p et P' sont C -isomorphes, ils sont formellement
isomorphes & l'ordre k . Lorsque G = R ou 6 Z et k=®, le probléme de la récipro-

que sera abordé dans le §4. Dans le méme ordre d'idées, le théoréme précédent admet

évidemment le
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COROLLAIRE. Si G est compact, deux germes p € Act:(G,X) et p' € Act:,(e,x')

r s
(rz1) sont C -isomorphes si et seulement si ils sont formellement isomorphes a

l'ordre 1. ®

PROPOSITION. Si X est de classe C. (1srse®) et G compact ou égal & R ou Z,

. . k k . .
alors, quels que soient l'entier k € [1,r] et 5 € Aéta(G,X), il existe un germe

vk

r
p € Acta(G,X), analytique si X 1l'est, tel que Sk P . Si X est de dimension

1]

Yoo @ <]
finie, tout p € AXta(G,X) s'étend de méme en un p € Acta(G,X), non nécessaire-

ment analytique.

Démonstration. Une carte locale permet de supposer que (X,a) = (E,0), ou E
\Y4
est un espace de Banach, et donc d'identifier ﬁak(x) a 1l'ouvert

GL(E) x m LI(E,E)
1<jsk S
de 1'espace vectoriel topologique (de Banach pour k < =)
m LI (E,E).
1<j<k S
(i) Cas compact. Nous allons reprendre au niveau formel la démonstration
vj +
du théoréme : pour 1 < j < k, soit p:I 1'élément de Agt%(G,E) obtenu en compo-
vk Yk Vi 1
sant p et la projection O(E)————éﬁo(E)- Soit alors p~ l'action linéaire de
V1 s
G sur E définie, modulo 1'identification de 30(E) a GL(E), par

v
Pi(gyx) = pl(g)-x- Il est clair que

k
axfop (8)° P (=g) dnle)

v 1
W= [ (el
G
v
appartient a ﬁg(E) et vérifie

v ro— k
h; ;k = (Eple y {0}) .

Pour k < », il existe un unique germe h Elﬁmo(E) d'application polynomiale
v
de degré k (et donc analytique) tel que e - jg h, et il suffit donc de pren-

dre
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p = h*tplj G x {0}.

Pour k = » et X de dimension finie, on conclut de méme par le théoreme d'E.
Borel.
(ii) Cas ou G = Z . Dans chacun des cas étudiés, il existe ¢ € ﬁE(E)

K o, et il suffit de définir p par

(polynomial pour k < «) tel que gk(l) = Jo

(iii) Si G = R, la donnée de %k équivaut a celle de

Yk 4 vk A vj
B = S ¥N(t) ), _AC = lim == $I(t)), )
at |t=0 e at |t=0""
J-—o

et il existe un germe B de champ de vecteurs Cm(polynomial pour k < ») sur E
v
nul en O tel que Bk = jg B. I1 suffit alors de prendre pour p le germe

d'action de générateur infinitésimal B. B

Le probleme d'extension résolu dans cette proposition semble beau-
coup plus délicat lorsque G est un groupe nilpotent (ou méme abélien) plus

général. Nous y reviendrons dans (4.3.2) , corollaire &

(3.2) Le théoreme de Hartman-Grobman.

(3.2.1) Commengons par en donner un énoncé a la fois plus concis et plus

complet :

THEOREME 1. Soient X une variété, a un point de X. Si G =R ou Z, tout

1 . . . s .
p € Acta(G,X) tel gue’Ell) € GL(TaX) soit hyperbolique est C°-linéarisable.

REMARQUE. On prouve facilement (cf.Irwin pour la dimension infinie) que,
sous les hypotheses du théoreme 1, les propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) 31(1)est hyperbolique ;
(b) El(t) est hyperbolique pour tout t € G¥ = G < {0} ;
d ~

(c) (Si G =R) le spectre de Ag ,ou A = rs pl(t)lt:O € gf(E), ne ren-

contre pas i IR.

76



GERMES D’ACTIONS

Soit V un champ de vecteurs C1 sur une variété X. On dit que

a € V—l(O) est un zéro hyperbolique de V lorsque le spectre de TaV € gﬂ(TaX)
ne rencontre pas i R. Si p € AthGR, X) est le germe du rflot de V, cela
équivaut donc a dire que 31(1) est hyperbolique. L'équivalent du théoreme 2

de (3.1.2) est 1la

PROPOSITION 1. §i X est de dimension finie et séparable, l'ensemble des

champs de vecteurs V de classe c(r 2 1) sur X dont tous les zéros sont

hyperboliques est ouvert et dense pour la topologie fine. 8

Revenons au théoreme 1, en commengant par un contre-exemple :

PROPOSITION 2. L'action de R (ou de Z) sur Rr® donnée par

R(t, (x},x%,x2)) = (efxl, My (1Mt (3

9

+tx1x2))

avec A < 0, a un germe p € Actz (GJRJ) qui n'est pas Cl(ni meme Lipschitz)-

linéarisable. ®

Une démonstration est indiquée dans Irwin. Un résultat de Samovol
montre que ce contre-—exemple est essentiellement le seul en dimension finie

pour des germes d'actions suffisamment différentiables.
Les notations sont désormais celles du théoreme 1.

LEMME 1. Pour tout e > 0, si X est de classe c’ (r21), il existe une action

R de G sur E = Ta X fixant O et un germe mo € ﬁZ’O(X,E) tels que

(i) ¢oeep = [Rr] ¢ x {0} )

(ii) si G = Z (resp.R), alors E(tl) = Li:l

* £ (resp.R est le flot de

. ~1 ~1
A+ g), oul =9 (1) (resp.A = é%-p (t)|t=0) et £ et f_(resp.g) sont

lipschitziennes, nulles en 0, de constante de Lipschitz < £ et a support

borné.

De plus, si la topologie de E peut-%tre définie par une norme |.|
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de classe C' en dehors de 0 (en particulier si X est de dimension finie ou

hilbertienne), alors R peut étre choisie de classe Cr+1,r.

Preuve. On peut évidemment supposer, via un germe @o € 3Z,O(X,E), que
(X,a) = (B,0) et B1(t) = D(F(£))(0) pour tout t € G.

Soit h(resp.V) un représentant de classe ¢! de (1)
(resp. é% 3(t)|t=0) défini au voisinage de O. Il est clair que, pour tout

réel o > O assez petit, si B' = {x €E: le < 3 a}, alors

3o

f = (h-L)|,, (resp.(V-A) )
a |B3a IB&a

est lipschitzienne, et que sa constante de Lipschitz Lip % tend vers O

quand o — O.
Soit u € C®@,[0,1]) une fonction telle que u_1(1)=]— w,1] et

-1
u 7 (0) = [2, o[, et soit F i E——E 1'application donnée par

u(a-llx])f (x) pour |x] < 3a
F (x)={. «
¢ 0

pour le 2 3o

Soient x et y € E.

-Si |x| < 3a et lx+y| < 30, on a

lFa(x+y)—Fa(x)] lu(a—1|x+y| )(fa(x+y)-fa(x)) +

+ (e ey D-uta™xI N1 (0] =

A

Lip £ (1+3 Lip u) |yl.

- Pour lxl 2 20 et |x+y| = 2a, ’Fa(x+y) - Fa(X)l =0 .
- Pour le < 20 et |x+y| > 3a (ou vice versa), on a |y| > oy

et donc

lFa(x+y)-Fa(x)' = lu(a-llxl)fa(x)l < |x|Lip%§ 2 lyILip f

Si 1'on choisit f+(resp-g) égal a F_ pour a assez petit, le lemme résulte
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donc pour G = Z du théoreme d'inversion locale -en l'occurrence globale-
lipschitzien (cf.Shub ou Irwin) ou Cr, et pour G =R du fait (mémes référen-
ces) qu'un champ de vecteurs lipschitzien (globalement) engendre une action

de R. B

Je renvoie a Irwin pour la démonstration (triviale en dimension

finie) du

LEMME 2. I1 existe une norme I-I définissant la topologie de E et deux sous-

espaces fermés E et E de E vérifiant E = E' ® E”, tels que

~1 ~1 - -
(i) 77 (¢) E' = E et P(t) E = E pour tout t € G ;

(ii) Si X—x, désigne la projection de E sur E parallélement a E ,
—_— —_— T -

- - +
il existe c, c_ > 0 tels que

-qt
[GHx), |56 Flx ] et [G -t |5 ™Y x |

quels que soient t 2 0 et x € E. 8

E' et E” sont respectivement les sous-espaces stable et instable

de p1. On les appelle parfois les sous-espaces invariants de pl, terminologie

extremement mauvaise (il y a en général bien d'autres sous-espaces vectoriels
. . 1 n
de E invariants par p~) ; nous proposons donc de les appeler '"fortement

invariants'", pour des raisons que nous préciserons dans (4.4.1).

Pour bien expliquer la signification géométrique de la preuve du

’ b . . .
théoreme 1, nous allons d'abord examiner un cas particulier :

(3.2.2) Démonstration du théoreme 1 pour G = R, lorsque le spectre de A est

contenu dans {Rez < O}.
On a alors E = E+, et il est possible de choisir R dans le lemme 1
(la norme étant celle du lemme 2) de maniere que, pour une certaine constante

C> 0, on ait

79



M. CHAPERON

IR(t,x) | = e %]
quels que soient t 2 0 et x € E.
Soit S une sphére de centre O et de rayon > O dans E, et soit T
le cone obtenu en rajoutant a IRxS un point & 1'infini £ du coté des (t,§)
avec t > 0. Soit H (resp.Hi) 1'application de I' dans E donnée par
{o = H(Z) (resp.H (D))
HIRXS = RI]R><S (reSP'thRxS = p1|]R><S) :

On prouve facilement (exercicel!) que H et H1 sont des homéomorphismes, et

, . 1 -1
il est clair que 1'homéomorphisme F = H ° H est tel que Fy R = pl.

De maniere équivalente, on peut définir F par le fait que FIE {0}
N

est 1'unique solution du '"probleme de Cauchy"
{F(R(t,x)) = p1(t,F(x)) quel que soit (t,x) € Rx(E{0})
FIS = idElS .

Si S a un rayon assez grand pour contenir supp g dans son inté-

. . =S ’ . . . ’ . ’ ’
rieur, une troisieme definition, équivalente aux deux précédentes, est

F = 1im Ft au sens de la convergence simple,
t—too
ou (Ft)t > o est la famille d'homéomorphismes donnée par
~1
Fo(x) = 57(t) ° R{~t,x).
En fait, F_ est alors égal a l'identité sur 1l'extérieur de S pour tout

t
> iné .
t 0, et plus généralement (FtIE\{O})t > o ©st une famille localement

stationnaire : quel que soit x € E « {0}, il existe un ouvert U2 x de

E « {0} tel que F

- > .
tlU = FtOIU pour tout t to

Par conséquent, F est bien définie, aussi différentiable que

_1)

t 't =20 posséde évidemment les mémes

R sur E {0} ; de plus, la famille (F
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propriétés, et il en résulte que sa limite est égale a F—l, qui est donc
aussi différentiable que R sur E \ {o}. Pour prouver ce qui manque encore,
a savoir la continuité de F et de F“1 en 0, il suffit donc (en oubliant pro-
visoirement la premiere démonstratio@ de prouver que les

suites (F ) et (F-l)

convergent uniformément, ce qui est le cas
n n€ N n ‘n€ N g ! 1

(nous le prouverons dans un instant). O

.

. ~ . .
Remarque. Cette maniére extrémement simple de ramener le cas ou G =R a
celui ou G =2, qui reviendra souvent dans la suite, ne parait pas "clas-

. . . h . . . .
sique'", ce qui a conduit a bien des contorsions inutiles.

(3.2.3) Preuve du théoréme 1 dans le cas général.

L'idée la plus naturelle pour généraliser si G =R la démonstration
précédente est, avec les notations du lemme 2, de se donner par exemple le

cylindre Q . " {x € E : |x+| = r}, avec r > 0 assez grand, et de définir

-1 -1 . -1 1 -1
|g  E= Par (F —ldE) |Q+ =0etF _p (t,x) = R(t,F "(x)) pour tout

(tyx) €ER x (EN~E ). Cette idée, qui sera celle de notre démonstration du

F

théoreme de Sternberg, ne s'applique pas ici (voir cependant 1'appendice 8),

et il faut recourir a l'astuce consistant a définir F par

]
=

{ F(x) , = X, pour tout x € E vérifiant Ix+|

n
e ]

F(x) _ = x_ pour tout x € E vérifiant |x |

avec r > O assez grand.

En fait, 1'argument analytique "aveugle' correspondant (cf.Arnold

(2], chapitre 3, § 13, Palis, et Pugh) est tres simple :

LEMME 3. Soient E' et E- deux espaces de Banach, L+ € GL(E+) une contraction

(i.e.]L +] < 1), L_ € GL(E”) une dilatation (ice. |17 < 1), E = E*XE™ muni

de 1a norme I(x+,x_)]= max {|x+|,|x_|}, L = L xL_ € GL(E) et F,F' € c°(E,E)

deux applications bornées et lipschitziennes. Si Lip F et Lip F' sont assez

petites, alors H = L + F et H' = L + F' sont des homéomorphismes, et il
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existe une unique application bornée G € CO(E,E) telle que

H' o (id+G) = (id+G) o H.

Preuve. La premiére assertion vient du théoréme d'inversion "locale" lips-
chitzien. L'identité finale s'écrit
LoG + F'o(id + G) = F 4+ GoH,

soit G = 2(G), ou, si F = (F , F_ ), F' = (F' F' ) et G = (G,,G_),
8(G) = ( (L2G,_ + F!o(id+g) -F) it L:l(G_oH + F_ - F'o(id+G)).

Soit CZ)(E,E) 1'espace de Banach formé des éléments bornés de c°(E,E) ,muni
de la norme de la convergence uniforme. Il est évident que ? envoie CE(E,E)
dans lui-méme et en est une contraction stricte (i.e. Lip ¢ < 1) pour Lip F

et Lip F' assez petites, et on conclut par le théoreme du point fixe. O
Remarque. On ne suppose pas dans le lemme 3 que F(0) = F'(0) = O.

Supposons les hypotheses du lemme 1 (avec £ assez petit) et du

lemme 2 vérifiées.

- Si G =Z, il existe d'apres le lemme 3 une unique application

continue bornée Gl(resp- Gz): E__ 5 E telle que 1'on ait
R(1) ° (id+G)) = (idsG,) ° F1(1)
(resp. T1(1) ° (idsG,) = (id+G,) ° R(1)),

et donc 5(1) o (id+G +Glo(id+G2)) = (id+G2+Glo(id+G2))o 3(1)

2
En appliquant de nouveau le lemme 3 avec H = H' = ﬁ(l), on en déduit que
l'application continue bornée G2 + G1 °(id+G2) est nulle, et donc que
(id+G1)°(id+G2) = id. Le méme raisonnement montre que (id+G2)°(id+G1) = id,
et 1'on a donc

. 1
(id + G2) wR=0 .
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- Si G =R, alors, d'apres 1'argument précédent, il existe pour
tout t > O une unique application continue bornée Gt telle que

31(t)°(id+Gt) = (id+Gt)o§(t), et id+G  est un homéomorphisme. L'unicité des

t

' -
Gt montre alors que 1l'on a G E t T G

pour tout % € q".

PO 1 . . .
On en déduit, p~ et R étant continues, que (id + Gt) R = pl pour tout

KN
W

t , et que G = Gt ne dépend pas de t . m

EXERCICES : 1, Justifier 1'emploi du lemme 3 si G = IR.
2.,Montrer que l'homéomorphisme obtenu par cette méthode admet

la définition géométrique donnée juste avant le lemme 3.

Remarque. La démonstration géométrique donnée au début de (3.2.2) se généra-
lise en la maniere suivante de raconter la méme construction pour G = R :

on commence par découper les cylindres Q+ et Q_ ou Q+ ={x€E:Ix+I=r}, r>0

assez grand, en feuilles {x+} X E_ = Fx et E+ X {x_] = Fx respectivement.
+ -
On montre alors que {ﬁ(t)(Fx ) : t €ER et |x+l = r} et
~ +
{R(t)(Fx ) : t €R et lx_l = r} se prolongent en deux feuilletages c® de E

tout entier, a feuilles aussi différentiables que R, en ajoutant une feuille

k (k=21), toute

W~ au premier et une feuille W' au second. Lorsque R est C
feuille du premier feuilletage est transverse a toute feuille du second,

et on repere chaque point de E par le couple formé de la feuille du premier

feuilletage et la feuille du second feuilletage qui le contiennent.

Comme le quotient de E par le premier (resp.second) feuilletage
est homéomorphe au cone T+(resp-F_) obtenu en rajoutant éﬁRxS+ (resp.RxS_)
- ou S . T {x € E . Ix| =r 3} - un point a 1'infini du coté des (t,x)

avec t > 0 (resp. < 0), on associe donc a R un homéomorphisme de E sur
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F+ x '+ En le composant avec l'inverse de 1'homéomorphisme associé de

méme a p1, on obtient une Co—équivalence entre R et pl.

L'idée de cette preuve a base de feuilletages invariants est due a
Palis - et antérieure a la démonstration utilisant le lemme 3 . Les feuilles

W et W ne dépendent pas du choix des deux feuilletages invariants :

Proposition 3 (i) Sous les hypothéses du lemme 1, 1'ensemble W' (resp.W )

des x € E tels que R(t,x) tende vers O quand t 3 +« (resp.-») est une sous-

variété, aussi différentiable que R, de E appelée variété stable (resE.

instable) de R en O.

(ii) Les germes W;(p) = @Jl(fw+]o) et W;(p) = @gl(EW-]o) sont

des germes de variétés aussi différentiables que p, et ne dépendant que de

p : on les appelle respectivement variété stable et variété instable de p.

(iii) Avec les notations du lemme 2, on a T W;(p)=E+ et

a
- - . | . .
Tawa(p) = E , et tout germe W en a de sous-variétée C° de X invariant par p

et tel que TaW = E+(resp.E—) est égal a W;(p) (resg.W;(p)).

La preuve de ces résultats est tres bien exposée dans le livre
d'Irwin. En classe C° et en dimension finie, notre démonstration du théoreme

de Sternberg les impliquera. ®

(3.2.4) Théoréme de Hartman-Grobman a parametre.

Pour 1'instruction du lecteur, nous allons 1l'énoncer dans un lan-

gage un peu formel, qu'il ne manquera pas de traduire en langage humain.

Soient G un groupe de Lie, A un espace de Banach et a4 un point
d'une variété X. Une C'-déformation (r = 1) de p € Ath(G,X) a parametre
A € A est par dérinition un germe p € Actia’o)(G,XxA) tel que tout représen-
tant R de p soit de la forme (g,x,l)p___g(Rx(g,x),k) dans un voisinage de

GX{(a,o)} et vérifie [Ro]Gx{a] =Pyt
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Remarque : On ne suppose donc pas dans cette définition que Rx(g,a)za quel

que soit g € G pour A £ O.

La déformation triviale a paramétre A € A de p, est la c-déformation dont

un représentant est (g,x,h)p___a(Ro(g,x),l), ou R désigne un représentant

de po-

Une C'-déformation p de Po € Ath(G,X) et une C'-déformation p' de
p' € Act®, (G,X'), toutes deux a parametre A € A, sont Ck-isomorphes lorsqu'il
o a' _—

existe h € 2K (XxA,X'xA), ayant un représentant de la forme
(a,0),(a',0)
(x,x)k___é(hx(x),w(x)), tel que h , p = p' (et donc ho Py = pé ).
. . < . . 1
Théoreme 2 (Hartman-Grobman a parametre) Si G =R ou Z, et si ° € Acta(G,X)

.

est tel que 32(1) € GL(TaX) soit hyperbolique, alors toute déformation a

parametre A € A de P, est C2isomorphe 3 la déformation triviale a parametre
1
A €A de {o7] Gx{a} "

Idée de la démonstration : Il s'agit vraiment de reprendre "a parametre A"

la preuve du théoreme de Hartman-Grobman : on commence, comme dans le lemme
1, par se ramener a l'aide d'une carte locale au cas ou (X,a) = (E,0), puis
on montre (meme preuve que pour le lemme 1) 1l'existence, pour tout & > 0,
d'un ouvert A_ 3 0 de A et d'une action R de Z (resp.R) sur E x A_,de la
forme (t,(x,l))p___9(Rxﬂt,x),h), et dont le générateur (resp. le générateur
infinitésimal) a pour différence avec celui de (t,(x,l))p——-)(p:(t,x),l) une
application a support borné, de constante de Lipschitz < e. Pour € assez
petit, on peut alors appliquer le lemme 3 a H = Ei(t) et H' = ﬁx(t) pour
tout A € Ae et t = 1(resp. tout t > 0), ce qui permet de prouver comme
précédemment 1'existence d'un F € pirf°(E,E) tel que Foos Ry = pz. D'apres

le théoréme du point fixe a parametre, F, dépend continiment de A. ®

Commentaires : Pour A £ {O], la raison pour laquelle on doit se contenter

s . . . . 1 . . . . .
ici d'un C°-1somorphxsme est tres simple : un C -isomorphisme impliquerait,
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avec les notations de la démonstration précédente, que, pour A € /\8 assez
. . = -1 ~1 d ~1
petit les automorphismes D(Rx(l)) (Fx (0)) et po(l) (reSp‘Ei'po(t)ltzo et
~ -1
D('é%'Rx(t)ltzo)(Fl (0))) de E soient conjugués dans GL(E), et aient donc en

-~ - ~ . . ’ Ie
particulier le meme spectre, ce qui n'a aucune raison d'étre en général.

- Le théoreme 2 mélange en rait les trois propriétés suivantes :
(a) Le fait que, d'aprés le théoreme des fonctions implicites, il existe
. . . 1 P
un unique germe ¢ : [A']o___9 [E]O d'application C° tel que, pour tout repré-
sentant & de ¢, ®(A) soit un point fixe de Rl pour tout A assez petit.

(b) Le théoréme 1, appliqué a chaque R, au voisinage de &(A).

A
(¢) Le fait que, pour tout élément hyperbolique A de GL(E), la classe
d'équivalence de A pour la relation

" A est équivalent a A' si et seulement si ils sont coniugués dans Diff®(E,E) "

entre A et A' € GL(E) est ouverte.

Le point (c) est une propriété des actions linéaires de Z , et
on a une propriété correspondante pour les actions linéaires de R. En re-
vanche, les actions linéaires de groupes abéliens ou nilpotents plus géné-
raux ne possedent pas cette propriété {cf. Camacho, Kuiper et Palis pour
les actions holomorphes de &), ce qui rend beaucoup plus délicate la démons-
tration d'un théoreme de linéarisation C° pour les germes d'actions de ces

groupes (cf. Chaperon pour les germes d'actions holomorphes de €).

4 FONDEMENTS ANALYTIQUES ET PREMIERS RESULTATS DE LA CLASSIFICATION C* DES

GERMES D'ACTIONS DE GROUPES ABELIENS.

(4.1) Premier énoncé du théoreme de Sternberg et idée de sa démonstration.

Pour ne pas lasser d'emblée le lecteur par des trivialités algé~-
briques, nous allons commencer par un énoncé un peu vague, qui sera précisé

ultérieurement :
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THEOREME (Sternberg). Soient p € Ath(G,X) et p' € Act:,(G,X') oll X 3 a et

X' > a' sont deux variétés de dimension finie et G =R ou Z. ﬂ};l(l)

(ou 3'1(1)) est hyperbolique, alors p et p' sont C”-isomorphes si et seule-

ment si ils sont formellement isomorphes.

Nous allons donner maintenant une idée de sa démonstration dans le

. . h
cas particulier ou

1
Xt =TX = E ' = 0€ Eetp'= .
a y a et p [p ]GX{O}

Si p et p' sont formellement isomorphes; nous pouvons, via un germe
Po € ﬂz 0(X,E) (dont 1'existence résulte du théoréme d'E. Borel), supposer
9

que
(X,ya) = (E,0) et 3° = (p") .

Soient E' et E” les sous-espaces stable et instable de p1. La

premiére étape dans la preuve du théoreme de Sternberg est le

LEMME 1. I1 existe ©, € ﬁZ(E) tel que

PR ] Lo
(G 990) Jax(e*Ue™) = U9 ") |ax(E*UET)

Le germe ?, est obtenu comme suit : on prouve que les suites

1
(5= FEn) B ) g e gy et (BT (o)) =) e

convergent respectivement vers un germe z+ en 0 de section de pm:Jm(E,E)___;E
+ - . -

au-dessus de E et un germe z en O de section de P, au-dessus de E , en un

sens que nous préciserons. On choisit alors @1, grace aux théoremes 4 et 5

de (1.3), tel que
(5%¢.) =2 et (37¢) =z, 0
1 |E+ 1 |E~

Munissons E d'une norme euclidienne satisfaisant le lemme 2 de (3.2.1) et

pour laquelle E' et E” soient orthogonaux. La construction effectuée pour
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prouver le lemme 1 de (3.2.1) donne le

LEMME 2. I1 existe une C”-action R de G sur E possédant les propriétés sui-

vantes :

(i) (R] 1

* s .
=%y P ety R = j P

ax{o} Gx (ETUE™) Gx (ETUE™)

(ii) Pour G = Z (resp.R), ﬁ(I)Jﬁl(l) (resp. é% (E(t)—?l(t)"t=o ) est a

support compact.

(iii) Il existe k > O tel que, quels que soient t = O dans G et x € E,

on ait |R(t,x) l < e_ktlx |. o
—_—_ + +
Le théoreme résulte alors immédiatement du

LEMME 3. Pour chaque t € G, soit H, = R(t) o 31(-t). La suite (H ) con-
q So1t Hy —— ""nn€é€N——

verge au sens ¢® (sur tout compact) vers un H € Diff”(E,E) tel que

“*R:pl..

La preuve des lemmes 1 et 3 sera donnée dans (4.2), sous la forme
plus générale qui nous servira.
COMMENTAIRE GEOMETRIQUE DU LEMME 3. Il résulte du lemme 2(iii) que les fa-
et (H_l ) sont localement stationnaires :

) = P-4
g~ t0 t g 20

milles (Htl

quel que soit x € E<\E™, il existe un ouvert U 2 x de E\E™ et un n €N tels

et 071 -1

=H o tlu=%alu
o (o]

' i 2
que 1l'on ait, pour tout t n, dans G, HtlU

Comme H
t] -

que, quand t — +o, H

-1 P . . s
= H = id pour tout t € G, on déduit de ce qui précede
t | Elg

{ converge simplement vers une application H qui est

bijective, d'inverse I-I—1 = lim H_l, et telle que Hl _ = idg _, que
E

t= 4+ t E
H) _€ Diff”(E\ET,EE") et que j”+ (H-idp)| = 0.
E\E E" [0} E~E

Enfin, H vérifie évidemment ¥R - pl.

Par conséquent, seule la différentiabilité de R le long de E~
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requiert un peu d'Analyse ; pour celle-ci, il suffit bien slir, comme nous

1'avons fait dans 1'énoncé du lemme 3, de considérer la famille (Hn)neiw'

Une maniére "encore plus géométrique" de décrire H est la suivante:
pour G = Z (resp.R), soit r un réel > O tel que
supp(R(DF1 (1)) €8 = {x €8 |x,| <x]
a3 ~1 ~1
. — - c . i = -
{resp supp(dt(R(t) P (t))lt=0) Br) Si D (P ( 1)Br)\Br

(resp. D = {x € E: |x+] = r}), on montre facilement que HI _ est 1'unique
E\E

solution du '"probleme de Cauchy"

r

{ (H-idE)lD =0

vVt€G He° El(t)l = R(t)vHI _
E\E E\E
La construction de H peut donc étre vue de la maniere suivante :
1/ On se donne une partie dense U de E, invariante par R et pl(en 1'oc~-
currence U = E\E™, le cas ou E = E  étant réglé par le lemme 1), et 1'on
définit HIU par sa restriction & un domaine fondamental de pilGxU (en 1'oc-
curence D_).
r

2/ On vérifie que H se prolonge correctement a Ew.

Nous ne procéderons pas autrement pour des G plus généraux.

(4.2) Un peu d'Analyse.

(4.2.1) Le théoreme du point fixe "a tiroir'".

Etant donnés un espace topologique Y et une application u : Y ,

nous dirons que y € Y est un (et donc le) point fixe attractif de u lorsque,

pour tout y € Y, lim u'(y) = y. Le théoréme du point fixe habituel affirme
N—o
donc que toute contraction stricte d'un espace métrique complet a un point

fixe attractif.

Notre preuve du théoreme de Sternberg et de ses généralisations
ultérieures ne fait appel a aucun résultat d'Analyse difficile, mais seule-

s ’, ’ . ’ . . . .
ment au tres élémentaire théoreme du point fixe "a tiroir"
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Théoreme. Soient Y un espace topologique séparé, Z un espace métrique et

w : YXZ 2> une application continue, de la forme (yaz)»—__)(u(y),vy(z)) et

possédant les propriétés suivantes :

(i) u a un point fixe attractif y € Y.

(ii) Pour tout y € Y, lim sup Lip{v ) < 1.
Sour tout n
n—w u (y)

(iii)vw§ a_un point fixe z (ce qui résulte de (i) et de (ii) si Z est

complet).

Alors w admet (y,z) pour point fixe attractif.

Démonstration. Etant donné (y,z) € Y x Z, posons (yn,zn) = w'(y,z) pour tout

n € N. On a donc z =vy (zn), d'ou, si d désigne la distance de Z,

n

+1

d(zml,z) s d(vyn(zn), vyn(z)) + d(vyn(z),z)-

D'apres (ii), il existe k € ]0,1[ et m € IN tels que 1'on ait Lip vy <k
n
pour tout n = m, et donc

(1) ¥n= m, d(Zn+1’_Z-) < k d(Zn,E) + d(Vyn(E)aE)'

Commme v est continue, il résulte de (i) et (iii) que
d(vy (z)yz) = d(vy (z), V;(;))-———)O quand n —3 =, et donc en particulier

n n
que

(2) €, = SuP{d(vyn(;)’;) tnz2m}<w .

De (1) et (2), on déduit que, pour tout n 2 m, on a

n-m
z) < kn+1-m d(z ,z) + Z ke ,
m j=0 m

d(zn+1,

d'ou _ -1
. < (1- .
lim sup d(zn,z) (1-k) €n
n = o«

Le théoreme résulte donc de ce que lim €n = 0. @
Mmoo
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(4.2.2) Théorémes de conjugaison.

Nous allons maintenant prouver des résultats qui impliquent les
lemmes 1 et 3 de (4.1). Pour éviter de rebuter le lecteur par des détails
techniques, nous allons les énoncer sous la forme qui nous servira et les
prouver dans le cas particulier qui suffit aux principales applications
visées. L'appendice 6 contient a la fois des énoncés plus généraux et leur

démonstration, qui n'est guere différente.

Soient I un ensemble fini, o - R"/2zZ ™(m ENWN), M = I x o™ et E
un espace de Banach. Désignons par m : 6 ——>Q la projection canonique de
3 = I xR"™ x E sur Q =M x E. Soit vy = [f]a : [Q]ac———) [Q]a, un germe d'ap-
plication c® (k=2 1). Quels que soient A € nla) et T € n—l(a'), si

T = (jyb) €I x (R™E) et 3' = (j'yb') € I x (R™ x E), la donnée de
-1 ~ ~
[ﬂ]z, °y e [TC]; : EQ)!;.—-—)EQ];,

- . s PO m m .
équivaut a celle de (j,j') et d'un germe B : (r xE]b_.)DR xE]b, d'applica-
tion C*. I1 est clair que D*B(b) € LEGRme,IRme) ne dépend pas du choix de

~ ~
a et a'y et 1'on note

¥ v(a) = DX r(a) = D¥ B(b) .

L'application j: f — (a,f(a), (p%£(a)) ISjSk) est un difféomorphisme de

Jk(Q,Q) sur QxQx T\_ Lj(]Rme, R"XE).
1< j<k

HYPOTHESES. - Dans ce qui suit, M désigne
-soit le produit I x ’lI‘m, auquel cas les notations sont celles que nous

venons de définir ;

-soit une variété riemannienne compacte arbitraire, auquel cas les

notations sont celles de 1l'appendice 2.

(La premiére situation correspond au cas particulier de la seconde ou 1'on

munit T" de la métrique plate obtenue en relevant la métrique euclidienne
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standard de R™).

On se donne un espace vectoriel euclidien E, un sous-espace vectoriel F de E,
et 1'on note Q = M x E, Z = Mx {0} SQet W=MxF < Q. On munit Q de 1la
structure riemannienne produit (pour laquelle chaque {8} x E avec 8 € M est
orthogonal a Z), et, pour chaque r > 0, on désigne par Br(respowr) 1'en-

semble ((8,x) € Q@ : x| =r} ={y€aQ: dy,2) < r} (resp.B W). On note
X p3X_ la projection orthogonale de Q sur F , d'ou en particulier
lx_l = d(x,2) pour x € W . Etant donnés un réel r > O , un réel B , une par-
tie U de Q contenant Wr et deux applications F et G de U dans Q , nous pose-
rons
{ B = max{0,B}
d:’B(F,G) = sup{lx_l_gd(F(x),G(x)):x € Wr‘\ £} < = .

De méme,si X est une application de U dans un espace normé,

'XIr,B = sup{'x_l_BlX(x)l : x € W \ g} <=,

et, étant donné H : V3 Q avec Br CV cQ , nous désignerons par Lipr(H)

la constante de Lipschitz de HIB
r

On se donne un germe £ : [W]y__, J”(Q,Q) de section holonome de la projection

source J(Q,Q) —> Q , de la forme

¢ = [jumﬂz ,

ou U est un voisinage ouvert de ¥ dans Q et f : U—5Q un plongement c”

possédant les propriétés suivantes :

(i) f(UNwW) = f(U) N W
(1)

(ii) 3 eeJoyil : vxeunw, Ix | <eclf(x) |
(et donc en particulier f(3) = T).

On pose

9 = Fsz

et
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-1
A= f ,w » A_(x) = A(X)_ pour x € f(U) N W,
c = lim IA_|r,1 'R =1 - ¢,
(2) r—-o
K, = sup{IDf(x)| : x € £} = 1im IDFI
r,o
r-o
L, = sup{ID(e™H Ol + x € 5} = 1im D7)
r—0 T
D'apres (1) (ii), on a
(3) 0<c <c¢c<1;
o
notons vA_ : £ _3L(F,F) la dérivée de A_ normalement a £ , c'est-a-dire la
restriction a ¥ de la dérivée partielle
W M x F Y (0,v) —s 25 (g,v) € L(F,F) ;
= ’ —> 3V ) ) )
de la formule de Taylor
1 J3A_
A_(0,v) = A_(6,0) + ([ == (0,tv)dt).v ,
on déduit que
(4) cO:max“v Al xexy .
Pour chaque k € N, posons
LogK0+kLog Lo
s(k) =k+1 + [————_—L—o—g—c—;— ] pour LOgKO+ k Log LO =2 0
(5) [(LogKo)/(—LogLO)] + 1 sinon
t(k) = max{k,s(k)} ,
ou [.] : RyZ désigne la partie entiére, et
(6) s(w) = 1lim s(k) , t(®) = « .
Kk~
Il est clair que c, R , Ko y L0 , s et t sont bien définis par { (et méme

par j; f), indépendamment du choix de f .

Si 1'on note -Bl;:(Q) le groupe des germes [Q]T & de Ck—di fféomorphismes, on a

le
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o - J t(k) *
THEOREME 1. - Soit ¥ un élément de ﬁz Q) , k € N U {=} , tel que

(i) jS(k)W _ js(k)

Z z f-

Quel que soit le représentant g de ¥ , il existe un réel ry > 0 et une

section holonome H de la projection-source Jk(Q,Q)._;Q au-dessus de Wr

o
tels que, pour tout r € ]O,roj, la suite (j; (gnof_n))nem soit bien définie,
r
converge uniformément vers H et ne dépende que de j& (f—l) et de
£ lw P q Iy e Bl
r r

Le germe T = fH]Z est donc déterminé par [ et ¥ indépendamment du choix de

fetg . Si h¢€¢ ﬁ;(Q) est tel que 1 = (jkh)'w , on a

k id

. .k .
(ii) i h = j

3¢
(iii) 5wy = K ey
W W

o

e
<

en particulier, [w]Z est h"¥ - invariant .

Démonstration lorsque M = I X TTm. Supposons choisi un représentant g de ¥ , de

t (k)

classe C , et posons, pour tout r > O assez petit,

((a) c. = lA_Ir,1
(7) (b) K, = Lipr(g) = max{IDg(x)| : x € Br]
-1
(e) L = |DCf )|r,0 z e,

Le lemme suivant contient toutes les inégalités qui nous serviront

LEMME 1.- Quels que soient 1'entier j € [0,k] et le réel a € [s(§),s(k)], il

existe r. (o) € JO,1] te} que A W et ng soient bien définis, et
J rj(a) rj(a)

possédant la propriété suivante : pour tout r € JO,rj(a)] et tout £ € {0,...,3},

on a
(a) K ot oy
r r r
(8) (b) R ra_1 i <1
T r

(¢) (K + R " a
r
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, -4 £
Preuve. Par définition (5) de s(j), on a Ko ci LO <1 pour 0 < £ < j ;
en outre, si r tend vers O , le réel o & [s(j), s(k)] étant fixé, alors

0 .
(Kr vocpr Lo dr’a(f,g)) tend vers (Ko, c Lo 0) d'apres (2), (7) et 1'hypo-

these (i) du théoreme. On en déduit immédiatement (8), car o est au moins

égal a s(j) 21 . O

NOTATIONS. Pour chaque i € IN, une section F au-dessus de U € Q de la fibration
p; : Ji(Q,Q) — Q (donnée par pi(ji Y) = x) s'identifie a une application
de U dans Q x @ ) LjﬂRmeJRmXE), dont nous noterons F° 1la composante sui-
vant Q et Fj(llz‘]jls i) la composante suivant LgGRmXE,ZRmXE); étant données

deux sections F et G de pi au-dessus de U 2 Wr(r > 0), nous noterons

i o
dr,B(F’G) = max {dr,

5 (F0,6%), max {[FI-T] o :1s 55 1)),

J

et nous appellerons Cg(pi) 1'ensemble des sections continues de p; au~-dessus

de U.
Voici les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler:
LEMME 2. Quels que soient i €N, o € R et r > 0,
i _ € © . 40 o . < i i
Yo o= ey (pp) s ) (1 idg) < R et d  (H,jhid)) <w) ,

r

. . i PO
muni de la distance dr o ,est un espace métrique complet. U
b

LEMME 3. Quels que soient 1'entier j € [0,k],1le réel o € {s(j),s(k)]

et r € Jo, rj(a)], 1l'application ¢0 dérinie par

[} = ° °
O(H) g H Alwr

est une contraction stricte de Yg o he dépendant que de A W et de ng .
1
r

En particulier, la suite Qg(idQlw ) =g o f-nlw converge uniformément.
r
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Preuve. Etant donnés H € Y0 et x € W, on a
—_— rya r

d(H o A(x), Z) < d(H o A(x), A(x)) + d(A(x), Z) <

I NCRE T I B P YCO T A PXCO N

Qlw,
<R |x la + c |x ] Sr
r - r -
par (8)(b)) ce qui prouve que QO(H) : Wr'___’Q est bien définie et ne dé-

pend que de H, de Alwr et de ngr.

Pour tout H, € Y1 , on a donc
1 .o

d(Qo(Hl)(x), QO(H)(x)) S K d(H; - Alx), H o A(x)) <

<K . . &
Kr dr,a(Hl’H) r lx—l !

d'ou
d° (2 (), & (H) < K c*d (H,H.
rya o 1°' “o r r ryoa 1’
. a .
Puisqu'on a Kr c < 1 d'apres (8) (a) , il ne reste donc plus qu'a

prouver 1'inclusion QO(Yg,a) c Yi’a. or,
d(QO(H)(x),x) < d(QO(H)(x), @o(idQ]wr)(x)) + d(g o A(x),f o A(x))
S (K, d) (H, dg) + a7 (£,8)) 2lx_|* <R |x_|®
d'apres (8)(e). O

LEMME 4. Quels que soient 1'entier £ €[1,k], le réel a € [s(4),s(k)],

le réel r € Jo, rz(a)] et i€ {1,...,4}, les hypothéses du
i-1

théoréme du point fixe a tiroir (4.2.1) sont vérifiées par Y = Yr o ?
b
Yx2Z=Y  etw=8%., ou pour H € i et x€w
= tp,q &2 WS %y oW pour ryo — r’
. i -1
¢ () () =(3', g)° H (A(x)) ° §1(£77)
H (A(x))

(le ° désigne la composition des jets), et 1'application Qil i ne dépend
Y

rya
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..n)

i - . . . A 4 n
que de j; 1 et de g|p + Eno particulier, la suite QE(Jwr 1dQ) = Jwr(g of
r r

converge uniformément.

* .
Preuve. Pour chaque j € N, soit Zg « 1'espace de Banach
-_— 9

J o Jgm m . |yd
{nd € c®w, LI®" x E,R"x E)) : |H lr’a_j < w}

. i
i rme ., et soit Z = Z .
muni de la no l'lr,a-g’ T,

i . Li-1 i T,
L'identification de J°(Q,Q) a J*77(Q,Q) x L;GR'"xE,R xE) induit une

identification de Y' o a Y x Z donnée par
b

b

i i i, .
Yr o B) HH(Hi—] , H -(D ldQ)lwr) €Y x 2

o

ou H = (H ,...,H1_1) désigne la composée de H avec la projection canoni-

i-1
que Jl(Q,Q).__)Jl_l(Q,Q)- Moyennant cette identifieation, posons, pour chaque

(y,z) €Y x 2,

{ @i_l(y) = @i(y,z)i_1

i i i, )
$ (y,z) = @i(y,z) - (D 1dQ) wr 5

ces formules ont un sens, car 1'argument donné pour i = 0 dans la preuve du
lemme 3 montre que Qi est bien définie sur Y x Z , et n'y dépend que de

j; (r7 1) et de e ; en outre, d'apres la formule de Faa-di Bruno (appendice

r B
r

1), la fonction @i(y,z)i_ est indépendante de 2.

1

Supposons que Qi— soit une application continue de Y dans Y |

1
possédant un point fixe attractif - hypothese de récurrence vérifiée pour
i = 1 d'apres le lemme 3
Admettons temporairement que #'(Yx2) © Z . La formule de Faa-di

Bruno montre alors que, pour chaque H € Y ,

i
Vg o7 e ¢ (H,z)

97



M. CHAPERON

est une application affine de Z dans lui-méme, d'application linéaire asso-
ciée

®.
21— (x 1—3 Dg(H® o A(x)).2&(x)). (D(£ 1) (x))

La norme de cette application linéaire n'est autre que Lip(vH), et 1'on a
donc
. . i i
YH € Y , Llp(VH) <K ¢ Lo<1

d'apres (7) et (8) (a).

Pour pouvoir appliquer le théoreme du point fixe a tiroir a Qi ,
il suffit donc de montrer que ¢ est une application continue de Y x Z dans

Z . Or, on a le

. %* % )
LEMME 5. -(i) Quels que soient j € N , Myyessamy €N , {pz q:lslsg et
1
% , . . . PO .
1Sq§m£} © N yérifiant © p, =1ietn¢€ {1,...,3}, on définit une appli-
£,q ' q
o n, "1 "
cation continue B : Yr,a'_—’L (Zr,a""’zr,a 3Z) (espace des applications
m m

1

s s . n
n-linéaires continues de Z XeooXZ dans Z) par
r r,o -——

)

m m . m p
BH®) (2 1, .etyz M) (x)=DIg(H® oA(x)). (:> B (a(x)). (:) p 9 Y (x)
1<l<j 1<q<m,

ou H = {:z 4 pour 1 < £ < n

D zidQ pour £ > n

b3

.3 . .
(ii) Quels que soient j € IN et mj,...,mj € N vérifiant % my=i ,

on définit une application continue C : Y? > Z ar
]

. . m
C(H®) (x) = (DIg(H% A(x)) - DIf(A(x))). O 20
1<8<j

La formule de Faa-di Bruno (Appendice 1), appliquée a &' et a

D' (f o f_l) (alias D'id ), mountre que, pour tout H € Y; o ¢*(H) est la somme
m m ’

™, ou 2™ = H"-(D"iqd) y - Par conséquent, le
r

1
de C(H®) et des B(H®) (7 ~,...,z

98



CLASSIFICATION DIFFERENTIABLE : OUTILS ANALYTIQUES

lemme 5 implique bien que ¢" est une application continue de Y x Z dans Z, d'ou

le lemme 4

Preuve du lemme 5. Point (i) On a, pour tout x € L

m m . m P
'I £ ll £ -1
IB(H ) (= 1,...,2 My (x) | < IDJgI o P ,r aem Ip 79 ,r 0
° % chen ’ 4 1<h<j ?
1<q<m
£ Za—mz
A
x| ,
n, ™ "
ce qui prouve que B est a valeurs dans L (Zr a""’Zr OL;Z), car on a évidem-
3 b

ment a-1i < (q—mﬂ) pour 1< £ < n . La continuité de B vient de ce que DJg
est uniformément continue dans Br .

Point (ii). Quels que soient u et v dans Y? o ° Oonoa
I

J J .
(9) [(vlg) ouoa(DIg)ov, Alr,a—i < ooy

En effet, ou bien j < t(k), auquel cas ng est lipschitzienne, ou bien
j = t(k), et alors i = j = k = t(k) = s(k) 2 ¢ , donc a-i = O . En outre, il
est clair que 'nga u o A_ngo Vo ro-i tend vers O quand u tend vers
v (parce que (ng)lB est lipschitzienne dans le premier cas, parce qu'
r

elle est uniformément continue dans le second). Ceci acheve de prouver que,

o o
i Y c E i _
si C( r,a) Z , alors C est continue Yr,a Z

Or, d'apres 1'hypothese (i) du théoreme, on a

[(pdg) o« A-(DIF) ® Afr © et donc, a fortiori,

<
,s(k)-j
(10) I(DJg)oA—(D‘]f)°A < e,
rya-i
en vertu des inégalités i = j et o < s(k). En écrivant

(03g) o HO o A —(DIf) oA = ((DIg) o HOua - ((DIg) o A)) + ((DIg) o ac (DIf) o)

on déduit bien de (9) et (10) 1'inclusion C(Y? a) cZ.0o
9
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. - .
I1 nous reste, si k = », a montrer que le domaine sur lequel 1la

2
suite (j gnofn)lw converge uniformément ne diminue pas quand 4 augmente :

LEMME 6. Pour tout réel a € [s(o), s(k)] et tout

£ -
r € Jo, ro(a)J, toutes les suites (jw "oty €N (0<4<k) convergent
n ATt Rent
r

uniformément.

Preuve. Il résulte du choix de r que j; (gn .f ") est bien définie pour tout
r
n (voir la démonstration des lemmes 3 et 4). Pour tout entier £ < k, puisque
n
. £ N
. est < 1 d'apres (2), il existe n, €N tel que l'on ait A (Wr) < Wr s ou
£

N L
r, est choisi (par le lemme 4) de maniere que (jw (gan‘—n))ne converge

T4
uniformément. On conclut en écrivant, pour tout entier n = ng,

N

L o VA A A A ~e
iy & T =3y (& o(eg o £ ) o f
r r
I1 résulte donc du théoréme 4 de (1.3) que, pour tout r €JO, ro(a)], la
. . k
limite de (jwr(gn°f—n»n €N est le jet d'un germe en Wr d'application C,

dont le germe en & est tangent 3 celui de 1'identité en tout point de I, et

appartient donc a ﬁ;(Q) m

, L
Exercice. Evaluer pour 0 < £ < k < o la différentiabilité de (3 h)]W .

Dans ce qui suit, nous désignons par BE(Q) 1'espace des germes en

~ de champs de vecteurs Ck sur Q tangents a % .

Voici un théoreme que nous allons utiliser par pure fantaisie pour
prouver le Lemme 1 de (4.1) si G = R, mais qui nous sera extrémement utile

par ailleurs

THEOREME 2. - Sous les hypotheses du théoreme 1, soit ¢ = [f]Z - on a donc

L = j: ® . Pour tout k € WK-U (=] et tout z - ja(k) (

¥ , avec ¥ € ﬁ; k)(Q), si

1'on a
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.s(k) s(k),
(a) j§° Y o= j id
(11) { = z q
(b) ey = §f v,
alors
(12) jl;[‘P:j:fidQ.
De méme, pour tout § = jt;k)ﬁ , avec B € 6;(k)(Q) , si 1'on a
(a) js(k) B -0
{ z
(11bis) 3
() ') = e,
alors
(12bis) j“; B =0

COMMENTAIRE. - Un trait subtil de cet énoncé est le suivant : alors que (11)(b)
semble dépendre du choix de ® (et non seulement de (), (12) montre qu'il

n'en est rien.

Démonstration du théoreme 2.- Les notations sont celles de la preuve du théo-

reme 1 , avec g = f .

- Pourquoi (11) implique (12). Soit h un représentant de ¥ . D'apres (11)

{4), pour tout entier i € [O,k] et tout r > 0 assez petit, h appartient

i
Iy
. T
1

1 & i ] s
ros(i) D'apres (11)(b) et les lemmes 3 et 4 , iy h est donc l'unique

r
point fixe de @i dans Y; s(i)? c'est-a-dire j; idQ . Pour k < » , cela
b
r

. . . . ~
termine la démonstration ; si k = ® , on conclut par le meme argument que

dans le lemme 6.

-Pourquoi (11bis) entraine (12bis). Soit V un représentant de B . Pour tout

r > 0 assez petit, tout réel o> O et tout x € W, on a, d'apres (11bis)(b),

IV(x)| = IDF(A(x)).V(A(x))] < K .IV] ok 1%,
r r,a r -

et donc
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vl < kvl .
r,a r r r,a
Si a = s(0), on a |V|r N < o d'apres (11bis)(a) et K. ct < 1 pour r assez
,
petit, donc
— [ —a-di — .
'Vlr,s(o) = 0, c'est-a-dire V|wr =0

Etant donné un entier i € [1,k], supposons donc prouvée 1'existence de ri> 0

tel que

i-1
Iy

r.

1

V=0.

Pour tout r € ] 0, ri] assez petit, tout réel o et tout x € Wr , on a donc,

d'apres (11bis) (b) et la formule de Faa-di Bruno,

. . ®
D'V(x) = DF(A(x)).D'V(A(x)).(D(£ y(x)) b

et donc

[p'v| < K 27 Liiplv| ..
r,a-1 r r T T,x-1

o=1i

Si o = s(i), on a ID'V| . < o d'apres (11bis)(a) et K_ ¢ L <1
rya-i r r r

pour r assez petit, donc

Ip'v|

]
=}

- ' ou i
r,s(i)—i"o‘ dtou 3, Vv :

Cela termine la démonstration (en utilisant 1'argument du lemme 6 si k = «).®

EXERCICES 1. - Sous les hypotheses du théoreme 2, on suppose que EW]Z est

la variété instable de ¢ en & , ce qui signifie qu'il existe r > O tel que

les deux propriétés suivantes soient équivalentes :

(i) x € Wr

(ii) fM(x) € B_ pour tout n € N, et lim sup d(fn(x).2)1/n <A

n—
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Montrer que, si v : [W]v - ley est un germe de plongement C1

vérifiant Poy = v o @lw , alors y(EW]Z) = [W]Z . Par conséquent, 1'ensemble

2
W

h) = jTh)

est un groupe. Si z, désigne le centralisateur de j; ¢ dans {J: h:h € -B;(Q)},

7 = {jw h : h ¢ ﬁZ(Q) et jw(@

montrer que le théoreme 2 s'exprime ainsi : le morphisme canonique (restri-

ction) de 7 dans Z, est injectif.

2.- Prouver que le dit morphisme est un isomorphisme (soient U O &

un ouvert de Q et h : U5 Q un plongement tel que ;j; h € Zo . Montrer qu'il

. . .m -
existe r > 0 tel que la suite (jy (f"eh of n))n ¢ n converge uniformément ;
r

la limite est une section holonome S de la projection-source Jm(Q,Q)—->Q H

il est clair que [S]v appartient a Z et a pour image j;h par le morphisme

canonique Z — Zo) . Ce résultat rend (4.4.2) beaucoup moins mystérieux.

n .
DANS CE QUI SUIT, ON SUPPOSE QUE M = I x T° ( l'appendice 6 (A6.1) est plus

général sur ce point, mais plus restrictif par ailleurs).

Désignons par O le filtre sur Q engendré par les
V.= {x € Q: d(x,W) <r} avec r > 0, par [']3 les germes suivant 3 et par
la notation ¢ : [Q] R ___)[Q] R les germes ¢ : [al ] —> Q tels que, quels

que soient U € et le représentant £ : U —3Q de ?, on ait f-l(V) €3

pour tout V € § (et donc en particulier (W) C W). Appelons -Blg(Q) le groupe
des germes ¢ : {al g __>[Q] 3 d'applications Ck (0sk € ) tels qu'il existe
un germe ¥ : (ol 5 —> Lal 5 d'application Ck vérifiant @ o ¥V = Yo @ =[id]§ (en
d'autres termes, pour tout représentant f d'un tel ¢, 1'image directe et
1'image réciproque par f de tout élément de J sont dans J, et il existe un

ouvert U € J tel que f|, soit Ck—difféomorphisme sur f(U)).

U
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Nous dirons que deux éléments ? et ¥ de ig(Q) (0 £ k <) sont

égaux hors d'un borné lorsque ce sera le cas de deux applications f et g

de U € § dans Q vérifiant Ef]a = 9P et [g]B = VY.

THEOREME 3. Soit @ € ig(Q) un germe tel qu'il existe deux ouverts U € J et

U' €3 et un représentant f € Diffm(U,U’) de ¢ vérifiant

* -
V k E:mf, Dk f et Dk(f 1) sont bornées
(i) {
3c€10,10 : v x€ ur,d(s"H(x),W) < ¢ dix,W).
; ey * * 3
l.l__fLSti s:IN U {“’}() telle que s(N')c N et que, pour tout k&]N'eU {=} .

si t(k)=max{k,s(k)] et si ve ptUK)

.s(k) .s(k) . +n -n k
iy v o= iy ¢, alors la suite (¥~ o @ )n € Iy converge au sens C" vers

est égal a ® hors d'un borné et vérifie

un_germe h € fg(Q), ce qui signifie la chose suivante : quel que soit le

représentant g de ¥, il existe ro > 0 tel que, pour tout r € ]0, rOJ, la

suite (j5 gn 0 f_n)n €W soit bien définie, converge uniformément sur tout
r

, -1
compact et ne dépende que de f IVr et gIVr’ et l'ona h = [Hr]8 € ﬁg(Q),
-n

N n
= i f
ou Hr lim g o IVr

n—o

Le germe h vérifie donc

(]

: .k k.
(1) 3y h = 3y idg

(ii) h o ® = ¥ o h.

Démonstration du théoreme 3 . C'est celle du théoréme 1

b

la seule différence résidant dans les notations : on désigne ici par x la

projection orthogonale de x € Q sur 1l'orthogonal de F dans E, c'est-a-dire

que 1'on a |x_l = d(x,W), et 1'on pose W= Br(= Vr) ={x€q: |x| =xr}.

. o . . PO A
Les notations dr,B’ "Ir95 et L1pr eétant alors définies par les memes formules

que précécemment, on note A (x) = A(x) ,
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A=t ¢ = lim IA_lr

R=1-c ,
r-0 °

17

K = lim Lip_f = lim |Df] et L = lim |DA| .
o r r,o o r,o
r—-0 r—o r—o

A s . 3
Ayant défini s par la meme formule qu'antérieurement, on fixe k €N U {o}

et 1'on choisit un ¥ vérifiant les hypotheses du théoreme 3, un représentant

g de Y égal a f hors d'un borné, on introduit les notations Cr K et Lr

r
comme précédemment et 1'on reprend sans rien y changer la preuve du théoreme

1 : du fait que g et f sont égaux hors d'un borné, Kr - K0 et di oc(f,g)
9
(0 = o < s(k)) tendent vers O si r — 30, et les D%g W sont bornées et

r
lipschtziennes (resp. uniformément continues) pour r assez petit.

Pour voir que h = lim y o, el appartient a ig(Q), on montre d'abord
n—xo
que h est un germe [QJS —_— EQ]& yce qui est facile ;3 il ne reste plus alors
qu'a remarquer que l'on peut, dans toute la démonstration, échanger les roles
-n.n
de f et de ce qui permet de voir que le germe lim ® o¥
-3 qui p q 3 Laly -‘—>[Q]§5

K . 1 n—ew
d'application de classe C est égal a h ~. @

(4.2.3) Conséquences.; preuve du théoréme de Sternberg

Commen%ons par ce qui nous a servi de prétexte (4.1)

THEOREME 1. Soit p € Act: (G,X), 2& X 2 a est une variété de dimension finie

et G =R ou Z. Si 51(1) est hyperbolique, alors p est C -linéarisable si et

- 1
seulement si il est formellement isomorphe a (o]

ax{o} °
Démonstration. Si E = TaX , on peut évidemment supposer que (X,a) = (E,0) et
Y\ %4
~oo 1 o
b= (7))
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I1 s'agit alors de prouver les lemmes 1 et 3 de (4.1) . Pour cela,

nous allons utiliser les résultats de (4.2.2) avec Q = E et Z = {0]}.

Preuve du lemme 1 de (4.1) . Soient f = 31(1) et g un représentant de P(1).

. %
Si w: - {x € B¥: |x| < r}, le théoréme 1 de (4.2.2), appliqué avec W = E,

implique 1'existence d'un r > O tel que les suites (j;- g” e f-n)n en et
r
© -
(jw+ g™ . fn)n ¢ convergent uniformément. On déduit donc des
r
théarémes 4 et 5 de (1.2) qu'il existe h € -E: (E) vérifiant
(=] -
(57 ) :[lim ("¢ ™, fn):l
+ +
E n—«o W o]
r
E N—o wo E
r
et donc
. op~d
(1) G7 wee(1))) = G @I,
E° UE E U E
d'ou le lemme si G = Z .
Si G =R, soientf et £' les générateurs infinitésimaux de
1 a4 .
o™l Rx {0} et h¥p respectivement. On a évidemment (h*p(l))_}l g' =¢', d'ou,
ol

d'apres (1), en posant ¥ = [51(1)]0 y
.00 3¢
(W g -8, _=0.
" UE
Le théoreme 2 de (4.2.2), appliqué avec B - g'-f et, successivement,

(g,W) = (V,E') et (g,W) = (W-l,E+), donne donc

(JWE')’E*'UE':(jwc) -

d'ou le lemme. O

Preuve du lemme 3 de (4.1) . D'aprés le théoreme 3 de (4.2.2), appliqué a

W=E, ¢-= [ﬁl(l)ls et ¥ = [,’R(i)]g ,il existe r > 0 tel que la suite

(Hnlv )n ¢ y converge au sens C®. Pour tout r' > 0 ,il existe £ € N tel que
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1'on ait 31(-£) Vrl c Vr ,d'ou 1'on déduit que la suite

~ ~1 o
— - R - .3l - . o=
Hnlvr, R(£) °(Hn-£lVr) p ( )Ivr' converge au sens C

REMARQUE. La section (A6.5) de l'appendice 6 contient une version "infinitésimale!"

du théorame 1 de (4.2.2) permettant d'éviter le recours au théoréme 2 dans la

démonstration précédente. n

. PR . + -
NOTATIONS . Soient M une variété riemannienne compacte, E' et E deux espaces
s gs s + - . . . :
euclidiens non triviaux, Q = M X E x E muni de la distance riemannienne

produit ; nous noterons

w=MxE" x {0} cq,w =Mx {0} x E cq,

Z:W+nw_=MX{O}X{O}C01

et écrirons chague x € Q sous la forme (xo, X, x_) € Mx E" x E. Pour
chaque (germe d') application f a valeurs dans Q , nous noterons fo(x) =
f(x)o et f+(x) = f(x)* yet nous désignerons par ﬁ;(Q) (0 £ k < ®w) le groupe

des germes [Q]Z:ZD de Ck-difféomorphismes, et identifierons parfois £ a M

THEOREME 2. Soit ¢ € ﬁ;(Q) un_germe possédant les propriétés suivantes :

o (Cw'ly) = [v'lg et @(lwly) = [wlg
- |
max{lggf (x)]: x€ £} = c: <1et max{léégj—lr(x)l : x € Z)= c; < 1.

Alors :

¥ 3 54
(i) Il existe une application t : N U {}D vérifiant t(N ) c N telle
.t (k)
Iz

que, pour tout k eiwqu {=}, si V€ i%(k)(Q) vérifie jg(k) v = @,

’ ~ . . + - . .
alors ¥ soit conjugué a ¢ dans ﬁg(Q)- Celn reste vrai si E ou E est trivial.

3 -
(ii) I1 existe une application s : N U {=} & telle que s 1(oo) = o et

¥
que, pour tout k €N U {«}, si ¥ € ﬁg(k)(Q) satisfait

(=W, | o (s
W

@)I . et (jkW)I _ = (jkW)I _ » la propriété suivante
W W W
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soit vérifiée : quel que soit ho € ﬁg(k)(Q) tel que

o P o ho)lw+= QP)lw"_

(* h;l e ® o h)| _ = (jkw)l _,
W W

tout germe h : [Q ~ W_]2 —>3Q d'application cs(k) satisfaisant
¥ o h:ho(\ol
QW
.s(k) .s(k)
(3 h) = (3 (h ))
g+ olq\w- |+

se prolonge en un unique germe h o [Q]E —3 Q d'application continue, qui

appartient a ﬁ%(Q) et vérifie

=1
1
©

{T{-lo ¥ o
k — k
(j h)lw_ (i ho)l

. Py < . . . ’ .
Commentaires sur (ii). - D'apres l'exercice qui suit la démonstration du

théoreme 2 de (4.2.2), les germes en Z des variétés W et W sont invariants
par ho 3y seul le jet de h0 le long de w" U W~ intervient donc dans nos hypo-
theses.

- Pour bien comprendre l'objet de ce résultat, il est conseillé de

relire le commentaire géométrique qui termine (4.1).

- Nous verrons dans (4.4) que 1'énoncé (ii) permet pour Z = {0}
et k = » de construire toutes les conjugaisons de ? a ¥ dans jg(Q). D'apres
(i), ce probleme équivaut d'ailleurs a la recherche du centralisateur de ¢

dans ig(Q).

- I1 est possible de rarfiner un peu les choses en prenant pour h

s (k) de Q ~ W dans Q"

un '"germe en L de germe en AN d'application C
(le filtre qui sert a dérinir cette notion est le filtre des intersections

de voisinages de £ dans Q et de voisinages de W' < W dans Q ~W). Dans ce
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cas, l'unicité de h ne s'obtient pas par simple prolongement continu, mais

en utilisant la relation de conjugaison.

Démonstration du théoreme 2. Nous allons nous ramener aux théorémes 1 et 3

de (4.2.2) ; pour pouvoir appliquer ce dernier, il faut étendre ? en un germe
de difféomorphisme le long de W' (ou de W), ce qui va étre notre premiere

étape ;3 dans ce qui suit, nous ferons donc 1'inutile (voir 1'appendice 6, (A6.2))

Hypothese supplémentaire. Si B € C” (M,GL(E*XE™)) est donnée par
Y po

5(‘~P+,<P_)
B(xo) = W (Xo, 0,0) ,

il existe F € Diff”(Q) possédant les propriétés suivantes :

(a) F(x) = (¢ (x ), B(x ).(x,,x )) au voisinage de Z.
o o o PR
(i) F(W") = w* et F(W") = W~

sup{|x+|_1-|F(x)+l :x€Q~Wl<i1
(b) ii){ 1 1 .
sup{lx_ |7 F (0 | ix €@ ~W} <1

- + -
(iii) Il existe C € GL(E x E ) tel que F(x)=(¢ (x ),C(x+,x )) hors d'un
compact. ° o -

Exercice.Dans nos applications du théoreme 2, on aura
Vv x €Q, (qz (xo), B(xo) (x+,x_)) = exp V(x),

le champ de vecteurs V vérifiant (V(x)+|x+) < K+lx+|2 et (V(x) |x ) 2 a7 ]x |2
peur tout x € Q, ou Gl désigne le produit scalaire et A¥ < 0,A"> 0

deux constantes. Montrer qu'en pareil cas notre hypothése est satisfaite. m

LEMME 1. Il existe un représentant £ € Diff*(Q,Q) de ¢ possédant les proprié-

tés suivantes :

(i) £(W) = W et £(W) = W .
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( { sup {]x+'—1|f+(x)|; x €Q~W1}=ct<1
ii

sup {]x_l-llf—I(x)_l t x € QW)= <1

(iii) f(x) = F(x) hors d'un compact .

Preuve. Soient f' un représentant de ® et u € ¢ (R,{0,1]) une fonction telle
que

u_l(l) =1 -w, 1] et u-l(O) =[2, (.

Si 1'on munit C1(M,M) de la topologie fine (qui coincide avec la topologie
compacte ouverte), on montre sans peine que 1l'application

E' x BT 3 (x,0x_ )iy (x — T} (x 5%, ,x ) € ¢t O1,m)

est continue dans un voisinage de (0,0) ; 1'image réciproque de 1'ouvert
Diffl(M,M) est donc un voisinage ouvert de (0,0) d'ou 1l'on déduit immédiate-

ment que, pour a assez grand, l'application Qa ¢ Q& donnée par
. 2 2
.00 = (52 Gegn ulallx %o lx %) Geax )0 %, x0)
est un Cm—difféomorphisme.
Un tel o étant fixé, définissons g :M —3C (E'XE™,E*XE”) et
A: M __3GL(E'XE™) par
g (x )(x_ox ) = (£1,£1) o 871 (x ,x_ ,x_)
{ a Tol e T +77 - a o'+ -
Ax,) = Dlg,(x,)) (0,0) .

Pour tout B > 0, soit Ga B : Q& l'application donnée par
9

6 5080 = (s (Al + (B, 12l 1) (g, (x)) = AGx D)) G, 5 %))

oy B

-1 1
Quand B —3», on véririe racilement que Ga,B ° @a tend au sens C (pour

la topologie fine) vers l'application
x—3(x A(xo) (x+,x_)).

Pour P assez grand, Ga B appartient donc 3 Diff (Q,Q), et possede en outre
9
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les propriétés suivantes :

(W)

I
=

+ +
[Ga,BJZ =, Ga,B(W ) = W oet Gy, p

-

sup {|x+|-1-|Ga’B(x)+| :x€Q~NWl<
sup {]x I-I-IG-1 (x) | + x € q~ W'} o< 1.
- a,B -
I1 suffit donc, o et B étant choisis assez grands, de définir f

par

f(x) =,G_ .(x) lorsque |x |2 + |x |2 est <Y
{ o, B + -
F (x) sinon,

ou Y est un réel > O convenable. O

N ¥*
Preuve du théoreme 2(i). Si W = h#, soient s, et s, : N U {»} & 1es appli-
1 2

- . s —1 ’ > ~
cations associées respectivement a ? par le théoreme 1 de (4.2.2) et a

[f]a par le théoreme 3 de (4.2.2), et soit
t = 84 ° Sy ¢

;(k) v - J.;g(k)ﬁp’ le

g
Pour tout k € N U {®} et tout ¥ € ﬂz(k)(o) vérifiant j

S
. s . X 2
théoreme 1 de (4.2.2) implique l'existence d'un hy € ﬁi: (Q) tel que

s, (k) s, (k)
2wy =2
w W

(j ?) . (ol 1'on a posé h. ¥ = hol

4 1 ° ¥ e g

Le procédé d'extension décrit dans la preuve du lemme 1, appliqué

1 3 sz(k)
a 9 o(le), permet d'obtenir un e € Diff (Q,Q) égal a idQ en dehors
d'un compact et vérifiant
s, (k) s, (k)
i2 e=32 i et lelo = ™1 o (1% v).
W w Q Z 1

D'aprés le théoréme 3 de (4.2.2), il existe h, € ﬁg(q) tel que

hg[f o e]8 = [fJE y et donc h¥ ¥ = @, ou

=2
I

=2
°

[hz]Z € -Blz{(Q). o

11
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s, (k)
Exercice. Prouver que Ef]ﬁ et (donc) [f o e]a appartiennent bien a ﬁ%z Q).

. ¥ .
Démonstration du théoreme 2(ii). Soit s : N U{=}@ 1'application associée a

[f]a par le théoreme 3 de (4.2.2), et soient V, ho et h trois germes d'appli-

cations CS(k)

vérifiant nos hypothéses. Comme [W+]Z et EW-]Z sont invariants
par ho’ le germe hﬁ ¥ a les mémes propriétés que ¥ ; en remplacant ¥ par

hﬁ Y et h par h;l o h, nous pouvons donc supposer que
(2) h, = Lidgly -

D'apres la preuve du point (i), il existe un g € DiffS(k)(Q,Q)

représentant ¥, égal a f en dehors d'un compact et vérifiant

(3) jsik) = jsik) foet 35 g =i 1.
W W W W

s(k)

LEMME 2. 11 existe un unique germe h1 : Lo w7l . — Q d'application C
W
vérifiant [h1JZ =hetgoh =h e Ll 4+ De plus, on a jsik) hlzjsik) idQ.
w WN\Z Wl

Cela résulte immédiatement du lemme 1(i)-(ii) et de (3). O

LEMME 3. Il existe un germe h2 : [Q] +é>.ﬂﬂ CS(k)

w
[h2]Z = [idQ]Z ,jsik) h2 = et qu'il existe un ouvert borné B & wt
W

~difféomorphisme tel que

.s(k) .,
Jw+ 1dQ

pour lequel (h ] = (n ] .
2 W+\B 1 W+\B

Preuve. Soit H1 : USNW —5Q un représentant de h1, ou U est un voisimage
ouvert de W' tel que l'on ait {(xo,x+,tx_) : x € U} €U pour tout t € (o,1].

I1 suffit de prendre h2 = [H2] R ou H2 : U _—3Q est défini par
W

H2(x) = x pour |x+|2 =1, HZ(X) = Hl(X) pour |x+|2 2 2

et , u désignant toujours la meme fonction ,

{ H2(x)o = Hl(xo’ X, u(3-|x+’2)x_)o

x, + U(3—|X+|2)(H1(X)i -x,)

Hz(x):

pour 1 < |x+|2 <2, 0

112



CLASSIFICATION DIFFERENTIABLE : OUTILS ANALYTIQUES

Exercice. Vérifier que h2 est bien un germe de difféomorphisme.

. 55(k) , s _
LEMME 4. Il existe un germe Yl € S (Q), égal a ®y = [f]s en dehors d'un

borné, et tel que [le = n% (gl .

+ 2 +

w w
En effet, le germe h§£g] , est égal a (] , en dehors d'un borné. B

w W
. , . n -n
D'apres le théoreme 3 de (4.2.2), la suite (Wi o 9y )n € y converge

au sens Ck vers un h' € ﬁg(Q) vérifiant (donc) h' ° @1 = Y1 o h'. En outre,
il résulte du lemme 1(i)-(ii) et du lemme 4 que h' est égal a CidQJE en
dehors d'un borné.
LEMME 5. On a h, o [h'] | _=h,.

W QW
Preuve. La relation h' o @1 = Yi o h' implique évidemment que

h! [@ ] =Y, o [h'] , c'est-a-dire, d'aprés le lemme 4,
° 1 wt 1 w

nt o, (el = (h"é‘[g] W) oo (nel

w W W
soit
(4) (hy, o (nrd ) o C£) _ = Lgl o (h, o [n'] ).
2 w w w 2 w+
De plus, puisque h' = [ideﬁ en dehors d'un borné, il résulte du lemme 3 que
(5) h, ¢ [ht] = h, en dehors d'un borné.
2 wt 1
Or, pour tout borné B € W', le lemme 1(i)-(ii) implique que h, est
entierement déterminé par [hlj . et par la relation
W\B
hlo[f _J+:goh1,
QW W

d'ou le lemme d'apres (4) et (5). H

Le théoreme 2(ii) en résulte avec h = [hz o (h'] +]Z' -
AU
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Nous allons en déduire le théoréme de Sternberg, tel qu'il est énoncé dans (4.1)

COROLLAIRE. - Soient p € Ath(G,x) et ' € Act] (G,X"), ol X 3a et X' >a' sont

deux variétés de dimension finie et G = R ou Z . §i:$1(1) est hyperbolique, alorsg

p et p' sont Cm—isomorphes si et seulement si ils sont formellement isomorphes.

Démonstration. D'aprés le théoréme sur l'existence, l'unicité et la différentiabili-
té des variétés stable et instable d'un germe hyperbolique de difféomorphisme
(cf.Irwin ou (4.4.2)), on peut supposer que ¢ = S(1) vérifie les hypothéses du
théoréme 2 (avec M = {0} = ). Avec les notations de celui-ci, on peut évidemment

se ramener a ce que

AD v, @
4]

(X,a) = (X',a') = (Q,0) et ¥ =

(1) ~ (1)

, N . . . ~ © . ’ Nl
Le théoreéme 2 (i) implique donc que p et p! sont C -conjugués dans ﬁb(Q) ,
d'ou le coroollaire si G =Z . =
EXERCICE. - Si G = IR , prouver le corollaire

1) en se ramenant d'abord ((4.2.2), théorémes 1 et 2) au cas ol les générateurs
infinitésimaux € et €' de p et o' ont un contact infini en w+ 6] W , puis des
représentants locaux de £ et £' étant choisis, en définissant le difféomorphisme
local ¢ envoyant l'un sur l'autre comme le seul qui vérifie preés de w+

(q;—idc?] =0,
S X E
ol S est une petite sphére de centre O dans E+ (pour voir que ¢ est Ccn y

utiliser le théoreme 2(ii))

2) en établissant la version infinitésimale requise du théoréme 2(i) (s'inspi-

rer de (4.1) et utiliser la section (A6.5) de 1'appendice 6). ®w

REMARQUE. - Une version précisée de ce résultat (et du théoreme sur les variétés
stables et instables) sera démontrée dans (4.4.2)-(4.4.3), au prix d'un peu d'algé-

bre.
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(4.2.4) Intégrales premiéres

Les hypothéses et les notations étant celles du début de (4.2.2), posons
ki

9 = [f]Z et définissons p : IN —3 IN par

Log L

p(k) ={1 pour LO <1
[ -
(k(1 + ———5—23] + 1 sinon,

-Lo

ot [.] : R—37Z désigne la partie entiére ; posons p(®) = lim p(k), et soit v :
K—o

i
N U {m}__’ﬂg U {»} 1a fonction donnée par v(k) = max{k,u(k)}. Commengons par un

analogue de (4.2.2), théoréme 2 :

THEOREME 1. - Pour tout k € IN U e}, si a: [Q]Z-—ﬁﬂR est un germe de fonction

k) ., ... . k
CV( ) vérifiant J;(k)a =0 et (j(a o?—a))lw =0, alors (jka)lw =0 .

Démonstration.

Etant donné un représentant a de o, soit r un réel > O tel que a B soit de

r
classe CV(k) et que 1l'on ait
(1) c. <1 elw) cw
r i r
et
-1
(2) jk (aof * - a) = 0.
\
r
Pour tout x € Wr ,on a
lax)] = la o 710 < lal_ e olx |
r,1 °r _—
d'ou
< .
(3) ]a lr,l crle\|r’1
= — [ e .
Comme a|p = 0, on a la]r,1 < w, et donc lalr’:l = 0 d'apres (1) et (3), soit

alw-r = 0.
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Faisons donc 1'hypothése de récurrence que, pour un £ € N ﬂ[O,k-l]

(le cas ou k = O étant réglé),

Jw a = 0.
r

Pour tout x € Wr, on a donc, d'apres (2),

£+1 L+1

p"*1a(x) = D

(a o £710) = D" laax)). (o(r~1) ()%

Par conséquent, quels que soient r' € Jo,rl et B2 £ + 1, on a

£41 B=Z-1 £+1 | %41
(4) 107" al ) gy Sepr L 1D Al o
£
Pour B <p (k), on a ID +1a|r, Bt-1 < «®, car j;(k) a = 0.
,B-t-

Par définition de p , il existe r' € Jo,r] et B € R n 01,u(k)] vérifiant

-4~ £
Pof-1 241 o g
r r
241 41
déduit d d 4 D =0 it (D =0 .
on déduit donc de (4) que | a'r',B—ﬂ-l » soit ( a)iwr'

D'apres (1), il existe n € N tel que l'on ait f'"(wr) S W, sce

qui prouve que

A+l A+ -n B
iy a=dy (a o £ ) = 0.
r r

Remarque. Bien entendu, seuls les jets de P et de o le long de W intervien-

nent dans cet énoncé.

Voici maintenant 1'analogue du théoreme 2 de (4.2.3) :

THEOREME 2. Sous les hypothéses du théoreme 2 de (4.2.3), il existe une

application m : IN U {»} & telle que m-l(m) = {*} et que, pour tout

k € N U{=}, la propriété suivante soit vérifiée : quel que soit le germe
m(k)

satisfaisant

a : [Q]Z — 3 R d'application C
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(jm(k)(ao o ¢ - ao))lw+ =0

k
(j (ao o P - ao))lw_ =0 ,

tout germe o : [Q ~ W-JZ —> R d'application ¢™8) yeririant
o ° (Pl = o
QW
(") (a-(a My, =0
°lqur T

se prolonge en un unique germe x e [Q]Z — R d'application continue, qui est

de classe Ck et vérifie

X e P = a
k —
{ (j (a—ao))l _=0.
w
La preuve de ce résultat est donnée dans 1'appendice 6, (A6.3). m

(4.3) Actions formelles des groupes élémentaires.

Dans ce qui suit, G désigne ungroupe élémentaire c'est-a-dire un

groupe de Lie (analytique) abélien isomorphe a F ® 11)‘Z o RS ® Z', ou L, k et
m sont des entiers naturels et F. un groupe abélien fini.

Nous noterons Go le sous-groupe compact maximal de G (isomorphe
aF @ ’]1!),

H = G/G0

et N la composante neutre de H ; comme N est isomorphe éRk, elle est cano-

niquement munie d'une structure d'espace vectoriel réel de dimension k.

Exercices. 1/ Pour tout sous-groupe fermé S de G, les groupes de Lie S et

G/S sont élémentaires.
2/ Un groupe de Lie abélien dont le quotient par sa composante

neutre est de type fini (comme Z - module) est-il élémentaire 7
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(4.3.1) Représentations linéaires de G en dimension finie.

On désigne par E un espace vectoriel réel de dimension finie et,
pour tout groupe topologique abélien F, par Lk(F,E) (k € N) 1l'espace des

N k
applications continues et k-linéaires (sur Z) de F' dans E.

PROPOSITION 1. (i) Si F est un espace vectoriel réel, Lk(F,E) est 1'espace

des applications k-linéaires (sur R) de FX dans E.

¥*
(ii) Tout élément de Lk(G,E) est de la forme can A pour un

unique A € Lk(H,E), 2& can : G — H désigne la surjection canonique et

¢
can A(xl""’xk) = A(can xl,---,can.xk) L]

PROPOSITION 2. Il existe un espace vectoriel réel qm. de dimension finie et un

morphisme injectif j : H ___gﬁR de groupes de Lie, ne dépendant que de G, et

possédant la propriété universelle suivante : quels que soient 1l'espace de

Banach B, l'entier k et A € Lk(G,B), il existe un unique ﬁR € Lk(%R,B)tel que
¥*
(j ° can) ﬁR = A.

(Si j' : H G'  possede les mémes propriétés, il est clair que
—> 'R P

(j' - can)]R € L(Gp+G'p) est un isomorphisme, et que j' = (j' , can)]R o j o)

Démonstration. Si 1'on oublie 'me dépendant que de G", il suffit évidemment
de choisir une identification de H a Z;kximm et de prendre pour j 1l'inclusion
de Zk x R™ dans ]Rk+m.

L'objet "intrinséque'" annoncé est (par exemple) le quotient de

R G%z H par le sous-espace engendré par les éléments de la forme

A® (px) - (M) ® x avec x € N et Ay, p €R. ®

Une application de G dans un espace de Banach B est dite polyno~

miale de degré k lorsqu'elle est de la forme
k .
X —3Z a, . xJ,
j=o I
ou aj € L3(G,B) et x? = (xye0.,x) € GJ pour tout j € {0,...,k}.
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COROLLAIRE 1. Pour toute application polynomiale P : G—3 B, il existe une

unique application polynomiale PiR : GZR'"’B telle que P = P.m°j° can. ®

Nous aurons besoin de quelques rappels d'algebre élémentaire

LEMME TRIVIAL. - Soient K un corps commutatif, F un K -espace vectoriel et

@ une partie de gf(F) formée d'endomorphismes commutant deux a deux. Quels

que soient A € 0 et A € K, le sous-espace FK A Ker(A-Aid) vérifie
]

BFA,A c FK,A pour tout B € 7 . =

PROPOSITION 3 (Lie).- Sous les hypotheses du lemme, si F est de dimension

finie et que K= € , alors il existe un vecteur propre commun a tous les

A € Q. Un tel vecteur propre existe en fait dans chacun des FK A # {0} s
k]

Démonstration. La premiere assertion est évidente si dim F = 1 . Supposons-
la vraie pour toutes les dimensions < dim F . Ou bien tous les A ¢ 7 sont

des homothéties (cas trivial), ou bien il existe A € T et A € Q0 tels que

1'on ait {0} # F # F , d'apres 1'hypothese de récurrence et le lemme,

AL A

FK A contient alors un vecteur propre commun a tous les A € @ , d'ou la pre-
b

miere assertion. La seconde résulte aussitot de la premiere et du lemme. ®

Sous les hypotheses de la proposition 3 , tout vecteur propre v
commun a tous les A € 0 détermine un A : @ — € satisfaisant Av = A(A)v

quel que soit A € 0 ; nous noterons A 1'ensemble (fini) des tels A

COROLLAIRE 2. - Sous les hypotheses précédentes, on a

F- @ F ,oiF = 0 U Ker(A-a(A)id)"
AEA A€ mEIN
Quel que soit A €A, on a AFK c FK pour tout A € a, et il existe une base
(b;,...,b:x ) de F, ou tous les endomorphismes nilpotents (A-K(A)id)'FK de
FA ont une matrice triangulaire. =
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De ce qui précede, on déduit en particulier (Jordan) que tout

A € gf(F) s'écrit de maniere unique 4 = S(4) + N(A), ou S(A) est diagonalisa-

ble, N(A) est nilpotent et S(A) N(A) = N(A) S(A). On dit que S(A) est la par-

tie semi-simple de A . Le corollaire 2 implique évidemment le

CORLLAIRE 3. - Sous les hypotheses de la proposition 3, quels que soient

A, B € gf(F) avec AB = BA , les endomorphismes S(A), N(A) , S(B) , N(B)

commutent deux a deux. ®

E désignant toujours un espace vectoriel réel de dimension finie,

K
7

on peut associer a tout B € g4(E) 1'endomorphisme B de 1'espace vectoriel

complexe L(E,T) défini par B'a = a o B . Nous dirons que B € gL(E) est semi-

K
7

simple lorsque B est diagonalisable.

R

COROLLAIRE 4. - Pour tout B € gf(E), il existe un unique S(B) € gf(E), semi-

simple,commutant a B , et tel que N(B) = B-S(B) soit nilpotent. Quel que soit

C € gl(E) avec BC = CB, les endomorphismes S(B), N(B), S(C), N(C) commutent

deux a deux.

K A
Démonstration. Si la partie semi-simple S(B ') de B n'était pas de la forme

b

¢ € 3¢ N —_
S(B)” pour un S(B) € g£(E), on aurait S(B") £ S(B") , ou A4pA est 1'invo-

lution de gf(L(E,C)) définie par Av = AV , v € L(E,L). Comme S(B") est

0 Y
W 7

N 5 ¢
semi-simple, commute a B , et est tel que B - S(B ) = B

e
"

% T

- s(B") = N(B")

soit nilpotent, cela contredirait l'unicité de la décomposition de Jordan
o

de B" . L'existence de S(B) ainsi prouvée, les autres assertions sont éviden-

tes. =

Nous dirons que S(B) est la partie semi-simple de B € gf(E).

COROLLAIRE 5.- Soit & wune partie de gf(E), formée d'endomorphismes commu-

tant deux a deux. Si F désigne 1'espace vectoriel complexe L(E,lL) et si

* N
2= {B" : BE€ & , associons a G 1'ensemble fini A et les sous-espaces
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F, © F du corollaire 2 , posons J = {{x,x} + » € A}, et, pour chaque j € J,

Lj:{vEE:V?\EA\j,Voc€F)\,o¢(v):O}

Alors E = ® L. . Pour tout j = {A,A} € J et tout B€ 2, on a BLj c Lj ,
J€J -

et le spectre (du complexifié) de BILJ. est {A(B),A(B)} . =

Rappelons le classique

LEMME o Soit(}(’l'ensemble des endomorphismes nilpotents d'un espace vectoriel

réel €. Alors

. (-1)" n+1
Ar— Log (id+A) = I —i A
nEN ™

est une bijection de L sur lui-méme, d'inverse

An+1
A - id = Z . =
—— expA id . D)1

CORQLLAIRE 6. - Sous les hypotheses du corollaire 4 , pour tout automorphisme

B de E , il existe un unique v(B) € gi(E), nilpotent, tel que

B = S(B) exp v(B), iv(B) commute a B . =

Nous dirons que v(B) est la partie nilpotente de B

Appelons action linéaire de G sur E wune action analytique p1 de

la forme p1(g,‘,x) = ;@\A(g)x , ou /;\5] : G—GL(E) est une représentation linéaire
de G dans E , c'est-a-dire un morphisme de groupes de Lie. Désignons par
g —>8p le morphisme canonique G__)GB .

P 1 . . ;s
PROPOSITION 4. - Pour tout action linéaire p de G sur E , si GA(;:) désigune

1
pour chaque g € G la partie semi-simple de p (g), alors
1

(a) o

1 o N .
(g,v) —50 (g)v est une action linéaire de G sur E , appelée partie

semi-simple _C]E Ql

1 . P
(b) I1 existe un unique morphisme V' de 1'algebre de Lie abélienne GR dans
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g4(E) tel que, pour chaque g € G , la partie nilpotente de $l(g) soit %d(gn),

et 1'on a

V(g,g') € G xGp , o (g) v'(g) = vig) o'(e) -

En outre, 71(g) est nilpotent pour tout g € G . Nous dirons que Tﬂ est la

R
partie nilpotente de p1
Démonstration. Appliquons le corollaire 5 a & = %1(G) : les notations étant
celles du corollaire 5 , la définition méme de A implique que, pour tout
ki
AEAN, A 0‘31 G —C est un morphisme de groupes de Lie. Quels que

36
soient A € A et g € G, la restriction'g1(g) IFX n'est autre que 1'homothé-

tie de F, de rapport X(31(g)), d'ou (a).

Soit u! 1'action linéaire de G sur E définie par'ﬁl(g) :lyj(g)ga(-g)-

Pour prouver (b), il suffit d'appliquer a ulle point (ii) du

LEMME 3. - Soit u wune action linéaire de G sur un espace vectoriel réel

€ de dimension finie, telle que UW(g)-id soit nilpotent pour tout g € G .

Alors

(i) u est algébrique, c'est-a-dire est une application polynomiale de G x &

dans £ .

(ii) Il existe un unique morphisme v de 1'algebre de Lie abélienne G dans

R
gl(€) telle que U(g) = exp v (gR ) pour tout g € Gpo et v(g) est nilpotent

pour tout g € GR .

Preuve. Quel que soit g € G , il résulte du lemme 2 que
~ ~,
Z 5t |——ultg) = exp(t Log ulg))
est polynomiale, et ne peut étre bornéeque si u(g) = id, d'ou
u(G ) = {id}
o .

H = G/G0 étant identifié a son image canonique dans G soit (e1,»..,er)

R ,
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une base de Gp formée d'éléments de H - Si v : H __—5GL(€) désigne le
morphisme continu déduit de G’ par passage au quotient, le lemme 2 entrai-
ne que le morphisme d'algebres de Lie v : Gp—> gt (€) donné par

v(ej) = Log v(ej) , 1< 3j<r , est seul a vérifier (ii). L'application
GO X t, e, —> exp v(Z t.e.) =exp T t, vie.,) € gd(E)

R 3% P 3% L TS L

est évidemment polynomiale, d'ou (i). ®

Nous allons maintenant traduire ce qui préceéde de maniere a fa-

ciliter la recherche de formes normales dans (4 3.2)

PROPOSITION 5. - Sous les hypotheses de la proposition 4 , il existe

Mo
- un entier n € N et, pour chaque i € I = {1,...,n} , un entier a; >0
¥*
et un morphisme de groupes de Lie a, G —T

- pour chaque i € I et chague j € J, = {1,---,di}, un Xg € L(E,C), des

applications linéaires eg Nk GR —» € et des applications polynomiales
k]

eg g ¢ Glz__>m , 1 <4 < j , possédant les propriétés suivantes
",

(i) On a xg(E) = R pour ai(G) C R, et xg(E) = € sinon.

(ii) Pour 1 < i < j<n, on a a £ a‘_j £ ;; .

(iii) (x)), . est un systeme de coordonnées linéaires complexes
i 1€In,J€Ji

sur E , c'est-a-dire que ((Re xg)iel eg. (Smxg)iel €I . a (G)¢R )
n’? i n’ i’

est un systeme de coordonnées linéaires (réelles) sur E

(iv) Quels que soient i € I € I 8 € Gety € Ggp» on a

SRV PN j
X3 g (g) = ai(g) X}

. ] . ‘
xVoe Viy) = £ &) 2 (V)X

i 1ef<y b i

. » . P .
xJ o exp vl(y) = L el o (v) x4 xJ

! 1<4<j b 1 !

Démonstration. Appliquons de nouveau le corollaire 5 a & = Ed(G)‘ Les nota-
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tions étant celles du corollaire 5 , on obtient a -,a en choisissant un

g
seul élément dans {A 034, A 064} pour chaque {A,AX} € J . Si 1'on applique le

EYa
Q

corollaire 2 a F = L(E,L) et @ = {B": B € 8} , on obtient une base

1<u<d

(bx)KEA A de 1'espace vectoriel complexe F , satisfaisant a la conclusion

du corollaire 2 , et dont on voit facilement qu'elle peut étre choisie de

maniere que [bx} = {bx} . Pour chaque i € In , si A est 1'unique élément de
~1 . . J ] ;

A tel que a; = Aep” , il suffit alors de prendre X = bk pour 1 < j < dX

1< j< dk = di . Je laisse au lecteur le soin de vérifier que ce choix donne

bien le résultat annoncé (par exemple, le caractere polynomial des eg P
9

résulte du lemme 3(i)). ®

Un systeme de coordonnées linéaires complexes (xg) sur E vérifiant

les conditions (i)-(iv) de la proposition 5 est dit adapté a 91

Sous les hypotheses de la proposition 5 , il est clair que 1'ensem-

— — *
ble {al,...,a , a .,an1 d'homomorphismes continus de G dans T est en-

n EE
tierement déterminé par p] - le seul choix intervenant dans la définition des

a; étant celui entre a, et a.

i Par conséquent, les Log|ail € L(G,R) ,

. L s , sz 1 . ~
1 <1i<n, sont entierement determines par p , et il en va donc de meme des

formes linéaires
= s € ' = i
c. (Iog'a_')R GR L(GR, R) ,1<i<n,

gqui leur sont canoniquement associées d'apres le corollaire 1 . Nous dirons

que p1 est faiblement hyperbolique si et seulement si

o

/,——’——_‘~\\\

VIicTI = {1,...,n} , 0 € conv{ci:i € I}&0 & conv {ci:i €1},
. L A 1 :
ou conv désigne l'enveloppe convexe. De meme, P est hyperbolique lorsque
VIcI 0 € aff{ci:i €1} &= aff{ci:i €1} =Gp

ou aff désigne 1'enveloppe affine.
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EXEMPLES. - Si G est compact, D1 est toujours hyperbolique

- Si G=R ouZ, 1'hyperbolicité faible et 1'hyperbolicité coin-
s eas ~1
cident avec la notion habituelle (hyperbolicité de p (1)).

-Si G = T et que 91 est holomorphe (E étant donc complexe), alors

d

. ~1
an s'identifie a G et les ci aux valeurs propres hl,...,ln de T« p (t)|t=0 )

via 1'isomorphisme réel

C > p___)(tp———aﬂe(ht)) €q.

L'hyperbolicité faible de p1 signifie donc que, dans €, on a peut-étre

AL
A J A

: e
0 : .
, mais non xi

L'hyperbolicité exclut les deux situations.

(Une caractérisation de 1'hyperbolicité faible en termes de topolo-

gie des orbites de p1 sera donnée dans (4.4.1))

EXERCICE (facile). Pour que p1 soit hyperbolique (resp. faiblement hyperboli-

que), il faut et il suffit que, quel que soit I C In avec # I < dim G les

R 9
c; avec i € I soient linéairement indépendants (resp. on ait

conv{ci:i €1} 3 0)

On dit que 01 est dans le domaine de Poincaré lorsque

1
o4d conv{c1,...,cn}, dans le domaine de Siegel sinon. Si p est dans le do-

maine de Poincaré¢, elle est donc faiblement hyperbolique. La réciproque est

vraie pour n < dim GR .

Toujours sous les hypothéses de la proposition 5 , il existe une

unique décomposition E = E1 D....D En possédant la propriété suivante : quels

que soient g € G et i € I ,ona 91(g) Ei = B, , et le spectre (du complexi-
, 1

fié) de p (g)lEi est {ai(g), aiZg) } : les E, ne sont autres que les Lj du

corollaire 5 , avec 8 = 01(G). En termes de systemes (xg) de coordonnées
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-1

adaptées a p1 , on a Ei = N (xﬁ) (0)

k#i

. 1
Nous dirons que p est fortement hyperbolique si et seulement si

elle est hyperbolique et satisfait en outre
dim B, = { 1 pour ai(G) c R
2 sinon.

1 N
Lorsque p est fortement hyperbolique, elle est donc semi-simple (c'est-a-

dire égale a sa partie semi-simple, définie dans la proposition 4) .

(4.3.2) Représentations formelles de G.

Dans ce qui suit, X 2 b désigne une variété de dimension finie et

E=T_ X .
*
Le but de ce paragraphe est de montrer que, pour tout s EWN" U {o]} )

chaque élément ?° de Agts (G,X) est isomorphe (cf.(3.1.4)) a un élément parti-

culiérement simple de A%tg (G,E), appelé forme normale de p°.

Ce but est atteint dans le théoreme 4. Bien que l'on puisse y parve-
nir " a la main " ; il est plus satisfaisant et en tous cas plus instructif

de déduire ce résultat de quelques théoremes sur la structure des groupes

Es )\g“s
= o (E) .
Soit
is Vs
€ = 50 (E)

1'algébre réelle des jets en 0 € E d'applications c® de E dans Ry le produit

y étant défini par
.S .S N - PR
(30 Y) . (JO Yv) = JO(YY ) .

v v
Nous désignerons par 5: la complexifiée de es y c'est-a-dire 1'algebre complexe

des jets en 0 € E d'applications C° de E dans € .

v v
Nous utiliserons systématiquement la représentation de 55 dans €°

définie par
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v v \'4 .V '
553 @SF___9 ®S , ou ®S S

>
g

v Ve o v v
= vS ° (05) 1 pour tout vS € es

¢
X

Si f est une application polynomiale de degré < s définie sur E, nous

noterons souvent f au lieu de jg f.

- \ v v M
THEOREME 1. L'application ¢SF___9 9: est un isomorphisme de 55 sur le groupe

v . ¥
Aut(E®) des automorphismes de la R-algébre £° pour chaque entier s = 1 .

v
Démonstration. Etant donné A € Aut(€S), soit @ 1'unique jet d'ordre s en

0 d'application de E dans E défini par
S
(1) Vz € JO(L(E,R)) 3 zo® = Az .

2 .
Du fait que Amq = Wﬁ pour tout entier £ > O , 1'automorphisme A induit un
automorphisme de 1'espace vectoriel mq/mz . En d'autres termes, ¥ appartient

v v
A 55 L'algébre réelle €5 étant engendrée par ji(L(E,R )), on déduit de

1

(1) que A = (¢ ), . =

v
%* ,
Pour chaque s € N et chaque ¢ € 55 , on peut etendre Y en un

~ V‘ . .
unique automorphisme de la T-algebre 6; , encore note {% . Nous dirons que

v \ .
$ est semi-simple si 6: admet une base (comme C-espace vectoriel) formée
de vecteurs propres de ? . Nous noterons @E la projection canonique de
, ﬁﬁ 1 .S . Y1 L.
¢ sur pour £ < s , et ® = j (can @1), ou can : £ —>GL(E) désigne

o
1'isomorphisme canonique.

THEOREME 2. - Quels que soient 1l'entier s > 0 et 1'élément semi-simple ¢ de
v

S
57, tous les Wz et tous les @; avec 1 < 4 < s sont semi-simples, et @

v
est conjugué a @1 dans &° . En outre, si q est le plus grand entier < s

tel que ¥q = w; , 1'élément h de 5° qui conjugue @ a ¢! peut étre choisi

de facon que hq = jg idE .

Ve %
Démonstration. Soit mz P 1'idéal maximal de €g pour £ €IWN" . Du fait que
b

m

2 . . . . P
- et ms T sont ¢ -invariants, il existe évidemment des vecteurs propres
) ) e
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v
.,V € eS de ¢ dont les projections forment une base de 1'espace vecto-
n [ F3 J

vl,..
riel complexe ms m/mz P Comme @aeest obtenu par complexification d'un auto-
b A
v
morphisme de es , on peut supposer que {v1,...,vn} = {v1,...,vn} . Si 1'on

1 ) N
= 2 7 1 ~
note v, = j_ (can vk) pour 1 < k < s , ou can : «s,E —»L(E,T) m1’m
désigne la projection canonique, on a donc {71,...,;;} = {v},...,vi} , et

l'on définit un élément h de B5° par

En outre, notre hypothese sur ¢ permet de supposer que (vl]()q = (v )q,1£k§n~

Si Kl,...,Kn € T sont définis par ¢9?vk = Kk Vi

.q . 1 1 1
ment hq = 32 id et w% vk = Kk vk , 1 <k < n, et donc

1<k <n, ona évidem-

1 1 1
9o = - =
( h)e Vi @y, Vi xk h,, Vi h%(Kkvk)

[l
=
©
<

. 1 N N . P
soit Poh = he® | d'ou les deux dernieres assertions. Les autres sont évi-

dentes. =

v
0
Nous dirons que @ € £ est semi-simple lorsque sa projection cano-

v %
nique 956 5° sera semi-simple pour tout s € N . Nous noterons comme pré-
p 1 . ®
cédemment @ = j_ (can @1)
v v
’ ’ . . > . . \ad
COROLLAIRE 1. Pour tout élément semi-simple @ de £, il existe h € 8
vérifiant h% @ = @1 , et possédant en outre la propriété suivante : pour
t L € nfe tel g @ @1 it id
out e ue 9, = %, , on a hz = J, 1dg
v «
n
Démonstration. Remarquons que tout f € 5 , s €& N , est de la forme g, avec

v
g € 5 (par exemple g = jz P, ou P est une application polynomiale de E
dans E vérifiant ji P = f). D'apres le théoreme 2 , on peut donc construire
de proche en proche un intervalle I d'origine O dans IN, une suite (qk)kEI

. . N 3¢ . k
strictement croissante a valeurs dans N et deux suites (g")

ker  ©t
k N Vo . P
(h™) a valeurs dans £ possédant les propriétés suivantes
KET
© k .
(i) On a a, = 1, g - he - jo id, , et, pour tout k €1, h = gk o re-og’
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k 1 K 1

(ii) Quel que soit k € I , on a (h%q;)q = @q et 8y -1 = I, idg
k k k

k

%

(iii) Pour tout k € I , ou bien h, ¢ = @1 , auquel cas k + 1 £ T , ou bien

k+ 16T etaq , =minfq¢ N : (hi@)q # wé ]

sup I convient. Sinon, h = lim hz
<€ k

K~

Si I est fini, alors h = h

est bien défini et possede les propriétés requises. ®

v
Pour 1 < s < ©» , soit 65 1'algebre de Lie des jets d'ordre s en

0 de champs de vecteurs ¢® sur E nuls en O - son crochet étant hérité du
Y s - ¥s .
crochet de Lie des champs de vecteurs. Pour tout £ = jO € € 87 , on définit
v v v
exp § € 55 par exp £ = jg(exp €). La version infinitésimale de la représen-

v v .
tation 9,5 ¢, de 5° dans &5 est la représentation § F_>§% de 1'algebre

L
Iy

v Y
de Lie 6° dans €% donnée par S v = é% ((exp tg)% V)lt—O ; de méme, au niveau

v v,
de 1'algebre de Lie 65° de 5° , le théoréme 1 s'exprime ainsi (méme démonstra-

v
tion) : 1'application §F_+§9e est un isomorphisme de 1'algebre de Lie 55
v v
sur 1'algébre de Lie aut(€°) des dérivations de 1'algébre &% . Nous dirons

v v
que § € 5% est nilpotent lorsque, pour tout entier £ < s , si §z €5 dé-

signe la projection canonique de & , alors le est un endomorphisme nilpotent
v
de €% (il revient au méme -exercice - de dire que 1'endomorphisme

v
N— [§E,n] de 5° est nilpotent).

v
THEOREME 3. Pour tout @ ¢ 5° , 1 < s < ®®, il existe un unique couple

v Y
(o,v) € 55 x 55 tel que o0 soit semi-simple, v nilpotent, et que

@ =0 o exp v = (exp v) oo
Démonstration. Supposons d'abord s < » . D'apres le théoreme de Jordan, pour

Vg Ve Ve
tout A € GL(&;), il existe un unique couple (S,N) € GL(E;) x gﬁ(ﬂz) tel que
S soit diagonalisable, N nilpotent, et que A = Soexp N = (exp N)o S . On

dit que S est la partie semi-simple de A et N sa partie nilpotente.

129



M. CHAPERON

S

v
LEMME 1. - Tout automorphisme A de la CT-algebre 6@

v
simple un automorphisme de €&

a pour partie semi-

s
[

Preuve. Avec les notations de la démonstration du théoreme 1 , l'invariance
A
des Ms ) 1 <4 <s , par A entraine le fait suivant : il existe des
,
valeurs propres K1,...,Kn de A et des vecteurs
ym

(2) v. € U Ker(A-xj id)" , 1< j<n,

J mEN
. . VS 02
dont les images canoniques dans 6E/WS ) forment une base du C-espace vecto-
k)

P p

. : ;2 . . 1 n
Y / . . . -
riel AS,C/“S,E En particulier, les vy v avec p,, Py € IN engen

v
drent 1'espace vectoriel complexe 8; , et le lemme 1 résulte donc du

v
. s e
LEMME 2. - Soient ul,...,pp €T et WinteaWy € 8E , vérifiant
w, € F(p,) = U Ker(A-p.id)™ , 1< j < p
J J mEIN J
Alors LFEEEL € F(u1...up)
Preuve. Par récurrence sur (d (w.),...,d (w )), ou
—_— 171 P P

dj(z) = min{m € IN: (A—ujid)m z = 0} pour z € F(uj) .

Si 1'un des dj(wj) (et donc 1le ¥ correspondant) est nul, le lemme est trivial.
Sinon, supposons, que, quels que soient les zg € F(uj), 1< j<n, vérifiant

d.(z,) < d.(w,) pour tout j et d.(z.) < d.(w.,) pour au moins un j , on ait
S I | J o] J 3] J 3l
d.(wj)—1

z,.+.72 € F(p,...n ). Du fait que Aw, = n. w. + z. avec (A-p.id) J z.=0
1 p 1Y a J Jd J J J

pour 1 < j < n , on a alors bien A(w1...wp) = (K1-~-Kp) Wyeeow + oz avec

z € F(u1...up). oo

D'apres le lemme 1 , la partie semi-simple S de @y_ est un auto-

S

I L'unicité de la décomposition de Jordan impose

v
morphisme de la T-algebre €

v
en fait que S provienne par complexification d'un automorphisme B de es
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si tel n'était pas le cas, on aurait ¢, = S o exp N = (exp N) o S et

Y
N

S £ s , ou N désigne la partie nilpotente de P et ﬁy = Ny , Sy = Sy
v

S . D'apres le théoréme 1 , il existe donc un unique o € 5

v
pour vy € 6@

v
semi-simple, tel que B = o, . Pour voir que o 1. ¢ =@ oc—1 € 55 est de la

~ V ~
forme exp v , ou v € 55 est nilpotent, il suffit d'appliquer a exp N

= ((puO'_l) le

¥

v
LEMME 3. Soit N un endomorphisme nilpotent de 1'espace vectoriel es . Si

A
exp N est un automorphisme de 1'algebre réelle eS , alors N est une

, Y.s . Vs
dérivation de €  , et donc de la forme v, pour un unique Vv €6 . 0O

Enfin, lorsque s = ® , on obtient pour chaque entier £ une décom-

v,
osition unique ¢, = o, o exp v, = (exp v,) s, avec g, € l% semi-simple
P a y) ) L y) y) )

v v
et v, €56 nilpotent. Pour 1 < m < £ , (dl)m € 5" est semi-simple et
v
(vz)m € 8™ nilpotent ; l'unicité de la décomposition entraine donc que
(0,) =0 et (v,) = v . Par conséquent, o = lim o, et v = lim v, four-
2 = n = Vn am oy am vy

£ =0 £ =0

nissent la décomposition cherchée. ®
Sous les hypothéses du théoreme 3 , nous dirons que o est la
partie semi-simple de ® et v sa partie nilpotente. Si 1'on remplace dans

\'4 v v v Y
ce qui précede H° par ﬁi(x) , €5 par €§(X) et 85 par 1'algebre de Lie

v
6§(X) des jets d'ordre s en b de champs de vecteurs sur X nuls en b ,
on obtient évidemment (en utilisant 1'existence d'un f € ii O(X,E) tangent

b

a 1'identité) le

v
COROLLAIRE 2. Tout élément @ de ﬁﬁ(x) , 1 < s < o, admet une unique décom-

<
N Vs
position ® = o o exp v = (exp v) oo , ou o € ﬁb(X) est semi-simple et
v
v € éE(X) nilpotent. La partie semi-simple o de ¢ est linéarisable : il

v
existe h € ﬁi,o(X,E) tel que h,o = o! , ou ol - jg(can o

1)y en désignant par

v
can : ﬁi(X)-——>GL(E) 1'identification canonique. ®
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Notons g+ &gp le morphisme canonique (4.3.1) du groupe abélien

J . v v . .

élémentaire G dans GR . Pour chaque p € ActE(G,X), 1 < s < ®, soit

v \' . .

p1 € Actg(G,E) la partie linéaire de b , définie (avec les notations du corol-
. Vi v 1 . . . .

laire 2) par p (g) = p(g) . Le corollaire 2 est un cas particulier (celui

ou G = Z ) du

PR v v v
THEOREME 4. - Pour tout p € ActE(G,X), 1<s <o, siolg) désigne pour

\4
chaque g € G la partie semi-simple de p(g), alors

Y v . < V.S . L M
(i) o : g+——yo(g) appartient a Actb(G,X) : c'est la partie semi-simple de p ;
v

v v
(ii) 1'action formelle o est linéarisable : il existe h € ﬁi o(X,E) tel
9

v v v1
que h, 0 = o
v b .
(iii) Il existe un unique morphisme v de 1'algebre de Lie abélienne GR dans
v

S . . . . .
5" , appelé partie nilpotente de 5 tel que, pour chaque g € G , la partie nilpotente

v v
de v soit v(gng , et 1'on a

(3) ¥(g,g') € G x G , é(g) o exp C(g') = (exp ;(g’)) °é(g)

R

Démonstration. Pour obtenir (i)-(iii), il suffit pour s < » d'appliquer a

la représentation linéaire g} :(g)* de G dans EE(X) ®IIE le raisonnement
qui a permis de prouver la Proposition 4 de (4.3.1). La preuve de (ii) est
celle du théoreme 2. Si s = © , le passage a la limite projective ne pose

comme précédemment aucun probleme. ®

NOTATIONS. Sous 1'hypothese du théoreme 4 , soit 01 1'action de G sur E

définie (avec les notations du corollaire 2) par

p1(g,v) = (can ;(g)1).v ,

. j€d.
et soit (x?)iéll un systeme de coordonnées R-linéaires complexes sur E
n
adapté a p1(cf.(4.3.1) , Proposition 5), avec n € N, I, = {1,...,n} ,
Ji = {1,...,di], di €N, pour 1 < i < n . Désignons par CPEREERE N G—T"

les homomorphismes continus tels que
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T P i o
x; 0 (g) = ai(g)xi , i€ In ,g€6G, ¢ 3

. n,2
parTTf , i€ In , 1'ensemble des (prq) = ((pl,‘--,pn) ) (ql,--‘,qn)) € M)
véririant

q. = O pour aj(G) CR,

{ J
s = Ipl + |q| > 1 et a; = aP 34

a’

.

ou lpl = p1 toeat pn et ) . .
- Py n —11 —_—fy
(aP &) (g) = ay(g) * ... a (&) "a (@) ... a () .

d

d
Si b (N 1 Xeooex N n)2~____+ GNn)z est donnée par

pCger o tag)ger ) = (lpjl)jeln , (Iqjl)jeln) ,

on pose
P - p ) Ger) .
1 n

d d
Btant donnés (5a) = ((p)jer  » (ap)yer ) € O Taoxn ™2 et

d1 dn
z = (z')'EI € Xeoox , on note
i'i€r

[(py)| = & (lpj|+lqj|) et 2239 - | 29 Zo 9.

€ ; J J
J In JEIn

Nous allons enfin voir le lien de ce qui précéde les formes normales ;
afin de simplifier les notations, pour toute application polynomiale
f : E—3E de degré < s , nous écrirons f au lieu de ]8 f , et nous pour-

rons ainsi (par passage de la convention précédente a la limite projective)

écrire les jets d'ordre infini comme séries formelles si s = « .

COROLLAIRE 3. - Sous les hypotheses et avec les conventions précédentes, on a
. v v X .
i _ldov1o J . .

(4) X o hy olg) = X\ o0 (g) = ai(g) xi o, i € I, € Ji , g8 €G.
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Pour chaque i € In et chaque j € Ji , il existe des applications linéaires

J . : J s
S Gr—>T (1 < £ < j) et wi,p,q Gr—>C ((p,q) € P’) , telles gue
. v v . ) .
(5) x3 o h, viv) = = ed ,(v)x, + PHENCY (v)xPx4 , v € G 3
i * i,4 i,pyq R
L (p,q)

il existe donc des applications polynomiales eg g GR—) C et
k]

f?,p,q P Gp—C (1 < £ <3, (p,q) € P?) telles que
i, ¥ v J J L . J P —q
(6) xV o (h,expv)g) = x; +Z et ,(g)x, + % f; (g) x" x1 , g €G .
i % iy i,4 i (prq) i,p,q R
k)

. . . 1 . L. v ,
Démonstration. (4) vient de ce que § est la partie semi-simple de p1.(5) ré-

sulte de (3) et (4). Enfin, (6) résulte de (3),(4) et de (4.3.1), lemme 3. =

NOTATIONS . Toujours sous les mémes hypotheses, soit T, 1'ensemble des
n, 2 PP P -q _ - é
(p,q) € (IN)) vérifiant (p,q) £ 0 , a~ a’ = 1 et a; = 0 pour aj réel, et

00
posons Pi = Pi pour 1 < i < n

COROLLAIRE 4. - Si ‘ﬂ; est vide (ce qui est le cas quand 91 est dans le

domaine de Poincaré), alors P_,...,P sont finis, et, pour
—_— 1 n —

s = max{l(p,q)] : (p,q) € P1 Ue..U Pn} , 1'action formelle § est de la for-

Y ~S

me p = p pour un p € Act: (G,X). De maniere plus précise, étant donné

v

h € ﬂ: O(X,E) tel que ji h = h , on peut définir p par
, e’ que

h, p(g) = [o(g) o exp vigy )] = Lexp vigy) o o(g)] , g € G,
" R R 0

ou, quels que soient i € I et € I

(4bis) xfo?ﬂg) = a,(g) xg , g€G
(5bis) W) czed vk s oz 9 (vxP X, veag
1 i,2 1 vy 1.Pyq R
£ (p,q)

L'application (g,x) —> (exp 9)(g)(x) étant une action algébrique de G sur

R

E d'apres (6), h,p est donc le germe en G x {0} d'une action analytique de

G sur E
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Démonstration. Seule la premiere affirmation n'est pas tout a fait évidente.
¥*
Soit sur N° (s€ N ) 1'ordre défini par p S p' si et seulement si P < pé

pour tout j.

LEMME 4. Quel que soit A c s y 1'ensemble min A des éléments de A minimaux

pour cet ordre est fini, et tout élément de A est comparable 3 au moins un

élément de min A.

Preuve. Pour s = 1, c'est bien connu. Supposons donc le résultat établi pour

3

un s-1 €N . Soit A une partie non vide de N°. Si a = min {ps : p € A} et
As = {p€a: P, = qs] (ou PP, désigne la projection de N° sur son j-ieme
facteur), alors, d'apres l’hypothése de récurrence, BS = min AS est fini et

minore tous les éléments de AS- On a évidemment BS C min A ,et 1l'ensemble des

éléments de A qui ne sont minorés par aucun élément de BS est

n U {pea:p. <q.l.
q€B 1<j<s J J
S

Quels que soient q € BS et j < sy les pj < qj forment un ensemble fini, et,

pour chacun d'entre eux,

C = '€ A p! = p.
P tp Pj pJ}

a par hypothese un ensemble minimal fini, qui minore tous ses éléments. Il est

donc clair que min A est 1'ensemble minimal de 1'ensemble fini

s 0 U U U min ¢ .o
® B 15j<s p<ay Pj

Le corollaire 6 se déduit alors du tres facile

LEMME 5. Pour tout i € [1,...,n], tout élément de ﬂ} est la somme d'un élément

de 1'ensemble fini min ﬂ} et d'un élément de T% U {(0,0)}. Tout é1ément de7ro

est la somme d'un nombre fini d'éléments de 1'ensemble fini min-ﬂ;. L]
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EXERCICE. L'ensemble Hom (G, GL(E) ) des représentations linéaires continues
de G dans E étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts, prouver les faits suivants :

1/ L'ensemble des 31 € Hom (G, GL(E) ) tels que 1'action
p1 : (gyv) — El(g)-v soit faiblement hyperbolique (resp. hyperbolique, for-

tement hyperbolique) est ouvert, dense, et a un complémentaire de mesure nulle.

L

2/ L'ensemble des 31 € Hom (G, GL(E) ) tels que, pour tout s € N “u {w},
tout %s € Acti(G,X) de partie linéaire p1 soit formellement linéarisable (resp.
semi-simple) est dense, résiduel, et a un complémentaire de mesure nulle ; son
intersection avec le domaine de Poincaré est ouverte.

3/ Pour tout 31 € Hom (G,GL(E)) tel que 91 soit dans le domaine de Poin-
caré, les ensembles Pl,-.-,Pn associés a p1 peuvent etre déterminés a partir

. . R R ~1
des a., en un nombre fini de pas, uniformément majoré dans un voisinage de p .
i

(4.4) Germes d'actions différentiables de groupes élémentaires.

+*
MYPOTHESES - Avec les notations de (4.3), on se donne s €N U {w] et
p € ActE(G,X)- A la partie linéaire 91 de p , on associe El,...,En v Agsecesal
et cyyeeeyc comme a la fin de (4.3.1).

(4.4.0) Caractérisation.

Choisissons une identification de G a Go@izk@me , et soient

€ ,..., e les éléments de G tels que (e

mk ,e ) et (e

Lot € kel 7" Skum

soient les bases canoniques de LEk et de R" respectivement.

Soient Ue=X wun ouvert, h,h':U—> X deux plongements, €, &' deux
champs de vecteurs sur U et R wune action d'un groupe de Lie K sur U
Nous dirons que § et §' (resp. h et h' ) commutent si [£,5']=0
{resp. si h(h'(x)) =h'(h(x)) dés que cela a un sens) ; nous dirons que §
est invariant par R (resp. h ) si E(g)*g =€ , ge K (resp. si hﬁg(x)=
= g(x) , xeUqn h_i(U) ) ; enfin, h sera dit invariant par R si

R(g,h(x)) =h(R(g,x)) , geK , xeUnp h_l(U)
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CARACTERISATION DES GERMES D’ACTIONS DE GROUPES ELEMENTAIRES

Nous allons généraliser la proposition 5 de (3.1.3)

THEOREME. - Pour tout pe Act)(G,X) , rz1 , il existe

(i) un ouvert U>a de X ;

r+l,r

(ii) une C - action R de G sur U , fixant a ;
o — o — —

(iii) des C" - plongements Hyyoooy H s (U,a) — (X,a) invariants par

R et commutant deux a deux ;

(iv) des Cr—chamys de vecteurs §k+1 yo ooy gk+m sur U , nuls en a ,

invariants par Ro et par H1 yooo, Hk et commutant deux a deux

tels que l'on ait o ] G xx = [RJg x{a}’ que ’;(ej) =[Hj]a pour l<j<k ,et
o o

i énérateur infinitésimal . our k< jsk+m o
que o ]]Rejxx ait pour générateur infinités [gj]a p j<
Réciproquement, la donnée de U, R, Hibooo, H 8kl 77 Bkam véri-

fiant (i)=(iv) détermine de la sorte un unique pe Act:(G,X)

Démonstration. Soit R un représentant de pe Act;(G,X) , tel que
(1) R(g+g',x) =R(g, R(g',x) ) deés que cela a un sens.

D'apres la proposition 5 de (3.1.3), le domaine de définition de R contient

des GOXU , ot U est un voisinage ouvert arbitrairement petit de a dans

r+l,r . . N .
’" —action. Quitte a restreindre U ,

X , tels que RO:RI GO><U soit une C

~
on peut supposer que les H1. =R(ej)'U sont bien définis et sont des plonge-

~
ments pour L< jgk et que les €. = (g—tR(te sont bien définis pour

J

k< jgk+m . D'apres (1), les H, (resp. g}, ) commutent deux a deux et sont

i e=0"u

invariants par Ro (resp. par RO et les Hi ) : par exemple, on a

R(tei , x) = (exp tii) (x) pour k<igkim, xeU et telR assez petit, d'a-
prés (1) et (3.1.3), proposition 5. Pour chaque xe U, étant donnés i,jelN
avec k<ig j<k+m , on déduit donc de (1) l'existence d'un ouvert convexe

C30 de R tel que (exp(—tii)oexpugja exp tﬁi) (x) = (expuij)(x) pour tout
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(t,u)e C . En différentiant cette relation par rapport a u en u=0 , on
obtient (exp 1:f§i)%i_§j (x) = g‘j(x) pour tout (t,0)e C ; en dérivant cette
identité par rapport a t en t=0 , on aboutit bien a [gi,iij](x) =0 . Les
autres relations de commutation se prouvent de m@me.

Inversement, étant donnés U , les H, et les gj vérifiant (i)-(iv),

posons, lorsque cela a un sens,
kK+m

S(g0+ T t.e. , x)= Ro(go)oﬂtlo...oﬂtke(expt

j=1 JoJ k+l §k+1)°

o(expt ) (x) .

k+m gk+m

Nous allons prouver qu'il existe un voisinage ouvert V de Gx[a} dans

Gx X tel que (1) soit vérifiée des qu'elle a un sens par R=S|V

Pour g = (g1 , ...,gk) aEk , soit Ug le domaine de définition

ouvert et - invariant apres (iii e 0...0 . apres la proposi-
( R, - i i d'apré )) de HE! 8k . Drlap la prop

. : k . Lo
tion 3 de (3.1.3), pour tout geZ , tout réel A>0 et tout voisinage
RO— invariant W ouvert de a dans V |, il existe un unique voisinage

ouvert Ro—invariant W) de a dans W tel que expxtj §J. soit

(
g, A
bien défini et appartienne a W pour ]tjl <A, lgj<m et xe 9 A(W) ,

b
et maximal parmi les voisinages possédant ces propriétés.

V. ) ; il est clair que

k
Posons V = (
g, A" %g,a" g

v - U G x{g)x]-A, A["xV
k o
geZ

A>0

g,A

est un voisinage ouvert de Gx {a} dans GxX , et que R=S|V vérifie (1) :

la seule chose a prouver est que les exp tjgj avec Itl <A commutent

deux a deux dans chaque Vg A et y sont invariants par R0 et par les
’

H., , ce qui s'obtient facilement par intégration a partir de (iv). =

1

138



VARIETES FORTEMENT INVARIANTES

(4.4.1) Variétés fortement invariantes.

sy : : . 1
Une variéeté fortement invariante, ou v.f.i. , gg p (resp. gg p7) est

un germe W en b de sous-variété de X (resp. un sous-espace vectoriel Wo de E)
tel qu'il existe g € G pour lequel W (resp. Wo) soit la variété instable de

T(e) (resp-?i(g) ).

1 .
PROPOSITION 1. Soit Wo £ {0} un sous-espace vectoriel de E. Si p~ est faible-

ment hyperbolique, les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) W, est une v.f.i. de p1 .

s . . ' d = © .
(ii) Il existe un demi-espace ouvert D de G:R tel que O € dp et Wo . EDEi
i

(iii) Il existe un demi-espace fermé D' de G'Iltel que O € dp! et

W = & E, .
o CieD' 1

(iv) Il existe g € G tel que 31(g) soit hyperbolique,de variété instable

Démonstration. Pour chaque g € G, soit g:RE G _ 1'image de la projection canoni-

R

que de g sur H. Dire que WO est la variété instable de 31(g) équivaut a affir-

mer que
L @ E, -
<ci,g]R> >0
, . . 1 . . .
Par conséquent, (i) entraine (ii) - que p~ soit ou non faiblement hyperbolique

Si (ii) est vérifiée, il existe un hyperplan h de 9D contenant O et ne
rencontrant pas conv ({cl,--.,cn} N 3p ) d'aprés 1'hyperbolicité faible. En
faisant éventuellement tourner un peu dD autour de h s on obtient donc un
demi-espace D' satisfaisant (iii).

Sous 1'hypothese (iii), le méme argument permet de supposer que 3D’

ne contient aucun des c; - De plus, on prouve facilement le
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LEMME 1. Les hyperplans {ce G?R ¢ < ¢ g:R> =0} forment, lorsque g varie

dans G , un_sous-ensemble dense de la grassmannienne des hyperplans de G%R. o

Ce lemme permet de supposer en outre que D' est de la forme
{ cE€ G'pi < ¢y g 20 } pour un g € G. Comme 3D' ne contient aucun des

c; El(g) est alors hyperbolique, de variété instable wo .

Enfin, (i) résulte évidemment de (iv). ®@

REMARQUES. -Dire que p1 est dans le domaine de Poincaré équivaut a affirmer que
E est une v.f.i. de pl.

- Si G est compact, l'unique v.f.i. de p1 est {0}. Si G =R ou Z ,
les v.f.i. de p1 sont ses sous-espaces stable et instable.

- L'implication de (ii) par (i) entraine en particulier que les v.f.i.
de pl sont en nombre fini, et effectivement pl— invariantes. Une explication
satisfaisante de ce phénomene sera donnée dans la proposition 3 ci - dessous.

En attendant, voici un

EXERCICE. - Soit pl une action linéaire de G sur E . Une orbite gl(G)v
de p1 , v €E, est dite impropre lorsque g pl(g,v) n'est pas une applica-
tion propre de G dans E . Montrer que p1 est faiblement hyperbolique si et
seulement si ses orbites impropres sont exactement celles qui sont contenues
dans ses v.f.i. , ou encore si et seulement si ses orbites impropres sont
exactement celles qui sount adhérentes a 1'origine (cette remarque est a la

base du contre-exemple 6.3).

Disons qu'un germe W= [W]b de sous-variété de X est invariant par op
lorsque, pour un représentant R de , , LR_I(W)]GX{E} :[GXW]Gx{b} . Je

laisse le lecteur établir la

PROPOSITION 2. -~ Pour que W soit invariant par , , il faut et il suffit que

les deux conditions suivantes soient vérifiées
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(i) Pour tout ge G , on a PF(g)(W)=W

(ii) Pour tout veq , ou N désigne l'algebre de Lie de la composante

D (exp tv) | t=0 est tangent a W

neutre de G , g—t

I1 revient au m2me, avec les notations de (4.4.0), de dire que les trois con-

ditions suivantes sont satisfaites

(iii) W _est invariant par p]GoxX

(iv) 'E;/(e],)(W) =W pour O<jck

(v) %{g(tej)lt=0 est tangent a W pour k< j<k+m . ®

PROPOSITION 3. - Toute v.f.i. W de p _est invariante par o , et son espace

1 .
tangent wa est une v.f.i. de p . Inversement, toute v.f.i. WO de pl

est l'espace tangent d'un unique germe W en b de sous-variété de X in-

variant par o , et W _est une v.f.i. de o
Démonstration. Si W est la variété instable de 7(g) pour un ge G , alors

1
wa est le sous-espace instable de 7§ (g)

. 1
Si WO est le sous-espace instable de 'E (g) pour un geG ,
la variété instable de 7§ (g) est le seul germe en b de sous-variété invari-

ant par 3(g) et tangent & W . Pour tout g'eG , on a évidemment
1
T (g W) =5 (g)W, = W
5lg) (Flg) W) =5(g") F(g)(w)) = §(g)(w)

et donc p(g')(W) =W . Pour achever la démonstration, il suffit d'appliquer

a §=%g(exptv)|t:0, veR , et a h=F(g) le

LEMME. - Soit W 1la variété instable d'un germe h: [X]b@ de ¢°- difféomor-

phisme, et soit § un germe en b de Cs-champ de vecteurs sur X , tel que

e = € . Si €(b)=0, alors & est tangent a W
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Preuve. - Soient U3b un ouvert de X , H:U — X un plongement représentant
h , et ((pt) le flot d'un représentant de € . Quitte a restreindre U , on
peut supposer que la variété instable W de H en b vérifie w=[w‘]b , et
que H(q;t(x)) = (pt(H(x)) des que les deux membres ont un sens. D'apres la

proposition 3 de (3.1.3), il existe un ouvert V3b de X tel que pour

|LI <1l | (PtIV soit bien défini et q:t(V)cU ; on peut en outre supposer
H_I(Vﬂw_)cVnw— . Par conséquent, pour tout xeVAW , on a

-1 -1
(1) B (o8 (x)) = ¢ n (x)), |t] <1
Par définition de la variété instable, H™"(x) tend exponentiellement vers b
quand n tend vers 1'infini ; par conséquent, d'apres (1), pour |t] <1l |

H_n(q;t(x)) :(pt(H_n(x)) est défini pour tout entier n>0 , et tend exponen-

tiellement vers (pt(b) quand n tend vers 1'infini. Comme (pt(b)=b , on a

t - . . d t -
donc ¢ (x)e W pour |t| <1l . Il en résulte bien que Frl (X)It:O eT W .u
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(4.4.2 a) Mise sous forme normale de p le long de ses v.f.i. : cas d'une linéarisa-

tion.
. . k s
Nous dirons que deux germes 0 et ¢' d'actions C de G sur une variéte Y

fixant un point ¢ de Y ont un contact d'ordre k _en une sous-variété W de Y

Ka ko
passant par c lorsqu'on aura Jwﬁ(g) rgwd'(g) pour tout g dans G et

E al(d(tg)°c'(-tg))]t_o =0 si g appartient a la composante neutre de G .

% . 1 i
THEOREME. - I1 existe une application u :IN U{w323 ne dépendant que de p , vérifi-

ant u(IN )~ N° et u(H) >f pour tout f , et possédant la propriété suivante :

- N 1 N
quel que soit f €u 1([1,5]), si p est formellement isomorphe a [p ]G x {0} a

f
1'ordre u(f), alors il existe Wf:ﬂb O(X,E) tel que VY, p et [p1] aient
—_— - y — = TxF = hatabaclh

1

un contact d'ordre f 1le long de toutes les v.f.i. de p = .

G x {0}

. . . . 1 . . .
Démonstration. Soient Wl ,...,wr les v.f.i. de p maximales pour l'inclusion
pour chaque W, , choisissons 9, de fagon que la variété instable de ﬁl(gi) soit

. . 1
Wi , et appelons ti ltapplication t associée a ( = [J: g (gi)]O par la formule
(5) de (4.2.2) - avec Q=E , 2={0} et W =wi , l'espace E étant muni d'une nor-
me euclidienne convenable. La fonction u du théoréme est u(f) = to(to( f)),ol

t } .Si p est formellement linéarisable a l'ordre u(£) , on

t =max {t cee
o { 1’ r

peut évidemment supposer (ce que nous ferons) que (X,b) =(E,0) et

HU(f)_ [p 1 U(f), Posons e = f .
D'aprés (4.2.2) théoréme 1, pour 1<i<r , il existe un jet jto(l)?i , avec
g, €00 m) , ter que 52o® (g iy 0 et 3PP (P 18N (@] =0 .
i

Pour tout g dans G (resp. dans la composante neutre de G ), on a donc

£ % L d
1 ' - = ; :
(1) Jw (q) [p (Q)J ) =0 (resp. Jw, a (g, F(ta)e ro (- tg)] [t-0 0)
. . A t(ﬁ)
d'apres (4.2.2) théoréme 2, appliqué a (ﬁ (g)e° q p( -g)) (resp. £ =
t.(2) d Wl “«, -,
_ Jwi( ) (p (tg)“vgg(‘tg))ltzo ), { étant comme ci-dessus.
Etant donnés i,j€{1,...,r} , soient W =w.n wj , 9 =@25(gi) , et t la
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. AP oornl
fonction associée a ( = Jw[P (gi)]o par la formule (5) de (4.2.2) ; on a

N -1 P t(L
to(l) 4ti(£) 2t(£) , et donc V¥ = A vérifie JO( )(w -id) =0 . En outre,

J

S L, -1 A % 3
S8 = G B a9 09 = G g B -a g Bla,)) =
£
U AR A CTOS I I

N . . 1
d'aprés (1) et l'invariance de W par p . Par conséquent, le théoréme 2 de (4.2.2)
; L - s
nous dit que j (¥ —[ld] ) =0, c'est-a-dire que 9. et ¢. ont un contact d'ordre
\ 0 i J
£ en wi nwj quels que soient i et j
N . o E: £
D'aprés (1.3) théoréme 5, il existe donc V€& O(E) =£L O(X,E) tel que
b
I S . .
Jw'(w -?i)= O pour tout i , et V¥ posseéde les propriétés requises par 1'énoncé du
i

1

théoréme d'aprés (1) et 1l'invariance de chaque W, par p . m
1

(4.L.2 b) Mise sous forme normale de p le long de ses v-f.i.: le cas général .

Soient z un jet d'ordre s en O d'application de E dans un espace de

(r)
V4

Banach F , et, pour chaque r € N N [0,s] , 1'unique application polynomiale
de E dans F de degré r qui ait pour jet d'ordre r en O la projection canonique

de z dans Jr(E,F)- Etant donné un sous-espace vectoriel W de E , nous dirons

que z définit un jet Z en W d'application de E dans F , ce que nous noterons

z~wZ,

£
lorsque, pour tout £ €N, la suite (jw z(r)) € N[0, s] sera stationnaire
9
a partir d'un certain rang r, , la section Z de J*(E,F)—E étant égale a
(rz)
lim jw z .
L=

Bien entendu, pour s < ® , tout z définit un Z.
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Sous les hypothéses du théoreme 4 de (4.3.2), on note p  1l'action linéaire

de G sur E = TbX définie juste aprés la démonstration dudit théoreéme.

PROPOSITION 1. Sous les hypothéses du théoréme 4 de (4.3.2), pour chaque v.f.i.

1 v v PP . v . .
W d h € G le jet h (g) définit un jet S(g) en W d'application
e p et chaque g y le je B plg J g’ en Pp d

S
G

e
de E dans lui-méme, qui possede la propriété suivante : pour tout £ € N U {w} ,

b b4 o .
si S (g) désigne la composée avec S(g) de la projection canonique de J*(E,E)

£ 2 L vi
sur J (E,E),tout germe ¥ : EE]0€> d'application C tel que (j Y)Iw =[s (g)]o

appartient a ﬂﬁ(E) et laisse [W]O invariant.

Démonstration. Si W est la variété instable de Fl(h) pour un h € G , et (X:)
un systéme de coordonnées adapté a p1 , posons
{D: {cEG']R: < ¢y h]R>>O}

(s d _ (LI
vy = o ep et 2= (x}) ¢ gp,
i i
Etant donné g € G , si 1'on écrit, quels que soient i et £ ,

£ Vg Vg 2 —_ a —B
x. o (0> p7(g) ) = z Q. (yyy) 2z 2 ,
1 2% (a’B)EID 1,0(,[3

d
i2 )
Iy = {(ayp) € (J;;rbm )< s Bj = 0 si aj(G) cCR },

il s'agit de prouver les deux faits suivants :
£ N
(a) Les Q, sont Jes polynomes ;
i,a,p

. £
(b) Si ¢ £ D, alors Qi,O,O = 0.

Pour établir (a) il suffit ((4.3.2), corollaire 3) de montrer que si

n d.
(a,B) = ((@11"'1<1n) ) (61s"'15n)) € (;’—L_I]N 1)2 vérifie OLJ. = BJ =0 pour

no d
C,j €D y les (pr) = ((Plv"”Pn)’ (q1y0-°’qn)) € (i-':Tl]N 1) tels que

. =q, = 0 si c. D
{PJ qJ Jg

(a+p, B+q) € P,

sont en nombre fini. Or, la relation (a+p, P+q) € P, implique que
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cj.:eD (lpj|+|qjl) <epp hpr = <oy - C?gn (|ocj|+lBJ.|) e hp>
égalité dont le second membre est constant et le premier, par définition de D ,
minoré par Kl(p,q)l , ou K est une constante > 0 , d'ou (a).

Pour prouver (b), il suffit de remarquer que c, ne peut appartenir au

cone convexe de sommet O engendré par les cj € D que si c; = 0 . Par

, L -
conséquent, Qi 040 est constant, et cette constante est évidemment nulle. ®
L ]

. v v v
NOTATIONS .Soient p le jet d'ordre s de p, et h un élément de ﬁb O(X, E) véri-
9

fiant les hypothéses du théoreme 4 de (4.3.2) pour ce choix de;

- . . . * , 1
THEOREME 1. Il existe une application u: N U {w} & ne dépendant que de p ,

K
7

vérifiant u(lN )c IN et possédant la propriété suivante : quel que soit

Y
W

¥*
fEN U {w} satisfaisant u(f) < s, il existe ¥ € ﬁlf 0()(.,E) tel que, pour toute
9

. 1
vef.i. Wde p” et tout g € G (resp. dans la composante neutre de G) ,

1,)

f f f
i (PN ] L8 ()] (resp. (55 L 538 ) o) [y = [d—‘iéf(tg”t:o o

.

v f
ou S (g) est définie comme dans la proposition 1. (N.B. On a u(f) >f).

v
Démonstration. On ne perd rien a supposer que (X,b) = (E,0) et h = j(s) idE .

Soient wl"”’wr les v.f.i. de p1 maximales pour 1l'inclusion, et, pour chaque

v \ 4 v v
g € G, soient S (g),..,8 (g) les jets définis par h, b (g) ~y S5

%
w .
1

Pour 1 < i s r, soit g € G tel que Wi soit la variété instable de '5'1(gi) )

* . v .
et soit ti : N U {=} 2 1'application associée a § = [Si(gi)lo par le théoreme
1 de (4.2.2) - appliqué avec Q = E, Z = {0} et W = Wi » l'espace E étant muni

PP , ~1
d'une norme euclidienne convenable. La définition de ti ne dépend que de p (gi)-

La fonction u sera donnée par

W) = t(Eg(£)), ot = max & seenrt ) t N U (=) 2.
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D'apres le théoreme 1 de (4.2.2), pour chaque i € {1,...,r] et chaque
t (4)
¢
U {«} avec to(to(e)S s 5 il existe un jet (j ° ‘~Pi)|w avec
L) t (%) t (£) '
t ( *
.BO . O - id.)) = . 0 ~ _
Qi € o (E), tel que o (@i idg) 0 et (j @i P(gi))lwi =

EY
7

L €EN

v ~
=0s.° (g.)] . D'ou, pour tout g€G (resp. dans la composante neutre de G),
i i""0

¥y vi 4 3¢ d v4
() (o), LS ] gresn (5 o Bee) o) |y, = Ly 8148 |ioolo )

i
v 5D t ()
dtaprés (4.2.2), théoréme 2, appliqué a z = Si (@)°(j ?{E(—g))lw (resp.
i
t. (2) t. (2)
d Y i i Y
el s; (tg)ltzo]O -4 dat ?ip(tg)]t:o)lwi)
Quels que soient i , j € {1,...,r}, il résulte de (1) et de la derniére
assertion de la proposition 1 que
3 . 3 .
- t W, = W
[wj]o ICR) ([wjlo) e vy = v Play (€ iJO)

~ v
Comme S, (g.) =S .(g.) , on en déduit que W = W, N W, est invariant par
i3 |w 303w i J

I
= ¢, p(g.), et que
¢ 79 i’

£ L W~
(2) g9 =9, 9 p(gj)

¢ . .z . P ’
Si t : IN U {»} ? est la fonction associée & { = i, ¢ au début de (4.2.2), on a

to(E) = tj(l) 2 t(L), et donc ¥ = 931 s vérifie jé(z)(W—id) = 0 . En outre, on a
jé(?“w) = jé(?gloq(_gj)a?i-?) et donc, d'apres (2), jé(y%W) = jé V . On déduit

P L . R
donc de (4.2.2), théoreme 2 que Jw(w-ld) =0 , c'est-a-dire que ¥, et ?j ont un

contact d'ordre 4 en W, N W,
i

si 4£=f , d'apres le théoréme 5 de (1.3), il existe ¥ € ﬁf(E) tel que,
o

pour tout i € {1,...,r}, on ait
-1 _
GFemie) )y =0,
i
et donc, pour tout g € G (resp. dans la composante neutre de G),

v

fy ™ _ry%f foa ~
(j W*D(g))lwi = ESi(g)]O (resp. (j 3 Y*P(tg)]t=0)lwi T i(tg)lt:O]O )
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d'aprés (1) et 1'invari d 1
ariance de ¢i (Ewi]o) par p(g). a

- 1
THEOREME 2. Si e est dans le domaine de Poincaré et si l'on a

. <ejr8> 2
s>s_=min {max { Z:-J_;E; (iy5)€{1,.44,n}°} : ¢ EGRe—t-< ciog> > 0 Vi },

les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) s, = max ()| (pyq) € PlU...UPn} u {1}) = s, -

(ii) Si R(g) : E & désigne pour chaque g € G l'unique application polyno-

~ Vv v
miale de degré < s satisfaisant jg R(g) = o P (g) » 1'application

R : (g,V)F___)ﬁ(g)(v) est une action analytique de G sur E .

L. s . .
(iii) Le germe p est C -isomorphe a [R]GX{O} .

Par conséquent, pour chaque variété X'> b' et chaque s' € ]so,s] » tout germe

' . ~ ' ~
pre Actz,(G,X’) formellement isomorphe a p a l'ordre s1 est Cs - isomorBhe ap o

Démonstration. Les preuves de (i) et (ii), faciles, sont laissées au lecteur.
La seule v.f.i. de p1 maximale pour 1'inclusion est E .Pour tout g € G tel que

El(g) ait E pour variété instable - i.e. < ¢, g > > 0 pour tout i - et tout

R

€ > 0, il existe une norme euclidienne I.l sur E , de la forme

i . . .
vF___?( z z h; lxi(v)|2)1/2 , ou les X; sont des réels > 0 , telle que, si
~1 ~1 .
e, = 157 (-g)| et K, = 157 (g)|, on ait

Log Ko <ci,g>

I - max { (i,3) € {1,.-.,n}2}l S e

-Log c, <Cj,g>

Si, dans le théoreme 1 de (4.2.2), on prend { = [ R(g)]o , 1'application t

Log KO

~ ’ . . %e
associée a { est donnée, si 4#(g) = min {rem”: 2> 1, par

-Log <,
t(3) = ma-x{jyj’(g)} .
En choisissant g et la norme l.] de maniere que #g) soit le plus petit entier

~ .
> s, » on conclut par le meme raisonnement que pour le théoreme 1 . ®
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1
COROLLAIRE. Si p~ est hyperbolique et n < dim]R G]R salors p admet une linéa-

risation C° dés que 1l'on a s > 1.

Démonstration. Comme 01,...,cn sont linéairement indépendants, on a
Pl = see = Pn =P, et p1 est dans le domaine de Poincaré. De plus, il existe

un hyperplan affine de G’lR contenant Cqreeency et ne passant pas par 0 ; en

d'autres termes, il existe g EGJR tel que 1'on ait < cyyg > =eee3 < clhg> > o.®

EXERCICES:1. Ecrire une preuve "autonome'" du théoreme 2 en ne retenant des
théoremes 1 et 2 de (4.2.2) que ce qui concerne la situation considérée. Montrer
en particulier que cette preuve se simplifie beaucoup lorsqu'on 1l'applique a
des germes d'actions holomorphes de G = Zou € sur une variété holomorphe

(dans le domaine de Poincaré en tant qu'actions de ]R2 dans le second cas), et
que 1l'isomorphisme construit entre p et [R]GX{O} est alors holomorphe (théore-

me de Poincaré et Dulac).

1
2. Si p” est faiblement hyperbolique et n =< dim G]R , alors p1 est
dans le domaine de Poincaré ; déduire du théoreme 2 la classification c® de
tous les p € Act:(G,X) de partie linéaire faiblement hyperbolique lorsque

dimX<dimGlR.

. . ormes normales es germes yperboliques actions e ou
(4.4.3) F les d h bolig d'acti de IR z

HYPOTHESES. Ce sont les memes que dans le reste de (4.4), mais on suppose

que s = », que G =R ou Z et que pl est hyperbolique, de variétés stable E' et
instable E et dans le domaine de Siegel-le domaine de Poincaré a été étudié dans
(4.4.2). On associe a ‘p/:[)w 1'action p1 , les morphismes a et les ensembles’)i/i et Pi

définis aprés le théoréme 4 et avant le corollaire 4 de (4.3.2).

Ainsi, si G = IRet que 7\i = ai(o) pour 1 < i < n (le spectre du générateur infini-
L. 1 =
tésimal de p~ est donc U{’Xi ,7\1}), alors /fg (resp. 1 , 1 < i< n) est 1'ensemble
PO i

n,2 , . _
des () © (W) véritiant [p|+fa] > 0 (resp. > 1), 2(p A, + . F) - 0 (resp.-1)
J J J i

et q. = 0 pour A, € IR
J J
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n d.
NOTATIONS. Soient A = TT N ', P —Pp; la projection de A sur son i-ieme
i=1
di J di 2
facteur IN et P;—P; la projection de N sur son j-ieme facteur. Si A

est muni de l'ordre

" (p,q) < (r,s) si et seulement si pg < rg et qg < sg Viej" »

il résulte de (4.3.2), lemme 5 que tout élément de P, (1 =1i<n)
s'écrit - de maniere non forcément unique - comme la somme d'un élément de 1'en-
semble fini min Pi et d'un nombre fini d'éléments de 1l'ensemble fini min P0 )

N 2
ou PO = {(p,q) €A% @ ( (lpll,---alpnl) ’ (lq1|,---,lqn|) ) € T':) } .

Par conséquent, si (xg) est un systeme de coordonnées adapté & pl

et si

{zl,---,zu , E&,...,Eﬁ} = xP X% : (p,q) € min P et ¥ XUE) R }

et {yl""'yv} = {xP X% . (pryq) € min Po et xP %4 (E) cm} ,

le théoreme 1 de (4.4.2) admet la formulation suivante :

Vi _
THEOREME 1. Si G = Z (resp. R), il existe des séries formelles bg p q(y,z,z)
- 1Py
(resp-BJ  (y,2,2) ) 1<i<n,1%j<d, et (pyq) € min P, - d
.BY a i n . e min P, - donc en
resp-Py p,q'¥1202) ) avec 1123 =d; et (pagq i

=]
nombre fini - et un germe ¥ € ﬁb O(X,E) tels que l'on ait
,

~ © d
Z~ (3% ¥y 7 (1)) (resp. ¢~ (3 37 Y% P (t) I )
E'UE" * leroe == E‘UE" e * =0 |E+UE_ '

2& Z (resp. () est le jet en O d'application C® de E dans E donné par

- . v N
visds x) oz - xJ «31(1) +a (1) 2 xp:'cq'b‘z’p,q(y;z,z)

(p,q)eminPi

P B p-q Y%J ). on L = L 3¢ .=
(resp x; 4 xj e + (p,q)eminp_ x© X Bi,p,q(y’z’Z)’ ou T P ( )]t=0)
i

I1 est évident que (y,z) = 0. Par conséquent, quels que soient i,j et
lE+UE'

(p>q) € min P,y si bg’p’q(resp Bi,p,q) : [RY x Eulo ——C est un germe véri-
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. v . v < .
fiant j° bJ = bJ (resp. 2 pJ = pJ J o
Jo 1,959 1,pPyq esp JO Bl?P’q Bi’paq) » alors b1’P1q (yy2)
J . w

(resp. Bi,p,q o (yyz)) est un germe [E]E+UE_ ___)E de fonction C , et

® J W (e i J B (g

j by = by 242 resp. j K = By . D éo-
JE+UE_ iypyq iyprq Y2 p JE+UE_ Bl,p,q Bl,p,q ¥32;2)). Du théo

reme 1 et de (4.2.3), théoréme 2(i), on déduit donc le résultat suivant, qui

précise beaucoup 1'énoncé du théoreme de Sternberg donné dans (4.1) :

THEOREME 2 . Pour tout choix des prolongements bg paq (resp. Bg P q) es
[ "M s P —
N Vs
J J . .
i,p,q(zséﬂ' Bi,p,q)’ il existe un germe X € ﬁi’O(X,E) tel que Xy P = Po

- N [=<]
ou p, € Acto(G,E) est donné par

Vi, j, xi o § (1) = [xg ° 34(1)+ ai(l) 2::::::::: xP 59 pJ o (y,2) ]O

(p,q)eminPi Lypra

4 J. 7 i, -q 4]
(resp. ¢ x{° Palt)]y_o = [xj o L + xP x4 pd o (yy2) 15 ). Le

dt (pvq)eminPi 1.psq

modele local P ainsi obtenu laisse [E+UE_]O invariant. ®

V. Vs
; J J .
A . P = by r . ) sont des constantes le
COROLLAIRE. Si P = {g} , les 1pg (resp V?l,p,q) : ar 3
modele local P, obtenu en prenant bg,p,q = bi,p,q (resp. Bg,p,q = Bg,p,q) pour

tout (i,jspsq) dans le théoreme 2 est le germe en G X {0} d'une action analyti-

que de G sur E.

4y A
Dans le meme ordre d'idées, on prouve de meme le

. 3
THEOREME 3. Quel que soit L EWN , il existe des applications polynomiales

h] J . mY B .
P R IR t: R x @ T 1 <i<n, ( ) € P, et
l’p,q,z(resg 1,p,q,£) —— €, avec y (paq i

£
1=3s di , dont le degré croit avec £, telles que p soit C -isomorphe au
germe p, d'action analytique de G sur E fixant O donné par

. . L
Viggs ) 0 70 = D e 7R s a (2 P59 pd

2
(qu)eminPi 19Psqy

o (y,z)lo
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xP 4

4 d.53 = [xd o J .
(resp. xj ° pl(t)lt:o =[xJ oL+ E M) (ys2) ]O ).a

dt 1 (p,q)eminPi

EXERCICES 1. Enoncer les résultats que donne notre méthode pour s < w .

2. Généraliser le tout au cas ou G est un groupe élémentaire tel que
diman= 1 (utiliser le théoreme de (3.1.4), et regarder éventuellement la

maniere dont on s'y prend dans le chapitre 3).

(4.4.4) Intégrales premieres et centralisateurs.

. , . s £
Les hypotheses étant celles de (4.4.2), une intégrale premiere C

£ ~
de p est un germe o : [x]b___gim de fonction C tel que a ° P(g) = o pour tout

d
g€G etzﬁ-(a ° p(exp tv))' = 0 pour tout v dans l'algebre de Lie de la com-
t=0
posante neutre de G .

1 , N
PROPOSITION 1. Pour tout p € Actb(G,X), toute intégrale premiere c® de p est

constante sur les v.f.i. de pe.

Démonstration. Soient g € G et W la variété instable de P(g). Etant donnée une
intégrale premieére continue o de p, il existe un représentant Y de W, un repré-
sentant f : Y de 3(-g)|w et un représentant a : Y—R de alw tels que 1'on
ait a°f= a et , pour tout y € Y »1lim fn(y) = b. Comme a est continue en b,

n—o
on a donc a(Y) = {a(b)}. =

\'2
Une intégrale premiére de p € AgtE(G,X) est un o€ Es(x) tel que
v v v v .
a°e p(g) = o pour tout g € G. Lorsque p est le jet d'ordre s d'un

p € Acti(G,X), un tel & est appelé intégrale premiere formelle d'ordre s de p-

PROPOSITION 2. Les hypothéses et les notations étant celles du corollaire 3 de

. v v
(4.3.2), toute intégrale premiere o de p est de la forme

v

= xP %) on

v

a ( a
(p,q)€P Ulo,0} P4
| (pyq)|=<s

ou les ap q sont des constantes complexes et P0 est défini dans (4.4.3).
9

v v R
Démonstration. Pour s < o 1le jet h,a appartient a

S
W
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v v v v v .
QG {v € 5; : (h* \b (g) ) sy =Y } , et donc a
r] v vE v Vv v v
{v € 5E : (h* o(g)) vy =¥ }, dont une base est formée des
g € G

xp )-(q avec (p,q) €ep U {0,0} et I(p,q)lss . Sis =® , on passe a la limite
projective. = o

v .
EXERCICE. Une condition nécessaire pour que p ait des intégrales premieres
non constantes est donc que P0 soit non vide. Montrer que cette condition est

. . ~ ’ ’ . .
suffisante pour s < » , mais ne l'est pas, meme génériquement, Si s = o
p

THEOREME 1. Sous les hypotheses de la proposition 2, pour toute v.f.i. W de

v v v
p1 , le jet hx o définit au sens de (4.4.2) un jet a en W de fonction sur E

v v
tel que, si a désigne pour tout £ € N U {»} la composée avec a de la projection
lel que, si gne p 4 )]

¥
canonique de J*(E, R) sur J (E, R), les propriétés suivantes soient vérifiées :

.y Yo .
(i) a est le jet d'une constante.

(ii) Avec les notations de la proposition 1 de (4.4.2), il existe une

application to : N U {2} ne dépendant que de p1 , telle que t;l(w) = {eo} et

Vi v - .
que \31’, o S (g) = a~ quels que soient £ € toi(EO,s]) et g € g, ou ° désigne la

composition ponctuelle des jets. (N.B. On a to(ll) z 4).

. 1
(iii) Il existe une application ty : N U {«»} & ne dépendant que de p~ ,

-1 - s .
telle que t, (»)={w} et que. pour tout &4 € t11([0,s]), la propriété suivante
t
goit satisfaite : si a : [E]O_)]R est un germe de fonction C vérifiant

£, (4) L8
{ io a = a
Y VL )
€ j o = (3
ve € G, (j a)lw [s (g)]o (j a)lw s
A 2

alors (j a)’w =[a 0" (N.B. On a tl(“ > 4).
Démonstration. Les deux premiers points sont faciles a établir. Le dernier ré-
sulte du théoreme 1 de (4.2.4) et de la remarque qui le suit, appliqués a

ti(k) t1(k) i
(j <P)|w =8 (go) , ou ¥ (go) admet W pour variété instable. ®
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COROLLAIRE 1. Etant donné p € ActE(G,X), il existe une application t, : NU{=}O

ne dépendant que de Dl,telle que t;l () = {w}, et possédant la propriété
t_ (L)
suivante : pour tout 4 € t;l([O,s]), si o est une intégrale premiére C 2 de

p , le jet d'ordre 4 de o en la réunion des v.f.i. de p est entiérement déter-
t ZZ;

Lo .2
miné par j, o - "

THEOREME 2. Sous les hypothéses de (4.4.3), pour chaque intégrale premiere

v .
formelle o d'ordre infini de p , l'espace affine des intégrales premieres a de

v
classe C® de p telles que j: o = oo est de dimension infinie - et en particulier

non vide ! (Voir l'appendice 6, (A6.3), Corollaire, pour une généralisation)

Démonstration. On peut évidemment supposer que (X,b) = (E,0) et que p est de
la forme p, donnée par le théoreme 2 de (4.4.3). Soit R : (g,v)»———»i(g)(v)
une action C~ de G sur E prolongeant p et telle que, pour un choix convenable
d'une norme euclidienne '-| sur E , il existe (ef.(3.2), lemme 1) des constantes

c, < O et ¢ < O telles que l'on ait

+

vg € ¢ N [0,0], ¥x € E, IR(g,x)+ | < %8 |x |
(1) {

-c_g
IR(-g,x) | = e Ix_|

ou x_ et x désignent les projections de x € E" ® E” sur E' et E” respective-~

ment.
D'apres le théoréme 1 et (1), il existe un unique jet &' : E'—sy J”(E,R)
v % v
de fonction vérifiant a'(0) = a et z+°jw+R(g) =a’ pour tout g. Soit a; ¢
(o] E -] VvV 4
[E] —> R un germe de fonction C telle que j a, = a . Posons
B E+ 1

B:{xEE:|x+IS1]et

D:{aB si G =R

B \R(1) (B) si G = Z .

- Si G =R, il existe d'apres (1) un unique germe a : [(E \ E”] ,—> R de
E
fonction ¢” vérifiant
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(a - al)ID =0
Vg€ G, ao[S(g)I 1, =a
ENE E
D'apres le théoreme 2 de 4.2.4, [a]o se prolonge en une unique intégrale pre-
S - O . - v - -
miere a de classe C° de p 5 vérifiant 33 a =a . Les a possédant cette
propriété forment un espace de dimension infinie, car l'application alth___gz
est une bijection affine.
- Si G=Z, le théoréme de prolongement de Whitney permet de construire un
— . O, ..
germe a, : CD]E+____)I! de fonction C veérifiant
. v
(i a )l = a+]

= + +

DNE
@ ®
(3 az)IBB = (3 al)laB

@ a; ° (R(1)]

(5" 29 |1y ey = U 1R @B

On conclut alors comme précédemment en définissant a par

{ (a-a2)|D =0
¥g€ G, ao [S(g)l _ ] L =a- "
E\E E
Exercices - Enoncer et prouver le théoreme 2 en différentiabilité finie.

Rappelons que le centralisateur d'une partie A d'un groupe est 1'en-

semble des éléments du groupe qui commutent a tous les éléments de A.

PROPOSITION 3. Les hypothéses et les notations étant celles du corallaire 3 de

v R v
(4.3.2), tout élément ¢ du centralisateur de %(G) dans ﬁi (X) est_tel que

!

. v v . z .
Vi,j, xJ o h " = ug,z X, + vd xP

(p,q)EPi iyprq
| (pyq)]<s

ou les ug 1) et les v q sont des constantes complexes. ®
9
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THEOREME 3. Sous les hypotheéses de la proposition 3 avec s = o , pour chaque

. 1 . Vv P .
vef.i. Wde p" le jet h*? définit au sens de (4.4.2) un jet

v v v v v
H en W de difféomorphisme E Ptel que H o S(g) = S(g) ° H pour tout g. De plus,

sig € ﬁz(E) vérifie
- v
oy = ¢
(gt
(i® qn)lw 0 CS(g)]O =S(g) o (i ¢ )lw pour tout g ,
v
= [H]O .

alors (jm?)Iw

Démonstration. C'est celle du théoreme 1, en remplagant le théoreme 1 de (4.2.4)

par le théoreme 2 de (4.2.2) . ®

EXERCICE. Enoncer et prouver le théoreme 3, & la maniére du théoreme 1, pour

s < @ .

- ~ ~ , -~ L
THEOREME 4. Sous les hypotheses du théoreme 2 gg (4.4.2), 1le centralisateurﬁg

de 7(G) dans ﬂﬁ(x) est, pour chaque entier £ € ]so , sJ, égal 2 3&5, qui est

un groupe de Lie algébrique de dimension finie.

é ion. i [ = .
Démonstration. Soit h b,O(x’E) un germe tel que h*p [R]GX{O} Chaque
Lo v . N\L .8!/ , ‘.I,
élément y du centralisateur de h#p (G) dans o(E) est égal a 3o H pour une

unique application H : E & polynomiale de degré au plus s et H appartient

1 ,
au centralisateur de R(G) dans Diff®(E,E). Par conséquent, ¢ = [H]O appartient

N o L s ;s 112 pd
ah QZ ; d'apres le théoreme 2 de (4.2.2) , ¢ est le seul élément de h*:ﬁ

w

4 M
tel que 3o ¢y =g .M

2 . N ~ v
THEOREME 5. Sous les hypotheses de (4.4.3), pour chaque élément ¢ du centrali-

~ ®© %o sa s . ~
sateur de P (G) dans ﬂb(X) » les éléments ¢ du centralisateur de 7(G) dans

@© v ~
ﬁ£(x) qui_vérifient j: ¢ = ¢ forment un ensemble infini (et meéme 'de dimension

infinie" ).

Démonstration. C'est celle du théoreme 2, en utilisant le théoreme 2 de (4.2.3)
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au lieu du théoreme 2 de (4.2.4). ®
FXERCICE. Enoncer et prouver le théoréme 5 en différentiabilité finie.

(4.4.5) Actions génériques de R ou 7Z .

Soient X wune variété séparable de dimension finie n , D 1l'espace des
difféomorphismes X =X de classe c” , et d 1'espace des Cm-champs de vecteurs
sur X . Les espaces D et d étant munis de la topologie de Whitney, nous allons
prouver un fait utile :

THEOREME. Il existe un résiduel R (resp.r) de D (resp.d) tel que, pour tout f € R

(resp. tout £ € r) et tout a € X avec f(a) = a (resp. £(a) = 0), les deux propriétés

suivantes soient satisfaites :

(i) L'automorphisme Taf(re§p.exp dg(a)) de TaX est hyperbolique, et le spectre

G(Taf) (resp. o(dg(a))) est formé de valeurs propres simples.

(ii) Le germe [f]a (resB.[g]a) est C -linéarisable.

Démonstration. Nous allons traiter le cas des difféomorphismes)l'autre étant tout

N . 1 1 X
a fait semblable. Posons J = J (X,X), et soit

£={ir € f@ =aet (40010 <nouokolr )

Dire que jlf € ¥ revient A& affirmer que le produit du déterminant de Taf par le
a
discriminant de son polynome caractéristique est nul. Il résulte donc de la strati-
fication de Whitney des ensembles algébriques que le fermé 3 est un stratifié de
1

codimension n + 1 de J .

. s . . 1
Considérons la sous-variété M de codimension n de J définie par

M:{jift‘Jl\z:f(a)=a}.
Sur M , l'application jif p_fi-+ G(Taf) est a valeurs dans l'ensemble A des
parties de € \{0} qui possédent exactement n éléments et sont invariantes par
conjugaison complexe. On munit A d'une structure de variété analytique de la

maniére suivante : l'ensemble A des (al,...,a ) € (¢ \ {O})n vérifiant
n

#{a

— — sz n
,...,an} =n et {al,...,an} = {al,...,an} est une sous-variété de € , sur la-

1
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quelle le groupe symétrique Sn agit librement par permutation des indices. On iden-
tifie A & l'espace des orbites de cette action.

Pour cette structure de variété analytique, l'application s : M —3 A est
une submersion. Désignons par m : A_3A la projection canonique. Pour chaque
p = (pl,...,pn) € IN avec lp, > 1, soit Ap = n(Ap), oﬁ'Ap est la sous-variété de
A formée des (al,...,an) avec a, = aP . Bien entendu, Ap est une sous-variété
immergée, et non plongée, de A . Cela dit, comme Ap est une vraie sous-variété et
7 un revetement fini, le théoréme de transversalité de Thom (convenablement aména-
gé) permet d'affirmer que 1'ensemble Vp des f € Cm(X,X) tels que jlf soit transver-
se a s-l(Ap) est un résiduel. Or, s_l(Ap) étant une sous-variété (immergée) de co-

. 1 ‘s
dimension n + 1 de J° , le résiduel V est exactement 1l'ensemble des f tels que
p

jlf(x) n s_l(Ap) = 0 . Soit U 1l'ouvert dense de Cm(X,X) formé des f vérifiant
't d 5, crest-a-dire ' £(X) N % = B . Liensemble R =D | U N nvp est 1'inter-
section de l'ouvert D et du résiduel U n(k]vp . C'est donc un résiduel de D .
Pour tout point fixe a d'un f € R, les propriétés (i) et (ii) du théoreme sont
satisfaites 3 en effet, le spectre O(Taf) est formé de valeurs propres simples
parcequ'on a f € U , et Taf est hyperbolique (exercice) parce qu'on a f € N Vp $
pour la méme raison, [f]a est formellement linéarisable, ce qui permet de déduire

(ii) du théoréme de Sternberg. ®

REMARQUE. En travaillant un peu plus, on voit que, pour tout entier k > 0 , il

existe un ouvert dense Rk (resp.rk) de D (resp.d) tel que, pour tout f C Rk(resp.
[ee]

g€ rk), 1'énoncé du théoreme soit vrai lorsqu'on y remplace C -linéarisable par

k 2. s
C -linéarisable.
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CHAPITRE III. LINﬁARISATION DES GERMES D'ACTIONS DE GROUPES ﬁLéMENTAIRES

Elementary, my dear Watson

Conan Doyle

Introduction. Nous allons expliquer maintenant comment généraliser le théoreme
de Sternberg aux germes d'actions de groupes élémentaires généraux. Pour éviter
d'ensevelir le lecteur sous des détails techniques, nous traiterons uniquement
dans ce chapitre de la linéarisation des germes dont le jet est semi-simple.
Dans le domaine de Siegel, la géométrie des orbites de la partie linéaire d'un
tel germe est relativement compliquée, et nous commencerons donc pour nous y
frayer un chemin. Nous utiliserons ensuite les méthodes de (4.2) pour obtenir

le résultat cherché et en prouver l'optimalité en un sens que nous préciserons.

Le cas non semi-simple est traité dans l'appendice 7

’ ,
5. GEOMETRIE DES ORBITES D'UNE ACTION LINEAIRE FAIBLEMENT HYPERBOLIQUE DE:mr .

Dans cette section, on se donne un espace vectoriel réel QR de dimen-
sion r < » , et une représentation linéaire continue T du groupe qR dans un
espace vectoriel réel E de dimension finie. On désigne par o l'action de %R
sur E donnée par o(g,x) = G(g)x, que 1'on suppose faiblement hyperbolique. En
outre, on fait 1'hypotheése que, pour tout g € qR y 1'automorphisme
t F(g) : c—3 c ° G(g) de 1l'espacevectoriel complexe HR(E,E) est diagonalisa~

ble.

(5.1) Quasi-quotients de E par o .

Commengons par traduire les résultats de (4.3.1) :
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PROPOSITION 1. Il existe une unique décomposition E = E1 S...0 En et des ap-

plications R-linéaires CPEREETL de qR dans € possédant les propriétés suivan-

tes ¢

(i) Pour chaque i ’Ei est un espace vectoriel sur R si ai(G) CR, sur C

sinon, et

ai(g)
V(x,g) € E, X Gp g(gyx) = e x .

(ii) Pour i # j, on a ay £ aj 7 Ei . ®
Les formes linéaires cl,---,cn associées a o dans (4.3.1) sont données par

c, =Re a, (1 =i <n).
i i

On note
{ In = {1,.--,[1}
vicr , E, =9 E, ,
n I je1 1

et on désigne par X — x4 la projection de E = E, ©...® En sur son i-ieme rac-

1
teur.

Sur chaque Ei s on se donne un produit scalaire hermitien (-I-) , et
1'on munit E de la norme l-l définie par le produit scalaire euclidien

xy = Z Re (xilyi)-
i€l
n

Pour étudier les orbites de o , nous allons utiliser 1l'application F de E dans

%ﬁ définie par

1 2
F(x) == Z lx.l c.
2 i€1 i i

n
. , d

EXEMPLE. Si Gp =R et que les a, sont réels, le champ de vecteurs o= 3(t)|t=o

est (moyennant l'identification canonique de R aR') le gradient de F, laquelle

croit donc strictement le long des orbites de o autres que {0}. si E' et E”

désignent les sous-espaces stable et instable de o , supposés non triviaux ,
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alors, pour tout b > O (resp. < 0), toute orbite de o qui n'est pas contenue
- -1
dans E+(resp- E") coupe F " (b) transversalement, en un point et un seul. En
-1 , . :
1 1 1
d'autres termes, F ~(b) est difféomorphe a 1l'espace des orbites de otRX(E\E+)
(resp. ahRX(E\E-)) « Bien entendu, il serait plus simple d'utiliser le cylindre

z |x.|2 =1 (resp. Z Ix.|2 = 1) au lieu de 1'hyperboloide F-l(b), mais
i i
ci>0 ci<0

cette possibilité disparait pour r > 1, alors que l'usage de F convient, nous

allons le voir,a tous les cas.

NOTATIONS.-Pour tout x € E ,on pose J(x) = {i € I ox; # o} .

-Pour chaque I & In y on appelle respectivement VI et CI le sous-

espace vectoriel et le cone convexe de sommet O dans Gi‘ engendrés par {Ci}ieI

PROPOSITION 2. Les points critiques de F sont les x € E tels que

Vix) # @' -

Démonstration. Etant donné x € E, on a

DF(x).y = E Re (x.ly.) e. = = Relx,ly.) c,
€1 PP 1 eg(x) v
pour tout y € E. Quel que soit ¢ = & A, c, € Vi)

i€a(x) * *

X.
y= I A —>= €Eest tel que DF(x). y = c. ®
. i 2
i€ (x) Ixil

PROPOSITION 3. Pour tout b € G' les propriétés suivantes sont équivalentes :

]R b

(i) b est une valeur réguliere de F.

.. c . o
(ii) Pour tout I In y Si b € CI , alors VI = GZR .

-
(iii) Pour tout I C I s sib € C, , alors b € Cp -

I

(iv) Quel que soit I © In , b est une valeur réguliere de F E *
I

Démonstration. Pour tout point critique x de F, b = F(x) appartient a CJ(x) ,
et, d'apres la proposition 2, on a VJ(x) £ G'p » ce qui prouve que (ii) entrai-

ne (i).
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Réciproquement, si b € CI pour un I © In , il existe évidemment
x € E tel que J(x) €I et F(x) = b. Si Vi A G s a fortiori V, A G,
ce qui prouve que (i) entraine (ii).

L'équivalence entre (i) et (iv) résulte immédiatement de celle entre
(i) et (ii).

Si EI est non vide, on a VI = GER s ce qui prouve que (iii) implique
(ii). La réciproque vient de ce que, pour tout I € In y O CI est la réunion

d'un nombre fini de CJ tels que J € I et VJ£ GER .

PROPOSITION 4. Quelle que soit la v.f.i. W de o, FIW est propre.

Démonstration. Il existe g € qm tel que W = E_ , ou I = {iEIn HERS €8 > > 0] .

I
1/2

Par conséquent, x — < F(x), g > est une norme euclidienne sur W, d'ou il

résulte que tout B © W tel que F(B) soit borné est borné. ®

THEOREME 1. Quel que soit x € E vérifiant Vi(x) = G'r » L'application

G R 3 gr— F(o(g,x)) € G']R

°

est une (sub) immersion injective, d'image Crix) *

Démonstration. (i) C'est une immersion injective : posons

¥ (g) = F (a(g,x)). On a

1 s |2 2ci(g)
Yx(g) =3 'xi e c;

i€J(x)
et donc, pour chaque c € G‘m ’

Wx(g) -c=DTf (g)

Xy C
ou
1 2
= - - > .
fx,c(g) y lo(gyx) | < cig
2 2 2ci(g)
Comme D f (g) = & [x.|% e c, ® c. est définie positive pour tout
X e i€r(x) 1 oot

g € G p d'apres 1'hypothese sur x , il est clair que ¥ est une (sub) immersion ;
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de plus, la fonction fx G:R-_—aiR est strictement convexe pour tout c € ﬁk N

10:
et a donc au plus un point critique, qui est la solution éventuelle de Yx(g)=c )

d'ou 1'injectivité. O
o

(ii) L'image de v est CJ(x) : cette image est ouverte d'apres (i)

et incluse dans CJ(x) par définition de F , et il suffit donc de prouver que
c .
o, (Gg)) =0 Gy

Soit donc (gk)k€:m une suite de points de G telle que Yx(gk) converge vers

m 9
un point ¢ de O (YX(G:R))- Quitte a remplacer (g, ) par une sous-suite, on peut

supposer que g, tend vers 1'infini (car c ne serait pas un point frontiere si

g
s , , . k
(gk) était bornée), et, étant donnée une norme gk___9|g| sur G R ' 4due TETT

k

tend vers une limite g € Gp \ {0} (car 1a sphére unité de G _, est compacte).

R

Par définition de Yx y on peut écrire

C. ]

™ (K
¥ (g) = S |x.]% e 218t <y B IE;] - e > i

i€J(x)

d'ou en particulier c € CI ,oulI={i€Jgx :< c; v & >201} . De plus, en

écrivant que < Wx(gk) y & > ne tend pas vers + © , on obtient
Vi€dlx), <c; »g>50,

1 o c 9 . n
d'ou CI CJ(x)

Nous noterons QT/la réunion des v.f.i. de o .

COROLLAIRE 1. Pour que x € E appartienne écv/, il faut et il suffit que 1l'on

ait F(S (G p)x) £ G'p -«

Démonstration. D'apres la proposition 1 de (4.4.1) , x appartient éfﬁ/si et

seulement si il existe un demi-espace fermé D de G' vérifiant 3 D 2 0 et con-

R

. ’ ~ C : . I-
tenant CJ(x) Par conséquent, comme F(G(G:m) x) CJ(X) y la condition est né

cessaire. Réciproquement, si F(T(G R)x)£ G']R , deux cas se présentent
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- Pour Vj(x) £ GHR y n'importe quel D vérifiant V (x) C 3 D contient

J
Crix) » d'0l x € aw.

o
s , . , s ~ _
Sinon, d'apres le théoreme 1, F(O(G:R) x) = CJ(x) , et C ) est

J(x
~ ’ . - . . . .

donc un cone convexe fermé de sommet O , d'intérieur non vide et distinct de

GHR , donc contenu dans un D. ®

N
Soit, pour chaque b € GHR ’ qf; la réunion des v.f.i. de 0 sur les-

quelles F ne prend pas la valeur b .

COROLLAIRE 2. Pour toute valeur réguliere b de F , les propriétés suivantes

sont équivalentes :

A

(i) xefv“b .
(ii) b EgC

J(x)

Démonstration. Si (i) est vérifiée, b n'appartient évidemment pas a F(GTG.R)X),

lequel est égal a C dés que celui-ci est non vide, d'ou (ii).
(x)

)

Réciproquement, si (ii) est satisfaite, il résulte de la proposition
3(iii) que CJ(x) ne contient pas b , et peut donc en etre séparé par un hyper-

plan de G' passant par l'origine, d'ou (i) par (4.4.1), proposition 1. m

R

soient E, = ExN W et Q F1(b).

€ '
Pour tout b GZR ’ b b b

COROLLAIRE 3. Pour toute valeur régyliére b de F, Qb est un quotient de Eb

A
par ¢ , en ce sens que toute orbite de o qui n'est pas contenue dans Q};

coupe Qb transversalement, en un point et un seul (Qb est donc difféomorphe a

).

1'espace des orbites de OIG E

R
Cela résulte immédiatement du théoreme 1 et du corollaire 2. ¥
COMMENTAIRE. pour r > 0 , 1l'espace des orbites de o est un ensemble stratifié

’ ’ . LRI Y . < ’ .
non séparé. Bien que la structure de cet ensemble stratirfié soit a 1'évidence
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intéressante, nous allons dans ce qui suit éviter d'aborder de front son étude.
I1 n'est pas trop difficile de prouver que, si Uo C E est maximal (pour 1'in-
clusion) parmi les U € E tels que o(GxU)=U et que 1l'espace des orbites de
OIGXU soit une variété (analytique) séparée,alors U0 est de la forme Eb pour
une valeur réguliere b de F . Comme Uo est alors un "treés gros'" ouvert

dense (son complémentaire est une réunion finie de sous-espaces vectoriels

stricts), il n'est pas déraisonnable de baptiser Qb ""quasi-quotient''de E paro .

(5.2.) Application a 1'étude des orbites de o

PROPOSITION 1. Presque toute suite {o} = Ho c...Cc Hr = G]R de sous-espaces

vectoriels de G g tels que dim]R H,]' = j pour tout j possede la propriété

suivante : pour chaque j € {0,...,r}, si rcj : HI" —_— H3 désigne la surjection
canonigue C+— CIH y alors quel que soit I & In N TEJ"V est de rang maximum.
j 1

J

Etant donnée une telle suite (H.), 1l'action o, = cl
J —_— HJ,XE

est faiblement hyper-

bolique pour tout j .

Démonstration. On prouve sans peine que l'ensemble des hyperplans Hr—i de G]R
tels que la projection Mgt G']R.—..) HI"-I possede la propriété souhaitée a un
complémentaire fermé et de mesure nulle dans la grassmannienne des hyperplans

de G]R « Pour chaque choix d'un tel Hr—l » l'ensemble des hyperplans Hr—2 de

r-1 ~
. . . om v o s sz _
HP_1 tels que la projection =n ron ’ Hr-l_)Hr ait la meme propriété (en rem

placant o par Gr 1) est lui aussi un ouvert de mesure pleine. On conclut donc

’ . b .
de proche en proche en domnant un sens précis a "presque toute suite'" . ®

DANS CE QUI SUIT, ON SE FIXE UNE SUITE (Hj) SATISFAISANT LES HYPOTHESES DE LA

PROPOSITION 1.

. L € G . = i 6=
PROPOSITION 2. L'ensemble des b € G R tels que bj nj(b) soit une valeur ré

guliére de Fj = nj o F: E__)H;j pour tout j est le complémentaire d'un fermé

de mesure nulle dans G']R . n
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DANS LA SUITE, ON SUPPOSE FIXE UN b € GHR SATISFAISANT LES HYPOTHESES DE LA

PROPOSITION 2 .

NOTATIONS .Soit § : G:RP___’gl(E) 1'homomorphisme d'algebres de Lie donné par

€(g) =é% c(tg)lt_o . Pour chaque j € {0,...,r}, les résultats de (5.1) restent

valides si 1l'on y remplace o par cj et F par Fj y et nous noterons CU; la

A

L. . _ | P
réunion des v.f.i. de Gj = UIH.XE s Qb. = Fj (bj) N 7)g. la réunion des
J J A J
vef.i. de dj qui ne rencontrent pas Qb et Eb = E \Qf; .
J J J

Du corollaire 3 de (5.1), on déduit facilement la

. . ' . . . P
PROPOSITION 3. Quel que soit j , 1 agpllcatlon ¢bj : ijxHj _ Ebj déefinie

par ¢b (x,g) = as(g)x est un difféomorphisme analytique. Etant donné un choix

J
€ .
quelconque de u Hj+1\Hj (pour j <r), on a

V)
K"

t t
V(x,g,g',t)eQb.XHjXHjXZR ’ (¢b.d(tu+g'))(x,g)=(éb.(x),g+g'+Iogb.°§§_(x)ds) ’
J J J J J
ou (@E )tE R &St le flot sur Q  dont le générateur infinitésimal en chaque
J J
est la projection de §( wWx sur Tbe parallelement a 1'espace tangent

x € Q

b.
J

§(Hj)x a 1'orbite cj(Hj)x ,1'application (analytique) g, ¢ Qb .___9Hj étant
J J

fee s a .t ~ .
définie par T ij(x)|t:0 = §(u—gbj(x))x pour tout x € QbJ .

COMMENTAIRES.-Le flot Q; est donc complet, et les orbites @;R(x) sont exacte-~
J 3

ment les intersections avec Qb. des orbites de 0j+1 H. .xE

j j+1 bj

-La bonne maniere de voir les choses est de considérer

(t,x)p___;ég (x) , via la base de Hj+1/Hj définie par u , comme l'action de
J

canoniquement associée a cj+1

H. H. ' d bit de o,
J+1/ j sur l'espace des orbites de JIHjXEb.

J
2

EXERCICE. Dessiner les orbites de o, , de (QE ) et de o lorsque G:m=ﬁm et
1
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E :IR3 , en envisageant tous les cas possibles (domaine de Siegel ou domaine

de Poincaré avec des oy plus ou moins réelles et nombreuses).

DANS CE QUI SUIT, j € {0,...,r-1} ET u € B, q\Hj SONT FIXES, LES NOTATIONS
SONT CELLES DE LA PROPOSITION 3, ET L'ON POSE ¢ = b, . LES RESULTATS DE (5.1)

SERONT APPLIQUES EN Y REMPLACANT (0,F) PAR (oj,Fj)

PROPOSITION 4. Pour toute v.f.i. W de oj , WN Qc est une sous-variété compacte

de Qc , invariante par le flot @2 .

Démonstration. Comme W est invariante par °j+1 , W0 Qc 1'est par (QZ) d'apres
la proposition 3. C'est une sous-variété d'apres (5.1), Proposition 3(iv),

compacte d'apres (5.1), Proposition 4. ®

Soit Hj 1'ensemble des I < In possédant les deux propriétés suivantes:

(i) dim Vi=13

(ii) I ={i €1 : ¢c. €V}
n i I

EXERCICE. Si o, , est hyperbolique, alors I € Kj si et seulement si # I = j .
J

NOTATION. O V., = n_(V . = T, < .
n pose V, J( I) et CJ,I J(CI) pour I < I

PROPOSITION 5. Pour tout I € Kj » il existe un unique 81 € Hj tel que

= ! - = .
Viet,1 ber P <Y 0 umgg > = 0]

Démonstration. L'unicité est claire. L'existence vient de notre hypotheése sur
la suite H0 Co.c Hr sy qui implique que Vj 1= H3 et que l'application
9
Yf___éYIH soit un isomorphisme de Vj+1 1 sur H3 yd'ou il résulte que 1'ortho-
j 9

gonal de Vj+1,I dans Hj+1 n'est pas contenu dans Hj . "

Soit Sc la partie de Mj formée des I tels que ¢ € C, I c'est-a-dire
Js

vérifiant

Zc,I = ch]EI AP
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Pour chaque I € Sc s nous appellerons Ec 1 1'ouvert o-invariant de E donné par
1

= 6 H E
B,y = IX€E: c€ci a0l
et Qc I la sous-variété fermée de E, contenue dans Ec I et définie par
9 k]
= e H =
Qc,I {x E FJ(XI) e},
ou, si
A
I=1 NI,
n

xq désigne la projection de x sur EI parallélement a Ei .

PROPOSITION 6. On a

et, pour chaque I € Sc 3y les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Ec est une sous-variété compacte de Q, » invariante par le flot

y I
@Z et contenue dans ‘U; .

(ii) L'isomorphisme canonique de E = E; o Ep sur E; x Ef identifie

. . n .
Qc,I a zc,IXEi st Ec,I 2 (Ec EI))< Ef

(iii) Qc,I est un quotient de Ec,I par dj au sens de (5.1), corollaire 3,

et 1'image (@z I) du flot (@2) par le difféomorphisme canonique du quotient
R

de E p o, i
anEc,I de E | par j sur son quotient Qc,I est telle que
d st
— = - .
at 2c,1)t=0 = Slu=gp)|q
c,I
Démonstration. Si j = O, toutes nos affirmations sont triviales .

A

Sinon, pour tout x € QK , il résulte de (5.1), corollaire 2 et

s e s s A
proposition 3(iii) que c £ Cj,J(x) , d'ou

U e ce .

€ C,I Cc
I Sc
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Réciproquement, quel que soit x € E ,onac € Cj J(x) d'apres (5.1), corol-
9
laire 2, et il existe donc J € J(x) avec # J = j , tel que ¢ € Cj g d'ou
)

en particulier dim VJ =j.8i1IE€ Kj est défini par VI = VJ y alors I appar-

. s . + S . .
tient a Sc et x a Ec 1 ° ce qui prouve notre premiere affirmation.
,

- Point (i) . Le méme argument que pour la proposition 4 montre que

AP , . . t . A
Zc 1 est une sous-variété fermée, invariante par Qc . D'apres la proposition 4,
b

FU;“QC est compact, et il ne nous reste plus qu'a établir qu'il contient Zc I
L

est faiblement hyperbolique, on a C £V , d'ou

j+1,T

Comme dj+1

j+1,1

£V = H3 , car 1'application Yp__—)YIH est un isomorphisme de V

j j+1,1I

C. .
J»1 JoI

sur H3 . On conclut par (5.1), corollaire 1.

-Point (ii). La seule assertion non triviale est 1l'inclusion

NE <E_N . € E_N ! ¢ . -
E; Ec E4 Ec,I Or, pour tout x € E; Ec , on ac € Cj,J(x) d'apres (5.1), corol

laire 2, d'ou le résultat cherché puisque J(x) = INJ(x).

-Point (iii) . Moyennant 1'identification (ii), quels que soient

g € H et (y,z) € (EIﬂEC) x Eg 5 on a

F(g)(y,z) = (G(g)y, F(glz) € (EIﬂEb) x Ef .

Comme Zc 1 est évidemment un quotient de EIﬂEc par cj y i1l en résulte que
,
=X i .
Qc,I c,IXEf est un quotient de Ec,I par dj

I1 est "fonctoriellement” évident que le générateur infinitésimal

paral-

de gt s'obtient, en chaque x € Q » en projetant §(u)x sur T Q ,
c,I x ¢y 1

c,I
lélement a Tx(o(Hj)x) = {(Hj)x. I1 suffit donc de vérifier que §(u—g1)x est

tangent a Q
tion 5)

y c'est-a-dire que §(u-g1) x; est tangent a Zc . Or (proposi-

c,I s I

- 2 —
DFj(xI)- §(u-g1)x1 -121 < c; v u-g; > lxil ”j(ci) =0 . "

REMARQUE. Comme les restrictions de Qz et st az I coincident, nous venons

c, I C,

de prouver que gc(zc ) = {gl} .
9
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Pour chaque I € Kj , soient IT , I, I; et I; les parties de In

définies par

I+

Z {i . _ t _ t
1= {ic¢€ It & <ciu-gp>< 0} et E-1U1

DEFINITION. Une action R de G = R ou Z sur une variété Q est dite simplement

hyperbolique normalement a une sous-variété compacte Z de Q lorsque les pro-

priétés suivantes sont vérifiées :
(i) I est R-invariante
(ii) Etant donné un choix (quelconque) d'une distance riemannienne d sur

Q 4 les ensembles W et W définis par

wt = {x € Q: lim sup % Log d (R(xt,x),Z) < 0}
t=e+

sont des sous-variétés de Q , appelées respectivement variété stable et variété

instable de R en £ , et vérifient

{W*ﬂw by
¥Vx €L, T W +T W =1 q.
X X X

(La définition de W' et W ne dépend évidemment pas du choix de d).

THEOREME 1. (i) Quel que soit I € Sc , le flot (QZ) est simplement hyperbolique

nermalement a & y de variétés stable w et instable W_ données par
—_—c,1I c,I cyI

Wi,l = Ec,In qf\%% Plus précisément, quels que soient x € Qc,I et t> 0,

on a, avec les notations de la proposition 6 ,

Aty At
Ix e < I@t I(x) | < |x Je I
I+ Cy I+ I+
ATt At
Ix e LA |§-t (x) | =slx le ! ’
1~ AR 1~
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— - .3 € 1%
A . = max { t <ec; u-gg > i 1*} <o

I"' k]
; . *
Ali =min { & < ¢ ,u-gyp > 1 i €T } <o
+ -
ii = n .
(ii) ig% (wc,I v wc,I) q§;1 Qc
Cc

Démonstration. Point (i). Comme Ec et Eii sont o-invariants, il suffit de

o

, I

prouver l'assertion sur (Qz ). D'apres la proposition 6(iii), on a
9

I

t
Qc,I(X)I+ = c(t(u—gI) ’ xI+), et donc

2<c. u~-g. > t
t (x) |2 = I ]xilz e ! 1 ,

IQ I +
©r 1 €T+

d'ou le résultat cherché, le cas de I~ se traitant de méme.

Point(ii). L'inclusion du membre de gauche dans celui de droite

est claire car, pour tout I € X, , E et E sont des v.f.i. de O, d'apres
3J I+ i~ j+1
o o

(4.4.1), proposition 1.
Inversement, étant donné x € 1@;10 Q. deux cas sont possibles :

- si dim VJ(x)S j» alors diva(x)= j d'apres (5.1), proposition 3 , et

x € Zc , oul € Sc est défini par V_ = V

, I 1 J(x) °

- sinon, on a le

LsiTo:oH , Cps s - -
LEMME 1. Si Hj+1____)l-[j est défini par (v) Yth , alors

()N 3¢, AP .

+1 , J(X)

Par conséquent, il existe K © J(x) tel que dimVK = j et que

-1
C
TN, 4 A B et Coy kSO Cly (v

. e}
Preuve. Comme Cj+1,J(x)

sertions du lemme sont équivalentes.

est une réunion de tels coOnes Cj+1 K les deux as-
9
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E i .1 i éore L .
n raison de (5.1), corollaire 1 et théoreme 1, on a Cj+1,J(x)£Hj+1
Si le lemme n'était pas vérifié, ﬂ-1(0) serait inclus dans OC. , et il
J+1,J(X)
. . C . - . C a
existerait donc L € J(x) avec d1mVL j et Cj+1,L Cj+1,J(x) y tel que

contienne une des deux demi-droites d'origine O contenues dans ﬂ-l(O).
1

Cj+1,L

Par suite, on aurait M (0) C V d'olu il résulterait que ﬁlv , et

.l 'Y
j+1,L j+1,L

donc ﬁj y, ° ne serait pas de rang maximum, contrairement a notre hypothese

L

sur la suite H S...CH . 0O
o r

Si K vérifie la conclusion du lemme 1 , soit I 2 K 1'élément de

K PP - . : 3 € 6=
3 défini par VI VK Comme ¢ appartient a Cj,K , on al Sc , et on dé

s [ . C . b . .
duit de 1'inclusion Cj,K Cj,IﬂJ(x) que x appartient a Ec,I Enfin, Vj+1,I

x appartient a E ou a E .
+ -
I I
o o

étant un hyperplan d'appui de C, 4 ;( .y »

Au passage nous avons prouvé la

PROPOSITION 7. Les Zc avec I € Sc sont deux a deux disjointes. Pour que

" U
e i ‘Z = Z i i i i S.I
X Qc appartienne a c c,1° il faut et il suffit que dleJ(x) j

. - : 2 x . € L.
On a alors d1n1VJ(x) J » et x appartient a ey ° ou I Sc est défini par

VI= Vi t .
THEOREME 2. La fonction f_: Q —R définie par
fc(x) = < F(x), u>

possede les propriétés suivantes :

(i) L'ensemble de ses points critiques est Zc , et fc(zc I) = {<c,g1>}
- 9

pour tout I € Sc .

(ii) Quel que soit x € Qé\ Zc , la fonction
‘& t €
9 o
ROty f éc(x) R

est strictement croissante.
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(iii) Pour que v soit bornée supérieurement (resp.inférieurement),

. . . . . + -
il faut et il suffit que x appartienne a wc,I (resp. wc,I) pour un I € Sc .

Démonstration. Point (i). Le lieu critique de fc est 1'intersection avec Qc

de celui de Fj+1 , car ¢ est une valeur réguliere de Fj . Notre premieére

assertion résulte donc de (5.1), proposition 2 , et de la proposition 7 .

Etant donné x € Zc on a bien

»I17
f (x) =2 <e¢ u—g>lxlz+<F(x)g>=<c g > .
c i€ i’? 1 i j o1 ' eI

icI
t

Point (ii). Si x = QZ(x), on a

DY (t) = < DF(x"). Elu-g (x"))x" | u> .
t t N -1 , .
Comme §(u—gc(x ))x~ est tangent a QC = Fj (c), on en déduit que

DY_(t) = < DF(x"). Elu-g (x))x* , u-g (x*) > =

= E::::llx:]2 ci(u—gc(xt))2 .

i€3(x%)
D'apres la proposition 3, on a J(x%) = J(x). Comme x n'appartient pas a
1 by . . - 1 ’
Zc , on a, d'apres la proposition 7 , vj+1,J(x) = Hj+1 . Par conséquent,

. t "
puisque u—gc(x ) ne peut pas étre nul, 1'un au moins des c. (u-g (xt)) est non
i c

nul, d'ou DWx(t) >0 .

t ~
. .... = n . ’ .
Point (iii). Comme {x ]tell Q, G(Hj+1)x, il résulte de (5.1),
corollaire 1, que , si Yx est bornée supérieurement ou inférieurement, alors

x E’V{ . De plus, la proposition 4 de (5.1) entraine que f est
j+1 cIQ}3+an
c

propre. Par conséquent, si Wx est bornée (par exemple) supérieurement, il

existe une suite (tk)kE]N a valeurs dans R et tendant vers + « , telle que
k . N
(x )ke N 2itunelimite y € Q, « D'apres la premiere affirmation de la propo-

sition 6, il existe I € sc tel que y € E, 1 d'ou 1'on déduit immédiatement

, I

(en utilisant la "carte" Q _) que y € T et donc x € W' _ . ®
cy I [ Cy

) I I
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EXERCICE. Si dj+1 est hyperbolique, montrer que, pour chaque I € Sc , il

existe (*1)161 € ]0,a>[1 tel que
Eor=x€E Vi, Ixl =21

(En particulier, dans le cas '"générique' ou cj+1 est fortement hyperbolique,

chaque Ec 1 est une réunion finie de tores.)
9

En déduire qu'il est possible d'utiliser les

{(x €E: Vi€ ,lxil = 1)

a la place des Qc y et que Ec ={x€E: vVvi€r1 )y Xy £ o} .

s I s I

Ce qui suit constitue une premiere étape, suffisant a nos besoins,
dans le passage des ''quasi-quotients'" au véritable espace des orbites de o

(ou de o0.) .
J

PROPOSITION 8. Pour chaque j € {0,¢.0,r}, chaque valeur réguliere c de Fj

et chaque v.f.i. W gg Oj s si 1'on pose

vx € E, d(x,W) = inf {lx—y] iy €W},

les propriétés suivantes sont vérifiées :

A
(i) Lorsque W < rvz , on a inf {d(x,W) : x € Qc} > 0 .

(ii) Sinon, les ensembles Bk = {x € Qc : d(x,W) < 2_k] avec k € IN forment

une base du filtre des voisinages de W Qc dans Qc .

Démonstration. Soit, pour chaque k € IN , B& = {x € Qc : d(x,W) < 2_k] .
Etant donné g € Hj tel que W soit la variété instable de o(g), posons
1=1{i¢€ It <cpg>> 0}. De 1l'identité

vx € Q , S Ix.]%<c.g>=2<ce>-2 Ix.]2<c.0>,
[ . i i! o4 i i
i€I i€l
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on déduit que les B' sont compacts, d'ou, puisque

k
ﬂ B! = WNQ
kelN k c'

le résultat cherché. ®

THﬁORﬁME 3. Pour chaque j € {O,-..,r} et chaque valeur réguliére c de Fj N
P

si Uo est un voisinage ouvert du compact QGOQC dans Qc , alors U =’ﬁ;U?(Hj)U0

est un voisinage ouvert de KV; dans E.

Démonstration. D'apres la proposition 3, UnEC est ouvert , et il résulte
de (5.1), corollaire 3, et de l'invariance de %Glpar Gj que UﬂEC contient
WNE_ .
j e
Par conséquent, U contient Wg/, et notre probléme est de prouver
qu'il est ouvert, c'est-a-dire que, pour toute suite (xk)kEZN a valeurs dans
E, de limite x € U, tous les xk sont dans U a partir d'un certain rang. Etant
P
donnée une telle suite, seul le cas ou x appartient a ‘U: pose probleme,
A~

d'apres la proposition 3. De plus, les xk € q}; étant dans U , nous sommes

. N
ramenes a prouver le

LEMME 2. Quelle que soit la suite (xk) a valeurs dans Ec , de limite

k€ N

A
x € Tz , tous les xk sont dans U a partir d'un certain rang.
Preuve. D'apres la proposition 3, on peut écrire de maniére unique
k k k
x d(gk)y avec g, Hj et y Qc

pour chaque k € N. Il s'agit donc de prouver que yk € Uo a partir d'un certain
rang.
Supposons le contraire. Alors,quitte a extraire une sous-suite de

(yk), nous pouvons faire l'hypothése suivante :

Vkem,ykEQc\Uo.
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Nous allons voir que c'est impossible :

- Si (g, ) était bornée, alors, pour chaque i € I lx?l:ly?le<ci’gk>
tendrait vers O si et seulement si c'était le cas de y? y ce qui est contraire
a la proposition 8.

. k . .
- Sinon, en remplagant (x) par une sous-suite, on pourrait supposer que,

étant donnée une norme quelconque sur Hj )

g
lgklﬁ © et I-gl(-l —5eg € Hj\{O} quand k——®
k
c e, | (1—rgk ) €
omme g <c, g+ - g) > pour tout i I,
k| _ k k i g n
lxi = lyi| e ! k

il en résulterait que

Vi €1={i €I :<c.g>>0}, 1im |yS] =0 .
n i, i
n—x

En d'autres termes, d(yk, Ef) tendrait vers 0. Comme Ef est une v.f.i. de o

d'apreés (4.4.1), proposition 1, on déduirait donc de la proposition 8 que le

s s . . k . .
voisinage U0 de Qc N Ef contiendrait tous les y a partir d'un certain rang. ®

EXERCICE. Donner du théoreme 3 (et du corollaire 3 de (5.1)) une démonstration
"plus géométrique'" en procédant par récurrence, a 1l'aide des propriétés des

flots (sz) (0= 4 < j).

6. UN THEOREME DE LINEARISATION DIFFERENTIABLE.

Dans ce qui suit, on désigne par G un groupe élémentaire, par X 2 b une
variété de dimension finie et par 31 une représentation linéaire de G dans
1 , ~ .
E = Tb X. A 1'action p~ de G sur E donnée par pl(g,x) = pl(g)x, on associe la

décomposition E = E

1 ®...9 En et des homomorphismes agyeeesd 5 CqaeceyC

n

comme dans (4.3.1). Nos hypotheéses sont les suivantes :

(i) L'action 91 est faiblement hyperbolique, dans le domaine de Siegel.
(ii) Pour ai(G) ZR , la structure d'espace vectoriel réel de Ei provient

d'une structure d'espace vectoriel complexe, et 1l'on a
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1
vi € I V(g,x) € GXE, 4 P (gyx) = ai(g)x .
Le but de ce paragraphe est la démonstration du

P +* -
THEOREME. I1 existe une application s : N U {w} & telle que s He) = {=} et

¥*
que, pour tout L €N U {=} » la propriété suivante soit vérifiée : si

s(4)
b

£
1'ordre s(£)), alors p est C -linéarisable.

.. 1 P s
p € Act (G,X), de partie linéaire p~ , est formellement linéarisable (a

En particulier, pour £ = ®» , p est linéarisable C* si et seulement

si elle 1l'est formellement.

Nous verrons dans 1'appendice 7 comment se passer de 1'hypothese
de semi-simplicité (ii), et, dans (6.3), que 1'hyperbolicité faible est indis-

pensable.

(6.1) Partie géométrique de la démonstration.

Dans ce qui suit, avec les notations de (4.3.1), on identifie H
au sous-groupe fermé j(H) de G]R yet 1'on se fixe une section de la projection

canonique G — H , c'est-a-dire une identification
G=G ©H.
o

(6.1.1) Encore un peu d'algebre.

Comme H est isomorphe a zk&>mm, il est clair que, pour chaque
i€ In = {1,...,n} vérifiant ai(G) R , il existe a, € L(GZR’ €) tel que 1l'on
ait
ai(g)
Yg € H , ai(g) = e .
Si 1'on pose

«, = ¢, pour tout i € I avec a,(G) CR ,
i i n i

. ~ ’ . . ’ . . ’
soit 0 la représentation linéaire continue de G dans E donnée par

R
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ai(g)

Vi € I, V(gyx) € GpxBE , (F(g)x); = e x; -

La propriété suivante est évidente :

~ ~1
PROPOSITION 1. On a & on = P |ap

Dans la suite, on désigne par o l'action de G _, &wr E donnée par o(g,x) = F(g)x.

R
On a évidemment

a.(g)
(1) Vi € In ) Logle 1 I =< ci,g > pour tout g ,
et 0 est donc faiblement hyperbolique. On applique a o tout ce qui a été fait
dans 5- , la seule différence étant que El""’En sont ici les sous-espaces
associés é 91 par la proposition 3 de (4.3.1), et que 1l'on peut donc tres bien
avoir a; = aj pour i # j . Je laisse le lecteur s'assurer que cela n'a aucune

importance.

PROPOSITION 2. Il existe une suite {0} = KO C...C Kr = H de sous-groupes fermés

de H possédant les propriétés suivantes :

K /K 4 = Zet K, =2ZJ pour 1 = j <k
(i) K Kk
Kj/K;j-i gJRe_tKj ~z* ORI pour k < j < r

(ii) Si Hj désigne pour 0 < j < r le sous-espace vectoriel de G]R engen-

dré par Kj y la suite (Hj) satisfait les hypotheses de (5.2), proposition 1.

. . . - ® << .
En particulier, si Gj GO Kj (0<j<r), les actions UlHij et

91 G XE sont faiblement hyperboliques pour tout j.
J

Démonstration. Supposons construite une suite K, Co. C Kr = H vérifiant (i) et
(ii) pour £<j<r (hypothése trivialement satisfaite si £ = r).Le probléme est de

construire Kﬁ-i .

LEMME 1. Si la composante neutre N, de K, est non triviale (i.e. pour £ > k),
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alors, pour tout c € H‘JZ, non orthogonal a N, » le noyau K, 1 de clK est iso-
-1 = , ———

. £ok- -
morphe a Zk®]R k-1 y et KE/KI,_l » aR .

Preuve. La composante neutre Nﬂ-l =N, n K!,..1 de K£_1 est un hyperplan de N, .

Siu€ N£ vérifie <cybu> =1, on a
Vg € K, » g = (g-<c,g>u) + < c,g> u ,

et donc K, = K!,_1 ©® Ru . De plus, étant donnée une décomposition K, = Ny M,

ou M est un sous-groupe fermé de K, isomorphe a Zk s 1'application

Ny 1 OM3 g g-<cg>uf€K ,
est un isomorphisme. U

Les C € Hj@ non orthogonaux a N/Z, formant un ouvert dense, il suffit
donc pour £ > k de choisir c¢ dans 1'intersection de celui-ci avec 1l'ouvert
L
dense (cf.(5.2), proposition 1) réunion des Hy , tels que la suite
Hy

CHrz G ., satisfasse (ii).

C.u.
-1 R

LEMME 2. Pour 4 < k y s_1 (e1,...,ez) est une base du Z - module libre K!, y les

hyperplans H =Ker ¢ , ou ¢ € H) est tel que < Cye, > 40+.4 < cye, > soient
ayperpians H, 4 ou 4 St te. que 1 g - Seolent

entiers et premiers entre eux, forment un ensemble dense dans la grassmannienne

des hyperplans de HI, « Pour chacun d'entre eux, K£-1 = HL_1n Kl, est isomorphe a

L .
/A 1_e_t_ K.(’/KI,_1 a Z.

Preuve. La premiere assertion vient de ce que Q est dense dans R. Pour montrer
la seconde, introduisons un u € KL tel que < cyu > = 1. Il est alors clair
(cf. la preuve du lemme 1) que K, = K, . ® Zu. Comme K, est libre de dimension

4 et K, , libre de type fini, K, , est de dimension 4-1, O

Pour £ < k , il suffit donc de choisir H£_1 = Ker c¢ dans 1l'intersection de
1'ensemble dense défini par le lemme 2 et de 1l'ouvert dense réunion des l-lﬁ_1

tels que la suite Hy , S...C H = G psatisfasse (ii).
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D'aprés la proposition 1 de (5.2), OIH «g €St faiblement hyperbolique
J

pour tout j , et il résulte de (1) que c'est donc le cas de p

1
|G .xE
J
ON SE FIXE DESORMAIS UNE SUITE Go c...C Gr = G SATISFAISANT LES HYPOTHESES DE
LA PROPOSITION 2 ET UN p € Act;(G,X) DE PARTIE LINéAIRE pl y FORMELLEMENT
1
ISOMORPHE A (o], {o} *
(Nous nous préoccuperons du cas de la différentiabilité finie en fin de démons-

tration).

D'apres le théoreme (4.4.2 a) , on peut supposer (ce que nous

ferons) que

(2) (X,b) = (E,0)

1
et que,pour toute v.f.i. W de p~ et tout g € G (resp. dans la composante neutre

_de G), on a

(° Te)|, = L3y 3@l

(3)
,ood~ .°°d~1
(resp. (j ey °(tg)|t=o)lw = EJW T P (tg)ltzojo ) .
Pour linéariser p , nous allons procéder comme suit : si
pj = Plg xE (0<j<r) et si deésigne la réunion des v.f.i. de Pl (qui sont
J

celles de o), nous allons montrer par récurrence sur j le

. * 1
THEOREME j (0%jsr). I1 existe ¥, € H(E) tel que oy = (o]

j GjX{O} et

.00 . -
(j (‘Pj—tldE]O))lq(f— 0.
~ ’ b %l ’ . .
(Cette derniere condition est destinée a assurer que @jrp vérifie (3) . )

Preuve du théoreme O. Soit R0 une action de Go sur un ouvert U 2 0 de E , re-

présentant Po Si No désigne la composante neutre de Go , 1'algeébre de Lie de
No est un espace vectoriel de dimension finie et GO/N0 un Z-module de type fini.

Par conséquent, il résulte de (3) que, quitte a restreindre un peu U , on peut
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supposer que

%y (R(e) 31 (£)) = 0 pour tout g € G -
Le théoreme O se déduit donc immédiatement de la preuve du théoreme (3.1.4) .®
DANS TOUTE LA SUITE, ON SUPPOSE LE THEOREME j PROUVE POUR UN j € {0,...,r-1} .

¥*
En remplagant p par ¢j p 4 on peut donc supposer, ce que nous ferons

désormais, que

1
(4) Py = [ijij{O]'

(6.1.2) Extension de p.
=X2enSi08 2 P

Comme dans la preuve du théoreme de Sternberg donnée dans (4.1), nous

1

(dans la composante neutre-de H pour j = k), il existe une boule ouverte ( de

allons prolong‘er p. en une action Coo de G. sur E.Sil'on se fixe u € K. \K.
1 Jj+ J*l g

centre O dans E (pour la norme euclidienne introduite dans (5.1)), et, pour
j < k (resp. =z k), un plongement h de @ dans E (resp. un champ de vecteurs T sur

oo}
w), de classe C , possédant les propriétés suivantes (cf.(k.4,0), théoréme)

(i) [h]o = P(u) (resp. [ﬂ]o = é% F(tu)ltzo) i

o ~1 -
(ii) ji’}nw(h-ﬁl(u)) =0 (resp. ipne(M --(%p (tw)| o ) =0) .
) ) *
. ~1 -
(iii) vg € Gy o (5 (g) " h - h)|ypq leg)w = ©
L (resp. @™ 1 - Mwn (g = 0) .

PROPOSITION 1. Il existe une unique extension, encore notée h (resp.T), de

R
2y

. ~1 1 1
h (resp. M) aQ =75 (Gj) W, telle que (¥ (9) h_hlﬂ =0 (resp.(ti’(g)n—"ﬂ)lQ = 0).

pour tout g € Gj

L'ouvert Q est un voisinage de la réunion fﬂ; des v.f.i. de p; sy l'application

h (resp. M) est de classe C” , et

. ~1 © .
Jayng (h=p"(u)) = 0 (resp. dyng (0 _é% El(tu)lt:o) =0). =
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DANS CE QUI SUIT, LES NOTATIONS SONT CELLES DE 5- , ET UNE VALEUR REGULIERE

bj = ¢ DE Fj SATISFAISANT (5.2), PROPOSITION 1 EST FIXEE.

PROPOSITION 2. Pour tout voisinage ouvert U0 du compact ’w; n Qc dans Q N Qc’

il existe une fonction 90 € Cw(QC ,0,1]) a support compact contenu dans U0 ,

égale a 1 dans un voisinage de W}g , et telle que eo(x) ne dépende que de
N
]x1]2 ,..-,Ixnlz . Etant donnée une telle fonction, si U= QC U E(Hj)Uo , il

existe une unique extension continue 6 : U—y [0,1] de 90 vérifiant

Vg € Hj y 00 T(g) =86 .

L'application 8 est de classe ¢, égale a 1 dans un voisinage de ’U; , et

8(x) ne dépend que de |x1]2,---,lxn|2 . En particulier, on a

ngGj,eo’al(g)=e.

Démonstration. Soit v : R ——9[0,1] une fonction C° telle que
-1 -1
(1) =) -o, 1] etv (o) =(2,=[.

Désignons par Wl,---,Wm les v.f.i. de Uj (ou de pﬁ) maximales pour l'inclusion.
I1 résulte de (5.2), proposition 8 , que, si le réel s > O est assez grand, la

fonction 90 donnée par

Z 2
vis d(x,Ww,)7)

1<i<m N

T ov(sd(x,W,)2%) + 1T v(3-sd(x,W.)%)
1<i<m i 1<i<m 1

6) 8 (x)

possede les propriétés requises. L'existence, 1'unicité et la différentiabilité
de GIE viennent de ce que Q est un quotlent de E par GJ . De plus, d'apres
(5.2), théoreme 3, qy’ U (GIE -1(1) Q7/U d(H )9-1 (1) est un voisinage de Q}S
dans E , ce qui prouve que e|E se prolonge en une unique fonction 8€C*(E,[0,1]),
c
égale a 1 dans ce voisinage.
: B 2 2 .
Enfin, pour tout x € E, 6(x) ne dépend que de |x1| ,---,Ixnl ¢ osi

A
x € ﬁ}; , c'est évident d'apres (5.1), corollaire 2. Sinon, on a
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8(x) = Go(c(-Y(x),x)), ou Y(x)€ Hj est défini par o(-v(x),x)€ Q. c'est-a-dire

par

z
i€I
n

|xi|2 e-2<ci y Y(x)> c. = 2¢;

i
notre affirmation sur 6 résulte donc de ce que Y(x), comme Bo(x), ne dépend

que de ]xllz,...,lxnlz . Quels que soient g € Gj s, x €Eet i€ In , on a

lpl(g,x)ilz = |0(gm ) x)il2 s

ou &R € Hj désigne 1'image canonique de g , et donc

8(p (g,x)) = 8(olg g » x)) = 8(x) . ®

THEOREME 1. On peut choisir 90 dans la proposition 2 de maniere que supp 6 soit

contenu dans {2 et que, pour j < k (resp.z k), les formules suivantes définis-

sent une action R de G. sur E :
= "j+1 =—

1
( RIc.ij =Py

R(u,x) ={p1(u,x) + 8(x) (h(x) -p (u,x)) si x €0

q Pl(u,x) si x € ExQ
d d 1 . €
(reSp'EE'R(tu’X)|t=O={ 8G)M(x) + (1-8(x)) gp e (tu,x)lt:o six €0
N '(% pl(tlhx)ltzo S_l x € E\NQ ).

L'action R est alors de classe c” , et 1'on a

(rl] =p,
Gj+1X{O] j+1
Ve € G, j:\;(ﬁ(g) -en =o0.

Démonstration. Soit I un sous-groupe fermé discret de 2Kj tel que Gj/r soit
compact. D'apres (6.1.1), proposition 1, on a
~1| ~|
p r = g r?

par conséquent, si ?. € Diffm(chHj ’Ec) est donné (cf.(6.2) , proposition 3)
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par

LPc(x,g) = 5(g)x ,

. 1 . .
1'espace des orbites de p ler s'identifie par @c a
c

Q, =Q  x (Hj/F) .

~
Si P, ¢ Ec___9 Qc désigne la surjection canonique, 1'invariance de

n 1 .
Q Ec par p !TXEC se traduit par
ane =pt (p@NE))
c c c c

LEMME 1. L'ensemble w, = Q, n [;) glg)Q est un voisinage ouvert de /wngQc
gCH .
J

dans Q .

- "¢

Preuve. On a évidemment w, = Qc\ pry (Qc\ pc(Q(lEC)) , et 1'on conclut en uti-
lisant la compacité de Hj/f . 0

8i 1'on choisit s dans (6) de fagon a avoir supp 90 < w - ce
A

qui est possible d'apres (5.2), proposition 8 , on a supp & < Wﬁ/U G(Hj)wo < Q.

Fin de la démonstration pour j = k : la seule assertion non triviale est celle

selon laquelle R(tu) est bien défini pour tout t , probléme qui ne se pose que

dans E_ . Or, la restriction a E derg— R(tu) est un automorphisme infini-
c c %°qt |t=0

tésimal du revetement P, s au-dessus d'un champ de vecteurs { de classe C”

sur QC + I1 suffit donc de prouver que le flot de { est complet. C'est le cas

du flot du champ de vecteurs Co associé de meme a é%BJ(tu)lt_o , car 31(tu)

est défini pour tout t. Comme { et Co sont égaux en dehors du compact

pc(Ecr1supp9) = supp eox(Hj/F) y on conclut par (3.1.3), corollaire 3. H

Fin de la démonstration pour j < k : la seule assertion non triviale - nous ne

nous en servirons d'ailleurs pas - est la possibilité de choisir 90 de maniere
que R(u) soit un difféomorphisme. Soient (el,...,ej) une base du Z - module

libre I' , et
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J .
b={Z A, e : (A,,..yn.) € [0,1)9) c 1,
i=—1 1 1 J J

1=}
n

o(AMxQ ) € E
c c

LEMME 2. Si s est choisi assez grand dans (6), on a

R(u) (E) < E_ .

Preuve. Puisque o(I'xD) = E_ et que R(u) commute a G(g) = 'El(g) pour toutg € '

il s'agit de prouver 1l'inclusion
R(w) (D) CE_,
qui résulte évidemment de
E(u) (D N supp 6) < Ec .

Or, cette derniere inclusion est claire pour s assez grand, car le compact
DN supp® = G(Axsuppeo) tend vers DN '\}; et R(u) (DN supp?B), vers'ﬁ'l(u) (Dﬂq-,;)

quand s 3+« , H

I1 suffit donc de prouver que E(u)lE est dans Diffm(Ec,Ec) pour s
assez grand. Or, E(U)IE est un endomorphisme ;u revetement P, au-dessus d'une
application f€ d”(ﬁc,ﬁcc) - L'application f associée de meme a Hi(u) est
évidemment un difféomorphisme. De plus, quand s—3y , f tend vers fo dans la
topologie 01 de Whitney, car j:') R(u) tend (exercicel) vers jl1) '51(u) pour la
topologie c® de Whitney. On conclut donc du dernier corollaire de (2.4.2) que,

pour s assez grand, f est un difféomorphisme. Par conséquent, c'est alors

le cas de E(u)!E . B
c

(6.1.3) Ultime réduction du probléme.

THEOREME. Si R est définie comme dans le théoreme (6.1.2), alors, pour

j <k (resp. 2 k), quand t € Z (resp. R) tend vers + o ,

ht = R(tu) o 31(—tu)
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converge simplement vers une application h_,€ C% (E,E), possédant les propriétés

suivantes :

~1 ~
Ve € G,y » By o T (g) = R(g) © hy

jf{;/(hm - idg) = 0.

Une fois ce théoreme établi, il est clair que ¢,

= i Pt
j+1 [hmjo appartient a 0(E)

et linéarise pj+1 » ce qui prouve le théoreme j+1 de (6.1.1), et donc notre

’ b . ’ . .
théoreme de linéarisation pour 4 = o .

L'énoncé précédent rappelle évidemment (4.1), lemme 3. Le commentaire

géométrique fait dans (4.1) demeure valide, et nous sera cette fois tres utile :

PROPOSITION 1. Soit x= olgyx ) (x €Q_ 4 g € Hj) un point de E . Si

c,1

x f LJ W ’
o IESC

N . . . E .
il existe un voisinage ouvert U0 de X, dans Qc et un t0 Z tels que, si
U=0(H.xU ) , on ait
J o —
= = .
vt to ! ht U~ hto U

Démonstration. Nous allons vérifier que

-
1]

min {t €N : £ o Ql_t(x )y <cl
C C o
to -1
U =8° (77 (J=, cl)),
(] C

ou C = min £, (suppeo), répondent a la question. Tout d'abord, il résulte de
(5.2), théoreme 2, que to est un entier bien défini, et donc que U0 est un voi-

sinage ouvert de X, dans Qc .
Etant donné y € U , nous pouvons l'écrire sous la forme
= € € .
y d(g,yo) avec g Hj et Y, U0

Nous désirons prouver que, pour tout t = 0 , on a
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~ ~ ~ ~1
Rt +0)uw) FL-¢t +0)wy) = Rt w) G-t wy) .
[o] o o [o)
Pour cela, il suffit de montrer que

Rtw) Gl-twaz) = 2 ,

~1
z =P (-tou) y .

Or, pour 0 = t' < t ,

03 (-t 'u)2)

i

~1 -t'-t
0 -t - o
P (-t +t0)u)y) eo(éc (yo))
par définition de & . Comme on a
—tr-t

r (8 (y )) <c

c ¢ o
d'apres (5.2), théoreme 2 et la définition de U, » on en déduit que

~1
8(F (~t'u)z) = O pour tout t' € [0,t] .

Par conséquent,

’ﬁ(t"u) (31(-tu)z) = ?3'1((t"—t)u)z pour tout t"€ fo,t] ,

d'ou le résultat cherché. ®
De la proposition, on déduit facilement le

COROLLAIRE. Quand t ——3 + ©® , h, converge simplement vers une application

t
h, : E——E , égale a 1'identité sur C\)/, de classe C® dans

]

Ec,j+1 S

= E \U o(H.) W~
¢ 1€y i c
C

ayant un contact infini avec id, le long de v/ﬂE

e c
E vérifiant hm(Ec) E et

~1 ~
h,° 5 (g) = R(g) o h, pour tout g € G‘]..‘_1 .

cyj+1’
.

I1 ne nous reste donc plus qu'a prouver que h, est de classe c” et

a un contact infini avec idE en tout point de E\ Ec sy ce que nous allons

s J+1

faire dans le paragraphe suivant, en utilisant un avatar "global' du théoreme 2
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de (4.2.3) (1'appendice 6, section (A6-L), contient un meilleur résultat).

(6.2) Partie analytique de la démonstration.

(6+2.1) Un théoreme de prolongement.

Dans cette section, on se donne une variété N et un & € Diff*”(N,N)

possédant les propriétés suivantes :

1) I1 existe un ensemble fini J et des sous-variétés compactes MI , T€3,

de N, deux a deux disjointes et telles que l'action
£
Zx N 2(L,x)—3 & (x)

soit simplement hyperbolique normalement a chaque MI y de variétés stable Y;

et instable YI .

2) Pour tout I € J , il existe deux espaces euclidiens E; et E; et un ger-

me de C*-difféomorphisme

GI : [N]MI——) [QIJEI )

+ -
Q = My x Ey x E] et Iy =M x {0} x {0} cq;,

tel que les hypotheses de (4.2.3), théoreme 2 soient vérifiées par
0= = (), (2], s (Qg)
I I
= EX, Z = o x .
E* = BT, zp et Lwfly = ¢ (EYI]MI)
3) Il existe une fonction £ € CT(N, R) possédant les propriétés suivantes :
sy et, pour tout x € N\ LJ M

9
L ey 1
la fonction X : Z——)R donnée par xx(ﬁ) = £f(2 (x)) est strictement crois-

(i) Elle est constante sur chaque M
sante.

(ii) Pour que X, soit bornée supérieurement (resp. inférieurement),

il faut et il suffit que
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XEUY+

(resp. U Y7) .
163 €3 1

=t

(iii) Si%: U (Y; U Y;) , fl est propre.
163 3

Soient Yl <eoo< Ym les réels définis par
e Uz = tvgeenn 3
Iy
et, pour chaque i € I = {1,...,m} ,

{f1es: (@) =v.}

i I i

U Y.,

A
i I
13 1€3,U. .. U3

A » ”
[\gm+1 =P et 'é: Ci){l :

3

1

A
PROPOSITION. (i) (\é) et les ?Si , i € Im , sont fermés.

(ii) Pour chaque I € 3 , soit h, un difféomorphisme local repré-

sentant @I « Pour toute boule fermée B de centre O et de rayon assez petit

dans E¥ , le compact K = h_l(M x B) vérifie §i1(K) CK, et &)+ est
L£ans %y » -& compact I 1 _ L e M ==
I

o o )
déterminé par QID , _o_f_x_ D = K\@il(K), K désignant 1'intérieur de K dans Yi .

(iii) Etant donnés I £ J dans § , la relation Y; n Y; £ P

(resp. Y:I n Y; £ P) est équivalente a MI n YS # 8 (resp. MJ n Y; £ P), et im-

plique que 1l'on ait f(MI) < f(MJ).
A
(iv) Pour tout i € I et tout I € Si s (NN “ji) U Y; est ouvert et

invariant par % .

Démonstration. Point (i). Soit (xn) une suite & valeurs dans , de limite
x € N . Si K désigne une partie compacte de R contenant {f(xn) : n €N},

alors (xn) est a valeurs dans (fl‘\é)-l(x)’ qui est compact d'apres 3) (iii) et
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contient donc x . Par conséquent,aé est fermé. Pour chaque i ,

n€ N

A
%i - () ixe }3 £(27(x)) = v,]

est fermé dans ‘3, et donc dans N .

Point(ii). Exercice.

Point(iii). Si x € Y; est adhérent a Y; , tout voisinage de x

contient des points de Y; y et donc tout voisinage de 8"(x) contient des points
de Y; pour tout n € Z . En faisant tendre n vers - @ , on en déduit que

MJ n Y; AP . Comme I et J sont distincts, on a M_ N Y; = f . Par consé-

J

quent, étant donné D C Y; MI satisfaisant (ii), toute suite (yn) a valeurs

dans Y; et de limite y € MJ s'écrit de maniere unique Yy = 4 n(xn) y avec

x, €D et Zn 2 1 a partir d'un certain rang, d'ou, d'apres 3)(i),
f(y ) > £(x ) = min £(D) > £(M;) , et, a la limite, f(y) = £(My) > £(M}) .

A N
Point (iv). L'ouvert N\ “3 i1 est la réunion de l'ouvert N‘\égi

et des sous-variétés deux a deux disjointes Y; avec I € Si « I1 s'agit donc de

prouver que, étant donnés I # J dans Si , on a Y; n Y; =f , ce qui résulte de
A

(iii), et que (N'\Xi) U YI est invariant par & , ce qui provient de 1l'inva-

riance de tous les YI . u

+*
Pour chaque I € J , soit s; : N U {o} & l'application s associée

I

ae = @I par le théoreéme 2 (ii) de (4.2.3). Nous noterons, pour chaque i € Im ,

{.ti = max {SI : 1€ Si]

* .
ui = tmO..."ti : IN U {oo} ‘>

et u =u, . On a évidemment u;I(m) = {o} pour tout i .

1

KY
g

. ¢ 2
THEOREME. Quels que soient £ € N U {w} , 1'application ¥ € c“( )(N,N) véri-

£ N
fiant ju(ﬂ) v = j%; )Q et le jet j%;z)ﬂo y Ou HO e [Nlé ;D est un germe de

c4)

-difféomorphisme tel que
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u(L) -1 _su(4)
{ i (Ho o@oHo) = J% )

I

+

‘ + ) -
VIEY , H (Y]) = Y et H (Y]) =¥

A
sz . Lo gt . . € u(‘z) fu

la propriété suivante est vérifiée : toute application H C (NN Y »N)
1
v

satisfaisant

4
:iq‘f\(o;) H= 30 B
! 9 0
YoH = Ho@lN\{:
(

se prolonge en une unique application continue H: N2, qui appartient 2

£
C (N,N) et vérifie

Démonstration. L'unicité du prolongement, s'il existe, est évidente : 1'ensem-
A
ble Y est fermé d'aprés la proposition (i), et d'intérieur vide d'apres 2)

(E; et E; sont non triviaux par hypothese) et la proposition (ii).

Nous allons prouver par récurrence sur i le résultat suivant, qui

implique (pour i = m+1 , et en posant um+1(£) = 4) le théoreme :

LEMME 2i (1 < i < m+1) Sous les hypothéses du théoréme, H se prolonge en un

o wB) 4 oo
unique HiE C (N\‘%i,N), qui vérifie
w ) )
'jc.‘.\él\. Hi = ‘] \A. HO :
d Jl né '31
Preuve. Pour i = 1 , il n'y a rien a montrer. Supposons donc le lemme 2i pour

un i € I D'apres la proposition (iv), il nous suffit d'établir le

LEMME 1. Sous 1'hypothese de récurrence précédente, pour chaque I € Si , il
u, (%) A -
existe un unique prolongement H, €cC i+l ((N\Jj) U Y; s N) de Hi y qui véri-

fie
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Preuve. D'apreés 2) et le théoréme 2(ii) de (4.2.3) appliqué a

¢ =P, ¥ = (ci)*[WJMI ) ho=(ci)*[H0]MI et h = (CT)*[Hi]MI) , 1'application

ﬁI définie par

{HllN\§i = H;

H | ,-=H | -
Ily] T Yoly]

ui+1(£)
est de classe C dans un voisinage U de MI dans N. Comme

Y] = U @"(Y; nu)
n€ IN

vn €N, Hp o= vUeH) 07 |

ui+1(£)

A
on en déduit que ﬁI est de classe C dans (N\‘ai) U Y; . =

EXERCICE. Déterminer une application u meilleure que u

1

REMARQUE. Nous avons donné ici 1'énoncé qui servira a prouver notre théoreme
de linéarisation. Ses hypothéses peuvent étre considérablement affaiblies

(cf. Appendice 6 , section (A6.4))

(6.2.2) Fin de la démonstration du théoreme (6.1.3)

Les hypothéses et les notations sont maintenant celles de (6.1.3).

PROPOSITION 1. La restriction de h, é_Ec est de classe C et a un contact infi-

ni_avec idy le long de Nyh E, -

Démonstration. Comme dans la preuve du théoreme (6.1.2), soient [' un sous-
groupe discret de 2Kj tel que Gj/r soit compact, et P, : Ec-——a 50 le revete-
. . ~ 1 .
ment canonique de l'espace des orbites Qc de p IFXEC = olerc . Dans ce qui
suit, on identifie ac a Qc X (Hj/f) par le difféomorphisme induit par wc s ou

@, € Diffm(chHj , Ec) est donné par @c(x,g) = og(g,x).
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~ ~ ~ ol
Comme h“|E (resp. p1(2u) = §(2u) , R(2u)) commute a P (g) pour
c,j+1
tout g € I' , c'est un endomorphisme de Pl (resp. un automorphisme de pc)

C,j+1

au-dessus d'un H_ € Cm(pc(Ec ) Qc) (resp. @EDiffw(ac,uc),YEDiff“(Uc,ac))o

, j+1

Je laisse le lecteur vérifier que les hypothéses du théoréme (6.2.1)

sont satisfaites par & , ¥, H = Hc et H0 = id , pour

Tt

{N=chs=3 1f=fc°Pr1

.
X (Hj/ )

-z ¢
YIES , My I><(Hj/l") et YI w;,I

Par conséquent, Hc se prolonge en un unique ﬁc € ¢”(N,N) , qui a un contact

A
infini avec idy en Y= U Y; .
1€5

En utilisant le fait que P, est un difféomorphisme local et la rela-

tion pc°h“|E = Hcepc s on en déduit que hw]E est de classe C* et a un

c C

A
contact infini avec idE en Ec\ E = pzl(‘g) y et donc sur ﬁ/n Ec , d'apres

cyj+1
le corollaire (6.1.3). ®
Pour prouver le théoréme (6.1.3), nous allons nous borner a répéter
j fois l'argument précédent, grace a une remarque simple : dans notre hypothese
1
, _ . . c s .
de récurrence pj = ij] ij{O} sy le choix de la suite G0 ...CGj_1 n'intervient

pas, et nous sommes donc libres de le modifier :

PROPOSITION 2. I1 est possible de choisir les sous—groupes G,(1=£<j-1) de ma-

niere que la suite GO C...C Gr satisfasse les hypotheses de (6.1.1), proposi-

tion 2, et possede les deux propriétés suivantes :

(i) Pour tout £ € {0,...,j}, b, = c|y, est une valeur réguliére de
£
Fz = TEI/OF .

(ii) Pour 0 < £ < j-1 , il existe ug g € Ky, 4N Ky tel que si Qb)@:le(bz) ,

toutes les valeurs critiques de sz = < F£+1 v Uy g >|Q soient strictement
2

supérieures a < boog » Up,q > -
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Démonstration. Par récurrence sur j : si j = O , il n'y a rien a prouver. Pour
j > 1, nous avons donc simplement a choisir Gj-l s c'est-a-dire Kj-1 , dans
(6.1.1), proposition 2 , de maniere que les propriétés (i) et (ii) ci-dessus

soient satisfaites pour 4 = j-1 .

Soient Hj < GIR le sous-espace vectoriel engendré par Kj , et R
1'ensemble des hyperplans Hj-l de Hj tels que, si m : Hé-———a Hé-l désigne la

restriction a Hj _q » on ait

c . o . .
{ VI In y dim n(Vj’I) = min {j-1, dim vj,I ]

n(c) ¢ LJ v

I€1 j-1,1 7
n

s . .
c'est-a-dire, si

-1
(1) H, = a (0) pour un a € H!'
j-1 P i’

o { vV IE Kj-1 , a ¢ VJ’I

VIEHJ._ (c +R a) Nv, =0 .

27 hF!

I1 est clair que R est ouvert et dense dans la grassmannienne des hyperplans
de Hj . En raison de (6.1.1), lemmes 1 et 2 , il nous suffit donc de prouver

que l'ensemble des Hj— € R tels que (ii) soit satisfaite avec £ = j - 1 pour

1

un uj € HJ.\HJ._1 contient un ouvert non vide.

En vertu de (5.2), théoreme 2 (i), notre probléme consiste a trouver

a € H!' satisfaisant (2) et uj € Hj vérifiant, si Hj 1 est donné par (1) ,
3 -

(3) (i) < a,uj > £ 0

(ii) v I € Sn(c) ) <c,uj> << esgp >y

ou g; et31t(c) sont donnés par
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L
Vj,I = {uj—gl} et g; € Hj-l
(4)

Sn(c) = {I € Hj—l : W(C) € Cj,I } .

détermine un AI € IR avec

Etant donné a € H3 vérifiant (2), chaque I € }cj 1

(5) ¢ - KI a € Vj,I

La relation m(c) € Cj— équivaut donc, puisque n_l(O) =Ra , a

1,1
- €
c KI a Cj,I N
et si uj (3 Hj vérifie (3)(i), alors, d'aprés (1), (4) et (5),
<c’uj-gI> = <c,uj—gI> - < c-hIa,uj—gf> =< hIa,uj—gf> = hi<a,uj> .

4 : » s . s
Par conséquent, nous avons simplement a choisir a de maniere que

entraine KI >0 .

VIEHNK, =A
§-1 s C IaGCj,I

Or, pour tout a assez proche de c, tous les KI sont voisins de 1. ®

Démonstration du théoréme (6.1.3) (suite et fin). Etant donnée une suite

Go Gl Gr satisfaisant la proposition 2, on a évidemment Eb =E, et il nous
o

suffit donc de prouver par récurrence '"descendante" sur £ la

=
PROPOSITION 3. Pour tout £ € {O,...,j}, 1'application hmlEb est de classe C
2

o«
et vérifie j [ (he-idp) =0 .
vy
Démonstration. C'est vrai pour £ = j d'apres la proposition 1. Supposons donc

que ce soit vrai pour un 4 + 1 € {1,...,3} :

LEMME. On a h_(E,_ ) C et \ = U T(H, )W,
£
Preuve. - D'apres le corollaire (6.1.3), on a he (B ) & E et
3 h|
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o) A A A
hm(NT; \Q}% ) = qf% \ QYL . Par conséquent,
i 4 i 4
A N A ~ A A
ho(B, ) = ho(B, UV vV, ) =ng ) uW v, = 5 UUAY g .
4 J J 4 3 J 4 J J L L

-~ Pour que y € Ebz appartienne a Eb y i1 faut et il suffit que
L+l

3(H£+1)y rencontre Qb£+1 . si{x} = ngwﬁ(ﬂz)y » cela revient a dire que

Q n 3(H£+1)x £ B . Des relations

bf/+1

-1
Q =f (Kb u >) ©Q
{ bg.q b, 41 Y41 by,

~ t
sz N o(H£+1)x = [sz(x) : t €ER} ,

ou (é;‘) ) est le flot sur sz défini par (5.2), proposition 3 (avec j = £ et
¥
u = uz+1), on déduit donc, grace a (5.2), théoreme 2 (iii), la seconde as-

sertion. O

Pour achever notre démonstration, il ne reste plus qu'a reprendre la
preuve de la proposition 1 en y remplacant j par £ , c par b, et u par

a
u£+1 .

EXERCICE. Démontrer la version du théoreme (6.2.1) obtenue en y définissant

~

%3 par
4 = U Yy; U U Yoo,
4 yi>y vicy T
IE:}i 1€ q,i

avec Y € R\ {Yl,.-.,wm}. En déduire que 1'on peut dans ce qui précede se passer
de la proposition 2 (qui figure surtout ici en raison de son caractere instru-

ctif) - le lecteur pressé peut regarder dans 1'appendice 6 , (A6.4).

(6.2.3) Cas de la différentiabilité finie.

Soient b € GHR une valeur réguliére de F et GOC...C'Gr =G ,
u, € K1,...,ur € Kr deux suites satisfaisant les hypothéses de (6.2.2), proposi-

tion 2, avec j = r et ¢ = b . Pour chaque j € {O,...r-1], soient Fj un sous-
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groupe discret de 2](j tel que Gj/Tj soit compact, Nj 1l'espace des orbites de

1 _ Cars oo s .
p It xE, = °|T .x et &, 1'élément de Diff (Nj’Nj) défini a partir de
Eb Eb J
J j J 3

F1(2uj+1) = 3(2uj+1) par passage au quotient. Comme nous l'avons vu dans
(6.2.2), chaque Qj vérifie les hypotheses de (6.2.1) ; désignons par

. * .
uwl : N U {»}© 1'application u associée a & = Qj dans (6.2.1), et posons

SJqu Oeee?® u1 .
La méthode utilisée en classe C permet évidemment de prouver notre théoreéme
de linéarisation en différentiabilité finie, avec

r-1
s =t o 8 0eceeo s 9

ou t est 1l'application associée a pl par (4.4.2), théoreme 1. m

EXERCICES. - L'ensemble Hom(G, GL(E)) des représentations linéaires continues
de G dans E étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts, prouver le fait suivant : pour tout s € m%e, 1'ensemble des

31 € Hom(G, GL(E)) tels que tout p € Actz(G,X) de partie linéaire

(g,x)pf_q Fl(g,x) soit CS-linéarisable contient un ouvert dense dont le complé-
mentaire est de mesure nulle (1'importance de ce résultat du double point de
vue de la stabilité structurelle et de la linéarisation effective des actions

n'échappera pas au lecteur).

- Essayer de détérminer la meilleure application s obtenue par
notre méthode (de toutes manieres loin d'etre optimale : voir 1'appendice 8 et

l'article de Samovol cité dans la bibliographie du chapitre 2).

- Déterminer le centralisateur dans 5;(X) de p(G) lorsque

p € Act:(x) est faiblement hyperbolique et BQ semi-simple.

(6.3) Nécessité de 1'hyperbolicité faible.

Le lecteur peut s'etre demandé pourquoi nous ne limitions pas nos
. . . Wen o 2on s noas 1 . s .
investigations au cas ''générique" ou p~ est fortement hyperbolique. Voici une

réponse (voir aussi la remarque qui, dans (8.5), suit le théoreme 2)
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THEOREME. Etant donnée une représentation linéaire continue 31 de G dans E,

si 1'action p1 de G sur E qui lui est associée n'est pas faiblement hyper-

r—~
boligue, il existe p € Actg(G,E), vérifiant 3° = Epll‘éx{o} , mais non C°-iso-

. 1
morphe a [p ]GX{O] .

Démonstration dans le cas semi-simple.

Les notations étant les mémes que précédemment, la non hyperbolicité faible

de Pl se traduit par 1l'existence de j € {O,...,r-l} et de I © In vérifiant

(a) # 1 =3+1;
(1) (b) j quelconques des c; avec i € I sont toujours indépendants ;

(c) 0 € conv {ci ;i €1} C G%R .

Si j est minimal pour cette propriété, il existe une suite
G C...C Gr = G de sous-groupes de G satisfaisant (6.1.1), Proposition 2 (i),
telle que p1 G .xE soit faiblement hyperbolique, ce que nous supposerons désor-
mais. Nous fergns aussi 1'hypothese que I = {1,...,j+1}.

Soit alors o (resp.u) l'action de Gr (resp.- G) sur E donnée par

<ci,g >

e X.
1

f

¥(i,g,x) € I xG p¥E c(g,x)i

ai(g)

Ta. (@l *i®

1

V(g,x,i) € G x E><In . u(g,x)i

On a évidemment

v(g,x) € G x E pl(g,x) = u(g) o(g pox) = G(g:m) ul(g,x) ,

ou [N désigne 1'image canonique de g dans G]R
Fixons un e, € K, \K,_, pour chaque L€ {1,...,r}. 11 est clair que (el,...,er)
est une base de GZR . Pour j +1 <4 <r, soit gy l'unique élément de Hj
vérifiant

Vi€erl, <ec, 4 e =gy >=0.

1

LEMME 1. (i) La sous-variété QI = {x € EI : |x1| =...=|xj| = 1} est un quotient

de U, = {x € By : Vi€ {1,...,5}, |xi] # 0} par OIHjXEI .
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(ii) si @ € Diff‘”(QIxHJ. » Up) est défini par @ (x,g) = o(g,x), on

a, quels que soient tj+1""’tr €ER, g, g' € Hj et x € Q »

r r

3

?7 o (g' + Z tgeg s (xa8)) = (x, g+ g+ I t,g) .0
£=J+1 E=j+1

LEMME 2. Etant donnée v € C”(R,[0,1]) telle que v"1(0) = ] - =, 0] et

v-1(1) = [1,0l , les formules

t
= < i< j
YI(x)i x; pour 1 i J

d .t Xis1 2
T \PI(X)j+1|t=0=T¥;_;r "(l"j+1| )

définissent un flot complet sur QI , et 1'on a

t
€ ; - 0. 0O
¥V x QI y lim ‘{/I(x)j+1 =0

T—

LEMME 3. L'action Gi de G]R sur UI définie, pour tj+1"'°’tr € R, g,g-e “j et
x € QI » par
% r tr r
¢& o} (8" + T ty ey (x58)) = (¥ " (x),geg'+s = t; gy)
£=j+1 =j+1

se prolonge en une action c de G]R sur EI qui a un contact infini avec

OIGZRXEI le long de G o X (EI\ UI)-

. ' _ . . 'z .
Preuve. Puisque GIIH < U. = GIH <U. ? il suffit d'étudier le flot
r-1 I r-1""1

~ q o ta i
(ci(ter)) t €R ° Pour cela, commengons gir ;:verser ¢I : 1'équation
i'

W;1(X) = (x,g) donne évidemment lXil = e pour 1 < i < j , d'ou

J
g= Z dﬁ Loglxi| ,
i:l
3 #* PP 3 _ A . .
ou cl""’cj Hj sont définis par < c; 1 Sy > = 6i pour 1 < i, £ < j .

De (1), on déduit que les réels AI""’Kj définis par Ay = - < °j+1 , cz >
sont strictement positifs (ce sont pour j > 0 les coordonnées de - cj+1 dans

la base
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(01’---,cj) de Hﬁ), et 1'on a

X
x, = TiiT pour 1 < 4 < j + 1
Y
Kl Kj
xj+1=xj+1lxll ...Ile .

On en déduit facilement que, pour tout x € UI y ONn a

at 91 (ter’X)L|t=o =<cy o8, > x, pour 1 < L < j

X, A,
=< cj+1’gr e xj+1 +|;J:ll v (Ixj 1]2)

— 1
o1 (ter,x). .
j+1

1
J+1It=0 "'Ile

+llx1|

d'ou le résultat cherché, EI\ UI étant la réunion des sous-espaces {xﬂ = 0} ,

1<24<;.0

LEMME 4. On définit une action R , de classe c y gg G sur E par

{ R(g,x)I U(g) di(g:m,xl) = 3i(g:m) (ﬁ(g)xl) .

R(g,x)i Pi(g,x)i = Pl(g,xf).

Toutes les orbites de RIGXE sont adhérentes a 0 . De plus, §i_thésigne la

I
réunion des v.f.i. de p1 sy R a un contact infini avec pl le long de G x(vf

Preuve.On vérifie facilement que R est bien définie. Le lemme 2 implique
(exercice!) la deuxieme assertion. Enfin il résulte de (1) que toute v.f.i.
maximale de P1 est contenue dans un des sous-espaces {xz =0}, 1<4c< j+ 1,
d'ou la derniere assertion par le lemme 3. O

Pour achever la démonstration du théoreme, il suffit de prendre p = [R]GX{O]
et de remarquer que la réunion des orbites de p1 adhérentes a 1'origine est
Q}{ alors que la réunion‘MI;es orbites de R adhérentes a l'origine contient
”/U EI y qui est distinct de[v/- Il s'ensuit que les germes [QYJO et [Mvao

ne sont pas homéomorphes. ®

EXERCICES. - Nous venons en fait de prouver qu'il n'existe pas de germe

¢ € ﬁg(E) "envoyant les orbites de p sur celles de [91] Montrer que

Gx{O}"'
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cette notion peut etre formulée avec précision et fournit une relation d'équi-

valence entre germes d'actions plus faible que le Co-isomorphisme-

~ Prouver que les v.f.i. maximales de di sont les sous-espaces
x;1(0), 1 <i<j+ 1. En déduire que le lemme 3 peut s'obtenir "sans calcul"

par les méthodes de (6.2).
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CHAPITRE IV - SINGULARITES EN GEOM%TRIE DE CONTACT.

e
7 - INTRODUCTION A LA GEOMETRIE DE CONTACT.

(7.1) Structures de contact

(7.1.1) Structure de contact des espaces de jets.

Etant donnés un ouvert U de R" et f € Ck (u ,]Rq), le jet j f

est une section continue de la projection s _ : kan ) rY) .__)]Rn

k

au-dessus de U , qui n'est pas arbitraire, mais vérifie
(1) p(»p3"1r) - pd ¢ pour 1= j < k.

Nous allons exprimer (1) en termes de systemes de Pfaff : soient y1,...,yn

(resp- zl, «..,2%) les coordonnées standard sur R" (resp. RY), soient

xl,...,xn : Jk(]Rn, ]Rq)__>]R les fonctions données par

S CnR R COR

et, pour 1 = j = q et chaquemulti-indice «a € N vérifient chl < k, soit

u; : Jk(]Rn, RY) 3R 1a fonction définie par

. a(l jo . aoc
wl GE gy = 2y i 32X (g
o v a o a o
y y

Considérons sur Jk(]Rn, ]Rq) les 1-formes différentielles

. . n . .
i n .
cgzdug-.z ui...a,dx ,aelN,loc|<k, 1< j<gq,
i=1 i
N 1 ny ¢ £ ;s
ou 6i = (6i,--.,6i) N, 61 désignant le symbole de Kronecker.

s

I1 est évident qu'une section continue ¢ de Jk(]Rn, ]Rq)--—k-)]Rn au-dessus
k

de U est de la forme ¢ = jkf avec £ € (U, RY) si et seulement si les

deux conditions suivantes sont satisfaites :

k-1 1 « k-1

(a) T o ® est de classe C° , ou T : Jk(]Rn, ]Rq)—aJk—1

®", rY)
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est la projection canonique.

(b) @*(ci] -1 ) = 0 quels que soient j et a.
s, (U)

(La condition (b) a un sens, bien que ? soit seulement continue, en raison

de (a) et de la forme trés particuliere des cg) .

Si Kﬁ q désigne le sous-fibré vectoriel du cotangent T*(JkGRnJRq))
9

engendré par les formes de Pfaff ci la relation (b) s'écrit
(2) s ) =0
mq Spc (v)

. P . k
Pour des raisons évidentes, nous dirons que Kn q est la structure de contact
b}

de J°@®", RY).

8i s = pr, : Rr" x Rq_)]Rn, on a Jk(s) = Jk(]Rn, RY), et nous

n

noterons ©n,_ la projection canonique de Jk(s) sur J%(s) = R™ x RY. Etant

k
donnés A CR" et g : A<__92Rq, nous désignerons par E la section de s au-
dessus de A définie par g(x) = (x,g(x)) ; si A est ouvert et g de

classe Ck, rappelons que, par définition, on a jkg = jkg .

Le résultat suivant se déduit facilement de la formule de Faa-di

Bruno (appendice 1)

PROPOSITION. Soient U et U' deux ouverts de R" x RY etH: U——>U' un ciso-

morphisme de s|U sur sy, au-dessus de h € Diff (s(U), s(U') avec r 2 k.

Le Cr_k-difféomorphisme Hk : n;i(U)———9 n;l(u') défini par

HGE ) = X, e Ve InT1 | ) vérifie

k k k
(3) H, (¥ ) = K . =
3 n,qlngl(u) n’qlﬂil(U')

EXERCICE. Expliquer pourquoi (3) conserve un sens si r = k (s'inspirer de ce

qui est dit ci-dessus apres (b)).
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COROLLAIRE 1. Soit p : Y____?X une Cr—fibration , r2 1. Pour 1 <k < r, ii

existe un sous-fibré vectoriel “k(p) gg_T* Jk(p), appelé structure de contact

k . sy . .
de J (p), et possédant la propriété suivante : pour qu'une section continue

k
g dep :J (p)— X au-dessus d'un ouvert U de X _soit holonome , il

. . k-1 . 1 €k
faut et il suffit que nk o g soit de classe C et que 1l'on ait g7 X (p) = {O}. L]

I1 est raisonnable de poser X°(p) = {0} .

COROLLAIRE 2. Soient p 23 p' deux Cr—fibrations , r 21, Ei H un Cr-isomor—

phisme de p sur p' . Pour 1 Sk <r , le Cr_k—difféomorphisme e de Jk(p)

k P k, .k . .k - s s e
sur J (p') défini par H (Jx Y) = Jx(HoY° Ch 1]h(x))’ ou p'eH=hep, vérifie
k
(4) H K(p) = %(p') . =

ceps . k s s i
Un difféomorphisme H qui vérifie (4) est une transformation de contact.

Nous y reviendrons dans (7.2).

EXERCICES. - Donner des définitions précédentes une formulation intrinseque,

, . . RPN k PO .
s'étendant en dimension infinie, en prouvant que ¥ (p) est définie de maniére

unique par le corollaire 1.

- Montrer que Kk(p) est la restriction a Jk(p) de la structure de

contact de Jk(X,Y)--

oy 1 . . .
Soit Y wune variété de classe C ' et de dimension n+q . Consi-

dérons sur l'ensemble des couples (byZ), ou Z est un germe en b € Y de sous-
variété de codimension q de Y , la relation d'équivalence'"b = b' et
Z et Z' ont un contact d'ordre k < r + 1 en b" entre (b,Z) et (b',2'). Le

quotient est 1'ensemble Jk(Y,q) des jets d'ordre k de sous-variétés de

codimension q de Y. Pour chaque (b,Z), on note jEZ sa classe d'équiva-
lence. Etant donnée une CX-sous-variété W de codimension q de Y, l'applica-

tion W : W—3J%(Y,q) dérinie par j W(x) = jl;EW]x est le jet d'ordre k de
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Pour tout I < {1,...,n+q} vérifiant # I = q , soit

n

A_ ]R'm'q_’]R x R 1'isomorphisme donné par

AI(xl""’xn ) = ((xi RS ) (xi yeeeaX, ))

*q 1 n n+1 n+q

} et {1,...,n+q}=

11<...<1n ’ 1n+1<...<1n , I = {1n+1,...,1n+q

+q

= {11,...,in+q} .

Pour chaque carte locale h : U—R"™% de Y et chaque gérme Z enb €U de
Ck-sous—variété de codimension q de Y , il existe I © {1,...,n+q} et un
germe ¢ d'application Ck de R” dans R? tels que AI°h(Z) soit le graphe de

k k k
, . . Lo ,
® . L'application hy : jg z‘——_93A1°h(b) ¢ est une carte d'un atlas de

Cr+1_k—variété différentiable sur Jk(Y,q), modelée sur Jk(]Rn ,IRq)- Comme

les changements de cartes sont des transformations de contact de H: q’ on
1

définit un systeme de Praff Kk(Y,q) sur Jk(Y,q) , sa structure de contact,

par

x5 (v, q) = (nF)* xﬁ .

Loyt okmn w9y T :

On définit de maniere tout a fait analogue le fibré Jf(Y,q) des jets d'ordre

k de sous-variétés orientées de codimension q de Y , et sa structure de

contact Kl_:(Y,q)-

EXEMPLE. Pour k = q = 1 , Hl(Y,l) (resp-H:(Y,l)) s'identifie canoniquement

* % 3 .
au fibré P Y(resp-S7 Y) de base Y quotient de T Y\O 4 Dpar l'action multipli-
TY

36
g

P

cative de R‘(resp.?ml) dans les fibres. La structure de contact de ces
fibrés joue un role tres important dans la théorie des opérateurs pseudo-

différentiels et intégraux de Fourier (voir Sato-Kawai-Kashiwara et HYrmander).

EXERCICES. - A la lumiere de l'exemple précédent, montrer qu'un rapport

simple existe toujours entre Jk(Y,q) et JE(Y,q) .
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- Donner de Hk(Y,q) une caractérisation intrinséque analogue

a celle que donne le corollaire 1.

(7.1.2) Structures de contact "abstraites"

L'usage est de n'appeler Kﬁ q une '"structure de contact'" que si
9

k = q = 1. Dans ce cas, Ki 1 est engendré par sa section
,
n
(1) ¢c =du- I p, dx ,

N , 1 e .

ou l'on a posé u = ui et p; = ug - On vérifie facilement que ¢ est une
i

forme de contact, au sens de la

DEFINITION. Une 1-forme ¢ sur une variété X est une forme de contact

lorsque, pour chaque x € X , les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) On a c(x) 20 .
: s sy s . d _
(ii) La forme bilinéaire alternée c(x)lKer c(x)x Ker c(x) est non
dégénérée.
En particulier, si X est de dimension finie, elle est forcément de dimension
impaire 2n+1 , et une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 1-forme

. An .
a sur X soit une forme de contact est que aaA(da) soit une forme-volume.

Nous allons maintenant voir que toute 1-forme '"générique" sur X
a pour restriction au complémentaire d'un fermé de mesure nulle une forme

de contact - ce qui explique dans une certaine mesure 1l'abondance des struc-

x

tures de contact dans le paysage mathématique. Nous noterons T, la projection

THEOREME 1. Etant donnée une variété X de dimension impaire 2n + 1 , i]

existe pour tout r 2 2n + 1 un ouvert dense 2 de Cr(T;) pour la topologie

de Whitney, possédant la propriété suivante : a chaque c € 2/ est associé upe

sous-variété Hc de codimension 1 dans X telle que CIX\H soit une forme
c

207



M. CHAPERON

de contact. De plus, Hc est fermée.

Démonstration. Nous allons montrer que le fermé

A
g

D T ALy M = 0]

L= {ji vy € J1(T

3¢
est un ensemble stratifié de codimension 1 dans Jl(Tx), de strates 21{""z2n'

D'aprés le théoreme de transversalité de Thom, 1'ensemble

EY
7

Y=1{ce€c(

i) : Vi€ fnpe..y2n}, j1c M Zj}

est donc résiduel pour r 2 2n + 1 , et, pour chaque ¢ € % , il résulte de
(2.2), proposition 1, que le fermé
1 -1
H, = (i c) ()

est stratifié, de strates (jic)—l(zj), et donc de codimension 1. Une fois
Z stratifié, il ne restera donc plus, pour établir le théoreme, qu'é montrer

que U est ouvert et que chacun des Hc est une sous-variété.

1
. ifi . s, L . . . .
(i) Stratification de application iy Y— (v(x),dY(x)) étant une

. 1, * ¥ 2 . .
submersion de J (Tx) sur Y = T X ®X AT X , il suffit de prouver que le
fermé

A
P ‘:{(“x’Bx) €Y: ocx’\Bxn =0}

est un ensemble stratifié de codimension 1. Nous allons voir que la partition

v = Z_l_'n_I.L ...J.LZén définie par

! . v Lo k-1 Ak
T o=1{0,0): x€x},5 =1(0,B):p """ £ O0etp " =0}

N N
Ty g = LlaB) o ap 1 40 et S = 0)

A A A
' k-1 k k
22k = {(ax,Bx) : axANBx £ 0 et Bx £ 0 et a ABX = 0}
1
est une stratification. Comme ZO est évidemment une sous-variété de Y , il

1
suffit de prouver que c'est le cas des autres &, , ce qui résulte immédiate-

k

ment du
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LEMME 1. Pour 1 <k <n , V,_ = {0,p) : ¥ 1 £ 0 et ¥ =0},
-1 Kk
Voq = L@@B) + anB 77 £ 0 et B° = 0} et

2k
"k-1 k K
Vo = LlesB) + anB “77 £ 0 et BT £ 0 et anB = 0}

¥ ¥*
2n+1) ® A20R2n+1)

sont des sous-variétés de (R , invariantes sous l'action

de GL(2n+1, R).

Preuve. Etant donné (ao,Bo) €v (resp.V2k), un exercice simple d'algebre

2k-1

. ’ . . * . ’ 3 ’ .
linéaire consiste a montrer 1l'existence d'un systeme de coordonnées linéaires

x1,...,x2n+1 surIR2n+1 tel que ao = x2n+1 et
B = E x21-1 N x21 (respoB0= x2k—1 A x2n+1 . 2 o x21—1 A x21 ).
°  1sis<k-1 1<i<k-1

1 ] 1 1 1
En d'autres termes, V2k_1(resp-V2k) est 1'orbite de (ao,Bo) sous l'action

de GL (2n+1, R). Par conséquent, V (resp-Vzk) est une sous-variété immer-

2k-1

¥* +W*
2n+1) ® A20R2n+1)

gée injectivement de (R 3y comme c'est aussi un sous-

ensemble fermé de 1'ouvert
k-1 k-1 "k
{(ayB) : anp £ 0} (resp. {(a,B)ia AP "7 £ 0 et B~ £0}),

c'est donc une vraie sous-variété.Le cas des V k Se traite de meme. B
An R
Comme (ayBl—a A B est une submersion en dehors du fermé stratifié
v U LJ (v.Uv UV, ), de codimension > n, les H sont des sous-variétés.
o 1=Kk<n =k "2k-1" "2k c

(ii) Ouverture de % . Comme dans la preuve du théoreme de transversalité

de Thom, il suffit de montrer que

.2 2, % %
A= U {2ceyq (ry) : c(x)€ et Ty J1(rx) # Tx(jlc)(Txx) + Ty z:k}

= g N
n<k<2n Iy © Jy ¢

) 2e(x)S g2 (rinAY .

kY
7

est fermé, puisque l'on a % = {c€cfz

Or, une condition suffisante pour que ce soit le cas est que, pour toute

suite (zm)mE'W a2 valeurs dans un des Zk , de limite z € Z£ avec Y £ k ,
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chacune des valeurs d'adhérence de la suite (Tz Zk) dans la grassmannienne
5 m
des sous-espaces tangents a Jl(T;) en z contienne T, Z, (on dit alors que la

stratification (zk) vérifie la condition (a) de Whitney). L'ouverture de %

résulte donc du lemme suivant, laissé a la perspicacité du lecteur :

vérifie la condition (a) de Whitney.®

LEMME 2. La stratlflcatlon(Zk)‘nSkszn

REMARQUE. On dispose en fait de théoremes généraux évitant de construire
explicitement une stratification de £ : voir l'article de Mather cité au

chapitre 1.

Nous allons voir maintenant que toutes les formes de contact
admettent le meme modele local. Pour ne pas obscurcir 1l'exposé, nous sous-
entendons que les variétés, fonctions, formes différentielles, difféomorphismes
et systemes de coordonnées dont il est question sont de classe Cm. Le lecteur

n'aura aucune difficulté a compléter 1'exposé en différentiabilité finie.

THEOREME 2 (Darboux). Etant donnée une forme de contact ¢ sur une variété

X de dimension 2n + 1 , il existe pour tout a € X un germe

“ .
@ [X]a-——a [Jlﬂﬂn;R)JO de difféomorphisme tel que [c]a = $’[co]O » ou ¢

est définie par (1). De plus, ® peut étre choisi analytique si c¢ 1l'est.

Démonstration. Soit V 1le champ de vecteurs sur X défini par

¥x € X , iV(x) cl(x) =1 et i (x) de(x) = 0,

Vix

ou iV(x) désigne le produit intérieur par V(x). Si ¢t = exptV , alors,

d'aprés la formule d'homotopie (Appendice O , (A0O-2)), on a LV ¢ = 0 et donc

KYa

W

W
- dtou (1t dc = dc.

g, c =c , dlou () 9,

Si 8 2 a est une sous-variété de codimension 1 de X , transverse aux courbes

intégrales de V , et si j désigne l'injection de S dans X , il est

<+
clair que j dc est une forme symplectique sur S (Appendice 0, (A0-3)).
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D'aprés le théoreme de Darboux (Appendice O, (AO-4)), il existe sur S un systéme

. 1
de coordonnées locales y ,...,yn,ql,...,qn nulles en a tel que
.* SN
j dc = £ dy A dq,
- 1
i=1

. 1 n . PO s s
Soient X y3ee09X pl,--.,pn les fonctions définies au voisinage de a par

i i R | i W
X' 1g=y"s Pilg = 4 et . x* =x" , ¢ P, = p; -
. 3¢
Puisque @t dec = dc 4, on a
- i
dc = & dx /\dpi au voisinage de a .
i:l
S i
I1 en résulte que ¢ + & Py dx” est fermée ; d'apres le lemme de Poincaré ,
i=1

il existe donc une fonction u , définie dans un voisinage de a dans X et

nulle en a , telle que
g i
c=du- Z p, dx au voisinage de a .

N
Comme caA(dc) " est une forme-volume, (u,xl,...,xn . pl,...,pn) est un

systeme de coordonnées locales. U

DEFINITION. Une structure de contact (abstraite) sur une variété X est un

sous-fibré vectoriel en droites ¥ de T X tel que, si ' = XNoO % 1 toute
T X

section locale de n = lex- soit une forme de contact.

EXERCICE. Pour cela, il faut et il suffit que, pour chaque a € X, il existe

une section de m au-dessus d'un ouvert U 2 a qui soit une forme de contact.

DEFINITION. Etant données deux structures de contact K et K! , définies
respectivement sur des variétés X et X' , un isomorphisme

K —> K' est un difféomorphisme f : X—> X' tel que R = K

EXEMPLES. - D'apres la proposition (7.1.1), tout automorphisme local C1 de
la fibration s, ¢ JOGRnJR)———eimn (et donc en particulier tout Cl—difféomor-

. n PN 1
phisme de R") définit un unique automorphisme local de %n (isomorphisme local

,1
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sur elle-meme), qui est un automorphisme local de chacune des fibrations

n'; : Jl(Rn, R)—> J°@R®, R) et sy ¢ J10Rn, R) — R" . En fait, le pseudo-

. 1
groupe des automorphismes locaux de Kn 1 est beaucoup plus gros
)
que cela, puisqu'il contient des difféomorphismes locaux ne conservant pas

ces projections. Un exemple typique est fourni par les involutions de

Legendre hyos 1< {1,...,n} , définies, avec les notations de (1), par

i
o = - i €
X hI {pi pour i I
i .
x sinon
{ p;eh; = x pour i €I

i I {
Py sinon

i
x7 .

\uoh:[:u—z:p

i€1 i

Un automorphisme infinitésimal d'une structure de contact ¥

s2. s 1 .
sur une variété X est un C° champ de vecteurs & sur X "qui engendre un
pseudo-groupe a un paramétre d'automorphismes locaux de K" , ce
qui se traduit en termes infinitésimaux par la propriété suivante : pour

toute section locale c¢ de la projection ¥'— 3 X , la dérivée de Lie Lgc

est une section locale de la projection ¥ —3X .

Une variété de Legendre de ¥ est une sous-variété Yc_la X telle que

o
b

j ¥ =0 4 1+ et de dimension maximale parmi les sous-variétés de X possé-
TY

dant cette propriété.

THEOREME 4. (i) Si X est de dimension 2n + 1 , les variétés de Legendre de

H sont de dimension n .

(ii) Pour que Yc—3 JICRn y B) soit une variété de Legendre de

1

Hn 10 il faut et il suffit que, pour chaque b € Y , il existe une involution
9

de Legendre hI et un germe ¢ : DRn]s(h b)) —> R de fonction C2 tels que
1 I

.1 n
b3y () =37 % R ()
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Démonstration. Point (i). Soit Ycl3 X wune variété de Legendre de ¥ . Si

¥*
c est une forme de contact engendrant localement ¥ , on a i ¢ = 0 et (donc)

%
sk

i dec = 0 . Comme dc(i(y)) est non-dégénérée sur Ker c(i(y)) pour tout
y € Y, on déduit de ces deux relations que Ty i (TyY) est de dimension
au plus n . Pour voir qu'il existe effectivement des variétés intégrales

de ¥ de dimension n , il suffit, le probleme étant local, d'utiliser 1le

N . @ .1
théoreme 2 et de remarquer que, pour toute fonction ¢ € C ®", R), i~ o@®™)

est une variété de Legendre de Ki 1"
9

W

Point (ii). Soit 7 : JlﬂRn,ﬁR)———-)T R" 1a projection canonique

3¢
donnée par n(ji Y) = dv(x) . Il existe évidemment sur T R" une unique
. Q *Q . 1 n )
forme symplectique € telle que =© & =dc : si (Y yeeery Qpoeeendy

~ ’ . ’ . '>\L ’ i i . 1
est le systeme de coordonnées linéaires sur T R" donné par yl(dY(x))le(JxY)
n . 3=
et q.(dY(x)) = p.(jlY), onaQ =2ZX dy1 Adq, . Comme (d?) Q = O pour tout
i itdx n iy i n
Y € CzGRn , R), le méme argument que dans (i) montre que les sous-variétés

TS
W

T 3
Z CE_QT R" vérifiant J Qn = 0 et de dimension maximale parmi celles qui ont

cette propriété sont de dimension n j; on dit que ce sont les variétés lagran-

i Q .
giennes de o

LEMME 1. Soit Y une variété de Legendre de Mi 4 + bour chaque b €Y, le
s pour chaque =<

germe T (EY]b) est un germe en n(b) de variété lagrangienne de ( . Récipro-

quement, étant donné un point ¢ d'une variété lagrangienne Z de Qn y il

existe pour chaque b € n_l(c) un unique germe [Y]b de variété de Legendre de

K;,l tel que [Z]o =7 ([Y]b)- o

LEMME 2. Soit [Y]b un germe de variété de Legendre de Ki 1
,

pour qu'il

existe un germe ¥ : r"] s (b)____;m de fonction 02 tel que
1

_1 n . . . _ n g
[Y]b = i o (r"] Sl(b)), il faut et il suffit que T s (T,¥) = Tsl(b)]R .

Appelons espace lagrangien de Qn tout sous-espace vectoriel de
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©

ki
T R" qui est une variété lagrangienne, et involutions de Lagrange les

7‘% ’ . .
automorphismes linéaires kI , I {1,...,n} de T R" définis par

&
v

kpon = n°hI . On a évidemment kI Qn = Qn pour tout I , ce qui s'exprime

en disant que les kI sont des automorphismes deQn . Comme

1'espace tangent a une variété lagrangienne en chacun de ses points est
lagrangien, il résulte des lemmes 1 et 2 que, pour achever notre démonstra-

tion, il suffit de prouver le

LEMME 3. Pour tout espace lagrangien L de Qo y il existe une involution

e n .k iy n n . .
de Lagrange k. telle que T (kIL) =R ,cu 7 : T R —3R est la projection

I

canonique.

* -1
Preuve. Le sous-espace P = (1t ) ({0}) est lagrangien. Soit

(6) M=LNP.

Si M = {O}, kI = id convient. Sinon, il existe évidemment I & {1,...,n} tel
que

(7) P=M® N; » avec Ny = {veErP: vie€rl, qi(v) =0} ,

N o
c'est-a-dire

(8) N

1 =P N kI(P).

Nous allons voir que kI répond a la question : il s'agit de prouver que

k(L) NP = {0} , soit
LN ky(P) = {o} .

%
Pour chaque sous-espace vectoriel E de T r" y posons

con

L
E ={vETR Vw€é€eE, Qn(v,w) = 0} . Il est clair que E est lagran-

n
gien si et seulement si E = E . Comme L et kI(P) sont lagrangiens, on déduit

trivialement de (6) et de (8) les inclusions
L L
MCL et Ny C©ky(P)"

b .
d'ou 1'on tire
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L
M+NIC(LﬂkI(P)) ,
soit, d'apres (7) ,
L
LﬂkI(P)CP =P .

onadoncLﬂkI(P)=(Lﬂp)ﬂ(kI(P)np)=MnNI={o}.-

Appelons variété lagrangienne d'une forme symplectique O sur une

; *
variété M toute sous-variété Nc_ﬂ_;M telle que j £ = 0 , et de dimension

maximale parmi les sous-variétés de M ayant cette propriété. La démonstra-

tion précédente et le théoreme de Darboux donnent, avec les memes notations, le

THEOREME 5. (i) Si M est de dimension 2n, les variétés lagrangiennes de

Q sont de dimension n .

#* . n . s .
(ii) Pour que Ne—s T IR soit une variété lagrangienne de Qn y

il faut et il suffit que, pour chaque b € N, il existe une involution de

et un germe @ : Em“] \ —— R de fonction C2 tels que

w

T (kI(b))

Lagrange kI

= a0 ((R"]

3
<

EkI(N)]
T (kI(b))

kI(b)

EXERCICE. Montrer que la 2-forme symplectique 2 peut etre définie intrin-
n

N ~ ¥ ’ ’
sequement par Qn = d%h y ou la 1-forme canonique A de T R" est déterminée
n

par l'une quelconque des deux propriétés suivantes :

(a) V¢ € c>m" , R), (dw)* A= dP

n

3 v
g w

¢ 3%
(b) Vp€T R, V v € T (1

n
R) , < Xh(p), Vp > = < p, Tp tRn . vp>

v

(Ces deux définitions s'étendent évidemment a T X pour toute variété X).

Quelle est 1'expression de Xn dans les coordonnées y1 v 4y ?

(7.2) Transformations de contact et équations aux dérivées partielles du

premier ordre.

. ’ s ’ .
Nous allons commencer par exploiter le théoreme 5 pour décrire

i
explicitement tous les germes d'automorphismes de Qn et de Hn 1
H
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(7.2.1) Fonctions génératrices.

% 3¢ ¥* ¥*
Soit J 1'isomorphisme de T R" x T R" = ®" x@®") )x@®"x@®™)")
% * 3 3 e,
sur T ®>®M") = ®x®M™) x (RM” x ®")™") aéfini par
N i . A
((x,8)y(x'y8")) — ((x48'),(E,3x")), ou j :]Rn-——-—§(]Rn)7 est 1'isomorphisme

canonique.

9 s
¥* 5%

PROPOSITION 1. Pour qu'un germe Y :.(r ﬁRn]b<———9T R" de difféomorphisme

1 . .
C” , de graphe ', soit un germe d 'automorphisme de :; ,il faut
n

v 3
et il suffit que J(I') soit un germe de variété lagrangienne de T @ @®")").n

*
R" étant muni de sa base canonique et (R")" de la base duale, on définit
comme précédemment les involutions de Lagrange ky s I c {1,...,2n}, de

¥* ¥* .
T R"x(@®")"). La proposition précédente et le théoreme 5 de (7.1.2) se

traduisent (en appelant 7" la projection TW(]RHX(]Rn )w) _.__)anX (]Rn )7\) par le

ki ¥*
COROLLAIRE 1. Pour qu'un germe Y : (T :m“]b___9 [T RnJc de difféomorphisme

1 . .
¢, de graphe I' , soit un germe d ‘automorphisme de il faut

% k)
de T R"'x@")") et

et il suffit qu'il existe une involution de Lagrange kI

i
un germe ¢ : URnXGRn)7] 3 —3 R de fonction C2 tels que
T (kI(J(b,c)\)

(1) k (I() = a0 (@M ..
T (kI(J(b,c))))

Traduisons plus explicitement le corollaire 1 en termes de coordonnées lo-

cales :

* _n #* _n . .
COROLLAIRE 2. Soit ¥ : [T R ]b__> {r m ]c un germe de difféomorphisme

n

¢’ (r=21) de graphe [ . Si 1'on note (zl,.-.,z , r1,...,rn,Zl,...,Zn,Rl,...,Rn)

, ¥ _n 3 _n . , .
les coordonnées standard sur T R° x T IR , une condition nécessaire et

suffisante pour que Y soit un germe d'automorphisme de Qn est
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qu'il existe deux partitions I || J = {1,...,n} = I'NJ' et une fonction

% € Cr+1GR2n, R) telles que ' soit le germe en (b,c) de la sous-variété

définie par

J $ I I
rI = —E?T (z N I‘J 'Y/ RJ') y Z ='a?—(z ’rJ ' Z 1RJ') [}
3z J
(2) 3 1] I
Jl
R, = BQ (z ,I‘J,ZI ,RJ,) y 2° = '6_— (z 1Ty 02 RJ,) ,
Z

ou l'on a posé zI = (zh i €10 gtee

Cr+1GR2nJR) et

Réciproquement, étant donnés I,I' < {1,...,n] , & €

un point (b,c) de la sous-variété V définie par (2) , les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) vl est le graphe d'un germe Y dfautomorphisme
(b,c)

de Q@ .
- n

%
ii) cV](b,c) est le graphe d'un germe VY d'application de T R"

-
X%

dans T r" .
32 ¢ I I
(iii) (z (b9c)7rJ(b,c)’Z (b,c),RJ,(b,c)) est une
3! IT ya(z!' Ryy)

forme bilinéaire non dégénérée. ®

Sous les hypotheses du corollaire 2 , on dit que 2 (ou plutot son

germe) est une fonction génératrice de Y .

n .
EXERCICE. Une fonction génératrice de 1'identité est £ z* Ri « Plus généra-
i:l
lement, montrer que tout germe Y d 'automorphisme de Qn assez

proche d'une translation admet une fonction génératrice avec I = J' = {1,..,n]-

. 1 n+1 1
Soient y ,...,y N PEEREEY S (resp.x ,...,xn’u,pl,...,pn) les

1 % 0}

5%
coordonnées standard sur T Rn+1(resp- J1GRnJR)), —{ ET.Rn+1
U

) 1.n . .
et m : Un+1 ——J(R,R) 1la fibration définie (voir la remarque ci-dessous) par

1 . . q.
u-°Tmn = yn+ et Vi , xl ° | = y1 et p; ° M o= = 1
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PROPOSITION 2. Etant donnés deux ouverts U et U' de JlﬂRn,IR) et un _automor-

1
phisme local h : U —s U' de }(n

il existe un unique automor -
1 ’
’

s ~ ~
phisme local T n-1(U)—) Tt—l(U') de n ,, vérifiant moh = hen ; en outre,i

~ ~ . N 3*
est homogene, c'est-a-dire commute a l'action naturelle de R dans les fibres

de T .
= R°

Réciproquement, étant donnés deux ouverts homogénes (pour cette

-1 -1
action) V = n " (U) et V! =1 (u) de Un+1 et un_ automorphisme local

H: V—3 V', les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) H est homogéne-
n+1

<3 s i 3¢
€ii) Si xn+1= i§1 9 dy  , ona H Xn+14 Xn+1,

(iii) Il existe un (unique) automorphisme local h

:U_,U'

Egi(rlll tel que H =h . =m
’

REMARQUE. La projection n paraitra moins mystérieuse si l'on note qu'elle
. s . . . ¥ _n+l ® n+l 1, _n+1
s'obtient par composition de la projection canonique T 1R —>PT R >~ J (IR yyn)

1 o1
et de l1l'inverse de 1'injection i : J (].‘Rn , R) — Jl(]Rn+1 , n) donnée par 1(fo) =

j]' (graphe (f)). La proposition 2 traite en fait des rapports entre (
(x,f(x)) nel n+1

, n).

et la structure de contact !ﬁl(]R

COROLLAIRE 3 . Soit Y : [Ji(ltn, ]R)]b—>l'.J1(m“ , JR)]c un germe d rautomor-

1

: r 1
phisme C° , r > 1 n1 ¢ Si 1'on note (x ,--.,xn, u, pl,---,pn)=(x,uap)
’

y de K

; 1
et (Xl,---,Xn,U,Pl,...,Pn) = (X,U,P) les coordonnées standard de J (R", R)

a la source et au but de Y respectivement, il existe deux involutions de

. 1
Legendre hI et th de Jl(]Rn » R) et un germe #(x,u,P) de fonction cr tels

que le graphe de th °Y°hI soit défini par

0d
3% 38 3x
(3) U=§—<EF,P>,X=-B—P-etp=—T§--
Su
En particulier, si Y est assez proche du germe de 1'identité, on peut prendre
_ i "
hI = th = id .
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On dit que ® est 1la fonction génératrice de hyeYohy -

EXERCICE. Prouver le corollaire 3 en utilisant la proposition 2 et le corol-

laire 1 et donner un critere analogue a celui du corollaire 2 pour que,

étant donné & , (3) définisse le graphe d'un germe de transformation de

contact.
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(7.2.2) Hamiltoniens de contact, équations aux dérivées partielles du premier

ordre et problemes différentiels.

Dans ce paragraphe, nous supposons tous les objets considérés
de classe C* , laissant le lecteur examiner le cas de la différentiabilité
finie.

Soient ¥ une structure de contact sur une variété X , ¢ une
section de ¥° = ¥ \oO %

T X
infinitésimal de MIU .Si f:U—5 R est donnée par

au-dessus d'un ouvert U de X , et € un automorphisme

(1) f(x) = < C(X) ) g(X) > = (lg C) (X) [)

la colinéarité de L§ c a c¢ s'éerit, d'apres la formule d'homotopie,
(2) (df + ig dc) Ac=0.

Lo
PROPOSITION 1. Pour chaque f € ¢ (U, R), les formules (1) et (2) définissent

un unique automorphisme infinitésimal & ES-“iU , donné si

c=c et K = H;,l par
n df 9 df df |, o n 3f 3
(3) §=.Z (- W 1 + N +piﬁ)w)+ (f -.Z pi ‘5'};— )'3'6 .
i=1 i ox Ox i i=1 i

En d'autres termes, 1'application §—— f est un isomorphisme de 1'espace

vectoriel des autemorphismes infinitésimaux de K}U sur Cm(U,nl).

Démonstration. D'apres le théoreme 2 de (7.1.2), il s'agit de prouver que

(1) et (2) sont équivalents a (3) si ¢ = c s ce qui est facile. ®

Sous les hypotheses précédentes, on dit que f est le hamiltonien

de contact de & par rapport a ¢ , et 1'on note § = HE .

COROLLAIRE 1. L'ensemble des automorphismes d'une structure de
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.’ ’ . . s . ~ . .
contact Y sur une variété X est toujours infini (et meme '"de dimension

infinie").

Démonstration. Sous les hypotheses de la proposition 1 , pour chaque
© ~ ’ . 3 .
f € ¢ (UR) a support compact, on définit un automorphisme

infinitésimal § de ¥ par

glU = Hc f et gIX “u=9>

et € engendre un flot complet d'apres (3.1.3), corollaire 2. ®

PROPOSITION 2 . Sous les hypotheses de la proposition 1 ,soit f : U_3 R

une fonction ayant O pour valeur réguliere. Alors

(i) H f est tangent a f_1(0) en_chacun de ses points.

(ii) Les orbites de H fl -1 sont des variétés (immergées) intégrales
¢ 7o)
de ¥ .

(iii) Pour toute section c' de ¥’ au-dessus de U et tout g € C”(U, R)

ne s'annulant pas sur f'1(0) s les orbites de Hc‘(gf)l 1 sont celles de
£77(0)

H f .
¢ |r'l(o)

Démonstration. Si § = Hcf, il résulte de (2) que ig df:ig(df+igdc)
est un multiple de ige=1, d'ou (i). On déduit immédiatement (ii) de

(1), et (iii) est un exercice facile. ®

Etant donnée une sous-variété S de codimension 1 de X , il
existe un recouvrement (Ui)iEI de S par des ouverts de X tels que, pour tout
i€1,
(a) X' admette une section c; au-dessus de Ui s
(b} il existe f, ¢ U;—— R ayant 0 pour valeur réguliere et telle que
_1(

sNu, =f,
1

i o) .

On déduit facilement de la proposition 2 le
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COROLLAIRE 2. Sous les hypothéses précédentes, £ = U (Hc fi)-1(0) est un
i€1 i

fermé de S , indépendant du choix de (Ui) , des c; et des f, ; de méme ,

la formule

Vi€l,Vx€unNs\Z),p =RH f, (x)
1 X Cil

définit un champ de droites tangentes a S\ X , ne dépendant que de S et de X.®

(2 est évidemment 1l'ensemble des x € S ou TxS est orthogonal a Kx)
Le feuilletage $ de S\ I par les courbes ayant les droites Dx

pour tangentes est le feuilletage caractéristique de S .

EXERCICE. Prouver que, génériquement (parmi les plongements de S dans X), I

est un ensemble de points isolés.

COROLLAIRE 3. Sous les hypothéses du corollaire 2 , soit Vc_ig X une sous-

variété vérifiant ;jvr K=0, et VSS\Z . Silona
TV

(4) vXEv,stZTxv,

alors le germe Wc_i% S\ 2.22 V de 1'ensemble LJ F est un germe de sous-
FE3
FNV4D
variété vérifiant i ¥ = 0 % et dim W = dim V + 1 .
T W

Démonstration. D'apres (4), W est un germe de sous-variété. Pour chaque
xoe VvV, soit U3 x, un ouvert de X tel que ¥' ait une section c au-dessus
de U et que UN S = f—l(O) pour une fonction f : U—R ayant O pour valeur
réguliére. Si Z> UN V est une sous-variété de codimension 1 de U a laquelle
€ = H f n'est nulle part tangent (il en existe d'apres (4)), il existe

d'apres le théoreme 1 de (3.1.3) un ouvert u, 3 x, de U de la forme

U1=th(u),
t€J °

oud D 0 est un intervalle ouvert, U0 2 xo un ouvert de Z et ¢t = exp t§ .

I1 est clair que W U1 est le germe en wo = U1 nNv = U0 N ¥ de la sous-
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variété LA U @t(wo) , d'ou 1'assertion sur les dimensions. De plus, pour
t€J

chaque x € W et chaque t €J, siy ¢*(x), c(y) s'annule sur E(y) d'aprés

. t t
la proposition 2(i) et sur Ty ® (wo) =T¢® (TxWo) parce que W est une
fa s sz t
variété intégrale de c¢ et ?  un automorphisme de ¥ . Par conséquent,

c(y) s'annule sur Tywl = Ty <PJ"(WO) OR E(y). ®

COROLLAIRE 4. Sous les hypotheses du corollaire 3, 8i X _est de dimension

2n + 1 et V de dimensionn - 1 , W est l'unique germe en V de variété de

Legendre vérifiant

(5) VEWES.
Démonstration. Si W' était une variété de Legendre vérifiant V & W' © S et

telle qu'il existe un ouvert U de S satisfaisant

W' DU £ @ et VxEU,Dx¢wa',

alors le germe en W' N U de la réunion des courbes caractéristiques issues
de W' N U serait, d'aprés le corollaire 3 , un germe de variété intégrale

de ¥ de dimension n+1 , ce qui est impossible. ®

Appelons équation aux dérivées partielles du premier ordre sur

une variété Y toute sous-variété S de codimension 1 de X = Jl(Y, R)
(cette appellation vient du cas ou Y = R et ou S est de la forme f_1(0)) ’
et solution (locale) d'une telle équation S +toute fonction ¢ : U—R ,
ou U est ouvert dans X , telle que 1'on ait jl‘P(U) © S . Nous allons voir

que le corollaire 4 contient la théorie locale du probleme de Cauchy pour

g . . , csa s
S y c'est-a-dire du probleme suivant : étant données une sous-variété 2

de codimension 1 de Y et ¥ : Z—R, trouver un germe Y : [Y]z—)]R de
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solution de S tel que

(6) ‘FIZ=(<P-

Si ¥ est une solution de ce probleme, W = jIW([Y]Z) est un germe

en V = j1

¥(Z) de variété de Legendre de la structure de contact ¥ de X ,
dont V est donc une variété intégrale. D'apres les corollaires 3 et 4 et

avec leurs notations, cela suppose que (4) soit vérifiée et que l'on ait de

plus

€
(7) Vx €V, T sl(Dx) 7 Tsl(x) z ,
ol sy ¢ X ——Y désigne la projection canonique.

Soit r, S;I(Z)—~——%J1(Z,ZR) la projection définie par rz(jlv) =
x

.1 . qs . ;2 U .
Jx(Y]z)- Des considérations précédentes, on déduit facilement le

COROLLAIRE 5. Pour gque le probleme de Cauchy défini par S et (6) admette

une unique solution ¥ , il faut et il suffit que V = S 1 r;1(31¢(z)) soit

une sous-variété vérifiant (7) (et donc (4)) et telle que s soit un difféo-

1]v

morphisme de V sur 2 . -

EXERCICES. 1) Avec les notations du corollaire 5 , si s est bijective, une

1|v

condition nécessaire et suffisante pour que le probleme de Cauchy défini par
S et (6) admette une solution (qui est alors unique) est que, pour chaque

x €2, il existe un germe de difféomorphisme h : [Y]x-——a UR"]O tel que
h([Z]x) = ERn_l X {O}JO , et possédant en outre la propriété suivante :

si h1 : [x] 1, — Jlﬂkn,im) est donné (par abus de langage) par
Vﬂs1 (x)
h1(j1 Y) = j1 (YOh—l) y il existe une fonction g telle que hl([S]
Vs ™ (x)

soit le germe de l'hypersurface d'équation P, = g(xi,-.-,xn,u,p1,...,pn_1) .

2) En considérant par exemple 1'équation "iconale" pi + pi =1

2 s s aaz .
sur R , trouver des cas de non existence et de non unicité des solutions du
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probleme de Cauchy.

3) Soit W une n-forme différentielle non nulle sur Y xR = JO(YJRL
ou dim Y = n . Montrer que le recherche des fonctions ¢ : U—5R (U ouvert
de Y) vérifiant (j°¢)* W = 0 équivaut a celle des solutions (locales) d'une
équation aux dérivées partielles du premier ordre S d'un type particulier

sur Y (équation quasilinéaire). Si my J1(Y, R)— Y xR désigne la pro-

jection canonique, il existe un ensemble fermeé EO C Y xR et un champ

D% o
x __.)Dx

de droites tangentes a (Y x R)\ 20 tel que, pour tout z€(¥x R)\ZO
et tout x € n;l(z)ﬂs » on ait T nl(Dx) = DZ . Les courbes partout tangentes
au champ de droites p° forment un feuilletage de (Y xIR)'\ZO , appelé

feuilletage caractéristique de @ . Au voisinage de chaque point de (Y¥x R)\ZO,

il existe n formes de Pfaff CPTRERFL N linéairement indépendantes et telles
que, sur ce voisinage, W = al A---¢~an « Quel est le lien entre Do et

P sz 4O . .
CPEEEEELN ? En déduire que, pour toute sous-variété V= de dimension n-1 de

(Y x R) Zo vérifiant

EO o (]
V x \ ’DX¢TXV 1)

le germe w° en V° de la réunion des courbes caractéristiques de W passant
par v® est le seul germe en v° de variété intégrale de W contenant ve
(résultat qui reste vrai si l'on remplace J°(Y, R) par une variété arbitraire
de dimension n+1). Il n'y a donc jamais de probleme d'unicité (locale) pour
la solution du probleme de Cauchy lorsque S est quasilinéaire. Trouver
1'analogue de (7) dans ce cas particulier, et montrer que c'est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour 1l'existence d'une solution (locale) du

probléme de Cauchy.

4) En considérant 1'équation Py + U p, = 0 sur]R2 , et les
problemes de Cauchy associés a Z = R x {o} Cﬁmz (qui ont tous une unique
solution locale d'aprés les exercices 1 et 3), montrer que, méme pour une

équation quasilinéaire, le probleme de Cauchy n'admet en général pas de
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. 1 . .
solution globale de classe C° - mais seulement des solutions admettant des
discontinuités sur des ensembles de mesure nulle, et non uniques si elles
ne sont pas astreintes a des conditions supplémentaires ("conditions d'en-

tropie'" : voir Gelfand, Lax et Schaeffer).

5) Une équation aux dérivées partielles linéaire du premier ordre
sur une variété Y est une équation quasilinéaire S de la forme suivante :
il existe f : Y3 R et un champ de vecteurs € sur Y tels que ¢ soit solu-
tion (locale) de S si et seulement si Lg# + £.¢# = 0 .  Montrer que tous les
problemes de Cauchy pour S associés a une sous-variété de codimension un,

Z , de Y admettent une unique solution locale des que l'on a §(x)% Tx Z
pour tout x € Z . Examiner le probleme de l'existence de solutions globales

lorsque Z est fermée dans Y = r" .

6) Etendre la théorie précédente aux fibrés de jets de la forme

sl 71,1 ou sy, 1).

7) Soient sur Jl(]Rn, R), n> 1, les n-formes

n i+l 1 a n
‘”1=2(-1) dp, Adx Aeee AdX Aee. Adx

. i

i=1

n-1 . AR

1 -1

u)2=2 (--1)“'1 dpi/\dx:l /\---/\dxl Aeee Adx™ + (=1)T dpn/\dx Aveo AdxD ,

i=1

ol le signe 4 , placé au-dessus d'un facteur d'un produit extérieur, signifie

que l'on omet ce facteur. Montrer que la recherche des fonctions ¢ : U—3 R

e .1 1,0 P s
(U ouvert de R") vérifiant (j @) w =0 (resp. (@) w, = 0) équivaut a
celle des solutions locales d'une équation aux dérivées partielles linéaire
du second ordre tres simple, 1'équation de Laplace (resp. de d'Alembert)

A9 = 0 (resp. 2 ® = 0). Pour chaque automorphisme local

¥* ~ . .
h de Hi 4+ la n-forme h W, (resp. h Wz) définit de meme une équation
L

¢
aux dérivées partielles du second ordre, que nous noterons (h 4) ¢ = 0

(resp-(hw 0) ¢ = 0) ; quel que soit ¢ : U—3R vérifiant 4 ® = O
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(resp. B9 ¢ = 0) , la variété de Legendre h-l(j1¢(U))c_i_;J1GRn,ZR) est évi-

ES

demment telle que i*(h’ w1) = 0 (resp. i*(h*wz) = 0). En utilisant cette
remarque et les résultats classiques - voir par exemple Garabedian - sur les
solutions de 1'équation de Laplace (resp. d'Alembert), donner des exemples
de problemes de Dirichlet (resp. de Cauchy) pour des équations elliptiques
(resp. hyperboliques) du second ordre non linéaires - en l'occurence les
(h%A)¢ =0 (resp.(h*u)¢ = 0)- admettant une unique solution variété de

Legendre, qui n'est pas 1'image du jet d'une fonction, plusieurs solutions,

etc.

Appelons probleme différentiel d'ordre k tout probleme du type

suivant : étant données une fibration p : Y__3 X et une partie A de Jk(p) ’
trouver des (ou les) sections ® : X—Y de p vérifiant jk¢(X) C A. Suivant

Gromov, on dit que A est une relation différentielle.

La plupart des problemes rencontrés en topologie ou en géométrie
différentielle entrent dans le cadre - cf. Gromov et Thom. Les exemples
précédents, élémentaires, montrent déja que les solutions d'un probleme
différentiel, si elles existent, ne sont en général pas faciles a trouver.

I1 y a donc intérét a "couper en deux" la difficulté en commengant soit par
oublier la structure de contact de Jk(p) (Gromov), soit par oublier sa struc-
ture de fibré (Thom). Dans la premiere approche, on résout d'abord un probleme
de topologie (trouver les sections de pklA) s puis on montre que toute classe
d'homotopie de sections de pklA contient le jet d'ordre k d'une section de

p . Dans la seconde approche, on cherche d'abord les variétés intégrales de

k . PPN
la structure de contact de J (p) contenues dans A - ou solutions géométriques

de A - , puis celles d'entre elles qui sont les images de jets d'ordre k de

sections de p .

Dans la recherche des solutions géométriques d'une relation diffé-
rentielle, A © Jk(p), on peut évidemment, pour simplifier le probléme, faire

agir le pseudo-groupe des transformations de contact de “k(p), ce qui donne
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d'excellents résultats pour les équations du premier ordre :

PROPOSITION 3. Soient X une structure de contact sur une variété X de

dimension 2n + 1, et Sc_3yX une sous-variété de codimension 1 . Avec les

notations du corollaire 2 , pour chaque a € S\Z , il existe un germe

1,..n . . i |
¢ EX]a—)[J R, ]R)]O d!isomorphisme ;-(_,,-ﬁn’l tel que

-1
m%[s]a) = [p” @], -

Etant donné un automorphisme infinitésimal & de ¥ , sa variété

caractéristique - ce n'est une sous-variété de X que génériquement - est

1'ensemble Car(%)={x € X : &(x) est orthogonal & X(x)}. En raison du corol-

laire 2 , la proposition 3 résultera de la

PROPOSITION 4. Soit & un germe en a € X ('automorphisme infini-

tésimal de K vérifiant §(a) # 0 . Il existe un germe h : [X]d_a [JlﬂﬁnJR)]o

d 'isomorphisme X ——}J{i,l ltel que
(i) hy § = E%]O si af car (§) ;
(ii) hy § = [ginlo sinon.

Démonstration. Si a ¢ Car(§) , il existe un germe c¢ en a de section de
X' tel que ig c = El]a sy et il suffit donc de choisir pour h n'importe
quel germe de difféomorphisme tel que h,c =c , grace au théoreme
de Darboux.

Si a € Car(§), le théoreme de Darboux et une involution de Legendre

permettent de se ramener au cas ou ¥ = x? ,y a=0cet x"(E(0)) £0 . Si p

n,1
. 1 ~
est une action de R sur J GRn, R) telle que P(t) soit pour tout t € R yn

1 d ~
t . - . .
automorphisme de Hn , et que [—— p(t)]tro]o g , il résulte

,1 dt
du théoreme des fonctions implicites que 1'équation

xM(p(~t , v)) = 0
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admet une unique solution t = tT(v) définie dans un voisinage de O et nulle
sur (xn)-l(O) . I1 suffit donc de prendre pour h le germe en O de

1 PO A
ltautomorphisme H de nn 1 défini au voisinage de O par
)

{'xnoﬂ =1 , ueH(v) = u (p(-1(v),v)) ,

Vi <n o, xPeH(W) = x (p(=T(v),v)) et pieH(v)=p, (p(=1(v),)),

p °H étant choisi de maniere que H préserve xi st
s
f désigne le hamiltonien de contact du générateur infinitésimal de p par

rapport a ¢ ona, par définition de T ,

(') (V) = Fler) e )W) = (£(p(-x(v),) + p eB(¥)) arlv)

d'ou, P(-t(v)) préservant Ki 1
I

p_eH(v) = - f(p(-1(v),v)) .
n

Il est clair que h = EH]O vérifie (ii). ®

REMARQUES.1. L'hypothése a € Car(§) n'intervient dans ce qui précede que
pour avoir h(a) = O . Nous avons en fait prouvé que, sous 1'hypothese de la
1
proposition 3 , il existait toujours un germe h : EX]a———Q(J (R", R) de
o)

1
i X X . = [— .
transformation de contact # — n,1 tel que hy g [anjh(a)

2. En traduisant la proposition 2 dans le langage des fonctions
génératrices, on obtient une bonne compréhension de la méthode - a priori

mysterieuse - de 1'intégrale complete (cf. Arnold , E. Cartan et 1'Appendice
9) .

3. I1 est évidemment tentant de classifier de meme localement les
équations aux dérivées partielles du second ordre.
Malheureusement, le pseudo-groupe des transformations de contact n'est pas
assez gros pour fournir dans ce cas une classification raisonnable : contrai-
rement a ce que pourrait faire croire l'exercice 7 ci-dessus, méme si 1l'on
se restreint aux (germes d') équations du second ordre sur R" définies par

1..n . < .2 P
un germe de n-forme ¥ sur J (R, R), on voit aisément que les classes d'équi-
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valence de la relation "il existe un germe h de transformation de contact

de Hi,l tel que hew' et W définissent la meme équation" entre W et W' forment
un ensemble gigantesque, méme si 1l'on ne considere que les cas "génériques'".
Le lecteur objectera qu'il n'y a rien d'étonnant a cela, puisque c'est le
pseudo-groupe des transformations de contact de Ki’l qu'il conviendrait de
faire agir. Cette objection se heurte a la dure réalité suivante : tout

germe de transformation de contact de Kﬁ q’ k 2 1 , provient (en un sens
9

facile a préciser) d'un germe de transformation de contact de Hi q siq=1,
,yq —

d'un germe de difféomorphisme de J°(@R", RY) pour g > 1 .

EXERCICE (Kupka). Prouver 1l'affirmation précédente (remarquer pour n > 1 que laes

. . . K k-1 U . .
fibres de la projection J —» J sont des variétés intégrales de dimension

k .
exceptionnellement grande de K q "’ et doivent donc 2tre conservées par transfor-
nl

mation de contact).

(7.2.3) Intégrales singuliéres des équations du premier ordre

Soient ¥ une structure de contact sur une variété X de dimension
2n + 1, et Scj;gx une sous-variété de codimension 1. Si Z désigne comme
précédemment le fermé de S formé des x tels que Tx S soit orthogonal a Hx ,

une variété intégrale singuliere (ou intégrale singuliere) de Kls est une

sous-variété Vc_l_gs incluse dans £ . La propriété suivante est évidente :

PROPOSITION 1. Pour toute intégrale singuliere Vc__ﬂ_;s de KlS , ONn a

3 3
ji ¥ =0, . En particulier, V est de dimension au plus n . *
TV

EXEMPLE. Si ¥ = W: 4 » l'équation de Clairaut u = p1x1+g(p1) admet 1'intégrale
1

. P 1
singuliere définie par x = - g'(p1)~

Soit U un ouvert de X tel que X’ admette une section ¢ au-dessus
de U et qu'il existe une fonction f : U——> R, ayant O pour valeur réguliere,

vérifiant SN U = f-l(O). La sous-variété VN U est incluse dans
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TNuU = (Hcf)-i(o).

Si 1'on cherche un modele local (a transformation de contact prés)de S

au voisinage de a € VN U , une méthode - qui sera la notre - consiste a
résoudre un probléme plus précis : trouver un modele local de Hcf au voisi-
nage de a .

Nous allons étudier les cas ou § = [Hcf]a est hyperbolique normale-

ment a V , ce qui signifie que 1l'endomorphisme A de NaV = TaX/TaV déduit
de Ta € par passage au quotient n'a pas de valeur propre sur l'axe imaginaire.

On dit alors que l'intégrale singuliére V est normalement hyperbolique.

Lorsque de plus les valeurs propres de A sont toutes du meme coté de 1'axe

imaginaire, on dit que V est normalement extrémale. Ces deux définitions

ne dépendent pas, on le vérifie aisément, du choix de ¢ et de f .

EXEMPLES. Pour chaque r € {0,...,n} , soit Vr = nr(JlGRn,Im)) y Olu . est

la projection linéaire définie par

i i .
xTem i{x pour 1 < i < r
0 sinon ,

uOTCr = p1°Tl:r = ees = pn°‘n:r =0 .

Etant données des fonctions ar,...,an : Vr___g.m, si
- i
= - Z
fr (aronr) v, (aian) X Py
i=r+1

on vérifie facilement que V_ est une intégrale singuliere de k1 .
r n,1| -1
£.7(0)
En utilisant la formule (3) de (7.2.2), le lecteur pourra déterminer les
cas (génériques!) ou elle est normalement hyperbolique (resp. extrémale).
Nous allons voir que ces exemples ne sont pas aussi particuliers qu'ils en

ont 1l'air. Voici la premiere étape dans cette direction :

PROPOSITION 2. Pour toute sous-variété w;ﬂ__,x de dimension r vérifiant

j ¥ =0, et tout a €V, il existe un germe h : [X]a__chiﬂRn,IR)]O
TV
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1
d'isomorphisme K _>J-tn 1 tel que h([V]a) - [vr]O .
,

Démonstration. Pour r = 0 , cela résulte immédiatement du théoreme de Darboux.
Sinon, supposons que ce soit vrai pour r - 1 . En appliquant cette hypotheése
de récurrence a n'importe quelle hypersurface W de V passant par a , on peut

1
supposer que (X,a) = (J (R", R),0), que ¥ = Hi , et que
9

(1) (vl = Ev -

Comme cn(O) = du s'annule sur TOV » il est impossible que xl(TOV)=pi(ToV)={0}
pour tout i . Une involution de Legendre et une permutation de {r,...,n]

permettent donc de supposer
r
(2) x IT v £ 0 .
o
On déduit de (1) et (2) 1l'existence de (pr+1""’@n : Vr_.._)]R telles que
(vl © n (' - oter )10
(0] . r
i>r

. 1 PP
L'unique autemorphisme ho de .}in 1 défini par
’

i .
x oh ={x pour i S r

x = @P.om pour i > r
ir

nous ramene au cas ou V est le germe en O d'une sous-variété de la forme
. =1 -1 m -1

N (x') (0) N (u-for ) (0) N (p,-g,om.) (0) , avec

. r . i ®i r

i>r 1<i<n

f, PEEEERY S Vr._;]R . Comme cn s'annule sur V , les formules

{x oh, = x et pi@h1 = p; - g;°m, pour tout i

uoh1 =u - fonr

définissent un difféomorphisme h1 tel que [h1]O préserve Krll o

,1
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EXERCICE. Donner une démonstration analogue de (7.1.2), théoreme 4(ii).

(7.3) Propriétés de stabilité des structures de contact et symplectiques.

Notre preuve du théoreme de Darboux pour les formes symplectiques

(Appendice 0) fournit des résultats de stabilité globale (Appendice 0, (AO=3) .

En revanche, le théoreme de Darboux pour les

formes de contact ((7.1.2), théoreme 2) est trop fin pour avoir des analogues
globaux intéressants ; nous allons donc considérer des déformations de

structures de contact, suivant Gray et Martinet

THEOREME 1. _ Soient R une action C” d'un groupe de Lie K sur une
variété M , I 1'intervalle compact [0,1] , et (}{t)tEI une famille de

structures de contact R-invariantes sur M , dépendant de maniere c® de t €1,

et toutes égales en dehors d'un compact de M . Il existe alors une isotopie

(yt) de M , telle que les conditions suivantes soient vérifiées

; 3
(i) @t K, =KX, et wt R = R pour tout t €1 .

(ii) Si x € M est tel que K, et X y aient un contact d'ordre k pour tout t €1,

k k
j = j i € .
on a Jx ¢t Jx 1dM pour tout t I

Démonstration. Comme pour le théoreme de Darboux, nous allons utiliser la
méthode infinitésimale de Moser (Appendice 0)

Soit ¥ l1l'ensemble des sections Coo de la fibration P— M, ou
P = PTQQM désigne le fibré en projectifs dont les points sont les droites
cotangentes a M . Nous noterons (Gt)tel la famille d'éléments de ¥ définie
par (Kt) : dire que Kt dépend de maniere C° de t signifie donc que
(t,x)k——)ct(x) est une application C~ de I x M dans P.

Pour chaque 0 € ¥, il est naturel de noter TGZ 1'ensemble des défor-
mations infinitésimales de o , c'est-a-dire 1'ensemble des é% Ttlt:O , ou

(Tt) est un chemin d'origine ¢ dans ¥ .
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, . . 4
Etant donné un tel chemin (Tt) , TO(X) = 3% Tt(X)|t=0

est pour chaque x € M un vecteur tangent a P en o(x), et, si v : P—3M dési-

gne la projection canonique, la relation vort(x) = x pour tout t donne

T %(X):O.

d(x)v. o

En d'autres termes, %0 appartient a l'espace vectoriel des sections c® du
fibré vectoriel ceQV———9M, ou Vv désigne le sous-fibré vectoriel de TP formé
des vecteurs verticaux pour v . Il est facile de voir que, réciproquement,
toute section C* de d* V—5 M appartient a Tc %~ s qui est donc un espace
vectoriel.
3* . 3 * .,

Soient (T M)" =T M\O , ,etn: (T M)'—3P 1la projection
naturelle. Il est clair que l'actio: (g,a)h——9¢eea de Diff *(M) sur les sec-
tions (locales) de (TeeM)'-——)M passe au quotient par m . On note (¢,c)ha¢*c

l'action de Diff ~ (M) sur ¥ ainsi obtenue. Pour tout champ de vecteurs § de

classe C° sur M et tout 0 € § , on définit donc un élément Lg’de TGZ par
Lo=3 ((exp tf)*o)
13 dt d It:O

L
Pour chaque o € T, notons o le sous-fibré vectoriel de TM dont la fibre en
chaque x € M est 1'hyperplan formé des vecteurs annulant les éléments de
-1 . ® L ,
n " (o(x)), et N(o) 1'espace des sections C de 0 —3M . La clef de la dé-

monstration est le

LEMME 1 (Stabilité infinitésimale des structures de contact). Pour chaque

o € ¥ définissant une structure de contact, E— Lgd est un isomorphisme de

L * , .
N(o) sur TGZ y induit par un isomorphisme u : 0 _39 V de fibrés vectoriels

de base M .
Commengons par déduire le théoréme 3 du lemme 1: soit (gt) 1tisotopie

infinitésimale de M définie (d'aprés le lemme 1) par

(1) gtEN(ot) et L 6+——ot=0,t€I.
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Comme (gt) est & support compact, elle engendre une unique isotopie (?t) de M .
. . z . . . 1f N o
D'aprés (1), celle-ci vérifie bien 9, Gt = oo pour tout t € I (les détails sont

laissés en exercice au lecteur).

En outre, pour tout g € K, (1) implique que

Ny ~ .
L « R(g) o + é%(R(g)vot)z 0, c'est-a-dire L
R(g) 8¢ R(g) €,

Comme ﬁ(g) * g

o, +— 0, =0 .

~ ¥*
annule R(g) X, = X, , on déduit donc du lemme 1 que

t t t

~ .
R(g) §t = §t , ce qui acheve de prouver (i).

Pour établir (ii), il suffit de remarquer que, si ﬁ% Gt a un contact

d'ordre k avec 0 en x € M pour tout t € J , c'est également le cas de §t-D

Preuve du lemme 1. Revenons d'abord sur la définition de la dérivée de Lie

d'une 1-forme a sur M suivant un champ de vecteurs § : si @t = expt §, alors,
en toute rigueur, ﬁ% ¢Z$a(x)|t=0 est pour chaque x € M un vecteur tangent a
™M en a(x), et vertical pour la projection T;e: TaeM.__gM. On utilise donc
implicitement, dans la définition de la dérivée de Lie, 1l'identification
canonique de T;eM a 1'espace vertical de Tx. en a(x).

Pour chaque section a de (TﬁeM)'——e M au-dessus d'un ouvert U de M
et chaque x € U, Ta(x)n définit évidemment une surjection de 1l'espace vertical

d ¥*
e TM

’ ~ \ . . . ’ . ee
précede a une surjection linéaire Tx M'—_)vn(a(x)) , de noyau Ro(x). Nous

en a(x) sur Vn(a(x)) y qui s'identifie canoniquement d'apres ce qui

noterons T m : ™ vy ——a(noa)aev le morphisme de fibrés vectoriels de base U
ainsi obtenu. Si ¢ désigne une forme de contact sur un ouvert U de M, véri-
fiant mec = 0 , il existe donc, quelle que soit la section o de deeV au-dessus
de U, une 1-forme B sur U, déterminée a 1'addition d'un multiple de CIU pres

et telle que
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Par ailleurs, pour chaque champ de vecteurs § sur M, on a (par définition
Lyo
de Lg )
Lg cr]U = Tcngc .

’ . . L ’ . .
Par conséquent, dire que § est une section de ¢ au-dessus de U et vérifie

L§G]U = & équivaut a affirmer que, pour tout x € U , on a
() ig(x)c(x) =0
ig(x)dc(x)-ﬁ(x) €ER c(x) ,

d'apres la formule d'homotopie.

Comme c¢ est une forme de contact, (2) admet une unique solution
£(x) = upl(5(x))-

En résumé, nous avons prouvé que, pour tout ouvert U tel que o U
soit définie par une forme de contact, 1'application E h—aLg o est un isomor-
phisme de 1'espace des sections c® de cl au-dessus de U sur 1l'espace des
sections C° de ceeV au-dessus de U , induit par un isomorphisme
uy GL U——édieVlU de fibrés vectoriels de base U . Le lemme 1 s'en déduit

immédiatement par recollement. m

THEOREME 2 (stabilité des structures de contact). Soient R une action C*

d'un groupe de Lie compact K sur une variété de dimension impaire M , et X

une structure de contact R-invariante sur M. Il existe alors un voisinage ou-

¥ . 1 .
vert Y de X (comme section de PT" M—M) dans la topologie C° de Whitney tel

que, pour tout X' € U de classe COD , R-invariant et égal a K en dehors d'un

compact de M, il existe h € Diff "~ (M,M) possédant les propriétés suivantes :

(i) h XK =X' et h R=R.

(ii) En tout x € M ou ¥ et X' ont un contactd'ordre k, on a jih - jzidM .

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du théoreme 1 et du
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LEMME 2. Sous les hypotheses du théoreme 4, il existe un voisinage U de X dans

la topologie C1 de Whitney tel que, pour tout XK' € Y de classe c® et

R-invariant, il existe un chemin (X, ) dans les structures de contact
t’t€[0,1]

R-invariantes et C° sur M, dépendant c® de t € [0,1], et tel que

. —_ = K1
(i) K,o=K et K, =K';

(ii) Quel gue soit x € M, si X' a un contactd'ordre k avec K en x , il en va de

meme de K, pour tout t € (o,1].

Preuve. Soit y une métrique riemannienne R-invariante sur M que 1'on peut

construire a partir d'une métrique riemannienne quelconque yq par la formule
~ +*
Yy = IKR(&‘) vidu(e)

ou p désigne la probabilité de Haar sur K. Soit S 1le sous-fibré de T*'M
dont la fibre Sx en x € M est la sphere-unité de T;@M pour la métrique eucli-
dienne yﬁ sur Tj.M définie par vy . La projection canonique (TeeM)° — P

se restreint en un revetement a deux feuillets S—3 P . Pour chaque x € M ,
ce revetement envoie la structure riemannienne induite sur Sx par yﬁ sur une

structure riemannienne px sur Px , et 1'on a

(3) VxEM, Vg€ K , i(g)*px:p

-1
R(g ",x)
Soient o 1la section de P—3M définie par ¥ , et U 1'ouvert de P

dont la fibre U  au-dessus de chagque x €M est l'ensemble des a € Px dont

I

2
. . . ¥* . , ¥*

1'image par la projection (T M) —> P du complémentaire dans T M du sous-

la distance géodésique (pour px) a o(x) est < (en d'autres termes, U est
fibré vectoriel dont la fibre en chaque x € M est 1'hyperplan yﬁ-—orthogonal
a Hx). Pour chaque section o' de P——>M vérifiant o'(M) c U, soit (ct)

le chemin dans £ défini de la maniere suivante : pour tout x € M , tf——)dt(x)
est 1'unique arc de géodésique de U, pour p_ tel que do(x) = a(x) et

01(x) = 0'(x). Si o' est R-invariante, il en va de meéme de o, pour tout

t € [0,1], d'apres (3).

237



M. CHAPERON

I1 suffit donc de prendre pour ouvert 7% 1'ensemble des o' € ¥

vérifiant 0'(M) c U et telles que tous les o O0< ts<1, définis ci-dessus

_t ’

soient des structures de contact. ®

Nous utiliserons dans 8 une version (semi-Jlocale du théoreme 2, qui

N
se prouve exactement de la meme fagon :

THEOREME 3 . Soient N wune partie compacte d'une variété M de dimension

impaire, K un groupe de Lie compact et p : (K x M]KXN __’[M]N un_germe

d'action C° . Quels que soient les germes K et X' en N de structures de con~

tact C* sur M , p-invariants et ayant un contact d'ordre k le long d'un fermé

F>2N de M, il existe un germe h : [M]NéD de difféomorphisme c”® tel que

) 3* *

(i) h ¥ =X'"eth p=7p ;
.. . Kk ko,

(ii) (j h)lF = [JF ldM]N ..

Voici 1'analogue du théoreme 2 en géométrie symplectique.

THEOREME 2bis. Soient R une action C° d'un groupe de Lie compact K sur

. 2 ’ . . . o«
une variété compacte M, et w une forme symplectique R-invariante C sur M .

I1 existe alors un ouvert Y 3 y de la topologie C (sur les sections de

¥
A2 T M—>M) possédant la propriété suivante : pour toute forme fermée

© S . . 3 . .
w' €Y , de classe C , cohomologue a w et R-invariante, il existe un chemin

©@)¢ € to 1] dans Diff "~ (M,M), dépendant C* de t, tel que ¢ = idy »
9 —
b ¥*
@1 w=w' et wt R =R pour tout t .

Démonstration. Soit U 1l'ouvert formé des w' telles que, pour tout
(tyx) € [0,1) x M, wt(x) = w(x) + t(w'-w)(x) soit non-dégénérée. Si y' € U

vérifie les hypotheses de 1'énoncé, alors w, est symplectique et R-invariante

t
pour tout t € [0,1], et il existe une 1-forme R-invariante a de classe c®

sur M telle que da = w'-wy (o peut étre obtenue a partir d'une primitive
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quelconque de w'-w par la méthode habituelle de moyennisation). Il ne reste

plus maintenant qu'a suivre la démonstration de 1'appendice O , (A0-3). m

Dans les applications que nous avons en vue, une version plus précise

et moins globale du théoreme 2bis nous sera utile :

THEOREME 3bis. Soient N une sous-variété compacte d'une variété M de dimen-

sion paire, K un groupe de Lie compact, et p : [ M]KXN———Q{M]N un

germe d'action c®. Quels que soient les germes w et w' en N de formes symplec-

(-]
tiques C sur M , p<nvariants et ayant un contactd’'ordre k en N, il existe un
tiques sur p ay kK en N, 11 existe un

erme h : [M] de difféomorphisme c” tel que
germe N

(i) h w=ow'" et h p=p;
. kel Lkl
(ii) Iy h = iy 1dM .

Démonstration. C'est celle du théoreme 2bis, moyennant le

LEMME 3. I1 existe un germe p-invariant o en N de 1-forme C® sur M tel que

da:w'—wg_gjquocz 0 .

Preuve. Le probleme étant local, on peut supposer que M est un fibré vectoriel
de section nulle N, sur lequel w et w' sont des formes symplectiques globale-
ment définies (existence de voisinages tubulaires de N dans M : cf.
Golubitsky-Guillemin, bibliographie du chapitre 1). Pour chaque t € R, soit

9 M—3 M 1'application consistant a faire 1'homothétie de rapport et dans

chaque fibre. Si £ désigne le générateur infinitésimal du groupe a un paramétre

)i em »om2

W' - w = i:(w'-w) = cp’:(w'-w) - 1_12 yft(w'-m) =
- J":adT 9, (w'-wdt = J‘: 9 L (w'-w)dt = J‘: 9, dig(w'-w) at =
=da ,
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0
i s o . k+l .
= i L i = i
ou a I q:t 15((9 w)dt . On vérifie aisément que JN al 0 , et il suffit de

-~

définir a a partir de [alj par moyennisation. =

N
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8 - VIF DU SUJET

(8.1) Un peu d'algebre linéaire.

(8.1.1.) Structure de contact tangente en un point a une structure de contact.

Soient w une forme symplectique sur une variété X et b € X ; pour
tout h € ﬁﬁ(X) préservant W 1'automorphisme T, 'h de T X conserve évidemment
w(b).

Le cas des structures de contact (abstraites) est plus compliqué,

car il n'y a pas de structure de contact canonique sur 1l'espace tangent TaX

en a a une variété X munie d'une structure de contact ¥ . Nous allons

maintenant expliquer la construction qui en tient lieu : étant donnée une
section ¢ de X' au-dessus d'un ouvert U 3 a de X , il est clair que 1'hy-

perplan
N = Ker c(a) © T X
a a

et la droite

% .
;fa =R Qa c A2 N , ou Qa = dc(a)lN <N ’
a a

a

ne dépendent que de ¥ , et non du choix de c .
Si h € ﬁ:l(x) est un germe d'automorphisme de K , il

existe un germe f : EX]a———Q]R tel que

¥* ki

h ¢c=fc, et donc h dec = f dec + df Ac .

I1 en résulte que A = Tath est un automorphisme de Na s vérifiant
a

3 % Y y
A Qa = f(a) Qa , et donc A ffa =<7; .

Z
v

I1 est clair que f(a) ne dépend pas du choix de ¢ .
Si Ka désigne la 1-forme sur Na définie par

1 .
Ka(x) = E 1x Qa 9y

241



M. CHAPERON

on a évidemment, A étant linéaire,

+*
A Ka = f(a) L

Sur la droite Ka = TaX/Na , considérons la forme linéaire By déduite de c(a)

par passage au quotient. La 1-forme ¢, sur Ea = Ka & Na donnée par
V((vyw)y(vyw)) € Ea X Ea , < ca(v,w),(Q,&) > =< ua,é >+ < Ka(w), w >

engendre une structure de contact TaH sur Ea y indépendante du choix de ¢

et appelée structure de contact tangente a X en a . L'automorphisme B de

Ea défini par
B(v,w) = (f(a)v , Aw)

est une transformation de contact de T, K , appelée K-jet d'ordre 1 ou ¥-

partie linéaire de h en a . On note

B = Eﬁ(a) y ou simplement B = Fi .

Posons

&) = {n Ejk(X) : H*[K] = (%] } pour k 2 1
a a a a

GL(T ¥) = (BEGL(E) : BT K = T K }
a a a a

Y

0
GL(j;) = {a € GL(Na) : A j; = 3;] (groupe conforme symplectique deéi)-

PROPOSITION (i) Tout B € GL(TaK) laisse Na et Ka invariants.

(ii) L'application J : GL(TaR)_—)GL(\\)pa) définie par J(B) :B]N
a

est un isomorphisme de groupes de Lie.

s C x v . . S
(iii) L'orthogonal NO,a TO(TaX) de Ta (0) s'identifie a Na par

1'isomorphisme canonique TO(TaX)___)TaX + Modulo 1l'identification canonique

= 57 3 i s édui H) = X .
de EO,a (TO(TaX)/NO,a) NO,a a E qui s'en déduit, on a TO(Ta ) T,

(iv)Tout B € GL(TaH) est la ¥-partie linéaire d'un h € ﬂ:(“)-

Démonstration. (i), (ii) et (iii) sont faciles. D'apres le théoreme de

Darboux, il existe un germe ¢ : [X]a———a EEa]0 de transformation de contact
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("% —)Tarf , ce qui permet de déduire (iv) de (iii). m

(8.1.2) Un théoreme spectral.

Soient () une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur

un espace vectoriel réel E de dimension finie, :}7: RO C A2 E* et
GL(S) = {A € GL(E) : A*j: 3} . Etant donnés un groupe élémentaire G et
un morphisme continu "BA : G —-)GL(S), rappelons (cf.(4.3.1), Proposition 5
et dernier alinea) qu'il existe une unique décomposition E = E1 ... En et
des morphismes continus a:j : G—5C , 1< j < n, possédant les propriétés
suivantes :

(i) Pour 1 < j<n, on a Bﬂ(g)Ej = Ej pour tout g € G , et le spectre

(du complexifié) de BA(g)'Ej est {aj(g), aj?gi} .

s . .< < __'
(ii) Pour 1 < j k<n,onaaj;éak;éaj

THEOREME. - Sous les hypothéses précédentes, les propriétés suivantes sont

vérifiées :

3
(i) Sib : G— R est donné par

3%
3

veea, 3@ o= (0)a,

on définit une involution ‘rie_l"n = {1,...,n} par

j = 1(i) si et seulement si {aj , aj] = {bo/ai , bo/;i} .

(ii) Quels que soient i et j € In vérifiant ©(i) # j , Ei et Ej sont

Q1 -orthogonaux ; en particulier, pour i £ t(i), Ei est (Q-isotrope .

(iii) Pour tout i € T yvérifiant t(i) # i, on a dim E; = dim E_(,) , et
& | (g8 . )2 est non-dégénérée.
i t(d)

(iv) Pour tout point fixe i € I dert, Q |E.2 est non-dégénérée, et E,
de . — i
i

est donc de dimension paire.
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Démonstration.Commengons par Supposer a;j...,a. a valeurs réelles. Alors,

pour tout i € I

(1) E, = LJ E? , ou Ez =

: Ker('ﬁl(g)-a.(g)id)r .
r€ N *

£€G

Si i et j vérifient a; .':1:.l £ bo , on a, étant donnés v € Eg et w € ES ,

Vg € G , ﬁl(g)-v = ai(g) v o+ vi(g) et ?1(g).w = aj(g) w o+ Wl(g)

-

ou vl(g) (resp-wl(g)) est nul si r(resp.s) est < 1 , appartient a

o
=

(resp-Ei-l) sinon. On a donc

+

58 8 (i) = 7@ 2 (vw) = a;() a(e) 8 (vyw)
+ Q (vl(g),wl(g)) + ai(g) Q (v,wl(g)) + aj(g) Q (vl(g),w) .
On en déduit, par "récurrence descendante" sur r + s , que
Vg € G, bo(g) Q (vyw) = ai(g) aj(g) Q (vyw)

et donc Q (v,w) = 0 , d'ou (ii) d'apres (1).

L
Etant donné i € In y, 1'orthogonal Ei de Ei pour { vérifie donc

L
Ei = @ E. si a? = bo
ifi Y
(2)
6}9 Ej = Ei sinon.
aiajﬁao

. 1 s .
Dans le premier cas, on a donc E, = GEB E. , d'ou (iv). Dans le second cas,

i Ry |
i#i
L
] . . . . E -
puisque Ei n'est pas E tout entier, il existe t(i) In tel que a; a(4) bo ’

ce qui prouve (i). De (2), on déduit la relation dim Et(i) 2 dim E, , d'ou

dim Er(i) = dim Ei y puisque T est une involution. Enfin on a évidemment
1
ko8 )" = D E,
ifjft(i) 9

. ~ s .
ce qui acheve de prouver (iii).
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Lorsque les a; ne sont pas tous réels, on applique le traitement
précédent aux complexifiés de E , de Q et de 71, d'ou le théoréme dans

le cas général. ®

COROLLAIRE 1. - Sous les hypotheses du théoreme, la partie semi-simple (cf.

(4.3.1), proposition 4) 01 de p1 est telle que

1 ¢ - B, 1
Tg) Q= b _(g) Q pour tout g € G , et donc 51(e) € GL(Y)

La partie nilpotente (cf.4.3.1), proposition 4) . GR_)gﬂ(E) de p1 vérifie

Yg € G, ¥v,w € E , 0(31(g)v,w) + Q(v,'\}l(g)w) =03

en d'autres termes, 1 est & valeur dans 1'algebre de Lie gf(Q) des automor-

phismes linéaires infinitésimaux de . =

Nous allons établir un résultat plus précis :

COROLLATRE 2. - Avec les notations précédentes, si q = # {{i,r(i)}:i € I},

EYS
eh

il existe d, e € N avecd+2ﬁegq,m1,...,mq€]N )
. - - £ £
b1,...,bq 6{31,...,an , al,...,an} e_th 'Y € L(E,C), 1 < £ < LF
1< j<q , possédant les propriétés suivantes :
. £ £ .
(i) ((xj) , (yj)) est une base de 1'espace vectoriel complexe L(E,C).
(ii) Pour tout g € G , on a
4 1 £ L 1 ) X
X, o 0 (g) =b.(g) x. ety. o o (g) =b(gly./b.(g)y, 1 <L <m, , 1< j<
; g j(8) x5 ety g o(8)Y5/b (), ; is<aq
£ 4
(iii) Q = T y,Ax,
.4 J J

(iv) On a
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— £ —L
bj(G) Z R, bjb. =b et X5 = 2ie, yj’EZ:f1‘ 1<£<mj, pour 1<j<d ;

=1
=}

-2 L _4

i7ver i T Tve 0 Vi e

— y)
b (G) # Ry b.B# b b =D X, =

; 1s£smj, pour d<j<d+e

=
*L

=

L

bj(G) C R et x, =x,, y.=y., 1<f<m_. , pour d+2e<j < q

(=}
(=1
.
=1
=

£
(v) 11 existe des applications e € L(GIQ’ €), d< j<gq, telles que,

L)

pour tout g € G, , tout j € {t+d,...,q} et tout £ E{l,...,mj7 , on ait

xz.e \71(g;) = Z e‘? (g) x"
J m J
yé oV](g) = - 5::: eg l(g)yT .

R

. £
(vi) 11 existe des applications e:i . € L(GR , €) avec 1 < 4, m < mj et

PR _

. m —£
1< j<d, telles que ej,l = - gyE ej,m et que, pour tout g € G tout

R b

j€ {1,...,d1 et tout £ ¢ {1,...,mj}, on ait

L ~1
x.ov (g)
i g

"
I [V]
I

®

~

3

-

r

-

k]
. 3

1<m<m . Js
J
s | m b
y.eV (g) = - E e 4 (8) yg .
J 1§m§mJ !

Démonstration. Soient F 1'espace vectoriel complexe L(E,T), et tQ la forme
C-bilinéaire alternée sur F obtenue par complexification de la forme biliné-
aire (x,y)k__aQ(x#,y#) sur L(E,R ), ou X—s x# est 1'isomorphisme de L(E,R)
sur E tel que Q(x#,v) = x(v) pour tout v € E et tout x € L(E,R). Il est
clair que tQ est non-dégénérée ; pour tout g € G , 1'application T-linéaire

t‘BA(g) X —> X °3A(g) de F dans lui-méme vérifie

t
(g) Q= bo(g) Q

de méme, Xp— X o 31(g) est pour tout g € GR un automorphisme infinitésimal

de tQ

Pour 1 < j <n, soitF_ = n Ker(t31(g)—a.(g)id )
a. - J F
j g€G
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ACTIONS FORMELLES PRESERVANT UNE STRUCTURE

On a évidemment F = & F 53] P F , et il y a quatre sortes de F
. a. a. a.
i 73 aj(G)¢R Jj h]
a) Ceux pour lesquels aj(G) Z R et laj|2 = b0 B Fa et Fa sont alors
J 3

tQ—isotropes.

b) Ceux pour lesquels aj(G) Z R et |aj|2 # b0 3 F et Fa sont alors

a. .
J J
t. .
Q-isotropes.
2 . . t .
c¢) Ceux pour lesquels aj(G) c R et aj = bo ; la restriction de " a
Fa est alors non-dégénérée.
J
d) Ceux pour lesquels aj(G) < R et a? £ bo 3 Foo= Fa est alors iso-
J J
trope.
- Appelons bl""’bd les aj du type a). Pour 1 < j < d, la restriction de
tQ aF_ @& Fy est non-dégénérée ; par conséquent, la forme quadratique
J J

2 h—>tQ(z,;)/2i ne peut pas etre identiquement nulle sur F . On peut donc

b.
4 1 t 11 ) , .3
choisir x, € F , tel que Q(x.,x.) = + 2i . Si F, désigne 1'orthogonal
] b]. 3773 - Js1
-1 t . t. . 1
de x. dans F pour (Q , alors (F étant (Q-isotrope) F. 9D T x, = F ,
i L, b Jit 3 b
J J J
et la restriction de tQ a Fj 1 D Fj 1 est non-dégénérée. Si Fj 1 n'est pas
A ] , A
2 t -
trivial, il existe donc x:j € F, avec (ﬂx?,x?) = + 2i . De proche an proche,
m.
on prouve ainsi 1'existence d'une base (x;,...,ij) de Fb et d'une base
J
m .
1 h] —_— t £ m £ =4
(y.yereyy,”) de F telles que Q(y.,%¥") =5 et x, = + 2iy, our
Y; "5 b q % I j=x2y; v
J
, t. . - t 4 m
1 <4 <mc< mj (Fb étant (-isotrope, on a évidemment Q(xj,xj): 0) .
j ;
- Parmi les aj du type b), il existe évidemment bd+1,...,bd+e tels que les

autres aj du type 2) s'obtiennent en choisissant pour d < j < d + e un seul
élément dans {bo/bj , bO/B;} . Pour d < j<d+ e, il existe une base

1 m X )
(xj,...,xj ) de ij et des ej,m € L(G]PG), 1 <4 <mx mj , tels que
2 2
X, o Vi(g) =3 e
J m

j m(g) x? pour 1 < £ < m,
1

J
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La restriction de tQ a Fb D Fb /b étant non-dégénérée, il existe une base
j .
m
1 3. t 4 m. m
(Y.yeveyy.Y) de F telle que Q(y.,x,) = & our 1 < £ <m<m, . Du

fait que
1 . 1 .
tQ(x,ya i g)) + tQ(xof\\f (g),y) = 0

quels que soient x,y € F et g & G on a donc

R?
m Al 2 £
.oV (g) = -Z e, (g)y. our 1 < m < m,
yJ & g Jm & yJ P J
Posons
Lie —4 Lie —4 .
= x. ety. =y, our 1 < £ <m, etd< j<d+e
J J yJ yJ P J J
- Appelons bd+2e+1""’bd+2e+f les a:j du type c). Pour
. . . 1 -1 1
d + 2¢ < j < d+2e + f , il existe xj € Fb , avec xj = xj , telle que
J —
x; o vl(g) = 0 pour tout g € Gg - Du fait que la restriction de tQ a Fb =F,
i 3
I . . 1 -1 t 1 1 .
est non-dégénérée, il existe yj = yj € Fb tel que Q(Yj ,Xj) =1 . Soit
J
1 1 t P
Fj,l 1'orthogonal de {xj,yjl dans Fb, pour Q . On a évidemment rj,1_Fj,1
J
F. =F. (3] Cx% ) ¢§. , et la restriction tQ_ de tQ aF. est non-dégénérée.
bJ .1 J J J,1 Jsl
Si tol Gy, —> gl (F ) désigne la composée de g t'\)’1(g)|F et de la
i»1 7 R ja1 = iy

~l
projection tQ-orthogonale sur F, il est clair que 5 (g) est un auto-

i’ i,
morphisme infinitésimal de tQ, . Il existe donc x?,y? € F, tels que
31 3" Js1
t 2 2 -2 2 -2 2 tad 2
(y,,x5) =1 ue x- = x, ety =y" et que 'V, _(g) xT = 0 pour tout
Q Yy %y » g j j Yi =50 q j,1'8) %5 zp
g € Gg - De proche en proche, on construit donc ainsi une base (Xj’yj)1glsmj
de Fb , vérifiant
J
t 4 m m t £ m t
Qly”.,x.) = & et Q(x,,x.) = 0 ) =0 pour 1 < £ < m < m,
{ YJ’ b y) J’ j yJay p 3
=4 £ —4 £
X, = x, et y., =y. our 1 < £ < m,
i i Yy 79 0P i’
. . . . C 2
et telle qu'il existe des applications linéaires ej m GR——7 R,
9
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ACTIONS FORMELLES PRESERVANT UNE STRUCTURE

1 <m< 4 < m:j , pour lesquelles
2 ~1 £ m _
x,ov (g) =2 e, (g)x. 1 <4 < m, € Gy, .
,]° g © hym g j o i g R
On en déduit que
m 1 1 L
.oV (g) = -Z e, (g)y, 1 <m<m, € Gy -
yyo v (e Zoein®)Yy j &€ Gg
- i e . d) .
Soient bd+2e+f+1’ ’bq y bo/bd+2ef+1’ ’bo/bq les a; du type d). Pour

£
avec X. = X, our
bj ) i i p

Gp—>R, 1 <m< £ <m

m.
d+2e+f < j < q , il existe une base (x;,--.,ij) de F

4

1 <4 <m, et de lications linéaires e’ .

i’ S appiica jym 3
vérifiant

2 .
xﬁo ca(g) =% e, (g)x" ,1<2%<m. ,g€G .
m

Jym J J R
1 m.
Si (y.,--.,y.J ) est une base de F telle que
J J bo/bj
—4 2
vy =y et tQ(yj.xn.l) = 62 pour 1 < £ < m < L alors
m Al . 4 £
LoV (g) = - e, (g)y. 1 <m<m, € Gy, -
yJ g zeJamg va ng R

Du fait que T et F_ (resp.F— ) sont tQ-orthogonaux pour a. a,_ £ b
a, a a Jj k o

=

1<f<m,

J

(r‘esp.aj Zk # bo)’ la base (x.,y.) de F que nous venons de construire

3773 4<cj<q
satisfait (iii). Jde laisse le lecteur s'assurer des autres propriétés énon-

cées. m

, £ £ <
EXERCICES.1. - Les coordonnées complexes xj y yj introduites ci-dessus posse-
dent la propriété (iv) afin que

£ £ ) 2 4 2.
, (2Re xj,-%mxj , Re yj , Re yj , 23m y’) y

2 )
((e x4 Sm x,)
J 1< j<d : : ‘ J <j<dse

(<"
TN Y av2e<j<q
soit un systeme de coordonnées linéaires réelles sur E ou 0 _1»@' s'ex-

priment de maniere simple. Ecrire cette expression.
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2. - Le lecteur aura remarqué que, au niveau des aj du type a)

(avec les notations de la démonstration précédente), aucun effort de "trian-

gulation" particulier n'a été accompli. Montrer que, pour 1 < j < d , il
existe une suite
F =1 CDie..D 1 .= {0}
b. 0, L
3 J J’J
de sous-espaces vectoriels (complexes) de F et une suite B .,...,B .
bj 0, k,J

avec B € L(G, , g£(I, .)) possédant les propriétés suivantes
2,3 R 2,3

b

(a) B0 j(g) = t'\}1(g)|10’j pour tout g € G

,

R

(b) Pour 0 < £ < k., , la restriction tQ . de tQ al, .®T1I, . est
J 4,3 23 £,

b

non-dégénéreée.

(c) Pour 0 < £ <k, , si K, . = fa] Ker B, (g) et si Jy , est l'ortho-
J v J geG 2 J ) J

= t ,
onal de K . dans I . pour . alors 1 . est un supplémentaire de
& Z’J 1’1.] P Q’C’J ! £+1,3 PP
J . N K . dans J .
2,57 "2, S,

(d) Pour 0 < £ < kj , B (g) est pour tout g € G la composée de

£+1,j R

. . t -_—
Bl,j(g)|12+1,j avec la projection Qz’j—orthogonale sur I£+1,j ® I£+1,j

(Indications : ne pas oublier que IO j est tQ-isotrope et invariant par
bl

B .(g) pour tout g € G, . A chaque cran £ , prendre pour Iﬂ+1 j n'importe
,

0,] R
quel supplémentaire de Jy

. N K, . dans J ; remarquer que B, .(g) est pour
3 1,3 2 b) q q 2,3 g P

) ) J

tout g un automorphisme infinitésimal de QE o et que donc JZ j =
k) k]

U B, .(g)I, .)
€6 2,5 8004,
En déduire la forme normale cherchée de la maniere suivante : pour chaque 4 , choi-
sir un supplémentaire K! . de K .NJ . dans K . et construire une
P 2,3 L, 1’: 4,
m m,

1 j.4 1 iy —
base (x, ceeyx.")7) de Kj . et une base (y. ceeyy.t, ) de K) . telles

3.4 *T,4 LRS! yJ9E, ’yle 2,3

to,m p p . =P

ue Qfly". &£ ,) =6 et x =+ 21 yh our 1 < m < < m.
q y.'lv[” Ja!’ m Jal 'J»[ P P Jaz
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ACTIONS FORMELLES PRESERVANT UNE STRUCTURE

1+m . P P. g
Choisir une base (xj ﬂJ’ ,...,xj3é ) de Jl,j n Kl,j , et prouver

9

1+m . y) Pi g _
1'existence d'éléments yj,lJ’ ,...,yj?i de Iz,j , orthogonaux a
K} o1 pour tQ et tels que tQ(ym «x? ) = 8P pour
2,3 £+1,j L. 327 G,4 m
J J 3
1<m<opc< R r que (x xpj’)e RIEEE S i )
m, + <m < < p. . Remarque . Cee X . e, Y.
Ji2 P pJ,l d q 3.2’ H PR ’yJal ! 1y3’z

t
est une base de 1'orthogonal de I£+l,j dans Il,j pour Qt,j . 0

2 2 ,
Une base ((xj),(yj)) de 1'espace vectoriel complexe L(E,L) possé-

dant les propriétés (i)-(vi) du Corollaire 2 sera appelée systeme de coordon-

nées R- linéaires complexes ()-adapté a p1

(8.2) Classification formelle des germes d'actions de groupes élémentaires

conservant une structure de contact ou une forme symplectique.

(8.2.1) Le cas symplectique.

Soit w une forme symplectique sur une variété de dimension finie

X . Un automorphisme infinitésimal de ® est un champ de vecteurs § sur X

tel que ng = 0, c'est-a-dire (formule d'homotopie) tel que la 1-forme

i§w soit fermée. Lorsque igw est exacte, on dit que & est un champ hamil-
tonien, et toute f : X—3 R telle que igw = df est un hamiltonien de § ,

ce que nous noterons § = H f . Sur 1'algebre €(X) des fonctions f : M3 R

de classe C” , on définit une structure d'algebre de Lie, de crochet [-,-Jw

donné par

(1) [f,g]w = L (crochet de Poisson) ,

n 18
W
et 1'on a

Hw[f,g]w = [wa,ng] (crochet de Lie).

Bien entendu, le crochet de Poisson de deux fonctions de classe Ck, 1 < k <=,

est bien défini, mais est en général seulement de classe Ck“1 . Si
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(xl,...,xn,yl,...,yn) est un systeme de coordonnées locales sur X ou

w = ¥ dy; Adx, (théoreme de Darboux),

alors
f d af o)
(2) L, . = 5(-=2 . )
wa e} ¥ axi axi ayi
vk

Un point a de X étant fixé, soit € , 1 < k < ©» , 1l'algebre réelle des
jets d'ordre k en a de fonctions Ck sur X , et soit mk 1'idéal maximal

v
de 6k (formé des jets de fonctions nulles ena).

PROPOSITION 1.(i) Le crochet de Poisson induit une structure d'algebre de Lie

v - e iiio
(.,.17 sur €7, et 1'ona (%, 17 @ "97% pour i,5 2 1 .

3¢
(ii) Pour k € IN , le crochet de Poisson induit

- Pour i,j 2 0 et m + i, £+j > k , une application bilinéaire (antisymétrique)

m;+2 % m;+2 mi+j+2

, notée (f,g) - [f,g]z , et donc en particulier une

structure d'algebre de Lie sur Mi .

, , vl ¥Ym vk
- Pour £,m > k, une application bilinéaire (antisymétrique) &€ x & — & ,

encore notée (f,g)r— [f,gjz .

- Pour j+£, m = k, une application bilinéaire (antisymétrique)

Y4 o, g+2 j .
&7 x ﬂi:1 __,W§+1 , toujours notée (f,g)— [f,g]g .

(iii) Pour 1 < k < «» , 1'application fF_9wa induit un iso-

2

morphisme de 1'algebre de Lie mk+1

. Yk Yk .
sur 1'algebre de Lie 6k:6a(w) des jets d'-

. PP k
ordre k ena J'automorphismes infinitésimaux C de w nuls en a . m

ool Bk
Pour 1 < k < w, soit & = a(w) le groupe topologique des jets d'ordre

v
k en a de germes d'automorphismes Ck de w fixant a , et notons Autw(Sk)
v
le groupe des automorphismes A de 1'algebre réelle ﬂk "préservant [.,.]z"

vk
au sens suivant : quels que soient f,g € & , on a

k-1 k-1
(33) Ak-1[f’g]w = [Af,Ag]W ’
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. . Vk-1 _ Y%k ok
ou Ak—] désigne 1'automorphisme de €& >~ & ﬁmk induit par A , et en outre
k k 2
(3b) A[f,g]w = [Af,Ag]w pour f,g € mk .

v
Soit de méme autw(ek) 1'algebre de Lie des dérivations b de ek qui sont des

automorphismes infinitésimaux de [-,-]w au sens suivant

(3)bis {

* Yk . L M
Pour chaque ¢ € (resp.9 € 87), soit ¥, 1'élément de Autw(s )

vk k-1 k-1 k-1
vi,g € ¢° bk_][f,g]w = [bf,g:tw + [f,bg]m

n

.k Kk k
Vf,g € WIE , bff,ng [bf,g]w + [f,bg]w .

v -
(resp.autw(Sk)) donné par ¢, f = fo® 1 (resp.Puf = - wa) .

Yk
THEOREME 1. - (i) L'application ¢)—5 ¢, est un isomorphisme continu de b

‘\
sur Aut (&€7).
sur w

(ii) L'application 5#—95* est un isomorphisme de 1'algebre de

Y
Lie 6k

Vi
sur aut (&7).
= w

Démonstration.Point (ii). Soit (x],...,x , yl,...,yn) un systeme de coordon-

n

nées locales nulles en a tel que (Darboux)
w o= X dyi Adxi

D'apres (1) et (2), on a

(a) L = et L =

s} .
wa. 3. H y. - axi , 1 <i< n, et donc

(4)

_ o ed L
(b) [xi’xj]w =0 et [xi’yj]w =6y ,1<i, j<n

. s . L. . .k .k
Pour simplifier les notations, nous écrirons xi,yi au lieu de j x.,j VY.
a i'“a ‘i

v
Etant donné b € autw(ﬁk), d'apreés la proposition 1 (iii) et (si k = =) le

théoreme d'E. Borel, il s'agit d'établir 1'existence de f € M§+1 tel que

v
Vg € Ek

k
, bg = [g’flw )

ou encore, de maniere équivalente,
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. k Kk
vi € {1,...,n}, bx, = [xi,f]w et by, = [yi,f]w .

. v .
car {xl,...,x , y1,...,yn} engendre 1'algebre ¢X . En vertu de (4) (a), il

n

suffit pour cela de montrer que la 1-forme formelle
—
a = 2-# (-by, dx, + bx, dy,)
1<i<n ot ot

est fermée, f étant en ce cas son unique primitive dans mk+ Toujours

1

d'apres (4)(a), la relation dau = O s'écrit

k-1 k-1 k-1 k-1
[xi’bxj]w + [bxi’xj]w = [yi;byj]w + [byi,yj]w =

k-1 k-1 .
[xi,byj]UJ + [bxi,yj]w =0, 1<i,j<n;

or, ces égalités résultent immédiatement de (3)bis, de (4)(b) et du fait que

b est nul sur les (jets de) constantes. O

Point (i) Soient E = T_X , et Q la forme symplectique sur E constam-

ki N p
ment égale (dans la trivialisation canonique de A2T E) a w(a).

v v,
LEMME 1.- Pour tout A € Autw(ek), i1 existe ® € &5 tel que Ao @, induise

. . 2
' i IS NS .
1'identité sur Nk/ %

Preuve. Soit Q; la forme symplectique sur L(E,R ) donnée par

Qp(x)(y,2) = - [y,z]Q , et soit A1 1'automorphisme linéaire de L(E,R ) induit
(]
par A via 1'isomorphisme canonique de mk/mi sur L(E,R ). On vérifie facile-
ment que A] conserve Qb , et 1'on en déduit presque aussi facilement que son
t

transposé A, € GL(E) préserve Q . D'apres le théoreme de Darboux (Appendice
0), il existe un germe h : [X}a - [E]O de Cm—difféomorphisme "tangent a
1'identité'" et tel que hW[QJO = [w]a . Le lemme 1 en résulte avec

k 1t

¢ = ja(h_ o Aioh). u]

Rappelons une convention introduite dans (4.3.2) : un endomorphisme

v :
b de 1'espace vectoriel e” , vérifiant bm: C mz pour tout k € N, est dit
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¥ vk Vo, k+1 . .
nilpotent lorsque, pour tout k € N , 1'endomorphisme de & = €w/W%: induit

par b est nilpotent.

v
LEMME 2.- Pour tout B ¢ Autw(Ek) tel que B-id soit nilpotent (ce qui est

en particulier le cas si B induit 1'identité sur mk/mi), il existe un uni-

v
que b € autw(ﬁk) nilpotent et tel que B = exp b-

Preuve. Avec les notations de (4.3.1), lemme 2, il suffit pour k < « de

cs s k .
montrer que b = Log B est un automorphisme infinitésimal de ["']w , simple
vérification que je laisse au lecteur. Le passage a la limite projective

pour k = « ne pose comme d'ordinaire aucun probleme. O

Pour établir le point (i), il suffit de prouver que tout
v,

avec h € & (1'unicité a déja été démon-

v
A € Autw(8k) est de la forme A h,

v

trée dans (4.3.2.)). Or,si @ € iﬁ satisfait le lemme 1 , le lemme 2 montre
v

qu'il existe b € autw(Ek) vérifiant exp b = Ao @, . D'apres le point (ii),

-1

v
on ab =5, pour un § € 5k , et donc A = ((exp §) o ¢ )y - ®
v ¢ v \/k
COROLLAIRE 1. - (i) Pour tout entier k = 1 et tout ¢ € 2 (resp. ® € 67), il

existe un germe ¢ d'automorphisme (resp. d'automorphisme infinitésimal) de

w fixant (resp. nul en) a , de classe c® - et méme analytique lorsque w
v Kk
l'est - tel que ¢ = j_ @
Y \4 Vo v
(ii) Les injections canoniques 5y 1im 2 t 65c_slim 6k
¢ £r ¢

sont des isomorphismes.

Démonstration. Le point (ii) vient de ce que, d'apres le théoreme d'E. Borel,

Vo Vk Voo
on a €& = lim & , et donc Aut (&) =
«— w

—

M
im Aut (€7) .
w

=2
o

Point (i). D'apres le théoreme de Darboux (appendice 0), il

existe un h : [X]a__,[EJO de classe Cm, tangent a l'identité et tel que

* a

h [Q]O = [w]a - En outre, h peut etre choisi analytique si w 1'est. Posons

Yk LY Yk v

h = i, h . Etant donné ¢ € & , la proposition 1 (iii) exprime que ¢ admet
.o .2 -1

un unique hamiltonien f € Mk+1 Si foh = : [E]O ——>R est un germe d'ap-
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v \2
plication polynomiale vérifiant jk+1 f = f , on a donc ¢ = 'k(H f). Enfin,
a Ja w

v v, R . v Vk
étant donné ¢ ¢ s , la preuve du théoreme 1 montre qu'il existe § € § et

v Y. Lk, -1 .
A € GL(E) tels que ® = (exp §) oJa(h cA och) . m

v k
COROLLAIRE 2.- ﬁk est exactement 1'ensemble des j ¥ tels que ¥ € l*(X)
a a

- 3¢,
vérifie jl; Ty’ [l -wl) -0

Démonstration. Le point (i) du corollaire 1 exprime en particulier que tout
v
élément de 5 est du type souhaité. Inversement, si ¢ € ﬁk(x) est tel que
a
k-1 it k-1 k k-1
N ) € i - = .
i, [w]a j, w , alors, pour tout f Sa(X), on a j_ (Hw@*f ¢%wa) 0

Par définition du crochet de Poisson, 1'automorphisme (j:@)* de 1'algebre

v 4 . <
réelle Ek est donc dans Autw(ﬁk), et il suffit d'appliquer le théoreme 1 .m

v
Soient G un groupe abélien élémentaire, et Actz(G,w), 1<k<»
v v v v v v
1'ensemble des p € Acti(G,X) vérifiant p(G) < éf(w). Pour chaque p € Actk(G,X),
a

, vi Vv N o
rappelons que sa partie linéaire p € Act:(G,E), ou E =T X , est définie
a

"4 v .

comme suit : pour tout g € G, on a p1(g) = jz(p(g)1), ou
v Vi o . v .
p(g)1 € GL(E) = ﬁé(X) est la projection canonique de p(g). Soit (Q 1la forme
symplectique sur E constamment égale a w(a ) dans la trivialisation cano-

3 v v v \ ,
nique de A2 T E ; pour tout p € Actk(G,w), on a p1 € Actg(G,Q)- Nous dési-

P a —

v

gnerons par ﬁi O(w,Q) 1'ensemble des jets d'ordre k de germes
A

, . *
h : [x]a“—”[E]o de Ck-diffeomorphlsmes tels que h [g:]o = [o], .

v .
THEOREME 2. - Quel que soit p € Agt:(G,w), 1 <k < o, la partie semi-simple

¥ v L . . k . .
o de p (cf.(4.3.2), théoreme 4) appartient a Acta(G,w), et il existe

N . L. v vl
h € ﬁ: O(w,Q), tangent a 1'identité, tel que h,0 = G
y %

Démonstration.Cela résultera immédiatement des lemmes 3 et 6 ci-dessous

4
LEMME 3. - Pour tout @ € ff(w), la partie semi-simple o de ¢ appartient
V,
éﬁg(w)

v

Yk
Preuve. Soit €

: =€ ®Itm 1'algebre complexe des jets d'ordre k en a
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de fonctions X—3 € , et soit mk ¢ Sson idéal maximal. Désignons encore par
9
k . . k c s
[-,-]w l1'unique extension T-bilinéaire de [-,-]w obtenue par complexifica-

V ~
tion, et par Autw(ag) le groupe des automorphismes de 1'algebre complexe

v
ek préservant [.,.]5 au sens de (3a)-(3b). En raison du théoreme 1 et de

C
(4.3.1), lemme 1, le lemme 3 résulte du

v
LEMME 4. - Pour tout A € Autw(S:), la partie semi-simple de A préserve [.,.3:

Preuve.Cela résulte immédiatement du résultat suivant, ou A désigne

k-1
. vVk-1 vk . Kk . . .
1'automorphisme de 6¢ = €¢/mk T induit par A , et qui se prouve comme
,

(4.3.2), lemme 2 :

LEMME 5. - Sous les hypotheses du lemme 4, pour k < o , quels que soient
€
yoo Hy €0 et
€ N} .
vy u Ker(A—uj id)” , j = 1,2,
mEIN
on a
k-1 :
[w],wz:]uJ € U Ker(Ak_1—u1u2 id)” ,
mEIN
. L2
et, si w , Wo € ﬂ&’m y
k
[w1,w2]UJ €y Ker(A,u1u2 i)™ . oo

mE N

v v
LEMME 6. - Quel que soit 1'élément semi-simple o de Ath(G,w), 1< k<o,

LA 2
il existe h € li,o(w,Q) tel que hy 0 =0
Preuve. D'apres le théoreme de Darboux, on peut supposer que (X,a,w) = (E,0,0).

. . v
En vertu du Corollaire 2, nous avons donc a trouver h € 3§(E) tel que

Vit k-1 k-1 .
h iy Q=13d, Q- Or, le théoreme 4 (ii) de (4.3.1) implique 1'existence

* v
a

k s . s 4 k Y1 . .
de ho € ig(E), tangent a 1'identité, tel que (JOhO) =0 , et il s'agit

A v -1, %
donc de trouver h1 € ﬁg(E) tel que (jg h1) ol = 01 et jg 1(h1 '-Q) =0,
\ v
R E k N
ou Q' = h0 Q0 ( et de prendre h = Jo(hoo hl))' Pour cela, d'apres la version
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formelle du théoreme de Darboux démontrée dans 1'appendice O , il suffit de

montrer 1l'existence d'une 1-forme vy sur E telle que

jk_l(dy +Q'-Q) =0

(1) y(0) =0

Vi1, % .k .k
Yg € G, 0 (g) Jyv =135

(En fait, c'est évidemment jg y qu'il s'agit de trouver). Si B est une

primitive de EQ]O-Q' nulle en O , nous allons chercher vy sous la forme

(2) vy = B + dh ,

k+1

ou h € 60

(E) est nul en O ainsi que sa différentielle.

Soit (x1,...,xn) une base de L(E,L) telle que {;1,...,; } = {x],...,xn}

n

.
. . . . g
et qu'il existe des morphismes continus )

V1 .
o (g)* X, = aj(—g) X5 1< j<n

J
@ans cette formule, comme dans la suite de la démonstration, on note

lieu de jg xj). Si 1'on écrit (modulo 1'abus de notation précédent)

n
.k \ P
g B = & b (p,+1)B. x"dx
0 j=1 p ]Nn J J:p+6j J
[pl<k
ou 6, = (61,.-.,6?) € W, la relation
J J J
* k-1 k-1
ve € 6, SN (5T as) = a5t ap
équivaut a
. p
(3) - B. our 1 < j <4 <n . >0 >0 et a 1
Bz,p BJ’p p J v P s Py #
N P k1 P
Nous cherchons, d'apres (1) et (2), un élément j_ "h = ¥ Laho X
(6} PFIN P
Ipl<ks1
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V)
de €g+1(E) tel que jé h = 0 et que

=
+

el
I

0O pour 1 < j<n, P >0 etoal £ 1.

Du fait que B(0) = O , un tel jg+] h existe d'aprés (3). m

. , s v
COROLLAIRE 3. Sous les hypotheses du théoreme 2 , la partie nilpotente v de

v L. . vk
p (cf.(4.3.2), Théoreme 4) est a valeurs dans 6a(w). ]

NOTATIONS. Sous les hypotheses précédentes, soit pl 1'action linéaire de G

1<sl<m,
y) J

v £ .
sur E dont p1 est le jet d'ordre k , soit (x.,y.) . un systeme de
3773 1si<q
coordonnées R- linéaires sur E , w(a)-adapté a p1(cf.(8.1 2), Corollaire 2

¢

et définition subséquente), et soient b1,..,,bq : G —> € les morphismes
continus définis par (8.1.2), corollaire 2 , (ii)- avec b0 = 1 . En notant
£ £ . .k £ k4 . o

xj ’ yj au lieu de Jg xj » g yj , et en supposant, pour simplifier les

notations, que
(4) (X,a,0w) = (E,0,Q) ,

P o2 ;s N .
tout élément h de mk+1 s'écrit de maniere unique comme un polyndme (pour

k < ) ou une série formelle (si k = «)
(5) h = E::::::::::: h‘3 xB vy,
(5y)a "

1<+ vy l<k+1

m.
oo a=(TT w 3)2

, avec les notations multi-indicielles habituelles,

1<j<q
les hB y désignant des constantes complexes. On a
k]
' 1 B Y —ﬂ" l\(l ‘Jﬁl B
(6) ¥ ofG,¥(B,/) € g avec 2<[B4v]< ke1, o (g), (x'y") - b (g) I Y

1<j<q
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d.
ou l'on a noté B, , Y. les composantes de B , vy € ;; N J suivant le
J J 1<j<q
j-ieme facteur. Si
ly.I-18.1
R={(B,y) €a: Iplslyl >2 etvgea, [l b.(g) I oy,
1<j<q J

nous pouvons enfin énoncer le résultat de formes normales cherché, évident

d'apres (5) et (6)

COROLLAIRE 4. - Sous les hypothéses du Théoreme 2 et du Corollaire3 , et

v
avec les notations précédentes, le morphisme f de 1l'algebre de Lie abélien-

N . P k+1 | .
ne GR dans 1'algebre de Lie (Wk+1, [.,.]w ) donné par
v v
Vg € Gp o hy vig) = HQ f(g)

est de la forme

\'4
Vg € Gp, f(g) = Zez. m(g)xg y';.'+§ £ (g) x°yY,

jakym I (B,y)ER  PoY
|B|+lylsk+1
< , 4 ,
ou les f sont des formes linéaires complexes sur G (les e, étant celles
=== Tpy L

introduites dans (8.1.2), Corollaire 2).m

Je laisse le lecteur prouver (voir aussi (8.3.3)) le

SCOLIE. - Génériquement, R est 1'ensemble RO des (B,y) € O avec ,le = 'Yj,

pour tout j ; plus précisément, 1'ensemble des morphismes continus

~l

P+ G—GL(w(b)) tels que R = R0 (les notations étant celles de (8.1.1),

Corollaire 2 en ce qui concerne les bj) est résiduel pour la topologie com-

pacte-ouverte. m

(8.2.2) Cas d'une structure de contact.

Soient K wune structure de contact sur une variété X , a un point

de X et
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& = 500(”)
a

1'algebre de Lie des germes en a d'automorphismes infinitésimaux c” de K

On note

L
N =K T E , 5 ,=5

(1) 64 = {e €6: a€cCar €} = {€ €6 : €(a) € Na}

b, = {e €5 : E(a) = 0} 5 4 -
Avec les notations de (8.1.1), soit gE(TaH) la sous-algebre de Lie de gﬂ(Ea)

formée des automorphismes infinitésimaux linéaires de TaH . L'application

a NS

A1
5, 2§ By = 53 (expt €) € gﬂ(TaK)

xlt:o

est ((8.1.1), Proposition, (iv)) un morphisme surjectif d'algebres de Lie.

Nous appellerons E; la K-partie linéaire de § € 50

Définissons une suite décroissante & = 6_2 D 6_1 o) 60 D...0 6k3...

de sous-espaces de © par (1) et

(2) .4 = 18 €06 [g,8) cp | et [§,6_1]c:ak1, k€ N

PROPOSITION 1. Pour k + £ 2 - 2, on a [6k’5£] c 6k+2 (en particulier, 6k est

une algebre de Lie pour k = 0). En outre,

~
6, = {g € b, ¢ &y = o} .

Démonstration. La premiere assertion résulte facilement de 1'identité de Ja-
cobi. Pour prouver (ii), remarquons que, pour tout g € 50 et tout 1 € & ,

on a

(3) [e,m] (a) = - dg(a).m(a)

Dire que § € 60 vérifie [5,6_1] c 60 signifie donc que dg(a)'N =0, c'est
a
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a-dire E; = 0 . Mais alors 1'endomorphisme de TaX/Na induit par dg(a) est

nnl, c'est-a-dire que l'on a dg(a).TaX © N, , soit encore (g,5] = 5_, d'apres

(3), d'ou la seconde assertion. m

Soit ¢ une section de K° au-dessus d'un voisinage de a dans X ,

et (Darboux) soit (w,x ""’xn’y1""’yn) un systeme de coordonnées sur ce

1

voisinage, nulles en a et telles que

(4) c = dw + > (xi dyi -y dxi).

1

2 1<i<n

D'apres (7.2.2), Proposition 1, 1'application i_c est un isomorphisme
— i, p

de 1'espace vectoriel & sur l'espace ¢ des germes [X] —>R de fonctions
p g a

¢” . Le crochet de Lagrange [-,-]C défini sur & par

(5) [igcq i'\']c]c = irg,n]c » E,ME 6,

munit € d'une structure d'algebre de Lie. Avec les notations habituelles

5/axi , a/ayi , 0/3dw (cf.Appendice O, section (A0-5)), on a

X, Y.
. i of of o i of 3 5}
(6) V£ € €, L, _ = (5 2= - 2=) v = )
Hcf 1<i<n 2 dw 6yi Bxi 2  ow axi ayi
1 of af . o
+ (f - 5 v o(x, == 4y, == )=
2 1<i<n 1 axi i ayi ow
et
of
(7) Vf, g € €, [f,g]c = LHcf g-8 3u

PROPOSITION 2. Pour tout entier k 2 - 2, le sous-espace 5k = {igc : E € 6k}

de € est l'ensemble des f € £ vérifiant

a+lB|+|Vl
(8) V(a,B,y) € Nx N" x N avec 20 + Ipl+lyl< k+2, P———B—f (a) = 0 .
aw*axPayY

En particulier, &6_ =0 6k est donné par

0}

(9) b, = {8 €5 : j; €

262



ACTIONS FORMELLES PRESERVANT UNE STRUCTURE

o
Démonstration. Pour k 2 - 2, soit 5k 1'ensemble des f € € vérifiant (8). On

. ? . . ? N
. e _ e _er _e? P e L ef , .
a bien € , =¢ =2’ , 5_1 =&, (par définition) et o= %o (d'apres(6))

Etant donné k € IN, supposons donc que

52 = 5; pour -2 < £ < k .
.7
De (6) et (7), on déduit alors facilement 1'inclusion bk+] c €k+1 . L'inclu-
2
ion & e’ " . ]
sion & L <&y s'obtient en remarquant que, pour tout f € bk+1 , on doit
avoir
? . of
: = & - =
6k-—‘l k-1 3 [1’f] ow °
et donc, pour 1 < i < n ,
x
? . i Jof of
[ Rk
& =k 2 Dol -5 5 3y,
y
.2 i of of
e’ = — = = ==
R A I i -

Pour tout k € {-1} U NU {=} ,
~k
B¢ = 5/6, = 6 ()
a

est l'espace des K-jets dl'ordre k en a d'automoprhismes infinitésimaux de

K . On note de méme (si €_ = {igczg €8 1)

A

er = &/ek ,

6y, = 6,/5, N b 2 -2
Tk : s

€, = bz/al n bk , £z - 2.

Pour chaque € € & (resp.f € €), nous noterons Ek (resp-?k) son image canoni-

que dans 3k (resp.gk), que nous appellerons son K-(resp.c-) jet d'ordre k

en a -

SCOLIE 1. L'algebre de Lie 6, étant le noyau du morphisme surjectif

1

o1
8,3 §1— By € (T X) ,

celui-ci induit un isomorphisme de gi sur gl(TaM). u
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~
Pour tout € ¢ 65 , la (K-) partie linéaire gl de £ est le Tax-jet d'ordre k
en 0 de la projection canonique de £ sur gg = gl(TaK).

Voici 1'analogue de (8.2.1), Proposition 1 :

PROPOSITION 3. -(i) Le crochet de Lagrange induit une structure d'algebre de

. © oo Mo Yoo Yo
Lie [.,.]c sur € | et 1'on a [bk’a ]c &k+l pour k + £ 2 - 2 .

(ii) Pour tout entier k = - 1, le crochet de Lagrange induit :

- Pour i + j 2 -2etm+ i, £ + j 2k , une application bilinéaire (antisy-

Y r s 4 “m Yk , k . .
métrique) Li x bj — bi+j , notée (f,g)p-*[f,g]c , et donc en particulier

v
une structure d'algebre de Lie sur 8% , L =0 .

Tk

~b T
- Pour £, m 2 k + 2, une application bilinéaire (antisymétrique) ¢ x€M — €5,

encore notée (f,g)F— [f,g]s .

- Pour m + 1, £ > k , une application bilinéaire (antisymétrique)

4 “m Yk , k
x ¢y —> €7 , toujours notée (f,g) > [f,g]c . m

SCOLIE 2. - D'apres la proposition 2, la structure d'algebre réelle de €

est telle que 51 &m < 6Z+m+2 pour £,m = - 2 . Elle induit donc une structure

d'algebre réelle sur gk pour -1 < k < = , et, plus précisément, une applica-

tion bilinéaire (symétrique)

Yk-m-2 _ Fk-£-2 Tk , k
€ M= em 6£+m+2 , notée (f,g) —>(fg)" , pour -2 < 4,m< k . =
Soit

5 - (%)
a
le groupe des germes en a d'automorphismes locaux de K fixant a . Pour

tout h € 5 et tout k = - 2, on a (exercice)
(10) h, 6 =56 .

La représentation hjpyh, de 5 dans 6, induit donc une représentation de ¥

. . . . vk k-1 vk-2
dans 1'espace de dimension finie 50 X 6_1 x 0 )de noyau

3k ={h€b .V jc& {07112}7 (h,

“
S

-id) 6 . c @& .
-J k-J}

Pour tout k € NU {»}, le quotient
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*_Kw) - mo
a k

est le groupe des K-jets d'ordre k en a d'automorphismes locaux de K

~ y
fixant a . Pour chaque h € £ , nous noterons hk € Bk sa projection canonique,
que nous appellerons son K-jet d'ordre k en a . Je laisse le lecteur éta-

blir le résultat suivant qui justifie 1'appellation de K-jet d'ordre 1 donnée

a la K-partie linéaire dans (8.1.1) :

SCOLIE 3. Le groupe Jq est le noyau du morphisme surjectif

55 h.__ﬁfé € GL(T ¥) ,

po
qui_induit donc un isomorphisme de 7 sur GL(TaK). =

Pour tout h € Ek , la (K-) partie linéaire h1 de h est le TaH-jet d'ordre

v
k en O de la projection canonique de h sur B~ GL(TaH).

Yk ik Th-1, Yi-2
Pour 1 < k < » , soit Autc(ﬁ‘) le sous-groupe de GL(do) X GL(b x GL(& )
formé des B = (Bo‘Bl’BZ) possédant les propriétés suivantes :
e s
ﬂa) Bj 6% J 2 23 J 4 z2-3,0<ji<z2.
. Y-j _ oh-£ ¥k-4
(b) Pour 0 < £ < j < 2, lezk_. est 1'automorphisme de €_, L) /Ck_j
induit (d'apres (a)) par B, .
-j-£ -j-4 Yk-j Fk-£
an{e) B2 B, (rg) 3782 ((By£). (BgHHTI™002 e BT g e TE
1< j<4<2
k-4 - k-4~ J k£
(d)[BfBzg] :BL ,g] feey’y 1< js<s4<2, ouBetB,
k-3 . Tk-4
\désignent les automorphismes de & et © induits par 82 .

A ~
Soit de meéme aut (5k) 1'algebre de Lie de Aut (6k), c'est-a-dire la sous-

.k2

algebre de Lie de gl(C ) x gﬂ(bk ) x gh(€ ) formée des b = (bo,b],bz)

possédant les propriétés suivantes :
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Mo e
/(a)bjﬁf‘]c%'],lz-j,0<jgz.

(b) Pour 0 < £ < j < 2, bjl“k—j est 1'endomorphisme induit par bz.

(e) bz(Tk_2)-(fg)k'j_z+2 + bj+l_2(fg)k'j‘£+2 :((bjf).g)k'j'z+2 +

< k-j-£+2 Yk~ ~k-4
(l‘bis) + (f-(bzg)) Iy f E a—JJ s 8 € 6-,6 N 1 < J < z < 2 .
; k-£-3 k-£-3 k-£-3j ~k-j
(d) [bjf,g]c I, [f,b,e]i7 70 = b£+j[f,g]c It ¢ aﬁjJ,
Yk-4 .
g € 551 , 1< js<s 4 <2, ou b3 et b4 désignent les endomor-

‘\4‘_ My
\. phismes de €K% ot EE? jnauits par b, .

Pour chaque £€6 , soit adcg 1'automorphisme infinitésimal de 1'algebre de
o
Lie (3,[.,.]C) donné par
(ad £).f = [f,igc]c .
~k P ~k . PR
Nous noterons ad §" , 0 < k < « , 1'élément de autc(6 ) qui se déduit de ad §
par passage au quotient. De méme, pour chaque ¢ € B, si Adc¢ désigne 1'auto-

morphisme de (5,[.,.]c)défini par

(Adc¢).f =gy s

* c
nous noterons Ad_ g y 0 <k <o, 1'élément de Autc(ek) qui se déduit de
AdC¢ par passage au quotient (je laisse le lecteur vérifier que ces notations
~N

N vk ~k . . Lo k
ont un sens, c'est-a-dire que adcg et Adc@ sont bien déterminés par £ et

oK respectivement).

THEOREME 1.- (i) L'application ¢ }— Adc@ est un isomorphisme du groupe X
Yk
sur Autc(é ) pour 1 < k < ®

(ii) L'application ad est un isomorphisme de 1'algebre de
L application §fp—ad,

. Yk (gk) 1 Kk
Lie 60 sur autc £%) pour 1 < <

M
Démonstration. Point (ii). Etant donné b € autc(ﬁk), il s'agit de prouver

A
1'existence d'un unique h € 32 tel que
s s
bjf:[f,hJ':J,fee'fjJ,OS;jgz.

L'unicité est claire, car, d'apres (6) et (7), on aura forcément
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X, y.
(12) ho= - b(w) + wb(1) + T (5 bly;) - 5 blx;)),
1<i<n

ou l'on a noté 1, Xi0 Yio W b(1), b(xi), b(yi), b(w) et fg au lieu de, res-

- ~k- - Ak - - -1,
pectivement, 1k 2, x? 1, ;? 1, %k, b2(1k 2), b1(§? 1), b](§? 1), bo(Wk) et

(fg)k . Pour 1'existence, il suffit donc de prouver que, si h est donné

par (12), on a bien

(i) [1,h]§-2 - b(1)

.. k-1 k-1 .
(13) (ii) [xi,h]c = b(xi) et [yi,h]C = b(yi), 1 <i<n

(iii) [w,h]i = blw)

Nous allons prouver (i), laissant (ii) et (iii) au lecteur : d'apres (6),(7)

et (11bis), on a

[1,-b(w)]:”2 - [_w,b(1)]§”2 - b(1)

1"

[1,wb(1)]i_2 b(1) + w[1,b(1)]'2'4

X X.
i - k-3 }
{1, ~21-|o(yi)]'z 2. 7} [yi,b(l)]c , 1<1i=<n

y Yy
L1, 3 b(x2E72 - - 2L O b1

5 ]E_S , 1 <i<mn,

d'ou, d'apres (12),
k-2

k-2 k
f1,n] = [-w,b(1)] + wl1,b(1)]
C Cc C

-4 X, k-3
+ T (Tf'tyi’b(‘)]c +

1<i<n
yi k-3
e [xi,b(1)]c ),
c'est-a-dire (13) (i) d'apres (6) et (7). O

Point (i) L'idée est la méme que dans la preuve de (8.2.1), théore-

me 1(i).

LEMME 1. - Le théoreme 1 (i) est vrai si k = 1. En d'autres termes, pour tout

“k . . g
B ¢ Autc(b )y, 1 < k < », il existe 9 ¢ B tel que Bo AdC@ induise 1'identiteé

~ v ~_ sy, A
sur el v e® x & 1. (Ck/dk
o -1 o 1

~ A A
) (BX Ry ke

Preuve. La seconde assertion résulte évidemment de la premiere, puisque

. o A
(d'apres (11)(a)), tout élément de Autc(ﬂk), k 2 1 , induit un unique élément
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~
de Autc(dl) par passage au quotient.

) v -
Soit donc B = (BO,B1,B2) € Autc(¢1). Comme ¢! ~ R , B2 s'identifie

N - , ~
a B2(1 2) = A € R . Par conséquent, quels que soient x et y dans 031 , on a
_2 _2 -2
[Bl(X)’Bl(y)]c = B2([x,y]c ) = K[x,y]c .
~ —
En outre, du fait que el , pour base (QA,(X.X1 s §?&1). . (;T?%)) , il est
0 i ivjli<j ivj
clair que Woest 1'unique élément v de 51 tel que
o o x
e - - =
Vx € 40 [v,x]c = 5
De 1'identiteé
2o 1 o 1 o 1
e w - w - - =
vx € €% [Bo(w ), Bl(x)]c = Blfw ,x]C = -3 B, (x),
on déduit donc que
B (whH =&
o
Soit 3?] le sous-espace vectoriel de £ engendré par LPRERNRL S SEERRES M
~
L'application f F_)fo est un isomorphisme de 3?1 sur 2?1 ; soit @ le germe

de difféomorphisme [X]a &> défini (modulo cette identification) par

{ fog L. B1(f)/K pour f € ¢?1 3

w o Q—I = w/A

Nous allons prouver que % appartient a A et que Ad(‘cﬁl1 =B

Tout germe £ en a de champ de vecteurs sur X est déterminé par L_w et

g
par les Lg X L§ vy - Appliquons cette remarque a
.0
= &
T M, fE el
pour tout g € 631 (donc en particulier g = x; ou yi), on a

K
gy

et donc, puisque [f,@ g]c est constante,
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comme

[

¢

3 * %
= [B £,0,97¢] = [B,£,B (¢"g/M)] = alr,@ g/l = Lro%el,

Ly (B, )8
c 1
on a donc

(14) vg €t® | Lg-=L

g .
€ H (B, f)

-
De meme,

5%
ng = g%[f,w w]c = APy [f,w]C ,

soit, puisque [f,w]c € 531 ,

(15) L.w = B][f,w]c - [B1f,w]C - L wo.

g

de (14) et (15), on tire donc, par définition de § |,

HC(Blf)

(16) vr€c® @ Hf=HI(BCf)
1 c c 1

S
- W™

Par ailleurs, d'apres (6), on a évidemment

(17) P H 1 = A H 1
Tout germe o en a de 1-forme sur X est déterminé par iH 1@ et par les
igpans f € ¢?1 ; en effet, d'apres (6), H 1 et les H f aveccf S C?1 engen-
dr:nt le ¢-module des germes en a de champs de vecteurs sur X . Appliquons
cette remarque a o = P, ¢ d'apres (17), on a
(18) iy 4% © = i@wH 1 % c/\ = 9*(1H 1c)/K =iy c/A

c *C c c
puisque iH 1 ¢+ 1 par définition. De méme, pour tout f € 5?1 , on a
B;1 f € d?i , et donc, d'apres (16),
(19)  vree fp % Yo 57') 9 (871 = £/n - iy g o/

De (18) et (19), on déduit que
(20) ¢, c = c¢/X , et donc en particulier @ € 5.

I1 est alors clair que (Adc@)l =i, (Ad ®)f = B f pour tout f € 631 et
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(Adc@)w = w , et donc Adc?rf1 - B . O

LEMME 2. - Pour tout C € Autc(ﬁk), 1 <k <o, induisant 1'identité sur

el x o X €£1 il existe un unique € €& gk tel que C = exp ad £ = Ad (e )
o7 -1 ’ - 9 1 =85 gue b = exXp ad.s = clexp §)-

Preuve. Notre hypothese signifie que 1'on a

N
[\V)

Ay s P
(c -id) 6Ej3 c °?_§ pour 0 < j

et donc, d'apres (11) (b)-(c),

Ad - 5
Ck‘]C’vi(;lj pourf:z—j.

(Cj—ld) .) .
Par conséquent, pour k < » , C-id est nilpotent ; il en va donc de méme de
Log C = - 3 (id=C)™'/(ns1) ,
nEIN

o
et 1'on vérifie facilement que Log C € autc(ﬂk)- D'apres (ii), il existe un

k

unique g € gk nilpotent et tel que Log C = adcg , et 1'on a évidemment € € 61

Si k = » , le passage a la limite projective se fait sans probleme. O
En mettant bout a bout les lemmes 1 et 2 , on voit que le morphisme
Ad_ Ek — Autp(d ) est surjectif. L'injectivité est triviale : divre que
¢ € D est tel que Aclcg‘k = id signifie que
vj € {0,1,2}, ((Adcw)-id) 6_j c &
soit encore
¥j € {0,1,2} , (¢ﬁ$-id) b_j c bk_j ,

c'est-a-dire @ € ﬁk . =

* . . .
Pour tout k € W' , nous supposerons désormais 3k muni_de la struc-

ture de groupe de Lie algébrique image réciproque par AdC de celle de Autc(gk),

~
et & sera équipé de la structure de groupe topologique limite projective.

b; 7
THEOREME 2. - Pour tout ¢ € ﬁk , 1 < k<o, il existe un unique o € tel

que la partie semi-simple de Adc¢ soit Adcd .

270



ACTIONS FORMELLES PRESERVANT UNE STRUCTURE

(Nous dirvons que o est la partie semi-simple de ¥ et, si ¢ = 0 , que ¢

est semi-simple).
Démonstration. D'apres Darboux, on peut supposer que
(21) (X,a,Kk) = (Ea,O,TaK)

LEMME 3.- Sous 1'hypothese (21), soit T € & le germe en O d'un élément semi-

simple de GL(TaK), et soit ¥ € B, 1 < j <o, tel que sa projection

v, € 2971 <oit de 1a forme

j-1
2 ! _ ~j-1
Wj—I =T o exp gj_1 = exp gj_1 o T ,
. ~j-1 . s sz .
ou §j_1 € & possede les propriétés suivantes
mj_‘] B
T %5-1 7 85

adC gj_1 est nilpotent .

. ~j g .
I1 existe alors T € 6j-1 et £ €6 tels que ad § soit nilpotent et que

{*525
(exp n)% y - 79 o exp £ (=(exp g)o?j)

’V._
La projection de § sur 67 ! est alors évidemment §j_1

Preuve. Commencons par un

Yi

EXERCICE. L'automorphisme * est semi-simple pour 0 < £ < 2 (Indi-

~ . ~j . . .
cation : il revient au meme de dire que AdcrJ est semi-simple ; or, si (ei)

est une base de L(Ea,t) formée de vecteurs propres de Ty il existe une base
A/ , . q
TJ formée des c-jets en a de monomes Tre

M .o
C 1

propre de Ad

On en déduit qu'il existe un unique sous-espace vectoriel L de 5; possé-

1

dant les deux propriétés suivantes

., L = L
(22) {,VT .
‘ = L@ Ker(Ty -id)| .
|

j-1
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Notre hypothese sur ¥ se traduit, grace au lemme 2 et a (22), de la maniére

~
suivante : il existe un unique couple (£,8') € 89 x L tel que

adC € soit nilpotent

y -7 o exp(g + €').

Posons

B A J ! !
- —- F - -
= dC v, b = 3dC: et b' = adC g

Nous allons établir 1'existence d'un unique N € L tel que
* ~j
(exp M) ‘Y:TJoexpg.

c'est-a-dire, si 4 = ad M , tel que

(exp ﬂ)_1.B.(exp(b+b’)) oexp £ = B, exp b ,
soit encore

(23) B o exp(b+b') o exp £ o (B .o exp b))~ - exp £

~
Du fait que 1'on cherche T € L C 6;_ on aura

1

1

{ exp £ = id + £
Bo (exp (b+b') o £ o (Be exp b) = B (exp bj)olo(Boexp b])-1 ,

ot bl - adcg1 , §1 désignant la K-partie linéaire de £ .

s
De meéme, puisque b' € L C 63_ , on a

1
(bHipr(phHn-i-t
n!

exp(b+b') = exp b + N
0<i<n

(expression qui a un sens car b est nilpotent), et (23) s'écrit donc

bHly (pn-i-?

n!

£ = (Bo exp bl et e (B ° exp pH™ ' i B.( 3 ) o (Bo exp b1)-1,

0<i<n
soit encore
(bHip (pHn-i-!

~j -
(24) ad ((79, exp§1) n-M) = - Bo (% -) o (Bo exp b1) T,
c ¥* X n!
0<i<n
) ~j 1 1 L
Du fait que Tty § = € , on a (cf.(4.3.1), lemme trivial)
A
(T s exp 51)* L=1Lj;

en outre, adcg1 étant nilpotent, la partie semi-simple de (¥, exp§1%J

L
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PP j 1 .
est NQIL ; par définition de L , ((?g oexp § )y —1d)|L est donc un automor-

phisme de L . Par conséquent, pour établir 1'existence (et l'unicité) de

N € L satisfaisant (24), il suffit de montrer que

13i,, . 1,n-i-1
b"=-Bo ( T (b)bfb) )o(Boeprl)]Ead L.
N n! c
0<i<n
- . 1 1 " ~Je, .
C'est évident si § = O , car alors b" = 0 , et donc b" = _adc(T*g ). Sinon,
soient X1,---,XK les valeurs propres de ?QIL . Quitte a complexifier la situa-

tion, on peut supposer que

L = @ L, , ou L, = Ker(TJ- nid),, ,
k k * YL
1<k<K

et €' s'écrit donc de maniere unique

g' = I g , avec 4 € Lk

Si, pour 1 < k < K , on note

by = ad, g o
(mHtpy (el L
blv(v:_B,( by o )u(Bvepr)_ )
0<i<n
on a b!' € ad gi car
k c j-1°"

d -1
"no_ — ! °
by = =% (B a(exp(b+tbk)) (Bo exp b) )lt:O

Pour voir que b!' € adc L il suffit donc de prouver que

k k

-1
" — "
B, bk o B = Kk bk ,
ce qui résulte immédiatement des relations
{ B, b1 = blo B
-1
' —_ '
Bobk°B _?\k bk

Par conséquent, b" = % bﬁ appartient bien a adC L . O

Toujours sous 1'hypothese (21), étant donné ¢ € s , 1 <k < o, soit ¢j la
s

projection de ¢ sur 5 , 1< j < k, soit o, € GL(TaH) la partie semi-simple

1
%1
de ¢1 € L5 = GL(TaM)—cf.(4.1.1), Proposition, (iii)-, et soit 01 la partie
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linéaire de o , i-e. le K-jet d'ordre k de o, ena-= 0 . Le lemme 3 (et

1'exercice qui débute sa preuve) permettent de construire de proche en proche,

pour chacue j € N n [1,k],

B} e i N , ¢ - .
un gj 5< , de projection canonique g . o] pour j 1, tel que

j-1

(o2

£,

j gj et que adc §j soit nilpotent.

o
®

1
J
- un ﬂj € 5j—1 , avec “1 =0,
tels que

gL L 1

(exp M c..(exp TH" @, = g, o ex .

P 7y P 7Y ; j© eXP §y

pour tout j € mlﬁ,fl,kj. Par passage a la limite projective, on voit donc

o 3K 2K . -
qu'il existe ¥ € et £ €0 possédant les propriétés suivantes :

>;<Q_a
un
"
va

v - ol exp § = (expg). ol

adcg est nilpotent.

La partie semi-simple de ¥ est donc Y, 01 - m

REMARQUE. Nous avons évidemment prouvé mieux que le théoreme 2, a savoir un

cas particulier (G = Z ) de ce qui vaaiivre.

: ' . oo__,_
Soit ﬁ%’o = ﬂ;’o(x,TaK) 1'ensemble des germes @ : [X]a -—)[Ea]o de C -difféo

3¢ ~
morphismes tels que ¢ TaH = [K]a . Nous dirons que ®,9' € ﬁ; 0 ont le meme
-1 ’ ~
X-jet d'ordre k (en a), 1 < k < ®» , si @ o @' € ﬁk . Nous noterons it 0 le
R

quotient de ﬁé par cette relation d'équivalence, et %k € 3§ 0 le X-jet
Al 9

0

d'ordre k de ¢ € iz . I1 est clair que Ei 0 hérite de Ek une structure
,

0
de variété pour k < » , d'espace topologique si k = © . A chaque @ t'ﬁﬁ 0
k]

on associe le morphisme continu ¢, Yoy ®o V¥ a@-j du groupe ﬂk sur

P x).
o "a
. Lz . v k v k
Soit G wun groupe élémentaire ; pour chaque k 2 1, notons Act = Acta(G,H)
1'ensemble des morphismes continus ¢ : G ——73$ ; étant donnés un tel p et

w

Pk ) vk
® €57 4 on définit @+ € Act (G,T K) par (0. 0)(g) = @, (r(g)), g €G
) EA) A)
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, ;s 1 v ST
La K-partie linéaire de p est 1'élément P de Actg(G,TaH) défini par

pl(g) = D(g)1 ,» £ € G . Enfin, on dit que P est semi-simple lorsque £(g) 1l'est

Ve
pour tout g , et 1'on note Oj , 1< j<k, la projection de ¢ sur Actd

PR v v . .
THEOREME 3. - Tout élément semi-simple ¢ de Actk, 1 <k < o, est linéari-

v
Y

bl il ist ‘~P€:§k tel (Pv
sable ! 1 existe a,0 el que * p o=

Démonstration. C'est a peu pres celle du théoreme 2, avec les simplifications
N v .
dues a ce que P est semi-simple et les complications dues a ce que G n'est

pas monogene. Ici encore, on peut supposer que
(21) (X,a,k) = (E_ ,0,T K).
a a

N v L v j
LEMME 3bis.- Sous 1'hypothése (21), soit o un élément semi-simple de Actd ,

1< j <o, vérifiant

6 -4
i-1 7= 951
. c ¥ * v v
I1 existe alors 7 6j-1 tel que (expM)” o = o .

v
Preuve. Je laisse le lecteur vérifier que 5! (et donc la représentation
v1 1 ~j-L L. .
Oy @ BF—30 (g),, de G dans 67y s+ 0< £ < 2) est semi-simple. Il existe

s
donc un unique sous-espace vectoriel L de 5;_1 possédant les deux propriétés

suivantes

{:Vg €6, %% L-1

(22bis)
oy
a; ,=Le® n Ker(g1(g)ﬂ_id)lﬂj
- ¢ %
gtG 63_1
N v N
Notre hypothese sur Oj—l se traduit donc de la maniere suivante : pour chaque

g € G, il existe un unique couple (E(g),E'(g)) € gg_ x L tel que

1

g(g)
£'(g))

n

{ ve' € G, olg). e(g)

+

g(g) = %1(g) o exp(g(g)

Nous allons établir 1'existence d'un unique T € L tel que

(25) Vg € G, (exp ﬂ)* g(g) = %1(g) o exp E(g),

. (Y . . . . . .
ce qui (o étant semi-simple ainsi que %1) impliquera que £(g) = O pour tout
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g , d'ou le résultat cherché.
Le calcul qui a conduit a (24) montre que (25) équivaut a

(26) Ve €G, o' (g), M- = -5 (g), g (g)

v
Du fait que chaque E£(g) est invariant par chaque Ul(g')* , la relation

o(g) o o(g') = o(g') « o(g) s'écrit

(27) vg,g' € G, Bl (5g ), 8 (e)-g () = 6 (g ), (5 (g),5 (g )-8 (g))

“n
Quitte a complexifier la situation, on peut supposer que

(28) L= @& L ,oul = 2 Ker(%1(g)*-xk(g)id)lL £ {0} ,
1<k<K g€G

en désignant par A ,...,KK P G— E* des morphismes continus distincts deux

1
a deux et distincts du morphisme trivial d'apres (22bis). Pour chaque

k € {1,...,K} , il existe donc g, € G tel que (51(gk)*—id)lLk soit un auto-
morphisme de Lk (i-e. tel que Ak(gk) £ 1). Soit g&(g), g € G, la composante
de E'(g) suivant Lk dans la décomposition (28), et soit ﬂk l'unique élément

de Lk défini par

S e ) MMy = - 0 ()5 (g -

La relation (27) implique en particulier (apres projection sur Lk)

B
W™

. v
ve € G, (5 (g ), ~id) (), g1 (g) = (B (@)n-ia)o (g )81 (g,)

. v -1 v
d'ou, puisque M = - (01(gk)5gid) ! 01(gk)%§k(gk) ,
V1 V1 ,
Vg € G, o (ghéﬂk—ﬂk = -0 (g)*gk(g) .
I1 en résulte que M = 5 1, satisfait (26). O
k
1<k<K

N , , Lo L v v k
Toujours sous 1l'hypothese (21), étant donné un élément semi-simple p de Act ,

1 <k <o, le lemme 3bis permet de construire de proche en proche, pour

chaque j € Nn [1,k], un nj € 6j—1 (avec ny = 0) de maniere que
i3 Aq 3V v
vj e o [1,k] , (exp ﬂg) ... (exp ﬂi) Pj = P; H
par passage a la limite projective, on voit donc qu'il existe ¢ € 8K tel que
v v
P.p = p . n
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Des théoremes 1,2 et 3, on déduit immédiatement (cf.(4.3.1), Proposition 4 et

(4.3.2.), Théoreme 4) le

PRI v Vv v
THEOREME 4. - Pour tout p € Actk , 1 <k <o, si o(g) désigne pour chaque

Y
g € G la partie semi-simple de p(g), alors

v v . . L v
(i) 0 : g—>o(g) appartient a A\étk : c'est la partie semi-simple de ¢ ;

.. v .. . L. . v o vi v k .
(ii) o est linéarisable : il existe @ € 32,0 tel que 9,0 = o € Acto(G,TaK),

v . L.
(iii) il existe un unique morphisme v de 1'algebre de Lie abélienne GR dans

~ 14 v
Gz tel que, pour chaque g € G , la partie nilpotente de Adcp(g) soit adcv(gR),

et 1'on a donc

{V(g,g') €6 x Gy, (), Vg = V(g

Vege€a, r(g) = g(g)o exp :(gR ) = (exp g(gn)) ° é(g),

ou g>8q désigne le morphisme canonique G ——7G}{. [ ]

EXERCICE (pour le lecteur treés courageux). Donner des théoremes 2.3.4 une

démonstration analogue a celle de (8.2.1), Théoreme 2 : avec la notation (4),

soit D le sous-groupe de ﬁi(x) formé des ¢ tels que ¢ dk = dk pour tout
k 2-2 (ou, de maniere équivalente, tels que P.w = wo ¢~ 1 appartienne a 60).

. ~ . e . Ciye c
Pour chaque k > 1, soient D = {¢ €D : (¢ -id) 0 C % et (¢* id) 4 S k-1}’

~
et Bk = B/Bk (groupe topologique - de Lie pour k < o - des k-jets tordus
-~ ~
d'éléments de D (en a)). Montrer que ﬁk s'identifie a un sous-groupe fermé
~k L e s s Yk . ,
de D” , et plus précisément a 1'ensemble des ¢ € D" qui préservent le k-jet
tordu (a définir) de ¥ en a . Déduive alors le théoreme 4 de son analogue
v
pour les morphismes continus P : G-—e%k (qui se démontre comme (4.3.2), théo-
réeme 4) et d'une version formelle du théoreme de Gray équivariant prouvé dans
(7.3). =
Nous allons maintenant déduire du théoreme 4 les formes normales annoncées H
avec les notations précédentes, soient a la forme de contact sur Ea associée
. ~
a c¢ comme dans (8.1.1), V :G _—)GL(TaK) un morphisme continu et p1 :
R Al ' . .. N
(g,v)— 7 (g)v 1'action de G sur Ea associée a ¢ ; nous allons commencer

par une conséquence immédiate de (8.1.1), Proposition,(ii) et (8.1.2), Corol-
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laires 1 et 2 :

PROPOSITION 4.- Sous les hypotheses précédentes, la partie semi-simple 61 de

91 (cf.(4.3.1), Proposition 4) est telle que le morphisme continu

N .. . . *
3! : G-——»GL(Ea) soit a valeurs dans GL(TaK); plus précisément, si bo:G —R

est le morphisme continu donné par

e
"

~/
ve € G, Tl e = b () c,

alr)l‘s/(\;l(g)-'e c, = bo(g) c, pour tout g € G . La partie nilpotente

~ 1
vyt Gg— gl(Ea) de p vérifie donc

1
VthR,L~1 Cazo.
v (g)
Il existe des entiers q = 1 , ml,...,mq 21 etd, e20 avecd + e<q , des
7 .
morphismes continus b],...,b : G—> 0 et des formes lineaires

£ 2 , P .
w o, x:j , yj € L(E,C), 1 < 4 < mj , 1< j<q, possédant les propriétés sui-

vantes :

(i) (w,(xg),(yﬁ) est une base de 1'espace vectoriel complexe L(E,T).

(ii) Pour tout g € G , on a wo gi(g) = We tl(g) = bo(g)w et

Lol b (g) X, v . BN = b (2)y /b 1<t < 1< 3
X, 05 () =PylE) x50 ¥, g ole yj/ j(g), sd<m,,1<j<aq.-
1 ) L 4
(iii) ¢ = dw + = ¥ (x. dy. - y. dx.) .
a 250 3 Yi T Y5

. ~1 . ,
(iv) On a weV (g) = O pour tout g € Ggp» la forme linéaire w est réelle,

et les propriétés (iv), (v), (vi) de (8.1.2), Corollaire 2 sont satisfaites.m

4 L.
Une base (w,(xj), (yj)) de 1'espace vectoriel complexe L(E,T) possédant les

propriétés (ii)-(iv) ci-dessus sera appelé systeme de coordonnées R-linéaires

1
complexes ca-adapté afP .m

. R . s v v v
Soit maintenant (Théoreme 4) p € Aglk , de partie semi-simple ¢ € Actk et de

v

N v ~k o Bk v
partie nilpotente v : GR.__9 60 , et soit @ € a , tel que @wo = o . En

,

supposant, pour simplifier les notations, que

(29) (X,a,K,c) = (Ea,O,TaK,ca) ,
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1'isomorphisme H_ de 1'algebre de Lie (&o’["']c) sur 1'algebre de Lie 5,
induit (par définition) un isomorphisme, encore noté q: , de 1'algebre de

~ . ~
Lie (6i , E.,.]t sur 1'algeébre de Lie 62 .

Soient ¥1 s EANENe __,GL(TaH) les homomorphismes continus associés aux projec-
v v1 v v vi . . . . %1
tions P1 et 0 de ¢ et o sur Act via 1'isomorphisme canonique de £ sur

£ . . ..
GL(TaK), soit (w,(xg) , (yj)) un systeme de coordonnées R- linéaires complexes

Al
K

c, - adapté a 01 , et soient bo""’bq : G—C les morphismes continus

2 £
définis par la proposition 4(ii). En notant w , x. , y:j au lieu de

J
- JAN J ~ P . .
J)k ! , (yj)k ! , tout élément h de Oﬁ s'écrit de maniere unique

¥,

W

(cf. supra, Proposition 2) comme un polynome (pour k < ) ou une série for-

melle (si k = «)

(30) h = E h . s w* xP o,
(a,B,y)€C 1Py
2<2a+ 181+ 1y [<k+1

m.
o @=Nx (T[] nJ )2 , avec les notations multi-indicielles habituelles,
1<j<q

les h désignant des constantes complexes.

Ay Byy

De la relation

~k v V1
Vg€G,VTfE to , (Adca o] (g))0 f = bo(g)o (g)f ,
on déduit que
-r—- Y.[-|B.
(34) (Ad_ "01(g))0 w°‘x-[3y"=bo(g)”'‘I'OL | b.(g)I Jl | leaxByv,th,(a,B,v)t a,
a 1<j<q

T—T‘ d.
ou l'on a noté Bj,vj les composantes de B , ¥ £ N J suivant le j-ieme

1<j<q
facteur. Si
1—ly|—a T IY.I—IB.I
={(a,B,v)€a :2a+Ipl+ly[>2 et Vg € G,b_(g) b.(g) I -1y,
1<j<q

nous pouvons enfin formuler le résultat annoncé, évident d'apres (30)-(31) :
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COROLLAIRE.- Sous les hypotheses du théoreéme 4 et avec les notations que nous
v

venons de définir, le morphisme f de 1'algebre de Lie abélienne GR dans
Tk k

1'algebre de Lie (50,[.,.]C) donné par

v v

vg € Ggp o @v(g) = H  f(g)
a
est de la forme
v 2 4 m
vg€G,, flg)= = e. (g)x.,y. + 2::::::::::; f a By
R iy ,m J,m J° ) (a,B,y)ER a,B,v(g)w X'y

200+ Bl+|v|<k+2

ou les f sont des formes linéaires complexes sur G (les eg étant

ayByy R Jam

celles introduites dans la proposition 4(iv)). =

Je laisse le Jlecteur prouver le

SCOLIE 4.-Génériquement, R est vide (plus précisément, si 1'on munit 1'ensem-

ble Hom(G,GL(TaK)) des morphismes continus G ——)GL(TaH) de la topologie

1 .
compacte ouverte, 1'ensemble des F € Hom(G,GL(TaH)) tels que - les notations

étant celles de la proposition 4 quant aux bj - R soit vide est résiduel),

v
et p est donc linéarisable. =

w
EXERCICE - L'espace Hom (G, GL(Ta“)) des homomorphismes continus de G
dans GL(Tax) étant muni de la topologie de la convergence uniforme sur les

compacts, montrer que les 31 qui ne sont pas faiblement hyperboliques sont

contenus dans un fermé de mesure nulle.
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(8.3) Le théoreme de Sternberg en géométrie de contact et en géométrie sym-

plectique.

Soient ¥ et X' (resp.- Q et Q') deux structures de contact (resp. deux
formes symplectiques) définies respectivement sur des variétés de dimension
finie X et X' . Etaﬁt donnés un groupe de Lie G et deux points a € X et
a' € X', nous dirons que p € Act:(G,K) et p' € Act:(G s X') (resp. p € Act:(G,Q)
et p' € Act:(G,O')) sont (C7) isomorphes lorsqu'il existera un germe
h : [X]a——QEX]a, de transformation de contact X —» X' (resp. de transformation

symplectique Q-3Q') de classe c® tel que h* p = p' . Nous dirons de méme que

et p' sont formellement isomorphes lorsqu'il existera un germe h comme ci-
p P

dessus tel que, pour tout g € G , on ait j:,(h* p(g)) = j:, 3'(g)-

THEOREME 1. Sous les hypothéses précédentes, si G est un groupe élémentaire

tel que dim:lR G]R =1, et si les parties linéaires de p et (gg) de p' sont

hyperboliques, alors p et p' sont isomorphes si et seulement s'ils sont

formellement isomorphes.

(dans le cas de la géométrie de contact, 1'hyperbolicité de la partie linéaire
de p équivaut a celle de la K-partie linéaire de p) .

L'hypothese faite sur G dans le théoreme 1 signifie simplement qu'il est
isomorphe a G, ® Z ou a G OR , ou G désigne le sous-groupe compact maximal

de G .

JUSQU'A LA FIN DE (8.3), ON SUPPOSE QUE G = G0 S Z O0U Go @R , ET L'ON
IDENTIFIE H = G/G0 A Z OU R , L'INJECTION CANONIQUE H___)G]R ETANT L'IN-

CLUSION.

DANS CE QUI SUIT, p DESIGNE UN ELEMENT DE Act?(G,¥) OU DE Act’(G,0),

DE PARTIE LINéAIRE HYPERBOLIQUE.

(8.3.1) Choix d'un modele pour p et formulation précisée du théoreme 1 .

a) Cas ou p € Act:(G,x).
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Appliquons (8.2.2), théoreme 4, proposition 4 et corollaire, a l'action formelle

7 € Aét:(G,K) donnée par

7)) = 3705 (e))
(on voit en effet facilement que, pour tout @ € ﬁZ(M), le ¥-jet d'ordre infini
de ¢ s'identifie a j: ®).

Les notations étant celles de (8.2.2), corollaire , l'application liné-

Y .
aire ? est déterminée, puisque Gn]R =R , par f (1). Soient

Ry = RU {1,0,0} y { 5?2 t1<fs<sms<m etl1<js<q}
k)
{ cx+'y| q |B.|-|y.|
R, = {(a,R,yy)€E ar\{(0,0,0)} : ¥g€a, bo(g) b (g) Y -1y,
j=1 !
ou 6? P est l'élément(QB,y) de @ vérifiant I(O,B;d =2 et B§ = yg =1.
?
Si 1'on note min Ro et min R1 les ensembles minimaux de Ro et de R1 pour
1'ordre défini sur a par "(a,(Bg),(yg)) < (a',(rg),(sg)) si et seule-

2 .
ment si a < o' et Bg < rj ’ yg < sg pour 1 < £ < mj sy 1< j< q'"y on déduit

de (4.3.2), lemme 4 , l'analogue suivant de (4.3.2), lemme 5 :

PROPOSITION 1. Tout élément de R1 s'écrit (de maniere non nécessairement uni-

que) comme la somme d'un élément de 1'ensemble fini min R1 et d'un nombre fini

d'éléments de 1'ensemble fini {(0,0,0)} U min I% . o

EXERCICE. Quelles conditions doivent vérifier ao,...,aq pour que la (K-)partie
linéaire de p soit dans le domaine de Poincaré ? En déduire que R est alors
vide. ®

Soient Ea = TaX et, pour chaque (a,B,y) € @,

]y l+..-+| I
_ Y1 Ya' a By .
U By - (-2i) w o xy' i E—5C

ou d est défini dans (8.2), Proposition & (le

lygleeslyyl

facteur (-2i) est la pour que 1‘ensemble des u avec

%y By

(a,B,y) € Po soit stable par conjugaison complaxe). Soient alors
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z:l"”’zp : Ea—)d: et VireeeaV, ot Ea_.v,IR des fonctions telles que

Z1’.“’z1l’ 2_1"“’2—11’ Vireeeav, soient distinctes et vérifient

2 (04 Byy) € minR0 et u (Ea) ¢ R}

{{zl’.“’zu’ 211-.-,Zu} = {uC(’B"Y CX.,B,‘Y

{vl,...,vv} = {uOHBay : (ayByy) € min R et uoc,B,Y(Ea) cR 1} .

PROPOSITION 2. Il existe des fonctions ¢ t* xR —¢€, (a,B,y) € minP,,

ayByy ”
de classe C° y telles que le germe f : [Ea:lo —>€ de fonction Ca° défini par

f =[ L.____ W xB yY QPOL,B,'Yo(zl"“’zu’vl""’vv)]

(o B,Y)EminP1

0

v
soit réel et vérifie j: f = f (1) . Pour tout choix d'un tel f, on a

~1 *
Yg€G, (o (g)]0 HCaf = HCaf.

En outre, si G = Go @R , le génerateur infinitésimal de [d IIRX Ea]]Rx {0

.
commute a HC f .
a

Démonstration. La premiere assertion est une conséquence facile du théoreme

v
de prolongement d'E. Borel, de la réalité de f (1) et du fait que

{ua’ Ba‘Y

ront pour le lecteur un exercice d'algebre élémentaire.

(a, B,-y) € min Rl} est stable par conjugaison. Les détails constitue-

Pour prouver la seconde assertion (la derniere, similaire, est laissée

au lecteur), il suffit de remarquer que

c
a

1}

~1 1 3*
i (£.57(g)) e (c /5 (g)7c ) =
dl(g‘)*Hc f a’ a
a

(151 (2))/a (g)
= f ,

les ¢ °(Zl""’zu’v1""’vv) étant des intégrales premieres de [El(g)]o ..

ay By
Soit u, 1'élément de Actz(]R, TaK) admettant H_ f pour générateur infini-

a
tésimal. Puisque G = G0 @ H avec H =R ou Z, la proposition 2 admet le
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COROLLAIRE 1. Pour tout f vérifiant les hypotheses de la proposition 2, il

existe un unique p € Act:(G,TaK) tel que

Prla x5 = [C’llc E 3G
o a OX a OX{O}

et possédant en outre la propriété suivante :

- SiH=2Z, on a pf(g) = gl(g)o'ﬁf(g) pour tout g € H .

- Si H=R, le générateur infinitésimal de prH est
d ~1
'd—{d(t)]t=0+ﬂcf-l
t€H a
REMARQUES. - Lorsque I% n'est pas vide, la non-unicité de f a une double ori-

gine : d'une part, la non-unicité du prolongement dans le théoreme d'E. Borel,
et d'autre part la non-unicité dans la proposition 1.
- Ce qui précede, de la proposition 1 au corollaire 1 inclus, reste évi-

demment vrai si p1 n'est pas hyperbolique.

Le théoreme 1 est une conséquence de 1'analogue suivant de (4.4.3),

théoreme 2 :

THEOREME 2. Pour tout f vérifiant les hypotheses de la proposition 2, p est

isomorphe a p, -

EXERCICES. - En particulier, si Ro est vide (par exemple lorsque p1 est dans
le domaine de Poincaré), p admet pour modele le germe en G x {o} d'une action
analytique de G sur Ea » car ug est alors le germe d'une action algébrique
deR sur E_ .
a
- Montrer que le théoreme 2 implique le théoreme 1 (remarquer que la

construction de pf a pour point de départ le jet de p , dont on peut supposer

que c'est celui de p' par définition de 1'isomorphisme formel).

b/ Cas ou p € Act:(G,Q). Appliquons de méme (8.2.1),théoréme 2 et corollai-

re & a 1l'action formelle E € Act:(G,Q) donnée par p (g) = j:(s(g))-Avec les
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notations de (8.2.1), corollaire 4, soit ROSRU{GI; l:lslngmj et 1<j=q}, ou
b

8" . =(B,) € Q est défini par [B] + |y| = 2 et Bz.=yn.‘=1 A
A 3 J

PROPOSITION 1bis. Tout élément de R0 s'écrit comme la somme d'un nombre fini

d'éléments de 1'ensemble fini min R0 .=

Soient E = T X et, pour chaque (Byy) € u

[y leeesly |
- (-2i) 1 Ya By
uB'Y = (-2i) X'y

ou d est défini dans (8.1.2), corollaire 2 . Désignons alors par
z1,...,zu H Ea.—-)d‘, et VireeeaV ok Ea_>]R des fonctions telles que

zl,...,zu, z_l""’z_u’vl’”"vv soient distinctes et vérifient
{{zl,...,zu,é';,...,%} = {UB’Y : (Byy) € min R0 et uB,Y(Ea) R}

{vl,...,vv} = {quY : (Byy) € min R et uB»Y(Ea) cR 1} .

PROPOSITION 2bis. Il existe une fonction ¢ : Eu X ]Rv___)]R , de classe Cm y

telle que le germe f : EEa]o_7]R de fonction C* défini par

£f=[¢o (Zl""’zu’vl""’vv)]o

PSP . Yo s Yoo e s
vérifie j f = f (1), ou f est définie dans le corollaire (8.2.2). Pour tout

choix d'un tel f, on a

~1 *
vege G, [0 (g)]] Hﬁaf = HQaf

En outre, si G = GO SR , le générateur infinitésimal de [G.IIRXEa]'JRX{o}

commute a H_f . ®
Qa

Si up désigne 1'élément de Act:(]R,Qa) admettant HQ f pour générateur
a

infinitésimal, on en déduit, puisque G = G0 ® H avec H =R ou Z, le

COROLLAIRE 1bis. Pour tout f vérifiant les hypotheses de la proposition 2bis,

il existe un unique Pr € Act:(G,Qa) tel que
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P = (o ]
£]G xE |G xE_“G x{o}
o a o a o

et possédant en outre la propriété suivante :

- Si H=2Z, on a'ﬁ/f(g) =31(g)°’ﬁf(g) pour tout g € H .

- Si H =R, le générateur infinitésimal de prH est

l:i'él(t)lt:o] +H_ f.®

dt Q
t€EH” 0 a

Ce qui précede ne dépend évidemment pas de 1'hypothése d'hyperbolicité,
qui intervient dans 1'homologue suivant du théoreme 2, dont la version sym=-

plectique du théoreme 1 se déduit facilement (cf. le dernier exercice de a) ):

THEOREME 2bis. Pour tout f vérifiant les hypotheses de la proposition 2bis ,

p est isomorphe a Pe
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(8.3.2) Démonstration des théoremes 2 et 2bis.

Nous allons donner la preuve du théoreme 2, celle du théoreme 2bis étant
a peu pres identique, en remplagant (7.3), théoreme 3 par (7.3), théoreme 3bis.
La méthode choisie consiste a "oublier'" dans un premier temps la structure
de contact, puis a utiliser (7.3), théoreme 3 pour réparer cet oubli. Une
autre méthode, peut-étre plus élémentaire, figure en exercice a la fin du

paragraphe. Les notations sont celles de (8.3.1).

LEMME 1. Les v.f.i. de s sont les germes en O de celles de p; (ou de 01). i1

existe un germe ¢ : [x]a‘~9[Ea]o de difféomorphisme c possédant les deux

propriétés suivantes :

(i) @ % p =

Pe

. 1 AP
(ii) Pour toute v.f.i. W de o° , @ [K]a et [TaKJO ont un contact infini

en W.

Preuve.La démonstration de la premiere assertion est un exercice facile.

On peut évidemment supposer que (X,a,X) = (Ea’ 0, T, ¥X) et que
j:(;(g)-ﬁf (g)) = O pour tout g € G . Si g, € G est égal a1 € Z C H,Ei(go)
est hyperbolique, de sous-espaces stable E+ et instable E_, et il existe,

d'apres (4.2.2), théoreme 1, un germe ¢1 € ﬁZ(Ea) tel que (en notation abrégée)

N { (7)), = Lim (7 Flongy)eB, (ng )| )
1

(j ¢1)|E_ 1im ((j p(ngo)opf(-ngo))lE_) .

n—«o
Puisque 3(g0) et B}(go) sont des germes de transformations de contact de Tax,
il résulte de (1) que ¢1 3% [TaKJO et [Taxjo ont un contact infini le long de
la réunion E' J E” des v.f.i. de o' . En outre, d'apres (4.2.2), théoreme 2,
on a

(2) (37,9, x p))IG o =0
x y

car 9 x 3(go) et Ff(go) ont un contact infini en E' U E- par (1). Si E' ou
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E- est trivial (domaine de Poincaré), le lemme 1 et le théoreme 2 sont prouvés.
NOUS SUPPOSERONS DONC DESORMAIS E* ET E~ NON TRIVIAUX.
I1 ne reste plus, pour établir le lemme 1, qu'é construire un germe

9w, € F(E ) tel que ¢, 5 P, % p = p. et (;79.) =i id ] ,
2~ 7o' ta 2% 7 £ 2’|+ U E e uE Ealo
ce qui est facile : la preuve du théoreme (3.1.4) permet de supposer (en modi-

% . -
fiant ¢;[Tax], mais sans toucher 3 son jet le long de E¥ J E7) que

(3) (@1*p - pf)lGoan = 0, puisque (&‘- [dllGx {0})|Goan =0 ;

R, £ A N
en multipliant les xj et les yg par des constantes positives, on se ramene

au cas ou la norme euclidienne l-l sur Ea définie par

lv|2 = wiv)? s by (’x%(v)lz + Iy%(v)lz)
3ad !

est telle qu'il existe une constante Ko < 0 vérifiant

At
o

At
(4) ¥(v,0)€E x(HL0,=l), lop(tav) vl s e © v | et lol(-t,v) | se® Iv_|,

ou v<__)vt désigne la projection orthogonale sur EX¥ . Si 1'on utilise cette

norme (qui est invariante par o ) dans le procédé d'extension qui a ser-

1
|G xE
o a
vi a prouver (3.2.1), lemme 1, on parvient a construire deux actions R et R,
de classe C  de H sur E possédant, d'apres (2), (3) et (4), les propriétés

suivantes :

( a) [R1]Hx{o} = prHan et [R2]Hx{o} =P f HXE_

~1 3 )
b) Vg € G s O (g) Rj = Rj y J o= 1,2 .
[e<]
C),] _(R—R):O-
(5) 4 B (EUET) 2 1
d) I1 existe A < O vérifiant, V(v,t) € Eax(Hﬂfo,w[),

IRj(t,v)+|s e)‘t |v+] et IRj(-t,v)_Is e)‘t lv_l,j = 1,2.

e) Pour tout compact K < H, (R, yj=1,2,est a
~ j

1)
" Py leEa

support compact.
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I1 en résulte (cf.(4.1) et (4.2.2), théoreme 3) que la suite (§1(n)°R2(-n))nGN
converge, au sens ¢® sur tout compact, vers un § € Diffm(Ea, Ea) conservant

dllG <E * ayant un contact infini avec 1l'identité en E U E  , et tel que
o

a
R, = R, . D'apres (5)a) et (3), le lemme 1 en résulte avec ¢ = §o@1 . 0

g, "

A
<

FIN DE LA DEMONSTRATION. Soit I' 1le sous-groupe libre discret 2Zc H de G .

D'apres (5)d)-e), pour r > O assez grand, si

~1
B,={ve€E :|v|]sxr}etn =B \ by (2)B

la restriction ﬁi(z)lD est égale a F;(Z)ID , et détermine entierement
r r

R1 . Comme ;;(2) est sur un groupe a un parametre d'automorphismes
lrx(Ea\E-)

hyperboliques de E_, 1l'espace des orbites Q de R est donc une
a ll -
rx(Ea\E )

variété C- séparée, difféomorphe a aBrXSI, et la surjection canonique

T o Ea \ ET —5Q est un revetement .

Désignons par Kl et K2 les germes en o U E” de structures de contact
invariantes par R1(2) définis par
(x, 1, = [ ¥] et (x,]) = @5 [T X)) -
D'apres le lemme 1 et (5)d) , K, et X, ont un contact infini en E" U E . Par

conséquent, les germes m K, et TX, en N = n(E" \ E7) de structures de contact

sur Q obtenus par passage au quotient ont un contact infini en N . L'action

R de G sur E_ définie (d'apres (5)b)) par (R—OI)IG 1
o

«g =0 et Ry g =R
a a -

induit une action R du groupe compact K = G/T sur Q ; comﬁe le germe F de R
en K x N laisse E*Kl et n*xz invariantes, on déduit de (7.3), théoreme 3,
qu'il existe un germe ho: [Q]NQD de difféomorphisme ¢ laissant E invariant

—_ -3t —
et tel que j; h = j; idQ et h K, = H%Kz . En relevant h par 1 et en se lo-

calisant en 0 € E  , on obtient donc un germe h : [Ea \ E_]o——e Ea \ E™

d'application ¢” laissant pf|Gx(E \E7) invariant (car Pe est le germe de R),
a

et

tel que h [Taxjo = ¢*[TaK]0

E_]O =0 . Il ré-

, et vérifiant j*(h-{id
Ea\

lEa\E

289



M. CHAPERON

sulte donc de (4.2.3), théoreme 2 (appliqué avec ¢ = ¥ = pf(2) et ho=[idE 1)
a o

,a s . ¥*
que h se prolonge en un élément (encore noté h) de 5Z(Ea) tel que h'p. =p
¥
et h [Taxjo = @*[Tax]o . En d'autres termes, ho? : [X]a___nya]O est un germe

de transformation de contact K-—-;Tax de classe Cm, envoyant p sur Pe L]

REMARQUE. Le recours a 1'extension R de Pe dans cette fin de démonstration

ne présente aucune utilité, car le germe [Q]N est entierement défini par Ff(Z).

EXERCICES. 1 - Montrer que la notion de ¥-jet d'ordre k < » est définie pour
des germes de transformations decontact de différentiabilité finie (que 1'on
précisera). Enoncer et prouver des versions en différentiabilité finie de tous
les théoremes de (8.3).

2 - Prouver le résultat suivant : pour tout groupe de Lie compact

K et _tout p € Act:(K,H), il existe un germe h : [X]a-——>[Ea]o de transforma-

tion de contact ¥ —3 T ¥ de classe ¢” (analytique si X, p et ¥ le sont) tel
a q == — = =

que hyp = p; . (Remarquer que, si ¥ = TaH, la compacité de K impose que
p; = p1 . Appliquer alors successivement la démonstration du théoreme (3.1.4)

et une variante de (7.3), théoreme 3). Prouver de méme le résultat correspon-
dant en géométrie symplectique.
3 - (Autre démonstration du théoreme 2 si G = {o]).
a) Montrer que ¢1, au début de la preuve du lemme 1, peut étre choisi
dans ﬁi(TaK) (le plus simple est d'utiliser (7.3), théoreme 3 pour modifier

un @1 d'abord arbitrairement choisi ; on peut aussi définir ®_ par une fonc-

1
tion génératrice : construire d'abord une transformation de contact TaK——7Mi’1,
puis refaire la démonstration de (7.2.1), Corollaire 3, au niveau des jets
le long d'une réunion de sous-variétés de JlﬂﬁnJR)2 , et employer le théoreme
de prolongement de Whitney).

b) Utiliser les fonctions génératrices si G = Z , les hamiltoniens de
contact si G = IR, pour montrer que les actions R1 et R2 y, dans la suite de

A . . . s ’
la preuve du lemme 1, peuvent etre choisies de maniere a préserver TRH, ce

qui entraine que § est une transformation de contact. ®
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(8.3.3) Les cas génériques.

THEOREME 3. - Soient ¢ une forme de contact sur une variété séparable X de di-
mension finie, et { la structure de contact engendrée par c¢ . Il existe un résiduel:

S de Cm(X,HU pour la topologie de Whitney tel que, pour tout f € S et tout a € X

vérifiant H f(a) = O , les propriétés suivantes soient satisfaites :
—_c

(i) L'automorphisme exp(dHcf(a)) de TaX est hyperbolique, et la K-partie liné-

aire de Hcf(a) est semi-simple.

[ee]
(ii) Le germe [Hcf]a est C -linéarisable, au sens suivant : il existe un germe

% € li O(K,Taﬂ) envoyant [Hcf]a sur sa K-partie linéaire en a .
’

Voici 1l'analogue du théoreme 3 en géométrie symplectique :

THEOREME 3bis. - Soit ¢ une forme symplectique sur une variété séparable X de

dimension finie. Il existe un résiduel S de la topologie de Whitney sur Cm(X,HQ)

tel que, pour tout f € S et tout a € X vérifiant H f(a) = O , les propriétés sui-
et tout yeritriant B,

vantes soient satisfaites :

. . ~1
(i) Si 1'on pose E = TaX et ¥ = dH f(a), il existe des entiers q, d, e € IN
21 . on pose et ©

avec d + 2e < q , des complexes Xl,...,lq et des formes linéaires complexes

xj , yj ¢ L(E,L), 1 < j < q , possédant les propriétés suivantes

(a) (x,,y.), . est une b de 1! tori .
) ( J,yJ 1<j<q u ase de espace vectoriel complexe L(E,T)

~1 ~1
(b) On a x.,.& = A.x, et vy, = =\A.y. pour 1<j<q .
e i Y8 i =

q
(c) w(a) =5 y.Ax,
PR R
(d) On a
ijim\{o}iszzii pour 1 < j < d
-« i - - '
Xj xj+e C\(IRUiR) et X Xiye t ¥j T Yo ROUr d < j < d+e

Xj ¢ RrR\{0} EE-Xj € L(E,IR) pour j > d + 2e

. 2 .
(e) Si (Byy) € (]Wq) vérifie Z(vj—Bj)lj = 0 , alors Yj = Bj pour tout j .

(ii) Si exp £ est hyperbolique (ce qui est le cas si et seulement si l'entier

q-2e

d ci-dessus est nul), alors il existe une fonction ¢ € Cw(d:e X IR ,JR) possédant
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la propriété suivante : si ) est la forme symplectique sur E donnée par
q
Qlv) =g dy,.adx, , 2 € E ,
3=1 J J

il existe h € fi,o(w,ﬂ) envoyant [wa]a sur [HQF]O , ou

F(v) = (p((xj(V)yj(v))1Sjse

x, (v v .
, ( j( )yj( ))2e<3§q )
La démonstration de ces deux résultats, tout a fait semblable a celle du

théoreme (4.4.5), est laissée au lecteur , qui s'exercera ainsi a manier (8.3.2). =

La legon du théoréme 3bis est double : d'une part, meme génériquement,
les points fixes d'une action préservant une structure symplectique ne sont en géné-
ral pas tous hyperboliques j; d'autre part, méme pour ceux qui le sont, le germe de
l'action n'est pas en général linéarisable. Cela dit, je laisse le lecteur vérifier
que le modéle HQF fourni par le théoréme s'intégre explicitement (indication :
chacune des fonctions xj yj est une intégrale premiére de l'action), et est donc

tout aussi utilisable qu'un modéle linéaire. (¥)

REMARQUE. - Le théoreme 3 s'étend aux automorphismes infinitésimaux (et aux automor-
phismes, cf.(4.4.5)) d'une structure de contact non nécessairement engendrée par une
forme, & condition de définir la topologie de Whitney sur 1l'espace fonctionnel con-
cerné. De meme, le théoréme 3bis s'étend aux automorphismes infinitésimaux non né-
cessairement hamiltoniens (et aux automorphismes) d'une forme symplectique. Enfin,

. L . 3 .
comme dans (4.4.5), si 1'on demande seulement un C -isomorphisme, k &€ IN , au lieu

=l
d'un C -isomorphisme, on obtient un ouvert dense au lieu d'un résiduel - et la fonc-

tion ¢ du théoréme 3bis peut e&tre choisie polynomiale.

(%) Les théoremes 2bis et 3bis sont autrement rassurants que les résultats sur la
classification analytique des germes de champs hamiltoniens analytiques réels

méme dans les cas hyperboliques, ladite classification est a peu preés impossible,
alors que nous venons de voir combien la classification différentiable était simple.
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(8.4) Intégrales singulieres normalement hyperboliques des équations aux déri-

vées partielles du premier ordre.

En vertu des remarques faites au début de (7.2.3), nous ne parlerons pas
d'intégrales singulieres, mais de singularités de transformations de contact
infinitésimales, laissant les traductions au lecteur - qui peut d'ores et déja
interpréter (8.3) en termes d'intégrales singulieres de dimension O .

Soient X1 et X, deux variétés, respectivement munies de structures de

2
contact Ml et Kz . Si §i désigne pour i = 1,2 un germe en a; € Xi de trans-
formation de contact infinitésimale C~ de Ki, nous dirons que 51 et 52 sont

formellement v-isomorphes a 1'ordre k € Ny {o} lorsqu'il existera un germe

h: [x.] —s[x.] de transformation de contact X, — X_ tel que
1 ay 2 a, 1 2

k
)
et §2 sont Ck—isomorRhes, c'est-a-dire lorsqu'il exis-

5;1(0) = h(§;1(0)) et j (h*gl-gz) = 0 . Ces conditions sont évidemment

satisfaites lorsque §1

te un germe h de transformation de contact Ck tel que h* §1 = §2 .

N .o_-1 .. @
THEOREME 1. Sous ces hypotheses, si gl (G) est un germe V de sous-variété C non-
~
vide et si gl est hyperbolique normalement a V , alors (£

gl); détermine s : B$VU tm}l)

a6
<

5 G
avec s(IN ) ¢ IN , ayant la propriété suivante : Ei'gl 32'52 sont formellement

s . k .
y-isomorphes a l'ordre s(k), alors ils sont C -isomorphes.

Un théoreme de ce type n'est guere "parlant'" s'il ne s'assortit pas d'un
résultat précisant les formes nomales auxquelles il permet d'aboutir. Nous
allons donc a la fois le prouver et le préciser, en posant

(X,a,§) = (Xl,a1,§1), sous 1'

HYPOTHESE SUPPLEMENTAIRE. L'endomorphisme Na € de NaX = TaX/T V induit par
- a

Ta§ a toutes ses valeurs propres distinctes et réelles.

D'apres le théoreme (8.1), comme dE(a) et E; ont le méme spectre, les

valeurs propres de Na§ sont d'une part u(0) = (L 1 ca)/ca et d'autre part des

X
nombres réels Xj(O), u(O)-xj(O) y 1< j<n-r, onr = dimV . Désignons par P
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n-—-

1'ensemble des (a,B,y,6) €N « N« W% W' vérifiant 2a+|(B,y,b)| > 2 et

n
(@ + Iyl + l6l = 1) w(0) + £ (B,~y.)A.(0) = 0 .
j=1  J 4

THEOREME 2. Sous les hypotheses précédentes, il existe des fonctions réelles

r
u,hl,...,hn_r et fa,B’yyé s (xyByysd) € P de classe c® sur R’ , telles que,

kY
3

pour tout k € N , il existe un germe h : [X]a___7[J10RnJR)]O de transforma -

tion de contact K-——axi s de classe ck » possédant la propriété suivante :
9

1

le hamiltonien de contact de h,& par rapport a <, est le germe en O de

n-r .
F =(poy)u- £ (A.oy)xIp. + > (f
s(k) jo1 9 J a'B’Y'E)?EP yBaysd
20+ | (Byys8) Iss(k)+1

4}
oy) uaprYq )

ot y(p) = TR, x"(p))

Si n(o), Kl(o),---,ln_r(o), u(o)—l,(O),---,u(o)-ln_r(o) sont tous du

meme signe, P est fini, ce résultat est vrai pour k = , , et 1'on peut choisir

s(oo) < ® .

P
<

Démonstration : (i) Partie formelle. Pour tout £ € IN' , nous allons construire

une transformation de contact hz telle que le hamiltonien de contact de hi g

. A - . 1 = .
ait le meme c, jet d'ordre £ en h(V) [Vr]O que [Fz]o

n-r+1 n-r
x )

1
Notons y = (yi,...,yr) = ( yeeesX )y X = (X yeeeyx ,
— - - [ a
P = (pl,...,pn_r) et q = (ql,...,qr) = (pn_r+1,...,pn). D'apres (7.3.1),
1
Proposition 2, on peut supposer que (Xya,K) = (J GRnJR),O,Ki 1) et que V est
,
le germe en 0 de V = u_1(o)ﬂx-l(o)ﬂp_l(o)nq—l(o) - Le jet en V de ig <,

s'identifie au germe en O d'une série formelle

—
S = >_-—‘(Sa B 6°y)ua XB pY qb
avB,Y95 1Ry
ou les Sa Bay,6 € C“QRPJR) peuvent étre choisis, par hypothése, de maniere
9, 9 ,
que
$0,0,0,0 = © ©t So,p,.,5 = O Pour lel+lyl+ lol =1 .

294



FORMES NORMALES DE VARIETES INTEGRALES SINGULIERES

LEMME 1. Modulo un germe EJI(JRn,]R)]OQ d'automerphisme de

1
n,1

» on peut supposer que

oy) u® xP p¥ ¢®

n-r .
S=(peylu- T (l.oy)xJp. + (s
j=1 J 37 2aalplsy[+Tel52 %2 Poved

Preuve : Pour chaque 9 €Rr" , soit §e la transformation de contact infinitési-

male de xi ol qui a pour hamiltonien de contact
=Ly

SE——— (g) u” < p’
2CX.+IBI+1»\{I=2 G.,B,'Y,O
n-r .
par rapport a la forme cé =du - ¥ bp. dx) . Dans les coordonnées
j=1 Y
4 B-T j j )
wEut s 5 p.x" ,x.=x"ety,=p.s 1< jsn, & est linéaire, et
jo1 9 3 i~ 8

d'apres le théoreme (8.1), il résulte de notre hypothése supplémentaire qu'il
existe une transformation de contact (linéaire dans nos nouvelles coordonnées)
h0 telle que

r

n-
h" ¢! = ¢! et i £ c) = plolu - %
. .

r.(0) xI pP. -
o o o h o j=1 J 3

Si H0 désigne la transformation de contact de Mi donnée par (u,x,p)oHo =

)1

(u,x,p)oho et (y,q)oHo = (y,q), on est donc ramené, en remplagant § par HO*E

1y
au cas ou

n-r .
(1) (0) u* xP p¥ = plo)u- As(o)xdp,

S | B
2a+lB|+ly|=2 GrPays0 j=1

I1 existe un voisinage de O dans]Rr ou les valeurs propres de §e (dans

les coordonnées w,xj,yj) sont des fonctions C°° de g . Un exercice facile d'al-

gebre linéaire montre alors 1'existence d'une famille he de transformations

de contact de Hi ri1? linéaires dans les coordonnées w, xj,y:j y dépendant de
=1

maniére €° de § € R" , vérifiant (d'apres(1))

(2) h) =1id, hyc!

et telles que, pour tout ¢ assez proche de O, h §e ait pour hamiltonien de

gt

contact
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n-r .
wedu - T A.(8) xJ p.
j:l J J
par rapport a cé y avec | = 51 0.0.0 et Kj € CmGRrJR). Pour 8 assez voisin de
1V Ve

0 , il résulte de (2) que h_. admet une fonction génératrice @e(x,u,P)zé(e,x,u,P)

8

de la forme ¢e(x,u,P) =u - Ye(x,P), ou ¥_ est une forme quadratique, dépen-

8

dant Cm de 8 « Si 1'on considere maintenant la transformation de contact (lo-

cale) H de Ki 4 Qqui admet pour fonction génératrice
.—=,

yj Q.

Q()ﬁx’uyp) -
1 J

3

™M=

{ol 1'on note (U,X,Y,P,Q) les coordonnées au but), on est ramené, en rempla-

ant € par H,& , au cas ou
S p 3

(3) 2 (s cy) u* xP pY ¢ -

20+ ] plalyl+lo]z2  @rPrve?

~ ~ ~ t~ 1 ~
= (poy)u-p(Aey)X-q(Acy)X -q(Boy)'p - 5 atc.) %,

o A, A,B,C € CC@", gf(n-r,R)) sont telles que A(g) et C(8) soient respec-
tivement diagonale et symétrique pour tout & , et ou ; ’ t x (transposée de ;),

; désignent respectivement les matrices (pl-.-p ), (xl...xn—r) et (ql"'qr)'

n-r
Pour passer de (3) a la forme souhaitée (c'est-a-dire pour “tuer'" A,B, et C),
il suffit de prendre 1'image réciproque de & par la transformation de contact

de fonction génératrice

-G X+ MY+ FEMP P L wmpnt T+

=

t

u-l(AtE + E° A+C) . O

=
i
=
P8
=
1
>
NG
o
]
>
>
o
a
=
1

Les notations étant celles du lemme, quels que soient a € CmGRrJR) et

n-r n-r

(@sBry,8) € NxIN'™" x W7 xIN" , le jet d'ordre infini du crochet

n-r .
[(pey)u - ¢ (T\joy)x:jpj ) (aoy)uaprYqéjc peut s'écrire comme la somme de
j=1 o
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n-r
(arlyl+lol-1) Gueydi 5 (Bimy ) (hjex)) (asy) u® <F pY q

j=1

o

.. PN e . .. )
et d'une "combinaison linéaire infinie'", a coefficients C en y , des

L] 1 1 1
uOL xB p‘Y q6 avec 2a'+|B'|+]y'|+l&'} > 2a+|Bl+|yl+]61 . Par conséquent,
¥ N
si 1'on remplace & par (exp ﬂ1)7§, ou ﬂl est le germe en O de la transforma-

tion de contact infinitésimale admettant

E (

(a,B,Y,b)QP
2a+l(B,yq6)l=3

% By 6 n-r
oy) u x'plq /((a+|yl+lé|-1)(uoy)+.z (Bj-yj)(hjoy))

S
avBaY,é j=1

pour hamiltonien de contact par rapport a <, dans un voisinage de 0, on peut

supposer que tous les S avec 2&+|(B,y,6)| = 3 et (a,B,y18)EP sont nuls.

asByYsé
On peut alors, par le meme procédé, annuler tous les S avec
asB9Y15
2a+I(B,y,6)l = 4 et (0,Byys06) £ P, et ainsi de suite jusqu'a l'ordre 4 . O

. N . ’ ~ ’ s
(ii) Preuve de la derniere assertion du théoreme 2. P peut s'écrire comme

1'ensemble des (x,B,y,6) vérifiant 2a+|(B,Y,6)| > 2 et

n-r
wlo) = (aslol) wlo) + T (B (0)y (n(0)-A (o))

j=1
Soient s = max ({ plo) . 4 ¢ j<n-r}y { ulo) 1< j<n-r}) et
o ijos° uZoi-ijoi J

£, = min (L EN : £ > so} . Sur 1'ouvert (contenant 0)

n=r -1
- Yo Loy
Uo - g:L &;fg) (]0,10[) n (ﬁ:;:xg:;) (]0,10[) ,

1'équation

n-r
(4) (atlylelol-1) (ney) + T (B.-v.) (Aey) =0

AP B M

J_
n'admet aucune solution pour a+|(B,y,6)| 3 lo . Par conséquent, P est fini,
et il existe une boule ouverte B de centre O dangs R® telle que les (a,B,y,8)
pour lesquels (4) admet une solution sur U, =u_n y-l(B) soient exactement

les éléments de P. I1 en résulte que £ est formellement v-équivalent a 1'ordre

infini a §o = Hc F£ et que tout &' qui est formellemnt v-équivalent a & a
o "o
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1'ordre 20 lui est formellement v-équivalent a 1l'ordre infini. Notre assertion
sera donc prouvée, avec s(m)=Eo, des que nous aurons établi que & est ®-iso-

morphe a §o . Or, nous pouvons supposer que les fa, 57 (a,B,y,b) cpP,

Bay
p=n{o) et les Xj-Kj(o), 1< j< n-r , sont a support compact, et que § est
obtenu par localisation d'un germe (encore noté §) de transformation de con-
tact infinitésimale égal a §o hors d'un borné et (d'apres ce qui précede)
ayant avec EO un contact infini le long de Vr . D'aprés le premier théoreme
de 1'appendice 6, si € = w(0)/|no)], la suite (e)cp(z;n§)°exp(—sn§o))ne]N

Gl .
converge au sens C vers un germe en Vr de transformation de contact envoyant

Eo sur € . O

(iii) Fin de la preuve du théoreme 2. Si E désigne 1'espace vectoriel

1
JT@®RER), les sous-espaces

.1 _
w- () «H o n [ p7 (o)
2. (o) 2. (o) J
> 1
Wy <° w(o)
- -1 -1 jy =1 -1
veulengton (1 o Ton (1 e
2. (o) 2. (o) J
20 <1
ulo u(o
vérifient W' + W = E et W' nw = Vr s et nous pouvons supposer
W £ Vr N
le cas ou W = Vr ayant été traité dans (ii). Soient w : R—[0,1] une fonc-
tion C°° vérifiant w-l(l) = ]— o 1 ] et w_l(o) = [2, © [, et I-l la norme
2 2 n .2 2
euclidienne sur E donnée par Jol® = u® ¢ by ((xN)® + (pj) ). Quels que soient
j=1
l'entier £ > O et les réels § > O et 7> 0 , désignons par § et §
8+4 8:Ms4

respectivement les germes en Vr et en W de Hc fe’ﬂ’z , ou fe,ﬂ,ﬂ est défini

o]
par

fe,ﬂ’z(v) = g(v) + w(elvo]2) w(ﬂlv++v_|2) (Fz(v)—g(v)) s

v, désignant la projection orthogonale de v sur Vr et vi la projection ortho-

gonale de v-v  sur wE , la fonction g étant donnée par
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n-r .
g=1(0)u- 3y A.(0) xJ p. -
j=1 Y J
On voit facilement que les Hc fe ) sont tangents a Woet W 3 en outre,
o 2 1]

. . . . . *
il existe des réels 90 > 0 et Mo > 0 et deux applications Sq 1 S5 ¢ N o

* 3
tels que, pour tout £ € N~ , tout § € 30,90[ et tout 7 € ]O,ﬂO[ s les hypothe-
ses du théoreme (A6.5) de ltappendice 6 soient satisfaites,

si e = nlo)/|ulo)] ,

- par € ge’z y avec ¥ = Vr , W=W et s = s4 3

avec L = W , W=E et s = s, (cela provient de ce

- par - ¢ § 2

8yMd ’

que la suite (ji_(H Fz)) % est stationnaire a partir d'un certain rang).
w % 4 EW

¥*
Soit s = 28 0s, - Pour tout k € N , on peut évidemment supposer (ce que

1" 72

nous ferons) que £ est un germe de transformation de contact infinitésimale

de K1

nel ? ayant un contact d'ordre s
9

1°52(k) avec tHch(k)]o en V. Soit

f : E—IR une fonction c® représentant igco , et soient §e et § 8:7 > 0,

8,1’

les germes en Vr et en W respectivement de transformations de contact infini-

tésimales de H; obtenus a partir de f comme §e . et §e sont obtenus a
9 b

Ey:
partir de F, . En appliquant 1'appendice 6, (A6.5) a ge,s(k) et §e

1

pour § € ]O,eO[ assez petit, on établit 1'existence d'un germe ¢ : [EJV &
r

sz(k) sz(k)
de difféomorphisme C tel que j (98 -2 ) =0, et qu'en
8 “gys(k) Iw'

1

. 1 : '
outre ¢9e[xn’1jvr et EKn,ijvr aient un contact d'ordre 52(k) en Vr . Une va-

riante de (7.3), théoreme 3 (ou,si 1'on préfere, l'usage de fonctions généra-
trices : cf.(8.3), exercice 3) permet de supposer que ? est un germe de trans-

formation de contact de Ki 1" Nous ne perdrons donc rien a faire désormais
*
s, (k)
1'hypothese que ¢ = [idEJv sy le champ € n'étant plus que de classe C 2 .
r

En appliquant alors de nouveau 1'appendice 6, (A6.5), a g et

e,ﬂ,s(k)

g pour 8, T assez petits, nous obtenons l'existence d'un germe V¥ : [E] 2
.

CENi

. k 1 .
de transformation de contact C de Kn,l envoyant §e’n sur EG’H,S(k) , d'ou

le résultat cherché par localisation en 0 . O
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(iv) Fin de la démonstration du théoreme 1 (sous 1'hypothese supplémen-

taire). Le théoreme 2 prouve l'existence de s’ » et sa derniere assertion
N

implique le théoreme 1 lorsque W = Vr . Nous supposerons donc W #£ Vr , et

AL
%

nous attacherons a trouver un modele de § a transformation de contact C* pres.
Pour cela, fixons des applications u,hj € C"®',R), 1 < j £ n-r, satisfaisant
le lemme 1, et telles que U et les Kj ) u—lj y 1 < j < n-r , ne s'annulent

pas. Pour chaque ouvert U 5 O de R" sy soit P l1'ensemble des

U
(s Byys8) €N x N7 x W' x W' vérifiant 2a + |(B,y,8)| > 2 et tels qu'il

existe § € U satisfaisant

r
(ot Gy 1-1) 1) + x 4P -y,) A (8) = 0 .
j=1

¥*
On a évidemment P C P et la situation est la suivante : pour tout £ € N ,

U 9

il existe un U tel que tous les (a,B,y,8) € P_ avec 2a+l(B,y,6)l < 4 + 1 soient

U
dans P (ce que nous avons utilisé a la fin de (i)), MAIS il n'y a aucune rai-

son (sauf si r = o) pour qu'il existe un U tel que P, =P: la est la qiffé-
rence avec le cas, étudié dans (ii), ou W = V. . En d'autres termes, on a

pour exemple le

SCOLIE. Si P = # et Wo£ Vr , alors & est Ck-isomorphe pour tout k < » au

. . e gz s 1
germe §o en 0 de la transformation de contact infinitésimale de “n,1 admettant

n-r .
(Roydu- ¢ (7\joy)x:l pj pour hamiltonien de contact par rapport a ey mais §
j=1
et §0 ne sont pas en général v-isomorphes a 1'ordre infini (ni a fortiori,

Cm—isomorphes) pour r > O .

Le raisonnement de (i) montre que, pour tout U , il existe des fonctions

réelles g ) (a,B,y,é) €EPp de classe ol surlmr , et un germe

OHBVYaé v’

h : [X]a-———§[E]O de transformation de contact H——~3Ki , de classe c” , tels
?

1

que le jet en Vr de i £ SN soit le germe en O de

S
W

A n-r .
F. = (poylu- T (Kjoy)xap. + >—_W44VW,,,, ( oy) u® xB pY q6 -

g
U =1 (o Bry )EP, asPayad

(en identifiant les jets en Vr a des séries formelles en Uy Xy Py qy a coef-
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ficients fonctions ¢ de y). Grace a notre hypothése sur u,hl,---,Kn_r y On

A
voit facilement que F . définit (au sens de (4.4.2), avec la convention précé-

U

dente et en remplacant le point O par le sous-espace Vr) un jet d'ordre infi-

- A
ni en W+ U W 4 encore noté F_ , de fonction c® . En outre, pour tout

1)
] P S A ~ + .
f € C (EJR) vérifiant j f =F_, le champ Hc f est tangent a W et a

whuw™ U o

W . Un tel f étant fixé, le méme argument que dans (iii) prouve que & et

[Hcf]o sont Cm-équivalents- L

COROLLAIRE. Soient X une structure de contact sur une variété X de dimension

2n+1, et S une sous-variété C° de codimension 1 de X , telle que K,S admette

une intégrale singuliere V de classe € et de dimension n . Il existe alors

1. n .
pour tout a € V un germe h : [X]a.__§ [ @®m JR)]O de transformation de contact

X ——)Kl de classe C tel que h([8] ) = [u-l(O)] .
n,1 o o

Démonstration. La régularité de S entraine que V est normalement extrémale,

et 1'on peut appliquer le théoreme 2 . ®

EXERCICES. 1 a) Sous 1'hypothese de la derniere assertion du théoreme 2,
montrer que HC Fs(m) est tangent aux sous-variétés y = constante (remarquer
que P ne peut Zontenir aucun (a,B,Y,é) avec & # O - ces sous-variétés, au
voisinage de y = 0 , ont une signification géométrique tres simple : ce sont
les variétés stables (ou instables, selon le signe de n{o)) des points de Vr
pour le flot de HCO Fs(m) .

b) Donner des formules explicites pour les courbes intégrales

de H F dans ce cas (remarquer que 1l'ordre sur
<, s(e)
{u(o),hl(o),---,hn_r(o), u(o)—xl(o),...,u(o)-hn_r(o)} impose aux
éléments de P des conditions permettant une telle intégration explicite).

2 Généraliser les théoremes 1 et 2 au cas ou les valeurs propres
de Na§ sont distinctes, mais pas toutes réelles (introduire des coordonnées

complexes : cf. Chaperon [1]).
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3. Prouver le théoreme 1 en général (procéder comme précédemment,
mais de maniere moins précise au niveau formel : en suivant une démarche proche
de (i), obtenir un modele EO de £ possédant la propriété suivante : il est
tangent a deux sous-espaces vectoriels W' et W de E = Jl(]Rn s R) vérifiant

whonow

V. et W+ W =E, et,si e = u(o)/lu(o)],les variétés stables
(resp.instables) des points de V. pour -550 forment un feuilletage de W' (resp-

W) par des sous-espaces affines).

4.Montrer que, sous les hypotheses de la derniere assertion du théo-
reme 2, si €, ¥ et V sont analytiques, alors il existe un germe analytique de

transformation de contact envoyant & sur [Hc Fs(w)]o (procéder par complexifi-
o

cation, en prouvant une version holomorphe du théoreme : cf. Chaperon (1]).

(8.5) Linéarisation des germes d'actions de groupes élémentaires conservant

une structure de contact.

La méthode employée dans (8.3.2) permet, sans coup férir, de donner une
version "contact!" du théoreme démontré dans 6.
Dans ce qui suit, G désigne un groupe élémentaire, K une structure de

contact sur une variété X, a un point de X , ;1

G.__,GL(TaK) un homomorphisme
continu et p € Act:(G,K) un germe d'action, de K-partie linéaire p1
(g,v)—_9l;1(g)v . Nous allons commencer par 1l'avatar suivant de (4.4.2),

théoreme 2

» N\ ’ ~m ’ .
THEOREME 1. §i p1 est dans le domaine de Poincaré, alors, pour tout h veri-

N . s v e s
fiant les hypotheses de (8.2.2), théoreme 4 avec p = F: , on définit une

action analytique R de G sur Ea de la maniere suivante : guel que soit

g €G, E(g) : E D est 1'unique application polynomiale telle que

j: R(g) = %, E (g). 11 existe alors un germe h : [X]a——e [Ea]o de transforma-

tion de contact ¥ ———aTa ¥ de classe C (analytique si p et ¥ le sont)yggl

(& h* p = [R]Gx{o} "
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Démonstration. C'est celle de (4.4.2), théoreme 2, en remarquant que (4.2.2),
théoreme 1 fournit ici un germe de transformation de contact. Pour 1'analycité,

cf. (4.4.2), exercice 1l . =m

De 1'énoncé (plus précis) de (4.4.2), théoreme 2 , on tire en particulier

le

B
i

-~ ’ - . . e
COROLLAIRE 1. Sous les hypotheses du théoreme 1, il existe 5, €IN tel que,

pour toute structure de contact K' sur une variété X' 3 a' et tout

p' € Act:,(G,K') avec s < s < @ , la propriété suivante soit vérifiée : s'il

existe un germe ¢1 : tX]a___>[X']a, de transformation de contact ¥ 3 K' tel

M s ~5

que (@i p')xo = DH s alors il existe un germe ¢ : [X]a<__>[X']a, de transfor-

3
mation de contact H——sK' de classe c® tel que ¢" p' = p . ®

Nous dirons que p est linéarisable (resp. formellement linéarisable)

lorsqu'il sera isomorphe (resp. formellement isomorphe) a [p1] au_sens

Gx{o}
de (8.3).

Avec les notations de (8.2.2), proposition & , les c, € q& associés a

p1 dans (4.3.1) sont donnés par

j, c; = (Log|bi|)]R pour 1 < i < q .
(1) L n = 2q+1 et c = (LoglbolaR .
c; = ¢, - ci—q pour g < i < 2q .

COROLLAIRE 2. Si cl,...,cq, ¢ sont linéairement indépendants (ce qui est

génériquement le cas pour dim X < 2 diﬁR G:m), alors p1 est dans le domaine

de Poincaré, et l'on peut prendre S, = 1 dans le corollaire 1 . En particulier,

p est linéarisable. m

Le cas ou p1 est dans le domaine de Poincaré étant ainsi traité, nous
ferons désormais les deux hypotheses suivantes :
. 1 . . . .
(i) p~ est faiblement hyperbolique, dans le domaine de Siegel.

(ii) Avec les notations du corollaire (8.1), on a 31 =0 .
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THEOREME 2. Sous les hypotheses précédentes, p est linéarisable si et seule-

ment si il est formellement linéarisable.

L'appendice 7 permet de se débarrasser de 1'hypotheése de semi-simplicité

(ii). En revanche, le lecteur peut faire 1'instructif

EXERCICE. Si p1 vérifie (ii) sans &tre faiblement hyperbolique, le théoreme

(6.3) est vrai avec un p € Act:(G,x).

REMARQUE. D'apres (1), pour dim]R G:m > 2 (et dim X > 1 1), p1 ne peut pas

etre hyperbolique. En revanche (exercice !) 1'ensemble des p1 qui ne sont

pas faiblement hyperboligues est contenu dans un fermé de mesure nulle. C'est

une justification supplémentaire du degré de généralité infligé au lecteur

dans le chapitre 3 .

Démonstration du théoreme 2. Le résultat établi dans 6.- affirme 1l'existence

d'un germe Y : [X]a-——>[Ea]° de difféomorphisme c® tel que Y 3¢ p = [pljo .
. 1
I1 nous suffit donc de construire un germe 9 € ii(Ea), invariant par p 4, et

tel que @ (¥ % [¥] ) = [T x] .
a a” "o

Pour cela, remarquons, comme dans (8.3.2), lemme 1, que la méthode utili-

sée pour construire ¥ permet de supposer que ¥ i [x]a et [TaKJO ont un contact

infini le long de la réunionfv/des vef.i. de pl .

Soit ¢ € Gﬁm une valeur réguliere de la fonction F : Ea__+ G%R donnée

(avec les notations de (1) et de (8.2.2), proposition 4) par

m. m,
F(v) =% (c. & Ixuv)]® + Ciig |y%(v)|2) * 5ot w(v)™ .
.j=1 J .d::l J J+q 2::1 J q
f 1
Désignons par Q}; la réunion des v.f.i. de p~ qui ne rencontrent pas
A
-1 y
Qc =F “(c), et posons EC = Ea \ ﬂ}; 3+ si nous Tixons une identification de

~

G a Go ®H, ouH= G/Go sy et un sous-groupe libre discret " < 2H de G , tel
que G/T soit compact, rappelons (cf.(6.1.2)) que 1'espace Ec des orbites de

1 <o . s pps s
p |TXEC est une variété analytique difféomorphe a Qc X (G:m/r), et que la sur-
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jection canonique m : Ec __>5c est un revétement analytique.

Soit H2 le germe en Qfﬁe structure de contact pi-invariante défini par
[Kz]o =Y % [K]a , et soit Hl le germe de Tax en W D'aprés notre hypothése

sur ¥ , K, et K2 ont un contact infini en tyl Par conséquent, les germes

1 A~
Ty K, et m K, en N = U\ Q7;) de structures de contact sur Bc obtenus par

passage au quotient ont un contact infini en N (lequel est compact par (5.2),

proposition 4) ; si R désigne l'action du groupe compact K = G/[' sur Ec indui-
te par p1 y le germe F de R en K x N laisse Ty K1 et m, K2 invariants, et l'on
déduit donc de (7.3), théoreme 3, qu'il existe un germe [ [ac]N 4> de

difféomorphisme ¢” laissant ? invariant, tel que j; 9 = j; id et @ *(n%xl) =

Ty Ko

En relevant @ par % , on obtient un germe § : [Eclv;__~9 Ec d'application
M

© . 1 . . ¥ PPN
C laissant [p IGXEc]G ><,«l),lnvarlant, tel que R2|E =93 Hl , et verifiant
j;;@-idE ) = 0 . Je laisse le lecteur s'assurer (en utilisant la meme méthode
: c

que dans (6.2.2), le théoreme (6.2.1) étant remplacé par sa version "germique"
figurant dans 1'appendice 6, {A6.4)) que 3 se prolonge en un germe
' : (E] & de difféomorphisme €~ vérifiant j.. (3'-id. )} = O . Le germe

a f‘\}/ q}— E

a
9 = [@']0 € ﬁZ(Ea) est bien tel que ® x (¥ [x]a) = [Ta K]o et
1 1
® % [p ]GX{O} = CP JGX{O} . »

EXERCICE. Utiliser la méme méthode pour prouver 1'analogue du théoréme 2
lorsque la conservation d'une structure de contact est remplacée par celle

d'une forme -~ volume.
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APPENDICE 0. - ISOTOPIES, ISOTOPIES INFINITESIMALES,

DERIVEE DE LIE ET METHODE DU CHEMIN

Nous présentons ici quelques applications d'une idée tres
simple qui a littéralement envahi la géométrie différentielle. D'autre résul-
tats utilisant cette méthode figurent dans le chapitre 4, et en particulier

dans (7.3).

(A0-0) Conventions.

Sauf mention du contraire, les variétés considérées sont de dimen-
sion finie et de classe Cm, et les applications, de classe c® (a peu pres
tout ce qui suit subsiste dans les catégories analytiques réelle et complexe,
et - moyennant les pertes de différentiabilité inévitables - dans les catégo-
ries Ck). Etant donné un espace d'applications @ , un chemin dans § est une

application t |— ft , notée (ft)’ de T = [0,1] dans 3 , telle que

(t,x) — ft(X) soit ¢ . Lorsque § est un groupe, d'élément neutre e , un

chemin (ft) dans % est dit a support compact lorsque ft(x) = e(x) en dehors
d'un compact.

Etant donnés un point a d'une variété X et un espace $ de
germes en a d'applications de X dans une variété Y , un chemin (ft) dans
8 est un germe f : (1 x X]I x{a}_—’Y d'application tel que, pour chaque t €1,
1'application partielle ft : [X]a'—_’Y soit dans § - la notation (ft) est
donc trompeuse (mais commode), le germe f étant un peu plus que la collec-
tion des ft

Etant donné un chemin (ft) dans l'espace des germes [X]a——yY , nous

4

noterons (dt

ft) le chemin dans 1l'espace des germes [Xla<_§TY défini comme
suit : si F : T x X_5Y a pour germe (ft)’ alors (é% ft) est le germe de

(t,x)pa-g% F(t,x). Si en outre (gt) est un chemin dans 1l'espace des germes
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{z] — [X] , germe en I x {b} d'une application G : I x Z—5X , nous note-
b a
rons (ft°gt) le chemin dans 1'espace des germes [Zlb-——yY qui est le germe

en I x {b} de (t,x)}— F(t,G(t,x)).

(A0-1) Isotopies et isotopies infinitésimales.

Soient X wune variété, D le groupe des difféomorphismes de X , et
d 1'algebre de Lie des champs de vecteurs sur X . Une isotopie de X est un

chemin (@t) dans D tel que

1 -
(1) Qo idy

Une isotopie infinitésimale de X est un chemin dans d - A toute isotopie
(@t) de X , on associe son générateur infinitésimal, qui est l'isotopie in-

finitésimale (ét) de X définie par
(2) Yt € 1, a5 P = Pl

L'isotopie (@t) est alors l'unique solution du probleme de Cauchy (1)-(2) -
une isotopie infinitésimale est donc le générateur infinitésimal d'au plus

une isotopie. Le théoreme 3 de (3 1.3) peut etre reformulé comme suit

THEOREME. Toute isotopie infinitésimale de X , a support compact, est le gé-

nérateur infinitésimal d'une (unique !) isotopie de X , a support compact. %

(A0-2) Dérivée de Lie.

Etant donné § € d, a support compact, soit (@t) le groupe a

tER
un parametre qu'il engendre. Pour toute k-forme différentielle ®» sur X ,

la dérivée de Lie de w par rapport a & est la k-forme différentielle

d %
Lev = 35 (%) 1420

Les propriétés suivantes sont évidentes
(i) (Localité de la dérivée de Lie) Pour chaque x € X , (ng)(x) ne dépend

gque des germes (et méme des jets d'ordre 1) en x de § et de w
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(ii) Si w est une fonction f : X —y R, alors (ng)(x) = df(x).8(x) pour
tout x & X

(iii) On a Lg(dw) = d(ng)

(iv) Quelles que soient les formes différentielles o et B sur X ,

Lg(a AB) = (Loa)AB + anAl

3 gP

Ces quatre propriétés constituent en fait une définition axiomatique

de la dérivée de Lie par rapport a & , valide pour n'importe quel € € 4 ,

engendrant ou non un groupe a un parametre. On en déduit trés facilement la

FORMULE D'HOMOTOPIE DES CARTAN. - Pour tout § € d et toute forme différen-

tielle w sur X , on a

Lew = igdw« dlige) ,
gg ig désigne le produit intérieur par & , défini de la maniere suivante
pour toute k-forme différentielle o sur X , iia est si k > 0 la (k-1)-

forme différentielle sur X donnée par

(iga)(x)(hi,...,hk_i):a(x)(i(x),h1,...,hk_l) , x CX, hyyeonshy € TXX , et
i%a = 0 pour k = O ]
ﬁROPOSITION. - Soit (@t) une isotopie de X . Pour toute forme différentielle
w sur X , et tout t €I , on a a4 W = o L. w . =
dt t R4
t
COROLLAIRE. - Soient (@t) une isotopie de X , et (wt) un chemin dans 1l'espace
des formes différentielles sur X . Les propriétés suivantes sont équivalentes.
X ¢ o
(i)  ¥t&el , Py Wy =0y
d
ii vVt€ . —_— =
(ii) Vt€r , Lq)tuut t g9y =0

3

B!
7

Démonstration. D'apres la proposition, (@t

wt) est l'unique solution (at) du

probleme de Cauchy
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. d % d
€ - — . -_—
VST, oy = @t(L@twt * 3T wt)
a = w n
o o
(A0-3) Application : deux théoremes de Moser.

Une forme symplectique sur une variété X est une 2-forme fermée

w telle que la forme bilinéaire alternée w(x) soit non-dégénérée pour tout

x € X (en particulier, X doit étre de dimension paire).

THEOREME 1.- Soit (wt) un chemin dans 1'espace des formes symplectiques sur

X tel qu'il existe un chemin (qt) a support compact dans 1l'espace des 1-for-

mes sur X veérifiant (dxt) = (é% mt) . 11 existe alors une isotopie a sup-

port compact (Wt) de X telle que ¢ = w, _pour tout t € 1

Démonstration. D'apres le théoreme (A0O-1) et le corollaire (A0-2), il s'agit

de trouver une isotopie infinitésimale (it) de X , a support compact, telle
que
d
€ = -
(3) vVt 1, ngut TR Yy =0

Par hypothese, il existe un chemin (at) a support compact dans 1'espace des

1-formes sur X tel que

D'aprés la formule d'homotopie, (3) s'écrit donc (les w_ étant fermées)

t
i S i - = 0
(3bis) vVt I, d(lg w, at)
t
Comme wt(x) est non dégénérée pour tout (t,x) € I x X , la formule
vt € 1, igtwt = ay
définit une isotopie infinitésimale (%t) de X , a suppport compact, qui véri-

fie (3bis), donc (3). =
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COROLLAIRE. - Toute forme symplectique ® sur une variété compacte X os-

sede un voisinage % (pour la topologie c®) qui a la propriété suivante

quelle que soit la forme fermée w'€Y , si w-w' est exacte, alors il existe

o

L
S

une isotopie (@t) de X telle que @1w‘ = w

Démonstration. I1 suffit de prendre pour U 1'ensemble des 2-formes a sur
X telles que ((1-t)» + ta)(x) soit non-dégénérée pour tout (t,x) € I x X ,

et d'appliquer le théoreme a (wt) = ((1-t)w + tw'). =

THEOREME 2.- Soient X wune variété compacte connexe, et w , w' deux formes-

volume sur X . Il existe un unique réel A £ 0 et une isotopie (@t) de X

o
>k

tels que @1w' = AW

S
sk

Démonstration. Puisque f,® w' = j w' pour tout ¥ € D préservant 1l'orienta-
X X
tion, on a forcément

A= v/l w
jxw IX

Le chemin (wt) défini par

wt = A(1-tlw + tw!

est a valeurs dans 1'espace des formes-volume sur X ; en effet, il existe
une fonction f : X——3R , ne s'annulant pas, telle que w' = fw , et f est
évidemment partout du signe de A . Par ailleurs, X étant connexe, AW-' est

N P
une forme exacte. Le meme argument que dans la preuve du théoreme 1 permet

L
%

donc de construire une isotopie (@t) de X telle que ¢ = Aw  pour tout

t't
tE€1. =

Deux formes-volume sur une variété compacte sont donc isotopes si et seulement

si elles sont cohomologues.

(A0-4) Aspect local : 1 - le théoreme de Darboux.

Soit a wun point d'une variété X . Notons £ le groupe des germes

en a de difféomorphismes locaux de X fixant a , & l'algebre de Lje
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des germes en a de champs de vecteurs sur X , et 60 la sous-algebre de b

formée des & nuls en a . Une isotopie de [X] est un chemin (@t) dans B
Blihihhd Lol a

tel que @0 = [id]a ; de méme, une isotopie infinitésimale de [X]a est un

chemin dans 50 . de laisse le lecteur prouver, grace aux résultats de (3.1.3),

1'analogue suivant du théoreme AO-1

PROPOSITION. - A toute isotopie (@t) de [X]a est associée 1'isotopie infini-

4y )1

H€‘Pt ¢ ), que 1'on appelle son générateur infinitésimal.

tésimale (ét) = ((

Réciproquement, toute isotopie infinitésimale de EX]a est le générateur infi-

nitésimal d'une unique isotopie de [X]a .

THEOREME (Darboux) Soient w et w' deux germes en a de formes symplectiques

sur (un voisinage de a dans) X , tels que w(a) = w'(a). Il existe alors
BN

¢ € .8, tangent a 1'identité, tel que ¢ w' = w

Démonstration. (Weinstein). C'est celle du Corollaire AO-4 : on définit un

chemin (wt) dans 1'espace des germes en a de formes symplectiques sur (un

voisinage de a dans) X par

(wt) = ({(1-t)o + tw').

D'aprés le lemme de Poincaré (cf.(7.3), lemme 3), il existe un germe B en a

de 1-forme sur X tel que
21
w-w' = df et JaB =0
Soit (Et) 1'isotopie infinitésimale de [X]a définie par

(i, ¢, -B) = (0)
§t t

(je laisse le lecteur, s'inspirant de A0-0, donner un sens a cette notation).
D'apres la proposition, (Et) est le geénérateur infinitésimal d'une isotopie

(¢

t) de [X]a , et 1'analogue local du corollaire AO-2 montre que 1'on a

e
-«

3 3
@t wt = W pour tout t , et donc @1 w'=w . En outre, pour tout t & I , @t est

tangent a 1'identité, car jigt =0 . u
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COROLLAIRE 1. - Pour tout germe w en a de forme symplectique sur X , il

existe un germe 9 : [X]a—) [TaX]o de difféomorphisme, tangent a 1'identité,

tel que &P*u; soit le germe en a de la forme symplectique ( sur TaX dé-

finie par Q(v) = w(a) pour tout v € TaX .

Preuve. Il existe un germe h : [X)a—} [Taxlo de difféomorphisme tangent a

1'identité ; il suffit donc d'appliquer le théoreme a w' = he[Q]o . u

COROLLAIRE 2. - Sous les hypothéses du corollaire 1, il existe un germe

(xl"'"’xn’yl""’yn) en a de systeme de coordonnées locales sur X nulles

en a tel quew = X dyi/\dxi

Preuve. Il suffit de prendre X, = Xie‘P et Yy = YioﬁP , ou ¢ vérifie les
conditions du corollaire 1, et ou (xi’Yi) est un systeéeme de coordonnées linéai-

res sur T X tel que w(a) = L Y,aX, . m

A germe de difféomorphisme pres, il n'y a donc en chaque dimension paire

qu'un seul germe de forme symplectique.

(A0-5) Aspect local : 2.-le théoreme des jets suffisants.

Les notations X , a, £ , 5 et 50 signifiant la méme chose que dans

®
(A0-4), appelons & 1'algebre réelle des germes [X]a—-,I! de fonctions C
et 7 son idéal maximal (formé des f € € nuls en a). D'apres la formule de

0

1

1
Taylor, 71 est done pour chaque k € N 1'ensemble des f tels que jk f
a
(en d'autres termes, la fibre en a de la projection-source Jk(X,R) —> X

k+1)_

s'identifie a &/M L'idéal jacobien de f € €& est 1'idéal J(f):{Lgf:E € 8}

de &

2

oS %
THEOREME. - Si f € € et k € N satisfont
k
mocmJIt),

alors, pour tout g € € vérifiant
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il existe ¥ € &, tangent a 1'identité, tel que go® = f

Démonstration. Notre hypothése sur g signifie que 1l'on a

(4) h = f-g € M1

Soit (ft) le chemin (f-th) de f a g dans & . Nous allons construird
une isotopie (@t) de fX]a telle que (ftowt) soit le chemin constant (f) dang
& . I1 revient au méme (d'apres l'analogue local de corollaire AO0-2) de dire

que le générateur infinitésimal (§t) de (@t) satisfait

(5) (Lgtft) = (h) .

Soit (x,,.--,X ) un germe en a de systeme de coordonnées locales
1 n
nulles en a sur X (c'est-a-dire une base du £&-module libre M), et soit

(el,...,en) la base du €-module libre & définie par

_[sd
L X, = Eéi]a pour 1 <

A
-
&
"
=

c'est-a-dire

L
e,
i

A
IA
foe]

"

a/axi pour 1 < i

Soit ¢ 1'algebre réelle des chemins dans & , et soit § 1'idéal
. N . s K
de 2 formé des chemins dans 7 . D'apres (4), chaque ah/axj appartient a /A,

et s'écrit donc (en raison de notre hypothese sur f)

oh | E::: w, o . of , avec B, . € M pour 1 £ i < n
X, qejen 103 9% LsJ

I1 en résulte que
(3f /3x) (31/3x%,)
(6) . = A :

(Bft/axn). (Af/axn)

ou A est une matrice inversible a coefficients dans 2 .
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. . I
D'apres la formule de Taylor, les chemins (c) avec ¢ &€ 7 engendrent le
Z-module Sk . Par conséquent, en raison de notre hypothese sur f , tout élé-

ment de 3k+1 est de la forme

2 .
E::: (Kt,i) (af/axi) avec (xt,i) €3, 1<ic<n,

1<i<n

ou encore, d'apres (6), de la forme

>—(u

) 2
€ .
teicn ,i) (8ft/5xi) avec (ut,i) 3%, 1<i <n

t

En appliquant ce résultat au chemin constant (h) € 3k+1

» on voit que (5)
admet une solution (Et), vérifiant j;gt = 0 pour tout t € I . Par conséquent,

1'isotopie (@t) telle que (¢t) = (Et), qui satisfait (fto@t) = (f) par cons-

truction, est en outre telle que j;¢t = j; idX pour tout t € T . =
P . P
COROLLATIRE. - (i) Si f etk €I vérifient 1'hypothese du théoreme et si en

outre X est un espace affine, il existe un germe ® € £ | tangent a 1'iden-—

tité, tel que fo, ¥ soit le germe en a du polynome de Taylor d'ordre k de

f en a

. N . N
(ii) Si f et k €IN  vérifient 1'hypothese du théoreme, il

existe un germe ¢ : [TaX]O-——e [X]a de difféomorphisme tangent a 1'identité

tel que fo® s0it un germe d'application polynomiale de degré k
q g PP poly g

Preuve. (i) est évident, et (ii) s'en déduit du fait qu'il existe un germe

h : [Tax]o—»[x]O de difféomorphisme tangent a 1'identité. m

Je laisse le lecteur vérifier que le lemme de Morse est un cas par-
ticulier de (ii). Le lecteur pourra aussi essayer de remplacer 1'hypothese
du théoreme par

<t c® gy,

et en prouver une version a parametre.

On dit que f € € est de codimension finie lorsque son nombre de

Mi lnor
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p(f) = dimp e/J(f)

2
G

est fini. Tl revient au méme d'affirmer qu'il existe k € IN° vérifiant 1'hy-

pothése du théoreme. Par conséquent, 1'étude des germes f € € qui sont de
codimension finie est en fait un probleme de géométrie algébrique.
Le corollaire précédent est un outil de choix pour le physicien

ou 1'ingénieur, puisqu'il donne un critere précis de "bonne approximation"

d'un germe de fonction par son"développement limité" a 1'ordre k , critere

tout a fait utilisable car il porte en fait sur le dit développement limité,

et non sur la fonction elle-meme (puisque le "développement limité" d'un élé-
ment f de & en a a 1'ordre k s'identifie a la projection de f dans

s/mk+1).

(A0-6) Aspect formel ; le théoreme de Darboux formel.

Si 1'on essaye de prouver (par exemple) le théoreme de Darboux en
différentiabilité finie, la méthode précédente impose une petite perte de
différentiabilité. Nous allons voir gue ce phénomeéne disparait au niveau for-
mel, en raison d'une remarque triviale mais essentielle (les notations sont

celles de (A0-4)-(A0-5))

PROPOSITION.- Etant donnés des entiers k,fZ,m avec 1 < k < £ < m et deux ger-

£ , .m-4 M-
mes f € mk et g €M , le jet j:(fg) est déterminé par J: f et J: k g
Démonstration. Comme jz h s'identifie,pour tout n € IN et tout h € &€ , a la

projection de h sur 8/mn+1, il s'agit de prouver que si 1'on ajoute a f un

) N J om-k+1 . s
é1ément de 4" 1 et a g un élément de il ke , alors on ajoute a fg un

élément de mm+1’ ce qui est évident. m

COROLLAIRE. - Pour tout § € 50 et tout germe w en a de forme différentielle

sur X , le jet j:+1(i§w), k €IN , est déterminé par

k+1 k+1 k k , k
& = 3 e = 3 = 5 S i
£ J T oet w Ja , et sera note i kel @ - [ ]

)
a 3
>
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: ) Yk Yk .
Pour 1 < k < © et £ € IN , soient A , & et 60 les espaces de jets
. .. YA,k
d'ordre k en a d'éléments de B, b et 60 respectivement, soit 1'es—

pace des jets d'ordre k en a de X-formes différentieclles sur X, et soit

Qz’k le sous-espace de Qi’k formé des jets de formes nulles en a . Etant don-
o
nés h € 5k+1 et w € Qz’k , on définit de maniere évidente
* v i v e -
h w €Q K , L§ w € Q Koot € 0 k-1 s

et on a la formule d'homotopie
1 v = i- dw + dli,w).

v
. . k . ©
Appelons isotopie (wt) de X tout chemin de classe C
v
I3 t,__9$t S ﬁk (pour k = ®» , cela signifie que chacun des chemins obtenus

par projection de (@t) dans les espaces de jets d'ordre fini en a est de

v
classe C7). Appelons de méme isotopie infinitésimale (%t) de XE tout chemin

® Yk N
€ i .
C I35 t,, §t &, (avec la méme convention)

1

v
Toute isotopie infinitésimale (%t) de X§+ est évidemment le générateur in-

\
S , . . . k+t . d B
finitésimal d'une unique isotopie (Wt) de Xo (i.e. Frs @t = Et o@t pour tout

t € I), et on a alors

%
g

d 2
,Et- (‘Otwkq}tLitw

J)
vzélN,VtEI,VwE?z’k

v
Pour chaque w € Qz’k, on note w(a) la valeur en a des germes de formes

p X k . . .
différentielles a telles que J, & = w , et wj s, 1 < j< £, la projection

Vo
de w sur »J

.. v .
THEOREME.- Soit w € =K y 1<k <=, tel que w(a) soit non-dégénérée et que

- V2,k o v2,k .
de = O . Pour tout w'€ () vérifiant dv' = 0 et w-w' € Qo , il existe
v Ys
¢ € R+ "tangent a 1'identité", tel que P w' = w
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Démonstration. C'est celle du théoreme de Darboux : je laisse le lecteur, par

. - . Y1,k+1
un calcul formel facile, prouver qu'il existe B & QO

tel que 4B = w-w'
et Bl -0 . Si (wt) est le chemin ((1-t)w+tw') dans Qz’k , 1'argument habituel

v
montre que 1'isotopie (@t) de X§+1 dont le générateur infinitésimal (it) est

donné par

¥t €1, ig w, = B
t

L
v

satisfait @t w, = w pour tout t € T , et que chacun des ¥, est '"tangent a

t

1'identité" . =

Le corollaire qui suit repose sur une conséquence évidente de la proposition

Ek i,k *

pour tout ¥ € et tout w € Qo’ , la notation ¥ w définit sans ambigllité
VL Yi,k-

un élément de Qo’k , et non seulement de Qo’k 1

v
COROLLAIRE.- Etant donnés un groupe de Lie G et p € Actz+1(G,X), supposons

que w et w' vérifient les hypothéses du théoreme, et qu'en outre

At
35

Vg € G, plg) w-uw= plg) @ - w'=0

v %
S'il existe p € Ql’k+1 tel que dp = w-w' , Bl = 0 et p(g)” B = B pour tout

g (ce qui est en particulier le cas si G est compact), alors il existe

,,\
-l
*

Y+ 1 . 7
¢® € B , "tangent a 1l'identité", tel que $ w' = w et ® p =0

Preuve. Sous ces hypothéses, 1'isotopie infinitésimale (%t) construite dans

. #
la démonstration du théoreme est telle que p(g) §t = §t pour tout t ; 1'isoto-
e

L

pie (@t) qu'elle engendre vérifie donc Y, p = P pour tout t . Si G est

-+

Y1,k+1

compact, et si a € Q est telle que oo, = 0 et dao = w-w', alors la for-

1

mule

B =] () @ aule) ,
G

v
oi 1 désigne la probabilité de Haar sur G , définit un élément B de Ql’k+1

vérifiant 1'hypothése du corollaire. =

Référence : J. Moser. "On the volumeelements on a manifold", Trans. A.M.S.

120 (1965), 286-294.
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DERIVEES SUCCESSIVES

APPENDICE 1 - DERIVEES SUCCESSIVES D'UNE APPLICATION COMPOSEE

Soient E, F et G trois espaces de Banach, j un entier 2 1 , B un
élément de Li (F,G) , i ,...,ij des entiers 2 1 de somme k ,et, pour chaque
i .
2 J
L€ {1,...,5} , A, un élément de L (E,F). Nous désignerons par B. (O Ay
s 421

1

U k , P
1'élément de LS {E,G) défini par

J 1
(B- © Ag) (vyseeesv) = 7 Z B yseeesV (i) s
2 A 1 k 11"“1;;’ uES o(1) 0(11)
re A e sy a0
ou Sk désigne le groupe des permutations de {1,...,k} J

La plupart des démonstrations laissées au lecteur dans la section
sur les Tibrés de jets reposent sur le résultat suivant, qui se prouve facile-

ment par récurrence :

THEOREME. Soient k un_entier > 0, et f : E__yF et g : F__3G deux applica-

. k
tions de classe C . Pour tout x € E, on a

k h] i
D(ge f) (x) =2 g(f(x)). . ® D fix)
j=1 lijoereyiJon™ 221
J
Z i, = k
1=4<j
-
ou l'on a écrit 2——__”———___—49% au lieu de f%‘ } et
lijsei} N P ,e,i) € ()
z b, = k 5 iz = k

(c'est la formule de Faa-di Bruno)
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APPENDICL 2 - DERIVEE k—1eme D'UNE APPLICATION

ENTRE VARIETES RIEMANNIENNES

Soient X et Y deux variétés riemanniennes. Pour tout f € CF(X,Y)

(r 2 1) et tout k € {1,...,r} , la dérivée k-idme de f en x € X est par défini-

tion

k k ¥*
= € ~ ® Y
D" £(x) = D" £ (0) L (T X, Tf(x)Y) S, (T, X) Te(x)
ou fx : Tx X.___)Tf(x) Y est définie dans un voisinage de O par

-1 - ' X
fx = expf(x) £ o exp_ » expy désignant 1'exponentielle en y.

(A2.1) L'application Dk f est une section de classe Cr-k du fibré vectoriel

* *
24
Sk (T X) X f Ty ,
appelée dérivée k-ieme de f. ®

(A2.2) Soient X , Y et Z trois variétés riemanniennes et Xﬂ_f_gY.__E_?Z deux

* ie
¢’ applications (r € N }.Pour tout x € X , la dérivée rt" pF(g o £) (x) est

donnée par la formule de Faa-di Bruno (appendice 1). ®

(A2.3) Avec les notations précédentes, 1l'application

Ji fp-———-)(Djf(x))1 <j <k

définit pour tout k € {1,...,r} un isomorphisme de fibrés de base X x Y entre

JE(X,Y) et
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k

J
j:1®XXY Ls (TX, TY) . ®

Cette notion de dérivée k-ieéme nous sera utile dans les appendices 4 et 6.

Je laisse au lecteur le soin de formuler 1'analogue de (42.3) pour

Jk(p) lorsque p : E—3 X est une c'-fibration localement triviale.
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/
APPENDICE 3 - COMPLEMENTS SUR LA TRANSVERSALITE.

Tout ce qui est exprimé ici dans le cadre des variétés a bord
pourrait 1'étre dans celui des variétés "a coins", et tres probablement,

dans une large catégorie d'espaces stratifiés.

(A.3.1) Variétés a bord.

Soient B et B' deux espaces de Banach et R+ =[0,of CR. 51 U est
un ouvert de B x R+ , on dit que f : U—5B' x R+ est un Cr-morphisme
(1 < r £ ») lorsque les deux conditions suivantes sont vérifiées

-1

(1) 71 B'x{0}) = U N (B x {0}) ou £ 5B x {0}) -

(ii) I1 existe des applications continues pr . U—)LI;(BXR, B'xR ),
k€N, O<k <r , avec p°f = f , telles que, pour tout x € U et tout

k€ N avec 0 <« k < r , on ait

+1

0 = 1im (D*¢(y)-DXr(x)=D*" 1 £(x). (y=x))/ly-x| ,

yEU
y—x

ou 1'on a identifié Dk+1f(x) a 1'élément

h }— ((Vl,...,vk)'__) Dk+1f(x) (h,v1,...,vk) de L(B x R, LI:(BXIR‘,B' xIR)) .

Un atlas de C'-variété 4 bord sur un ensemble X est un ensemble % de cartes

P U¢ —>ng X R+ , ol BLP est un espace de Banach et @ une bijection de

Uap sur un ouvert @(U(P) de B‘P X R+ , possédant les deux propriétés suivantes:

(a) (U,)

9lees est un recouvrement de X

(b) Quels que soient ¥ et ¢' dans § , ‘P(Uq) N U@,) est ouvert dans
Bap X R et @' o 1]¢(U¢OU@,) est un Cr-morphisme. On dit que ® € 3 est une

carte en x € X lorsque x € U‘P
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Deux tels atlas § et &' sur X sont dits équivalents lorsque & U §' en est
un. On appelle ¢ -variété a bord un ensemble X muni d'une classe d'équiva-
lence :fd'atlas de C¥-variété a bord. La réunion des ®_1(@(U@) n (B@X{O}))
lorsque ¥ varie dans un atlas § € j’ ne dépend pas du choix de § : c'est
le bord 3X de X . On appelle carte de X tout ¢ € & avec 5 € :?, et X est

munie par la topologie engendrée par les ouverts U avec P € 3 et 3 € :f.

@
Rappelons qu'un sous-espace vectoriel S d'un espace de Banach

B est facteur direct lorsqu'il admet un supplémentaire S' tel que les pro-

jections B, S et B8’ associées a cette décomposition soient continues.

D'apres un théoreéme de Banach, il faut et il suffit pour cela que S soit

fermé et admette un supplémentaire fermé. Une c'-sous-variété d'une C'-varié-

té a bord Y est une partie Z de Y possédant les deux propriétés sui-

vantes

1) Pour tout y € Z\3Y , il existe une carte ¢ : Um-—§B¢x‘R+ de Y en Yy et

un sous-espace S facteur direct dans B, x R tels que @(U@ﬁZ) = @(U@) ns

2) Pour tout y € Z N 3Y , il existe une carte ¢ : U(P-—->BLP X R+ de Y en y et

un sous-espace S facteur direct dans B, tels que @(U@ﬂZ) = @(Uw) n (s x R+)-

Les restrictions a Z des cartes du type précédent forment un atlas de c’-
variété a bord sur Z , de bord 3Z = Z N 3Y
Etant données deux C'-variétés a bord X et ¥ , une application f : X5 Y est

un Cr—morphisme (ou morphisme de ¢ -variétés a bord) lorsque, pour tout

x € X, il existe une carte ¥ de X en x et une carte ¥ de Y , avec

f(U@) ey UY , telles que Yo fo ¢_1I soit un Cr-morphisme au sens de

e (U,)
(i)-(ii). On a donc f_](aY) < 3X ; en outre, pour toute composante connexe
C de d3X , on a ou bien f(C) € 3Y , ou bien f(C) N 3Y = B . Un Cr—morphisme

P . X ‘s . . r .
est evidemment continu ; s'il est bijectif, d'inverse un C -morphisme, c'est

un Cr-difféomorphisme (les cartes sont donc des difféomorphismes sur leur

. Lo . . r s r :
image). L'injection canonique d'une C -sous-variété est un C -morphisme.

Les variétés usuelles s'identifient aux variétés a bord de bord
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vide, ou variétés sans bord. Etant données deux c-variétés a bord X et Y R

avec 30X = @ , le produit X x Y est canoniquement muni d'une structure de
¢F-variétée a bord, de bord X x 3Y , et les projections canoniques de X x Y
sur X et Y sont des Cr—morphismes-

k . . N
La notion de contact d'ordre k € N entre C -morphismes, identique

a celle introduite dans (1.2.1), permet de définir 1'ensemble Jk(X,Y) des

jets d'ordre k de Ck—morghismes de la variété a bord X dans la variété

a bord Y .Pour tout x dans la Cl—variété 4 bord X , l'ensemble des jets d'ordre
1 en O de Cl—germes rﬂ1+]o - [X]x est canoniquement muni d'une structure d'espa-
ce de Banach (espace normable complet) pour x €9X , d'une structure de demi-espace
fermé dans un espace de Banach sinon ; dans les deux cas, ledit espace de Banach est

appelé espace tangent TXX a X en x

Comme pour les variétés usuelles, TX = LJ T X est muni na-
k-1 XEX
turellement d'une structure de C -fibré vectoriel (a bord), de projection
1'application canonique Tl TX —3X ; on dit que TX est le fibré tangent de
X « Le fibré tangent T3X de AX (pour la structure de variété sur 3X induite
par celle de X) s'identifie naturellement a un sous-fibré vectoriel de
ATX = T;](BXJ- A tout Ck—morphisme f : XY de variétés a bord, avec k = 1,
est associé le Ck—1—m0rphisme Tf : TX —sTY de fibrés vectoriels au-dessus
de f défini par Tf(jéy) = j(l)(foy) pour tout germe y : [R] —5X de

C1—morphisme- Pour toute Ck—sous—variété Z C—i—9 X , le fihré tangent TZ

N . k-1 -1
s'identifie (par Ti) a un sous-fibré vectoriel C de T, (Z2). Un C1-morphis-
me f : X ——3Y de variétés a bord est une submersion en x € X lorsque Txf

est surjectif, de noyau facteur direct et lorsqu'en outre, si x € 3X et
f(x) £ 3Y , alors TxflT 3X est surjectif, de noyau facteur direct.- Les no-
X

tions de submersion, de point critique, de valeur critique et de valeur ré-

guliere sont alors définies comme dans (2.1)

(A.3.2) Morphismes de Fredbolm ; le théoreme de Sard, version Smale.

Un morphisme A : B—5B' d'espaces de Banach est appelé presqu'iso-
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morphisme, ou morphisme de Fredholm, 1lorsqu'il a les deux propriétés sui-

vantes
(i) Ker A est de dimension finie n (donc facteur direct dans B).
(ii) A(B) est fermé, et Coker A = B'/A(B) est de dimension finie p
(la codimension de A(B), qui est donc facteur direct).

L'entier Ind(A) = n-p est 1'indice de A

Un C1—morphisme f : X—>Y de variétés a bord est dit de Fredholm

lorsque Txf est de Fredholm pour tout x € X

THEOREME (Smale). Soit f : X —>Y HE.Cr-morphisme de variétés a bord, r = 1

Si X est séparable, f de Fredholm, et qu'en outre on a r > Ind(Txf) pour

tout x € X , alors 1l'ensemble des valeurs régulieres de f est résiduel

(et _donc dense d'apres (2.1), théoreme 2) dans Y

Démonstration. Comme X est séparable, ses composantes connexes forment un
ensemble au plus dénombrable, ce qui permet de se ramener au cas ou X est

connexe ; l'entier Ind (Txf) est alors le méme quel que soit x € X , car il

est localement constant du fait que (exercice facile) 1'ensemble des presqu'-
isomorphismes A : B3 B' d'espaces de Banach qui sont d'indice q donné

est ouvert dans L(B,B'). Nous utiliserons les deux lemmes suivants

LEMME 1. Soient B et B' deux espaces de Banach, V une boule ouverte de

B , J un intervalle ouvert de R contenant 0 , T = J N R et ¢

PR

PP k .
VxI—SB' x R+ EE_Ck—morphisme, k € N. On définit alors un C -morphisme
G:VxJ_—3B' xR par
G(x,y) = r g{x,y) pour y 2 O

T DJg(x,0).(0,y) j/it pour y < 0 . O
j=o

LEMME 2. - Soient B et B' deux espaces de Banach, et h : [B]O-——)[B']o

un germe d'application ck . k 21, tel que Dh(0) soit unpresqu' isomorphisme
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d'indice q - Il existe alors n , p € N, avec n-p = q , un espace de Banach

n
B, , deux germes ¢ : [12 X 811(070) ___>[B]0 et ¥ : [B']O ———9[Iﬂ)x B1]

i (0,0)

de Ck—difféomorphismes et une application h1 € Ck(U s rP ),_gi U est un

ouvert de R" x B1 contenant (0,0), tels que Yoh o ¥ soit le germe en (0,0)

de 1'application H, ¢ kv, rP % B,) définie par H (x,y) = (h (x,y),y)

(C'est une conséquence facile du théoreéme d'inversion locale). O

Supposant donc X connexe, soit q © Z la valeur commune des
Ind T f , x € X, et k = max {1,q + 1}. Par hypothese, f est de classe ck
Comme X est séparable, les lemmes 1 et 2 entralnent 1'existence de deux
recouvrements ouverts dénombrables % et (VU)UEU de X possédant les proprié-

tés suivantes : pour tout U € % |, on a VU DU, et il existe

- un entier n = rmax{0,q}, un espace de Banach B de boule-unité ouverte
D , un demi-espace fermé H de R"x B et un Ck—difféomorphisme

¥ e VU —H N (Dn x D), ou Dn est la boule-unité ouverte standard de R" ,

tels que ©(U) = H N % (5; x D)
- un ouvert W, de Y contenant f(VU) et f(U) , un demi-espace fermé
H' de Rn_q x B et un Ck—difféomorphisme Y de W sur un ouvert de

U
(R 9% B) nH ;

~ une application h € Ck(Dn x D, R"9)
tels que Yo fo @_] soit 1'application (x,y)}— (h(x,y),y).

Si C désigne 1'ensemble (fermé) des points critiques de f , il est clair

que f(C N T) est fermé, car il est contenu dans la fermé £(U) et a pour

s o=,
image par Y un ensemble ferme,;—Dn etant compacte. Nous allons maintenant

montrer que f(C N U) est d'intérieur vide ; de deux choses 1'une

(i) Ou bien f(3X N VU) est contenu dans 3Y , auquel cas le complémentaire
de ¥ (£(C N TU)) dans R 9% D contient R = U Reg(hy) x {y}, ou Reg(hy)
y&D

désigne 1'ensemble des valeurs régulieres de 1'application hy ¢ X—3h(x,y) ;

d'apres le théoreme de Sard, chaque Reg hy est dense dans R Y , et R est
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q

donc dense dans R™ % x D , ce qui prouve bien que le fermé ¥(f(C n U)) est

d'intérieur vide.

(ii) Ou bien f(3X N VU) n'est pas contenu dans 3Y , auquel cas C N U
est de la forme (C1 nu)u (c, n U) , ou C2 est 1'ensemble des points

critiques de flax et C1 1'ensemble des x € X ou Txf n'est pas sur-
jective. Les deux ensembles C] nu et C2 N U sont fermés, ainsi que leurs
images par f , et ce qui a été fait en (i) montre que f(C] N U) est d'inté-
rieur vide. Pour voir que f(C2 N U) est d'intérieur vide, on remarque que
‘P(C2 n VU) est l'ensemble des points critiques de Vo f o@_llaH Q(anD) s
et 1'on procede comme dans (i).

L'ensemble f(C) étant la réunion {(dénombrable) des fermés d'inté-

rieur vide f{C 0 U) lorsque U varie dans % , l'ensemble Y~ £(C) des va-

leurs régulieres de f est bien résiduel. m

(A.3.3) Le théoreme de transversalité, version Abraham-

On dit qu'un Cl—morphisme f : X— Y de variétés a bord est trans-

verse en x € X & une C'-sous-variété Z de Y , ce qui se note f mXZ ,
lorsqu'une des deux conditions suivantes est vérifiée

(1) f(x) ¢ z

(2) f(x) € Z , Ker Txf est facteur direct dans TXX , et

a) Si x ¢ 3% , Txf(TxX) contient un supplémentaire fermé de T Z

f{x)

dans Tf(x)Y
b) Si x € 3X , Txf(Tan) contient un supplémentaire fermé de Tf(x)Z
Y
dans Tf(x)
Je laisse le lecteur comparer cette définition a celle de (2.2.),

et se guider sur (2.2) pour établir la

PROPOSITION 1. Soit f : X—53Y un Cr-morphisme, r > 1, de variétés a bord,

transverse a une €' -sous-variété 2 de Y (c'est a dire vérifiant f mx Z

pour tout x € X , ce qui se note f fh Z). Alors W = f-l(Z) est une C'-sous-
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1

varieté de X ; pour tout x € W , on a T.W = (T_f) (T Z), et T f induit
_— X x f{x) — x —

. . /T . . . .
donc un isomorphisme TxX/wa ——’Tf(x) / f(x)Z En particulier, si Z est de

codimension ¢ (i.e. dim(TyY/TyZ) = ¢ pour tout y € Z), W est de codimension

c . n

Nous allons maintenant généraliser (2.2), proposition 2

THEOREME (Abraham). Soient % , X et Y trois c"-variétés a bord, avec r = 1,

. N . - r s
B = ﬂ, X et & séparables et X de dimension finie n , Pour toute C -sous-varieéeté

r
Z de codimension finie p de Y et tout C -~morphisme f : J X X =Y ,

si 1'on a ¢p m Z et r > n-p, alors l'ensemble pr Z des f € 3 tels
s - ona el s L£es e =

que p . : x+— 3 p(f,x) soit transverse a Z est résiduel. En outre, si X

est compacte et Z fermée, alors z; 7 est ouvert.
9

Démonstration. C'est celle de (2.2), proposition 2 : d'apres la proposition
1, W= 51(2) est une C -sous-variété de § x X 3 si n : W —> & désigne la
restriction de la projection canonique 3§ x X —35% , on établit facilement
les propriétés suivantes
- W est séparable ;
- T est un Cr—morphisme de Fredholm, d'indice constant n-p
- Les points critiques de © sont les (f,x) € W tels que %? ne soit pas
transverse a Z en x

L'ensemble des valeurs régulieres = n'est donc autre que gfb,z H
comme Tm vérifie les hypotheses du théoreéme de Smale, %%,Z est résiduel.
Si X est compacte et Z fermée, alors ©n est propre, donc fermée ((2.4.2),

proposition 2), ce qui prouve que /E% 7 est ouvert.®
9

EXERCICE D'APPLICATION (voir aussi les appendices 4 et 5) : étant données
deux variétés X et M de dimension finie, avec X compacte, appliquer le
théoreme de transversalité d'Abraham a Y = Jk(X,M) , 8= cS (X, M) et

p(f,x) = jkf(x) , & > k , pour redémontrer le théoreme de Thom (cf. Abraham

Robbin pour la structure de variété banachique de :3)
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REMARQUE. Cette preuve du théoreme de transversalité de Thom est plus sa-
vante (et plus restrictive quant aux hypotheses) que celle donnée dans (2.2).
L'article de C. Robinson cite dans la bibliographie du chapitre 1 contient

un théoreme abstrait combinant les avantages des deux approches.
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APPENDICE 4 - COMMENT "BOUCHER LE TROU_DE LA DIAGONALE"

Soient X et Y deux variétés. Nous allons identifier
X = (XxX) N & X (resp., pour k €N, 2Jk(X,Y)) a 1'intérieur d'une variété a
bord ;f (resp. ;3k(X,Y)) de fagon que le bijet zjkf de chaque f : X — 3 Y assez
différentiable se prolonge en une section différentiable gﬁkf de la'"fibration"

—k —_
50 (X3Y) 3 X .
Ltidée est d'exprimer qu' "une tangente est limite de sécantes" .

Dans ce qui suit, une métrique riemannienne est fixée sur chacune des

variétés X et Y , et les notations sont celles de l'appendice 2

(A4.1) Construction de ;Y

Appelons SX le fibré en sphéres unités tangentes a X. Il existe un

voisinage ouvert U de {o}xsx dansiR+xSX tel que 1l'application
P
U3 (ry(x,u))i—— (x,exp_ru) € X x X

soit bien définie et possede les propriétés suivantes :
(i) P(U) est un voisinage ouvert de AX .

(ii) p = ;IU\{r—O} est un difféomorphisme sur p(U)\ AX .

En recollant U a oX par p , on obtient donc une variété ZY a bord

SX , dont _X est 1l'intérieur : on dit que 2X s'obtient a partir de XxX par

2

éclatement orienté de la diagonale (le choix de U n'intervient évidemment pas

dans 1'objet construit, dont la structure de variété ne dépend pas non plus ,

d'ailleurs,du choix de la métrique).
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(A4.2) Construction de .J %(X,Y) et définition de 3 °f pour f € Cl(X,Y) .
2 2 §U

I1 existe un voisinage Vo de {O}X SX x TY dans]R+ x SX x TY tel que

1'application

v, 3 (r,(x,u),(y,V))plﬁi—)((x,y)q(expxru,expyrv))e (XXY)2 - (JO(X,Y))2
soit bien définie et posséde les propriétés suivantes :
(i) E;(VO) est un voisinage ouvert de A(XxY) dans 2J°(X,Y)U A(XxY) .
(ii) q, = E;]V\{r=0] est un difféomorphisme sur G;(Vo) N 2JO(X,Y) .

En recollant V0 a 2JO(X,Y) par q_ , on construit donc une variété
éjo(X,Y) de bord SX x TY et d'intérieur 2JO(X,Y), dont la définition ne dépend
pas du choix de V_ j 1'application ;5; : ;3°(X,Y)____);Y obtenue a partir de
5P, Ppar prolongement continu est différentiable, égale a la projection
SX x TY —8X sur le bord ; pour tout f € Ck(X,Y) (k=1), on peut, via p et

q, écrire 2j°f sous la forme
-1
(ry(xyu) — (r, (xyu), (f(x), r fx(ru))
-1

f(x)

prolonger en la Ck_i-section ;3(? de ;S; définie sur le bord par

(ou rappelons-le, fx=exp °f=expx) dans un voisinage de AX , et donc la

23 200, (x,u)) = (0, Gu) 5 (£(x), DE(x).w)) -

(A4.3) Construction de ;3k(X,Y) dans le cas général.

Commen%ons par 1l'exemple ouk =1 et ou X et Y sont des espaces vec-

, . R 1
toriels euclidiens. Etant donné f dans Ck(X,Y) (kz1), 1'application 5 f

s'identifie alors a
(xyx!' J—>(x, £(x), Df(x), x',f(x'), Df(x')) .
Dans ce cas particulier, on peut prendre pour U l'espace'R+XSX:IR+xXxS tout
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entier (S désigne la sphere unité de X), l'application p : U._yXxX étant

donnée par p(r,x,u} = (x,x+ru).

D'aprés la formule de Taylor, pour k = 3 ,

Elf(x,r,u) = r'-1 (Df(x+ru) - Df(x))

tend au sens Ck_2 vers sz(xo). u, o, et
E2f(x,r,u) = 6r_3(f(x+ru)-f(x)—r Df(x).u - % Elf(x,r,u))

Ko
tend au sens C 3 vers Dsf(xo)-ug quand r tend vers 0 , x vers X, et u

vers u .
o

L'idée est donc de définir 2j1f (via p) par

—1
53 f(x,ryu) = (x,ryu,f(x), Df(x), Elf(x,r,u) ,Ezf(x,r,u)) .

On obtient ainsi une section de classe Ck'-:s de la projection

p

ux (0 x Lo - ot 2L, X,

qui (via un changement de variables évident) prolonge 2j1f .

Formalisons maintenant cette idée lorsque X et Y sont quelconques,
k désignant un entier 2 1 : il existe alors un voisinage ouvert W0 de

' . .
OTx X OTY dans TX x TY tel que 1'application

h
((x,a), (y,b))p——2—§ ((xyy), (expxa, expyb))

soit un difféomorphisme de W, sur un voisinage ouvert ho(Wo) de A(XxY) dans

(xx¥)% . sin désigne la fibration Jk(X,Y)——_9 XxY, on en déduit un difféo-

k
. -1
morphisme hk de (nkxnk) (ho(Wo)) sur

b

. 2
J XxY
( . ?xxy LS(TX,TY)) ,

donné par

(jkf(x),jkg(x'))L—-Q(hgl(x,f(x),x',g(x')), (Djf(x))lngk ’(ngx(eXP;lx'))isjsé
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I1 existe alors un voisinage ouvert Vk de

k
( &
xY j=1X

2XxY

{0} x (sX x TY) Xy . Li(TX,TY))

dans

. 2
J XxY
]R+X(SXXTY)XXXY(j_G15XXY L (TX, TY))

tel que 1l'application Ek qui a

(ry (x,u) 5 (yov), (AL, ..o a5y, (8Y,...,8%)) € v,

associe
k i 4 s k k+j . . 2k+1
g L a3, 3 r k—J+1. k-j+1 r
((x,ru),(y,j_l 31 AY.u +j§1 TE:ETT B u + CTTERY] v) ’
j-i . Lo k-i+1 k+j-i . L.
1 k r J 3-i r k-j+1 k-j-i+1
,(A ,...,A ), (Jgi -(-J—_mA « u + 2 m B » u )15151{)

J:l

soit bien définie, & valeurs dans Wk , et posséde les propriétés suivantes :
(i) E;(Vk) est ouvert dans (Wk\ {a=o0}) U {a=o0 et b=o}
s _ — R . - k
(ii) q = h o kuVk\ {r=o} est un difféomorphisme sur hk qk(vk)an (X,Y).

En recollant 2Jk(X,Y) a V, par q,, on obtient donc une variété

2Jk(X,Y) de bord

k j 2gxy
XxY (j_?XxY Ls(Tx’TY))

(SX x TY) x

et d'intérieur 2Jk(X,Y), dont la définition ne dépend pas du choix de Wk et

—k —
. . . . FU
de Vk 3 l'application 2Pk : 2J (X,Y)___9 2X déduite de 2Pk par prolongement
continu est différentiable et a pour restriction au bord la projection standard

sur SX ; pour tout f € c'(X,Y) avec r 2 2k+1 , on peut, via p et q o écrire

2jkf sous la forme

(ry (x,u)) — (ry (xyu), (F(x)yE°£(ryx,u) ), (DI£(x)) , (BIf(r,x,u))

1<3<k"' 1Sj$k)

. .
dans un voisinage de AX , ou

Es(ryx,m) = 270 (081_(ru)-D¥r(x))
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et
. : . R .
Ek Jf(r,x,u): (22*::3!(])1( fo(ru) -z %— Dk J+1f(x).u' +
r J i=o
J j+i : o
r k-i+1 j-i+1
- ingﬁzij E f(x,ryu).u )
En posant
B0, x,u) = DI lp(x) 023t (0= 52w,
on prolonge évidemment 2jkf en une Cr_2k_1-section ;31% de P .

(A4.4) §i X est compacte et Y de dimension finie, ;Y est compacte, gi

l'application
L Y) x JX 3,2y T3M(e) € XY

est de classe Cr-2k"1 pour r z 2k+1. De Elus, pour r > 2k+1 , c'est une sub-

mersion. ®

En particulier,

. — r-2k-1 — —
(1) 13T €c X, 27 5x,1)

est continue.

(ii) p vérifie les hypothéses du théoréme de transversalité (A3.3)

de l'appendice 3 pour toute sous-variété de EEIRX,Y). L]

A titre d'exemple, voici deux applications :

(A4.5) Sous les hypotheses de (A 4.4),

(i) les plongements de X dans Y forment un ouvert de C (X,Y) pour rz1,

dense pour dim Y > 2 dim X ;

(ii) les fonctions de Morse excellentes forment un ouvert dense de Cr(XJR)

pour r > 2.

Démonstration.Point (i). Avec les notations de (A 4.2), soit Z la sous-variété

fermée de ;30(X,Y) constituée
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- de {((x,y), (x',y")) € 2JO(X,Y) iy = y'} pour 1'intérieur ;

- de SX x 0TY pour le bord.

1 . . s : - -
Dire que f € C (X,Y) est un plongement équivaut a affirmer que 2JQf(2X) est

contenu dans le complémentaire de Z , d'ol 1'ouverture par (A 4.4) (i). La
densité provient de (A4.4) (ii) appliqué a C°(X,Y) , s > 1, Z ayant pour
codimension dim Y .

Point (ii). On consideére de méme, avec les notations de (44.3),

la sous-variété fermée Z de gil(x,:m) constituée

- de {(jif,ji,f')e L7, R):f(x)=f'(x') et DI(x)=Df'(x') = 0} pour 1'in-

térieur ;

2Xxim

- de SX x O (o pour le bord (c'est-a-dire la

TR xx ROL(TX, T R)

sous-variété définie par

Df(x) = sz(x)-u = 0 et D:"f(x).u:" = 0).

Dire que f € Cz(X,iR) est une fonction de Morse excellente équivaut
a affirmer que c'est une fonction de Morse et que ;Eif(gi) ne rencontre pas Z ,
d'ou 1'ouverture. Pour la densité (déja prouvée au chapitre 1), on peut appli-

~

quer (A4.4) (ii) a ck(x, R) pour k > 3. ®

La construction de ,J (X,Y) dépend pour k > O du choix des métriques
riemanniennes sur X et Y , mais (comme le montre 1'exemple précédent) les
sous-variétés de 2Jk(X,Y) intéressantes en théorie des singularités ont une

adhérence dans 2Jk(X,Y) qui s'exprime de la meme fagon quel que soit ce choix .
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Nous allons maintenant voir que, pour les (systémes d') équations
différentielles ordinaires, la notion de "probleme bien posé" n'est qu'un
avatar de la transversalité. Cette idée est due, sous une forme assez diffé-

rente de la présentation que nous allons en donner,a M.M. Peixoto.

Nous nous plagons dans un cadre un peu restrictif, afin de ne pas
P P

compliquer 1'exposé d'une idée simple.

(A5.1) Soient E un espace vectoriel euclidien, I = [0,1], et, pour chaque
r €N,

-a" 1'espace de Banach des applications de classe ¢’ de E x I dans E )
bornées ainsi que leurs r premieres dérivées

- Y 1'espace de Banach des applications de classe ¢’ de I dans E .

¥*
Quels que soient r € N° et k € {0y...,r}, on définit une application
o B" x E— Yo+l

par

{ & 05,3 (1) = £(o(£,%)(£),t) pour tout ¢ € I

p{f,x) (o)

(A5.2) L'application p est de classe ¢k 4 pour r > k, sa dérivée est la

solution du probleme de Cauchy
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il

£ o (£, (3,3 (8) = D 1(p(£,%)(£),6). (Dp (£,5) - (£,2)) (£) +

+ g(p(f,x)(t),t) pour tout t € I

®d>

(Dp (£,x) . (£,%)) (o) =

A
quel que soit (t,%) € 85 x E. De plus, pour tout (f,x) € 85 x E , Dp(f,x) est

d'image dense et de noyau facteur direct. En particulier, p est transverse
k+1

a toute sous-variété Z de codimension finie de Y

Preuve. - Les deux premiéres assertions sont faciles. Etant donné (f,x)€8"xE,
le noyau de Dp(f,x) est donc formé des (?,0) tels que ? € 3" vérifie
f(p(f,x)(t),t) = 0 pour tout t € I . Un supplémentaire fermé de ce noyau

est donc Ar Y© , ou Ar : Yr__a,ﬂr est 1'injection définie par ArW(y,t) = @(t).
Prouvons maintenant que Dp(f,x) est d'image dense : étant donné ® € Y' , soit

g 1'élément de Y*°1 aérini par
¥t €1, ' (t) = D1f(p(f,x)(t),t).w(t) + g(t)

Lorsque h € Y' tend vers g dans yo ! , la théorie des équations différen~
tielles linéaires entratne que Dp(f,x) (Arh,@(O)) tend vers @ dans Y . Notre
k+1

assertion résulte donc de ce que 1l'injection canonique de Y" dans Y est

continue €t d'image dense. &

(A5.3) Soit f un élément de B . Considérons le probleme

é(t) = F(P(t),t) pour tout t € I
P(f,Z) {

P cz,

s s sz k . . .
ou Z est une sous-variété de Y , avec codim Z = dim E. Nous dirons que le

probléme P(f,Z) est bien posé en l'une de ses solutions ¥ lorsque

A

0 ¢ Pp(oy %-

A
D'apres (A5.2), cela s'exprime aussi en disant que la seule solution ¥ de

1'équation aux variations
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A A
®(t) = Dy £(9(t),t).2(t) pour tout t € I
A~ A
vérifiant @ € T(p Z est ¥ =0 .
De la derniere assertion de (A5.2) et du théoreme de transversalité

prouvé dans 1'appendice 3 , on déduit aussitot le résultat suivant :

(A5.4) Sous les hypothéses de (45.3), 1'ensemble des f € B tels que P(f,Z)
~..ensemb_e cdes 1 T~ tels que

soit bien posé en chacune de ses solutions est résiduel pour r > k . ®

Ltintérét de ce qui précede pour la théorie de la transversalité est de

montrer qu'une application p qui n'est pas une submersion peut néanmoins étre

transverse a toute sous-variété de codimension finie.
Notre construction permet en outre de ramener en principe 1l'étude de la
bifurcation des solutions d'un probleme aux limites a la théorie des singula-

rités d'applications différentiables.

(A5.5) EXERCICES. 1 - Etant donné Z comme dans (A5.3), expliciter la remarque
précédente : soit f, une famille d'éléments de B° dépendant au sens C' du para-

metre A € R ; décrire les défauts de transversalité génériques de P az.
A

2 - Prouver que tout ce qui précede subsiste lorsqu'on y
remplace les éléments de B° (vus comme des chemins dans 1l'espace des champs
de vecteurs C'-bornés sur E) par des chemins dans 1'espace des automorphismes

infinitésimaux (au choix) du volume standard de E = r" , de la forme symplec—

3
tique standard de E = T R™ ou de la structure de contact standard de
E = Jl(Rn , R) (remarquer que, dans chacun de ces trois cas, 1l'espace %

d'automorphismes infinitésimaux considéré est tel que {§(a) : § € I} = E pour

tout a € E) qui sont en outre dans &

3 - Montrer de méme que tout ce qui précede reste vrai
lorsqu'on remplace les équations du premier ordre par des équations d'ordre
quelconque. En particulier, on peut appliquer notre point de vue aux classi-

ques problemes de Dirichlet, de Neumann, etc. pour les équations du second
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ordre.
4 - Appliquer la méme idée
3%
- aux équations différentielles d'ordre quelconqué gur une variété com-
pacte ;

- aux isotopies infinitésimales d'une variété compacte qui préservent

(au choix) une forme-volume, une structure symplectique ou une structure de

contact.
Références. - M.M. Peixoto. "On a generic theory of end-point boundary value
problems'" . Anais de Academia Brasileira de Ciencias, vol.41 (1969) p. 1.6.

" On end-point boundary value problems" , J. of Diff. Eq. (1982 ), vol.44 ,

273-280.

(%) Une équation différentielle d'ordre k sur une variété M est une sous-variété
k dk
S de J (IR, M). Dire qu'elle est "résolue par rapport a 22w revient a dire que

dt

-1 . . . L. .
la restriction S —3J (IR ,M) de la projection canonique est bijective.
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APPENDICE 6 - COMPLEMENTS D'ANALYSE
(A6.1) Généralisation des résultats de (4.2.2).
On se donne une variété riemannienne M , dont on suppose qu'elle est le pro-

duit d'une variété riemannienne compacte Mo et d'un espace euclidien V . On
désigne par E un espace vectoriel -euclidien, par F un sous-espace vec-

toriel de E , et 1'on pose
Q=MxE , W=MxFcQ et »=Mx{0}cwWw

On appelle d la distance géodésique sur Q pour la métrique riemannienne

produit G , et, pour chaque r > O , on note
Br = {(p,x) €Q: Ix]l «<r? = {y €Q: aly,n) < rl et Wr =Wn Br

Les Br engendrent un filtre X sur Q , et les Wr engendrent un filtre mesur

W .

On désigne par x_ la projection orthogonale de x € Q sur F , d' ou
en particulier lx_l = d(x,5) pour x € W . Etant donnés un réel r > 0 , un
réel B , une partie U de Q contenant Wr et deux applications f et g de U
dans Q , nous poserons

B = max{0,p}

{ d?,B(f’g) = sup“x_l_B a( f(x),g(x)):x € Wr\\ I} < w
De meéme, si X est une application de U dans un espace normé(*) s

(%) Nous aurons plus généralement a considérer le cas ou X est une section
p g
d'un fibré vectoriel n de base U muni d'une structure de Finsler, ce qui si-
s s . . -1 P
gnifie la chose suivante : chaque fibre n "(a) est équipée d'une norme, et

celle-ci "dépend continiment de a" en ce sens que, pour toute section locale

continue Y de m , l'application x P_7IY(X)I est continue.
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-B .
'XIF,B = sup {fx_l Ix(x) : x ¢ WA 21 < .

et, étant donnée H : V_5Q , avec Br -V C Q , nous désignerons par Lier

la constante de Lipschitz de H]B
r

On se donne un germe { : [W%R;—g Jm(Q,Q) d'application, de la

forme { = [(jmf)fw] ,ou f est un difféomorphisme €” d'un ouvert U de Q sur

ke
un ouvert U' de Q , possédant les propriétés suivantes
(i) UNW et U N W appartient a Q|
(ii) F(UN W) =U' NnW
(1) (iii) I1 existe un difféomorphisme © de MO , un automorphisme B de
VXE et un borné K gde U tels que

Ve €M, Vv EV XE, si (g,v) € UNK , alors f(g,v) = (9(g),Bv).

(iv) 3 c€ Jo,1if : ¥ x€eunw, dix,5) < cd(f(x),5).

\

On pose
A = f_1'w s A (x) = A(x)_ pour x € U' n W,
c, = lim [A-]r,] s, R = 1-c0 .
r—o

(2)
K = sup {pf(x)| : x € 1},

L = sup {lD(f_1)(x)l :x €z} .
D'apres (1)(iv), on a

<1

A
(e}

(3) 0<e¢

et, d'aprés (1) (iii), en notant vA : L —>L(F,F) la dérivée de A4 normale-
ment a £ (¢'est-a-cdive la vestriction a ¥ de la dérivée de 4  par rapport au
second facteur de W = ¥ x F) ,

sup{va_(x)l :x € ¢}

TN
¢}

=}
Il

(4) K = 1im [Dfl
o r,0
Ir—0
L = tim [D(s™ ]
[¢] r,0
r—o
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Pour chaque k € N, posons

LogKo+k LogL0
= —_— >
s(k) k + 1 +[ Tog < ] pour Log K+ k Log Lo 0
(5) [(Log KO)/—Log LOJ + 1 sinon,
t(k) = max {k,s(k)} ,

on [.] : R__37Z désigne la partie entiere, et

(6) s(@) = lim s(k) , t(=) = = .
Ko
Il est clair que o R, Ko , LO , s et t sont bien défiunis par [ , inde-

pendamment du choix de f .

Si 1'on note iﬁ(Q) le groupe des germes de Ck—difféomorphismes
o
[Q]w é) , le résultat suivant contient les théorémes 1 et(pour 1'essentiel)

3 de (4.2.2)

s *
THEOREME 1. - Soit ¥ wun élément de -Bf((k)(Q) , Kk € N° U {»} , admettant un

représentant g tel que

s(k)  .s(k) £
JZ g = JZ b}
(i)
g = f en dehors d'un borné.

I1 existe alors un réel ry > 0 et une section holonome H de la projection-

source Jk(Q,Q)__a Q au-dessus de W tels que, pour tout r S ]O,rOJ , la
o
. -k n -n . . T . ,
suite (Jwr(g o f ))nEW soit bien définie, converge uniformément vers le

et ne dépende que de j; (f_]) et de Elg -
r

r
Le germe T = [H]qﬂrne dépend donc que de { et de ¥ , et non du

choix de f et de g ; en outre, il existe h € iﬁ(Q) tel que M = (jkh)lw ,
?

et 1'on a

‘s .k k.
(ii) th = iy 1dQ 5

k, 3¢ k
(ii) Gop ey, = LG58 ]
iii) (3 lw h] Iw

W’
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(Ces deux conditions ne dépendent que de { , Y et 7 , et non du choix de f

et h , introduits par commodité d'écriture).

Démonstration. C'est celle de (4.2.2), Théoreme 1, a quelques détails pres

étant donné un représentant g de ¥ , de classe Ct(k) , voici d'abord ce

qui ne change pas par rapport a (4.2.2)

- Les notations ¢, K, L définies par (7).

r

- Le lemme 1

- La définition de Y° et de ¢
r,a o

Le lemme 3.

Passons a ce qui change (ou plutot a ce qu'on doit spécifier en
passant du tore plat a une variété riemannienne plus générale)

pour chaque entier j > 0 , soit

)

$S.T7Q ®.TQ (resp. qj - 13(rq,m))
J Q s

le fibré vectoriel de base Q (resp-QxQ) dont la fibre au-dessus de chaque

x € Q (resp.(x,y) € Q@ x Q) est
2 -t a,r Q) (resp.%j - 1(ra,r Q) ,
x s X x X,y s X y

muni de la norme induite par la métrique de Q . D'aprés 1'appendice 2 ,

la dite métrique induit un isomorphisgme de QXQ-fibrés entre Jk(Q,Q) et

k .

_ ) J

'Ak T Dax 3
j=1

pour chague entier k = 0O

Nos hypotheses sur Q et W impliquent les deux faits suivants

SCOLIE 1. -(i) Il existe & > O tel que, pour chaque x € Q@ , la boule

{y € @ : d(x,y) < €} soit strictement géodésiquement convexe.

(ii) La sous-variété W de Q est totalement géodésique. =
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PROPOSITION 1.- Si U_ = {(x,y) € @ xQ : d(x,y) < €} , on définit pour chaque

entier k > 0 un isomorphisme

@k : XHUE——) (£kXQ),US

de Us—fibrés vectoriels par

1 k 1 k
Vix,y) €U, va = (al,...,49) ¢ j(x’y@...@'(}x,y - (}k)x,y ,

@kA = (@1A1,..., ek ,

i @l Al j
ou AY = P o A
— ® ¥.X ’
Py < Ty Q- TxQ désignant 1'isométrie obtenue par transport parallele le
1
long de l'unique géodésique minimale joignant y é_ X . ®

2*
COROLLAIRE 1.- Etant donnés r > 0 et k € N , soient H : Wr — jk une section

de la projection-source pk:%k_} Q au-dessus de Wr , t Ho : Wr—) 30 = QxQ

la section de pr Q x Q qui s'en déduit par projection. Si l'on a

1

H (W) cu_,

on peut identifier H a la section @k oH de la composée *'Ek X Q—>Q des

projections canoniques £ x Q — £k et Ik——)Q - En _d'autres termes, la

k
donnée de H équivaut a celle de (HO,--.,Hk) , ou
o
BY = pryoH = pr, o @koH.Q———)Q,
et ou
1 k _ 1 k
(H',...,H) = proo @koH PR g = 2y 2

est une section de la projection canonique £k.—)Q . n

Sous les hypotheses du corollaire 1, étant donnée une autre section
F  de Pi au-dessus de Wr , vérifiant

FA(W )cuU ,
o r £

on peut définir pour chaque réel a
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k _ o 0o 0 J_pd . .
dr,a(H,F) = max{dr’a(H ,FO), max{|H)-F !r’a_j : 1< j<k}}.

SCOLIE 2.- Pour tout réel a > 0 , si 1'on ar < p(a), ou
pla) = (s/R)l/Oc s

et si la section H de Py au-dessus de Wr vérifie

H® € y° ,
r,a

on a H(W)cU_ .=
-_— o r €

Cette remarque permet de définir,comme dans (4.2.2) our
0<r < pla) ,

k [} [} o k k

Y = € : € i i .

o {H er(pk) H Yr,a et dr,a(H’J 1dQ) <o}
Le lemme 2 de (4.2.2) est alors évidemment satisfait. I1 en va de méme - mais
de maniere moins évidente - du lemme 4 (toujours pour r < p(a)) ; ici encore,
nous nous bornerons a signaler ce qui change par rapport a (4.2.2) : pour

chaque j € W“-, on désigne par Zg o 1'espace de Banach
b

J ¢ ¢® (pdy . J
{n’ € cl (g7 : lu !r,a_j < w} o,
r
muni de la norme |.! . , et, comme dans (4.2.2), on identifie y! a
r,o~j T,
Y xZ,o0Y = yi-1 et Z = 2! . Du fait que les "dérivées'" introduites
r,o r,a

dans 1'appendice 2 vérifient la formule de Faa-di Bruno, la démonstration

est alors la méme que dans (4.2.2), aux différences suivantes prés

- L'application linéaire Z_37Z associée a 1'application affine Yy

2 3 3 (H,2) est cette fois-ci

&,
2 s (X > De(HO(AGD)) Py () w0 ) c2(A(x)) . (e Hixoy Y

P
2%(H%) (%) ,x
Le transport parallele étant isométrique, on en déduit la méme majoration que

précédemment pour Lip(vH)
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- Dans la définition des applications B et C du lemme 5 , il faut de méme

remplacer ng(Ho(A(x)) par
. ® .
P DIeg(H®(A(x))) . (P ) J
2% (H?) (x),x A(x),H%(A(x))

Je laisse le lecteur s'assurer que, grace a 1'hypothese (i) du théoreme et

a (1)(iii), le lemme 5 reste vrai. ®

(A6. 2) Preuve directe du théoreme 2 de (4.2.3).

Les hypotheses et les notations sont celles de (4.2.3), théoréeme 2 (ii).
Nous allons expliquer rapidement comment éviter la procédure d'extension
employée dans sa preuve, et donc se dispenser de 1'hypothese supplémentaire

nécessaire a cette extension. Pour simplifier 1'exposé, nous supposerons que

k=o . Nous ferons également 1'hypothese (non restrictive : cf. (4.2.3)) que

h ~est le germe de l'identité.

Soient UDSZ un ouvert de Q et f : U—>Q un représentant de ¢ ,
g : U—> Q un représentant de y et H : USW —> Q un représentant de

h . Nous supposerons (ce qui revient a restreindre éventuellement U ) que

f et g sont des plongements. Pour chaque réel r >0

{ xeQ ¢ max {Ix LIx_]3 gr}

{ B :
+
W =W ﬂ BI‘ .

Si r est assez petit, nous noterons

, nous poserons

S+

D =B ~f(B) ,
r r r

et définirons C: , c; , C; et c; comme les constantes optimales telles que,
pour tout Xxg¢ Br , on ait
ct cr
] < i ] e x|
(1)
c” (o3
e P]x_] < 1fx) | < e x| .
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De méme, nous poserons

max { Log Lip(flW ), Log Lip(g!W ) )
r r

—

|aal =
]

Hi 1}

max { Log Lip(f-llw ) , Log Lip(g_llw )},
r r

Soient c¢', ¢*, ¢7, €7, K, L les constantes - dépendant seulement de j;(p -

définies par

. a(fil)
¢* = - max { Log la——x—_—(X)I : xeg }
=
. a(fz(tl))
C” = max { Log IST- ()] : xex }
K = max { Log Ipr(x)| xex } , L = max{ Log ]D(f_l)(x)]:xe)j},

ou f+(x) f(x)+ . On a par hypothese

(2) K»C"sc¢c >0<c <C%L
et
b bt t t
(3) lim c¢_ = ¢ , lim C_ = ¢C et lim L =1L , lim K, =K .
r r r r
r— 0 r-—>0 r— 0 r—»0

Si r est assez petit, on définit donc une application mo Br\ W —> IN

et une application y : BP\W——+ D par

-m.{x) (

(4) yr(x) = f x)eD

et l'on a, d'apres (1),

Log(r/lx D) Log(r/lx I)
_—T_L_ -1 < mr(x) < —————+—+——
C c
(5) r r
-, o+ - -+
b LU, I/ oy 6o | < e®rlx_|(x, 1/0)er/%r

Du fait que, pour r assez petit, on a

(6) (i) §o, o f Jos o B
wl"le" wI‘UwI‘
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(ii) 35+ - H = o, .. id
Wisw WisW Q

(6)
(iii) H(£(x)) = g(H(x)) , xeBr\W_

nous déduirons le résultat cherché

THEOREME. - Pour tout r>0 assez petit et tout entier k-0 , le jet ji H

tend vers jl;id quand xe BP\W_ tend vers ye W; , et ce uniformément par

rapport a x et y .

I-Preuve du théoréme si k=0

Soient R>r >0 deux réels assez petits pour que’ m soit définie et que

HlBr=goH¢f-1|Br , et vérifiant H(Br)cBRCU (inclusion "a priori" justi-

fiable par les calculs ci-dessous). Etant donné x dans Br\w ,

posons
m:mr(x)
uj-f_j(x)eB\W_ O<jem
= r 3 <J< .
On a
d(i(ud),ud) = atgm(ud™t)) , eud*ly ¢
 algl (I g™+ oatgudt!, eudtt))
< R (I udty b ate (et r(udthy)
pour O< j<m-1 , d'ou
m m m m-1 1 K j+ 1 j+1
7) A(H(x),x) < ™R a(H™,u™ + p oI5 R agud®h, e(ud*l)) .
j:o
Pour chaque réel a>0 , soit Kr o U0 réel vérifiant
b
o4
d(H(u),u) <« Kr,a ]u_] , ue Dr .
Si

plu) = min{ |u+l s ]U_] }, uweQ,

il existe pour tout B >0 wun réel Kr“ tel que 1'on ait
b4

B
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a(g(u), £(w) < KL o p(wbf , ue B_

Or (d'apres (1)-(3) e¢t puisque r est petit), la suite (]ui]) (resp.
(]u‘-_]l) ) est strictement croissante (resp. décroissante). Donc, de trois

choses 1'une

(a) Pour ]x+] >Ix_] , on a max p(uj) =]x_l , et (7) entraine donc
]
K mK K
(8,) da(H(x),x) < e™R Ky g [+ (™R KL Ix, 1B/ R 1)
(b) Pour ]uT]> ]uTl , on a max p(uj) =luT' , d'on
J
(8,) atu(x),x) <[e™R K+ (e"rR-nK /(FR-1) ) W™ .
b r,a r,a -

(c) Dans le cas restant, il existe un (unique) ke {1,...,m} vérifiant

]uf_llg 'uE-ll et luE] >}u§] , d'ou, d'apres (1),
Log(x_|/1x 1) Log(|x_|/lx )
Y < k < —_——— ¢ 1

C +C c +c_
r r r r

max p(ud) < (1] o eor 0y |

J

. - + -
et donc, si Ar"cr/(cr+ Cr) .

max p(uj) < e°F ]X+|1r lx_llwlr ,
J

d'oun
(BC) d(H(x),x) < emKR Kr,a [uT’a + (emKR- 1)!(1",‘3 eﬂcr rﬁ(l—lr) ]x+]smr/
J(SR_1) |
Comme u" = yr(x) et m= mr(x) , on déduit de (3),(5) et (Ba)—(Bc) le lemme

suivant, qui précise le théoréme si k=0

LEMME O. - Pour tout réel r >0 assez petit et tout «>0 , la fonction

X — d(H(x),x)/lx+]a est bornée sur BNWS .o
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II - Preuve du théoréme pour k>0

Etant donnés x,ye Q assez proches, notons Px v : TyQ _)TXQ 1'isométrie
b

obtenue par transport parallele le long de 1'unique géodésique minimale joi-

gnant y a x ,et I =P

- L - N . , L el s
x X, x ldTXQ orsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur y

3

on note Px au lieu de Px . Nous allons établir par récurrence sur k le
s

résultat suivant, ce qui impliquera le théoreme

LEMME k. - Pour tout réel r >0 assez petit et tout a>0 , la fonction

k k, a . -
X p—> ]PXD H(x) - D 1dQ(x)|/!x+! est bornée sur B AW .

Preuve du lemme 1. Avec les hypotheses et les notations de I-, on a, pour

O<j<m,
P DH(uj>-Iujl = [puj D(goHof_l)(uj)—D(fof_l)(uj)l =
= | Puijg(H(uj+1))°DH(uj+1)-Df(uj+1))D(f-1)(uj)]
< ( ]Puj Dg(H(uj+1)) PH(uj+1)(puj+1 DH(uj+1) - Iuj+1)] ¥
+ ]puj De(H(ud* L)) pH(uj*l),uj*i - Pj pe(ud*ly] .
2 1P Dg(uj”>-nf(uj*1>l) Inte~h )] .
Or, on a
]Puj Dg(H(uj+l)) PH(uj"l),uj*ll = ,Dg(H(uj+1))’ < eKI‘
Ipie™) (uhy] < el
et (puisque r et R sont petits) il existe des constantes kr,R et, pour
tout B>0 | K;,B telles qu'on ait
Ipf(u) bg(v) Pv,u—pf(u)Dg(u)] = kr,R dlu,v) , ue B, ve Bp
]Pf(u)Dg(u)—Df(u)l < K‘I",B p(u)B , ueg Br s
d'ou

)

N N Kp ety jely e

]PuJDH(u) IquS "R |p 5 PG Iuj+1]+krde(H(u ),u
j+1

+ K;,B P(UJ+ )B)eLr .

u
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On déduit donc de I- que, pour tout >0 , il existe une constante Cr

’

telle que, pour Xg¢ Br\W_ et O<j<m , on ait
P j DH(u') -1 i] < KR EPr |p puuwd*tyo1 . lac Ix 1%,
u ud u +1 ui+l r,o +
d'ou
K
]P DH(x) - I I < em( R+LI‘)(IP DH(um)-I ] + C! ]x ]a) y
X X um um r,R,a +
ou C' est une constante. On obtient donc le lemme 1 en remarquant que,

r,R,e

pour tout P >0 , la fonction u — ]PUDH(u)-Iu]/]u_lB est bornée sur Dr .

Idée de la preuve du lemme k pour k>1 . Supposant le lemme i prouvé pour

Oc¢i<k , la formule de Faa-di Bruno implique, pour O« j<m ,
P0G - Dfidg D] = oM = [0 (geme e (D] <
u
< Ipg@rud™ty)y. pRuud* ) p(e™t) (ud)BK] .
. + B.(x)
< eKR+kLr IDkH(uJ+1)] + Bj(x) s J

ol tous les Bj(x)/] x+|ﬁ , 0c j<m, sont majorés par une mlme constante sur
- . k .
Br\w pour tout B >0 . Du fait que ujp—p ]D H(u)l/]u IB est bornée sur

Dr pour tout B >0 , on conclut comme dans la preuve du lemme 1 . u

EXERCICE. = Détailler la fin de la démonstration précédente, et préciser les

différentiabilités et les contacts requis pour que H se prolonge en une
k L. . sz

application C lorsqu'elle n'a qu'un contact d'ordre fini avec 1'identité

en WIN\W™ .,

(A6.3) Preuve d'une généralisation du théoreme 2 de (4.2.4) ; conséquences.

Les hypothéses et les notations sont celles de (A6.2) ; nous allons

indiquer rapidement comment prouver le
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THEOREME. - Pour tout nombre complexe A#£0 , il existe une application

m:INy {«} & telle que m! () ={w} et que, pour tout keNy{w} , la propri-

été suivante soit veérifiée : quel que soit le germe o [Q]Z—-; C de fonc-

m(k)

tion C satisfaisant

.m(k) .
0=(Jm( (“o""’"“w)]www— ,

tout germe ¢ : [Q\W—]Z-———p € de fonction Cm(k) vérifiant

{ Aa = avLP]Q\w_.

0 =(jm(k)(a - ao)) LW+

se prolonge en un unique germe ¢ : [Q]Z—+ C¢ de fonction continue, qui est

de classe Ck et satisfait

&ql{) = Aa
{ 0 =(jk(éz - ao)) -

Démonstration. Comme elle est tout a fait semblable (en plus simple) a celle
de (A6.2), nous nous contenterons de quelques indications, en nous bornant au
cas ou k=zo

Soient a et ao des représentants de o et a, respectivement.
Etant donnés r >0 assez petit et xeg BP\W_ , on a, avec les notations de

(A6.2) I-, pour O< j<m ,

n

Ha-a )] = [aa@d™) —a (")

A

]—A"I(a-ao)(uj+1)' + l(lao-aovf)(uj+1), .

La fonction u p—% ’(lao-aouf)(u)]/p(u)ﬁ est bornée sur B, pour tout

>0 . Pour tout 8>0 , il existe donc une constante Cr 5 telle qu'on ait
s

} ] 6 .

}(lao-doof)(u )l 3Cr'6 ]X*I , Ll<jgm ,

d'ou
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la-apGol < A" [Ga=a M) « Gefaleslal™he G lx 1° .

Comme la fonction us—p |(a- ao)(u)!/]u_lB est bornée sur Dr\W+ pour

tout B >0 , on en déduit le

LEMME O. - Quels que soient r >0 assez petit et B >0 , la fonction

X p—> | (a = ao)(x)]/liB est bornée sur BAWT .o

Comme dans (A6.2), on démontre alors le théoréme en prouvant par

récurrence sur l'entier k>0 le

LEMME k. - Quels que soient r >0 assez petit et B>0

, la fonction

X p—> le(a— ao)(x)l/lx+'B est bornée sur Br\w-

Je laisse le lecteur s'en assurer.wu

COROLLAIRE. - Soient ¢ 1'algebre complexe des germes [jS ——> € de fonc-

*

tions C° , et ¢ 1'automorphisme a 3 aeo¢ de ¢ . Tout nombre complexe

*
A#£0 est valeur propre de ¢ , et le sous-espace propre associé est de

dimension infinie.

Démonstration. Etant donné un nombre complexe A£O0 , nous allons voir que

N 3* .z . .
1'espace El des vecteurs propres a de g associés a A et tels que

0 = (jm&)]w+uw_

est de dimension infinie. D'apres le théoreme (avec a, =0 ), il suffit de
construire les germes o : [Q\W—]Z-——+ € de fonctions C* avec 0= (jma)lw+ et
la::aeqiq\w~ . Pour tout représentant a d'un tel a et tout r >0 assez

petit, a]Br\W' est determine par a D, et la relation RAa= aoler\w_

p_» remarquons que, si aODrz Drﬁ {|x+]= r} et

Pour construire a!
r

alDr=13rﬂ f(aoDr) , les seules conditions requises sont les suivantes
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(i) 0=jcm + a
{ D_nW

(i) §° a = 2 (7 a)oj®
alDr 3,0 31D

o r r

Il suffit donc de prendre pour i p 2 le jet en aoDr de n'importe quelle

o'r
fonction Q — € plate en W' , de définir j° _a par (ii) et j% . a
alDr Drnw
par (i), et d'obtenir a),  en remarquant {(1.3), théoreme 2) que la section
r

s de la projection-source J%(Q,E) ——>Q au-dessus de A =(Drmw+)UBODrUB1Dr

ainsi définie est holonome, puis (exercice, d'ailleurs clairement inutile)

en étendant a ﬁ: un germe de fonction ayant s pour jet en A . Comme les
.0 s . - . . . .

[JaoDra] aoDrnW* forment un espace vectoriel de dimension infinie, il en va

a fortiori de mé&me des ea¢g E1 . on

EXERCICE (autre démonstration du théoreme de linéarisation de Sternberg). -

Etant donné @E:JZ(‘RH), formellement linéarisable et de partie linéaire

¢1 =D¢(O) semi-simple et hyperbolique, se ramener d'abord (comme toujours)
1y . 1 . . . s s

au cas on Flyg-97) ]W*UW' = 0 , puis (dans le domaine de Siegel) utiliser

la m&me méthode que dans la preuve du corollaire pour établir le fait suivant :

i

. . 1 n n . ;o
il existe des germes Xx ,...,x [ R ]0-——+ € de fonctions C® vérifiant
1 L i . N
{x ,...,xn]z {x ,...,xn} et ¢ xlzzlixl , l<icen , ou les xi sont les

valeurs propres (du complexifié) de @1 , et tels qu'en outre les Dx {0)

forment une base de 1l'espace vectoriel complexe L(]Rn,G ) (le corollaire

montre donc combien la linéarisation est loin d'&tre unique).

(A6.4) Une version (semi-) locale du théoreme (6.2.1).

Nous allons commencer par énoncer et prouver ce résultat, dont nous
montrerons ensuite qu'il implique le théoreéme {6.2.1). Nous terminerons par
quelques commentaires sur ses applications aux germes d'actions de groupes

élémentaires.
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On se donne une variété N |, un compact Bc~N , un ensemble fini /A #@

de sous-variétés compactes Mc~B de N , et un germe v : [N]Bp de C*~difféo-
morphisme possédant les propriétés suivantes

(i) Pour tout Megp , on a v(M)=M , et il existe deux espaces eucli-

. + + - - . © . . .
diens EM:E et EM=E et un germe n' [N]M [ [Q]E de C -difféomorphis-

me, ou Q=MxE"'xE” et 2=MX{O}X{O}CQ , tels que (P:GM%[VJM vérifie

les hypotheses de (4.2.3), théoreme 2 (ii).

(ii) Pour chaque Meq , il existe deux germes Z; et 2;1 en B de
parties de N possédant la propriété suivante : gquels que soient 1'ouvert

U-B de N et le plongement $:U—>N représentant v , il existe un
voisinage ouvert de, B dans U tel que, pour tout voisinage ouvert W de

B dans V et tout Mgy , la variété stable (resp. instable) de $ en M

W
. + -
ait germe ZM (resp. ZM ).
{(iii) Il existe une fonction f:qm — R telle que, si Bl< ...<Bm

désignent les valeurs de f et si 1l'on note

/7;];: U ZL et %:— U Z;d , l<eci<cm

f(M)sBi Bigf(M)
Al N,
]me-rl =ﬂ]’0 =9,
AR Ao 1< 1 /\+\Z+ A—\Z— (M) 1<i
les %i’ %i’ <i<m et les Dﬁ M %i w avec f(M)=p. ., <igm ,

soient des germes d'ensembles fermés, vérifiant

;}}n@; :Uf’l(ﬁi) , lgisnm

(9)

AR :
”{i”@mt =9 » Osi<m.
On pose
%:U (Z;Uz;) et %i,k :%U%—( , O<i<kcm .
Mep
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THEOREME. - Sous les hypotheses précédentes, quels que soient les entiers i

*
et k avec Ogi<kgm+l , il existe une application u, k:N U {m}@ avec
s —

- . s . *
uilk(m) =» , possédant la propriété suivante : pour chaque qelN {m} s
’

ui k(a) ) o
chaque germe | : [N]B@ de C - difféomorphisme vérifiant
i ) uj ) uj ) R
jun;’k(q no= jﬁl’k(q v et chaque germe ho: [N]B o de C 1,k((1 -difféomorw
phisme tel que
ui k(q) ui k(q)
j i, k\q (h%\)) = i,klq v

(10) Ty ° €3

+ + - -
ho(ZM) =ZM et hO(ZM)-ZM , Mem ,

A
la propriété suivante est vérifiée : tout germe h: [N]B\)%i K N d'appli-
2

ui,klq)

cation C satisfaisant

ui,k(q) ui k(q)
J h = J A h
B~ éi,k BBy ©

o = c I
fkeh h v][N]B\]bi,k

(11)

se prolonge en un unique germe h: [N]B o d'application continue, qui est en

fait un germe de cl. difféomorphisme vérifiant

{ j)ZF: j;ho
v

H*p:

Démonstration. Par récurrence '"descendante" sur ke-i : si k-i =m+1 , on
a . =% , et il n'y a rien a prouver - l'application u peut &étre
i,k o,m+1

choisie égale a 1'identité.
Etant donné un entier p avec O«<p<m+l , supposons donc construites

les applications u, _ du théoreme pour k-i=p+l .
b

Soient i et k deux entiers vérifiant O<i<k<m+l et k-i=p .

Ona i>0 ou k<m+tl . Supposons donc par exemple k<m+l (l'autre cas se

traite exactement de m2me, en rempla?ant v par v ). Soit

u,_ = max{ Uy f(M):ﬁk} , o u, désigne Y'application u associée a

k M
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9 = ﬁMséEV]M par le théoreme 2 (ii) de (4.2.3). Par le méme argument que

dans la preuve du théoréme (6.2.1), nous allons voir que ui,k = uk°ui,k+1

.o PR . . *
verifie les conditions de notre théoreme : étant donnés qelN U{m} et p , hO

et h vérifiant (10) et (11) pour ce choix de u, K’ considérons pour chaque
-1

k
R A -
Me f (Bk) le germe [h}, ; d'aprés (9), on a [éh WIm=02yly et, avec les
, )

notations de (i), =, ([Zy],) =[Mx {O}><E']2 . Il résulte donc de (4.2.3), thé-

. . - ) ui k+1(q)
oreme 2 (ii) que LhJM se prolonge en un unique germe [N]M;) de C -

difféomorphisme, ayant un contact d'ordre ui,k+1(q) avec h_ en [Z&JM .

Par définition de Z; et d'apres (10)=(11), h se prolonge donc en un unique

ui k+1€q)

A
germe [N]pN\ (é%,‘(\ ZM) -~ N d‘'application C (ce qui a un sens car

A -
3& W ZM est un germe de fermé), ayant un contact d'ordre u (q) avec
b

i,k+1

- . N -1
ho en ZM . En appliquant le méme traitement a tous les Me f (Bk) , on

A
voit donc que h se prolonge en un unique germe h': [NJB\ Gﬁ kel = N
’

d'application Cui,k+1(q) tel que (10)-(11) soient vérifiés lorsqu'on y

remplace (k,h) par (k+«1,h') . D'aprés 1'hypothése de récurrence, cela

achéve la démonstration. m

EXERCICE. -~ Expliciter la phrase "Par définition de Z; et d'apres (10)-(11),

"

h se prolonge..." dans la démonstration précédente.

Pourquoi le résultat précédent implique le théoréme (6.2.1).

Sous les hypothéses et avec les notations de celui-ci, il est clair que

s- U nU v - N s <fy}>‘1<[yl,ymj>>

153 Jag qe 72

est compact. Pour prolonger H a N toute entiere, il suffit évidemment de
: . s PP + -

prolonger [H]B a [N]B , puis d'utiliser la définition des YI , YI et

la relation yeH= Hag

Pour déduire le théoreme (6.2.1) du résultat "local" que nous venons de

rouver, il n'y a donc qu'a remarquer que les hypotheses de celui-ci sont
p Yy yp
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+ £
vérifiées par v=[%], en prenant q = {M Ieg} et Zy = [(Y{lg » Ie5
I

I

c'est évidemment le cas de l'hypothése (i) ; pour (ii) et (iii), il suffit d'a-

jouter a la proposition (6.2.1) les faits suivants : les
- 1
U = m @k( (f,,) l([y —— +-1_]) ), neN , constituent une base
n I'}« L n¥1 m o+l
-ngk<n

du filtre des voisinages de B dans /Lj, et, pour chaque negIN et chaque

+ + -1 - -
ITeyg , on a @(UnﬂYI)CUnﬂYI et 9§ (UnﬂYI)CUnﬂYI ..

Pourquoi cet énoncé '"germique" intervient trés naturellement dans le chapitre

trois et (8,4), et a quoi il peut servir dans ce contexte,

Commen?ons par une remarque importante :

PROPOSITION. ~ Avec les notations de (5.2), ,U"ch = U W; N U W; K

J Ieg ' Jesg,

c c
Preuve. Comme /O'J.QQC est compact et invariant par le flot (@z) , le théo-
reme 2 de (5.2) entratne 1l'inclusion du membre de gauche dans celui de droite.
Inversement, étant donnés I,J¢ J. » de deux choses l'une : si I1=J , ona
. + - " : S .
bien wc,Iﬂwc,I = Z‘c,I - /U,j ((5.2), proposition 6) ; pour I£J , on a
+ - , N + -
V - . 1) i

WC’IQWC’J - EI;ﬂJo ((5.2), théoréme 1) ; or, pour tout ie IOnJ0 , on a par
définition <ci,u-g1>50 s <CL,u-g > et donc <ci,gJ‘gI>g0 . Comme

g,~g, e H. {0}, il résulte bien de (4.4.1), Proposition 1 que est
J 1 i P q

E13nas

contenu dans une v.f.i. de (Sj ..

L'application typique du théoreme (6.2.1) est la proposition L de
(6.2.2) ; sous les hypotheses de celle-ci, la proposition que nous venons de
prouver implique que le compact B n'est autre que (/U'anc)y (Hj/f) ; il
est donc clair que, dans toute la section (6.2.2), on peut remplacer {par
"germification" le long des divers /\jj } le théoréme (6.2.1) par le résultat
"local" ci-dessus.

Bien plus, celui-ci permet en fait d'obtenir le théoréme de la section
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6- en évitant complétement la procédure d'extension (6.1.2). Lorsqu'il s'agit

comme dans 6- de linéarisations, la preuve donnée dans le chapitre 3 est
probablement plus simple ; il n'en va sans doute plus de m2me du théoreme plus
général suivant (démontré dans ma theése par la méthode de la section 6-, et
qui sera publié ultérieurement), pour lequel 1'analogue de {6.1.2) est un peu

délicat

THEOREME. - Soient G un groupe élémentaire et p , p' deux germes faiblement

hyperboliques d'actions c” de G sur des variétés de dimension finie.

et p' sont formellement isomorphes, ils sont Cm—isomorphes.

(A6-5) Version infinitésimale du théoreme (A6-1).

Les notations M, MO , vV, E, F, Q, W, », d, G, Br s Wr » ¥ swh, x ont la

meéme signification que dans (A6-1) 3 pour chaque vecteur v tangent en x a Q ,

on désigne par v la projection orthogonale de v sur T F =F , c'est-a-dire
- X
. . . k
1'image de v par la différentielle en x de y ) y_ . On notera J (TQ) l'espace
des jets d'ordre k de champs de vecteurs sur Q , et (.l.) le produit scalaire

riemannien dans chaque espace tangent a Q

On se donne un germe f : [W%J——éJm(TQ) d'application, de la forme
B = r(ij)lW]MI . ol X est un champ de vecteurs Coo sur un ouvert U de Q , pos-
sédant les propriétés suivantes

yd
(i} UN W appartient a 1£T.

(ii) Pour tout x dans U N W , X(x) appartient a wa

(125 { (iii) Il existe un bormné K de U et un endomorphisme b de VXE tels que,
si T&MO- et VE VX E  vérifient (T,v)EUNK , alors X{(7,v).= (0,bv)
(iv) I1 existe A>0 tel que, pour tout x dans U [} W , on ait
. 2 . 2
L (X(x)_lx_) > )lx_’ , ou ]x_] = (x |x)
On pose
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lim inf {(X(x)_lx_)/]x_,2 : xC UNW et O<<]x_] <r } =
r—- O

= inf {(DX(x)yly)/]y]2 1 x€y et yEFN{0O}] )1 22A>0
(13)

2 - .
W= sup (600 (y,0)/]y]T s x€x et yeET AN} 1 =N >0

. 2
u = inf {LXG(x)(y,y)/ly] 1 x€y et y &TXQ ~{o} 1},
+ 3
ol L. est la dérivée de Lie ((12(iii) entraine pu > )o)et, pour k€N ,

s(k) {l<+1 + r(u+— kp—)/lo] pour p+>l(p_

(14) [p+/u_ J+ 1 sinon

t(k) = max {k,s{k)} ,
ou [.] désigne la partie entiére, et

(15) s(®) = 1lim s(k) et t(=®) = o
Ko

k k k
Si 1'on note d (resp. D ) 1l'espace des germes suivant § de C -champs de

k ... . < s
vecteurs (resp. le groupe des germes [QJ8 & de C -difféomorphismes), voici la ver-

sion infinitésimale annoncée de (A6-1), théoréme 1 :

- ~ P t{k %
THEOREME. - Soit ¢ un élément de d ()

, kEN"yf{e} , admettant un représentant

Y tel que
js(k)(y-x) -0 et
(i) { 2

Y = X en dehors d'un borné.

Si (rh et (dt) désignent respectivement les flots de X et de Y , il existe

alors un réel ro >0 et une section holonome H de la projection-source

K -
J {(Q,Q) - Q au-dessus de wr tels que, pour tout r E]O,rOJ , la famille
o

K T -7 . . PR . .
( Iy (g v ) )T>O soit bien définie, converge uniformément vers H W quand
r >

. k
T tend vers 1'infini, et ne dépende que de Jw X et de Y
r r

Le germe 1 = [H] ne dépend donc que de f et de ¢ , et non du choix de

W

k k
X et Y . En outre, il existe hE€D tel que 1 - (j h)!V , et 1'on a
= e que g v S ona
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k Kk
.. N
(ii) 3. Jg. idg

(i) 3° (h%c—[X]S) FEEE

(Ces deux conditions ne font intervenir que B , 6 et 1T : on n'y a introduit X

et h que par commodité d'écriture).

Idée de la démonstration. Remarquons d'abord que, d'apres (12)(iv), on a forcément

X{(x) =0 pour tout x€y , ce qui prouve que X est tangent a 3 en chacun de ses
points, en vertu de (12)(ii). Par (3.1.3) Corollaire 2 et (12)(iii), il en

- T . ’ . \
résulte que, pour chaque x €3 , f (x) est bien défini et appartient a 3 quel
que soit le réel T . Par conséquent, (12)(iii) et 1'hypothése (i) du théoréme

- T
impliquent 1l'existence d'un ouvert U'&g tel que, pour tout 76[0,14 , f ]U' et
T

g Ut soient des plongements bien définis, ayant pour germes suivant 35 des éléments
t{k
de D* et 2( )

respectivement.

Pour tout T dans JO0,1] , les hypothéses du théoréme (A6-1) sont vérifiées
+ -
T T -AT “-An T T -u 7
par (f,g) = (f ,9) , avec c < e ;e <e °" K0<ep et L0<e K , comme

on le voit en utilisant le

, 1
LEMME. -Pour tout réel T >0 et toute fonction ¢ : fO,T] - [O,+m[ de classe C ,

s'il existe un réel a tel qu'on ait ¢'(7) < a¢(7) pour tout 1€[0,T] , alors

at
on a ¢(% <e” ¢(0) pour 0<T<T

(En effet, pour a =0 , notre hypothese entraine que chacune des fonctions de classe
C T + Log(g(T)+g) avec &3>0 a une dérivée majorée par a ; pour a<0 , si ¢
s'annule en un point p , alors elle s'annule sur [p,T] , puisqu'ton y a
T T
0s9(7) = 'fp g'(u) dus a\J; g(u) du < O ; par conséquent, pour ¢(p) /O , la fonction
Tk Log ¢(T) est bien définie et de classe C1 sur [0,p] , et sa dérivée est majo-
rée par a , d'ou le lemme.)
Voici comment on utilise ce lemme pour déduire de (12)(iv) que la condition
. e T AT
(1) (iv) de (A6.1) est vérifiée sur W par f=f avec c<e pour tout T3>0

T
et tout r >0 avec wch : quels que soient x€wr et T>0 tel que f (x)

soit défini pour tout TE€[0,T] , on a %lf—‘r(x)_lz:-2(X(f—T(x))_]f-T(x)_) <
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iz < e_ZXT,x_lz dtaprés le lemme.

-7 2 -T
< =22 If (x) ’ pour O0<TgT , et donc lf (x) _
-1 N s o
On en déduit, grace a (12)(ii), que f (x) est défini, appartient a W et vérifie
-7 AT . .
bien ’f (x) l < e ’x I pour tout 720 . En outre, il est clair que l'on peut
dans ce qui précede remplacer A par le plus grand réel Xr tel qu'on ait

xX(x) |x) = }rlx_,z pour tout x dans W_ .

De méme, quels que soient x€f et T20 , on a

Ipe (0 |® = sup {Ip (0 .y|?/]y]? : yer Q@ (03] -
(16) Tt 2, 42
=sup {(f &y /]y]” vy ETXQ {o} }.

Or, pour tout y’ETxQ , on a, par définition de la dérivée de Lie,

il

S—T(f“"'m (x) .y° (f’*LxG>(x).y2 - LXG(fT(x)).(DfT(x) 2

et donc, par (13),
d g2 2 + T 2 +, Tt 2
E;(f & (x).yT < p lDf (x).y’ = p (f 7G)(x).y ,

d'ou, grace au lemme,

.
(fTA"G)(X) .y2 < M lelz

3

T
On déduit donc de (16) gue le nombre KO défini par (A6.1) (2) si f = f avec

+
T .
720 vérifie K gep . Sous les mémes hypotheses, le meéme argument montrera au
o

- T AT
lecteur que l'on a Lo <e H et c,<e o (pour ce dernier point, utiliser la
définition (4) de co).
- . . 7 . T
Pour chaque réel %20 , les applications s et t associées a f =1f¢

dans (A6.1) par (5) sont donc majorées par les applications s et t que nous venons

. . . T T
de définir par (14). La preuve de (A6.1), théoreme 1, appliquée a (f,g) =(f ,g ) pour

0<%<1l , nous dit donc la chose suivante : il existe r. >0 tel que, pour tout
b 1 . K nt -n? . . PO . .
TE€, 0,1l , la suite (Jw (g of ))nQDJ soit bien définie et converge uniformément
r
o

. . k
vers une section holonome HT de la projection-source J (Q,Q) - Q au-~dessus de

W (l'existence d'un ro qui soit le meéme pour tout T se déduit de majorations
r
o
utilisant comme les précédentes le lemme ; de maniere précise, les nombres ainsi ma-
0]

jorés sont les K , L , c et d (f,g) définis dans (4.2.2)). En outre,
r r r r,a
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T
pour 0<%<l et O<r gro , la restriction H ne dépend que de j; X et de

v, r
Y] ; enfin, une version a parametre de (4.2.,1) (exercice) montre que H dépend

By

continGment de v .,

Quels que soient l'entier m>»0 et 7T E]O,i-], on a évidemment H =H par
m

mt T 7

conséquent, les HT avec T rationnel sont tous égaux, et la dépendance continue

de HT par rapport a 7 entraine donc que tous les HT sont égaux a une mdme sec-

k
tion holonome H de la projection-source J (Q,Q) — Q ; la convergence uniforme de

K T T
la famille (jw (g of ) )T 5o Vers H {qui au fond nous importe assez peu) résul-
r

o

te de la version 'a parameétre 7T " de (4.2.1) que l'on utilise.

T kK T L
W f =(j g )°H pour 0<7Tgl (le ° désignant la com-

r
o

k
Par construction, H°j

position des jets) ;3 la différenciation de cette relation par rapport a 7T en

T=0 donne (iii), et (ii) est évident. s
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APPENDICE 7. - COMMENT ETENDRE LES RESULTATS DU_CHAPITRE

AU_CAS_NON_SEMI-SIMPLE.

~1
5 une

(A7-1) Soient GR un espace vectoriel réel de dimension finie r , et

représentation linéaire continue du groupe GR dans un espace vectoriel réel
. 1 e s

E de dimension finie ; on suppose que l'action p de GR sur E définie par

~1

p est faiblement hyperbolique, dans le domaine de Siegel, et 1'on appelle

g sa partie semi-simple et Vv sa partie nilpotente.

1<d<m,
Soit (x7) J un systeme de coordonnées IR-linéaires complexes sur E
1<j<n
o 1 .
adapté a p~ , et soient o y...y00 € L(qP , €T) et Coaeracy € L(GR ,R) les
formes linéaires données par
P a.(g) 4
~ J .
X, .0(g) = e xj et ¢ = Re %5 1§£gmj , l<j<n

2
Définissons enfin des e, € L(G,, €), 1gml<m, , 1<jsn , par
Jym R J

xﬁa vig) = : ez, () X';‘

1§m<£§mj Js

Pour pouvoir utiliser telles quelles les notations du chapitre 3, il est com-
mode de faire varier p1 en fonction d'un parametre € > O (au lieu d'effectuer
1'opération plus naturelle - mais équivalente - qui consisterait a faire
varier les coordonnées x? en fonction de € , 1'action pl étant fixée). De
maniére précise, pour chaque £ > 0 , on considere 1'automorphisme T de E

défini par

£ L £
x.oT =€ 1 x. , tsdsm, , 1<j<n ,
€ J J
et 1'on pose
= T p1 et v =T \Y
Pe ™ Tex e~ ¥
I1 est clair que Te* g =0 , et que Ve tend vers 0 quand € tend vers C
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Quel que soit i € LI {1,...,n}, on pose
£.-1
Ei = m (XJ) (0) [
vs .
§€1_3 (1)
et 1'on munit chaque Ei de la norme euclidienne |.!| donnée par

4
V12 = sixtv) 2.
z 1

Les notations sont alors celles de 5-; on se donne

- Une suite (Hj) de sous-espaces vectoriels de G satisfaisant aux hypo-

R
theses de (5.2), Proposition 1.

- Unb € Gh satisfaisant aux hypotheses de (5.2), Proposition 2.

THEOREME. - 11 existe une suite 812...28r > 0 de réels telle que, si 1'on pose

€ = * % les propriétés suivantes soient vérifiées

(i) Pour 0 < j<r et O0<ce¢<x< ) Q. est un quotient de E  par

b.
J J

. t
, soit (@b )

) 1ER le flot sur Q
js

1 b

(ii) Pour 0 < j <r et 0 < e < Ej+
3

associé (étant donné un choix de u € H, _\H.) a p. comme (@t ) l'est a
J*1 i = Tjel,e ——— b ==

1,¢ j
0j+1 dans (5.2), Proposition 3. Alors
a) Pour chaque I € Sb. , le flot (@E.’g) est simplement hyperboligue
J
normalement a ij,I , de variétés stable ng,I et instable W;j,l

b) Les propriétés (ii)-(iii) de (5.2), théoréme 2 sont satisfaites lors-

qu'on y remplace (@E ) par (@E )
j J

J i
La démonstration se fait par récurrence : (i) est trivial si j = 0, et on a le
LEMME 1.- Etant donné j € {0,...,r-1} si € > 0 satisfait (i) et qu'en outre

1,

) Qb. est un
j+1

€j+1 € ]o,aj] est tel que a) et b) soient satisfaites pour tout ¢ € ]O’£j+

1

. - . _ ] -‘—‘ . <
alors €j+1 satisfait (i) c'est-a~dire que, pour O [ £j+l

guotlent de Ebj+1 par pj+1,£
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Preuve. - Soit &£ € ]O’€j+1]' Comme fb,(zb,,l) = {bj(gl)} pour
J J
B . . t
tout I € Jb , il résulte de a) et b) que Q, est un quotient par (@b a) de
] j+1 i’
Q -Q  \ U W U U 'm
Py Py Py b (g )<, (w) 3t 7 b (g )>b byt
j°r j+1 j°1 j+1(u)
Par conséquent, Qb, est un quotient par pj+1,s de pE(HjXQb.,b. ) 3 en effet,
j+1 37 j+1
d'apres l'analogue de (5.2), Proposition 3 pour pj+1 e les orbites de
’
(@t ) sont les intersections avec Q de celles de p. . Pour chaque
bj,a bj j+1,¢e

e de 1'ensemble pE—invariant
Y

I € W= t tient rop.
}bj , bj,I est un quoti pa QJ

Eb.,I neEe , et 1'on a donc
J 1-
p_(H.xQ ) = BN\ U (E NE U U (E NE )
SRR HL P b5 U baeo<p, o Pt T bgosh, (w) Pt orT
j oI j+1 o oI j+1 o
Le méme raisonnement, appliqué a o au lieu de P, » montre donc que
o (H,xQ ) = o(H.xQ ) = o(H. _xQ )
R bj’bj+l 3 bj’bj+1 j+1 bj+1
Comme on sait que O(H'+1XQb ) = E d'apres (5.1), Corollaire 3 , on a
] 3+1 j+1
donc pe(HjXQb.,b. ) = Eb. » ce qui prouve que Q- est un quotient de
3’ g+1 j+1 j+1
E par p .
bj+1 j+1,e

Commangons donc par montrer 1l'existence de 81

LEMME 2. - I1 existe £, > 0 tel que, pour tout ¢ € ]0,51], les propriétés a)

et b) soient satisfaites par le flot (@t ) = (Qt )-
i — O, E bovs

Preuve.- La propriété a) est vraie pour tout € > 0, puisqu'elle signifie que
s t s s - .
le flot linéaire (@0 5) est hyperbolique, de variétés stable W: et WO données
9

par Wi = GE} Ei . De plus, pour chaque v € Eb = E ,
zc, (u)<o 0
i
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d t t
I fo(éo’e(v)) = (Q + Rg) (QO,E(V)),

ou Q est la forme quadratique définie positive

Vs df (V).E(u)v - 2 e, (WZlx (1?,

1<i<n
et R_ la forme quadratique vi—s dfo(v).vg(u)v, qui tend vers O quand € — O

I1 existe donc £y > 0 tel que, pour 0 < g < €4 0 Q + RE soit définie positive.O

Etant donné j € {1,...,r-1}, supposant 1'existence d'un £y > 0

satisfaisant (i), nous allons établir 1'existence de €j+1€]0’6j]’ vérifiant
1'hypothese du lemme 1 , ce qui achévera la démonstration. Comme dans (5.2),

nous poserons

LEMME 3.- Pour tout I € JC et tout & € ]O,ej], la sous-variété Qc 1 est un
our tout L£L tout ,

o)

c,I,e tER

quotient de EC,I par pj,e . Soit (3 le flot sur QC associé a

, I

dans (5.2), Proposition 6. Il existe

comme (Qt ) 1'est a o,
E— c,I j+

pj+115 1

I

t . . .
€ E]O,Ej] tel que, pour e € ]O,EI], (Qc,e) soit simplement hyperbolique nor-

malement a & ,de variétés stable W' et instable W_ . Plus précisément,
c,I c,l c,I
il existe alors des constantes m;, m; N M; R M; < 0 telles que, pour tout
e € ]O,EI], tout x € QC [ &t tout t > 0, on ait
2l
+
M_t m
t
Ix e I < i@c I (x) +|S|x le
I P I I
M_t t m,t
[x _|e < |8~ I 6(x) _Iélx _|e
I G I I
. PO t
Preuve. Pour 0 < ¢ < Ej , le générateur infinitéesimal de (@C 1 e) est
- LI |

x —3 (€ + Vg) (u—gI’E(xI))(x) s
ou gl,e : Zc,I —_— Hj est définie par

dfc(x).(§ + VE)(u—gI’E(X))(X) = 0 .
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Quand £ —0, v —0 et gI,e tend vers la constante g1 - Il en résulte que

2 . .
dt C,I,E(X)Iil ) 4t:O =1 (—QE(XI)_RE(XI))(X +) ’

13
ou Qi et Ri sont deux applications analytiques sur la variété compacte Zc I
*
a valeurs dans les formes quadratiques sur E L o oet telles que, quand £ —0 ,
1t

Ri tende vers 1'application nulle et Qi vers une application constante ayant

pour valeur une forme définie positive. O

Choisissons des normes euclidiennes |.| sur Hj+1 et sur E , soient
Sj o Hj+1 et S C E les boules-unité correspondantes. Nous aurons besoin du
LEMME 4. - (i) Pour chaque I € Hj , Fj'E ne s'annule qu'en O
I
(ii) L'ouvert U =S F;i(R+c) de S contient tous les E, NS

avec I € ¥, \ j
avec 3 c

(iii) Pour chaque I € JC v lesQ NRU, ou U est un voisinage

de E. NS dans S , forment une base du filtre des voisinages de ZC

I dans Qc'

I

Preuve.(i) Du fait que Gj+ est faiblement hyperbolique, on a Cj £V

1 +1,1I j+1,1

La projection canonique vy F-;ylH de H5+1 sur Hs induisant un isomorphisme
J

V. —3 H' on a donc C. H' . Par conséquent, E_ est inclus dans une
i+1,1 i’ 3.1 £ J 4 I
v.f.i. de Oj , et il existe donc g € Hj tel que x < Fj(x),g > soit une

norme sur E

I
(ii) S'il existait I € Kj Vol X € E, NS et a =0 tels que
Fj(x) = Ac , on aurait forcément A = O {(car sinon K_1/2 X appartiendrait a
- — — ' & i
B nQ, = ZC,I = &), et donc x = O d'apres (i).

(iii) Si tel n'était pas le cas, il existerait une suite (Xk) dans S,

de limite x € E. NS, et une suite (Xk) dans R _ telles que 1l'on ait

Fj(kak) = ¢ pour tout k et qu'en outre aucune suite extraite de (kak)

ne tende vers ZC La suite (Kk) tendrait alors forcément vers + ® , et la

I
b
suite (Fj(xk)) = (CK;2) vers 0 . On aurait donc Fj(x) = 0, ce qui est impos-

sible d'apres (i). U
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LEMME 5. - Pour tout voisinage V ES,ZC dans QC , il existe ey € ]O’Ej]

tel que, pour 0 < g < EV y 1l'application

d t
QC 3 X p—> Et- fc(éc,E(X))ltzo

soit strictement positive sur Qc NV

Preuve. Pour chaque & € ]O,Ej], soit 8. g ° QC__q Hj 1'application qui est a
9
< . , - P
pj+1,£ ce que g_ est a Gj+1 ; en d'autres termes, le générateur infinitésimal

de (@Z E) est
x —>{(E + vE) (u—gcye(x))(x) .
et g E(x) est déterminée en chaque x € Qc par
DFj(x)- (& + Ve) (u—gc,e(x))(x) =0

On a donc, pour tout x € Qc ’

n

Tt 0N o = < P68+ v ) (g, (0)(x),u > =
= < dF(x).(§ + vE)(u—gc,E(x))(x),u—gc,s(x) > =

= (Q + Rg) (u—gc,s(x))(x) ,

dans 1l'espace des

ou Q et Re sont les applications quadratiques de Hj+1

formes quadratiques sur E définies par

{ Q(g)(x} = < DF(x).§{(g)x , g >

R _(g)(x) = < DF(x).v_(g)x,g >

Pour tout g € Hj+1 et tout x € E . Quel que soit 1l'ouvert U de S contenant

tous les B, N S , 1 € }cj , 1'application continue

(S\U) x Sj 3 (x,g) —— Q(g) (x) = EZ::: ci(g)2|xif2

1<i<n
est a valeurs > 0 sur le compact (S\U) x Sj , et y est donc minorée par un

nombre > 0 . Comme

S x Sj 3 (x,g) — Re(g)(x)
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tend vers 0 quand € — 0 , il existe donc €y € JO,sj] tel que, pour

0< e< e, , on ait
Vi(x,g) € (8\U) x sj ,  (Q + Re)(g)(x) > 0
et donc, par homogénéité,
(2) ve € ]o,eU],v(x,g) € (E\R_U) x (Hj+1\{o}), (@ + R)(g)(x) >0

En appliquant (2) aux U de la forme UC U U' , ou U' est un voisinage ouvert

de LJ (E; N 8) dans S , on obtient, d'apres (1) et le lemme 4 , le résultat

16} I
C

cherché (rappelons que u-g_  ne peut s'annuler, car on a g_ g(QC)CHjE u).d
1 9

LEMME 6. - Il existe un voisinage V EE Ec dans QC et un 8& € ]O,EjJ tels

que, pour 0 < e < s% , 1'application We : QC —> R donnée par

d
‘*FE(X) =3t f

t
C(@C,E<x))[t=0

soit strictement pesitive sur V \ EC

Preuve. Nous allons montrer que, pour chaque I € }c , la dérivée de Yg s'an-
nule sur Zc,I , et que sa dérivée seconde est définie positive normalement
a ZC,I pour £ assez petit. Comme TE est évidemment nulle sur ZC,I , le
lemme en découlera. On a
v (x) = Z < eju> (xil(é + ve)(u—gc’e(x))xi) ,
1<i<n
ou (.].) Adésigne le produit scalaire euclidien associé a la norme |.| sur

chagque E. . Par définition de g , On a
i C,E

Vv x € Qc , ¥g € Hj y < dF(x)-(§+v€)(u—gc,€(x))x,g > =0, soit
Vx€Q , ¥ €H, , 2___ <e, > (x, 1 (§+v )(u-g_  (x))x.,) = 0,
c j 1<i<n i,g i € c, € i

et donc
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¥ (x) = 2::l<c.,u—9 > (x,, [ (§+v )(u-g (x))x,) =
€ i I i € C,E i

1<i<n

= I, < c, u-gy > (xi|(§+v€)(u—gc’€(x))xi) .

i€l
I1 en résulte immédiatement que Wg et sa différentielle sont nulles sur ZC,I
En outre, quand € tend vers O , la hessienne D2 Yglz converge uniformé-
ment vers 1'application D2W0|Z . donnée par el
Cy

2 2
D7¥ _(x)-h £, < ¢ yu-gp > (hif§(U—gI)hi) =

je?

12

Ef < ¢ .u-g; > 2lhi
i€
i

pour tout x € Zc et tout h € Tx QC . Comme DzWo(x) est définie positive

, 1

o - P
D | vérifie la meme proprieété

N ¢ 5
normalement a zc,I poyr tout x LC,I , e ZC .
1

des que € est assez petit. U

Des lemmes 3,5 et 6, on déduit que, si 1'on prend

(3) € " min({el , e} U {ef : I 690})’

la propriété (ii) de (5.2), Théoréme 2 est satisfaite lorsqu'on remplace

t t
@C par éc,s , pour 0 < £ < €j+

1 Nous allons voir que la propriété (iii)

de (5.2), théoreme 2 est également vérifiée, ce qui achévera la démonstration

LEMME 7. - Etant donné e € ]O’Ej+1] , ou Ej est défini par (3), pour chaque

+1
x € QC , la fonction
¥

RY t,0F fco@z (%)
1

ne peut étre bornée supérieurement (resp.- inférieurement) que si x appar-

i aowh - € .
tient a wc,I (resE.MC’I) pour un I 30

Preuve. Il suffit de montrer que, si Yx c est bornée (par exemple) supérieu-
- Y

rement, alors x € 7j+1 (le meme argument que dans la preuve du théoreme 2 de
(5.2) permet alors de conclure). D'apres 1'analogue de (5.2), Proposition 3,

on a
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s
o@c’e(x) ds, x)

t t
(4) @c’e(x) = pe(tu—jo B e

Du fait que 8. ¢ est a valeurs dans Hj A u, il est clair que
1

t s
g, = tu - fo gc,€° @c’a(x) ds

tend vers 1'infini quand t — + @

Soit |.| une norme sur Hj+1 . 11 existe une suite réelle croissante (tk)kém’

tendant vers + » , telle que g /'gt | tende vers une limite h . Du fait que
k

t _ k _ Kk
la suite (F (3 ¥ (x)) est constante (de valeur c¢), si la suite (f (& (x)))
j “c,€ c “c,e

k
est bornée, alors c'est le cas de la suite (Fj+l(<1>C e(X)))’ et donc de la
2]
tk . N P
suite (< Fj+1(@c,£(X))’h >), qui, d'apres (4), s'écrit
t 2<c,,g, >
(5) <F, (3 k (x)),h > = EZ:: <e, , h>1expv (g, )x.1%¢ 177t
j+1 “c,e . i e ~t i
i<i<n k
. 2 P . , J 2
Pour chaque i € LI [ (exp ve(gt))xil est évidemment minoré par lxi(x)l s

. £
ou j = min{f : xi(x) £ 0} . En écrivant
gtk
g :|gt'((TEtj-—h)+h)q
k

on voit que la suite (5) ne peut etre bornée que si
ViﬁIn,<ci,h>>0:xi:O,
d'ou le résultat cherché.

(A7-2) Je laisse le lecteur vérifier que le résultat suivant se prouve,

mutatis mutandis, exactement comme (5.2), Théoreme 3

PROPOSITION. - Avec les notations de (A7-1), pour chaque j € {0,...,r] et

chaque € € ]O,Ej] y 81 Uo est un voisinage ouvert du compact Vj n Qb_ dans

J
Qb , alors Vb U pe(Hj’Uo) est un voisinage ouvert de V. dans E . =
j j J
La démonstration du théoreme suivant est un utile exercice de
relecture de la section 6. - , les points qui pouvaient poser un probleme

étant résolus dans (A7-1)
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(A7-3) THEOREME. - Soient X wune variété, b un point de X t 51 une re-

présentation linéaire continue d'un groupe élémentaire G dans E , telle

S
que 1'action pl 2 (gyx)— p](g) x de G sur E soit faiblement hyperbolique,

3
7

\C Py
dans le domaine de Siegel. Tl existe s : N U {=} 2 telle que s Ny - {=}

A
"

et que, pour £ € W y {®}, la propriété suivante soit vérifiée : si

s(£)
b

p € Act (G,X), de partie linéaire p] , est formellement linéarisable (a_

. £ P
1'ordre s(£)), alors p est C -linéarisable. =
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APPENDICE 8. COMPLEMENTS SUR LA LINEARISATION DES

GERMES D'ACTIONS.

Nous poursuivons ici un double but
- donner une idée de méthodes permettant de linéariser "a la main'" les
© P - re - »
germes d'actions C de groupes abéliens élémentaires ;

- démontrer - et préciser - le

THEOREME. Soient X une variété de dimension 2 , p un point de X , G un

groupe élémentaire tel que GR soit de dimension 1 . Tout germe (faiblement)

hyperbolique p € Act‘;(c,x) est Cl-linéarisable.

. . . W* ;.
Soient a, et a, les deux morphismes continus de G dans € associeés

N 1 ;. .
a p comme dans (4.3.1.), et €y Sy les deux formes linéaires sur GR dé-

finies par

ci(gR ) = Log'ai(g)l , i = 1,2,

ou g+ Ep est le morphisme canonique G——)GR .
D'apres (4.4.2), théoreme 2 et (4.4.3), théoreme 2, un calcul facile montre
que

’ . . @ .
p admet une linéarisation C , sauf dans les deux cas suivants

(i) I1 existe un entier k > 1 tel que (quitte a échanger a, et a2) on ait

az(g) = al(g)k pour tout g € G . Les morphismes a, et a, sont alors a va-
leurs réelles, et (du fait que ey = k 01) 1'action pl est dans le domaine

de Poincaré.
(ii) 11 existe un (unique)-couple (n,q) d'entiers > O premiers entre eux

tel que al(g)n az(g)q = 1 pour tout g € G . Les morphismes a, et a, sont
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alors a valeurs réelles, et (du fait que ne, o+ oqe, = 0) 1'action p] est dans
le domaine de Siegel.

Dans les deux cas, il existe donc sur E = TpX un systeme de coor-

données linéaires réelles (x,y) tel que

(1) Vg € G, x oFl(g) = a](g)x et y fgl(g) = az(g)y

(A8.1) Preuve du théoreme dans le cas (i).

D'apres (4.4.2), théoreme 2 et un calcul facile, il existe une

[o<]
forme linéaire b sur GR telle que » soit C -isomorphe au germe en

G x {0} de 1'action R, de G sur E donnée par

A A/ As ~ ~7
(2) Rb(g) = U(g)oSb(gR) = Sb(gR)oU(g) ,

ou U et S, sont les actions de G et GR respectivement sur E données

b
par
~ S
x o Ulg) = a1(g)x/|a1(g)l, y °U{g) = a,(g) y/laz(g)l .
(3)
{ ~ €t ~/ eyt K
x oSb(t) = e x et yeo Sb(t) = e (y + bt x)
Le cylindre Q = {v € E : [x(v)| = 1} est un quotient ((5.1), Corollaire 3)

de F = E \ x (o) par S pour chaque v € F |, 1'unique intersection de Q

b
- ’-\/ ~
avec l'orbite Sb(GR ) (v) est Sb(—T(V),V), ou

(4) t(v) = c;1 Loglx(v) |

Tout ce qui vient d’épre dit de S, vaut évidemment pour l'action S0 obtenue

b

en prenant b = O dans (3). Chaque homéomorphisme H : E 3 E vérifiant

(5) RS, =S,

est déterminé par HIF , et donc par HIQ = h ; de maniere précise, pour tout
v €F , on a alors

(6) H(v) = Sb(T(v),h(SO(-T(v),v)))
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Pour h , (6) donne, d'apres (4)

= idg|q

-1 _k
xoH = x et yeH =y + b ¢y X Loglx' H

k
il est clair que le H ainsi défini vérifie (5) et estun C

1

(c'est-a-dire un Ck_I-difféomorphisme tel que " et DX 1Y) soient

localement hBlderiennes d'exposant o pour tout a & ]0,1[)

v . N~
Du fait que U(g) commute a Sb(t) et a So(t) quels que soient g € G et

t € Gpo et vérifie en outre 1 o U(g) Fp=Ttsona

W

HU =U,

d'ou, d'apres (1),(2),(3) et (5),

A%
'y

Yg € G, H R (g) =U(g) o S5 (g)=0p (g)
b o

Nous avons donc prouvé 1'amélioration suivante du théoreme

PROPOSITION 1. Dans le cas (i), p est ck -linéarisable. =

REMARQUE. Ce résultat est un peu un exercice de style,

p est déja Cw—équivalent a quelque chose d'aussi simple et explicite que

le germe de R, en G x {0}

b

(A8.2) Preuve du théoréme dans le cas (ii).

dans la mesure ou

-difféomorphisme

Nous allons expliquer comment se démontre un résultat plus précis

PROPOSITION 2. Dans le cas (ii), p est ck -linéarisable, ou k = max{n,q]}

pour n £ q et k = n+1 = q+1 sinon.

Comme précédemment, soit U 1'action de G sur E donnée par
n/ ~
(7) x° Ulg) = a1(g) x/‘a1(g)l et yoU(g) = a1(g) y/|a2(g)|
Posons z = x' vyl . Quels que soient l'entier s > 0 et les 2s formes liné-
aires b1,...,bS v €4eo-s€  sur GR , soient b = (bl""’bs)’ e = (e1, cae
et §b‘9 le morphisme de 1'algebre de Lie de GR (identifiée a G ) dans
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1'algebre de Lie des champs de vecteurs polynomiaux sur E donné par

L X = (cly + §::: bjy ZJ)x

g€ (v) 1< j<s
(8) be
Lg ()Y = (c2y + 2___ e.y zJ)y
b,e Y 1< j<s J

Pour chaque v _ € E et chaque y € notons t— S, e(ty,vo) 1'unique
9

GR y

solution maximale tj— v(t) du probleme de Cauchy

{ vi(t) = €b,e(y) (v(t))

v(0) = v
o

T1 est clair que le domaine de définition de gp-,Sb’e(g,vo) est un segment

ouvert JvO 3> 0 de Gll' Comme gb,e est invariant par U , on a JU(g,v) = Jv

quels que soient v € E et g € G , et, pour tout t € Jv .

(9) Sb,e(t,U(g,v)) = Ulg, Sb’e(t,v))
Du fait que Eb e(O) = 0 et du théoreme de redressement résulte que
"
VR = U Jx {vl est un voisinage ouvert de Gp {0} dans GR x E . Par
vEE
conséquent,
vV - {(g,v) € G xE: (gIQ’ v) € VII}
est un voisinage ouvert de G x {0} dans G x E . D'apres (9) , la formule

(10) Rb,e(g’V) = U(g,Sb’e(gB » v))
définit une application analytique Rb e © V—sS E , et
A

Ph,e = LRy edg x {0}

est un germe d'action analytique de G sur E fixant O
On déduit de (4.4.3), théoreme 3 1'existence d'un entier s > 0 et de 2s

k
she  sur G telles que p soit C -

formes linéaires b1,....,b , € Rr

< 10

isomorphe a p IT s'agit donc de prouver que Ph. e est Ck -linéarisable.
1

b,e
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Pour cela, comme dans (A.8.1), il suffit d'apres (9) et (10) de linéariser

o] =[s ]

b,e b,e G, x {0]

R
par un germe de Ck -difféomorphisme conservant le germe de U en G x {0} ,

ce que nous allons faire maintenant suivant 1'idée qui a présidé (entre

autres) a (A.8.1).

Le théoreme de Cauchy sur 1'analyticité du flot d'un champ analy-
tique réel implique, en égard a la forme particuliere (8) des champs con-
sidérés ici, le résultat suivant : il existe deux segments ouverts

I1 c R et 12 c GI{’ centrés en 0 , et deux fonctions analytiques

fb,e et 8h,e I, x I,—»R, égales a 1 sur I] x {0} , tels que, pour tout

v € z_l(I ) et tout t € G vérifiant tz(v) € I_ , on ait t € J et
1 R 2 v
c]t
X o Sb,e(t,v) = x(v) fb’e(z(V),tz(v))e
(11) e t
Yo Sb,e(t’V) = y(v) gb,e(z(v),tz(v))e

a) Cas ou n et q sont distincts.
Quitte a échanger x et y , on peut supposer n > q - Soit

o =8 la partie linéaire de o Le cylindre Q = {v € E :Ix(v)|=1}

0,0 b,e

est un quotient de F = E \ x_l(O) par 01 ; pour chaque v € F , 1'unique

1 1 . N
intersection de Q avec 1'orbite % (GR J(v) est o (-t(v),v), ou

(12) t(v) = c;1 Loglx(v)|

Nous allons prouver que la formule

(13) H(v) i{sb e(T(V),Ol(—T(V),V)) pour x(v) £ 0O
v

sinon

définit un Ck -difféomorphisme H d'un voisinage ouvert U-invariant de O

dans E sur un voisinage ouvert U-invariant de O dans E , envoyant § sur
’ 0,0

g . Comme H préserve U , le germe de H—1 en O enverra bien p

b,e b,e
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1
sur po,o = [p ]G X {O} )

Posons
(14) ulv) = ¢ t(v)z(v) pour v € F
{ 0 sinon.
L'application u : E-—;GR est de classe Ck_ , et 1'ensemble
W=1{veEE: z(v) € I, et ulv) ¢ 12]
est un voisinage ouvert de z—l(O) =% (réunion des v.f.i. de Gl) . D'apres

(11) et (13), H est bien défini dans W par

xo H(v) = x(v) f (z(v),ulv))
{ b,e

yo H(v) = y(v) gy e(z(v),u(v)) ,

et donc de classe Ck dans W . Comme il est tangent a 1'identité en ¥ , il
existe un voisinage U-invariant W' de ¥ dans E tel que H induise un Ck_l—
1
difféomorphisme de W' sur 1'ouvert U-invariant H(W } . Enfin, pour tout
v € W' et tout t € Gy assez petit, on déduit de (12) et (13) que
Hot(t,v)) = S (t,H(v))
1 b,e A ]
ce qui prouve que (H" éb,e - go,o)IW' =0
11 reste donc seulement a établir que H_1 est de classe Ck au voisinage
de O D'apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage

W' de ¥ dans E et une unique application continue v : W' __9612 nulle sur

¥ et vérifiant

c]v(v)
(15) Y vew | 'fb e(z(v), —ulv) - vivyz(v))] = e y
"
avec la notation (14) ; en outre, v est de classe cX . pe (15), on déduit
que T' = Twenr t Y vérifie

W'NF
{v vEW F, |x(Sb,e(—T'(V),v))f =1

t(v) = 0 si Ix(v)] =1
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Du fait que S est un flot, il existe donc d'apres (11) et (13) un voisi-
k]

nage de 0 dans E ou l'on a

(-t'(v),v)) si v € F
e

1 () :{cﬂ(r (W), 8

v sinon ,
c'est-a-dire
X H N(v) = x(v) fy (z(v), -u'(v))
y T v s y(v) gy | (2(v), (),
€
ou u' , définie par

u'(v) :{;0 siv eV

z(v)t'(v) si v € W\,

est de classe Ck , d'ou le résultat cherché.
b) Cas ou n = q

s - L. R .
L'idée est exactement la meme que précédemment, mais il faut ici

procéder en deux temps : on prouve d'abord que la formule

Hj(v) ~{:Sb,e(1(v), So,e(—T(v),v)) pour x{(o) £ O

v sinon

définit un Ck -difféomorphisme H1 d'un voisinage ouvert U-invariant de O

dans E sur un voisinage ouvert U-invariant de O dans E , préservant U et
envoyant §0 o Sur §b o i la démonstration est la méme qu'en (a). On pose

A A ]
ensuite

T1(v) = cél Logly(v)| pour y(v) £ 0 ,

et 1'on montre de méme que la formule

L]

H2(v)::{So e(11(\1), SO’O(-Tl(v),v)) pour y(v) £ 0

v sinon

PO k P . R .
définit un C -difféomorphisme H d'un voisinage ouvert U-invariant de O

2
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dans E sur un autre, préservant U ct envoyant §0 o Sur §0 e Le germe
1 k]
en 0 de H_1 H-1 envoie alors bien sur p = [91] u
2 ° b °b,e 0,0 G x {0}
(A8.3) Remarques. I1 n'est pas difficile de vérifier que les propositions

1 et 2 sont optimales, en ce sens que p n'est pas en général Ck—linéarisa-
ble.

La méme méthode s'applique aux germes d'actions de groupes élémen-
taires généraux, pour lesquels je renvoie aux travaux de 1'auteur cités dans
la bibliographie des chapitres 2 et 3. On ne sait pas par exemple prouver

autrement 1'analogue suivant du théoreme de Grobman-Hartman

THEOREME. Tout germe d'action holomorphe de © sur une variété holomorphe

M de dimension finie, fixant a € M et de partie linéaire hyperbolique}est
¢! “linéarisable.

I1 convient de remarquer que ce résultat est faux dans le cas
faiblement hyperbolique ; ainsi, le germe p en € x {0} de 1'action R de

2l
€ sur ©° donnée par

2t

R(t,(x,y)) = (x et,(y+tx2) e”)

n'est pas ¢®-linéarisable : le seul germe en O de courbe holomorphe de ¢2
qui soit p-invariant est celui de x*1(0), alors que les deux axes de coordon-
nées sont pl—invariants-

Néanmoins, la classification topologique des germes faiblement
hyperboliques d'actions de € ne présente pas plus de difficulté que la preuve

du théoreme précédent.
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APPENDICE 9 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES IMPLICITES

[+
Sauf mention du contraire, les applications considérées sont de classe C

(A.9.1) Soit sur E = Jl(HQ, IR) le systéme de coordonnées (x,u,p) défini par

1 1 1
x(j_ 9) = uli- g = gly) (i @ =g'(y)
Jy g Y Jy ¢ a\y y D Jy g gy
quels que soient y €« R et g : R—R .

Etant donnée f : E —> IR, considérons le probléme suivant : étudier les
fonctions ¢ : J— R , o J C IR est un intervalle ouvert, satisfaisant 1'équation

différentielle implicite

(1) feoj ¢=0.

Conformément a (7.2.2), E étant muni de la structure de contact K engendré par

la 1-forme

c =da - pdx ,

nous allons étudier les solutions géométriques de (1), c'est-a-dire les courbes

intégrales de c¢ contenues dans

Soit (cf.(7.2.2), proposition 1)

(Hcf)_l(o) ={v&eE: flv) = fp(v) = (fx + pfu) (vy =01,

. . T P .
ou l'on a noté fp = %; , etc. Le fermé ¥ est contenu dans S , et contient les
v &€ S ot df{v) = O . Les solutions géométriques de (1) contenues dans S\|Z sont
ici exactement les feuilles du feuilletage caractéristique de S , c'est-a-dire
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les courbes intégrales de Hcf contenues dans S\ E (cf.(7.2.2), corollaire 2). De
maniére plus géométrique, ce sont les courbes intégrales du champ de droites sur la
sous-~variété S\ ¥ égal en chaque point v a l'intersection des deux plans

-1 ,
TV(S\ 7) et c(v) "(0), qui sont distincts par définition de T .

Nous allons préciser le lien entre solutions géométriques et "vraies"

solutions (locales) de (1).

(A9.2) Etant donnés deux espaces de Banach B1 et B2 , rappelons que Jl(Bl,Bz)

s'identifie canoniquement a B

1

jy g —> (y,g(y),Dg(y)), et se trouve donc canoniquement muni d'une structure

X B_ X B ' icati
1 5 L(Bl’ 2) par l'application
o N
d'espace de Banach. De méme, J (Bl’Bz) s'identifie canoniquement a 1l'espace de
Banach B, X B_ .
1 2
1
Nous supposerons donc E = J (IR, R) et E0 = JO(EI, R) munis de leurs
structures canoniques d'espaces vectoriels réels j; la projection canonique
T E — Eo est alors linéaire,.

Dans le probléme qui nous occupe, le fermé
-1
c=f (0)ns
p

joue évidemment un rdle fondamental : pour tout z € S\ C , le théoreme des fonctions

implicites affirme en effet l'existence d'une fonction g : Eo——elR telle que
(53 = [(p-gon) (0] .
z 1 A

En d'autres termes, au voisinage de 2z , les solutions géométriques de (1) sont
de la forme jl@(J), ol J o R est un intervalle ouvert et p:J—R satisfait

g = gojo? , et donc (1).

Pour étudier, sous des hypotheéses de généricité, ce qui se passe au voi=-
sinage de C , nous aurons besoin de la généralisation suivante du théoréme des
fonctions implicites {(pour une preuve, voir les ouvrages de Golubitsky-Guillemin,

Malgrange et Tougeron cité au chapitre 1)
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[oe]
THEOREME DE PREPARATION C (Malgrange). Pour tout k & IN et tout germe
k+1

n P j
f:[Rx R ](O O)———é-nl vérifiant Dif(0,0) = O pour O < j < k et D1 £(0,0)# 0O
s AL T PO et
(gE_Dl désigne la dérivation par rapport au premier facteur), il existe ao,...,ak

n
R —R , nulles en O0,et g : RX r" —> R, non nulle en (0,0), telles que
r . n »
f = LF] ;y ouF : RX R — R est donnée par
(0,0) — —_—
k

+ % a.y <
j=o ?

F(x,y) = g(x,y) (it 3y e

. © . . . k k
Soient § = C (E,R), muni de la topologie fine, et J = J (E,R),

0 < k g ®» , Considérons les sous-variétés fermées suivantes

Vo:{jg 9€3%: gz =0}
1 _
v, = {JZ g € J1 : gl(z) = gp(z) =0}
2
v, = {3, e¢J glz) = gp(z) = gpz(Z) =0}
v, =05, 0 €07 s ala) =g (@) - gpz(Z) - ng(z) - 0

=~ s K
THEOREME 1. L'ensemble des f © ¥ vérifiant j £ N Vk pour 0 < k £ 3 est un ouvert

dense ul . Pour tout f € ul , on a les propriétés suivantes

(i) O est une valeur réguliere de f

est

(ii) Le fermé C = S N f_l(O), ensemble des points critiques de n = nlIS ,
I P
o«
une courbe C

(iii) Le fermé C

=Cn f_;(O), ensemble des points critiques de nlc , est formé
b

1

de points isolés.

(iv) Chaque v € CN\C, est un point-pli de m : il existe un germe

1

[E]v LN [E]O d'automorphisme de n

2,-1 B
1 tel que h([S]V) = [(X'p ) (O)JO .

(v) Chaque v € Cl est un point-fronce de n : il existe un germe

[EJV ~E§ [E]O d'automorphisme de m, tel que h([S]v) = E(x+up+p3)-1(0)]o .

1

Démonstration., La premiére assertion résulte immédiatement du théoréme de transver-

salité de Thom. Etant donné f € ul , (i) exprime que jof m Vo , et (ii) (resp.(iii))

1

. 1 .2 A -
provient de ce que j f m V1 (resp.j"f m V2) et C = (3°£) (Vl) (resp.C, =

1
2 -1 s
(i 6 (V2)) - cf.(2.2), proposition 1
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Pour téut v € C , une translation de E (qui est un automorphisme de 7t1)
permet de supposer gue v = 0 ,

-Siveg C\C1 , le théoreme de préparation affirme 1'existence de a & : Eo——-a R,

1

nulles en O , telles que '[S]O = [(pz + (a0 °7t1)p +a °m )_1(0)]o . En d'autres

1 1

1 - .
termes, si P = p + 53,07 il existe X : Eo—>IR , nulle en 0 , telle que

-1
[S]o = [(Pz-Xonl) (O)JO . Comme df(0) est non nul, c'est le cas de dX(0) ; on en

déduit (iv) avec (x,u,p)eh = [(Xex, , U o T PY] ,ouU : EO—>]R est choisie

1 o

arbitrairement de fas:on que U(0) = 0 et dX AdU (0) #0 .

\

-Sivegc ou

I il existe de méme P : E —>R, de la forme P = p + a =

° ’
a : Eo —> R s'annule en O , et X, U : EO ~—3 IR, nulles en O , telles que

-1 N
[S]o = E(P3+(U o nl)P + Xorzl) (O)]0 . Comme O est valeur réguliére de f et que

jzf rh V2 , ona dAdU(0) £ O , d'od 1'on déduit (v) comme précédemment. m

Le théoreme 1 est un résultat sur les surfaces de E et leurs projections

linéaires, sans référence a la structure de contact ; celle-ci intervient dans le

THEOREME 2. Il existe un ouvert dense C’L(l tel que, pour tout f € Y , le fermé

¢ soit formé de points isolés de C\C, , et qu'en outre, pour tout z € T ,

1

d(HCf)(z) € g4 (E) (ou plutdt son complexifié) ait ses valeurs propres distinctes

et extérieures a iR .

Démonstration., Soit h&(E) 1'ensemble des M € g4(E) a valeurs propres distinctes

et extérieures a iR . Je laisse le lecteur s'amuser a prouver que le fermé

2

K = {ji a€3% :H_g(a) -0 et (g, (2)= 0 ou d(H_g)(2) ¥ hi(E)) ]

p
est réunion d'un nombre fini de sous-variété I(i de codimension > 3 . Par conséquent,
1'ouvert 7,(2 ={reg: jzf(E) NK =@ } est dense, d'apres le théoréme de transver-

salité de Thom, appliqué aux Ki ;3 c'est donc aussi le cas de Y = 9(1 n 'L(z . n

DANS TOUTE LA SUITE, f DESIGNE UN ELEMENT DE L(l , ET LES NOTATIONS SONT CELLES

DES THEOREMES 1 ET 2 .
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(A9.3) Points réguliers et points - plis de Clairaut de (1)

Appelons points réguliers de (1) les points de S\I , et commencons par

une remarque essentielle : pour chaque v € Eo , nIl(v) N S est discret 3 par con-
séquent, les pentes des solutions ¢ : J—> R de (1) telles que jOQ(J) dv et
jlq(J) N C =g sont toutes distinctes et forment un ensemble discret, ce qui per-
met de prolonger chacune d'entre elles sans ambigllité au plus grand intervalle
ouvert I> J tel que la solution géométrique jlw(j) correspondante ne rencontre

pas C ., En d'autres termes, les singularités des solutions de (1) sont (contenues

dans) celles de l'équation, ce qui est tout a fait particulier aux équations diffé-

rentielles du premier ordre (cf.(7.2.2), exercice 2).

PROPOSITION 1. (i) Pour tout z € S\C , il existe un germe h : [E]z—> [E]o

-

d'automorphisme c” de o] préservant K tel que h([SJZ) = [p'l(o)]o .

(ii) Pour tout v &€ n(8)\n(C) ayant un voisinage U tel que n_l(w) ait

deux éléments pour tout w € U , il existe un germe h : [E] 1 —> E d'automorphis-
Eid

© (v

me C de x préservant ¥ , tel que

1

2 -1
n({s] 4 0 =le"n (o]

x o (v) hix  (v))

Démonstration. Nous utiliserons le trivial

LEMME 1. (a) Tout germe h en v € E de difféomorphisme Eo —_—> Eo détermine un
Zout germe ° getermine un

-1 -
unique germe en ) (v)\ (Dl(Xoh)(V)+pD2(x°h)(v)) 1(O) d'automorphisme de 2 préser-

vant ¥ , gg D1 et D2 désignent les dérivées par rapport au premier et au second

facteur de Eo =RX R .

(b) Pour tout germe C de courbe dans Eo tel que po]C soit de rang maxi-

mal {(ou P JO(R,HQ) —- R désigne la projection-source), il existe un unique

germe C  de courbe de Legendre dans E tel que nl(E) =C . O

L'affirmation (i) n'est donc qu'une reformulation du théoréme de redres-

sement ((3.,1.3), théoreme 2) - pour se ramener en O , on utilise le fait que

tZ : E—> E , donné par Xotz =x - x(2z), uotZ = u-u(z)-p(2z) (x-x(2)) et pot =
z
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= p - p(z), conserve c et m et envoie 2z sur O .

Sous l'hypothése de (ii), on peut évidemment supposer que v = O et
-1 . .
n T (v) = {z+,2_}, ou p(z+) =1 et p(z ) = -1 . Soient S+ et S les germes de S

en z_ et z_respectivement. Le lemme 1 et le théoreme de redressement (appliqué

apres rotation dans EO) montrent d'abord 1l'existence d'un germe h+:[E]£2+’Z_} é)

d'automorphisme de n, préservant X et tel que h+(S+):[p—1(1)]Z , puis celle d'un

1
+
germe h [E]{z 2 }<J d'automorphisme de o préservant ¥ , tel que h=h °h+
+77 -
s g -1 P P -
vérifie h(S_) =[p (-1)]Z , et possédant en outre la propriété suivante : le

germe h' de difféomorphisme de E0 sous-jacent a h préserve le germe en O du feuil-
letage de Eo défini par les solutions de p = 1. D'aprés le lemme 1 , ceci implique

que h(5.) =h () = [p_l(l)]z , d'ou {(ii). m
+

Ltaffirmation (ii) de la proposition 1 admet la limite suivante quand

on tend vers un point-pli

THEOREME 3 (Tricomi (1923) , Lak Dara (1975), Brodsky (1979)). Pour tout point-pli

régulier z de S , il existe un germe h : [E]Z___>[E]O d'automorphisme c” de nl y

préservant K et tel que h([S]Z) = [(x—pz)_l(o)]o .

. . . . 2. -1 P
Démonstration. Soit J' l'involution C de S' = (x-p”) " (0) donnée par peJ'=- p o

et nl o Jt = . D'aprés le théoréme 1 (iv), il existe de meéme un unique germe

= 7se
J [S]z<) d'involution C . tel que mwoJ = [n]z et J # [idS]Z .

LEMME 2 . L'existence d'un germe h satisfaisant la conclusion du théoréme 3 équi-

vaut a celle d'un germe h1 : [S] ——4>[S'] de difféomorphisme Cm possédant les
z o

deux propriétés suivantes :

*
(i) h; (90, =

(ii) h1 envoie le germe en 2z du feuilletage caractéristique de S sur le

germe en O de celui de S' .

Preuve. Si h existe, h1 = h s satisfait (i) et (ii). Réciproquement, pour tout

hl vérifiant (i), il existe un germe h0 : [E ]

o x(z)——-> [Eo]o de difféomorphisme
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« . - . P PR - . z
Cc tel que nl °hy = h0 o7 : l'existence, l'unicité et la bijectivité de ho]n([S]z)

résultent du théoréme 1 (iv), ainsi que le caractére C de h et de

oln(ES\ C]Z)

o .
. Pour voir que h est de classe C , on utilise le théoreme 1

ho!n([c]z) 0|n([S]Z)

. k
(iv) et 1'on prouve par récurrence sur k que h est de classe C pour tout

S'|

o|=([ JZ)
entier k , et il ne reste plus qu'a le prolonger de maniere C pour obtenir hO .
Si de plus h, satisfait (ii), il résulte du lemme 1(b) que l'unique germe h d'au-

tomorphisme de m, au-dessus de ho qui préserve K est tel que h = h, 3 en effet,

1 S 1

h envoie évidemment 1'image par nl du germe en z du feuilletage caractéristique
[e]

de S sur l'image par & du germe en O de celui de S' ., O

1

Sous 1'hypothése du théoréme 3, un germe LE] —3 [E]o d'automorphisme
z
de nl préservant K permet évidemment de supposer que EC]Z = EC']O , ou C!' est la
ligne de pli x = p = O de S' ; en d'autres termes, S a alors pour équation locale
2 \ 2 ® . s

x = p glu,p), ot g : R — R est de classe C , et l'on se raméne (en multipliant
u et x par des constantes) au cas ou g(IRX {O}) =1 . On ne perd rien a supposer

. . 2 X
en outre (ce que nous ferons) que S a pour équation globale x = p g(u,p) 3 si

-1 . L . . NP \ .
F=x (0) et si s: E — F désigne la projection linéaire parallelement a

u=p =0 ,les applications a' = sls' et a = sls sont donc des cartes (*) de S' et
S respectivement. En notant U = u’F et P = plF , 11 existe un unique germe @(resp.@')
en C' de difféomorphisme de F égal a 1'identité sur C' , conservant chaque feuille
du feuilletage P = constante(x) et envoyant 1'image par a (resp.a') du germe en C'

du feuilletage caractéristique de S (resp.S') sur le germe en C' du feuilletage
U = constante(s). On vérifie sans peine que Uo(@#aA[J'] ) = [U+4P3/3] , que
7% o o

PQ(Q#Q%LJ']O) = [_P]O , que UO(W* a*Jj = [U+2P3(1+b)/3]0 et que Pc(%éﬁpn :[-Pa]o,

\ @ ’ N .
ol a , bt C (F,]0,ol) sont égales 4 1 sur C' . Si V¥ : [F]o o est le germe de
difféomorphisme défini par UoV¥ = [’_U]0 et PoV = [P((1+b)/2)1/3] , il est clair que
o
V¥ conserve le germe du feuilletage U = constante(s) et envoie 9,
-1

En d'autres termes, par définition de y et ¢!, h1 = o 09'—10Wa90 a vérifie les

r -
E%J sur @%Q%LJ'JO .

conditions (i) et (ii) du lemme 2 . u

(*) voir figure page suivante
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A
P S Illustration de la page 389

o (v)

xJ'

Le difféomorphisme a (dans chaque plan u = constante)

v///:;s‘\_ Images par o'
®'{v) TT— des feuilles du

— i ~
feuilletage caracté-
ristique de S'.

A\

J'(v) @' (I (v))

Le difféomorphisme '
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Appelons point-pli de Clairaut de (1) tout z € C\C tel que [C]Z soit

1

un germe d'intégrale singuliére (7.2.3) de S , situation évidemment fort peu géné-

rique. Les mémes techniques vont nous permettre de prouver le

THEOREME 3bis (Tricomi, Lak Dara) Pour tout point-pli de Clairaut z de $ , il

existe un germe h : [E]Z __>[E]o d'automorphisme Coo de nl , préservant ¥ et tel

aue n({s1) = [w-pH @] .

. . 2, -1 . . -1 -1
Démonstration. Posons S' = (u-p ) “(0) 3 il est clair que C' = u (0) N p (0O) est
une intégrale singuliére de S' . D'aprés le corollaire (8.4), [S]z et [S']o sont
tous deux équivalents, par un germe de transformation de contact de ¥ , au germe

en O de l'équation ridicule u = 0 , et donc équivalents entre eux. En particulier,

les feuilletages caractéristiques de S et de S' se prolongent, au voisinage de z
<« \

et de O respectivement, en des feuilletages C de S et de $' transverses a C et

C' respectivement - mais dont les feuilles n'ont pas cette fois-ci une tangente

verticale pour n, lorsqu'elles traversent C (ou C') . A partir de cette remarque,

1

la démonstration est, mutatis mutandis, celle du théoréme 3. ®

REMARQUES .1 - Les théoremes 3 et 3 bis n'ont été démontrés par Tricomi ''que" pour

. - 2 - L s .
les équations de la forme a{x,u)p  + b(x,u)p+c{x,u) = O , mais le théoréme de pré-
paration nous dit précisément que, localement, toutes les équations (1) admettant
un point-pli sont de ce type. Le cas particulier du théoreme de préparation utilisé
pour mettre le pli sous forme normale s'obtient d'ailleurs trés facilement a l'aide
du germe d'involution J .

2 - Géométriquement, la construction de h dans les théoreémes 3 et 3bis

peut 2tre racontée comme suit : on cherche un germe h : [E ] _—_ [E ] de
o o n(z) o%o

difféomorphisme envoyant les images par n, des caractéristiques de [S] sur celles
z

1
P . a «©
de [S']o . Pour cela, choisissons une abscisse s : n([C] > [R] de classe C ,
z o
notons en encore s un représentant, et remarquons (ce qui est facile) qu'il existe

un voisinage U de z dans S tel que tout point v de n(U) soit repéré sans ambiguité

par les abscisses s+(v) > s (v) des points d'intersections avec n(C) des deux
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(graphes de) solutions de U passant par v ; on obtient ainsi un homéomorphisme de
7(U) sur un ouvert du demi-plan s, 2 s . Bien entendu, un homéomorphisme analogue
est associé a S' , et ho est obtenu en composant l'un avec l'inverse de l'autre ; le

point non évident des théoremes 3 et 3bis est donc la différentiabilité de h .
o

s
s
v v
s (v)
+
s, (V)
s_(v)
s_(v)
cas régulier (théoréme 3) cas singulier (théoréme 3bis)
3 - La simplicité de la proposition 1 et des théoremes 3 et 3bis provient

de ce que, dans les situations considérées, le reveétement ramifié n a au plus deux
feuillets ; par exemple, la proposition 1(ii) affirme que tous les couples de
feuilletages de dimension 1 du plan, transverses l'un a 1l'autre, sont localement
difféomorphes, mais il est facile de voir que les (germes de) n-uples , n > 2 , de
feuilletages de dimension 1 du plan, deux & deux transverses sont partagés en une
infinité de classes d'équivalence par la relation "etre localement homéomorphes',
En particulier, du fait que n a trois feuillets dans un ouvert de tout voisinage
d'un point-fronce de S , la classification des points-fronces réguliers a germe
d'automorphisme de nl préservant { pres (et méme a germe d'homéomorphisme de Eo
prés) fournit, elle aussi, une infinité de classes d'équivalence - ce qui n'empeche
pas une description de 1'allure des solutions de (1), que nous allons faire, pour

l'amusement du lecteur, en termes de fonctions génératrices.
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Soit =z un point-fronce régulier de S 3 l'application tz introduite
dans la preuve du lemme 1 permet de supposer que z = 0 ; on a alors fp(O) =0
(car 0 € C) et donc fx(O) # 0 , puisque 0 € ¥ . L'involution de Legendre J : E — E
définie par poJ =X , X o J = -petuoJ =u - px est donc telle que le point

régulier O de J(S) n'appartienne pas au lieu critique de = . D'aprés la pro-

1lJ(s)

position 1 (i), il existe un germe h : [E]0<D d'automorphisme de n, , préservant

1
K et tel que h(J([s] )):[p—l(O)] ,et il est clair que h_1 admet une fonction géné-
(o] o

ratrice ((7.2.1), corollaire 3) $(x,u,p), de la forme a(x,u) + P b(x,u). En

d'autres termes, chaque solution géométrique de (1) au voisinage de z = O s'obtient

en fixant une valeur a € R de U et en éliminant X entre les relations

u = 3(X,a,x)

T
I

@x(X,a,X)

Q
1l

QX(X,a,X) .

Désignons encore par (x,u) le systéme de coordonnées linéaires sur E obtenu en
o

prenant les images de x et u par & Soient m' : Eo X Eo —_> EO X IR la projection

1
donnée par n'{v,w) = (v,u(w)), et =" : EO X Il-ﬁ-Eo la projection canonique. Si

st = {(v,w) € E X E_: u(v) = g{x(w),u(w),x(v))} , le résultat précédent s'exprime

de la maniére suivante : chaque solution géométrique de (1) au voisinage de z = O

se projette par m suivant n" ((Eo x {a}) N ='(C')), ou C° est le lieu critique

de n! g et a € R désigne une constante. Je laisse le lecteur établir la

PROPUSITION 2 - Avec les hypothéses et notations précédentes, 1'application n"s'

admet une singularité-queue d'aronde : il existe un germe h : (E X E )
o o

(0,0) <

d'automorphisme de n' tel que h([s'] ) soit le germe en (0,0) de 1'hypersurface

(0,0)
{(v,w) € E X E_ : u(v) = x(w)Q/Q + u(w) x(w)2/2 + x(v) x(w)} .

En outre, la tangente en (0,0) & l'arete de points doubles A de n'(C') n'est

contenue ni dans le plan EO X [O}, ni dans n"_l(O) . n
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La figure suivante résume notre étude

solutions géométriques de (1)

\
:i::\ (graphes de)
[ solutions de (1)
E
o

La situation en projection dans Eo peut &galement &tre la suivante

\\\\~_.4/
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(A9-4) Points singuliers génériques de (1) .

Avec les notations du théoréme 2 , on suppose ici que f € Y , et 1'on se
place en un point z € £ . La (complexifiée de la) différentielle d(Hcf)(z) admet
la valeur propre fu(z) - qui est non nulle parce que Hcf(z) = 0 et df(z) # 0 - et
deux valeurs propres A et p , de somme fu(z). Par définition de Y , et A et p sont
distinctes et différentes de fu(z), donc non nulles. On dit que z - qui est un
point-pli par hypothése sur f - est un pli-foyer si A = ;., un pli-col si A p < O

et un pli-nceud dans le cas restant.

THEOREME 4. Sous les hypothéses précédentes, il existe un unique a € {-2,1/8,1/2}

t h: (E ] —> [E ] d'homé hi t1'i ar x. d
et un germe LEan(z) [ oo oméomorphisme envoyan image par 7, du

germe en 2z du feuilletage caractéristique de S sur l'image par = du germe

2, -1
en O de celui de Sa = (2u - axz—p ) "(0). Le point singulier z de (1) est un pli-

1

col si a = -2 , un pli neeud si a = 1/8 et un pli-foyer si a = 1/2 .,

Démonstration. Si Ca désigne 1le lieu singulier de =& la figure suivante

1ls ?
a
représente (a gauche) le feuilletage caractéristique de Sa - vu dans la direction

de projection Ou - et (a droite) son image par n, , successivement pour a = 1/2 ,

1
a=1/8¢et a=-2

wl(Ca)

st (W)
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Supposant prouvée l'existence de a et de h , l'unicité de a est claire, car

(exercice facile) ces trois situations ne sont pas homéomorphes.
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Pour établir l'existence de h , commencons par le cas du pli-foyer. La situation,

pour le modele S, »a-= 1/8 , est la suivante : 1'application ﬁa i C —>C définie
sur la figure est (calcul explicite) un difféomorphisme fixant O ; comme nllC
a

est un plongement, il envoie @asur %, :ﬂi(Ca):> ; enfin,tout point w de nl(Sﬂ) est

o - + . P .
repéré sans ambiguité par deux points sa(w) et sa(w) de nl(ca), eux aussi définis

sur la figure précédente - avec s;(O) = s;(O) O . Or, au voisinage de z , on voit
facilement que S possede des propriétés tout a fait analogues : le théoréme de
Sternberg montre en effet que le germe en z de Hcf s admet une linéarisation Coo
(en fait, C1 suffirait), ce qui permet de définir des difféomorphismes locaux

T et 9 de C et n(C) respectivement de la méme maniére qu'on a défini @; et P, -
Comme z est un point-pli, on en déduit l'existence d'un voisinage U de z dans S
et de deux applications s" et s de n(U) dans n(C), faisant pendant a s; et s;

En vertu du théoréme de Hartman-Grobman, il existe un germe ho : n([C]z)—é [nl(Ca)J
o

, . -1 .
d'homéomorphisme (de classe Coo en dehors de n(z), et tel que h soit de classe
(o]

Cc™® en dehors de 0) vérifiant hgt?a]o = [?]n(z) . Le germe h d'homéomorphisme

+ bl Il
2 éfini h = h t oh = h ols .
cherché peut donc etre défini par sa o Oo[s Jn(z) e sa o [ Jn(z)

Du théoréme 3 et de la remarque 2, on en déduit le

SCOLIE 1. Lorsque z. est un pli-foyer, h peut etre choisi dans le théoreme 4 de

N -1 . . ®
maniere que h et h soient respectivement de classe C en dehors de n(z) et de

o .0

- Cas du pli-col. Si ;' et ?' désignent les deux courbes de Legendre de K contenues
dans S; ,a=-2, et passant par O , alors X' = Kl(i') et Y' = nl(?') sont des
paraboles, tangentes en O a la parabole [' = nl(Ca) . Soient zl , Yl et Ca+
(resp.i: s Yl et Ca_) les intersections de X', Y' et c, avec x—l([o,m[)
(resp.x—l(]_ ®,0])), et X!, Y' et Fl(resp.Xl » Y! et ['') leurs images par o
La figure précédente définit deux applications s' : nl(Sa)-—>I: u X' u Y' et

t' o nl(Sa) —> T UXruy YL , évidemment continues, et il est clair que tout

point v de nl(Sa) est déterminé de maniere unique par s'(v) et t'(v). Comme Hcf s
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est Cl—linéarisable au voisinage de z (appendice 8), on n'a aucun mal a voir que

la situation est tout a fait analogue pour S prés de z : a X' et Y' correspondent
les germes X et Y des v.f.i. de Hcf en z , et a Ca le germe [C]z 3 on pose

X =n®,Y=x®, T = n([C]Z), et le choix d'orientations de X , Y et [" identiques
en n(z) permet de définir les analogues X_, Y , 1 , X ,Y , [ deX! , Y ,
Fl ’ X: s Yl s F: respectivement, puis les germes s : n([S]z)___>r+ U X+ U Y_ et

t n([S]Z) - F_ @] X_ U Y+ d'applications continues correspondant a s' et t' . Il
existe évidemment un germe h0 T UXUY —4>[F' U X' Y']O d'homéomorphisme tel
que holF F LN L ho x ¢ X —X!' et holY : Y —Y' soient des germes de difféomor-
phismes c” , envoyant l'orientation choisie a la source sur l'orientation au but

définie par x ; le germe h d'homéomorphisme cherché peut donc &tre défini par

s'osh = h os et t'sh =h ot, d'ou le
o o

SCOLIE 2. Lorsque z est un pli-col, h peut &tre choisi dans le théoréme 4 de

s -1 . ;2 . .
maniere que h et h , avec les notations précédentes, soient respectivement de

classe C00 en dehors de X J Y et en dehors de X' U Y' , et qu'en outre

- -1 . . s
hIX 5 hIY , h 1IX' et h IX' soient des germes de difféomorphismes c® sur leurs

images [X'] , [Y']o , X et Y respectivement.
images ° et respectivement

- Cas du pli-nceud . L'idée est exactement la meéme : représenter un point de nl(Sa)

par les deux projections de feuilles caractéristiques qui s'y coupent. Je laisse les

détails au lecteur. m

REMARQUE. Si l'on considere des familles a parameétre £y 0j19 = 0 d'équations du

type (1), telles que O soit valeur réguliére de fX pour tout A , les considérations
du début de (A9.4) montrent que la bifurcation de Hopf est un phénoméne impossible
pour le feuilletage caractéristique de fi (0). Un beau théoréme de Daniel Bennequin
(bibliographie du chapitre 4) montre en fait que, pour toute surface S de classe

©

C plongée dans E , le feuilletage caractéristique de S n'admet pas de feuille

compacte bordant un disque de S .
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CONCLUSION : SINGULARITéS DE SYSTEMES DYNAMIQUES .

Aimai~je un réve ?
Mon doute, amas de nuit ancienne, 8'achéve
En maint rameau subtil, qui, demeuré les vrails
Bots mémes, prouve, hélas ! que bien seul je m'offrais
Pour triomphe la faute idéale de roses.
Réfléchissons. ..

Mallarmé

Nous allons maintenant donner quelques indications supplémentaires sur
les systemes dynamiques et leurs singularités, ce qui montrera en particulier des
exemples de situations auxquelles appliquer les résultats de cet ouvrage.

Sauf mention du contraire, les variétés et applications considérées sont
de classe COo , une surface est une sous-variété de dimension 2, et une courbe est
une sous-variété de dimension 1. Nous allons commencer par montrer que, méme en
partant du point de vue "myope" selon lequel les singularités d'un systéme dyna-
mique sont ses équilibres, on est rapidement conduit a envisager des singularités

plus globales.

(C 1) Défauts d'hyperbolicité génériques des points fixes d'une famille a un para-

métre de difféomorphismes.

. s 22 . . A k k
Soient M wune variété de dimension finie n , et J = J (IRXM,M),
0 < k < ®» 3 pour chaque application f : RX M —3 M et chaque A € IR, définissons

f,)\ : M—>» M par f7\(x) = f(A,x) ; de meme, étant donné A < IR X M on note

Ay = {x € M: (A,x) € A}. Soient
.0 .0 -
L, = i of €9 & 500 =x}

o

! 1 ~ 1
by —{J()\’x)fEJ .f7\(x) = x et G(Txfx)ﬂs A0 .

Le fermé 21 admet une stratification possédant la propriété (a) de Whitney, et

dont la strate de dimension maximale est la sous-variété 21 o formée des
)
1

1 € s
JM’X) £ e

. ; - 1
24 tels que l'on ait # {{a,a} : a € G(TX f}) NS} =1 et qu'en outre
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1
chaque a € O(Txfx) ns soit valear propre simple de Tx f I1 est clair que

-

P st - C e .
b est la réunion disjointe des sous-variétés X1 y = et ¥ définies par

1,0 1 1

t_ il - . 1
I = {J()’x)f € 21’0 : d(Txfx) ns = {+1}}

<20\ (5 U3

D'aprés le théoreme de transversalité de Thom (2.3.1), l'ensemble des f :

IRx M3 M tels que jof soit transverse a la sous-variété Z, et jlf , au fermé
stratifié 21 , est un ouvert dense %b de la topologie fine 3 l'ouvert

v o= %Lq Diffw(M,M) est donc dense dans Diffm(M,M). Comme Zj est de codimension

j + n pour j = 0,1, on déduit de (2.2), proposition 1 que, pour tout f € ¥

’

- le fermé C(f) = {(A,x) : f%(x) = x} = (jof)-l(zo) est une courbe ;

- 1l'ensemble Cl(f) des (A,x) € C(f) tels que le point fixe x de f, ne soit pas

A

1
(rl) .

hyperbolique est formé de points isolés, car on a Cl(f) = (jlf)—

On en déduit que Cl(f) comporte trois sortes de points

- Ceux ol x est un point fixe dégénéré de f

1

A ! qui forment 1'ensemble

Ci(f) - (o (21).

| - 1 -1, -
- Ceux ou - 1 est valeur propre de Txf , qui forment 1'ensemble Cl(f):(j f) 1(21).

A
- Ceux ou Tx fk a un couple de valeurs propres imaginaires conjuguées de module 1 ,

1

qui forment 1l'ensemble C;(f) = (jlf)- (2;) .

UN ELEMENT f DE ¢ ETANT DESORMAIS FIXE, ON POSE C = C(f), ¢, = ¢ (0,
etc. On peut par exemple appliquer le théoréme de Hartman-Grobman a paramétre

(3.2.4) pour trivialiser la famille (fk) au voisinage de chaque composante connexe

de C \ C1 . Si_intéressant que soit ce résultat, nous allons voir que la taille

du voisinage ol il s'applique ne suffit pas & rendre compte des phénoménes intéres-

sants survenant pres des points de C1 ; pour étudier ceux-ci, il sera commode

d'utiliser le résultat suivant, que nous admettrons (cf. Chenciner-Ioos) :

THEOREME DE LA VARIETE CENTRALE. - Etant donnés un point a d'une variété X et un

germe ¢ : [X]aéD de difféomorphisme, soit E® le plus grand sous-espace vectoriel
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PR 1 . o
T ¢-invariant E de T X vérifiant o(T ¢ ) ©S” . Il existe un germe W en a de
gy Anvariant ge 1 yeritrant a’|E &nace
sous-variété, ¢-invariant et tangent a EC . m

L s . o
Avec les notations du théoreme, on dit que E est le sous-espace central

o + - N + -
de Ta@ , et 1'on a Tax =E DPE DPE , ou E et E sont les sous-espaces stable

et instable de Ta@ . Le germe w® est une variété centrale de 9 .

REMARQUES . - L'énoncé correspondant est vrai lorsqu'on remplace les germes d'actionis
de ZZ par des germes d'actions de IR.

- La variété centrale n'est pas en général unique j; ainsi le germe

, 2
en O € IR2 d'action de IR engendré par le germe du champ de vecteurs (x,y)—y (x,y)

laisse invariants les germes de toutes les courbes y = @C(x), c€ R , ou ¢c(x) =0

-1/x

pour x < O et qc(x) =ce pour x > O .

+

I - Etude des points de C1

(points catastrophiques).

Etant donné a = (lo,xo) € CI , la transversalité de jlf a ZI implique
(exercice) que C a un contact d'ordre 1 en a avec l'hypersurface {lo}XM de RX M,
par conséquent, il existe un voisinage V de a dans C entiérement contenu
dans 1'un des "demi-espaces" H = [Xo , o [x M et H = 1 -0, Xo] XM . Si 1l'on a

VCcH, (resp.H ), il y a donc pour A = Xo naissance (resp. mort) en x_ d'un

couple de points fixes de f

A
Appliquons le théoréme de la variété centrale a X = R X M et ¢ = [F]a s
ol F(A\,x) = (A,f . (x)) ; si w® est une variété centrale de ¢ , alors,par défini-
+ .
tion de 21 , elle est de dimension 2 et coupe transversalement [Xo} X M . Le germe

en a d'un difféomorphisme local de IR X M du type (l,x)p__,(l,hx(x)), avec
h(lo,xo) =X permet donc de supposer que wC est le germe en a de Rx [ , ou
I > X est une courbe de M . On voit alors facilement que f]ﬂlx r vérifie au
voisinage de a les memes hypothéses de transversalité que f , ce qui prouve
1'inclusion [C]a C Wo . Voici donc un des deux comportements possibles de F

Rx [

au voisinage de a
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X
/
c )
-
L /
JR—
Figure 1 Ay X

(les fléches indiquent de quel cdté de x se trouve fl(x) ; l'autre situation

possible s'obtient en renversant l'orientation de l'axe des A).

REMARQUE. - Soit W un représentant du germe W ; pour A # Xo assez proche de KO s
si x € Ck est un des deux points fixes de fl qui sont nés ou vont mourir en xo
pour la valeur Xo du paramétre, on prouve sans peine que fﬁi]x est 1l'unique germe
en x de courbe invariant par Efllxet dont la tangente en x ne soit pas trop
éloignée de la projection de T.C . L'unicité de W® au voisinage de c\ {a} étant

ainsi prouvée, on en déduit immédiatement (cf. figure 1) son unicité au voisinage

de R \ {a} , ol R est le fermé de W’ dessiné ci-dessous :

Figure 2 A

1 (bifurcation de Poincaré-Hopf) .

II - Cas des points de C

Etant donné a = (A ,x ) € C; , la courbe C coupe cette fois {lo} X M
o’ o
transversalement. Pour voir le phénoméne nouveau qui se produit, il est assez
satisfaisant heuristiquement d'utiliser les concepts introduits dans 1'appendice &4 :

avec les notations de celui-ci (une métrique riemannienne étant choisie sur M) ,
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soit Z la sous-variété de a(zjo(M,M)) = SM X TM définie par Z = {((x,u),(y,2))
- , 1 .-

y =x et z = - u} ; par définition de 21 , la transversalité de j f a 21 se

traduit comme suit : la restriction a R X a(zﬁ) = R X SM de l'application G

R xz M ._9230(M,M) donnée par G(A,y) = 2Eof)\(y) est transverse a Z ; en particu-

- -1
lier, il existe un ouvert U 2 [lo} XS M de a(2M) tel que U N G (Z)={ko]x{v,-v},
o

ol v et -v sont les deux vecteurs propres unitaires de T fl associés a la
x

o o

valeur propre - 1 . De la transversalité de G Z , on déduit aussitdt

R X 3(,M
le fait suivant : pour toute sous-variété Y de 2Fb(M,M) telle que oY =2 , il
existe un ouvert V D {Xo} X Sx M de U vérifiant G dv Y . Or , 1l'exemple le

o
plus naturel d'une telle sous-variété Y est défini par

Y \Z = {((x,y),(x',y")) € 2J°(m,m) Dx' =y ety' =x} .

La sous-variété Y ainsi choisie, étant donné un ouvert V comme ci-dessus,
-1 o/ —

G (Y) NV est donc une courbe [' ; soit n© : RX 2M —3 Rx M la composée de la

. . vi 2 . .
projection naturelle IR X 2M —3 RXx M et de l'une quelconque des deux projections

2 el .
canoniques R x M~ _y RX M , et soit I' = n(I'). Nos hypothéses sur f entrainent
que [I'] est un germe de courbe, transverse a C en a ; la restriction a [ de F
a

(A, x)p—a3 (K,fx(x)) est, au voisinage de a , une involution non triviale fixant a .
Moyennant une condition de transversalité supplémentaire sur f (que je laisse le

lecteur expliciter) et avec les conventions de la figure 1 , voici comment se

C s 2 .z -
comporte la restriction de F~ & une variété centrale de F au voisinage de a :

X A N
T
f
N2
Y
C C
N
2
y=£, (¥) '
. 7
Figure 3 R 2
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(les autres possibilités s'obtiennent en renversant 1'orientation de 1'axe des A
et/ou le sens de toutes les fléches verticales a la fois). Naturellement, si 1l'on
requiert seulement la condition f € Q}/, il est parfaitement possible (mais tres
exceptionnel...) que l'on ait I' C {XO} X M , comme lorsque fx(x) = (-1+M)x au
voisinage de a = (0,0) € Rz .

La signification de ce trés important phénoméne sera discutée plus avant

dans (C2).

III - Cas des points de C; (bifurcation de Hopf-Naimark) .

L'approche algébrique utilisée dans II - n'est plus ici pertinente, et
nous avons tout intéret a nous placer d'emblée dans une variété centrale w®  ae
. c C s
F au point a = (XO , x ) de C1 considéré. Le meéme argument que dans I- montre que
o

w® contient le germe de C en a , lequel est transverse a {A } X M ; comme T fl
o
o "o

. . . . . . o
a cette fois un couple de valeurs propres imaginaires conjuguées, W est de
dimension 3 . Nous allons voir que la théorie des formes normales (4.3.1) est ici

fort utile

LEMME 1 - Si o (T ) ne contient pas de racine k-ieme de 1'unité pour k < 5 ,

X fk
o o
il existe quatre fonctions b, c, a, B: R éD telles que, sin: R X € —) @ est

définie par

. 2
(1) n2) - 2@y 2]y ot @M e [2]D

les propriétés suivantes soient vérifiées

(i) Il existe un germe H : WO-—9 [Hix E] de difféomorphisme de la forme

(0,0)

(A,x) —3 (A,h(X,x)) envoyant Fl o, Sur [a]
w
G(A,x) = (A,g(A,x)) et satisfait a l'égalité

0.0y ou G : R X @ ¢ s'écrit
s

A .
j loy-ny) =0, A€ R

(en particulier, H([C]a) = [rRx {0}] ) .

(0,0)

(ii) On a a(0) =1 et a'(0) £ O .

Preuve. (ii) résulte de (i) et de notre hypothése sur f et a . Pour prouver (i),
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, o
On peut évidemment supposer d'emblée que W = [H?X G]

(0,0) que
[C]a = [H?X {O]](O 0 et que le germe Fl ° admet un représentant § : IR X C éD
b
W
de la forme §(X,x) = (A,9(A,x)); on voit facilement qu'il s'agit en fait de prouver

l'existence d'une application Aj—j de IR dans ﬁg(G) telle que, pour A assez

o™
*

A
_ . b
proche de )O 0, le jet Jo( 3 P

ce résultat se déduit immédiatement de 1'

R L
) commute a la partie semi-simple de Jo ?o . Or,

, Y, & v w ) v
EXERCICE. Etant donne‘é €S (R) =8, k, £ € N, il existe un ouvert U 3 ¢ _ de
—_— o o
v v v
B et une application analytique h : U—5 £ tels que, pour tout ¢ € U, la partie
v A S <P , . ,

semi-simple de ?o commute a h(Q) 9 (1'ingrédient clé est le suivant : si a est

m
une valeur propre de A € GL(C ) , si le sous-espace invariant correspondant

m . s s .
E = Ker(A-aid) est de dimension d et si Gd désigne la grassmannienne des
d-plans complexes de " , alors (par le théoréme des fonctions implicites) il
m

existe un unique germe V : [GL(¢ )]A _ [Gd]E d'application continue (et, en

fait, holomorphe) V telle que BV(B) = V(B) pour tout B assez proche de A . Le

résultat s'en déduit par les méthodes de (4.3.1)), &

Sous les hypothéses et avec les notations du lemme 1, supposons que f
vérifie la condition de transversalité supplémentaire permettant d'affirmer que

l'on a

(2) B(o) £ 0 .

Modulo un difféomorphisme local de R X € de la forme (A,x) (p(A) ,¥(A,x)),

. 2
(1bis) n(\,z) = z(1+8(7\—Izlz))el(b(x)+C(X)IzI ) , € =+ 1,

Il existe donc un disque ouvert D de centre O dans @ et un intervalle ouvert

borné J 3 O tels que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout A € J :

. . R €
(i) La restriction de n, a D est un plongement, et on a nx(D) - D .

(ii) Pour A > O , le cercle nx—invariant PX ={z€0Q: lz|2 = A} est contenu

dans D .
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(iii) Quel gue soit z € D \{0} ,

. 2k :
a) pour A < O , la suite (Inx (z)|) converge exponentiellement

k € IN

vers O 3

b) pour A = O , elle converge aussi (mais moins vite) vers O ;

c) pour A > O , la distance de n;k(z) a Fl tend exponentiellement vers
0 gquand k + o 3 si de plus z est intérieur a F% , la distance de niek(z) ao
tend exponentiellement vers O , et nx(z) est intérjeur a F%

Nous allons maintenant expliquer sommairement pourquoi cet énoncé reste
vrai lorsqu'on y remplace n par g , a condition de substituer a (FX) une famille
(VX)] s 0 de cercles plongés (dont la différentiabilité est une fonction décrois-

sante de A).

Pour cela, considérons le "voisinage'" effilé de ' = [A}x FX dans J X D

défini, pour a > O assez petit, par

Ve (0L o A=]2l?] < o 2]

>V

trace de V sur RxaRR, aESl trace V>\ de V sur {A}xL, A>0

Figure 4
Par hypothése,on a

(3) lg(%,z)|:|z||1+e(l-|z|2) + O(}z]é)] uniformément par rapport a A C J .

Supposons que € = 1 (le cas ol € = - 1 s'en déduit en remplacant g, Par gy ) s
en restreignant éventuellement J et D , on déduit de (3) que, quels que soient

0
(A\,z) €I xD\V , ona
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]2 > a]z'l3

3
la (z1)] = (1 + 2 ]z'] ylz'| pour A-]z
(4) { A 2

ng(z)] < (1 - %12]3)|z| pour A - Izlz < - a]zlj .

I1 ne reste donc plus, en restreignant éventuellement J , qu'a prouver les faits

suivants, qui concernent exclusivement g v

1) On a G(V) ¢ V .
. . k

2) Pour tout A > O dans J , l'intersection o des gx(V}), k > 0 , est un

cercle plongé entourant O .
L sz . k N

3) Plus précisément, pour tout z & Vy o la distance de g}(z) avy, tend

exponentiellement vers zéro quand k-3 + o .,
L'idée de la preuve est essentiellement la suivante : étant donné un

. K k .
entier k > O , on considere l'ensemble (C des cercles C -plongés dans D , et, pour

~ k PO ~
chaque A € J , 1'application naturelle gy & é) définie par gx(C) = QK(C).

. . ~
L'application gx est

PO k .
continue pour la topologie définie sur & par les cartes suivantes : pour chaque

k . . N k
y € & , on choisit un voisinage tubulaire de y , c'est-a-dire un C -plongement

. 1 ool
J: S X R-—D tel que j(s™ x {O}) =+v . La carte QV j correspondante a pour

’

k1
domaine 1l'ensemble des j(graphe(f)), f € C (S°,R), et la topologie est 1l'image
L. . k k
réciproque de la topologie C sur C (S1 , R) (attention : les changements de

1 k, 1 k-
cartes ne sont C qu'en tant qu'applications C (S”,IR) — C 1(51,H2)). On se

place alors, pour chaque A > O)dans le domaine d'une carte Wx = @ B

v,
o1

v o= Fx et j(ST x R) O VX , et 1'on montre l'existence d'un sous-ensemble AX de

~

tel que WX% gXIAK

~
‘g) 3

soit une contraction pour la topologie c® , et vérifiant en outre UW;I(AX) =V

k, .1 .
C'(S",R) fermé pour la topologie CO , invariant par WKJ

3

Le cercle invariant v, cherché est donc 1l'unique point fixe (attractif) de

A

~ -1 N
IWX (Al) . Je renvoie a Ioos, Chenciner et Chenciner-Ioos pour plus de détails.

9

REMARQUES IMPORTANTES. En dépit d'une analogie superficielle, la bifurcation de

Hopf-Naimark n'est pas de la meéme nature que celle de Poincaré-Hopf : pour celle-
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ci, le rdle de la condition de transversalité supplémentaire introduite était
simplement de mettre en position générale la courbe I' , dont l'existence était

de toutes maniéres assurée. En revanche, la condition (2) intervient pour assurer
l'existence meéme de la famille (VX)' Il existe en effet des difféomorphismes h
du disque ouvert-unité ID de @ , préservant les aires, fixant O , tangents en O

a une rotation d'angle an® et tels que les seuls fermés h-invariants de ID
soient {0} et ID (difféomorphismes d'Anosov-Katok ; cf. Moser, p.56); étant donné
un tel h , la famille (gx) donnée par gx(z) = (1+A)h(z) fournit le contre-exemple
cherché.

- Nous avons montré une certaine ressemblance entre g et n au voisinage
de (0,0). On se gardera cependant de croire qu'il y a Co-isomorphisme entre les
deux au sens de (3.2.4) : en général, il n'existe meme pas d'application continue
9 : J—3J telle que g?(x)]y?(x) puisse &tre envoyé sur nxlfx par un homéomorphis~
me pour tout A assez petit ; en effet, l'angle de la rotation nxlrx est une
fonction C” , en général strictement monotone, de A , alors que ce qui en tient
lieu pour 9y vy s a savoir (2n fois) son nombre de rotation (cf. Hermanl1979) wva
en général etre une fonction discontinue de A , localement constante pour ses
valeurs rationnelles, d'ou le résultat annoncé, le nombre de rotation étant un
invariant topologique.

Pour comprendre ce phénoméne, remarquons que, lorsque p(nxlrx) est rationnel, il
existe un entier q > O tel que nilfk soit 1'identité, situation extreémement ins-

table par perturbation ; au contraire, quand p(gx]vx) est rationnel, le difféomor-

phisme gx]yx est en général structurellement stable, c'est a dire que tout dif-
féomorphisme de YK assez proche de gk est conjugué a QX dans le groupe des
homéomorphismes de Va3 par conséquent, pour tout A' assez proche de A , il existe

un homéomorphisme VX”"VK' envoyant gx yx sur gk'lvk' , et on a donc en particu-

lier 0(9}\,'\/)\,) = o(g)\]vx) .
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(C2) Cas des champs de vecteurs.

(C2-1) Etant donnée une famille (gk)KGE{ de champs de vecteurs sur la variété M ,

1'ensemble des zéros de g : (X,x).—-sgk(x) est de meme, génériquement, une courbe
c z . .
C , contenant deux ensembles disjoints CI et C1 de points isolés qui possedent

les propriétés suivantes :
- Pour a = (A,x) € C‘\(C; u Ci), le germe d'action de R engendré par EEX]
x
est hyperbolique.

r . .
- Pour a = (Xo,xo) € C1 , une valeur propre simple de la différentielle

dx g% , (A,x) € C , rencontre transversalement l'axe imaginaire iR en O pour
(A,x) = a , et old gy ) N iR = {o} .
o o
- Pour a = (Xo,xo) € C: , un couple de valeurs propres simples imaginaires
conjuguées de dgy (A,x) € C rencontre transversalement iR en {a,;} pour

(A,x) =a , et o(dx g% ) N iR = {a,&? .
oo

r

I - Aux points a = (Xo,xo) de C1 , 11 y a catastrophe : la courbe C a un
contact simple avec {KO} X M en a , et les courbes intégrales du champ X :

(A,x) =3 (O,gx(x)) sur IRX M présentent, au voisinage de a , l'aspect de la

figure 1 dans une variété centrale (ici de dimension 2) de X en a .

II - En tout point a = (Ko,xo) de C; , la courbe C coupe au contraire {KO}X M
transversalement. Si 1'on appelle orbite de X 1'image d'une courbe intégrale, il
existe une surface S passant par a dans IRX M et possédant les deux propriétés
suivantes :

(i) X est tangent a S en chacun de ses points ;

(ii) Les orbites de X|[S sont {a} et des cercles plongés entourant a (les
courbes intégrales correspondantes de X sont donc périodiques).

Génériquement, S a un contact simple avec {}o} X Men a j si W dési-
gne (un représentant d') une variété centrale (ici de dimension 3) de X en a ,
voici comment se comportent au voisinage de xO , pour A proche de %O , les orbites

de EK contenues dans W, (les autres cas possibles s'obtiennent en inversant le

A
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sens de parcours sur toutes les orbites des gk et/ou 1l'ordre des A)

SA
X0
Q .
A <A X=X A> A
o o o

Figure 5

C'est la bifurcation d'Andronov-Hopf, phénoméne dynamique remarquable,

puisqu'il se traduit (dans le cas dela figure 5) par 1'apparition, a partir d'un

équilibre stable, d'un régime périodique stable - presque toutes les orbites de

g, sont attirées ''trés vite" vers S. , du moins au voisinage de a . Le cas ou il

A

y a destruction d'un équilibre stable par collision avec une orbite périodique

instable est également significatif (c'est la situation ou toutes les fléches et
l'ordre des A sont inversés par rapport a la figure 5).

Pour prouver ce qui vient d'&tre avancé, restreignons-nous a W , ce qui,
a (germe de) difféomorphisme pres, revient a supposer que M = @ ; on peut en outre
supposer que C coincide avec IRX {0} prés de a = (XO,O). Pour chaque réel A
proche de Ko et chaque réel x # O , assez petit, soit alors T(A,x) =

min{t > O : t(x) € R} , ou ( t) est le flot de , et soit
2\ Eo) B\

T(A,x)

fk(x) = 9 (x) .
. 1 . . , o PP

Sip:S X R—C est 1l'éclatement orienté de l'origine défini par le passage

en coordonnées polaires, c'est a dire par p(u,r) = ru , il existe une (unique)

A 1
famille (EK) de champs de vecteurs sur S X IR dont l'image par p soit (gl) .

ne s'annule pas au voisinage de S1 X {O}, et admet

Pour A proche de ko

1 . t ~ .
S” x {0} pour orbite 3 soit alors ($x) le flot de gy 3 pour chaque x C R\{0}

:37\
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~n - .
prés de 0 , si x = (1,x) € p 1(x), on a Tx(x) = min{t > O : ?;(x) ¢ {-1} x R} .

On déduit donc du théoreme des fonctions implicites que 7. se prolonge de maniére

A
c® en 0 , et que (fx) est, pour A proche de XO , une famille de difféomorphismes

locaux (IR ,0) —> (IR ,0), vérifiant

.2
B B 2°F .
f,(0) =0, f)’\o(O) = -1 et o (A,,0) £ 0.

La famille (fl) satisfait donc aux hypothéses du théoréme de bifurcation de

Poincaré-Hopf, d'ol le résultat annoncé (exercice).
p1,

REMARQUE. - Dans les cas génériques, le théoréme de bifurcation d'Andronov -Hopf
peut se déduire de celui de Hopf-Naimark (en appliquant celui-ci pour chaque t a
F = @t , ol (@t) est le flot de X). Le gros inconvénient de cette méthode (outre
qu'elle fait appel a un résultat relativement difficile) est de masquer le fait
que la surface S existe de toutes facons dés qu'un couple de valeurs propres

imaginaires conjuguées traverse ilR.

(C2-2) Holonomie d'une orbite périodique.

Soit C un cercle plongé dans une variété M , orbite d'un champ de
vecteurs £ sur M , et soit H un germe en c € C d'hypersurface de M transverse

>

\ . . t , . ,
a C (ou surface de section de C) ; si (V') désigne le flot de £ et H un représen-

tant de H , le théoréme des fonctions implicites entraine 1'existence d'un voi-

~
sinage V de c dans H et d'une unique application continue 7 : V —3) IR tels que

. T(x) v ¢ . -
l'on ait V¥ (x) € H pour tout x C V et qu'en outre T(c) > O soit la période
t
primitive de C , i.e. T(c) = min{t > 0 : ¥'(c) = c} . Le germe ¢ : H_y H de dif-

T(x)

féomorphisme dont un représentant ¢ est donné par ¢(x) = V¥ (x) est l'holonomie

(ou application de premier retour de Poincaré) de l'orbite périodique C de £

(figure 6). A transport par un germe de difféomorphisme prés, c'est un invariant

du germe [g]c : si 1'on remplace H par une autre surface de section H' de C , et
si @' : H'_3H' est 1'holonomie associée, il existe un germe f : H_y H' tel que

A/

' = f%@ (étant donné un représentant H' de H' , on peut évidemment prendre pour
. . . - A/ .

f 1le germe de l'application f qui a x € H associe la premiéere intersection
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avec H' de l'orbite de x - figure 6).

©(x)

F(x)

Figuwre 6

L'orbite C de £ est dite non-dégénérée (resp. hyperbolique) lorsque

+
le point fixe ¢ de l'holonomie ¢ 1l'est. Les variétés stable W (C) et instable

W_(C) de l'orbite C de £ sont les germes en C de sous-variétés de M obtenus
comme suit : si W+ et W sont des représentants des variétés stable et instable de
¢ , alors wi(c) a pour représentant la réunion des orbites de § issues de w*

En particulier, C est hyperbolique si et seulement si w+(c) et W (C) se coupent
transversalement en C . Si W+(C) = [M]C (resp. W (c) = [M]c)’ on dit que
l'orbite C est attractive (resp. répulsive).

On définit de méme la notion de variété centrale WO(C) de l'orbite C de

L'holonomie ¢ de l'orbite périodique C de £ ne dépend pas du para-

métrage des orbites de £ : on obtiendrait le meme résultat en remplacant § par
fg , avec f : M _>]O,m[ . Le germe p en C d'action de R sur M obtenu en
t . P . . .
germifiant le flot (¥ ') n'est donc déterminé qu'imparfaitement par ¢ . Si T est
la période primitive de C , alors TZ est le stabilisateur des points de C , et il
est intéressant de considérer le germe d'action D|(TZZ) X M , c'est-a-dire le
v T . .
germe ¢ = p(T) = [W ]C de difféomorphisme. Tous les points de C sont des points
. ~ Lo & N o
fixes de ¢ ; en outre, la relation p(t) v ¢ = ¢ 0op(t) implique le fait suivant :
. . t,oy ~ ~
étant donnés x € C et y = ¥V (x) € C , les différentielles qu et Ty? sont

conjuguées, et ont donc le meéme spectre ¢ ; les éléments de ¢ sont les multipli-
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LV .
cateurs de Floguet de l'orbite C de g . Du fait que ¢ fixe tous les points de C ,

on a toujours 1 € ¢ ; en outre, étant donnés x € C et l'holonomie ¢ associée a

une surface de section H de C passant par x , il est clair que TxQ s'identifie

canoniquement a 1'automorphisme de TxM/TxC induit par Tx? . Dire que C est une

orbite non-dégénérée de £ revient donc a affirmer que 1 est valeur propre simple

de T ¢ , ou encore, ce qui revient au méme, a dire que l'application
— x

4
Jo, ol X M3 (6,95 Sy, W'y EMx M

est transverse a la diagonale AM en (T,x). L'orbite C de Z est hyperbolique

s s 1
si et seulement si elle est non-dégénérée et o N S = {1} .

Lorsque M est compacte, le théoreéme de transversalité (facon Abraham,
appendice 3) montre, par des techniques tout & fait similaires a celles de 1'appen-

dice 5 , le fait suivant : quels que soient les entiersm > 1 et n> O , 1l'ensem-

ble

R L N

est un ouvert dense. Etant donné g C QL% n? 1l'image réciproque de AM par p_ est
)

g

une courbe, dont les composantes connexes sont de deux types bien distincts :

- des {t} x C , o1 C est une orbite périodique non dégénérée de £ et
t € ]1/m,n[ une de ses périodes.
- des [1/m,n] x {y}, ot £(y) = 0 et o(dg(y)) § 0 (on dit que y est un point

critique non dégénéré de g) .

Si 1l'on pose %n =N %m,n » n € N , alors 1l'ensemble %: n z(n/ , formé de g
m

dont tous les éléments critiques (orbites périodiques et points critiques) sont

non dégénérés, est donc résiduel. En outre, pour chaque entier n > O , 1'ensemble

%Ln , formé de champs £ dont tous les points critiques et toutes les orbites

périodiques de période primitive au plus n sont non-dégénérés, est non seulement

dense, mais ouvert ; en effet, M étant compacte, les éléments critiques d'un

IS ﬂ; sont forcément en nombre fini (faute de quoi certains dégénéreraient), et

notre assertion résulte donc de ce que la transversalité est une propriété ouverte.
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Toutes ces propriétés de densité, d'ouverture et de finitude subsistent

lorsqu'on y remplace "mon-dégénéré" par "hyperbolique'" (la démonstration est

identique) .

REMARQUES. - Comme l'a montré Smale, il peut parfaitement arriver que la réunion

des orbites périodiques d'un champ € sur une variété compacte M soit dense, et

ce de maniére stable par perturbation de & . Naturellement, 1'intéret de ce ré-

sultat n'est que théorique : une orbite périodique de trés longue période est
indiscernable dans la pratique, et, si grand que soit l'entier n , nous avons vu
que les orbites périodiques de période au plus n formaient en général un ensem-
ble fini.

(o]
- On dit que x € M est un point périodique de h € Diff (M) lorsque

c'est un point fixe de h™ pour un entier m > O ; l'ensemble fini C = {hm(x):m €z}

est alors une orbite périodique de h , de période (primitive) p = # C . Elle est

dite non-dégénérée (resp. hyperbolique) lorsque le point fixe x de nP lvest
(notion évidemment indépendante du choix de x € C). Le théoréme de transversalité

dans les multijets implique immédiatement que l'ensemble des h dont tous les

points périodiques sont hyperboliques est résiduel.

- Les notions d'hyperbolicité, d'attractivité ou de répulsivité pour
une orbite périodique d'un champ £ sur M sont des cas particuliers des notions
correspondantes pour les sous-variétés compactes N de M invariantes par le flot
(Wt) de £ : grosso modo (cf. Chenciner-Ioos et, si 1l'on est trés courageux,
Hirsch-Pugh-Shub) , on considere - voir la fin de (Cl) - 1l'espace Cy)des sous-variétés
plongées dans M et difféomorphes a N , et le germe p d'action de R sur QMO
fixant N dont un représentant est (t,S)l__)Wt(S) ; si la "différentielle" de

kv
p(1) en N est hyperbolique, on dit que N est une variété invariante normalement

¥

hyperbolique du champ Z . Les v.f.i. de p (c'est-a-dire les variétés stable W et
- ~ . L . LM A

instable W de p(1)) existent et possédent la propriété suivante : si W , W C(AP

. + - .
désignent des représentants des germes W et W respectivement, alors
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L

+ A~ -
WN(g) =fuw ]N et wN(g) =[uw ]N sont des germes en N de sous-variétés de M ,
- ’ . ~+ N- .
se coupant transversalement en N et indépendantes du choix de W et W : on dit
+ -
que wN(g) (resp.wN(g)) est la variété stable (resp. instable) de N pour £ . Si

1'on perturbe un peu § , le champ perturbé €' aura prés de N une variété

normalement hyperbolique N' difféomorphe a N , et N' , W;'(N') et W;'(N') dépen-
S

dent contintiment de £' (tout cela se déduit aisément du théoreme d'existence et

d'unicité (et de bonne dépendance par rapport aux parametres) des points fixes de

contractions) .

Si la variété stable (resp. instable) de N pour £ est le germe de M tout

entier, on dit que la variété invariante N de £ est attractive (resp. répulsive).

La différence essentielle entre le cas oi N est une orbite et le cas
général (outre quelques menus probleémes de différentiabilité) est la suivante :
dans la situation générale, les notions d'hyperbolicité normale et de ''non-dégéné-

. . . . "/
rescence" coincident pratiquement, car il est rare que le spectre de d(p(1)) (N)

1 . . .
(spectrographe de g en N) rencontre S  sans contenir 1 . Pour étudier les situa-

tions ainsi crées, il est fréquemment nécessaire de faire de 1'Analyse difficile
(cf. Herman 1983 et Chenciner 1984).
- Les techniques de (8.4) permettent (cf. Takens) la mise sous forme

normale des champs de vecteurs au voisinage d'une orbite périodique hyperbolique.

(C2-3) Bifurcations d'orbites périodiques.

Avec les notations de (C2-1), pour chaque entier N > O , la réunion PN
des orbites périodiques, de période au plus N , de X va génériquement comporter
plusieurs sortes de points a = (}O,xo)

[ - Des points réguliers, i.e. tels que par xo passe une orbite pério-
dique '+ hyperhbolique de ¢) . Au voisinage de T = {KO} X v , 1l'ensemble PN est
une surface S transverse éoilo} X M , et chaque 5% est une orbite hyperbolique

de = pour ) assez proche de A
o

=)
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II - Des points catastrophiques : au voisinage de a , PN est une sur-
face S , mais celle-ci admet un contact "simple" avec {A } X M 1le long de l'orbi-
o
te [ = {ko} Xy de X passant par a . En d'autres termes, un couple d'orbites

périodiques hyperboliques de ék (de réunion Sx) nait ou meurt en y pour A = A .
o

III - Des points de bifurcation par doublement de période, au voisinage

desquels PN (ou en tous cas PZN) est formé de deux surfaces S et S' se coupant en

' . Au voisinage de I' , la surface $S est orientable, transverse & {A } x Men I ,
o

la période primitive de l'orbite S. de gx varie continfment avec A ; pour A # Xo ,

A

SX est hyperbolique, et la dimension de W+(S)) varie d'une unité quand X—Xo change
de signe. En revanche, S' n'est pas orientable : son modéle local est le ruban de
Mecebius obtenu par identification de (-1,y) a (1,-y) pour - 1 <y < 1 dans
[-1,1] x J-1,1[ ; dans ce modéle, [ serait le cercle image de [-1,1] x {o} , et
les autres orbites périodiques de X contenues dans S' , les cercles images des
[-1,1] x {-y,¥}, y #0 . Quand y tend vers O (dans ce modéle), la période pri-
mitive de l'orbite correspondante de X tend donc vers le double de celle de [ .
Génériquement, S' a un contact "simple" avec {Xo} XM en[ , et 1'on
peut donc (en inversant l'ordre des A s'il le faut) supposer Si vide pour A < Xo .

+
Pour A > XO , 1'orbite périodique Si de EX est alors hyperbolique, et W (Si) a

+ \ .
la méme dimension que W (S Les deux phénomenes dynamiques les plus remarquables

5

liés & cette situation sont les suivants : si S. est attractive pour A > KO , 11

A

y aura catastrophe, aucune orbite périodique de X attractive et proche de T

n'existant plus pour A < Xo ; si SX est attractive pour A < XO , un phénoméne

plus doux surviendra, puisque l'orbite attractive S! prendra pour A > ko le re-

A

lais de SX = Si = I , mais avec un doublement de la période. Des cascades de

o o
bifurcations de ce dernier type sont, en notre fin de siécle, considérées comme

des modéles de ''marche au chaos"

IV - Des points de bifurcation de Hopf-Naimark : au voisinage de [' ,

P est une surface S , transverse a{A}xMenI , et la période de 1'orbite
o
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est hyperbolique, et la

S, de gl varie contintment avec A ; pour A # Xo N SX

A

¥

dimension de W (Sk) varie de deux unités quand A-A change de signe. En outre, il
o

existe une sous-variété T D[ , de dimension 3 , de R X M , ayant un contact

"simple' avec {Xo} X M en ' , invariante par le flot de X , et possédant les

propriétés suivantes : si l'on suppose T, vide pour A < XO (ce qui revient éventuel-

A

lement & restreindre S et a inverser l'ordre des 1), alors, pour A > Xo preés de

ko B TX est un tore invariant normalement hyperbolique de gx , et

dim w+(TX) = dim W (S k)' En particulier, si S, est attractive pour A > Ko , il

A

y a catastrophe ; si S, est attractive pour A < Xo , alors Tk le sera pour A > Xo ,

A

et viendra donc remplacer '"en douceur'" 1l'orbite SK = TK =T . Ruelle et Takens

o o
ont proposé ce phénoméne comme un modéle de transitions vers la turbulence.

La démonstration des assertions I a IV consiste & se ramener a (Cl) :
si ¥ 3 x0 est une surface de section de l'orbite périodique v de gl passant
par Xo , alors [n%x Zja est une surface de section de l'orbite périodigue ' de X .
L'holonomie F de I' pour X (ou plutdt un de ses représentants) définit une
famille (f}) de difféomorphismes locaux d'un représentant y de Y . Génériquement,
les points fixes de F formeront prés de a une courbe C passant par a , et,

avec les notations de (Cl) (en y remplacant M par T), il se pourra seulement que

+

1

C

a appartienne a C\C1 (cas I), a C 1

(cas II), a C; (cas III) on a C; (cas IV).
Je laisse le lecteur s'inspirer de (C2-2) pour formuler 1l'argument de transversa-

1ité conduisant a ce résultat.

(C3) singularités d'actions différentiables.

(C3-1) Une classification et quelques exemples.

Soit p wune action différentiable d'un groupe de Lie G sur une variété
de dimension finie M . Au vu de ce qui précede, il est raisonnable de proposer
plusieurs types de points singuliers de p , chaque type contenant les précédents
(et correspondant donc a une notion plus faible de singularité)

- Les points fixes de p , qui forment un ensemble xl(o).

- Les points dont le stabilisateur n'est pas trivial, qui forment un ensemble
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22(0).

- Les points x de M tels que, pour tout ouvert U 3> x de M et tout voisi-
nage relativement compact V de 1 dans G ne contenant pas de sous-groupe fermé,
il existe g € G \ V vérifiant U N 319) U #@ 5 ils forment un ensemble 23(0) .

Les ensembles 21(0) et 23(0) sont fermés, alors que 22(0) peut ne pas l'etre (il
peut 2tre dense dans M , comme nous l'avons déja signalé). Une question intéressante
et difficile (closing lemma de Pugh) est de savoir si, en général, Zj(p)z E;TET .
I1 existe d'autres notions significatives de singularité, pour lesquelles je renvoie

au début du livre de Shub (bibliographie du chapitre 2).

EXEMPLES.1. - Si G est compact, on a 72(0) = TB(D). Les points de M peuvent
etre répartis en strates p-invariantes, chaque strate étant formé des points qui,a
conjugaison dans G preés, ont le meme stabilisateur. L'image de cette stratifica-
tion par la surjection canonique n de M sur l'espace Q des orbites de p fait
de l'espace topologique Q un "bon'" espace stratifié, et l'application m est alors
une "bonne" fibration stratifiée.

2. -Si G =1R ouZ , les éléments de 22(0) sont les points fixes et les
orbites périodiques (c'est-a-dire compactes) de p . Si par exemple G = 7ZZ et M = 51 B
on voit combien 23(0) est sensible aux perturbations de p : si le nombre de rota-
tion a de p est irrationnel, alors (théoréme de Denjoy, cf. Herman 1979) 1&1)
est conjugué dans Diffo(M) a4 la rotation d'angle @ , et on a donc g}(p) =M et
22(9) = @ . Au contraire, si a est rationnel, 22(9) = ZB(Q) sera en général la
réunion d'un ensemble fini d'orbites périodiques hyperboliques de p . Naturellement
il s'agit ici encore d'un résultat surtout théorique : si le rationnel a a un

grand dénominateur, les orbites compactes de ¢ auront une période si grande que

rien ne les distinguera d'orbites denses dans la pratique.

REMARQUE. - Si 1'on se place du point de vue des équations différentielles ordinai-
. . . . , t
res, c'est-a-dire si l'on s'intéresse au flot (q ) d'un champ de vecteurs £ sur

une variété non compacte M , il est raisonnable d'appeler singuliers les points
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t PN
x de M tels que t ¢ (x) ne soit pas défini pour tout t (ou pour tout t > 0).
Meéme pour les problemes les plus classiques, l'étude de ces singularités est encore

dans un état embryonnaire, malgré son intéret.

k
(C3-2) Quelques remarques sur les actions de R .

Nous allons brieévement expliquer comment appliquer les résultats du cha-
pitre 3 (§6) a 1'étude des points de Ez(p) lorsque P est une action de G = ]Rk
sur une variété M .
Etant donné a € Yz(p), soient S le stabilisateur de a , E le sous-espace vectoriel
de G engendré par S et F un sous-espace vectoriel supplémentaire de E dans
G . L'ensemble T = p(E x {a}) est donc un tore plongé.dans M et difféomorphe &

E/S . L'objet de ce qui suit est de décrire, dans les "bons" cas, a quoi ressem-

blent les orbites de o au voisinage de T .

I - Cas ol S est connexe (ce qui va 2tre dit s'applique dans tous les cas a 1'é-
tude du germe de P en a , a4 condition de prendre pour E 1la composante neutre
de S , et pour F un supplémentaire). On a alors T = {a}, et on déduit facilement

du théoréme de redressement qu'il existe un germe [M] —_ [IRnx F](O 0) de dif-
a ’

féomorphisme envoyant le germe de p en (0,a) sur le germe en (0,0) de

F XM
l'action o de F sur R'X F donnée par o(g) (x,y) = (x,y+g). Puisque seul le
germe en a de 0 nous intéresse, nous pouvons supposer que (M,a) = (]Rnx F,0) .

Pour (g,(x,y)) assez proche de E X {0} dans E X (R" x F), on a donc (G étant abélien)

p(g,(x,y)) = (T(g,x), y + f(g,x)),et le germe ] d'action de E sur R

E x {0}
fixant O détermine la forme des orbites de p au voisinage de a (puisqu'elles

s'écrivent localement comme produits des '"orbites" de T par (un voisinage ouvert

de O dans) F). Supposons que la partie linéaire Tl du germe de T en O soit fai-

blement hyperbolique, et qu'en outre tout 7' € Actz(E,]Rn) de partie linéaire Tl

. koo \ . foz P
soit C -linéarisable, ou k > O est un entier fixé (théoremes du §6 et de 1l'appen-

dice 7) ; on peut en fait prouver (en linéarisant d'abord le germe de T) le résul-

tat suivant :
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Si k est assez grand, il existe un entier £ > 0 tel que 1l'on puisse envoyer

(o]

. £
, par un germe [M]a__§[]Rnx F]O de difféomorphisme, C , sur le germe

E x {a}

en E x {0} de l'action °, de G sur R"x F donnée par

1 n
o lorg’, (x,y)) = (T (g,x) ,y+9"), 9 € E , 9",y € F , x € R .
De plus, si k = o , on peut prendre £ = o .

En d'autres termes, on a mis le germe de p sous forme normale, on

FxM
P . n A
a linéarisé le germe de 7., et en outre on a fait en sorte que IR X {O} soit in-
1 . . .
variant par p IE (lorsque 7 est dans le domaine de Siegel, le choix de ce germe
o
en a de sous-variété de dimension n invariant par le germe de p EXM est

- exercice - loin d'etre unique).

II - Cas oi S est discret et E =G . L'orbite de a coincide avec T , qui est

un tore de dimension k . Soit H 3 a une sous-variété de codimension k de M ,

\ . @ ’ . .
transverse a T . L'holonomie de p en T (pour H) est le germe % € Acta(S,H) défini
de la maniere suivante : comme H est transverse a T , elle est transverse aux
orbites de p dans un voisinage de a ; par conséquent, il existe un ouvert U 2 a de

H et un ouvert convexe V 5 O de G tels que j soit un plongement. Pour

= Plvxu

tout g € S , on a p(g,a) = a , et il existe donc un ouvert U' 3 a de H vérifiant

SYQ)U' < j(V x U). On_définit alors ¢(g) ¢ ﬁi(H) comme le germe en a de l'appli-

cation
Ur 3 x by pr, (57 (0(g,0)) € U

A transport par un germe de difféomorphisme prés, l'holonomie ainsi définie est

unique ; en particulier, l'existence d'une linéarisation C de ¢ est une propriété
intrinséque du germe de p en T . On dit que l'orbite T de p est hyperbolique

1 szaz
(resp. faiblement, fortement hyperbolique) lorsque ¢ 1l'est. De meme, les variétes

fortement invariantes de p en T sont les germes en T des réunions des orbites

de p issues (de représentants) des v.f.i. de ¢ .

Si 1'on oublie le paramétrage des orbites de p , leur aspect est bien
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décrit par ¢ au voisinage de T : supposons par exemple ¢ linéarisable ; soit
1 P . .
L = TH , et soit ¢ la suspension de ¢ définie comme suit : si Q est la va-
a 2uSpers1on

riété quotient de G X L par la relation d'équivalence '"g-g' € S et Ql(g'-g,x):x'"
entre (g,x) et (g',x'), alors 1l'action (g',(g,x)) > (g+tg',x) de G sur G X L
induit une action ¢ de G sur Q , et (exercice) il existe un germe de plongement
[Ql(G/S) % {O}"é [M]T dont un représentant envoie localement les orbites de §
sur celles de p . (Cette construction peut d'ailleurs 2tre effectuée quel que soit
p , la linéarisabilité de ¢ n'y intervenant que pour simplifier un peu les nota-
tions ; cela dit, quand ¢ n'est pas linéarisable, on sait fort peu de choses en
général sur la géométrie de ses '"orbites").

Comme dans le cas ou k = 1 , il est possible d'affiner ce résultat en
respectant le paramétrage des orbites : la clef est une mise sous forme normale de
, version a paramétre § € T du théoréme prouvé dans le §6 (et, dans

[0 apnd
[sxM's x T

le domaine de Poincaré, dans (4.4.2)).

III - Cas général. Il peut etre étudié par les méthodes introduites dans I et II .

(C4) Perspectives.

La théorie des systémes dynamiques a connu depuis vingtcing ans d'extra-
ordinaires développements, et continue d'abonder en problémes ouverts de toutes
sortes. Au terme d'un ouvrage surtout théorique, il n'est peut-2tre pas inutile
d'affirmer qu'a mon avis les plus grands progrés en la matiére viendront mainte-
nant d'un retour aux origines : on ne peut manquer d'2tre frappé par le contraste
entre l'extreme raffinement de certains résultats et 1'absence presque totale d'une
réflexion théorique sur la modélisation des phénoménes dynamiques ; une bonne
partie de ce qui fait 1'intéret de notre science nous échappe ainsi completement

faute de concepts adéquats, que nous serions pourtant bien placés pour forger.

423



M. CHAPERON

Bibliographie :

. . cpr . 2 A .
A. Chenciner 1983. Bifurcations de difféomorphismes de IR” au voisinage d'un point

fixe elliptique, cours a 1'Ecole des Houches (Juillet 1981),
North Holland
1984, Bifurcations de points fixes elliptiques. I- Courbes invarian-

tes, a paraitre aux Publications de 1'IHES.
A. Chenciner G. Ioos. Bifurcations de tores invariants, Arch. for Rat.Mech. and
Anal. 69 n°2 (1979), 109-198, et ibidem, vol.71 n°4 (1979),

301-306.

M.R. Herman 1979. Sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle

a des rotations, Publications de 1'IHES 49.

1983 . Sur les courbes invariantes par les difféomorphismes de 1'anneau,

Vol I , Astérisque 103-104.

M. Hirsch, C. Pugh, M. Shub. Invariant manifolds, Lect. Notes in Maths 583 (1977).

G. Ioos. Bifurcations of maps and applications, North Holland, 1979.

J. Moser. Stable and random motion in dynamical systems, Annals of Maths, study 77

(1973) , Princeton.

D. Ruelle, F. Takens. On the nature of turbulence, Comm. in math. Physics 20

(1971), 167-192.

F. Takens. Partially hyperbolic fixed points, Topology 10 (1971), 133-

424



Abraham (théoréme d') 329
adapté (systéme de coordonnées)124,251,278
Andronov-Hopf (bifurcation de) 412
atlas 323
-  équivalents 324
attractif (point fixe) 89
attractive (orbite) 414
- (variété invariante) 417
automorphisme
~ d'une structure de contact 211
- - - symplectique 214
automorphisme infinitésimal
- d'une structre de contact 212
- - - symplectique 251
Baire (espace de) 38
bien posé (probléme) 338
Bochner (théoréme de) 73
bord d'une variété 324
Brodsky (théoréme de) 388
caractéristique (feuilletage) 222,225
- (variété) 228
carte 323
catastrophe 403,411,418,419
Cauchy (probléme de) 223
central (sous-espace) 403
centrale (variété) 403,414
champ de vecteurs 60

425

chemin dans un espace fonc- 307
tionnel
Clairaut (&quation de) 230
- (points-plis de) 391
codimension 39,52,315
conforme symplectique (groupe) 242
contact (forme de) 207
- (structure de) 204,205,211
- (transformation de) 205
corang 51
courbe 401
critique (point, valeur) 37 ,325
crochet de Poisson 251
- de Lagrange 262
Darboux (théoréme de) 210 ,312,317
déformation d'un germe 84
d'action
dérivée de Lie 308
difféomorphisme 324
différentiel (probléme) 227
différentielle (relation) 227
élémentaire (groupe) 117
équation différentielle
d'ordre k 340
i ) 383

implicite



équation aux dérivées partielles
du premier ordre

excellente (fonction de Morse)

Faa-di Bruno (formule de)
facteur direct (sous-espace)
fibré tangent
Floquet (multiplicateurs de)
flot, flot complet
forme normale
formelle (action)
formellement isomorphes

- v-isomorphes
formule d'homotopie
fortement invariantes (variétés)
Fredholm (morphisme de)

fronce (point-)

générateur infinitésimal
génératrice (fonction)
germes

- d'actions

Gray (théoréme de)

hamiltonien

- de contact
Hartman-Grobman (théoréme de)
holonome (section)
holonomie
Hopf-Naimark (bifurcation de)

hyperbolique
- automorphisme, point fixe
- zéro
- orbite
- action
- - faiblement
fortement
simplement
-~ variété invariante norma-
lement

M. CHAPERON

223
49

319
324

325
414,415
65
12,126
74
74,281
293

309

139
325,326
385

65,308
217,219
21

68

233

251
220
76
27
413,422
406 ,418

59

59
414
124
124
126
170

416

426

immersion

indice de Fredholm

instable (variété)

intégrale premidre
- - formelle

intégrale singulidre

hyperbolique ou extrémale
intérieur (produit)
invariante (variété)

involution de Lagrange

- - Legendre
isomorphes

- germes d'actions

- - -  préservant

une structure symplec-

tique ou de contact
- déformations
- structures de contact
isotopies, isotopies infini-
tésimales

jacobien (idéal)

normalement

49
326

84 414 417

152
152
230

231
309
140
214
212

70,74

281
85
211

308

313

23 26 ,73,205

jets

K-jets 242,263
C-jets 263
jets suffisants (théoréme des) 313
lagrangienne (variété) 213
Lak Dara (théoréme de) 388 ,390
Legendre (variété de) 212
linéaire (action) 121
Malgrange (théoréme de) 385
Mather (théoréme de) 45
maximale (solution) 64
Milnor (nombre de) 315

morphisme de variétés & bord 323,324

Morse (fonction de)

47



INDEX TERMINOLOGIQUE

Morse (lemme de) 48
multijets 45,332
nilpotente (partie) 121,122
non-dégénéré (point-critique) 47
- (point fixe) 58

~ dégénérée (orbite) 414
normalement hyperbolique 231,416
orbite d'un champ de vecteurs 411
partie linéaire 132
- K-linéaire 261,275
période primitive 413
pli 385
- foyer, - neud, - col 395
plongement 54
Poincaré (domaine de) 125
- (application de) 413

- ~Hopf (bifurcation de) 404
polynomiale (application) 118
propre (application) 52
quasi-quotient 165
quotient 164
raisonnable (fermé) 34
redressement (théorémes de) 61,63,421
réduction (théoréme de) 49
régulier (point) 387
réguliére (valeur) 37,325
répulsive (orbite) 414
- (variété invariante) 417
résiduel 38
ridicule (équation) 391

427

semi~-simple 120,126,127
- - (partie) 120,121,131,271
Siegel (domaine de) 125
solution géométrique 227
sous-variété 39 ,324
spectre 58
spectral (théoréme en géomé- 243
trie symplectique)
spectrographe 417
stabilité structurelle 410
stable (variété) 84,414,417
Sternberg (théor&me de) 87
strate, stratification, 52
stratifié
submersion 37,325
surface 401
- de section 413
suspension 423
tangent (espace) 325
tangente (structure de 242
contact)
Thom (théoréme de transver-
salité de) 41
tiroir (théoréme de point 90
fixe 3)

transversalité (théoréme de) 40,41,329

transverse 39,328
triviale (déformation) 85
variations (équation aux) 338
variété 324
Whitney (topologie de) 41
- (théoréme de prolonge- 27
ment de)
- (théoréme de plonge-
ment de) 55
- (condition (a) de) 210



PRINCIPALES NOTATIONS

Jk(p)
£t hz

k k
J (P)st f

—k —k
o (XY, 5 f

gl (E)

o(A)

O
b3

s
Sk

Act’ (G ,X)
a

55(x)
a

n/
p

piff’ (X,Y)

piff" (X)

M. CHAPERON

dual de 1'espace vectoriel réel E
premiére et seconde projections

espace tangent a X en x

fibré tangent de X

application linéaire tangente a f en x

r
espace des sections C de p

germes en A de l'ensemble X ,
de 1l'application f

espace des jets d'ordre k d'applications
de X dans X'

jet d'ordre k de f en x
a lication j f
PPil 10 X -ﬁ

JX

k_ .
restriction de j f a A

espace des jets d'ordre k de sections de p
transversalité de f a Z

multijets (multi = s)

bijets "complétés"

algebre de Lie des endomorphismes
d'un Banach E

spectre du complexifié de Aggl (E)

image d'un champ de vecteurs V par
difféomorphisme h

image inverse de V par h

r
ensemble des germes d'actions C de G sur
X fixant a

r .
groupe des germes [X]aé) de C -difféomor-
phismes

Lo k
morphisme G—+A3§(X) associé a p C Acta(G,X)
espace des Cr—difféomorphismes de X sur Y

groupe Diffr(X,X)

428

page 325
page 325
page 4]
page 21
page 23
page 23
page 26
page 27
page 26
page 39
page 45
page 332,335
page 58
page S8
page 61
page 68
page 67
page 68



PRINCIPALES NOTATIONS

A
R morphisme G —Diff’ (X) associé a une action
R de G sur X
k k
'&a a'(X,X') espace des germes [X] — [Xx'] , de C - page 70
’ di fféomorphismes a a
v . Kk - K
gip image de , € Acta(G,X) par ¢ € .Ba a"(X X 1) page 70
’
3% -1
[/ image inverse (¥ )%y de p par V C -3:' (X,x")
a
v b
k .k
,Da(X) groupe des i, 9. € .3:()() page 71
k k
M jet dlordre k de p € Act_(G,X) page 73
pi partie linéaire de p page 73
vk
Act (G,X) ensemble des actions formelles de G sur page 74
a X en a
G]R "réélifié" d'un groupe élémentaire G page 118
Vs R
6b(x) algebre de Lie des jets d'ordre s en page 131
b € X de champs de vecteurs sur X nuls en
b
Vi . NP s
) partie linéaire de p € Actb(G,X) page 132
IR projection de g € G dans GIR page 139

NOTATIONS DU CHAPITRE 3

o, Ei v G s F, In s EI page 159,160
VI ) CI ) J(x) page 161
NJ” réunion des v.f.i. de o page 163
A
»’V’b , Eb ) Qb page 164
Hj y r:j ’ Fj page 165
A
- t

bj ,o0.,0 b ? (l/rb , Eb‘ » & Q) L E page 165,166

J J J J J
C, KJ ’ VJ’I ’ CJ’ I ’ QI ’ jC ’ ZC,I page 167

T 16
LSS SIS S RIS S PN page 168
Lo fc page 172
a, page 176
a page 177

429



J
CHAPITRE IV

%k

k
n,q

Kk(p)

L)

£5 (Y ,0)

v v -k
ﬁ‘;(w) ,a‘é(m, (f,9]
w

87(K) = &
a

M. CHAPERON

k
projection J (]Rn ,]:Rq)-—}]Rn

kK, _n
structure de contact de J (R , rY)

k
structure de contact de J (p)

espace des jets d'ordre k de sous-varié-

tés de codimension q de Y

k
structure de contact de J (Y,q)
. . 1
section canonique de K
n,l
projection T#X —X

Complémentaire de la section nulle dans K

S
forme symplectique standard de T.Rn
transformation de contact infinitésimale
ayant f pour hamiltonien de contact par
rapport a c
variété

caractéristique de g

structure de contact tangente en a a la
structure de contact ¥ sur X

groupe des ¢ € iﬁ(x) préservant K
. K
K-jet d'ordre 1 en a de h € JL(K)

crochet de Poisson de f et g pour la
structure symplectique g

champ de hamiltonien f pour w

algebre de Lie des germes en a
d'automorphismes infinitésimaux de K

K-partie linéaire de g € 60

crochet de Lagrange de f et g
pour la forme de contact c

430

page 178
page 181
page203
page 204
page 205
page 205
page 206
page 207
page 207
page 210
page 213
page 220
page 228
page 242
page 242
page 242
page 242
page 251
page 252
page 261
page 261
page 261
page 262



)
a

~k

&

w)
a

APPENDICES

(ft)

oX
Ind (A)

SX

|

PRINCIPALES NOTATIONS

espace §/5, des K-jets d'ordre
k en a d'é?éments de &

. ~k
H-jet d'ordre k de € € 6a(H)

groupe des H-jets d'ordre k en a

d'éléments de lz(x)

chemin dans un espace (de germes)

d'applications

isotopies

générateur infinitésimal de (@t)
dérivée de Lie de y par rapport a €

produit intérieur par g

idéal jacobien de f

nombre de Milnor de f

produit tensoriel symétrique

dérivée k-iéme de f

bord de la variété X

indice de Fredholm de A

fibré en sphéres-unités tangentes a X

"complété' de

X
2

431

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

page

263

263

265

307

308

308
308
309
313
315
319
321
324
326
331

331






BIBLIOGRAPHIE

CHAPITRE 1.

1 - Référence Générale.

J. Dieudonné. Eléments d'Analyse ( neuf volumes ) Gauthier-Villars, Paris,

1965-1982.

2 - Ouvrages plus spécialisés

R. Abraham et J. Robbin. Transversal mappings and flows. Benjamin, New-York ,

1967.

N. Bourbaki. Variétés différentielles et analytiques. Hermann, Paris, 1971

M. Golubitsky et V. Guillemin. Stable mappings and their singularities. Gradua-

te texts in mathematics, Springer, New-York-Heidelberg-Berlin, 1973.

J. Milnor. Morse theory. Annals of mathematics, study 51, Princeton University
Press, 1963-1969.

J+.R. Munkres. Elementary differential topology. Annals of mathematics, study
54, Princeton, 1966.

E.H. Spanier. Algebraic topology. Mc Graw-Hill, New-York, 1966

J.C. Tougeron. Idéaux de fonctions différentiables, Ergebnisse der Mathematik

und ihrer Grenzgebiete, Band 71, Springer, Berlin-Heidelberg-New-York

1972.

(voir aussi B. Malgrange. Ideals of differentiable functions. Oxford University

Press, 1966).

433



M. CHAPERON

3 - Articles.
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R. Thom. "Quelques propriétés globales des variétés différentiables", Comment.
Math. Helv., 28, 17-86 (1954).

La remarque de C. Robinson permettant de faire mieux fonctionner le théoreme
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[2] Chapitres supplémentaires de la théorie des équations diffé-

rentielles ordinaires, Mir, Moscou, 1980.

C. Camacho, N.H. Kuiper, J. Palis : The topology of holomorphic flows with
singularity, Publ. Math. I.H.E.S. 48 (1978) p. 5-38.
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CHAPITRE 3.

k 4
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t.289 (1979), série A, p.325-328.
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F. Dumortier, R. Roussarie. Smooth linearization of germs of.Rz-actions and

holomorphic vector fields, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 30, 1 (1980),

p. 31-64.

Aprés la theése de Camacho, plutdt orientée vers la généralisation du
théoreéme de Hartman - Grobman a certains germes d'actions deZRk X Z!ﬂ, Dumortier
et Roussarie ont étendu le théoreme de linéarisation de Sternberg aux germes
d'actions de<R2, sous une hypothése d'hyperbolicité générique, mais tres forte,
introduite par Camacho.

J'ai commencé, au premier semestre 1978, par simplifier leur démons-

tration - notamment grace au théoreme 1 de (4.4.2) - et la rendre entierement
géométrique, ce qui permettait d'affaiblir les hypothéses du théoreme ( la
notion d'hyperbolicité forte date de cette époque ) et de 1'étendre aux actions
de Zz et de RXZ , ainsi que d'en prouver l'avatar en géométrie de contact qui
m'intéressait - voir le chapitre 4. J'ai ensuite utilisé le théoreme 2 de
(4.4.2) pour prouver L1y que, dans le domaine de Poincaré, tout germe forte-
ment hyperbolique d'action de kazﬂlétait C°-linéarisable. Tous ces résultats
ont été exposés a Dijon en mars 1979.

Le passage des germes d'actions de]R2 aux germes d'actions de R"
avec r > 2 n'était possible que si 1l'on savait construire les '"quasi-quotients"
d'un espace vectoriel par une action linéaire deﬁRk avec k > 1, ce que j'ai
fait au printemps 1979 a 1'aide de la "fonction de Lyapounov" F introduite
- mais peu utilisée - par Camacho. L'ensemble de la théorie - sous une forme
un peu plus primitive que ce qui est présenté ici - a fait 1'objet de deux
exposés au séminaire Thom a 1'automne 1979. La définition de 1'hyperbolicité
faible date de cette époque ([2]) , ainsi que 1'idée du théoreme (6.3) prouvant
la minimalité de cette hypothese. Le passage aux groupes élémentaires généraux

ne posait dés lors aucun probleéme.
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Pour ne pas surcharger ce cours d'un savoir trop spécialisé, je n'y
ai fait figurer ni la généralisation de (4.4.3)-(4.4.4), ni son application
3 la linéarisation C° des germes d'actions. En attendant un article prochain
contenant "toute" la théorie, le lecteur intéressé peut consulter mon exposé

au symposium de Rio, et, s'il est courageux, ma these {3l.
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tiels fuchsiens, Séminaire Goulaouic-Schwartz 1977-1978, exposé n°11.
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I : Acta Math. 127 (1971) p. 79-183 .
II : (avec J. Duistermaat) : Acta Math. 128 (1972) p. 183-269 .

P.D. Lax : The formation and decay of shock waves, Amer. Math. Monthly 79
(1972) p.227-241 .

R. Lutz : Structures de contact sur les fibrés principaux en cercles de dimen-

sion 3, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 27 (1977)
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V.V. Lychagin : Local classification of non-linear first order partial differential

equations, Russian Math-Surveys 30 : 1 (1975), 105-175 .

J. Martinet : Formes de contact sur les variétés de dimension 3, in Procee-

dings of Liverpool Singularities Symposium II, Lecture Notes in

mathematics 192 (1971) p. 142-163, Springer, Berlin-Heidelberg-

New-York.

T. Oshima : Singularitigs in contact geometry, J. Fac. Sc. Univ. Tokyo, t 21

(1974) p.43

M. Sato -~ T. Kawai - M. Kashiwara : Microfunctions and pseudo-differential

equations, in Hyperfunctions and Pseudo-differential Equations,

Lecture Notes in Mathematics 287 (1973) p. 265-529, Springer, Berlin
Heidelberg-New~York.

D.G. Schaeffer : A regularity theorem for conservation laws, Advances in Maths.

II (1973) p. 368-386.

R. Thom : Remarques sur les problemes comportant des inéquations différentiel-

les globales, Bull. Soc. math. France 87 (1959) p. 455-461.

Les sections (7.1) et (7.2) reprennent pour l'essentiel la premiere par-
tie d'un article antérieur [2], en y ajoutant des démonstrations.

Pour obtenir la forme "équivariante'" du théoreme de Gray dont j'avais
besoin (théoremes 1, 2 et 3 de (7.3)), je n'ai eu qu'a adapter la tres belle
démonstration de Martinet. Le théoreme 2 bis de (7.3) est une version équi-
variante d'un lemme de Moser, qui a introduit la méthode infinitésimale pour
le prouver.

Les concepts et une partie des résultats présentés dans (8.1)-(8.2.2)
semblent nouveaux.

Les résultats de (8.4) et (8.5) ont été annoncés dans mes articles
(1] et [2] (voir aussi la Note [2] citée dans la bibliographie du chapitre 3).
Ceux de (8.4) répondent & une question de René Thom (le corollaire est du a

Oshima dans le cas analytique).
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Enfin, il convient de signaler que Lygagin a établi aux alentours de 1975 le corol-
laire de (8.3), théoréme 2 que consitue sa formulation en termes d'équations aux

dérivées partielles du premier ordre.
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ABSTRACT

This work is an expanded version of lectures given at Ecole Normale Supé-
rieure (France) and Universidade Federal de S80 Carlos (Brasil) with the following

two aims :

- Introduce some basic tools of differential geometry (Ehresmann's jets,
Whitney's extension theorem, Thom's transversality theorem, Moser's infinitésimal
method, contact and sympnlectic structures) in a fashion suitable for applicationms.

- Use these tools in the study of singularities of smooth actions (normal forms,
various versions of Sternberg's theorem, linearisation of abelian group actionms,

singular integral manifolds of p.d.e'.s, etc...).

One of our goals was to show that rather deep results in the local theory
of actions could be obtained using quite simple geometric ideas ans very little

analysis.

In addition to the examples included in the bulk of the text, a substantial
conclusion and several appendices should enable the reader to appreciate the impli-

cations of our results and the richness of the subject as a whole.
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