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PREFACE

Dans 1l'exposé& 534 du Séminaire Bourbaki consacré a l'algébre de
convolution M(G), on renvoyait a un "Séminaire sur 1l'Analyse Harmoni-
que des mesures, de Villetaneuse" qui n'a existé qu'a 1'état de chapi-
tres épars ou inachevés. Par la suite divers auteurs y ont fait réfé-
rence, ce qui a créé une situation embarassante. Lelivre de C. GRAHAM
et C. Mc GEHEE "Essays in Commutative Harmonic Analysis" (Springer-
Verlag) y fait allusion mais est paru trop tét pour en intégrer lama-
tiére. Il y avait donc un vide a combler.

Entre-temps le point de vue a un peu évolué. Nombre dequestions
peuvent é&tre traitées maintenant de fagon plus élémentaire et lisible
par d'autres que des spécialistes étroits. D'ol 1'idée de réécrire une
grande partie du séminaire de fagon qu'elle puisse servir en méme
temps d'introduction au sujet. L'étude des transformées de Fourier-
Stieltjes qui est présentée ici mérite, & notre avis, une place plus
centrale et plus classique en Analyse de Fourier (dans la lignée du
livre de W. RUDIN "Fourier Analysis on groups"). Malgré tout ils'agit
d'un séminaire qui n'aborde que les questions ol on apporte quelque
chose de neuf, soit dans les résultats et les méthodes, soit dans le
traitement.

L'approche qui est suivie ici, a été élaborée dans un groupe de
travail comprenant B. HOST, M. QUEFFELEC, J.F. MELA, F. PARREAU avec,
notamment, la participation de M. DECHAMPS-GONDIM, J. PEYRIERE,

H. QUEFFELEC. A l'origine elle doit beaucoup aux travaux de G. BROWN
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et W. MORAN et aussi a ceux de J.L. TAYLOR (bien que la démarche adop-
tée ici s'écarte considérablement de la sienne). Ensuite les idées de
B. HOST et F. PARREAU ont eu une influence prédominante.

Les quatre premiers chapitres ont été rédigés en continuité avec
de nombreux renvois et références pour aider le cheminement de lec-
teurs non-avertis, mais qui peuvent é&tre sautés par les autres. Le
chapitre I, assez bref, contient des résultats un peu inhabituels sur
les espaces L”(p), qui sont constamment utilisés par la suite. L'ori-
ginalité consiste ici surtout & les dégager et a les étendre au dual
d'un "L-espace de mesures".

Dans le chapitre II on montre comment 1l'introduction du semi-
groupe T (i) associé 3 une mesure y permet d'obtenir avec une remar-
quable simplicité&, une foule de résultats plus ou moins classiques
ainsi que toutes leurs variantes, mais aussi des propriétés nouvelles
des transformées de Fourier-Stieltjes qui sont approfondies dans les
chapitres VI et VII notamment.

Le chapitre III est consacré aux mesures quasi-idempotentes,
semi-idempotentes,pour lesquelles il y a eu des progrés récents trés
substantiels. L'étude des propriétés plus fines du semi-groupe T (u)
permet d'éclaircir des situations a priori assez complexes et fournit
des résultats généraux trés précis.

Le chapitre IV introduit les algébres de convolution de mesures
dans un cadre concret, et fait le lien entre le point de vue "local"
des chapitres II et III et un point de vue "global" qui sera adopté
dans la suite. Il y a une partie de "routine" indispensable qu'on a
cherché 3 rendre aussi insignifiante que possible pour courir au plus
concret. (Ceci a l'inconvénient de masquer les structures générales
intéressantes ; on y reviendra dans un séminaire ultérieur). On fait

une synthése des propriétés des produits de Riesz ordinaires, des me-
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sures a puissances indépendantes, de la propriété du "module constant}
de la "tameness" .. A coté de quelques résultats nouveaux, il y a
beaucoup de choses qui étaient d&ja connues mais dont la présentation
est notablement simplifiée. On y trouve également une théorie des
points critiques de T avec des applications.

Les chapitres V & VIII adoptent le point de vue du chapitre IV
mais constituent des exposés indépendants.

Le chapitre V est consacré aux produits de Riesz généralisés
qui, outre leur intérét propre, fournissent des outils puissants pour
certaines constructions. Pour étendre a ces mesures les propriétés
des produits de Riesz ordinaires (principalement la "tameness") on
est conduit & des démonstrations générales encore plus simples.

Le chapitre VI établit des caractérisations des "ensembles de
Rajchman" et des "ensembles de continuité" et donne des estimations
quantitatives précises. Il met un point a peu prés final a ces ques-
tions. Les méthodes introduites dans ce séminaire s'avérent trés bien
adaptées pour élucider les rapports entre les propriétés des transfor—
mées de Fourier-Stieltjes et les propriétés arithmétiques des ensem-
bles.

Dans un esprit voisin le chapitre VII fait une étude un peu
systématique des L-idéaux de convolution de mesures qu'on peutdéfinir
par un comportement spécifique des transformées de Fourier-Stieltjes
a 1'infini. On revient ainsi notamment sur les mesures de Dirichlet
introduites au chapitre II.

Le chapitre VIII a plusieurs objets. Tout d'abord on replace
dans le contexte de ce séminaire la question des systémes de Raikov
et des topologies non localement compactes sur le groupe G. On démon-
tre ensuite une extension d'un théoréme de DUNKL et RAMIREZ sur les

idempotents dans 1'adhérence des caractéres. Ceci conduit 3 la notion

"d'algébre de Bochner" qui joue un rdle intéressant (mais mal éclair-
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éclairci) dans diverses questions et a été & l'origine de développe-
ments ultérieurs sur les "algébres saturées".

Les chapitres I, II, III, IV et VIII ont été rédigés par
J.F. MELA. Dans les chapitres II, III, IV les contributions des dif-
férents auteurs ne sont signalés que lorsqu'il s'agit de travaux pu-
bliés ailleurs. Dans le chapitre IV il y a des emprunts diffus,pas
toujours explicites, & J.L. TAYLOR, G. BROWN et W. MORAN. Les chapi-
tres V, VI, VII sont dus & B. HOST et F. PARREAU ; ils sont entiére-
ment originaux et non publiés (seul le chapitre VI a fait 1l'objet
d'une note résumée aux C.R.A.S.).

On nous pardonnera d'avoir limité notre point de vue et privilé-
gié notre approche personnelle du sujet. Il manque des références his-
toriques a la plupart des papiers antérieurs a 1970, qui ont ouvert la
voie mais que nous n'utiliserons pas explicitement. De méme certains
travaux contemporains intéressants n'apparaissent pas, tout simplement
parce qu'ils sont hors de notre propos ou qu'ils suivent une ligne dif-
férente. Le lecteur comblera ces lacunes en consultant le livre de

GRAHAM et Mc GEHEE.

HOST Bernard
MELA Jean-Frangois
PARREAU Frangois

Laboratoire "Analyse et Applications" (U.A. 742)
Département de Mathématiques

Centre Scientifique et Polytechnique

Université Paris-Nord

Avenue J.B. Clément, 93430 VILLETANEUSE (France)
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CHAPITRE I

PRELIMINAIRES

Nous avons trouvé commode de rassembler dans ce chapitre un
certain nombre de propriétés des espaces L (p), qui sont constamment
utilisées dans la suite. Ces propriétés, intéressantes en elles-mémes,
ne sont pas vraiment nouvelles ni bien profondes. Ce qui 1l'est davan-
tage c'est la présentation d'ensemble qu'on en fait et le rdle cen-
tral de cette petite théorie dans 1l'é&tude des mesures sur les groupes
abéliens localement compacts. On peut développer des considérations
analogues pour les limites projectives d'espaces L*(u) et ainsi pour
le dual d'un "L-espace de mesures". C'est ce qu'on fait a la fin de
ce chapitre, mais sans rien rajouter d'essentiel.

On peut passer assez vite sur ce chapitre, quitte a y revenir

par la suite, si besoin est.

1 - Généralités
1.1 - Nous utiliserons les notations usuelles de la théorie de
la mesure. Nous considérerons des mesures boréliennes complexes régu-
liéres sur un espace localement compact. Pour deux mesures complexes
U et v, il est commode de dire que v est absolument continue par rap-

port a u et d'écrire v<<u si v est absolument continue par rapport &

[u]|. De méme nous dirons pu-presque partout (p-pp) au lieu de |u|-pres-

que partout.
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1.2 - Si on suppose v finie et y finie ou o-finie, le théoréme
de Radon-Nikodym établit que v<<p si et seulement si v =fu, ol f est
une fonction p-intégrable.

Nous noterons L(u) l'espace des mesures complexes finies v<<y,
qui peut s'identifier a 1l'espace Ll(u) des (classes de) fonctions
U-intégrables (On identifie la mesure v =fu avec la fonction f ; mais

attention ! cette identification dépend de la mesure de base considé-

rée). L(u) est un espace de Banach pour la norme

vl =Jd|\’|=Jlf|d|u] (si v =fy)
Le dual de L(u) s'identifie & L”(u) par le couplage

J¢dV=J¢fdu (b eL®(n), v =£fuekL(u))

1.3 - Remarque : Le théoréme de Radon-Nikodym est valable dans
un cadre plus général ol p peut ne pas &tre o-finie. En particulier
il est valable lorsque X est un groupe localement compact et y sa me-

sure de Haar (cf [2]), et dans ce cas on a encore L(u)' = L (n) .

1.4 - Pour deux mesures boréliennes complexes u et v nous écri-
rons plv si p et v sont étrangéres, c'est-d-dire si elles sont con-

centrées sur deux boréliens disjoints.

1.5 - Puisque L{p) = L(|u|) et L®(pu) = L®(|u]) on peut toujours,
si besoin est dans la suite, supposer gque la mesure de base est posi-

tive.

2 - Formes linéaires et L-opérateurs de L(u)

Désormais et dans toute la suite, y sera une mesure borélienne

complexe finie sur un espace localement compact X.

2.1 - Définition 1 : Un opérateur linéaire continu ¢ de L (u)

10
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est un L-opérateur si, quel que soit v eL(uy) on a d(v) << v.

Proposition 1 : A tout L-opérateur ¢ de L(u) correspond un élément

¢ €L (u) unique, tel que
o(v) = ¢v (v eL(u))

et inversement. (¢v est le produit au sens usuel de la fonction ¢ et

de la mesure V).

Démonstration : Soit ¢ un L-opérateur de L(u). Montrons d'abord que,

pour tout £ eL®(u), on a
(2.1.1) d(fv) = £0(v) (v eL(n))

Soit B un borélien quelconque de X. Ecrivons

v o= le + lX\BV

2(v) = o(lgV) + o(1 )

x\B"

Comme ¢(1Bv) << 1_.v et ¢ (1 V) << 1 les mesures ¢(1Bv) et

x\BY ’

v) sont concentrées respectivement sur les boréliens B et X\B.

B X\B

<I>(1X\B

Par conséquent

@(le) = 1B®(v)
La propriété (2.1.1) est donc vraie pour toute fonction indicatrice
de borélien. Une fonction quelconque f ¢ L”(p) est limite dans L% (u)
d'une suite fj de combinaisons linéaires de telles fonctions. On a

évidemment

Q(fjv) = fjé(v)

et les suites de mesures fjv et fj¢(v) ont pour limites dans L(u), fv
et £¢(v), respectivement ; ce qui démontre la relation (2.1.1) en pas-
sant d& la limite.

A l'opérateur ¢ on peut faire correspondre la forme linéaire

v o Jawv) (v eL(u))

11
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Soit ¢ la fonction de L*(u), unique, telle que
Jd@(v) = J¢ dv (v € L(u))
Alors, quelle que soit f eL*(u), on a, en utilisant (2.1.1)

Jf doe(v) = Jd(f@(v)) = Id(@(fv)) = !¢ d(fv) = Jf d(ov)

d'ol l'on conclut

o(v) = ¢v (v eL(u))
Inversement, pour chaque ¢ ¢ L”(u), la formule précédente définit de

fagon évidente un L-opérateur.

2.2 - Conclusion : Ainsi L”(u) peut &tre considéré i la fois
comme le dual de L(uy) et comme 1l'espace des L-opérateurs de L(u). Ce
point de vue sera repris ultérieurement dans un cadre plus général.
Ici cette double identification est particuliérement simple, un élé-

ment ¢ € L°(u) définissant 3 la fois la forme linéaire

v — J ¢ dv (v e L(p))
et l'opérateur de multiplication
Vo= v (veL()) .
Le produit des opérateurs n'est autre que le produit usuel de L% (u)

et pour ¢, ¥ e¢L¥(u) on a les relations évidentes
J¢ a(¥v) = J d(¢¥v) = JW a(¢v) (v eL(u))
reliant produit et forme linéaire.

2.3 - Les L-projecteurs de L(pu) sont les &léments h idempotents

de L”(y) (c'est-a-dire tels que h2 =h), autrement dit les fonctions

indicatrices de boréliens (modulo 1'égalité u-pp).

2.4 - La partie polaire d'un élément ¢ € L (u) est 1l'élément

¢o € L (n) défini par

¢ (x)
|6 (x)]
0

b, (x)
¢ _(x)

si o(x) # O

sinon

12
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Elle est telle gque ]¢O|2 = |¢,] et

(2.4.1) o = lolo,

L'écriture (2.4.1) sera dite décomposition polaire de ¢.

3 - Relation d'ordre et topologies

3.1 - On peut mettre sur Ll(u) la relation d'ordre naturelle

des (classes de) fonctions
fgg si f(x) <g(x) H-pp

On remarque que, si p est positive, cette relation d'ordre coincide
sur L(p) avec la relation d'ordre usuelle des mesures.

D'autre part, sur L*(u), c'est aussi la relation d'ordre natu-
relle des formes linéaires et des opérateurs sur l'espace ordonné

L(u). En effet les équivalences suivantes sont élémentaires :

Lemme 1 : Pour £, g eL”(u), les propriétés suivantes sont équivalen-
tes ¢

a) £(x) < g(x) u-pp

b) pour toute mesure positive v eL(u), fv < gv

c) pour toute mesure positive v e L (u), dev < [gdv
J

3.2 - Remarques
a) pour f,g € L”(u) on écrit f < g si f-S g et £ # g dans L% (u) (et
non pas si f(x) < g(x) u-pp).
b) soient f,g e L¥(n) telles que f£(x) < g(x). Pour que f < g il faut

et il suffit qu'il existe une mesure positive v e L(u) telle que

[fdv < Jgdv.

3.3 - Topologie faible et relation d'ordre

Dans toute la suite la topologie *-faible de L”(u) dual de L(u),

sera dite tout simplement topologie faible.

13
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Lemme 2 : Soit ¢ un &lément positif de L (u) ;
a) l'ensemble des Y e L*(n) tels que Y < ¢,

b) l'ensemble des ¥ ¢ L*(u) tels que ¢ g Y,

c) l'ensemble des ¥ e L”(u) tels que |¥| < ¢,

sont des ensembles faiblement fermés.

Démonstration : a) et b) sont des conséquences immédiates du lemme 1.

Pour prouver c) considérons une suite généralisée Wj d'éléments de
L (u), telle que IWj] < ¢ et convergeant faiblement vers Y. Il suffit

de montrer que, pour toute mesure positive v <<y,
lel dv g J ¢ dv
En utilisant la décomposition polaire ¥ = |V| ¥, , on peut écrire
J|w| dv = Jw d(¥, v) = lim ij d(¥,v)
et comme |¥, | < 1,
lej a¥yov)| < jlel dv < J¢ dv
d'ol le résultat. On démontrerait de méme la propriété suivante.
(3.3.1) Exercice : Pour toute suite généralisée Wj dans L% (u), qui

|1im ¥.| < lim |V

converge faiblement ainsi que |V 5

jll jl'

3.4 - Topologie forte

On peut é&galement munir L% (u) de la topologie induite par Ll(u)
(qui n'est autre que la topologie simple-forte des opérateurs de L(u))

et que nous appellerons désormais simplement, topologie forte. Le ré-

sultat suivant sera constamment utilisé par la suite.

Lemme 3 : Soit ¢j une suite généralisée d'éléments de L (u) conver-
geant faiblement vers ¢ e L”(u). La convergence a lieu également pour
la topologie forte dans les deux cas suivants :

a) si, pour tout j, I¢jl < I¢I i

b) si, pour tout j, O < ¢ ¢ ¢j.

14
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Démonstration : Dans le premier cas on remarque que

(fl(bj-cbl aluh? < (fdlul) Jl¢j—¢|2 dlul
et d'autre part
2 _ 2 2 B - _[=
[1o5 =412 alul=[log12alul +[161% alul - [o5alul - [55 ealul

<2 1617 alul - o

5 8 alul =[5 salu|

Comme ¢j converge faiblement vers ¢
. = 2 . Iy
Lim o6 alul = |[¢]% dlul = lim 940 dfu]
- . 2
et, par conséquent lim [¢j -¢|“dlul=o.
Dans le deuxiéme cas, on a plus simplement

[To5 -0l alul=[ o5 -0 alul = [osalul - [o alul

et 1imj¢jdlul = J¢d|ul-

4 - Le semi-groupe B(u)

Notons B(p) la boule unité de L®”(u). C'est un semi-groupe pour
le produit de L®”(p). Il en est de méme de Bi(u) ensemble des éléments

positifs de B(u) .

4.1 - Topologie faible

(4.1.1) Muni de la topologie *-faible de L®”(u), B(u) est un espace

compact. Le produit est séparément continu pour cette topologie.

En effet si ¢j est une suite généralisée d'éléments de B(u)
convergeant *-faiblement vers ¢, pour toute mesure v €L (u) et toute

fonction ¥ € B(u), on peut écrire
[¢W dv = J¢d(?v) = lim J¢j d(¥v) = limj¢jw dv

Remarg ues :

(4.1.2) L'application ¢ — ¢ est continue dans B(u) pour la topologie

faible (évident).
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(4.1.3) L'application ¢ — |¢| n'est pas continue pour la topologie
faible, en général. En effet O peut trés bien étre faiblement adhé-
rent aux éléments de module 1 ; on le verra plus loin dans de nombreux

exemples.

(4.1.4) B, (p) qui est faiblement fermé& dans B(u) d'aprés le lemme 2,

est également un semi-groupe semi-topologique compact.

(4.1.5) Soient ¢j et Wk deux suites généralisées d'éléments de B(u).
Si ¢ est une valeur d'adhérence de ¢j et ¥ une valeur d'adhérence de
wk,¢w est une valeur d'adhérence de la suite généralisée ¢jwk'
Il s'agit 13 d'une propriété générale d'un produit séparément
continu, facile a vérifier. Nous allons donner des résultats plus
précis qui seront trés utiles. Ce sont des propriétés simples mais
qui ne sont pas si familiéres. Aussi nous nous permettons de les- dé-

tailler un peu.

4.2 - Le cas métrisable

On sait que B(u) muni de la topologie faible, sera métrisable si
Ll(u) est séparable. Ce sera le cas si l'espace localement compact X
est métrisable. Il suffit alors de considérer les suites ordinaires

pour lesquelles on a les propriétés suivantes.
Lemme 4 : Soient ¢j et Wj

vers ¢ et ¥, respectivement. On peut en extraire des suites ¢j et
L

des suites convergeant faiblement dans B(u)

Wj pour lesquelles
2

oY = lim ¢. Y.
g<m % Im

(convergence au sens des suites doubles).

Démonstration : C'est une propriété plus générale, valable pour un

produit séparément continu dans un espace métrisable. Soit d une dis-

tance compatible avec la topologie. On va voir qu'on peut construire
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des sous-suites ¢. et Y. de fagon que, pour tout n > 1,

Jg Jg
(4.2.1)  d(sy ¥, o¥) < 1/¢ (1< <n)
2
(4.2.2) d(o. Y. , o¥) < 1/8 (L2 <mgn) .
J9 Im

Le lemme résultera de la propriété (4.2.2), l'autre propriété étant
introduite pour les besoins du raisonnement par récurrence. Les deux
suites seront construites de proche en proche. Supposons que pour un
entier n>1, on ait déterminé ¢. , ..., 0. et Y. , ..., Y. (3;<...<3 )
i Jn 31 i b n
telles que les propriétés (4.2.1) et (4.2.2) soient vérifiées. (Il

est immédiat que c'est possible pour n=1). On choisira alors jn+1>jn

assez grand pour que

(4.2.3) a(e. ¥, ¢¥) < 1/n+l
In+1

(4.2.4) d(¢. VY. , 0Y) < 1/ (1<% <n)
Jg In+1

Ce choix est possible compte-tenu de (4.2.1). On vérifie que les hy-
pothéses de récurrence (4.2.1) et (4.2.2) sont alors satisfaites au

rang n+l. Ceci démontre le lemme 4.

(4.2.5) Remarque : L'énoncé du lemme 4 fait jouer a ¢ et & ¥ des ro-
les disymétriques (qui dépendent formellement de 1l'ordre dans lequel
on écrit les facteurs du produit ¢¥ dans la démonstration). Il suffit
d'appliquer successivement deux fois le lemme 4 en échangeant ¢ et VY

pour obtenir des suites ¢j et Wj telles qu'on ait
L

oY = lim ¢. ¥, = lim ¢. Y. = lim ¢. VY.
e<m J2 Im e¢>m J9 Im L#m Jg Im

Lemme 5 : Soit ¢j une suite convergeant vers ¢ dans B(u). Quitte a

remplacer ¢j par une sous-suite, on aura

2
= 1i . = 1i . .
¢ ji? ¢3¢k %ig ¢3¢k(3)
2 .= L=

<k J oo

ol k(j) désigne une suite quelconque telle que k(j) >3.
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Exercices :

(4.2.6) Le lemme 4 peut s'étendre sans probléme (autre que de compli-

=

cations d'écriture) & un produit d'un nombre fini de facteurs

(1) ¢(2) (n)

¢ ees @ . Esquissons seulement la démonstration.
Pour 1 <k «n soit ¢;k)une suite convergeant vers ¢(k). On cons-
truira par récurrence des sous-suites ¢§k) telles que
2
d(¢j(l)¢(2) ...¢(n)’ ¢(l)¢(2) _..¢(n)) < 1/21
2
1
aelt) ¢33V [y (W20 sy e ag<ay)
Jo.o g
1 2
(1) ,(2) (n) (1) ,(2) (n)
d(¢j11 ¢j£2 "'¢j2 r d ¢ ) ) < 1/2l (£l<22<..<£n)
n

La remarque (4.2.5) reste valable dans ce contexte.

(4.2.7) En particulier soit ¢j une suite convergeant vers ¢ dans B(u).
Soient deux entiers n>p >1. Quitte a remplacer ¢j par une sous-suite,

on aura

p,7\h-p _ .

o (¢) = jl}%¢<. d. ee.b. oo cee O
et mé&me, par applications successives du lemme 4,

€1) (ep)  (
ple1)  ylep) Cepr1)
n J1 Jp Jp+l

(€n)
B]

P(zy0"pP _ ;
o (¢) = ., lim .
Jp<e<d n

pour tout choix des € = tl1 (1 <k gn) ol 1'on prend p termes égaux a

) (-1) _

<1

1 et n-p égaux a -1, et ol l'on convient de poser ¢(1 = ¢ et ¢

4.3 - Le cas non métrisable

Si 1l'on se borne & considérer des suites, il n'y a pas beaucoup
de différences avec le cas métrisable, & cause du résultat suivant.
Lemme 6 : Toute partie dénombrable de B(u) est contenue dans un com-

pact métrisable pour la topologie faible.

18



PRELIMINAIRES

Démonstration : On vérifie immédiatement que sur B(M), la topologie

=

o (L® (), Ll(u)) coincide avec la topologie c(Lz(u) Lz(u)) d cause de
la densité de Lz(u) dans Ll(u). B(u) est donc un compact de la boule
unité faible de Lz(u).

Soit D une partie dénombrable de B(u) et H le sous-espace fermé
de Lz(u) engendré par D. En écrivant Lz(u) = H(BHL, on s'assure aisé-
ment que la topologie faible de Lz(u) induit sur H la topologie fai-
ble de H. B(u)N H est donc un compact de la boule unité faible de H,

laquelle est métrisable puisque H est séparable. Comme D est contenu

dans B(y) NH, ceci prouve le lemme.

Remarques importantes :

On peut déduire du lemme les conséquences suivantes.

(4.3.1) Méme quand B(u) n'est pas métrisable, de toute suite on peut

extraire une sous-suite convergente.

(4.3.2) Toute partie dénombrable de B(u) peut &tre inclue dans un

semi-groupe compact métrisable, stable par conjugaison.

(4.3.3) Les résultats sur la convergence des suites établis en (4.2)

sont valables en toute généralité.

4.4 - Topologie forte

(4.4.1) On peut munir B(p) de la topologie forte (induite par Ll(u)).
Il est immédiat de vérifier que le produit est continu pour cette to-

pologie. En effet si ¢l, ¢2, Y Wz sont des éléments de B(u), on

1’

peut écrire
[lopry =o,1 alul <18y =50 1¥y 1 alul+ [1¥, = ¥yl10,] alul

<[16y oyl alul+ [1vy - vyl alu

(4.4.2) Il est également évident que l'application ¢ — |¢| est con-
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tinue pour la topologie forte puisque
J[1611 = Togl] alul < 1o, =0,1 alul

(4.4.3) Il est d'ailleurs commode de remarquer que la topologie forte
coincide sur B(p) avec la convergence en mesure (pour la mesure |u]).
En effet soit ¢n une suite d'éléments de B(u) convergeant en

mesure vers ¢ € B(u). Pour tout § >0 notons
E(n,8) = {x ;o (x) -¢(x)| > ¢}
I1 suffit de remarquer que
[log-olalul <[ lo,-elalul +] o, - olalul
E(n,S$) X\E(n,d)

<2|ul (E(n,8)) +6 [lul
ce qui prouve notre assertion.

(4.4.4) La convergence forte dans B(u) implique la convergence dans
tous les espaces Ll(v) pour v <<p. Cela résulte de fagon claire de la
remarque (4.4.3) et de la propriété d'absolue continuité.

On vérifie ainsi que sur B(u) la convergence forte est effecti-
vement plus forte que la convergence faible ! En effet, si ¢n tend
fortement vers ¢, pour toute mesure v <<y on aura 1imJ|¢n~¢|d|v| =0

et donc lide)n dv = J¢dv.

Lemme 7 : Soit ¢, € B(p) . Sur l'ensemble des ¢ ¢ B(u) tels que

|#] = ¢,, les topologies forte et faible coincident.

Démonstration : C'est une conséquence évidente du lemme 3 (a).

Corollaire : Soit h € B(u) tels que h2==h. L'ensemble des éléments
¢ eB(u) tels que |¢| =h, est un groupe topologique d'identité h, pour
la topologie forte/faible.

=

Le résultat suivant est également utile & connaitre.

Lemme 8 : Soit h € B(u) tel que h2 =h. Toute suite généralisée d'élé-
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ments positifs ¢j € B(u) qui converge faiblement vers h, converge

aussi fortement.

Démonstration : Ecrivons ¢j = ¢jh + ¢j(1-h). La suite généralisée ¢jh
converge faiblement vers h2 = h et comme ¢jh <h, elle converge aussi
fortement, d'aprés le lemme 3(a). D'autre part ¢j(l—h) converge fai-
blement vers h(l-h) = O avec ¢j(l-h) >0 ; donc elle converge forte-

ment vers O, d'aprés le lemme 3(b).

4.5 - Eléments minimaux

On considére B(p) muni de la relation d'ordre de L*®(u).

Lemme 9 : Toute partie faiblement fermée non vide de B(u) posséde au

moins un élément de module minimal.

Démonstration : Pour toute partie A de B(p) notons |[A| 1'ensemble des

&léments de B(p) qui s'écrivent |¢| avec ¢ € A. Montrons que si A est
faiblement fermée, donc faiblement compacte, |A| poss&de un élément
minimal.

Soit A'Cc A tel que |A'| soit totalement ordonné. La famille A'
ordonnée suivant |A'|, possé&de une valeur d'adhérence faible ¢, dans
A. Quel que soit ¢ € A', ¢, est adhérent 3 l'ensemble des Y e A' tels

que |¥| < |¢| ; donc [¢,] < |¢| d'aprés le lemme 2 (c). On obtient le

lemme 9 en utilisant l'axiome de Zorn.

Remarques :
(4.5.1) Dans By(u) le lemme 9 reste vrai méme si on remplace "faible-
ment fermé" par "fortement fermé". En effet le méme argument montre

~

que ¢, est fortement adhérent & A' d'aprés le lemme 3 (b).

(4.5.2) Si A est un sous-semi-groupe fermé de B4 (u)il posséde un élé-
ment minimal unique, idempotent. En effet soient ¢ et ¥ deux éléments
minimaux de A. Comme ¢¥ e A et que ¢¥ < ¢ et ¢¥ < ¥, la minimalité de

¢ et ¥ entraine nécessairement que ¢¥ = ¢ = ¥ et aussi par suite, que
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4.6 - Compléments

Lemme 10 : Soit ¢j une suite généralisée convergeant dans B(u) vers
un élément h idempotent. Etant donné un voisinage V de h, on peut

extraire de ¢j une suite ¢j (2 > O0) , telle que V contienne tous les

3
produits
¢ p ¥ (n>1)
. . n >
io | i
1<2<n
: _ . : . 4 (0)_ (1) _
pour tout choix des gy = O, 1, (avec la convention : ¢ =1,¢ =¢,

<p(-l)

fini.

= ¢). Si l'ensemble {¢j} est infini, on peut choisir {¢j } in-
2

Démonstration : On peut supposer que V est ouvert. D'autre part 1l'en-

semble W des x € V tels que hy € V est un voisinage ouvert de h tel
que hWc W. On peut donc supposer au départ que hvcvV.

Pour tout x e V, ¢jx et~$jx convergent vers hy et donc appar-
tiennent & V pour j assez grand. Plus généralement, quel que soit

l'ensemble fini ACV, on aura pour j assez grand

9 jACV et $jAcv .
Partant d'un élément ¢j € V on peut choisir jl > jO tel que
o
6. 6. eV et ¢, b. €V .
JO Jy JO Jl
Supposons qu'on ait déterminé ¢j ’ ...,¢j avec jl <eew <jn' tels que
1 n
l'ensemble
(eq) (ey)
1 n
A ={¢. ¢. co. 0. ;€,=0,t1, ...,e_= 0,+1}
n Jo Jl Jn 1 n
soit contenu dans V. On prendra jn+l > jn et assez grand pour que
. ACV et ¢. ACV
In+r Intr B

Alors 1l'ensemble

A =A ¢ A Jd, A
n+l n ]n+l n Jp+1 D
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est contenu dans V. Ceci démontre par récurrence la propriété du lem-
me. Il est clair gque si l'ensemble {¢j} est infini, on pourra choisir

les ¢j tous distincts.
3

5 = Dual d'un L-espace de mesures

On est nécessairement amené 3 introduire des espaces de mesures
plus généraux que les espaces L(u). Par la suite on considérera ex-
clusivement des espaces de mesures qui sont des réunions (en général
non dénombrables) d'espaces L(u). La fin de ce chapitre n'a d'autre
ambition que d'étendre les propriétés et remarques antérieures aux
duals de tels espaces. On se bornera a considérer des sous-espaces

d'un espace de mesures concret sans chercher a mettre en relief la

notion abstraite de "L-espace" comme dans [3] et [1].

5.1 - L-sous-espaces de M(X)

X désigne un espace localement compact et M(X) l'espace de
Banach des mesures boréliennes complexes finies sur X. (Ce qui suit

resterait valable dans un cadre plus général d'espaces mesurables).

Définition 2 : Un sous—espace fermé N de M(X) est un L-sous-espace si,

quel que soit pu € N, N contient L(u).

(5.1.1) Un L-sous-espace de M(X) est lui-méme un espace complétement
réticulé.

(5.1.2) On se placedésormais dans un L-sous-espace M de M(X) qui peut
&tre M(X) tout entier. On note M' le cdne des mesures positives. Un
L-sous-espace de M est simplement un L-sous-espace de M(X), contenu

dans M.

(5.1.3) Deux mesures étrangéres sont dites aussi orthogonales. L'en-
semble des mesures de M orthogonales & une partie N de M, appelé

2 i .
orthogonal de N et noté N , est clairement un L-sous-espace de M.
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Proposition 2 : Soit N un L-sous-espace de M. M admet la décomposi-

tion en somme directe M = N & NL.

Démonstration : Il suffit de montrer que toute mesure positive p € M

est somme d'une mesure de N et d'une mesure de NL. L'ensemble des me-
sures de N, positives et < pu, admet une borne supérieure v ¢eN (5.1.1).
On vérifie que la mesure p-v est orthogonale & N, sans quoi on pour-
rait trouver w eN telle que O <w ¢p=-v ; on aurait v <v+w gy ce qui

contredirait la définition de v.

5.2 - Formes linéaires et L-opérateurs

Le dual de M peut étre envisagé dans la limite projective des
L®(u), (peM). Soit ¢ € M'. Pour toute mesure pu € M, la restriction de

¢ & L(p) définit un élément ¢U de L*(u) tel que
(5.2.1) <p,v> = J¢u dv (v € L(u))
La famille (¢u)u€M est telle que

(5.2.2) sup |9 |l ;e <+
LeM L (p)

et vérifie les relations de compatibilité

(5.2.3) ¢u = ¢v si v <<y

Inversement il est immédiat que toute famille (<1>u)ueM vérifiant
(5.2.2) et (5.2.3) permet de définir un unique élément ¢ de M' par la

formule (5.2.1).

Définition3 : Un opérateur linéaire continu ¢ de M, est un L-opéra-

teur s'il laisse stables les L-sous-espaces de M.

Proposition 3 : A tout L-opérateur ¢ de M, correspond une forme liné-

aireunique ¢eM' telle que
o(u) = ¢ w (we M

et inversement toute forme linéaire ¢ définit ainsi un L-opérateur.
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Démonstration : Etant donné un L-opérateur ¢ de M, sa restriction a

chaque sous-espace L(J) est un L-opérateur ; on peut donc lui asso-

cier par la proposition 1, un élément ¢u e L”(p) tel que

o(v) = ¢u v (v g L(uw))

oyl oy < Mol

La famille (¢u)u€M vérifie de fagon claire les propriétés (5.2.2) et

(5.2.3) et définit un élément de M'. La réciproque est évidente.

(5.2.4) On identifie désormais tout L-opérateur ¢ avec la forme ¢ co-

respondante et on note ¢(u) = ¢u. On peut ainsi écrire
<b,u> = J¢u duy = Jd(¢u) .

(5.2.5) M' est ainsi muni de la structure d'algébre des L-opérateurs.

Le produit de deux €léments ¢, ¥ € M' peut &tre défini directement

par
5.2.6 Y = Y M .

( ) (¢ )u ¢u u (b e M)

Il est tel que

(5.2.7) <p¥,u> = <¢,¥Yu> = <¥,¢u> = <1,¢¥u> .

La boule unité de M' est un semi-groupe qui joue le rSle de B(u) dans

le paragraphe 4.

(5.2.8) Eléments idempotents de M' : ce sont les L-projecteurs de M.
Pour deux L-sous-espaces il est équivalent de dire qu'ils sont dis-
joints ou qu'ils sont orthogonaux. Les L-projecteurs correspondent

aux décompositions en somme directe du type M = N & N

(5.2.9) Calcul fonctionnel : Toute fonction borélienne bornée F de ¢

dans €, opére sur M' de fagon triviale, F(¢) étant définie pour toute

forme ¢ ¢ M' par

F(¢)u = F(¢u) (b e M)
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(5.2.10) En particulier on peut introduire ainsi (tout comme dans

L®(u) la conjuguée ¢, le module |¢|, la partie polaire $,, la décom-

position polaire d'une forme ¢ e M' et &galement, pour tout z €C avec

Re(z) >0, |¢]Z.

(5.2.11) Relation d'ordre : Elle peut se définir & partir de la rela-

tion d'ordre de M en disant que ¢ ¢¥ dans M' si
<p,u> < <Y,p> (p e M)
ou de fagon équivalente

¢u$‘yu (UEM) .

(5.2.12) Topologie faible : La topologie *-faible sur M' est la limi-

te projective des topologies *-faibles des espaces L®(u) (u € M). On
l'appellera simplement topologie faible comme précédemment pour L* (u).
Une suite généralisée ¢j converge faiblement vers ¢ dans M' si et

seulement si (¢ converge faiblement vers ¢U dans chaque espace

3w
L), (e M.

(5.2.13) Topologie forte : Nous appellerons ainsi sur M' la topologie

simple forte des opérateurs : une suite généralisée ¢j converge for-
tement vers ¢ dans M' si et seulement si pour toute mesure p e M, ¢ju
tend vers ¢y en norme. C'est la limite projective des topologies for-

tes (au sens de (3.4)) des espaces L*(u) (u € M).

(5.2.14) Le produit de M' est séparément continu dans la boule unité.

La conjugaison est faiblement continue, l'application ¢ — |¢| forte-

ment continue.

5.3 - Point de vue local et point de vue global

Dans l'étude d'un L-espace de mesures M, nous entendrons impro-
prement par "point de vue local", le point de vue qui consiste, pour
chaque mesure p ¢ M, & se placer dans L(py) ou dans son dual L®(u) (ce

sera notamment celui des chapitres II et III). Par opposition on par-
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lera du "point de vue global" ol 1l'on introduit le dual M' (voir
1'étude des algébres de convolution de mesures au chapitre IV).

Le passage d'un point de vue a l'autre dans M' ne pose aucun
probléme en ce qui concerne les opérations, le calcul fonctionnel, la

relation d'ordre, les topologies.

Remarques importantes :

(5.3.1) Les propriétés reliant topologie faible, topologie forte et

relation d'ordre, que nous avons énoncées précédemment (lemmes 2et 3,

lemme 7 et corollaire, lemme 8) sont valables si l'on remplace L% (u)

par M' et B(u) par la boule unité de M'. (La vérification est fasti-

dieuse mais immédiate).

(5.3.2) Eléments minimaux : le lemme 9, les remarques (4.5.1) et

(4.5.2) sont également valables pour la boule unité de M'. On peut

donner la version suivante précisée du lemme 9.

(5.3.3) Notation : Pour toute partie A de M' et toute mesure u € M on

notera désormais A(p) = {¢u ;o el

Lemme 11 : Soit A une partie faiblement fermée de la boule unité de
M'. Soit peM et ¥ un élément de module minimal de A(u). Il existe

dans A un élément ¢ de module minimal tel que ¢u = VY.

Démonstration : On considére 1l'ensemble AW des éléments x e A tels que

Xy = Y. C'est une partie faiblement fermée de A qui posséde donc un

élément de module minimal ¢. Alors ¢ est de module minimal dans A car
s'il existait x eA tel que |yx| <|¢|, X ne serait pas dans Ay et on

aurait nécessairement |xu] < |¢,] = |¥] dans L®(u), ce qui démenti-

ul

rait la minimalité de |¥| dans A (u).

[1] HOST B. et PARREAU F. - Orthogonalité et propriétés spectrales

dans les algébres de convolution de mesures (a paraitre).
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TAYLOR J.L. - Measure algebras. Regional Conference Series in

Math. n°16, A.M.S. (1972).
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CHAPITRE II

LE SEMI-GROUPE T (u)

(ETUDE A L'INFINI DES TRANSFORMEES DE FOURIER-STIELTJES)

1 - Généralités
1.1 - Dans toute la suite G désignera un groupe abélien locale-
ment compact et I' son groupe dual. Bien que G et I' jouent des rdles
symétriques au vu du théoréme de dualité de Pontryagin, il est commo-
de dans les questions gque nous allons traiter, de noter G additive-

ment et I multiplicativement. A ceci prés, nous adopterons les nota-

tions de [5].

1.2 - Nous noterons M(G) l'espace des mesures complexes boré-

liennes réguliéres finies sur G, qui s'identifient aussi aux mesures

de Radon sur G. C'est une algébre de Banach pour le produit de convo-

lution et la norme [yl = Jd!u[.

La mesure de Dirac en un point x ¢ G est notée §,. L'unité 60
de M(G) est notée plus simplement §. La mesure de Haar normalisée de
G est notée my ou plus simplement m s'il n'y a pas d'ambiguité. La
mesure m n'appartient & M(G) que si G est compact. En général le sous-
espace L(m) des mesures p € M(G) absolument continues par rapport a m,
est noté Ll(G) (ou méme L! s'il n'y a pas d'ambiguité). Ll(G) muni de

la convolution est souvent appelée "1'Algébre du groupe G". C'est un

idéal de l'algébre M(G). W. RUDIN [5] présente une étude générale dé-
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=

taillée de Ll(G) d laquelle nous nous référerons le cas échéant.

1.3 - La transformée de Fourier(-Stieltjes) d'une mesure p e M(G)

est la fonction notée {i, définie sur T par
ﬁ(v)=JYdu (y eT) .

On sait que l'application uy — j est un homomorphisme continu injec-
tif de l'algébre de convolution M(G) dans l'algébre des fonctions
uniformément continues sur I (avec le produit ordinaire) [5]. En par-
ticulier une mesure p est complétement déterminée par sa transformée
de Fourier {i. C'est ce qu'on appelle le "théoréme d'unicité" qui sera
constamment utilisé, notamment sous la forme du lemme suivant.
Lemme 1 : Soit p & M(G)

a) L'ensemble ' des caractéres de G (resp. l'ensemble des mesures vy,
y €eI') est total dans Ll(u) (resp. L(u)).

b) Une suite généralisée ¢j d'éléments de B(u) converge vers ¢ e B(u)

si et seulement si, pour tout y eT, lim(¢ju)‘(Y) = (¢p) ~(y).

Démonstration : (a) n'est qu'une paraphrase du théoréme d'unicité. En

effet, si le systéme des caractéres n'était pas total dans Ll(u), il
existerait ¢ eL”(n), ¢ # O, tel que, pour tout y eT, (¢u)‘(y)=fy¢du=0.
On en déduirait que la mesure ¢u serait nulle et donc que ¢ =0 u-pp,
ce qui fournit une contradiction. (b) est une conséquence immédiate

de (a).

1.4 - Nous préférons, suivant la terminologie de J.L. TAYLOR [6],
appeler L-sous-espace de M(G) une bande au sens de N. BOURBAKI : un
sous-espace fermé N de M(G) est donc un L-sous-espace si, quelle que
soit p €N, N contient aussi L(u) (cf chap.I-5). L'énoncé suivant est

une conséquence évidente du lemme 1.

Lemme 2 : Un sous-espace fermé N de M(G) est un L-sous-espace si et
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seulement si, quels que soient u eN et y e, yu appartient & N.

1.5 - M(G) est munie d'une involution p — i, ol {i est la mesu-
re définie par ji(E) = H(-E) pour tout borélien E de G. On vérifie
aussitdt que

()~ (y) = ny) (yel) .

Ainsi p est symétrique, c'est-a-dire p = {i ,si et seulement si sa

transformée de Fourier est & valeurs réelles.

1.6 - On suppose désormais que G est non discret et on s'inté-
resse au comportement a l'infini des transformées de Fourier de mesu-
res.

On désigne habituellement par M,(G) le sous-espace de M(G) cons-

titué des mesures dont la transformée de Fourier tend vers O a 1l'in-

fini dans I'. On vérifie immédiatement, en utilisant le lemme 2, la
proposition suivante.

Proposition 1 : M,(G) est un L-sous-espace et un idéal de convolution

de M(G).

MO(G) est, en somme, la classe triviale du point de wvue du com-
portement asymptotique des transformées de Fourier. On va voir dans
la suite comment, en général, les propriétés asymptotiques de § (mais
aussi des propriétés plus profondes de u) peuvent se lire dans un

semi-groupe attaché 3 la mesure u, qu'on note T (n) et qu'on va intro-

duire maintenant.

2 - Le groupe T (u)

2.1 - Groupe-support d'une mesure

(2.2.1) Pour une mesure u €M(G), le sous-groupe fermé H engendré par
le support de p est aussi le plus petit sous-groupe fermé sur lequel

U est concentrée. H est appelé groupe-support de la mesure u.
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Lemme 3 : Le groupe-support d'une mesure p €M(G) est compact ou

g-compact.

Démonstration : Il suffit de vérifier qu'une mesure uy e M(G) est con-

centrée sur un sous-groupe fermé o-compact de G. Or p étant réguliére,
est concentrée sur un ensemble o-compact. De fagon plus précise, on
peut trouver un voisinage V de 1l'identité, o-compact, sur lequel yu
est concentrée. Le groupe engendré par V est ouvert et fermé et

og-compact.

(2.1.2) L'orthogonal d'un sous-groupe H de G est, par définition, le
sous-groupe des caractéres y € tels que y(x) = 1 si xeH ; on le no-

te HL.

(2.1.3) On sait que, si H est un sous-groupe fermé quelconque de G et
si xg ¢ H, il existe un caractére y el tel que y(x) =1 si xeH et

vy (Xo) #1. Autrement dit, (Hl')'L = H. On en déduit facilement le résul-
tat suivant.

Lemme 4 : Une mesure y € M(G) est concentrée sur un sous-groupe fermé
H de G si et seulement si sa transformée de Fourier | est constante

sur les classes modulo HL.

Démonstration : Tout d'abord, si u est concentrée sur H, pour tout

Yo EHL et pour tout y €T, on a évidemment

alyyy) = JY dlyon) = |y du = fiy)
Inversement, s'il en est ainsi pour une mesure p et un sous—-groupe
fermé H, on en déduit par le théoréme d'unicité, que pour tout vy, eH%
YoH = u et donc que y,(x) = 1 sur le support de u qui est ainsi né-

cessairement contenu dans H, d'aprés la remarque (2.1.3).

Il résulte du lemme 4 que le groupe support d'une mesure yu e M(G)

s

peut &tre facilement déterminé & partir de sa transforméede Fourier{l.
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Lemme 5 : Le groupe support d'une mesure u eM(G) est 1l'orthogonal du
stabilisateur de {i. (Rappelons qu'on appelle stabilisateur d'une
fonction f sur I', le sous-groupe des translations qui laissent f in-

variante).

2.2 - Le groupe I'(u) (définition)

On considére l'application naturelle de I' dans la boule unité
de L” (1) qui & tout caractére y el fait correspondre sa classe Y, mo-
dulo 1'égalité u-presque partout. Cette application est un homomor-
phisme pour le produit dont le noyau n'est autre que l'orthogonal du
groupe-support de la mesure p. De fagon générale on notera T (u)
l'image de T.

(2.2.1) Sur I'(y) la topologie faible de B(u) coincide avec la topolo-

gie forte définie par la distance JIY -y'| dlul. I'(y) est un groupe

topologique métrisable (chap. 1 cor. lemme 7).

La topologie de dual sur I' peut &tre décrite comme la topologie
la moins fine quirende continues les transformées de Fourier-Stieltjes.
Sur T () la topologie faible qui n'est autre que la topologie *-fai-
ble de L*(u), peut é&tre décrite comme la topologie la moins fine qui
rende continues les applications yu — JYU dv = V(y) pour toute mesu-
re v eL(u). Il est donc clair que l'application y — Yu est un homo-
morphisme continu de ' sur le groupe topologique I'(u). S'il n'y a

pas d'inconvénient, on pourra identifier dans les notations y et Yy-

(2.2.2) Remarque : Il est important de remarquer que le groupe T (u)
ne dépend que de u et de son groupe support. En effet soit H le grou-
pe support de u dans G. H étant fermé, on sait que tout caractére de
H se prolonge en un caractére de G [5] ; de plus deux caractéres de G
qui coincident sur H définissent le méme élément de T (n).

Dans la suite on peut donc si on le désire, et sans changer
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I'(u), supposer que G = H. Par conséquent on peut se ramener au cas

d'un groupe G compact ou c-compact dont le dual I est métrisable [5].

(2.2.3) Exemple : Soit m la mesure de Haar d'un groupe compact infini
G. Ici I'(m) = T algébriquement puisque le groupe support de m est G,
mais aussi topologiquement. En effet, comme m(y) = O si y # 1, dés
que € <1 on ne peut avoir |m(y) -1| <€ que si y =1. La topologie de
I'(m) est bien la topologie discréte. Cette situation n'est pas propre

d la mesure de Haar comme on va voir.

2.3 - Mesures de Dirichlet et mesures pleines

Soit p une mesure de probabilité dont le groupe support est G
tout entier, et pour laquelle on a donc T (p) =T algébriquement. A
quelle conditiona-t-on isomorphisme topologique ?

Si G est discret, I' compact, ce sera évidemment toujours lecas.

Si G n'est pas discret, supposons que p ait la propriété

(2.3.1) lim|fi(y) ] <1

‘Y—boo

Alors, comme

B -1l < Jlv-1la
il est clair que pour ¢ >0, assez petit, le voisinage de 1l'identité
dans T (u) défini par JlY_ll dpy < e est compact dans I'. Or sur les com-
pacts de T les topologies de I' et de T (u) coincident. On en conclut
aisément que I' et I'(u) sont topologiquement isomorphes. La condition

(2.3.1) est également nécessaire comme le montre le lemme suivant.

Lemme 6 : Soit pu € M(G) une mesure de probabilité ayant G comme grou-
pe-support. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Iim|fi(y)| =1

Yoo

b) Il existe une suite Yj de caractéres tendant vers l'infini dans T

et convergeant vers 1 dans Ll(u).
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Démonstration : Supposons que la propriété (a) soit vraie. Il existe

une suite Yj d'éléments de I', tendant vers 1'infini dans T et telle
que lim ﬁ(yj) = c avec |c| = 1. Soit X une valeur d'adh&rence faible
de Yj dans B(py). On aura Jx dy = ¢ et, p étant une probabilité, ceci
implique nécessairement que X = c¢ u-pp. Il en résulte que Y5 tend
vers c pour la topologie faible mais aussi pour la topologie forte

(chap. 1 lemme 7). La suite y.y converge vers Cc = 1 dans Ll(u) et

j'i+1

=

(quitte a remplacer Y§ par une sous-suite) vers l'infini dans T.
L'implication réciproque (b) — (a) est triviale.

On est ainsi conduit a la classification suivante.
Définition 1 : Pour une mesure positive u € M(G) on convient de dire

a) u est une mesure de Dirichlet si 1lim lﬁ(y)l = J du
'Y—>oo

b) 1 est une mesure pleine si Iim [{i(y)]| < J dp .
'Y—?oo

Pour une mesure complexe p € M(G) on dira que p est une mesure de

Dirichlet ou une mesure pleine s'il en est ainsi de
p H

Note : L'origine de la terminologie "mesure de Dirichlet" est la no-
tion "d'ensemble de Dirichlet" introduite par KAHANE et SALEM [3]. Ce
point sera précisé ultérieurement. La terminologie "mesure pleine"

traduite de l'anglais "full measure" sera peu utilisée par la suite.

Proposition 2 : Pour une mesure p € M(G) de groupe support H, le

groupe I (u) est topologiquement isomorphe a F/HL si et seulement si

U est une mesure pleine dans H.

Démonstration : Dans le cas ol H = G ceci a déja été démontré. Dans

le cas général il suffit de remarquer que le dual de H s'identifie au
groupe quotient F/HL (cf [5]) et que, d'autre part, T (u) = F/HL(u)

suivant la remarque (2.2.2).
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3 - Les semi-groupes T (u) et T (n)

3.1 - Le semi-groupe T (u)

Définition 2 : T (u) est l'adhérence de I'(y) dans la boule unité de
L*(u) munie de la topologie *-faible. f(u)+ est l'ensemble des élé-

ments positifs de T(n).

(3.1.1) Tout comme T (p), T (y) ne dépend en fait que de la mesure p et

du groupe support de yu.

(3.1.2) Ssi 1l'on se reporte au chapitre I-4, il est clair que T(p) et
T (u)+ sont des sous-semi-groupes de B(u), compacts pour la topologie
faible, qui héritent des propriétés établies pour B(u) et concernant
le produit, la relation d'ordre, les topologies faible et forte,

l'existence d'éléments minimaux, ...

(3.1.3) T(p) est stable pour la conjugaison puisque T (u) est stable
et que la conjugaison est continue. Il en résulte que, si ¥ e T(u),
il en est de méme de |x|2 = xX ; mais |x| peut trés bien ne pas &tre

dans T (y) comme le montre un peu plus loin 1l'exemple (7.3.2).

(3.1.4) Soit p € M(G). L'ensemble des valeurs de Jx dy lorsque x dé-

crit f(u), n'est autre que {1(I'), adhérence dans C des valeurs de j.

(3.1.5) Soit p € M(G) et x € T(n). On vérifie immédiatement

(xu) “(T)c u(T)

(3.1.6) Exemple : D&terminons T (m) dans le cas ol m est la mesure de
Haar (normalisée) d'un groupe compact G. On a vu qu'alors I'(m) = T
(2.2.3). Les éléments x e I'(m) qui ne sont pas des éléments de T,
sont limites faibles d'une suite généralisée de caractéres Yj tendant
vers 1'infini dans I'. Pour tout y ¢ T, YYj tend également vers 1l'in-
fini et donc

(xm) =~ (y) = Jyx dm = lim JYYj dm = lim ﬁ(yyj) =0
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d'ol l'on conclut par le théoréme d'unicité, que ym = O et donc que
X = 0. En conclusion T(m) = I'U {0} ; T(m) est la compactification
usuelle de T.

On s'apergoit que l'argument précédent ne s'applique pas seule-
ment & la mesure de Haar, mais aussi a toute mesure de MO(G).

Proposition 3 : Pour toute mesure y € M(G) dont le groupe-support est

G, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) u e Mg(G)

b) T(u) = TU{0}, (0 s'identifiant avec le point & 1'infini de TI').

Démonstration : Pour compléter la démonstration de la proposition 3

il suffit de remarquer que, si (b) est vraie, cela signifie que toute
suite généralisée Y5 tendant vers 1'infini dans I converge vers O

dans T (u) et qu'ainsi on a bien 1lim {i(ys) = lim Jyj dy = O.

J
On verra que pour les mesures p ¢ M, (G), T(n) est en général

beaucoup plus riche.

3.2 - Le semi-groupe fw(u). (G non discret)

Au vu de ce qui précéde il est naturel d'introduire 1l'objet
suivant.
Définition 3 : fw(u) est l'ensemble des &éléments de T (u) qui sont
faiblement adhérents aux voisinages de 1'infini dans T (plus exacte-
ment & leurs images dans T'(u) par l'application naturelle de T sur

r'(u)). fm(p)+ est l'ensemble des éléments positifs de fm(p).

Proposition 4 : fw(u) est un idéal fermé du semi-groupe T(n) stable

par conjugaison.

Démonstration : fw(u) est évidemment fermé dans I (n), donc faiblement
compact. Soit X € I, (n). Vérifions d'abord que pour tout y € I', on a
encore Xy € I',(u). En effet si Y5 est une suite généralisée de carac-

téres tendant vers 1'infini dans T et vers X dans I (u), la suite gé-
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néralisée YY5 tend également vers 1l'infini dans I', et vers yx dans
f(u). L'ensemble des ¢ ¢ f(u) tels que ¢x ¢ fw(u) est fermé et con-
tient T (n) d'aprés ce qui précéde ; il est donc égal & T(p). Ceci
démontre que fw(u) est un idéal. Que fm(u) est stable par conjugaison,
est d& peu prés évident : si Y4 est une suite généralisée tendant vers
1'infini dans T et vers X dans T (), Y: = Ygl tendra également vers

J
1'infini dans ', et vers X dans T (u).

Corollaire : Si y ¢ MO(G), T, (u) contient un élément strictement po-
sitif.

Démonstration : Soit une mesure p de M(G) n'appartenant pas a MO(G).

Il existe une suite généralisée de caractéres Y4 tendant vers 1l'infi-
ni dans I et telle que lim ﬁ(yj) = c # 0. Soit x une valeur d'adhé-

rence de Y5 dans T (p). Elle est telle que Jx dy = ¢ ; donc nécessai-
rement X # O. D'aprés la proposition 4 1'é&lément ¢ = xx appartient &

T, (n).

Proposition 5 : Soit p & M(G).

a) Si p est une mesure de Dirichlet, T (u) = T_(u)-

b) Si u est une mesure pleine, T (u) = T (p)U fw(u) avec T (p)N T, (1) =@

Démonstration : On se raméne au cas d'une mesure de probabilité. On

ne peut rencontrer que les deux situations suivantes qui s'excluent
mutuellement:

a) Ou bien fw(u) contient un élément X de module 1. Il contient aus-
si xX = 1 et donc fw(u) = T(p). On est dans le cas oi Iim|fity)] = 1.
Et inversement si p est une mesure de Dirichlet, 1l'argument du lemme 6
montre que fm(u) contient un élément de module 1.

b) Ou bien T, (u) ne contient aucun élément de module 1. En particu-

lier fw(u)n I'(u) = @g. C'est le cas oll ¥ est une mesure pleine.

(3.2.1) Avant d'aller plus il est utile de remarquer que la famille
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des T (u) (resp. T, (u)) lorsque u décrit M(G), constitue, de fagon na-
turelle, un systéme projectif.

Lemme 7 : Soient u, v ¢M(G) telles que v <<u. L'application naturelle
de L% (u) sur L®(v) est un homomorphisme continu et surjectif de T (p)

(resp. T_(n)) sur T(v) (resp. T_(v)).

Démonstration : Toute fonction borélienne essentiellement bornée u-pp
est aussi essentiellement bornée v-pp. Il existe donc une application
naturelle p de L”(u) dans L¥(v) qui est surjective ; elle est conti-
nue pour les topologies *-faibles car L(v)c L(u). L'image de T ()
(resp. T_(u)) est donc clairement contenue dans T (v) (resp. fw(v)).
Inversement, soit x e (v) et Y4 une suite généralisée de caractéres
du groupe, tendant vers X dans T(v). Soit ¢ une valeur d'adhérence de
£ dans T (p). L'image de ¢ par p n'est autre que ¥ (ce qu'on écrira
plus simplement : ¢ =x v-pp). Si l'on part de ¥ efw(v) on peut suppo-

ser que y4 tend vers 1'infini dans T et donc ¢ eT, (n).

(3.2.4) Pour toute mesure p € M(G) notons A(pu) l'ensemble des valeurs

d'adhérence de j(y) lorsque y tend vers 1l'infini dans T.

Lemme 8 : Soit u & M(G)
a) A(u) est l'ensemble des valeurs de [X dy lorsque yx décrit T (u).
J
b) Pour tout X eI (), A(xp)C A(u).

c) Pour tout X €Ty (1), (xw) (T)c A(n).

Démonstration : La vérification de (a) est immédiate. (b) et (c) ré-

sultent de (a) et de la proposition 4.

4 - Le théoréme des idempotents

4.1 - Mesures dont la transformée de Fourier ne prend qu'un

nombre fini de valeurs

Une mesure p € M(G) est idempotente pour la convolution si et
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seulement si sa transformée de Fourier {I est & valeurs O,1. Plus gé-
néralement nous pouvons considérer les mesures u ¢ M(G) telles que
L(r) soit fini. Il est facile de voir d'ailleurs, que ce sont des
combinaisons linéaires finies de mesures idempotentes.

Supposons que j prenne les valeurs complexes distinctes

s ceesan. Pour tout j, 1 ¢ j ¢ n, soit Pj(z) un polyndéme tel que
Pj(ak) = éjk (1 < k ¢ n) ; on vérifie aui51tot que la mesure vj=Pj(u)
est idempotente. On a clairement i (y) =-Zlaj6j(Y)’ y €T, et donc

=2
v _j=l aj\)j.

Lemme 9 : Soit p € M(G) telle que {i(l') soit fini. Alors f(u) est dis-

cret pour la topologie forte.

Démonstration : Soit d la plus petite distance de deux éléments dis-

tincts de {1(I'). Pour tout x € I'(u) on a (xu) (I)c p(r) (3.1.4). Soient
X et x' deux éléments distincts de T (n). Les mesures Xu et ¥'p étant
distinctes, il existe au moins un caractére y, pour lequel

(xu) “(vy) # (x"w)~(y,). On aura donc
0 <dcxg IJ’XYO dy - Jx'vodul sjlx-—x'l alul
ce qui démontre la propriété.

(4.1.1) Remarque : Il résulte immédiatement du lemme 9 que T (p) étant

discret, est topologiquement isomorphe a F/HL et que H, groupe-support

de u, est compact.

4.2 - Mesures élémentaires

Considérons une mesure pu concentrée sur un sous-groupe compact
H de G. Sa transformée de Fourier est constante sur les classes modu-
lo -, Si i est nulle sauf sur un nombre fini de classes, on a af-
faire a une mesure du type précédent particuliérement simple. Suppo-

sons gue jI prenne les valeurs ays +-., a, noON nulles sur les classes
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YIHL, ey ynH'L distinctes. On vérifie aussitdét l'identité
n
ilty) =12 ajrﬁH(YjY) (yeT)
j=1
d'ol
n
(4.2.1) u =j£l anij

(4.2.2) Une mesure de la forme (4.2.1) sera dite mesure élémentaire.

(4.2.3) Remarque : Soit p & M(G) telle que fi(r) soit fini. Dans quel
cas y sera-telle une mesure élémentaire ? C'est évidemment le cas si

le groupe-support H est fini ; on a alors trivialement
4
T(w) = T(w) =TI/H .

Si le groupe H n'est pas fini, il est équivalent de dire que u est

€lémentaire ou que u est dans Mg (H), ou encore que
= L
() = r(w) ufo}r = (r/H) U {0}

compte-tenu de la proposition 3 et de la remarque (4.1.1).

4.3 - Description de f(u)

Dans le cas général d'une mesure p € M(G) telle que () soit

fini, on peut décrire complétement la structure du semi-groupe T(u).

Théoréme 1 : Soit p e M(G) telle que {Ii(I') soit fini.

a) Tout élément de f(u) est de module idempotent.

b) Tout élément de f(u)+ est idempotent et f(u)+ est fini.

c) Tout &lément de T (p) est de la forme ¥ = hy, oll h est un &lément
idempotent de T(p) et yer.

Démonstration : Soit ¥ eT(p). La suite lezn , n> 1, est une suite

d'éléments positifs de T(n), décroissante et convergente (p-presque-
partout et a fortiori) pour la topologie forte vers un &lément heT (u)
|2n= h

qui sera tel que h2 = h.D'aprés le lemme 9, nécessairement |y

a partir d'un certain rang, ce qui n'est possible que si |yx| = h.
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Ceci démontre (a).

f(u)+ est 3 la fois faiblement compact et fortement discret
(Lemme 9) ; de plus il est constitué d'éléments idempotents d'aprés
(a). Or sur l'ensemble des éléments idempotents de T (p) les topolo-
gies faible et forte coincident (chap. I, lemme 8). f(u)+ est donc
fini.

Soit h un élément idempotent de T (u). Tout &lément ¥ el (n) tel
que |x| = h est limite faible d'une suite généralisée Y5 d'éléments
de T'. Mais on a aussi ¥ = hy = lim hyj. Donc l'ensemble des E&léments
de la forme hy avec y € ' , est faiblement dense dans l'ensemble des
&léments X € I (u) de module |x| = h, sur lequel topologies faible et
forte coincident (chap. I, lemme 7). La topologie (forte) étant dis-
créte (lemme 9), les deux ensembles coincident. Ceci prouve (c).
(4.3.1) Remarque : Le théoréme 1 nous dit que T (u) est réunion finie
des groupes hl (u) correspondant a tous les éléments idempotents h de
f(u). Si on se référe a (4.2.3), le cas d'une mesure élémentaire est

celui ol les seuls idempotents de T (u) sont 1 et (&ventuellement) O.

4.4 - Le théoréme des idempotents

A partir du théoréme 1, il n'est pas difficile d'établir le ré-

sultat suivant connu sous le nom de "théoréme des idempotents"(cf [5).

Théoréme 2 (P.J. COHEN, H. HELSON, W. RUDIN) : Toute mesure u e M(G)
dont la transformée de Fourier ne prend gu'un nombre fini de valeurs

est une somme finie de mesures élémentaires, deux a deux étrangeres.

Démonstration : On se raméne au cas des mesures dont la transformée

de Fourier est a valeurs entiéres (cf (4.1)). Soit yu # O une telle
mesure. Soit h un élément non nul minimal dans f(u)+. Un tel élément

existe puisque T“(u)+ est fini et contient 1, et il est idempotent
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(th 1). Montrons que la mesure v = hpy est élémentaire.

Tout d'abord Vv est & valeurs enti&res car (hp)~(T) ci(T)

(cf (3.1.5)). D'autre part, quelque soit ¢ eT(u),, on a ¢h<h et la
minimalité de h implique que ¢h est, soit nul, soit égal a h ; autre-
ment dit, ou bien ¢ = O v-pp, ou bien ¢ = 1 v-pp. Or on sait que
T(v) est 1'image de T (u) par 1l'application naturelle de L* (u) sur
L®(v) . Au vu du th.l les idempotents de T(v) sont les images de ceux
de T (n) par cette application. Les seuls idempotents possibles de
f(v) sont donc O et 1, et v est élémentaire d'aprés (4.3.1).

Dans le cas oll p # v, on peut appliquer le raisonnement précé-
dent a la mesure u-v dont la transformée de Fourier est encore a va-
leurs entidres. Puisque v # O, |V| prend des valeurs >1 et, nécessai-
rement, [v|]| > 1. Comme viu-v il en résulte que [ju-v|[g|lul|-1 et ainsi

on est assuré de conclure au bout d'un nombre fini d'étapes.

(4.4.1) Remarque : L'argument de minimalité utilisé pour démontrer
le théoréme 2, est important et sera repris souvent par la suite.
Mais on peut remarquer que la récurrence n'est pas indispensable et
qu'il est possible de décrire explicitement, & partir du semi-groupe

f(u), une décomposition de p en mesures élémentaires. A tout h ef(u)+

on associe la mesure

bp = (h = sup )u =T T (h-p)u .
¢<h ¢<h

ol ¢ varie dans F(u)+. Chaque mesure My est combinaison a& coeffi-
cients entiers de mesures ¢y, ¢ ¢ f(u)+, et par suite, ﬁh est a va-
leurs entiéres. D'autre part, quelque soit ¢ € f(u)+ on a, ou bien

$ =0 W,~Pp, ou bien ¢ =1 My "PP i ceci prouve, comme dans la dé-
monstration précédente, que My est élémentaire. Enfin il est clair
que les mesures Wy sont deux a deux étrangéres et que u est la somme

des Hy o h e F(u)+.

Note : La démonstration par minimalité s'apparente & celle de [8].

43



B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

5 - Le théoréme des idempotents & 1l'infini et extension

5.1 - On rappelle que, pour p ¢ M(G), on note A(u) 1l'ensemble
des valeurs d'adhérence 3 1'infini de {i(y). Il suffit d'apporter de
légéres modifications aux arguments de (4) pour caractériser les me-
sures pour lesquelles A(py) est fini. L'idée est de remplacer dans
les raisonnements f(p) par fw(u). On va voir que les démonstrations
s'adaptent ainsi a simple lecture. La seule propriété supplémentaire

qu'on utilisera sera la proposition 4. Tout d'abord le lemme 9 sera

remplacé par le suivant.

Lemme 10 : Soit p € M(G) telle que A(u) soit fini. Alors fm(u) est

discret pour la topologie forte.

Démonstration : Soit 4 la plus petite distance de deux éléments dis-

tincts de A(u). Soient x et x' deux éléments distincts de fw(u). Les
mesures xu et X'y €tant distinctes, il existe au moins un caractére

Yy e I tel que (XU)A(YO) # (x'w)~(y,). Compte tenu du lemme 8 (c),

]

on en conclut que
ds O () =" (v | < Jlx—x'l alul
ce qui démontre le lemme 10.
Théoréme 3 : Soit p & M(G) telle que A(y) soit fini.
a) Tout élément de fw(u) est de module idempotent.
b) Tout élément de 'l:m(u)+ est idempotent et fm(u)+ est fini.

c) Tout élément de fw(u) est de la forme x =hy, ot h est un idempo-

tent de fw(u) et y e T.

Démonstration : C'est exactement la méme que celle du théoréme 1 ol

1'on remplace T (u) par T,(u) et le lemme 9 par le lemme 10. On utili-

se le fait que si ¥ € T (u), il en est de méme de |X|2 (prop. 4).
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(5.1.1) Remarque : Si on tient compte du fait que les éléments de
f(u) qui ne sont pas dans fw(p) sont nécessairement dans T'(p) et de
module 1 (et qu'en particulier 1 est le seul élément positif de T (p)
qui peut ne pas &tre dans T, (u)), on pourrait trés bien énoncer le

théoréme 3 avec f(u) au lieu de fm(u). En fait T(p) a exactement la

méme structure que précédemment.

Théoréme 4 : Toute mesure u & M(G) telle que A(p) soit fini, est une
somme finie de mesures élémentaires et d'une mesure de MO(G), deux a

deux étrangéres.

Démonstration : On adapte la démonstration du théoréme 2. On peut se
ramener comme auparavant au cas ol A(u)cC Z. Il suffit seulement de
prouver que si p ¢ M, (G), elle a une partie élémentaire non nulle.
Or on sait que, dans ce cas, Fm(u)+ a un élément non nul (cor.
prop. 4) ; comme il est fini il posséde au moins un élément non nul
minimal h idempotent (th 3 (b)). On peut remarquer que h est également
non nul minimal dans T (p),. Comme (hy)~(I)c A(u) (lemme 8 (c)) 1l'ar-
gument du théoréme 2 montre que la mesure v = hy est élémentaire.
Dans le cas oll uy-v ¢ M5(G) on peut lui appliquer le méme rai-
sonnement. Les mesures que l'on construit successivement sont deux a
deux étrangéres. Comme dans le théoréme 2, on est assuré&, au bout

d'un nombre fini d'étapes, d'obtenir une mesure de Mg (G) .

Corollaire : Toute mesure u ¢ M(G) telle que A(u) soit fini, peut
s'écrire

U = Vv+o (vio)
ol v est une mesure dont la transformée de Fourier est & valeurs dans

A(u) et o est une mesure de Mg (G) .
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5.2 - Une extension des théorémes 3 et 4

Les résultats de (5.1) reposent essentiellement sur le fait que
T, (y) est un idéal du semi-groupe T (u). On peut sans grand effort, en
donner l'extension suivante qu'on pourra utiliser dans d'autres con-

textes (on verra plus loin des exemples).

(5.4.1) Soit J un idéal fermé de T (nu). Pour toute mesure v <<y on no-

te A(v,])) 1l'ensemble des valeurs JX dv lorsque ¥ décrit J .

Lemme 11 : Soit p e M(G) telle que A(u,7) soit fini. Alors J est dis-

cret pour la topologie forte.

Démonstration : De la propriété d'idéal résulte immédiatement que,

pour tout x €7 , (xu)~(I') < A(u,]). Avec cette remarque la démons-—

tration est la méme que celle du lemme 10.

Théoréme 5 : Soit u eM(G) telle que A(y,J) soit fini.
a) Tout élément de J est de module idempotent.
b) Tout élément de 3+ est idempotent et:3+ est fini.
c) Tout élément de 7J est de la forme ¥ =hy , ol h est un idempotent

de j et y e T.

Démonstration : C'est la méme que celle du théoréme 3. Ici encore on

utilise le fait que si x appartient a J , i1 en est de méme de

Théordme 6 : Toute mesure u eM(G) telle que A(u,J) soit fini, est une
somme finie de mesures élémentaires et d'une mesure v telle que

A(v,7) = {0}, deux & deux étrangéres.

Démonstration : On peut suivre la ligne de démonstration du théoré-
me 4. Il suffit de prouver que si A(u,J) # {0}, pu a une partie &lé-
mentaire non nulle. Pour commencer on remarque que si A(u,J) # {0},

J contient un &lément X # O et que donc '}, contient XX = |x|2 #£0.
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D'autre part, si h est un élément minimal (idempotent) non nul dans
J4+ il a la méme propriété dans T(p)4+ car tout élément positif ¢ g<h
est tel que ¢ =¢h et appartient nécessairement é'3+. Le reste de la

démonstration est identique et laissé au lecteur.

6 - Le lemme de Rajchman et ses extensions

6.1 - Le cas d'un groupe ordonné

Supposons que I soit un groupe ordonné (cf [5] chap. 8). Dési-
gnons par rt le semi-groupe des éléments positifs. T = rty r- avec
r- = (-l etrtnr- = {1}.
(6.1.1) Pour toute mesure u eM(G) on notera AY(u) (resp. A" (n)) l'en-
semble des valeurs d'adhérence de [i(y) lorsque Yy tend vers 1l'infini

avec y ¢ I't (resp. y ¢ I'7).

(6.1.2) De méme on conviendra de noter FZ(u) (resp. Ei(u)) 1l'ensemble

des éléments de Tm(u) qui sont adhérents & r+ (resp. T'7).

(6.1.3) On vérifie immédiatement que A% () (resp. A7 (u)) est aussi

l'ensemble des valeurs Jx duy lorsque yx décrit FZ(U) (resp. F:(u)).

Pour une transformée de Fourier-Stieltjes les propriétés a
1'infini dans I'" et dans I'” ne sont pas indépendantes. Le résultat

le plus simple & ce sujet est le suivant.

Proposition 6 (I ordonné) : Soit p & M(G).

a) Les éléments positifs de T, (n) appartiennent & la fois & T'J(u)

et a I'_(u).

+ =

b) A" (W)N A () # g.

Démonstration : En effet, soit ¢ ¢ fw(u) . ¢ est limite dans T (u)

+

d'une suite généralisée de caractéres Yj tendant vers 1'infini dans
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I' ; mais il est également limite de Vj = Y51- Ceci démontre (a). Le
semi-groupe fm(u) n'est pas vide. Si ¥ ¢ fm(u) on a aussi

|x[2 = XX € fm(u) et 1l'on déduit (b) de (a) compte-tenu de la remar-

que (6.1.3).

(6.1.4) Exercice : On peut donner des exemples de groupe ordonné T et
de mesure u ¢ M (G) telle que at(u)n a7 (n) = {0} (ce qui montre que
la proposition 6 ne peut pas &tre améliorée en général).

Soient a et B deux nombres réels tels que a/B soit irrationnel.
Le semi-groupe de Z2 des couples (m,n) tels que om+fn >0 définit un
ordre sur ZZ. Partant d'une mesure v € M (IR) on lui associe la mesu-
re y € M() telle que i((m,n)) = V(om + Bm), m,n € Z. On peut montrer
facilement que A(u) = GTiS , At () = 3?553 , AT (p) = STEET).
Par un choix convenable de v on peut avoir le résultat annoncé. On

peut méme faire en sorte que A(uy) soit un intervalle par exemple.

6.2 - Le cas de Z ou IR

Dans la situation classique de I' =Z ou I' = IR, il est clair
que, pour tout y e T, At (yu) = At (y) et A" (yp) = A™(u) puisque yu est
une translatée de p.

Supposons que u £ MO(G) et soit ¢ un élément > O de fw(u). Com-
me ¢u # O il existe au moins un y, e ' tel que J¢ d(YOu)=(¢UY(YO)# O.
Remplagant uy par YoHs ON peut donc supposer que J¢ duy # O. Or ¢ étant
positif, est adhérent & la fois & rt et I'" ; donc J¢ duy appartient a
A+(u)ﬂ A~ (u). En particulier, dans ce cas, A+(u)r]A'(u) contient un

élément non nul. On déduit de 13 aussitdét le résultat suivant connu

sous le nom de "lemme de Rajchman".

Théoréme 7 (G =T, IR ; T =%, IR) : Pour une mesure u € M(G) les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :
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a) lim qu(y) =0
Y—)-{—oo
b) lim {i(y) = O

Y r—c

c) U e My(G)

On peut énoncer la version renforcée suivante du lemme de

Rajchman.

Théoréme 8 (G =T, IR ;I = Z, IR) : Soit pu & M(G).
a) Ei(u) et Fi(u) sont des idéaux fermés du semi-groupe T(u), qui
contiennent les éléments positifs de fw(u).

b) Pour tout élément positif ¢ eT_ (u), AT (W) N AT (W) < (¢u)~(T).

Démonstration : Soit yx € Fi(p). Il existe une suite Yj tendant vers
+o dans ' et vers x dans T(u). Pour tout Yy e I, YYj tend vers +» et
vers yx dans T(u) ; donc YX € Fi(u). On conclut que fz(u) est un idé-
al de T (y) comme dans la preuve de la proposition 4. Il en est de mé&-
me de Fi(p). On sait déja que Fi(u)ﬂ Fi(u) contient les éléments po-
sitifs de fw(u) ; il contient donc 1'idéal qu'ils engendrent.

Soit ¢ € fw(u)+. Pour tout vy € T, ¢y appartient a Fi(u)ﬂ Fi(u).
A+(u)n A” (u) contient donc les valeurs de {¢y du = (¢u)~(y), (yel).

Ceci termine la démonstration du théoréme.

On peut déduire du théoréme 8 quelques conséquences intéressan-

tes.

Corollaire (G =T,IR ; ' =Z,IR) : Soit yu € M(G) une mesure de

Dirichlet.
a) T =To() =Ty = T(w)
b) At (y) = A7 (y) = A(u) = ()

Démonstration : En effet si p est une mesure de Dirichlet, 1 appar-

tient a fm(u) et, comme élément positif, appartient aussi aux idéaux
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Fz(u) et fz(u): ce qui démontre le corollaire.

On peut appliquer le théoréme 5 avec 1'idéal 'J= Fi(u) nfz(u).
Avec les notations de (5.2) on a A(p,]) = A+(u)(1A_(u). Si 1'on sup-
pose que A+(u)|1A_(u) est fini, le théoréme 5 (b) nous permet d'af-
firmer que tout &lément de 7J est de module idempotent. Or quel que
soit x & Ty (n), |x|2 étant positif, appartient & '3 ; donc |x[2 =|x]|.
Comme |x| =1 13 ol x #0, on peut écrire x =|x| X ce qui prouve que ¥
est dans J . En conclusion 1'idéal J est &gal a T, (u) tout entier.

On a ainsi établi le résultat suivant.

Théoréme 9 (G =T,IR ; I' =%,IR) : Soit p ¢ M(G) telle que A" (W)NA (p)

soit fini. Alors

a) TE(u) =To(u) = Te() ;
b) at(u) = a7 (w) =AM ;

c) la mesure y est une somme finie de mesures élémentaires et d'une

mesure de MO(G), deux a deux étrangéres.

La conclusion (c) est surtout intéressante quand ' = Z et peut
étre obtenue via le théoréme 4 ou le théoréme 5. Elle contient un cas
particulier du théoréme des "semi-idempotents" de KESSLER dont on re-

parle plus loin.

6.3 - Une extension du lemme de Rajchman (I' ordonné archimédien)

En reprenant l'exercice (6.1.4) par exemple, il est facile de
se convaincre que le lemme de Rajchman n'est pas valable en général
pour un groupe ordonné, méme archimédien (ce qui est le cas en
(6.1.4)). On sait (cf [5] p. 196) que si I est un groupe ordonné ar-
chimédien, ou bien I' = IR, ou bien I' est isomorphe & un sous-groupe
de IR muni de la topologie discréte et de l'ordre naturel. Dans ce

cas on peut donner des résultats de (6.2) l'extension naturelle sui-
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vante.

=

(6.3.1) Notations : pour ne pas multiplier & l'excés les notations
nous préférons, uniquement pour les besoins de la partie (6.3), modi-
fier un peu les définitions antérieures : fw(p) désignera ici les
éléments de T (u) qui sont limites de suites généralisées Yj d'éelée-
ments de T, tendant vers 1l'infini dans IR (autrement dit pour la to-
pologie de l'ordre). On modifie de méme les définitions de ff(u),

oW, atw, at(u), A~().

(6.3.2) Remarque : Avec les modifications de notations précédentes,
le théoréme 8 reste valable pour un groupe I' ordonné archimédien

=

quelconque. La démonstration est tout a fait identique.

On a de méme l'analogue du théoréme 9. M, (G) est remplacé ici

par la classe des mesures p telles que A(u) = {0}.

Théoréme 10 (I' ordonné archimédien) : Avec les notations (6.3.1),

soit u € M(G) telle que At (u)n A”(u) soit fini. Alors

a) TEw) =To(w) =T ()

-3

b) At(u) = A7 (n) = A(n)
c) La mesure p est somme finie de mesures élémentaires et d'une me-
sure dont la transformée de Fourier tend vers O & 1'infini pour la

topologie de 1l'ordre, ces mesures étant deux d deux étrangéres.

6.4 - Autre extension : les ensembles de Rajchman

(I' métrisable) (%)
On ne suppose plus que ' est un groupe ordonné. On s'intéresse
aux parties E de T pour lesquelles la propriété suivante est vraie,

pour u e M(G) :

(*) Cette restriction n'est pas essentielle suivant une remarque de

R. LYONS [7] p. 223.
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(6.4.1) lim fi(y) = 0=> lim fi(y) = O
A asd Y e
YET\E YeE

Les ensembles E qui possédent cette propriété sont, en quelque sorte,
les ensembles négligeables pour ce qui est de l'appartenance d'une
mesure U a la classe MO(G). On les appelle plus loin "ensembles de
Rajchman". Il n'est pas difficile d'en donner des exemples, et méme
de les caractériser.

(6.4.2) Exercice : Soit E une partie de T telle que, pour tout y € T,

E ﬂyE'1 soit compact. Alors E est un ensemble de Rajchman.

Démonstration : Supposons qu'il existe p ¢ MO(G) avec cependant

(6.4.3) lim {i(y) = 0 -
'Y+oo
YET\NE

Il existe nécessairement une suite Yj d'éléments de E, tendant vers

1'infini dans ' et telle que lim ﬁ(yj) = c # 0. Quitte a prendre une
sous-suite, on peut supposer qu'elle converge dans T (p) vers un élé-
ment X qui est non nul puisque [X dy = c. On a aussi ¥ # O. Il exis-—

te donc au moins un Yo tel que

]

(Xu) ~(yy) = JYOY du #

et comme
JYOX dy = lim JYOYj du
Ceci prouve que Yovj tombe dans E & partir d'un certain rang. C'est

impossible a cause de l'hypothése faite sur E, ce qui démontre le

théoréme.

(6.4.4) Exemple : Dans R" tout céne saillant vérifie 1'hypothése du
théoréme 11.

L'exercice précédent montre que si un ensemble E n'est pas de
Rajchman il doit posséder une certaine symétrie et pouvoir contenir

en méme temps gqu'une suite Yj’ une translatée de ygl. On peut beau-
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coup perfectionner cet argument et montrer que E doit aussi avoir une
structure multiplicative assez riche.
Pour toute mesure p € M(G) et tout € >0, on note

E(u,e) = {yiyel, [u(y)| > e} .

Théoréme 11 : Soit une mesure u ¢ MO(G). Pour tout entier n>1 on
peut trouver e >0, Yo el et une suite ej tendant vers 1'infini dans

', telle que E(u,e) contienne tous les produits

€ €

1 . .
...0.1 (]l <o <]n, €1 =t1l,...,e_=%1)

0.
Yo 73, i, n

Démonstration : fw(u) contient un élément ¢ >0 (cor. prop. 4). On
peut trouver une suite ej tendant vers l1'infini dans I et vers ¢ dans

f(u), telle que

pour tout choix de €, =%1,...,e_=%*1 (chap. I (4.2.7)). On peut sup-

1
poser (quitte a remplacer ej par une sous-suite) que cette suite mul-
tiple tend vers 1l'infini dans T.

Pour un entier n 31 fixé, comme ¢n #0, 11 existe Yo el et >0

tel que ] Y ¢ndu >e. Le voisinage de Yy ¢n dans f(u) défini par
o o

IJX du| >e, x eT(u), contient tous les produits

€ €
1 n . . _ _
(6.4.5) Yoejl ...ej (jl < .. <jn, €4 —il,...an-tl)
n
dés que j1 est assez grand, ce qui démontre le théoréme 11. (En uti-
lisant le procédé diagonal, on pourrait trouver une méme suite ej

pour toutes les valeurs de n ; mais Yo et ¢ dépendent de n).

(6.4.6) Si 1'on considére une mesure u ¢ MO(G) et une partie E de T
vérifiant la propriété (6.4.3), on peut compléter l'argument du théo-
réme 11 en remarquant que nécessairement tous les produits (6.4.5)
tombent dans E a partir d'un certain rang. Par conséquent toute par-

tie de I' qui est "arithmétiquement trop pauvre" pour contenir tous
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ces produits (pour un certain entier n 31 et quelle que soit la suite
ej) est un ensemble de Rajchman. Ce critére utile dans la pratique,

ne sera pas énoncé car on va voir qu'il peut étre facilement renfor-
cé en utilisant la remarque suivante que l'on trouve dans [2] (et ol

la structure de groupe ne joue aucun rdle).

Lemme 12 : Soit ¢ € L¥(u), O<¢ <1. Quel que soit Y, e L”(u), ou bien
J¢nwodu = O pour tout entier n > 1, ou bien l'ensemble A des entiers

n > 1 pour lesquels J¢nWodu = O est tel que ZAl/n < 4o,
ne

Démonstration : La fonction f(z) = J¢ZWO du est analytique bornée
dans le demi-plan Re(z) > O et non identiquement nulle. Le lemme dé-
coule directement de la formule de Jensen.

Il est clair que la conclusion du lemme reste valable si 1l'on
considére simultanément un nombre fini de fonctions WO.

Reprenons 1l'hypothése (6.4.3) et l'argument du théoréme 11 mais
au lieu de considérer ¢n avec n fixé, introduisons 1l'ensemble V des
caractéres y € [ pour lesquels JY ¢ndu # O pour au moins un n >1. Il
découle du lemme que, pour toute partie finie A de V on peut trouver
une infinité d'entiers n > 1 tels que

Jy o7 du # 0 (y € A)

n
Partant d'un élément Yo de V et d'un entier ng tel que JYO¢ Odu #0

on peut trouver n, tel qu'on ait aussi

1
no+nl no n1
JYO ¢ duy = JYO ¢ "¢ “du # O

et on peut choisir j1<"'<jn assez grands pour que, non seulement E
o

contienne
&1 €n
Y 6. ...0.70 (e, =%1,...,¢ = *1)
0] Jj 1 n
1 ng o
€ S
suivant la remarque (6.4.6),mais aussi pour que Jyoej ...ej'o ¢ “duzo
1 n
o
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On peut ainsi poursuivre le raisonnement en considérant, au lieu de

{Y } 1 ensemble fini
[ }U{ ~l RS .
YO Yoej ej

o ; €] = 1, ..., € = +1}
ng o
qui est inclus dans V. Par récurrence on montre de cette fagon que E

contient tous les produits

n €. €
(6.4.7) v, T ¢ 6 1) K (n 3 1)

k=1 je:Jk

pour tout choix des Ej =+1 et des si = 0,1 ol les Jy sont des parties
finies disjointes de IN, tendant vers 1'infini. Nous passons sur les
détails d'écriture. A strictement parler, E ne contient pas Yo lui-
méme et pour que 1l'énoncé soit valable tel quel, il faut supposer

que €i=l, ou alors remplacer Y, par Yol 6. et commencer le produit

jEJl
a k = 2. Si 1'on pose
n
B'k = ej (k > 1)
]EJk
E contient notamment tous les produits
n €x
Y e, (n > 2)
0 k=2 k

pour tout choix des € = 0, *1. C'est a priori, une propriété plus
faible que la précédente mais qui permet d'énoncer, en sens inverse,
le critére suivant dont on trouvera une preuve plus concise dans le

chapitre VI.

Théoréme 12 (B. HOST et F. PARREAU [2]) : Soit E une partie de T
ayant la propriété : quelle que soit la suite ej tendant vers 1'infi-

ni, aucun translaté de E ne peut contenir tous les produits

€.
I ejj (e, =0,%t1, 1<j<n ; n31)
j=1

Alors E est un ensemble de Rajchman.
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(6.4.8) Note : Il s'avére que la condition du théoréme 12 est égale-
ment nécessaire dans le cas ol I est discret, comme on le verra plus
loin en (7.2). (Ainsi on n'a rien perdu d'essentiel en affaiblissant

la propriété (6.4.7)).

Pour terminer cette partie, énongons le résultat facile suivant
qui est une extension des théorémes 4 et 9 et illustre assez bien le
fait que les ensembles de Rajchman sont négligeables pour la classe
MO(G). Pour toute partie EcTl et toute mesure p € M(G), notons A(u,E)
l'ensemble des valeurs d'adhérence de [ (y) lorsque y tend vers 1'in-

fini dans E.

Théoréme 13 : Soit E le complémentaire d'un ensemble de Rajchman
dans T'. Toute mesure u € M(G) telle que A(u,E) soit fini, est de la
forme

w=n+v (n 1v)

oll n est une mesure telle que n(I') = A(u,E) et v ¢ M, (G) -

Démonstration : On peut se ramener comme d'habitude au cas ol

A(u,E) = {0,1}. Dans ce cas on consid@re la mesure p %1 -u qui est
telle que

lim (p*p =)~ (y) = lim (f(y)2=i(y)) = o

Y>o Y->°°

YeE YEE

I' \E étant de Rajchman, on en conclut que p *%u -u est dans MO(G) et

que A(u) = A(u,r) = {0,1}. On applique alors le corollaire du théo-

7 - L'exemple des produits de Riesz (G compact)

7.1. Rappels et notations

Les produits de Riesz constituent une classe trés importante de
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mesures singuliéres sur lesquelles il est possible de faire des cal-

culs explicites. Nous rappelons briévement leur définition.

de T est un ensemble dissocié si, pour

(7.1.1) Une partie 0= {ej}j>l

tout n >1 et tout choix de ej = 0, *1, *2 (lg¢jgn), la relation

n
€.
[ Je.) =1
J
j=1
€.
implique ejJ = 1 (lgjg¢n). L'ensemble des éléments de T qui s'écrivent
€.
w = 6.7
jx1 J
avec Ej = 0,*1 (j21) et ou Ej = O sauf pour un nombre fini d'indices,
[
admet une écriture unique dans le sens que les facteurs ejj sont uni-
quement déterminés (si aucun élément ej n'est d'ordre 2 les ej sont
uniquement déterminés). Ces produits sont appelés les mots de © ={6j}
et les ej qui y figurent avec un exposant ej¢o sont les lettres du
mot et leur nombre la longueur du mot. L'ensemble des mots sera noté
2 = (o) (méme dans le cas oll 0 n'est pas dissocié) et Qn désignera

l'ensemble des mots écrits avec les lettres ej,(lsjsn).

(7.1.2) Exercice : Partant d'un ensemble infini quelconque {ej} dans
I', on peut en extraire un sous—-ensemble dissocié {63} sans élément
d'ordre 2 si l'ensemble des carrés {6?} est infini. Sinon on peut en
extraire un sous-ensemble infini pour lequel e? est constant et

{§2j 62j+1} contient alors un ensemble dissocié {63} dont tous les
éléments sont d'ordre 2. (La preuve est laissée au lecteur). Dans les

deux cas on aura Q({Oj})(:Q({ej}).

(7.1.3) Dans la suite 0 = {6.} est un ensemble dissocié qui, soit

j 321
n'a aucun élément d'ordre 2, soit a tous ses éléments d'ordre 2. (Le

plus souvent on peut se ramener & l'un de ces deux cas). Pour ne pas

alourdir l'exposé on se contentera d'écrire les calculs dans le pre-
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mier cas, le deuxiéme ne nécessitant gque des modifications mineures.

(7.1.4) Dans le premier cas, soit (a une suite de nombres com-

j)j>1

plexes tels que Iaj|<1/2 (j21) . Pour tout n3l

R_ = | 1+a.6.+a.0.
n ( aj 3 clJ :])

1¢jgn
est un polyndme trigonométrique positif et la suite de mesures

R = Rn°m

n converge vaguement vers une mesure de probabilité p dite

G

produit de Riesz et notée

(7.1.5) o = (1+a.06.+a.0.).
jx1 3°3°°373

La vérification est ais@e : pour tout n > 1

R n (e.) n €.
R_(w) = a, J si w = 6.7
n —_— J _— Jj
J J
Rn(y) =0 siy ¢ Qn
avec la convention que agl) =a§°1) =5j’ aéo) =1, (j21). D'une part

R est positive et ﬁn(l) =1 ; d'autre part il est clair que la suite

Rn converge simplement puisque anzﬂn et que

-+1

ﬁn+l(m) = ﬁn(m) (0ef ) -

La transformée de Fourier de p est telle que

p(w) = ﬁm(m) B ﬁn(m) (0 €0, mznzl).

Dans le deuxi@me cas ol © est constitué d'éléments d'ordre 2,

il est naturel de prendre pour (aj) une suite de nombres réels

izl

.| €1 et de définir o comme limite vague de Rn'mG oll

tels que |aJ

R = 1+a.f6.
n ( 5 J)
On note de méme

(7.1.6) o= 1 ] (1+as6)
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Dans les deux cas on peut écrire

(e.)
(7.1.7) f(w) J

:

j1 3 jp1 3

pour toute suite ej =0, *1, (j21) ol seuls un nombre fini de Ej sont

non nuls ; de plus

ply) =0 siyg@Q.

Nous nous bornerons ici a faire quelques remarques sur les pro-

duits de Riesz définis & l'aide d'une suite constante aj = a, (3=1)

avec a réel # O que nous noterons Pyt

7.2 Ensembles de Rajchman et produits de Riesz

L'existence de la mesure Pa permet de vérifier que la proprié-
té du théoréme 12 est nécessaire pour qu'un ensemble soit de Rajchman,
comme on l1l'a affirmé en (6.4.8), dans le cas ol I est discret.

En effet si E est une partie de I' qui contient YOQ({ej}) pour
un vy el et une suite ej tendant vers 1l'infini, on peut supposer,
d'aprés (7.1.2) (quitte & remplacer ej par 85) que {Gj} est dissocié.
Alors la mesure Vopa a sa transformée de Fourier nulle en dehors de E
et ?Opa Z MO(G) puisque (VOpa)‘(yoej) = 5a(ej) = a, Jjsl. Donc E
n'est pas un ensemble de Rajchman.

)

7.3 - Le semi-groupe F;(pa

On va voir qu'on peut décrire complétement le semi-groupe

T (p.). On fait les démonstrations dans le cas ol 0 n'a pas d'élé-

ment d'ordre 2.
Proposition 7 : La suite ej converge dans f(pa) vers la constante a.

Démonstration : Soit X une valeur d'adhérence de Gj dans f(pa). I1
existe une sous-suite ej telle que, quels que soient les entiers mz0

)
et n>0 avec m+nzl, on ait
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(cf chap. I (4.2.7)). Les produits en question sont des mots de {ej}
de longueur m+n. On en déduit que

[Xm 0 do,, _
)

Introduisons la mesure ¢ sur le disque unité du plan complexe,
qui est 1'image de P, Par x (i.e. la loi de la variable aléatoire ¥

sur l'espace de probabilité (G,pa)). La mesure ¢ est telle que
sz z" do(z) = am+n (m>0, n30) .

On en conclut que ¢ =6a, ce qui se traduit par x =a P5"PP, Ce qui dé-

montre la proposition 7.

fm(pa) contient la constante a et donc toutes les constantes

an, (n>1), ainsi que leur limite O.

Proposition 8 : Tout €lément non nul de fw(pa) est de la forme x=an.y

ol y € ' et n2l.

Démonstration : Soit yx € fw(pa), X#0. Il existe au moins un Yo el tel

que Jyox dpa # O. Remplagant X par Y,X on se raméne au cas ol

jx dpa # 0. ¥ est nécessairement adhérent a 9 et, @ étant dénombrable,
il existe une suite wy de mots tendant vers 1l'infini dans T et con-
vergeant vers X dans f(pa) (chap. I (4.3.2)). JX dpa est une valeur

d'adhérence a 1'infini de Ba. Or l'ensemble des valeurs d'adhérence

de 6a est {an}n>lLJ{O}. On a donc [X dp, = aP pour un entier pxl et
> J
im o ) = 1i = aP
%&rﬂw pa(wj) %—];I-Boojwj dp, = a .
A partir d'un certain rang, nécessairement 5a(wj) =aP ce qui prouve

que les mj sont des mots de longueur p. Pour une sous-suite w. on
L
aura comme précédemment, pour m>0, nxC et m+nx1,
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X X = lim W.  eeelds & B .
9, <TVL<Y Jj Jj J J
1 mtn <0, Qm 2m+1 £m+n

Mais ici les produits ne sont pas nécessairement des mots car deux
w. distincts peuvent avoir des lettres en commun. On fait alors la

Iy
remarque contenue dans l'exercice suivant.

(7.3.1) Exercice : De toute suite mj de mots de longueur bornée, on

peut extraire une sous-suite de la forme ww3 ol w est un mot fixé et
les w! sont des mots n'ayant aucune lettre en commun deux a deux, ni
avec w. La démonstration peut se résumer ainsi : ou bien on peut ex-
traire de mj une sous-suite de mots qui n'ont deux a deux aucune let-
tre en commun, ou bien on peut en extraire une sous-suite de la for-

€

me 6.° . w! oll 6, est une lettre qui ne figure pas dans les mots wé

io T 3
o
et €5 =+1. On obtient le résultat en itérant ce raisonnement, compte

tenu du fait que les mots mj sont de longueur bornée.
On utilise (7.3.1) pour terminer la preuve de la proposition 8:
on remplace X par @y et wj par mg. On peut alors faire le méme rai-
)
sonnement que pour la proposition 7 ce qui nous donne ®) = aP et

)
X = aP o p' est la longueur des mots wa.

(7.3.2) Exemple : Choisissons a<O. Tw(pa) contient la constante a
mais pas la constante |a| =-a. Ceci montre que le semi-groupe f(pa)
n'est pas stable pour le module, alors méme que sa structure est trés

simple.

(7.3.3) Remarque : Les propositions 7 et 8 sont valables dans le cas
ol {ej} est constituée d'éléments d'ordre 2. Les démonstrations sont
les mémes si |a| <1. Le cas |a| =1 est en fait particuliérement sim-
ple. On peut noter qu'ici @ est un groupe et si a =1, Pa n'est autre

A
que la mesure de Haar de @ ; si a =-1, p_ ne prend que les valeurs

a

0, *1 et on vérifie aisément que Pa est une mesure élémentaire.
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7.4 - Exemple de mesures a puissancesde convolution orthogonales

La structure trés particuliére de Fw(pa) a pour conséguences

des propriétés remarquables de la mesure Par dont nous reparlerons.

~

En particulier le résultat suivant est facile a établir.

Théoréme 14 (G. BROWN et W. MORAN [1]) : (On suppose gque |a] <1 dans

le cas ol les éléments ej sont d'ordre 2). Quels que soient les en-

tiers pzl, gxl, p#qg, pg est étrangére 3 toute translatée de pq

a*

Démonstration : On peut remarquer d'abord que, pour tout entier p21,

la puissance de convolution pg n'est autre que le produit de Riesz

o p* On le vérifie immédiatement sur les transformées de Fourier. Si
a

p#q, on a |aP| # |a%|. Tout revient donc & démontrer que pour deux
nombres réels, a,b avec |a| # |b|, et quel que soit X, €G, on a

L
6X * PatPp:
o

Considérons la mesure o = SX * p top et soit ¥ une valeur d'a-

o
dhérence de la suite ej dans T'(w). On a vu (Prop. 7) que Bj tend vers
la constante a dans la topologie *-faible de Lm(pa). On en déduit que

la suite translatée ej(x+xo) tend vers a dans la topologie *-faible

de L°°(6X *pa). Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que
o

6j(xo) tend vers un nombre complexe c de module 1. Alors la suite

Sj(x) = éj(xo) ej(x+xo) converge vers la constante c a dans

T (S *pa). Comme d'autre part elle converge vers b dans F(pb), on en

conclut (cf lemme 7) que

X =ca 8, *p_ —pp

X =b Py, ~PP
Si éx *04 n'était pas étrangére a P, On devrait avoir ¢ a =b et
o
la] = |b|, ce qui fournit une contradiction et termine la démonstra-

tion.
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7.5 Compléments

Les produits de Riesz généraux p définis par (7.1.5) ou (7.1.6)
a 1l'aide d'une suite (aj) ont 1'intérét de fournir des exemples de
mesures singuliéres dont la transformée de Fourier tend vers O a
1'infini.
(7.5.1) p est dans MO(G) si et seulement si lim a., =0. (C'est a peu

J

prés évident sur les formules (7.1.7)).

(7.5.2) p est dans L1(C) si et seulement si zlaj!2 < 4o,
La question est traitée au chapitre IV-2. Bornons-nous a remar-

quer que la condition Zlaj[2 < +» est suffisante pour avoir p dans

Ll(G). En effet il résulte immédiatement de (7.1.7) qu'on a dans tous

les cas

- 2 - 2 2
= 3 < 1+2 . .
grlpml L [6(w)|“ < [ (1+ lajl )

Y Q i3l

Les propositions 7 et 8 s'étendent a simple lecture comme suit.

(7.3.5) fm(p) contient toute constante qui est une valeur d'adhérence
de la suite (aj).

(7.5.4) Avec 1l'hypothése limlajl <1 (égquivalente a limlﬁ(y)| < 1) tout
élément de fw(p) est de la forme x = ay oll a est une valeur d'adhé-

rence de § et y eTl.

Nous n'envisagerons pas le cas oll Tfﬁlajl =1 (et oll p est une
mesure de Dirichlet). On sait alors (cf (7.3.3)) que le support de p
n'est plus nécessairement (comme pour les produits de Riesz classi-
ques sur le cercle) le groupe tout entier. Le résultat général sui-
vant montre en tout cas que pour une mesure de Dirichlet u, une telle
propriété de support est incompatible avec la structure trés particu-

liére de T_(u) décrite en (7.5.4).

Théoréme 15 : (G. métrisable). Soit u € M(G) une mesure de Dirichlet
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qui n'est pas concentrée sur une classe modulo un sous—-groupe fermé
propre de G. Alors T (u) contient une fonction de module 1 qui n'est

pas de la forme c.y avec c une constante de module 1 et vy e T.

Démonstration : Considérons le groupe fl(u) des éléments de F(u) de

module 1. fl(u) sur lequel topologies faible et forte coincident est
un groupe topologique métrisable complet pour la topologie forte.
Soit K le sous-groupe des fonctions constantes sur lequel la topolo-
gie de T(u) n'est autre que la topologie usuelle de T ; K estcompact.
Supposons que l'on ait fl(u) = K.T(u) . L'homomorphisme de K xT dans
K.T(u) qui a tout couple (c,y) fait correspondre le produit c.y est
continu et bijectif (il est injectif grdce a la condition de support
sur u).

G étant métrisable, K xT est o-compact et fl(u) est un espace
de Baire. Il existe donc un compact de K x I' qui est d'intérieur non
vide dans fl(u). On en conclut aisément que les groupes topologiques
K xT et Fl(u) = K.T'(n) sont isomorphes. On doit avoir en particulier

I * T(u) ce qui est impossible si p est une mesure de Dirichlet (cf

chap. I (2.3)).

8 - Eléments idempotents de T_(u)

8.1 - Eléments positifs et éléments idempotents

On a vu que pour une mesure |y ¢ MO(G), fm(u) contient toujours
un élément ¢ > O. fw(u) contient aussi ¢n pour tout n2l. La suite &l
converge u-presque-partout et donc aussi pour la topologie forte,
vers un élément h = h2. L'idempotent h prend la valeur 1 1la ol

¢(x) = 1 et la valeur O ailleurs (ceci ayant un sens & un ensemble de

mesure nulle prés). On a donc deux situations possibles :
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a) I',(u) contient un élément idempotent non nul.
b) Tout élément X € T_(u) est tel que |x(x)] < 1 u-presque-partout
IZ

(en considérant ¢ = |x|“). Ce cas se présente pour des mesures

u g MO(G), comme le montre l'exemple du produit de Riesz p, (cf

prop. 8).

Proposition 9 : Pour u € M(G) les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
a) fm(u) contient un idempotent non nul.

b) L(p) contient une mesure de Dirichlet non nulle.

Démonstration : Si I'_(u) contient un idempotent h # O soit v = hu.
Comme h =1 v-pp, fm(v) contient la constante 1 et v est une mesure
de Dirichlet (cf (3.2)). Inversement si on a une mesure de Dirichlet
v<<u, v #0, T (v) contient 1 et on peut trouver x € T'_(u) tel que

X =1 v-pp (cf lemme 7). T_(u) contient 1'idempotent h = lim ||
n->+w

2n

qui vaut 1 v-pp.

8.2 - Une caractérisation arithmétique

Il est remarquable que la situation précédente puisse &tre ca-
ractérisée simplement en termes de transformée de Fourier. Pour toute

mesure U € M(G) et tout € > O, rappelons la notation
E(u,e) = {y;y e T, |o(y)] > €}

Théoréme 16 (I métrisable) : Pour p € M(G) les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) fm(u) contient un idempotent non nul.

b) Il existe € > O tel que E(u,e) contienne un translaté d'un ensem-
ble Q({ej}) ol ej est une suite tendant vers 1'infini dans T (avec les

notations de (7.1)).

Démonstration : Montrons d'abord que (a) implique (b). Supposons que
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fm(u) contienne h = h2, h # O. Puisque la mesure hu est non nulle, il

existe Yo €T tel que (hu)‘(yo) # O. Choisissons & > O tel que
[ (hy) (YO)I = IJYoh du| > €
Considérons le voisinage de h dans T (p) défini par

ifYox du| > e (x € T(u)

et soit Yj une suite généralisée tendant vers 1'infini dans T et vers
h dans T (y). Suivant le lemme 10 du chapitre I, on peut en extraire

une suite Yj tendant vers 1'infini et telle que
n

[JYOY du| > € (y ¢ Q({yjn})).

Inversement, soit € > O tel que E(u,e) contienne un ensemble
yon({ej}) ol ej est une suite tendant vers 1'infini dans T et Yo el.
Quitte a remplacer ej par une sous-suite, on peut supposer que ej
converge dans f(u) vers un élément X € fw(u) et que, pour tout n:1,

1% = . lim, . carBy By LBy

[ x ;
jl<"'<32n I n In+1 J2n

(cf chap. I-(4.2.7)). Donc |x|2™ est adhérent a f({6,}) (n>1). Il en

est de méme de 1'idempotent de T_(u), h = lim |X|2n

. On a donc vy _h
n->+ow o

adhérent a E(u,e) d'aprés 1l'hypothése, et par suite IJYoh du| > e ce

qui assure en particulier que h # O.

(8.2.3) Remarque : Pour une mesure p € M(G) étrangére a toute mesure
de Dirichlet, fm(u) ne contient aucun idempotent # O (proposition 9)
et la propriété (b) du théoréme 13 n'est vraie pour aucun € >0. Ce-

pendant si u n'est pas dans MO(G), E(p,0) contient un translaté d'un

ensemble Q({ej}) ol ej est une suite tendant vers 1l'infini. En effet,
sinon, par le théoréme 12 ce serait un ensemble de Rajchman. Or ceci
est contradictoire avec le fait que la mesure u dont la transformée

de Fourier est nulle en dehors de E(u,0), n'est pas dans MO(G).
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(8.2.4) Exemple : Les produits de Riesz °a introduitsen (7.2) sont
des exemples typiques de la situation précédente (a condition de sup-
poser |a| # 1). Avec les notations de (7.1), on voit que, pour

la[n+l <e <]al™ (n31), E(u,e) n'est autre que 1'ensemble des mots de
longueur < n tandis que E(u,0) = Q(0). Les produits de Riesz généraux

avec limlaj] <1 sont également étrangers a toute mesure de Dirichlet

d'aprés la remarque (7.5.4).

8.3 - Mesures discrétes

(8.3.1) Exercice : Soit p € M(G) une mesure discréte gqu'on peut
écrire comme une somme finie ou infinie u = Za 8, , Z]anl <+, (ol
1'on convient que tous les coefficients a, sont ngn nuls). On vérifie
immédiatement que la topologie *-faible de L™ (u) n'est autre que
celle de la convergence simple bornée sur 1l'ensemble {xn}. Ainsi tout
élément de T (y) est limite simple sur {xn} de caractéres du groupe
(et réciproquement). En particulier tout &élément de T (u) est de modu-
le 1 et T(u) est un groupe compact. On peut dire plus : si x est li-
mite simple sur {xn} d'une suite de caractéres Yj' cette suite con-
verge également en tout point du groupe H engendré par {xn}, vers un
caractére X de H (sans topologie) qui prolonge X de fagon unique.

Notons Hy4 le groupe H muni de la topologie discréte. Les consi-

dérations précédentes montrent que T (n) peut s'identifier, avec sa

topologie, a un sous-groupe compact du groupe dual ﬁd‘ En fait
T (u) = ﬁd car, sinon, il existerait x ¢ Hd’ x # 0, tel que ¥(x) =1
pour tout ¥ € T(u) ; en particulier on aurait y(x) =1, y € T, ce qui

est impossible. En résumé :

(8.3.2) T(u) est un groupe compact, dual du groupe discret engendré

par {xn} dans G.

(8.3.3) Remarque : Toute mesure discréte est de Dirichlet car tout
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élément x de I'_(u) est de module 1 et T_(u) contient le2 =1.

Proposition 10 : Pour y € M(G) les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :
a) u est discréte ;

b) T(u) est un groupe (compact).

Démonstration : Il reste & montrer que (b) implique (a). Quitte a

remplacer p par |p|, on peut supposer u > O. Il est équivalent de di-
re que T (u) est un groupe ou que tout &lément de T (u) estde modulel.
L'application naturelle de T dans T (i) est continue d'image
dense. Tout caractére de T (p) définit par composition, un caractére
de T', c'est-a-dire un point x de G. Le caractére correspondant de
T(u) est noté <x,x> et est tel que <x,y> = y(x) si y e I'. T(u)"
s'identifie ainsi injectivement & un sous-groupe H de G, avec la to-
pologie discréte.
Considérons la fonction continue sur T (u) : X — Jx du. Elle
est de type positif : pour tout entier n2l, pour tout choix de
Xj € f(u), (1<j<n) et de coefficients complexes cj, (1¢<jgn), on a
bien
- -1
1<i%jsncicj inxj = Jls'
Par le théoréme de Bochner, il existe une mesure discréte finie v

concentrée sur H, telle que

JX duy = J<x,x> dv (x) (x ¢ T(u)).
En particulier
Jy du = Jy dv (y e T)

ce qui prouve que p =v est discréte et concentrée sur H.

8.4 - Projecteur sur la partie discréte d'une mesure

On notera Uy la partie discréte d'une mesure pu et M, sa partie
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continue. Le projecteur de L (u) sur L(ud) n'est autre gue la multi-

plication par une fonction indicatrice borélienne hd telle que
v, = h_v (v e L(u))

Théoréme 17 : Pour toute mesure p € M(G), hd est un élément (idempo-

tent) de fm(u). C'est le plus petit élément positif de T (u).

Démonstration : Tout élément de F(pd) est de module 1. Il s'ensuit

que pour tout X € f(u)+ ona x =1 ud—presque—partout ou, de fagon
équivalente ¥ zhd.fw(u)+ est un semi-groupe faiblement fermé& qui pos-
sé&de un élement minimal h unique et idempotent (cf chap.I-(4.5)).
Notons que h est également minimal dans f(u)+. Considérons la mesure
v = hpy. Comme h >h

on a hhd =h_. et v a pour partie discréte

d d

Vg = hdv = hth = h

a* = Ha-
Nous allons démontrer que v est purement discréte, ce qui prouvera

que hy =hdu et donc que h =h En effet quel gque soit x e T (n),

a-
[X[2 >h par la minimalité de h, et |x|=1 13 o@i h vaut 1, c'est-a-dire
v-presque-partout. Par conséquent tout élément de T(v) est de module

1. Ceci prouve que v est discréte d'aprés la proposition 10 et termi-
p q prop

ne la démonstration.
Corollaire 1 : Pour toute mesure u € M(G), ﬁd(u)c:A(u).

Démonstration : Le résultat découle immédiatement du théoréme 17 et

du lemme 8 (c). (Il est facile de vérifier que les propriétés du
théoréme 17 et du corollaire 1 sont équivalentes ; mais la question

est reprise au chapitre VIII).

(8.4.1) Exercice : On peut préciser les rapports qui existent entre

Hyq et {I, pour toute mesure p e M(G). Tout d'abord, ﬁd est limite uni-
forme sur tout compact de translatées de {i. En effet soit Bj une sui-

te généralisée de caractéres convergeant vers h. dans f(u). Pour tout

d
Yy € T,
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ﬁd(y) = JYhd dy = lim JyBj dp = lim ﬁ(YBj).

Soit >0 et soit K un compact quelconque de I'. Par un argument de

compacité, on peut trouver j arbitrairement grand tel que
g - ael <e (v € K) .

On peut dire plus car Bj tend fortement) vers 1 dans f(ud).

Pour j assez grand,
RFICORER RCEINE R Jlsj—ll dlugl < ¢ (v em)

(i.e. Bj est une e-presque-période de la fonction presque-périodigue

ﬁd). Finalement pour j arbitrairement grand,
ligvey) = a8 ] < 26 (y € X).

Dans le cas o G =T,IR, par exemple, cela veut dire que {I et
ﬁd coincident a 2e¢ prés sur des intervalles (d'entiers ou de réels)
arbitrairement grands et arbitrairement loin. En particulier si p est
continue, pour tout e >0, |u| g€ sur des intervalles arbitrairement

grands, comme il est bien connu.

Corollaire 2 : Une mesure u € M(G) est continue si et seulement si O

appartient & T (u).

Démonstration : On a vu que hd est le plus petit élément > O de T (u).

Il est donc équivalent de dire que O ¢ T (u) ou que hd =0.

Exercice (G =T,IR) : Il est &quivalent de dire que T (u) contient O
ou que , pour tout € >0, |u| ge sur des intervalles arbitrairement
grands. On a déja vu la propriété directe. Inversement, notons Yy le
caractére correspondant d un entier ou un réel x ; supposons qu'il

J
vers +», et tels que |fi|] ¢ 1/j sur Ij. Alors pour tout x entier ou

existe une suite d'intervalles Ij = [xj—kj, x.+£j] avec Qj tendant

réel, xj+x te pour j assez grand, et
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[JYXjYX dul = [axy+x) ] < 1/3
ce qui prouve gque Yy tend vers O dans I (u). (On peut naturellement

formuler cette propriété pour un groupe quelcongque).

(8.4.3) Exercice (I métrisable) : Soit une mesure positive pu & M(G)
et soit E l'ensemble des zé&ros de j{il. Supposons que E contienne tous
les produits {ejgk}j<k pour une suite ej tendant vers 1'infini. Alors
U est nécessairement continue (on dit parfois que l'ensemble E "for-
ce la continuité" des mesures positives). En effet soit x une valeur
d'adhérence de 64 dans T(u). Alors |x[2 est adhérent & E et par suite
JIXIZ du = O ce qui implique le2 = O grdce & la positivité de p. On

en conclut que p est continue d'aprés le corollaire 2.

(8.4.4) Exemple : Soit njy une suite d'entiers tendant vers 1l'infini
dans Z. L'ensemble {nj_nk}j<k force la continuité des mesures positi-

ves. C'est un ensemble corrélatif au sens de M. MENDES-FRANCE.

8.5 - Mesures concentrées sur les classes modulo un sous-groupe

fermé.

(8.5.1) Soit H un sous-groupe fermé de G et p 1'homomorphisme canoni-
que de G sur Q/H. Notons ici MH(G) la classe des mesures u € M(G)
telles que la mesure p(|u]|) (image de |u| par p) soit discréte. Ce
sont exactement les mesures concentrées sur des réunions finies ou
dénombrables de classes modulo H. De méme la classe des mesures

u €M(G) telles que p(|u|) soit continue, consiste des mesures pour
lesquelles |u| (x+H) = O pour tout x € G ; autrement dit c'est la clas-

se MH(G)‘L des mesures qui sont étrangéres & toute mesure de M, (G).

H
(8.5.2) Pour une mesure quelconque pu eM(G), & la décomposition de
p(lu]) en partie discréte et partie continue, correspond une décom-

position unique de |u| et donc de p :

71



B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

L
- ) 1
W= ug + vy (uH sMH(G), My EMH(G) ).
1
(8.5.3) Il est clair que MH(G) et MH(G) sont des L-sous-espaces de

M(G) et que
M(G) = M (G) @ M (G)"
T H My (G :
L'analogie avec la décomposition
M(G) = Md(G) ® MC(G)

en mesures discrétes et mesures continues est renforcée par le fait
L

qu'ici aussi MH(G) est une sous-algébre et MH(G) un idéal de 1l'algé-

bre de convolution M(G). La vérification est laissée au lecteur, cet-

te question étant systématiquement reprise au chapitre IV.

(8.5.4) Remarquons seulement que MH(G) peut se décrire en termes de

topologie sur G. Soit 1, l'unique topologie de groupe sur G qui coin-

H
cide sur H avec la topologie initiale et pour laquelle H est un sous-
groupe ouvert. C'est une topologie localement compacte plus fine que
la topologie initiale. De méme que les mesures discrétes sont les me-
sures de Radon bornées de la topologie discréte, MH(G) est la classe

des mesures de Radon bornée de la topologie t1,. C'est pourquoi on

H

peut la noter aussi M(Gr ) comme dans les chapitres IV et VIII. La
H

mesure de Haar de Ty coincide sur H avec la mesure de Haar de H que

l'on continuera a noter my .

(8.5.5) Notons que M, (G) = M(G) si et seulement si H est un sous-

H
groupe ouvert de G. En effet ceci revient a dire que GyH est discret
et donc que toute mesure sur G/, est discreéte. (TH est alors égale a

la topologie initiale).

(8.5.6) MH(G) contient toujours Md(G). L'égalité correspond au cas ol

H est un sous-groupe discret.

Soit u €eM(G). Considérons la décomposition en somme directe
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L{u) = Ly © L(u'H)

et le projecteur de L(uy) sur L(pH) qui n'est autre que la multiplica-
tion par un élément idempotent de L*(y) qu'on notera hT ou plus sim-

H
plement hH‘ On a l'extension suivante du théoréme 17.

Théoréme 18 : Pour toute p €M(G) et tout sous-groupe H fermé non ou-

vert de G, hH appartient a fm(u).

Démonstration : L'hypothése sur H assure que Q/H n'est pas discret ;
(dans le cas contraire hH = 1). On peut supposer gque u est positive.
Soit o =p(u) ; alors 0q = p(uH) et il est clair que hH = hd o p, ol
hd désigne 1'élément de L% (0) correspondant au projecteur de L(c) sur
L(Od). On identifie le dual de Q/H au groupe A = H-. D'aprés le théo-
réme 17, hd est dans Km(o) : 11 existe une suite généralisée Yj dré-
léments de A, qui tend vers 1l'infini dans A et qui converge vers hd

pour la topologie *-faible de L”(c). Pour toute mesure v <<yu, on a

p(v) <<o et

lim Jyj d(p(v)) = Jhd d(p(v))

lim JYj dv = J(hd_op) dv = JhH dv
ce gqui démontre le théoréme.

(8.5.7) Remarque : Le corollaire 1 du th. 7 reste valable avec au

HH
lieu de Mg+

Les idempotents hH possédent une propriété de minimalité sur
laquelle on reviendra au chapitre IV et dont on peut donner la ver-

sion suivante.

Lemme 13 : Soit H un sous-groupe fermé de G. Supposons que L(u) con-
tienne une mesure v <<my (v #0) . Alors hH est le plus petit des élé-

ments positifs ¥ de T (p) tels que xv #O.

73



B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

Démonstration : Il est facile de voir que le groupe support H' de v

est ouvert dans H. Ainsi 1, =7

H et hH =hH.. On peut donc supposer

H'
que H=H'.

On sait que T (v) = T'(v) U{0O} et que T (v) *T/yt (prop. 2 et 3).
Il est équivalent de dire que Xv # O ou que X =1 v-pp. Le semi-grou-
pe des X eT(nu), pour lesquels x =1 v-pp, est fermé et possé&de un élé&-
ment minimal unique et idempotent h.shH. Si on avait h <hH on pour-
rait trouver une mesure positive o <<uH <<u, o #0, concentrée sur une
classe x +tH et pour laquelle ho =0. Soit Yj une suite généralisée de
caractéres convergeant vers h dans T (u). Elle converge fortement
vers 1 dans T (v) c'est-a-dire en fait, dans T (v) :IVHL' Du méme coup,
pour toute mesure w concentrée sur H, y. converge vers 1 dans la to-

J

pologie *-faible de L*(w). En prenant w =§ * g on aurait

(=x4)

Jdo = de = 1lim yj(xo) Yj do = lim yj(xo)Jh do = O

ce qui fournit une contradiction et démontre la proposition.

(8.5.8) Exemple : (cf (4.3) et (4.4)). Soit n une mesure idempotente
de M(G) et soit h un idempotent minimal non nul dans T(n). On sait

que v =hn est une mesure élémentaire <«m ol H est un sous-groupe

H’
compact de G. D'aprés la proposition 10, h = hH et v = Ny+
(8.5.9) Remarque : Dans le cas G =T ou IR, tout sous-groupe fermé
propre H est fini ou dénombrable. Si hH #1 on a donc toujours hH =hd'
Mais ce n'est pas le cas général. Si l'on considére par exemple

G = Tz ou IR2, on a une infinité de sous-groupes H fermésnon discrets
et il est facile d'imaginer des mesures pu dont le semi-groupe f(u)
contienne une infinité d'idempotents hH distincts. De ce point de vue
on voit que la notion de mesure continue joue un rdle un peu particu-

lier dans le cas de T ou IR et on est conduit a8 introduire la notion

suivante.
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Définition 4 : Une mesure p & M(G) est dite fortement continue si,

pour tout sous-groupe H fermé non ouvert de G, =0.

My
Exemples :

(8.5.10) Une mesure orthogonale & toute mesure de Dirichlet est for-
tement continue. C'est une conséquence immédiate du th.18 et de la

prop. 9. En particulier toute mesure de MO(G) est fortement continue.

(8.5.11) Les produits de Riesz p_ introduits en (7.2) (avec |a| #1)
sont des mesures fortement continues. Il en est de méme des produits

de Riesz généraux avec lim[aj| <1 suivant la remarque (7.5.4).

9 - Quelques remarques sur les ensembles de Sidon (I' discret).

9.1 - On rappelle qu'une partie E de I' est un ensemble de Sidon

si tout élément de 2 (E) se laisse prolonger sur ' en une transfor-
mée de Fourier de mesure (cf [4]) ; (il est clair que cette proprié-
té est stable par translation). On peut retrouver et replacer dans le
cadre du présent chapitre, certaines propriétés des ensembles de

Sidon.

Proposition 11 : Un ensemble de Sidon ne peut contenir aucun produit

AB de deux ensembles infinis A et B.

Démonstration : Soit E un ensemble de Sidon qui contiendrait un en-
semble AB. On pourrait trouver une suite oy dans A et une suite Bk
dans B, de telle sorte que les produits ujBk soient tous distincts,
et une mesure p eM(G) telle que ﬁ(ajsk) = 0 si j<k, ﬁ(ajek) = 1 si

j>k. Dans f(u) soient ¥ et ¢ des valeurs d'adhérence de aj et Bk’

respectivement. Alors x¢ est une valeur d'adhérence de (ajBk)j<k
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r

aussi bien que de (ujBk) On devrait avoir Jx¢ dy = O d'une part

3>k
et Jx¢ du = 1 d'autre part, ce qui fournit une contradiction.

=

L'argument précédent, tout & fait élémentaire peut &tre utili-
sé dans d'autres contextes. A noter cependant que la proposition 11
n'interdit pas, a priori, & E de contenir un ensemble de la forme
{ejék}j<k' Il s'avére que c'est impossible, mais il s'agit d'une pro-

priété un peu plus fine qu'on retrouve plus loin.

9.2 - Mesures de DRURY - Applications

(9.2.1) Exercice : Soit un ensemble de Sidon infini EcT. Il n'existe
pas de mesure u & M(G) telle que |fi(y)| e >0 si y € E et fi(y) = O si
Yy £ E. Si c'était le cas, il est facile de voir qu'on pourrait trou-
ver une mesure idempotente n telle que E soit le support de f. Or le
support de n est dans l'alg@bre de Boole engendrée par les classes
modulo les sous—-groupes ouverts de T' (simple reformulation du théoré-
me des idempotents ; cf [5]). Ceci est incompatible avec la proposi-
tion 11. Cependant un des résultats les plus marquants sur les ensem-

bles de Sidon est le suivant.

Théoréme 19 (S. DRURY [4]) : Soit un ensemble de Sidon Ec T'. Pour

tout 0 < € <1, il existe une mesure pu & M(G) telle que
fiy) =1 (y € E)

ily) < ¢« (y £ E)

(Une telle mesure sera dite dans la suite, pour abréger une mesure
de Drury).

Voici quelques conséquences faciles de l'existence d'une mesu-

re de Drury.

Lemme 14 : Soit un ensemble de Sidon EcT et soit p une mesure de

Drury (pour un certain € <1). Dans T, (n) aucun &lément limite de ca-
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ractéres de E, ne peut s'écrire comme un produit. (En particulier au-

cun idempotent de T_(u) ne peut &tre adhérent i E).

Démonstration : Soient ¢,¥Y¥ deux éléments de fw(u), limites dans f(u)

de suites généralisées de caractéres oy et Bk tendant vers 1l'infini

dans I'. Supposons que le produit ¢¥ soit adhérent & E ; on aurait
J¢W dy =1. En considérant la pseudo-métrique |Jx du —Jx' dp|

(X, x' gf(u)), on peut extraire de oy et Bk des suites ajp et Bkm de

fagon que

lim Ja- 8] du = J¢w du =1
L#m Iy km

(cf chap.I-(4.2.5)). Nécessairement les produits o B sont tous
J20 Fome1
dans E & partir d'un certain rang. On peut naturellement faire en

sorte que les ensembles {aj
249
contredit la proposition 11.

} et (B } soient infinis, ce qui
k2m+1 -

Proposition 12 : Soit un ensemble de Sidon ECT. Quel que soit l'en-

semble infini {Gj} E ne peut contenir tous les produits 6-5k

jzl’ J

(lgj<k).

Démonstration : Supposons que E contienne {ngk}j<k‘ Soit p une mesu-
re de Drury. Quitte a remplacer ej par une sous-suite, on peut suppo-
ser qu'elle tend vers l'infini dans I', vers x dans T (u) et que

[X|2 = liﬂ 646y (chap.I-lemme 5). Ceci contredit le lemme 14.
J

Le résultat suivant généralise un théoréme de S. HARTMAN et

B. WELLS [4].

Théoréme 20 : Soit un ensemble de Sidon ECT. Quel que soit H sous-

groupe fermé de G, tout élément de 2*(E) se laisse prolonger par la

transformée de Fourier d'unemesure de MH(G)L.

_ . L A, . . .
Démonstration : MH(G) étant un idéal de convolution, il suffit de

L
montrer que MH(G) contient une mesure v telle que ¥(y) =1, (y € E),
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ou méme seulement, une mesure v telle que [J(y)]| >c >0, (y eE). Par-
tons d'une mesure de Drury u € M(G). Soit hy le projecteur de L(n)

sur L(uH) (cf (8.5)). si hH =1 il n'y a rien & démontrer. Sinon

hH efm(p) (théoréme 15) et ne peut é&tre adhérent & E (lemme 14). Et

méme, pour tout y eT, th qui est dans fm(u) et peut s'écrire

th =(YhH)hH ne peut &tre adhérent & E. Par conségquent
]JY duyl = ij hydul < e (y e T)
et
[w-ug (> 1-¢ siyeE

P

ce qui donne la propriété.
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CHAPITRE ITII

MESURES QUASI-IDEMPOTENTES, SEMI-IDEMPOTENTES

ET QUESTIONS CONNEXES

La technigque du semi-groupe f(u), convenablement mise en oeuvre
peut éclairer des situations a priori plus compliquées que celles en-

visagées au chapitre II.

1 - Mesures quasi-idempotentes et e-quasi-idempotentes

On va introduire et étudier des classes de mesures remarquables

qui ressemblent a des mesures idempotentes. On verra que leur struc-

ture est plus complexe.

1.1 - Introduction

On sait que les convoluteurs (opérateurs commutant avec les
translations) de Ll(G) sont de la forme Tf =p *f ol u est une mesure
de M(G) (cf. [19]). Le probléme (posé vers 1970, notamment par
E. HEWITT et I. GLICKSBERG) de savoir pour quelles mesures u 1l'image
de T est fermée, s'est avéré un probléme difficile que les techniques
classiques d'Analyse de Fourier ne permettaient pas de résoudre (ce
probléme est équivalent & la caractérisation des idéaux principaux
fermés de M(G) comme l'affirme la proposition suivante). Nous n'expo-
serons pas ici la solution donnée par B. HOST et F. PARREAU, renvo-
vyant & [6] [14] ainsi qu'aux travaux antérieurs [3] [4]. (Voir aussi

le chapitre IV-7 ol l'on donne une variante du lemme-clé de [6]).
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Rappelons seulement comment le probléme se pose.

Proposition 1 (I. GLICKSBERG [3]) : Soit p eM(G). u *L1(G) est fermé

si et seulement si p * M(G) est fermé ; alors

a) il existe un réel d >0 tel que |[fi(y)]| =d si fi(y) # 0O ;

b) u * Ll(G)(resp. U * M(G)) est 1l'idéal de L!(G) (resp. M(G)) cons-
titué des éléments dont la transformée de Fourier s'annule sur 1l'en-

semble des zéros de .

Démonstration : Cette proposition se démontre par des arguments clas-

siques (cf. [3}). Contentons nous de remarquer que (a) est immédiat

dans le cas ol G est compact : en effet si 1'on désigne par E le sup-
port de H, U * Llcontient tous les caractéres Y, y €eE ; si p % Ll est
fermé 1l'application f — u * £ est ouverte et il existe une constante

d >0 telle que l'on puisse écrire y = u * fY avec HfYHls a™l ;de1a

1 slﬁ(y)|d_l, v €eE, ce qui démontre (a).

1
Théoréme 1 (B. HOST, F. PARREAU [6]) : Soit p eM(G). u *L (G) est fer-
mé si et seulement si p est le produit de convolution d'une mesure

idempotente et d'une mesure inversible.

Note sur la démonstration : Il est facile de vérifier que yu *Ll est

fermé dans le cas ol u = n* v avec n idempotente et v inversible et
alors §i et 1 ont méme ensemble de zéros. Pour démontrer la réciproque
tout revient & prouver que si u *Ll est fermé, il existe une mesure
idempotente n dont la transformée de Fourier a les mémes zéros que u.
En effet dans ce cas n appartiendra a u *M(G) d'aprés le (b) de la
proposition 1 et si 1'on écrit n = u*v, on vérifie sans peine que
(u+8-n) * (v¥n+8-n) = § ce qui prouve que la mesure ¢ = p+d§-n est in-

versible. De plus p = n* o, ce qui démontre le théoréme.

On déduit facilement de la caractérisation des mesures idempo-

tentes (th. 2, chapitre II) que les ensembles de zéros de leurs
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transformées de Fourier constituent un anneau de Boole :l'anneau en-
gendré par les classes modulo les sous—-groupes ouverts de T, appelé

communément "1'anneau des classes" (cf [19] chapitre 3).

Avec l'hypothése u *Ll fermé, on sait par la proposition 1 (a)
que {i aune allure analogue & la transformée de Fourier d'une mesure
idempotente. Dans la suite on dira que p est quasi-idempotente. La
difficulté du théoréme vient du fait qu'en général, il peut exister
de telles mesures dont l'ensemble des zéros de la transformée de

Fourier n'est pas dans 1l'anneau des classes (cf plus loin (1.3.2)).

De méme il existe des parties E de I telles que 1p soit limite
uniforme de transformées de Fourier-Stieltjes, mais qui ne sont pas
dans l'anneau des classes. Cependant K. DE LEEUW et Y. KATZNELSON [1]
avaient mis en évidence dans le cas du cercle, la propriété suivante
de stabilité : si ]]lE—ﬁHOO < € pour une mesure u de masse < C(e), alors
E est dans 1l'anneau des “classes (i.e. dans le cas de Z, une réunion
finie de progressions arithmétiques plus ou moins un ensemble fini).
Les méthodes développées ici permettent de démontrer un tel résultat
pour tous les groupes (ce qui n'est pas une simple extension de [1])
et de préciser la valeur optimale de C(e) dont la connaissance peut

&tre utile dans les applications (cf [17]).

On peut rapprocher toutes ces questions de la "conjecture de
LITTLEWOOD". De fait beaucoup de travaux récents ont suivi cette idée
et se sont inspirés de la "méthode de COHEN-DAVENPORT" (cf [2] [5]
[16] [18]). Cette approche qui a finalement conduit & une solution
positive de la conjecture de LITTLEWOOD [12], se révéle mal adaptée
dans tous les problémes oll c'est le comportement & 1l'infini de 7 qui
compte. La technique du semi-groupe T (n) fournit des arguments plus
simples et des résultats plus précis. (Pour une présentation conjoin-

te de la conjecture de LITTLEWOOD et des questions abordées ici, voir
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[10] [11]).
Posons maintenant les définitions précises suivantes :

Définition 1 : Une mesure u & M(G) est dite quasi-idempotente si pour
tout y € ', ou bien {i(y) = 0, ou bien [{i(y)]| 1. (1 n'a pas ici de

role essentiel et pourrait &tre remplacé par d >0).

Définition 2 : Soit O <e <%. Une mesure u € M(G) est dite e-idempo-
tente si pour tout y € I', ou bien |f(y)| < e, ou bien [f(y) -1| < €.
(La transformée de Fourier de p est uniformément voisine de celle

d'une mesure idempotente).

La classe suivante de mesures contient les deux précédentes (3 un

détail formel prés).

Définition 3 : Soit O < & < 1. Une mesure u ¢ M(G) est dite g-quasi-
idempotente si pour tout y € ', ou bien |fi(y)]| € €, ou bien
[i(y)] » 1. (L& encore 1 ne joue qu'un rdle de normalisation). Nous

conviendrons de dire que p est triviale si [{i(y)| <€ & pour tout vy eT.

(1.1.1) Remarque : Les notions précédentes sont stables par transla-
tion de p. Plus généralement, soit p une mesure e-quasi-idempotente ;
quel que soit ¥ € T (p), la mesure ypu a encore la méme propriété puis-

que Yu(I)c a(r).

1.2 - Une relation d'équivalence

On peut s'intéresser suivant les cas aux mesures proprement

dites ou aux partitions du groupe I' qu'elles induisent.

(1.2.1) Pour toute mesure p ¢ M(G), e-quasi-idempotente, convenons
de noter

{yiver , o] < €}

&
0
=
1

{yiyer , [fi(yv)] 2 1}

o]
p—
—
=
-
]

Eo(u) et El(u)pourront étre aussi considérés, par commodité, comme
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des parties de T'(u) (ce qui peut créer des confusions lorsque T et
I'(u) ne sont pas isomorphes). Eo(u) et El(u) constituent une parti-
tion de T en deux parties ouvertes et fermés. Il est clair qu'une
méme partition peut provenir de plusieurs mesures. On trouve utile

d'introduire la terminologie suivante.

Définition 4 : Soit O < e < 1. Pour deux nombres complexes z et z'
convenons de noter z ~z' si on a simultanément |z| < € et |z']| < €,
ou |z] > 1 et |z'| » 1. Pour deux mesures u et v, e-quasi-idempoten-
tes, nous dirons que I et V sont équivalentes et nous écrirons {i ~ ¥

si f(y) ~ V() (y e T) ou, de fagon équivalente Ej(u) = Ej(v)

(j =0,1).

Remarques :

(1.2.2) Si p est une mesure e-quasi-idempotente il est clair que
i~ Iﬁlz = (p * )~ et on peut se ramener ainsi, a3 une équivalence

prés, a une mesure ayant sa transformée de Fourier réelle positive.

(1.2.3) On peut envisager la situation générale suivante : soient Eqs

E, une partition de T, K, et K, deux compacts disjoints de C et une

mesure u telle que j(y) € Kj si vy e Ej (j = 0,1). Si P(z) est un po-

lyndme tel que |P(z)| ¢ ¢ sur K et |P(z)-1| < € sur K,, on pourra se

ll
ramener & considérer la mesure e-idempotente v = P(u) pour laquelle
Ej(v) = Ej (j = 0,1). Mais ce faisant, on risque de perdre tout ren-

seignement précis sur la mesure (notamment sur sa masse), ce qui rend

la remarque un peu théorique. (cf plus loin (4.3)).

(1.2.4) Considérons deux mesures e-quasi-idempotentes u et v absolu-
ment continues par rapport & une méme mesure w € M(G) (on peut pren-

dre par exemple w = |u| + |v|). Supposons que i ~ V, c'est-d-dire

Jvdu~Jde (y e T)
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Par passage 3 la limite dans T (w), on aura

Jx au ~ Jx av (x € T(w))

et encore
JYX du ~ va dv (y e T, x e T(w))
X (y) ~ XV (y) (y e T)

~ ~

En conclusion, on retient que pour tout x ¢ f(w), XU ~ XV

1.3 - Exemples

La premiére question qu'on peut se poser est de savoir si,
étant donné une mesure p (e-)quasi-idempotente, il existe une mesure
idempotente n telle que {i ~ n, c'est-ad-dire si Eo(u) et El(u) sont

dans 1l'anneau des classes.

(1.3.1) Il est clair que c'est vrai si El(u) est compact car la fonc-
tion indicatrice d'un compact ouvert de T est la transformée de
Fourier d'un élément de Ll(G). Mais sinon il est facile de donner des

contre-exemples.

(1.3.2) Prenons G = T ; I' =2Z. Soit O < ¢ < 1/2 ; considérons le

produit de Riesz
[ee]

o = (1 + 2¢ cos njx)

j=1
ol (nj) est une suite dissociée d'entiers (par exemple nj = 3j). On
sait que
p(0) =1
pltny) = (3 > 1)
0 < 5(n) < €2 sinon.
On vérifie sans peine que la mesure p = ¢ = (p-m) est e-quasi-idempo-

tente et m@me e-idempotente. On aura une mesure quasi-idempotente en

prenant v = (1—8)_1(6—u).
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On sait que pour une mesure idempotente n e M(T), Eg(n) et
El(n) sont des réunions finies de progressions arithmétiques, a un
ensemble fini pré&s. On ne peut donc pas avoir fil ~ 7 ni v -~ 7 puisque
E, (W) = Eq(v) = {inj}jzl et qu'il est & peu prés évident qu'une suite
dissociée d'entiers ne peut contenir de progression arithmétique in-
finie.
(1.3.3) On peut faire une remarque supplémentaire sur les exemples
qui précédent. La mesure quasi-idempotente v a une partie discréte
non nulle. On va voir que c'est toujours le cas pour une mesure

quasi-idempotente singuliére sur T. Par contre la mesure p fournit un

exemple de mesure e-quasi-idempotente singuliére purement continue.

(1.3.4) Exercice : Il n'existe sur T aucune mesure quasi-idempotente
singuliére purement continue.

Soit p une mesure quasi-idempotente singuliére. Son spectre de
Fourier El(u) est nécessairement infini. Si l'on suppose u continue
son complémentaire contient alors une suite d'intervalles d'entiers
Ij deux a deux disjoints dont la longueur tend vers 1l'infini (d'aprés
chap. II-(8.4.2) - ou un théoréme classique de Wiener). Montrons que
c'est impossible.

Pour retrouver la notation multiplicative, on notera vy, le ca-
ractére de T défini par un entier n ¢ Z. On peut supposer sans res-
triction gque les intervalles Ij sont dans Z* et que chaque

Ij=[mj,nj] est maximum : en particulier nj+l tombe dans El(u). On

. On vérifie alors sans peine

peut supposer également que nj—mj>2nj__l

que, pour tout entier m ¢ Z fixé, nj—nj_l+m tombe dans Ij pour j as-

sez grand. Plagons-nous dans T (y) et considérons la suite de caracté-
res yp,. Quitte d prendre une sous-suite, on peut admettre qu'elle
J

converge dans T (u) vers un &lément X et que de plus

2 . - .
[x|© = limy, Yy, = lim vy,

oo T3 gode T34l
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Pour tout m € Z

2 . .
YplxI® = lim vy v = lim vy

oo J+1—n n. —nj+m

J 0 Jete TGt

et d'aprés ce qui préceéde,

2 -
Y ]xl dpy = lim p(n.,,-n.+m) = O
J m oo j+1 j

<|X12U)‘(m) 0 (m e Z) .

On en déduit que {Xlzp = 0 ce qui implique que ¥ = O. Mais par ail-

leurs on a dit que nj+l est dans El(u) et comme

XY; = lim yv_ v, = lim y
1 St D3 1 oo nj+l

on a

lim p(n.+1) > 1

Xu(l) = nyl du
j~)—+oo

ce qui fournit une contradiction et conclut l'exercice (1.3.4).

1.4 - Mesures e-quasi-idempotentes de norme bornée

Nous allons établir maintenant un résultat général de [13] par
une méthode plus élémentaire. Auparavant rappelons que pour toute me-

sure p € M(G) et tout sous-groupe fermé H de G, désigne la partie

Hu
de p qui est concentrée sur les classes modulo H (cf chap. II-(8.5)).
On sait qu'il existe h = n? ¢ T(u) tel que hy =y, (chap. II th.18).

On vérifie ainsi que si p est e-quasi-idempotente, il en est de méme

de My d'aprés la remarque (1.1.1).

Théoréme 2 (J.F. MELA [13]) : Il existe une constante absolue C > O,
telle que pour toute mesure p e M(G), e-quasi-idempotente non trivia-
le, de norme |u]| < ClLog €|, il existe un sous-groupe compact H de G
pour lequel Uy est non triviale et ﬁH ~ ﬁ, oll n est une mesure idem-

potente élémentaire appartenant a L(mH).

(1.4.1) Remarque : Pour une mesure y quasi-idempotente, la condition

de norme est satisfaite (en prenant e assez petit) et donc la conclu-
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sion du théoréme est toujours vraie. Dans ce cas le résultat est éta-
bli par GLICKSBERG [4] avec des méthodes assez voisines mais un point

de vue différent.

Eo(u) et El(u) constituent une partition de I' en deux ensembles
ouverts et fermés. Le stabilisateur A de El(u) (et Eo(u)) est claire-
1
ment un sous-groupe ouvert de I'. Son orthogonal H = A est compact.

f(u) est une réunion disjointe des deux compacts

{x i+ x e T(w) ,IJX dul < e}

&
)
=
i

o
-
=
-
Il

{X;Xef(u),ljxdulzl}.

Lemme 1 : Soit p une mesure e-quasi-idempotente et soit A le stabili-

sateur de El(u). Supposons que tout élément de El(u) soit de module 1.
n

Alors i ~fl ol n est une mesure idempotente de la forme n =j§le m,

4L
avec H = A .

Démonstration : Il est équivalent de démontrer que El(u) est réunion
finie de classes mod A (cf chap. II-(4.2)). Si l'on considére la to-
pologie forte, on remarque que deux classes distinctes sont & une
distance » l-¢. En effet soient y', y" e I', tels que le'-y"|d|u|<l—&
Pour tout y e T,

ey = By |« [yl ainl < 1-e
Vu la nature de fi, yy' et yy" sont simultanément dans Eo (u) ou dans
El(u) ; autrement dit y' ~ y" mod A. El(u) est réunion de classes

mod A et l(u) est compact pour la topologie faible. Maintenant avec
1'hypothése du lemme, les topologies faibles et fortes coincident
sur El(u). El(u) ne contient donc qu'un nombre fini de classes. Ceci

termine la démonstration du lemme 1.

Nous utiliserons le résultat suivant qui, bien que d'apparence
un peu technique, est un lemme-clé dont 1l'intéré&t dépasse le présent

théoréme. Il sera utilisé plusieurs fois par la suite (notamment dans
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le chapitre VI). Sa démonstration est renvoyée en (1.6).

Lemme 2 (J.F. MELA [13]) : Soient O < e < 1, u e M(G), x € L*(u),

Ixl, £ 1, satisfaisant les conditions
ljx au| » 1
2k
|Jx|xl aul < e (k > 1) .

Alors ||u]| > Cl|Loge| ol C est une constante absolue.

Démonstration du théoréme 2

La mesure pu étant supposée non triviale, le compact EITH) est
non vide et posséde au moins un élément ¢ de module minimal. Montrons
que |¢|2 = |¢|. Dans le cas contraire nous aurions ]¢|2 < |¢| et pour
tout k » 1, |¢|¢|2k| < |¢|] ce qui, par la minimalité de |¢| entraine

que ¢|¢|2k est dans E_(u), c'est-a-dire que
2k
IJ¢!¢I dul < ¢ (k > 1)

tandis—-que
o aul >,

Ceci est impossible si ||u]| < C|Log e| ofi C est laconstante dulemme 2.
Notons désormais h = |¢| = |$|“ et considérons la mesure v =hpu

qui est e-quasi-idempotente puisque h eT (u). Nous allons vérifier

qu'elle satisfait l'hypothése du lemme 1. Considérons un élément

¥ e T(v) quelconque de module |¥| < 1 et soit x € T(u) tel que x = V¥

v-pp. Comme h = 1 v-pp, l1'élément xh de T(u) prolonge ¥ et est tel

que |xh| < h. Nécessairement xh est dans 55753 a cause de la minima-

1ité de h. Autrement dit Ijxh du| < e

et comme

JW dv = JX dv = th du

ceci prouve que Y est dans E_(v). En sens inverse, tout élément de

o

El(v) est donc de module 1. L'hypothése du lemme 1 est bien satisfai-
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te par la mesure v. Remarquons de plus que v n'est pas triviale car
E, (V) # g.
En effet

|Jd> av| = Ifcbh aul = des au| > 1

en remarquant que ¢ =oh.

Soit H le sous-groupe compact de G et n ¢ L(mH) la mesure idem-
potente telle que V ~f, dont l'existence est affirmée dans le lemme 1.
Plagons-nous dans T (w), ol 1'on pose @ = |p|+|n|. Soit h e T(w) tel
que h = h p-presque-partout. D'aprés la remarque (1.2.4) (hv) =~ (hn) -
et comme hv = hv = v, on a donc n ~ (hn)~.

Or Bn est elle-méme une mesure idempotente et 1l'équivalence précéden-
te est en fait une &galité : n = hn. Notons hH 1'idempotent de T (w)

tel que hHm = w, (cf chap. II-(8.5)). On a évidemment th = n. De

H
plus le lemme 13 du chapitre II permet d'affirmer que hH < h. par

conséquent hHh = hH'

I

h = hHhu = h,v

My u¥ H
et, toujours d'aprés (1.2.4)
g = (hyv)~~(hyn)~ = n .
Ceci suffit a prouver le théoréme 1. Mais on peut aisément
s'assurer en plus que hH = h et que uy n'est autre que la mesure v
trouvée tout d'abord. En effet dans le cas contraire on aurait hH <h

et comme hH =h =1 n-pp, nécessairement hH <h dans f(u) et donc aus-

si pour tout y e T, [thI <h. On en concluerait que
g ()| = IJY hpdul < ¢ (y e T)

ce qui est impossible puisque ﬁH ~ i et que n# O.

1.5 - Mesures e-idempotentes

Dans le cas ol u est une mesure e-idempotente (définition 2),

ou plus généralement si la transformée de Fourier de u est a valeurs
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entiéres a e-prés, la mesure p' = (l—e)_lu est e€'-quasi-idempotente

avec eg' = (l—e)_la. On peut appliquer le théoréme 2 avec une condi-

tion |lull < C'|Loge| ol C' est une constante < C, qui peut &tre prise
arbitrairement proche de C pour les petites valeurs de ¢.

La conclusion peut étre renforcée. On vérifie immédiatement que,
dans le lemme 1, on peut prendre pour n, une mesure dont la transfor-
mée de Fourier est d& valeurs entiéres et telles que |fi(y) - A(y)]| < ¢,
(y ¢ T). Du coup la mesure Hy du théoréme 2 aura cette derniére pro-
priété. La différence v = u- Uy a sa transformée de Fourier & valeurs
entidres & 2e-prés et comme vlu, et que ”HH”>1‘€, on a |[v|gllull-(1-¢).
Il s'avére que l'on peut ainsi itérer l'application du théoréme 2 et
obtenir au bout d'un nombre fini d'étapes le résultat suivant qui est
une version quantitative précise et générale du théoréme de DE LEEUW

et KATZNELSON [1] pour le cercle.

Théor&me 3 (J.F. MELA [13]) : Il existe une constante absolue C > O
telle que, pour toute mesure p € M(G) e-idempotente de norme

lull < cl|Loge|, on a {i ~ i pour une certaine mesure idempotente n.

Démonstration : Soit C une constante pour laquelle le théoréme 2 est

=

valable. La preuve consiste simplement & vérifier qu'on peut effecti-
vement itérer suffisamment de fois le théoréme 2. Supposons qu'on
puisse l'itérer n fois ; on obtient ainsi une décomposition
= T TR
H Hy By Vn
en somme de mesures deux a deux étrangéres avec, pour 1 £ j < n,

-1

iy - Ay ] ¢ 272 e

ol nj désigne une mesure non nulle dont la transformée de Fourier est

3 valeurs entidres. En particulier HujH > 1- 237 ¢ et par suite

n 3 -
ol < Il =2, 1-2372e) = [l = n+ 2Py

vall < fhull -n+1-¢
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On voit que nécessairement

n g flull +1 -e<ClLoge| + 1/2 .,

On vérifie aisément que cette limitation implique (quitte, éventuel-
lement, a diminuer la constante C)
2% < 1,2
lull =n+1 - ¢ <C|Log2%e]| .
La mesure v, a sa transformée de Fourier a valeurs entiéres 3 Pe-prés.
Si elle n'est pas triviale on peut lui appliquer & nouveau le théo-
réme 2. Comme n est borné on finit donc par tomber sur une mesure vp
triviale, c'est-a-dire pour laquelle |J (y)| < 2% (y e I'). On peut
écrire alors
u = nl + ... +nn + v
avec
3 ntl J=1_. _ (on+1
[ (v) | sjilz e = (2 -1)e < 1-¢ .
Compte-tenu de la nature de u, on a forcément |V(y)| < € (y € T), ce
qui démontre le théoréme.
Note : Nous démontrerons au chapitre IV un résultat qui permet de dé-

duire directement le théoréme 3 du lemme 2.

1.6 - Existence etestimation de la constanteC des théorémes 2et3

Démonstration du lemme 2 :

Le lemme 2 ne doit rien & la structure de groupe, comme on va
voir : il aurait trés bien pu étre inclus dans le chapitre I.

Soient u e M(G), X une fonction borélienne complexe sur G, de
module |x| ¢ 1 et € > O, satisfaisant les hypothéses du lemme 2. Ecri-
vons x = |X[XO la décomposition polaire de x. Nous introduirons la

mesure ¢ sur l'intervalle [0,1], qui est 1'image de la mesure X W par

1l'application |yx|. Pour tout k >0
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1
2k 2k+1
Jlxl X du = Jlxl a(x,u) = J 2K 45 (¢
(o]

Si l'on remarque de plus, que
1
[alolcer < Ixgull < Iul
o

on voit que le lemme 2 sera une conséquence immédiate du résultat

suivant d'analyse classique.

Lemme 3 : Il existe une constante absolue C >0 telle que toute mesu-

re ¢ sur l'intervalle [O,l], vérifiant les conditions de moments

1
(1.6.1) |J tdo(t)| 21
(0]

1

(1.6.2) |J 2% g ()] < e (k » 1)
0

avec € < 1, a une masse

1
f d|o]| (t) 2 C|Loge| -
[¢]

Démonstration : Ce lemme est facile & &tablir sous sa forme qualita-
tive. Il suffit par exemple d'intégrer par rapport a ¢ le développe-

ment en série de sin(at), ol a désigne un paramétre réel positif :

1 1 3 1 3
J sin(at) do(t) = a J t do(t) - %T J > do(t) + ...
0 e} " o

A\

1 1
J d|o] (t) ]J sin(at) do(t)| > a -ee?
o o

o a
et en choisissant e” =1/¢

1
J d|o|(t) » |Logel] - 1
o

Pour les valeurs de € proches de 1, on peut utiliser la minoration
triviale

1 1
J dlof (t) 2 If tdo(t)] > 1
0 ‘o

On vérifie sans peine que, pour O<e <1,
1
J dlo| (t) > 1/2 |Loge]|
o

On a donc établi le lemme 3 (et le lemme 2) avec une constante C=1/2.
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Compléments :

(1.6.3) Meilleures estimations de C :

En réalité le théoréme 2, tel qu'il est formulé, est surtout
intéressant pour les petites valeurs de e. La démonstration précéden-
te montre qu'avec cette limitation, on peut choisir C voisin de 1.
(Si on voulait que le théoréme 2 soit significatif et précis pour
tout ¢, O < € < 1, il faudrait 1'énoncer en donnant pour ||u] une con-
dition de majoration avec reste, comme dans [13] ou faire intervenir
la fonction C(e) définie ci-dessous).

Au vu du lemme 3, on peut introduire pour tout O < & < 1, la

constante C(e) définie comme la borne inférieure des masses des me-

sures ¢ sur 1l'intervalle [0,1], pour lesquelles les conditions(1.6.1)
et (1.6.2) sont vérifiées. On pourrait remplacer dans les énoncés des
lemmes 2 et 3 ainsi que du théoréme 2, C|Log e| par la fonction C(e).
Le probléme (qui n'a plus rien a voir avec le groupe G) est ensuite

de donner un équivalent de C(e) lorsque e tend vers O. Notre démons-

tration du lemme 3 prouve que

1im C(€)
e+0 |Log e

Dans [13] on parvient & montrer, en utilisant notamment les polyndmes
de Chebychev a la place des polyndmes de Taylor de sin(at), (cf [13]
lemmes 1 et 3),
1 < lim C(e) < Tin C(e)
Log (1+v/2) e+0 |Log €| e+0 |Log €]

/N

La minoration montre que la constante C des théorémes 2 et 3 peut
étre prise arbitrairement proche par défaut de (Log(l+‘/7))_l pourvu
qu'on se limite & considérer des valeurs de e assez petites. La ma-
joration permet par ailleurs, de construire une mesure p e-idempoten-

te (en fait une moyenne intégrale de produits de Riesz) de norme

< 2|Log e| + 6 et pour laquelle les conclusions des théorémes 2 et 3

N
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sont en défaut (cf [13] p. 144). N'ayant rien i ajouter la-dessus
nous renvoyons a [13] pour les détails. On voit en tout cas que la
seule amélioration qu'on puisse espérer pour les théorémes 2 et 3,

est une meilleure estimation de C(g).

(1.6.4) Probléme : Il est raisonnable de conjecturer que C(e)-~C|Loge]
et il serait intéressant de connaitre cette constante C optimale,

comprise entre (Log(1+‘/§))_l et 2.

2 - Mesures e-quasi-idempotentes fortement continues

2.1 - Mesures de norme bornée

On peut compléter le théoréme 2 par le corollaire suivant énon-

cé avec les mémes notations et la méme constante C.

Corollaire 1 : Soit p € M(G) une mesure e-quasi-idempotente de norme
lull < clLoge] . si E, (1) n'est pas compact, H est un sous-groupe pro-

pre non ouvert de G.

Démonstration : Si El(u) n'est pas compact, en particulier py est non
triviale et le théoréme 1 affirme l'existence d'un sous-groupe fermé
H de G, tel que ﬁH ~ N avec n =n2 eL(mH). I1 suffit de dire que si H
était ouvert on aurait My = H et n serait dans L(m) (cf chapitre II-
(8.5.5) , d'ou El(u) = El(uH) = El(n) avec El(n) compact, ce qui four-
nit une contradiction.

On rappelle qu'une mesure p € M(G) est dite fortement continue
au sens de la définition du chapitre II si, pour tout sous-groupe
fermé non ouvert H et tout x € G, |u|(x+H) = O. Le résultat suivant
qui est une conséquence évidente du corollaire 1, généralise et amé-

liore [1] et [18].

Corollaire 2 : Pour toute mesure p € M(G), e-quasi-idempotente forte-
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ment continue de norme |[u] <C|Log €|, 1'ensemble El(u) est compact.

2.2 - Le cas ol El(u) est infini (G compact)

On a vu en (1.3.2) un exemple de mesure u ¢ M(T), e-quasi-idem-
potente purement continue pour laquelle El(u) = {inj} est une partie
infinie lacunaire de Z. On peut vérifier que dans 1l'exemple en ques-
tion ||u|l = 2/e. En fait on peut trouver sur toute groupe compact des
mesures e-quasi-idempotentes fortement continues dont la norme n'ex-
céde pas 2|Loge| + 6 et pour lesquelles El(u) est effectivement in-
fini : c'est l'exemple de [13], p. 144, dé&ja cité en (1.6.3). (Ce qui
montre que le corollaire 2 ne peut guére étre amélioré).

Cependant c'est un fait général que El(u) est toujours une par-
tie de T' assez pauvre en relations arithmétiques. En reprenant la si-
tuation du théoréme 2 et un argument de B. HOST et F. PARREAU, nous
allons établir le résultat suivant qui améliore, pour les petites va-
leurs de €, le théoréme 2 de [7] (dans lequel une mesure e-quasi-

idempotente est dite "presque-idempotente").

Théoréme 4 : (G compact). Il existe une constante absolue C > O telle
que si u € M(G) est une mesure e-quasi-idempotente fortement continue,
El(u) ne peut contenir aucun sous-ensemble de la forme AlAZ"'An ol
chaque Aj est une partie infinie de T', (1 < j < n), dés que

2([ull-1)
C|lLog €|

n >

(C peut étre prise arbitrairement proche par défaut, de (Log(l+/§))m1

pour les petites valeurs de €).

La démonstration du théoréme 2 reposait sur 1l'existence dans

El(u) d'un élément ¢ de module minimal et idempotent. Si 1l'on suppri-
me la condition de norme sur u, |¢| n'est plus nécessairement idempo-

tent. On va voir que si p est fortement continue, les seuls éléments
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de module idempotent de El(u) sont des caractéres du groupe G. Plus
précisément :

Lemme 4 : Soit p € M(G), e—-quasi-idempotente fortement continue. Efu)

ne contient aucun élément de module idempotent de T (u).

Démonstration : Supposons qu'il existe dans El(u) un élément ¢ efw(u)

de module |¢| = |¢|2 = h. Alors h appartient aussi a T_(u) et d'autre
part, comme précédemment, la mesure v = hp est ge-quasi-idempotente

non triviale puisque ¢ = ¢h et que
o avt = 1fo naul = 1fs aul >,

I1  existe donc y_ el tel que IG(YO)] > 1 et si 1'on désigne par A

le stabilisateur de El(v), on aura
lyow =] = Syl 21 (y e 1) .

A s'identifie au dual de Gy avec H = Al} L'image de la mesure YoV
par l'application canonique de G dans Gy, a sa transformée deFourier
de module 2 1. Elle a donc une partie discréte, par un théoréme de
Wiener. Ce qui veut dire que YoV charge au moins une classe mod H.
Comme Vv <<u il en est de méme de p. L'hypothése que u est fortement
continue implique que H doit étre un sous—-groupe ouvert, donc que A
est compact.

Considérons une suite généralisée de caractéres Y5 tendant vers
1'infini dans T et vers h dans f(u). On a aussi h = lim hyj et la con-
vergence a lieu pour la topologie forte puisque |hy.] = h. A partir

J
d'un certain rang

[lvs=11 alvl = [Ivgnenl alul < 1-c
et pour tout y e T,
IG(YjY) - V(] < J]Yj_ll dlv] < 1-e .

Compte tenu de la nature de v, ceci implique que O(ij) ~ 9 (y) (y eT)
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Autrement dit, & partir d'un certain rang, Y5 appartient au stabili-
sateur A de El(v). A étant compact ceci est une contradiction, ce qui

termine la démonstration.

Lemme 5 : Il existe une constante absolue C > O, telle que, pour
toute mesure p e-quasi-idempotente fortement continue et tout xeﬁéu)

pour lequel xu n'est pas triviale, on ait
C
la = Ixlull > Slzog ¢l
Démonstration : Soit x € fw(u) tel que El(xu) # @. Il existe Yo el

tel que [Jyox du| > 1 et donc x ¢ E, (Y u). Comme

Ivou = Ixlyoull = lhw = Ixlull,

quitte a remplacer u par y,u dans la démonstration, on peut supposer

que X eEl(u).

D'aprés le lemme 4, on a nécessairement lxlz <|x|. La suite
lxl2k converge dans T_(u) vers un élément h idempotent et tel que
|xh| =h. L'élément xh est dans T_(u) et de module idempotent ; il ap-
partient donc nécessairement & E_(u). Comme xh =lim XIXIZk et que

k—>+oo
Eo(u) est ouvert, il existe un entier ko > 0 tel que

| [xix1* au]

IN

€ (k > ko)

On peut choisir pour kO le plus petit entier ayant cette propriété.

On aura donc

2k
lelx! ©du| »1

Considérons la mesure v = |X|2ko(u - |x|%u). Elle est telle que
IJX dv| = leIx(zko du - Jxlxl2k°+2 dul » 1-e
tandis que, pour tout 2 > 1,
[t @t = 1t ™ e - [y 207 20 ¢ e,

Si 1'on suppose 2¢ < 1l-g, on est dans la situation du lemme 2 a ce
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détail prés que l'on a l-e au lieu de 1. Remplagant v par (l—s)—lv,

on aura en conclusion

2
C(l-¢) | Log T£%

vl

A\

ol C est la constante du lemme 2. Si 2¢ > 1l-e on peut utiliser la mi-

Loe (F)

noration &vidente | V|| € . Dans tous les cas

\%

vl > c'|Log €]
oli C' une constante < C qui peut &tre prise arbitrairement voisine de
C si 1'on se borne a considérer des valeurs de € assez petites. De
la
2 !
= Ix[Zullz v 2’ [Log e .
Pour obtenir le lemme 5 il suffit d'utiliser 1'inégalité suivante va-
lable quel que soit ¥ :
2 2 |
o= Ix1200 = = kI alul <2 [a-Ix) alul
<2llu = Ixlull

Démonstration du théoréme 4 :

Supposons que El(u) contienne AlA2

sont des parties infinies de I', (1 ¢ j ¢ n). Soit ¢j efm(u) adhérent

"'An oli les ensembles Aj

a Aj dans f(u), (1 £ j £ n). Le produit ¢l¢2...¢n est adhérent a

AJA,...A et par suite |J¢l¢2...¢n dul| 2 1.
Posons

UO = M

M = OpHpoy = bpeeebpu (L £ k <n).

Pour tout Ogkgn-1 la mesure My est non triviale. En effet El(uk) con-
tient ¢k+1"'¢n puisque

(*) Cette minoration donnerait le résultat du théoréme 4 avec
n>2 (||ju]|-1)/(1-¢) comme dans [7], ce qui est une bonne estimation pour

les valeurs de € proches de 1.
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J¢k+l"‘¢n duy = J¢l"'¢n du
Selon le lemme 5
C
”uk-l_ I¢kl“k—1” 35 [LOg €[
C
Jaluey | = Jalul > § Izogel
et en sommant,
C
Jalul = [aluyl 20§ 1zog el
On peut, en outre, remarquer que
Jdlunl = JI¢1...¢HI dlul > IJ¢1...¢n dul > 1
On en conclut que, nécessairement,
C
lull - 1> n$ |zog ¢l

Ceci termine la démonstration du théoréme 4.

3 - Compléments et questions connexes

3.1 - Mesures e—-quasi-idempotentes & 1l'infini :

(3.1.1) Exercice : Soit 3 un idéal fermé du semi-groupe f(u). On sup-
pose qu'une mesure p € M(G) a la propriété suivante : pour tout x 53,
ou bien IJX du| <e, ou bien IJX du| >1. On suppose de plus qu'il exis-
te au moins un X €.} pour lequel IJX du| 1. Alors si ||u|| <C|Log €]
la conclusion du théoréme 2 reste valable.

Dans la démonstration on considérera un élément ¢ de module mi-

nimal dans El(u)fWB. Le méme argument que précédemment (compte-tenu

de la propriété d'idéal) montre que |¢|2 =|¢|. On remarque d'ailleurs
que ¢ est également de module minimal dans El(u) car tout x sf(u) de
module |x| < |¢| s'écrit x =¢§ x et appartient donc & O . La fin de la

démonstration est identique.
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(3.1.2) Si 1'on prend D= fm(u) la propriété envisagée pour p revient
a dire que l'ensemble des valeurs d'adhérence & 1l'infini de la trans-
formée de Fourier de p est constitué de deux parties disjointes, 1'une
contenue dans |z| g<e, l'autre dans |z| >1. On dira que p est e-quasi-

idempotente a 1'infini. On dira aussi que p est non triviale si la

partie contenue dans |z| »1 n'est pas vide. On peut donc é&noncer :

(3.1.3) Le théoréme 2 reste valable (avec la méme constante C) pour
une mesure P e-quasi-idempotente & 1'infini, non triviale.

(3.1.4) Il existe une variante du théoréme 3 pour les mesures eg-idem-

potentes & 1'infini (définition naturelle cf (3.1.2)). Avec la méme

condition de norme on établirait par les mémes méthodes, que j~n+9
avec n2=n et v EMO(G), ou encore que {i(v)~n(y) en dehors d'un compact

de T.

3.2 - Un lemme de Rajchman gquantitatif. La notion d'ensemble de

continuité
On peut déduire du lemme 2 des résultats généraux qui sortent

du cadre des mesures quasi-idempotentes ; ainsi le théoréme suivant.

Théorédme 5 : (G =T, IR) . Pour toute mesure u € M(G) de norme < 1,1'im-

plication suivante est vraie

Tim |0(v) | <e e ¥ ——— Tim [0(y)] < ¢
Y—)—oo Y—>+oo

ol C est la constante du lemme 2 (qui peut étre prise arbitrairement

proche de (Log(l+/‘2))"l pour les petites valeurs de g).

Démonstration : Soit p e M(G) une mesure de norme < 1 pour laquelle

la propriété du théoréme est en défaut. En utilisant les notations et
le résultat du théoréme 8 chapitre II, on voit qu'il existerait alors

X €T (1) pour lequel I[X du| » e tandis que, pour tout entier m > 1,
J

[2mx étant dans fi(u), on aurait

|

100



MESURES QUASI-IDEMPOTENTES, SEMI-IDEMPOTENTES

-1/Ce

IJIX’zm xdu| < ee (m > 1)

Ceci est impossible si |lul < 1 :on vérifie sans peine qu'il s'agit 13
d'une simple reformulation du lemme 2.
(3.2.1) Pour toute partie E de I' et pour tout O < € < 1, on note 558)

la borne inférieure des nombres § > O pour lesquels il existe une me-

sure u € M(G) de norme < 1, telle que l%glﬁ(y)[ <6 et Iim|fi(y)]| 2€. Un
Y

ensemble pour lequel SE(e) > O est appelé ensemble de continuité.
Cette terminologie apparait plus naturelle si l'on reformule la pro-
priété comme dans le théoréme 5. De fait il résulte du théoréme 5 que
Z%¥ (ou z7), IRt (ou IR™) sont des exemples de tels ensembles dans les
groupes Z et IR respectivement. Les ensembles de continuité étudiés
notamment par L. PIGNO et J. FOURNIER [15] [2] sont compl&tement ca-
ractérisés au chapitre VI. On y trouvera des estimés généraux précis

de GE(E). Bornons nous a faire ici la remarque suivante.

(3.2.2) Remarque : Le théoréme 5 ne peut pas &tre substantiellement
amélioré. De fagon précise, pour E = Z* (ou Z7) dans Z et pour E=IR*

(ou IR™) dans IR, on a

-1/ -1 -1 + 2
e (1+/2) /e < 6E(e) < e /2¢

.

La majoration résulte de la construction faite dans [13] p. 144 d'une
mesure particuliére qui est une intégrale de produits de Riesz.

On peut cependant renforcer un peu l'implication qui figure
dans 1l'énoncé du théoréme en remplagant §I§|ﬁ(y)] par le rayon de
At (W) N A" (u) ol 1l'on désigne par At (n) Tresp. AT (u)) l'ensemble des
valeurs d'adhérence de {i(y) lorsque y tend vers + @ (resp. -«). En
effet si 1'on reprend l'argument du théoréme, on voit que pour m>1,
lezmx appartient en fait & Fz(u)flfi(u) et que, par suite, Jlxlzmxdu

est une valeur de At (W) n A~ (u).

(3.2.3) Exercice : Le théoréme 5 et la remarque (3.2.2) restent vala-
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bles dans le cas ol I' est un groupe ordcnné archimédien, si les limi-
tes vers + © ou -« s'entendent pour la topologie de 1l'ordre (ou ce
qui revient au méme, pour la topologie usuelle de IR si 1l'on plonge T
dans TR (cf [19])). La démonstration est exactement la méme si 1'on
convient de modifier les notations comme indiqué au chapitre

II-(6.3.1).

3.3 - Une propriété générale des mesures continues (G =T, IR)

Soient E et F des parties de T' (= Z ou IR) avec EcF. Nous di-

rons que E est relativement dense dans F s'il existe T > O tel que

FcE + [-T,T].

On s'intéresse ici aux mesures p continues dont la transformée
de Fourier ne tend pas vers zéro a l'infini. On sait que pour tout
e > 0, Iﬁ] < € sur des intervalles arbitrairement grands ; autrement
dit l'ensemble E(u,ec) n'est pas relativement dense dans I', ol 1l'on
note, comme dans le chapitre II,

E(u,e) ={y i vyel , |f(y)] > ¢}

On peut donner une version beaucoup plus forte de cette propriété.
Théoréme 6 : (G =T,IR) . Soit u € M(G) uane mesure continue dont la
transformée de Fourier ne tend pas vers O a 1l'infini. Soient
O<e'<e <1lim|fi(y)]. L'ensemble E(u,c) n'est pas relativement dense
dans E(u,ce') dés que €' <¢ C‘HU”/E’ oll ¢ est une constante absolue
(qui peut &tre prise arbitrairement voisine par excés de 1+v2 pour

les petites valeurs de e/[uf).

Démonstration : C'est la méme pour la droite ou le cercle. Prenons

IR pour fixer les idées. Pour concilier la notation multiplicative du
groupe des caractéres avec la notation additive usuelle de IR, nous
distinguerons un nombre réel x du caractére Yy défini par y4(t) =elXt

mais nous écrirons fi(x) = ﬁ(Yx).
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Supposons que l'on ait E(u,e') cE(u,e) + [-T,T] pour un certain
T > O. Puisque p est continue on peut trouver des intervalles dis-
joints arbitrairement grands [aj,bj] sur lesquels [{i(x)]| <e', séparés
par des points ot [fi(x)]| >e. on peut choisir les intervalles [aj,bj]
maximaux de telle sorte que les extrémités aj et bj seront a une dis-
tance ¢ T de E(u,e). On peut supposer par exemple que lim aj = + et
(quitte & prendre une sous-suite) aj <b. -2bj_1, ce qui assure que,

J
pour tout x € IR, on aura

(3.3.1) a. <b. -b. + x <b.

pour j assez grand. On peut également supposer que Yp. converge dans
J 12

I'(y) vers un élément ¥ et que Yb.-b 1 = Yb~7b converge vers |x
j Ci- j 7i-1

Ainsi, pour tout xeIR,

2 o
Jlxl v, du = lim vaj_b,

lyx dy = lim ﬁ(bj-bj_l +Xx) .
5-

D'aprés (3.3.1) on aura donc
2 L}
[ 1x] Yy du| < e (x € IR)
et par passage a la limite,
2 '
(3.3.2) |f]x] ¥ dul| < €

pour tout VY e f(u).

D'autre part, pour tout j, on peut trouver tj e[—T,f] tel que
lﬁ(bj+tj)| > €. Quitte a passer & une sous-suite, on peut admettre
que tj converge vers t pour la topologie usuelle de IR ; a fortiori

Yi, converge vers y. dans Ll(u). Ecrivons
[JXYt du - va'vt' au| < levt du - JYb.Yt au| + JlYt -Ytjl alul .
J ] J
Ceci montre que

b.Yt. dy = lim p(bj +tj)

i .
J[)(Yt U = lim JY
J J
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et, par suite,

IJXYt dul| > e

L'élément ¢ = XY ¢ de T(p) est donc tel que

o aul > e
. . f ~ . m,T,m-1
tandis gqu'on déduit de (3.3.2) en prenant ¥ = ¢ (9¢)

lJl(blzm(bduI < e (m 3 1) .

On conclut en utilisant le lemme 2 (ol l'on remplace ¢ par e'/e et u
par u/e). On aura une contradiction si [[ufl/e < C|Log(e'/e)| ol C est
une constante absolue pour lagquelle le lemme 2 est valable. Ceci dé-

montre le théoréme 6 avec ¢ = el/c.

(Si on se reporte a la discussion
(1.6.3) on voit qu'on peut prendre la constante C voisine par défaut
de (Log(1+;/§))_l pour les petites valeurs de ¢'/e, donc pour les pe-

tites valeurs de e/|ull) .

4 - Mesures semi-idempotentes (I ordonné archimédien)

4.1 - Le théoréme de KESSLER

Définition 4 : Une mesure U €M(G) est dite semi-idempotente si {i(y)

est & valeurs O ou 1l lorsque y e I't. Plus généralement on peut consi-
dérer des mesures u telle que I (r'T) soit fini. On conviendra de dire

que p est triviale si fi(y) =0 (y e TH).

Théoréme 5 (KESSLER [8]) : Toute mesure u e M(G) dont la transformée
de Fourier ne prend dans 't qu'un nombre fini de valeurs est somme
finie de mesures élémentaires et d'une mesure semi-idempotente trivi-

ale, deux 3 deux étrangéres.

Démonstration : On sait (cf [19] p.196) que I peut &tre identifié a

IR ou a un sous—-groupe de R4 (ol R4 désigne le groupe des nombres

réels avec la topologie discréte). Le théoréme étant évident et sans
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intérét dans le cas de IR, seul le deuxiéme cas sera considéré. Pour
concilier la notation multiplicative de T et 1l'écriture additive
usuelle de IR, nous conviendrons de noter Yy 1'élément de I corres-
pondant a un nombre réel x.

Comme on l'a déja remarqué ailleurs (chapitre II-(4.1)) on peut
se ramener au cas ol {I(I'Y)cZ, ce qui est commode pour faire une dé-

monstration par récurrence.

Tout d'abord on peut utiliser le théoréme 10 du chapitre II.
Avec les notations de ce théoréme, At (u) NA™(u) est fini et p est
donc somme finie de mesures élémentaires et d'une mesure p' dont la
transformée de Fourier tend vers O & 1l'infini dans IR. Ici on voit
par différence, que §i'(y) ne prend gu'un nombre fini de valeurs dans
I't et donc, nécessairement,

H'(y,) =0 six 3z a
pour un certain réel a > O. On est ramené a démontrer le théoréme 6
pour une mesure de cette forme.

Nous pouvons nous inspirer de la démonstration du théoréme 2 et
commencer par donner un analogue du lemme 1. Mais la situation est
plus simple ici comme on va voir.

On introduit FI(u) adhérence de TI't dans f(p). C'est clairement
un semi-groupe qui contient les éléments positifs (cf chap.II-(6.1)).
Désignons par Eg(u) et Ei(u) les parties de r* dans lesquelles {i(y)=0

et fi(y)=1 (respectivement). f;(u) est réunion disjointe de leurs adhé-

rences.
BTG = {x: x e IT (), Jx du = 0}
ﬁf?ﬂ) ={y ; x e I'T(y, JX du e z\ {0}}

Lemme 6 : (I sous-groupe de IRd) : Soit p € M(G) une mesure dont la

transformée de Fourier est & valeurs entidres dans I't et nulle i droi-
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te de a > O, mais non triviale. Alors
a) T(u) est discret et isomorphe a T ;

b) l'ensemble des éléments de f(u) de module 1 est réduit a T'(u).

Démonstration : Plus précisément, vérifions que, quels que soient

Y et y' éléments distincts de T', on a
(4.1.1) j]y—y'l dlul 21 .

Dans le cas contraire il existerait deux réels distincts x et x' tels
que lex—yx,] dlu] < 1. Supposons par exemple que x < x' et posons

b=x'-xX. On en déduirait que, pour tout Yy e T,

50 = Blrgep) | < [Ivgmvgepl alul <1

et comme p(I'tY)cz

u(Yy) = U(Yy+b) siy >0 .

Or ﬁ(yy) = 0 si y > a ; on en concluerait donc que py est triviale
contrairement & l'hypothése. Ceci démontre (4.1.1) et ainsi (a). Pour
établir (b) & partir de (4.1.1) il suffit de rappeler que sur l'en-

semble des éléments de module 1 de f(u), les topologies forte et fai-

ble coincident.

Fin de la démonstration du théoréme 6 :

On considére une mesure pu € M(G) dont la transformée de Fourier

est & valeurs entiéres dans I'" et nulle & droite de a > O. On la sup-

pose non triviale ; le compact E{(u) n'est pas vide et posséde un élé-

ment ¢ de module minimal. Vérifions que |¢|2 =|¢|. Dans le cas con-

traire on aurait I¢|2 <|¢| et pour tout entier k > 1, ]¢|¢]2k]<]¢

L'élément ¢l¢]2k étant dans F:(u), appartiendrait nécessairement a

Eg(u) a4 cause de la minimalité de |¢| et on aurait donc

J¢|¢I2k du =0 (k > 1)

tandis que )
e aul > 1
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ce qui est impossible d'aprés le lemme 2 (avec € arbitrairementpetit).
Notons désormais h = |¢] =]¢|2 et considérons la mesure v = hyp.
Vérifions tout d'abord qu'elle est de méme nature que u. En effet,
pour tout y € I't, yh appartient & F:(u) et V(y) = Jyh dy est a va-
leurs entiéres. D'autre part h est limite dans T (p) d'une suite géné-
ralisée Yy d'éléments de I't. Pour tout Yy € I' tel que x > a, on aura

J

quel gque soit j, X +xy2>a et par suite

v(yx) = Jyxh dy = lim Jyx+xj dy = O.

Enfin ¢ est un élément de FI(u) qui est tel que ¢ = ¢h, ce qui permet
d'écrire
J¢ dv = J¢h duy # O

et prouve que v n'est pas triviale. La mesure v vérifie donc les hy-

pothéses du lemme 5. Toute suite généralisée de caractéres y, conver-
J

geant vers h dans T(u), converge (fortement) vers 1 dans T (v) et d'a-

prés le lemme 6-(a) vy =1 & partir d'un certain rang. Ceci montre

*3

que h = 1 et que p = v ; de plus tout élément de EI(u) est de module
1. E{(u) est compact et discret, EI(u) = E{(u) est une partie finie

de T't. Considérons alors la mesure

n= 3z BN Y mg
YeET (1)

Sa transformée de Fourier est 3 valeurs entiéres et coincide avec 1

dans TI''. Ceci termine la démonstration du théordme 6.

4.2 - Compléments

L'intérét des méthodes développées jusqu'ici est qu'il est fa-
cile de les adapter pour traiter un grand nombre de situations voisi-
nes et obtenir des variantes des résultats précédents. Nous ne détail-

lerons pas autant que nous l'avions fait au chapitre II, supposant
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que le lecteur est désormais familiarisé avec notre point de vue.

On peut envisager le cas de mesures semi-e-quasi-idempotentes

ou semi-e-idempotentes (i.e. les propriétés des définitions 2 et 3

sont vérifiées sur I't seulement). Pour celd il est commode de repren-
dre un instant les notations du chapitre II-(6.3) et désigner par
Fi(p) (resp. F;(u) 1'idéal de T(u) constitué des éléments qui sont
limites de suites généralisées de caractéres tendant vers + «

(resp. - @) dans T pour la topologie de l'ordre (i.e. dans IR lors-
qu'on identifie T & un sous-groupe de IR). De méme on notera At (u)
(resp. A”(u)) l'ensemble des valeurs d'adhérence de j(y) lorsque y

tend vers + ® (resp. - ») dans IR.

(4.2.1) Exercice : Soit O < € < 1 et pu & M(G) une mesure telle que

AT ()N A= (n) soit constitué de deux parties disjointes, l'une conte-
nue dans |z| < €, l'autre dans |z| > 1 ; on suppose que cette dernié&-
re est non vide, autrement dit que le rayon de At (u) N A7 (u) est > 1.
Alors, si |u]l <C|Log €], la conclusion du théoréme 2 reste valable
(avec la méme constante C). Il suffit d'appliquer l'exercice (3.1.1)
au cas de 1l'idéal 3 = Fi(u)[sz(u).

On peut remarquer que, si la condition de norme Hu“ <C|lLog ¢
est réalisée, le rayon de At (u) NA™(u) sera » 1 si et seulement si le
rayon de At (y) (resp. A™(u)) est > 1. Ceci résulte du théordme 5 et
des remarques (3.2.2) et (3.2.3), (& la normalisation de la mesure

prés) .

Théoréme 7 : Il existe une constante absolue C >0 telle que pour tou-
te mesure y e M(G) semi-e-idempotente de norme ||n|| <C|Log e|, il exis-

te une mesure idempotente n pour laquelle
[H(y) =n() | < e (y e T

(C peut &tre prise arbitrairement proche par défaut de (Log(lJm/i))"l
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pour les petites valeurs de €).

Démonstration : On adapte les démonstrations du théoréme 3 et du théo-
réme 6 dont on reprend les notations. A+(u) est constitué de deux par-
ties disjointes, l'une contenue dans |z| <&, 1'autre dans |z| >1-¢.
Dans le cas ol cette derniére partie n'est pas vide, on peut tout
d'abord utiliser 1l'exercice (4.2.1). La conclusion du théoréme 2 est
valable avec une condition de norme [u|| <C|Log ] ot C est une constan-
te qui peut étre prise arbitrairement proche par défaut de
(Log (1+v2))~! pour les petites valeurs de ¢ (comme en (1.5)). On peut
alors écrire u =y, +v, avec Iﬁl(y)—ﬁl(y)l g e, (yel), ol n, désigne
une mesure idempotente non nulle. Par différence Gl(y) est a valeurs
entiéres 3 2e-prés sur I't. De plus My et Vi sont étrangéres et comme
”U1” >1-g, on a Hle < Jlull- (1-¢).pans le cas ol le rayon de A+(vl)
n'est pas < 2e¢, on peut recommencer le raisonnement en remplagant
par v, et ¢ par 2e, ceci a condition d'avoir 2e <1/2 et [v,[/<C|Log2e].
Supposons que l'on ait pu ainsi effectivement itérer n fois le

raisonnement jusqu'a obtenir une décomposition

(4.2.2) H =ul+...+ pn+\)rl

en somme de mesures deux a deux étrangéres, avec pour 1lg<jgn,

(4.2.3) iy - Ag] < 237 e (v e T)

ol nj désigne une mesure non nulle dont la transformée de Fourier est

d valeurs entiéres. Ceci suppose en particulier que 201 <1/2 et par

suite, comme ”ujH ;1-2j_l€,
Il <lul -jglu-zﬂ‘-lm = full -n+ (2"-1)c
(4.2.4) I[vnll < vl ~n+1-¢
On en déduit notamment que n ne peut dépasser la partie entiére N de

lu]| +1 -e. Or la condition initiale sur ||u]| nous assure que tant que
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n <N, on aura bien 2Re<1/2 et
(4.2.5) Hp”—n+l—e<CH@g2mﬂ

(La vérification est immédiate avec une constante C voisine de
(Log(l+/§))_l ; elle est laissée au lecteur). Par conséquent il est
sur que pour un certain entier n (N on obtiendra une décomposition
(4.2.2) avec une mesure Vi tel que le rayon de A+(vn) soit < 2%¢ (sans
quoi, toutes les autres hypothéses étant vérifiées, on pourrait pour-

suivre le raisonnement au dela du rang N).

Nous allons ensuite démontrer l'existence d'une mesure N+l

dont la transformée de Fourier est a valeurs entiéres et telle que
- - n +
(4.2.6) [vn(y) nn+l(y)! < 2% (y € TT)

Si 1'on admet ce résultat, on termine comme suit. En tenant compte de

(4.2.2), (4.2.3) et (4.2.6), on peut écrire

u = nl+...+ nn + nn+l+\)
avec une mesure v telle que
N n+l . _ +
RASORIS 237Le =™ e <1 (y e Th)
j=1
ce qui implique aussitdt, vu la nature de p, que |[V(y)| < €, et le

théoréme est démontré.

Reste a démontrer l'existence de USTRR On note que la mesure v,
en question a sa transformée de Fourier & valeurs entidres & 2Pe-prés
sur I't, satisfait le condition de norme [v_|| <C|Log2"| d'aprés
(4.2.4) et (4.2.5) et que le rayon de A+(vn) est sZne. Si

lsn(y)l <2% (y ¢ TT) il n'y a rien A démontrer. Sinon on voit qu'on
est en fait ramené & établir le théoréme 7 pour une mesure u dont la
transformée de Fourier est & valeurs entidres & e-prés sur I'' et qui

vérifie, outre la condition de norme, la propriété que le rayon de

AT (u) est ¢ €, c'est-a-dire
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By ] < e si x> a

pour un certain a >0. C'est une situation trés analogue & celle du
théoréme 5 dont on va adapter briévement les arguments.

Tout d'abord le lemme 6 s'étend & simple lecture au cas envisa-
gé ici. (Remplacer 1 par 1-2¢ dans (4.1.1)). On note ici Eg(u) et
E¥(u) les parties de I't dans lesquelles |fi(y)]| < € et [u(y)| = 1-g,
respectivement. Avec ces notations la fin de la démonstration du théo-
réme 6 s'adapte comme suit. On considére un élément ¢ de module mini-

. Dans le cas con-

mal dans E{(p). Il s'agit de montrer que |¢|2 =|¢

traire, pour tout k >1, l¢[2k¢ serait dans E}(u) c'est-a-dire

A\

IJIMZ% an| < e (k 3 1)

tandis que
IJ¢ du| » 1-e .

Ceci est impossible, d'aprés le lemme 2, si 1'on suppose |u|| <C|Loge]
ol C est la méme constante que précédemment. Le reste de la démons-

tration est sans changement. On prouve que EI(U) est fini ; d'ol 1l'on
déduit immédiatement l'existence d'une mesure n sL(mG) dont la trans-

formée de Fourier est & valeurs entiéres et telle que
[G(y) - A(y)| < € si vy e EI(u)
n(y) =0 sinon .

Ceci termine la démonstration du théoréme 7.

5 - Ensembles "quasi-Cohen" et sous-espaces invariants par transla-

tion de C(G) (G compact) :

5.1 - Les éléments de "l'anneau des classes" sont parfois appe-

lés "ensembles de Cohen". De 13a l'introduction par PELCZYNSKI de la
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terminologie "quasi-Cohen" [9] pour désigner les parties de T qui
sont les supports de transformées de Fourier de mesures quasi-idempo-
tentes, Ces ensembles apparaissent naturellement dans 1'étude des
sous-espaces invariants par translation de C(G) ou LI(G).

Les sous-espaces invariants par translation de C(G) ou P (G)
(1 $p g+ =) sont définis par leur spectre de Fourier E cl. Ils con-
sistent des fonctions ayant une série de Fourier de la forme
b ~Y§E aY Y . Le sous-espace de C(G) (resp. LP(G)) correspondant 3 une
partie E de I' est noté CE(G) (resp. LE(G)). Décrivons la situation

dans C(G) .

Théoréme 8 [9] :

a) Si CE(G) est un sous-espace complémenté de C(G), alors E est un
ensemble de Cohen (et réciproquement) .

b) Si CE(G) est un quotient de C(G), alors E est un quasi-Cohen.

(Le théoréme peut étre formulé de fagon plus abstraite en faisant
1'hypothése que C(G) est isomorphe a un sous-espace complémenté (res-

ectivement, un quotient) d'un espace C(X) avec X compact).
p p P

Démonstration : La propriété (a) avait déja été notée par VAROPOULOS.

Supposons que CE(G) soit un sous-espace complémenté de C(G) et soit
P un projecteur sur CE(G). Désignons par T, l'opérateur de transla-
tion par un élément x ¢ G. Il est facile de vérifier que l'opérateur
p' = JT_X P Txdm(x) est également un projecteur d'image CE(G) et de
plus gqu'il commute avec les translations ; c'est donc un multiplica-
teur idempotent de C(G). Les multiplicateurs de C(G) étant définis

par des mesures, 1l existe une mesure idempotente n e M(G) telle que

P'f=nx*f, £ ¢ C(G). En particulier pcur tout y ¢ T, n * ¥ = n(y)y
est dans CE(G). On a donc fi(y) =1 si vy eE et f(y) = O sinon. Ceci

démontre (a) (la réciproque est immédiate).
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Supposons maintenant que CE(G) soit un quotient de C(G). Autre-
ment dit, il existe une application linéaire continue T de C(G) sur
CE(G). Tout caractére y € E définit de fagon naturelle un élément de
CE(G)' de norme 1. L'application H* étant ouverte, il existe une cons-

tante d >0 telle que HH*(Y)”M( d si y ¢ E.

G) 7

En composant I avec l'injection canonique de CE(G) dans Lé(G)
on aura une application l-sommante. En effet pour un nombre fini de

fonctions fj de C(G), 1 ¢ j £ n, on peut écrire

n n
T I(EN, = J( T |M(£:)])dm < sup T|M(£3) (x) |
J=l J 1 J=l J xeG J

n
f. du| = C sup I

|
£ C sup Z J .
J xeG J=1

peM(g) =1
flull =1

£500 |

ol C est la norme de II (la derniére inégalité résulte du fait que,
pour tout xeG, £ — I (f) (x) est une forme linéaire continue sur C(G)
de norme £ C). On considére dans C(G) le convexe K des éléments g qui
s'écrivent g(x) = C Zlfj(x)l avec Z”H(fj)Hl= 1. Tout &lément de K est
de norme ||gf| > 1 et il existe donc une mesure positive v e M(G) de

masse 1 telle que Jg dv > 1 si g € K. En prenant en particulier

g = le]/HH(f)”l, on aura
lmee) ) < CJIfI av (f e C(G)).

I se prolonge en une application continue I, de Ll(v) dans Lé(G)

*
1

voie le dual de Lé(G) dans L¥(v) de telle sorte que pour tout y ¢ T,

(c'est le "théoréme de factorisation de PIETSCH"). Notons que II; en-

I7(y) =T, (Y)-v et en particulier, si y e E
* * *
(5.1.1) aslht ol =irtel <ol ,
M(G) L (v) L°(v)
Considérons un polyndme trigonométrique g(x) = ZcYY avec cho

si y € E.
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Etant donné des coefficients aY quelcongques, définissons

X) =3 _a Vc
9; (%) veE %y "oy Y

et évaluons la norme de 9, dans le dual de Lé(G). Pour tout f ¢ Lé(G)

on peut écrire

jglf an = 1 a /8 Em < Gla |6 e 1Bmn|H 2

Y Y

et

- 2 ~
e lBm|? = gxexE©) <llgl llel? .

Par conséquent la norme de 9, dans Lé(G)* est majorée par

lgl2/? zla, 1312 et donc
1/2 1/2
*
el =z a e, miel o <csl, @lal®h
L¥(v) YeE Y L® (v) Y
Ceci étant valable pour tout choix des aY, on en conclut que

*

oo 3

2
Iz e In < ¢ lal,

yeE Y

e}

(v)

et, a fortiori,
* 2 2
z e nyml < gl
yeE YU LTTNL2 )
Compte tenu de (5.1.1)

p e, ¢ c2a gl
YEE Y

On remarque que cette inégalité reste valable si 1l'on remplace | g,
par la norme de g dans le quotient C(G)/CF\E(G). On en déduit que,
dans cet espace, tout élément g du convexe engendré par les caracté-
res de E est de norme > C—zdz. Il existe donc une mesure yu € M(G) tel-
le que JY dp = 0 si y € I\E et [Jy du] > 1 si y ¢ E. Ceci termine la

démonstration du théoréme.

(5.1.2) Remarque : Dans le cas particulier ol T est un convoluteur de
C(G), écrivons Ii(f) = u * £, £ ¢ C(G). La mesure u est telle que

u * C(G) = CE(G) est fermé. Par dualitd p * M(G) est fermé dans M(G).
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On est dans le cas envisagé au début du chapitre et E est un ensemble
de Cohen. On peut donc espérer renforcer, en général, la proposition
(b) du théoréme 7. Pour l'instant le probléme reste ouvert. On montre
plus loin que si E et '\E sont des quasi-Cohen alors E est un ensem-

ble de Cohen (chap. IV-7, cor. Th.1l0).

Soit E un quasi-Cohen qui n'est pas de Cohen. La fonction indi-
catrice 1z n'est pas un multiplicateur de Ll(G)‘ ; cependant c'est
trivialement un multiplicateur de LZ(G)‘ = LZ(P).On va facilement
montrer que c'est aussi un multiplicateur de LP(c) " pour p assez VOi-

sin de 2. On peut envisager la situation suivante plus générale que

celle des quasi-Cohen (cf (1.2.3)).

(5.1.3) Exercice : Soit E une partie de I pour laquelle on peut trou-

ver €, O<e <1/2,et une mesure p € M(G) telle que

ln(y)-1] < ¢ siy e E
(5.1.4)

IH(Y)I N> si vy € T\E.

Alors il existe p, <2 tel que 1, soit un multiplicateur de P(e) -

E
pour p, < p £ 2.

Supposons plus précisément que la propriété précédente puisse
gtre réalisée pour & arbitrairement petit avec |ul| = 0(e”®), ol a d&-

signe une constante > O. Alors 1, est un multiplicateur de P (G) -

E
pour 2-2/(a+2) < p & 2. (On peut rapprocher ce résultat du

théoréme 3).

Démonstration : Toute mesure v € M(G) définit un convoluteur de LP(GL
p > 1. Notons rp(v) le rayon spectral de v dans l'algébre des convo-

luteurs de LP(G). En particulier r, (v) = |[v] et r,(v) =|v|,. Par in-

1
) o i~y l-a .
terpolation rp(v) <Vl vl si 1/p =a + (l1-a)/2 avec O <a <1.

Pour une mesure u ayant la propriété (5.1.4)
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2 2 2(1-
SN CIR DI fu-p )@ e (1)

et on aura rp(uz—u) <1/4 dés que o est assez petit, c'est-a-dire pour
p assez proche de 2. On vérifie alors que le spectre de u comme mul-
tiplicateur n'est pas connexe : il est réunion de deux parties dis-
jointes contenues dans les disques |z| < 1/2 et |z-1] < 1/2. Par le
théoréme des idempotents de Chilov il existe un convoluteur idempo-
tent T de LP(G) tel que T(y) = 1 si |fi(y)-1] < 1/2 et T(y) = O si
[i(y)] < 1/2. En d'autres termes T = lgi

Si la propriété (5.1.4) peut étre réalisée avec |ul| = o(e” @

),

pour tout o tel que aa < l-o aura rp(uz—p) < 1/4 en prenant € assez

petit et on concluera de la méme fagon.

(5.1.5) Remarque : Convenons de noter Spp(u) le spectre d'une mesure
U considérée comme convoluteur de P (G) (p >1). Dans l'exercice pré-
cédent on considére une mesure y telle que sz(u) = E_F3 ne soit pas
connexe et la question est de savoir s'il en est de méme de Spp(u).
On peut faire a ce sujet la remarque générale suivante.

Soit K = (). Quel que soit le polynéme complexe P on doit

avoir, avec les notations antérieures,

1_
r (P(u)) < ( sup |p(z) [)*(sup |P(2) )" "%,
EIN zeK
Soit 2y Z K. S'il existe un polyndme P tel que
l_
(5.1.6) [P(zg)| > ( sup |P(z) )% (sup|P(z)])
Iz |<llul zeK
alors on peut affirmer que zg n'appartient pas a Spp(u). (C'est cet

argument qu'on utilise implicitement dans 1l'exercice précédent : en
considérant le polyndme z-22 on montre que Spp(u) ne contient pas les

valeurs z telles que |z—22| > 1/4).

(5.1.7) Exemple : Considérons le produit de Riesz Pa introduit au

chapitre II-7 avec O < a ¢ 1/2 ou O < a < 1 suivant les cas.
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Ici K = {a5} U {0}. Montrons que Spp(pa) = K pour tout p > 1. Pour

k>1
n > 1 considérons le produit de Blashke
n
z—ak
Pn(z) = _ k
k=1 1-a"z

et montrons que pour tout o, O < a < 1 et pour tout Zg ¢ K, on peut
choisir n de fagon que 1l'inégalité (5.1.6) soit satisfaite. Comme
[Pn(z)l < 1 dans le disque unité et que Pn(ak) =0silgkgmn, il
s'agit de montrer que

m l-a
(5.1.8) [Pn(zo)l > (sup ]Pn(a D)
m>n
En utilisant les majorations évidentes (pour |z| g 1)

n n _ n
|(1+ak) ]z-akl < IPn(Z)Is(l—[Z]) n |Z'ak|
k=1
k=1

k=1

on voit que

n
sup[Pn(am)[ < (1-a™h)Tn ' ak < ca”
m>n k=1

2/2

et, si [zo—ak[ > d > 0 pour tout k > 1,
n k n n
L
an(Zo)l > I (1+a™) 4 » Cc'a
k=n

ol C et C' désignent les constantes > O. Il est immédiat que (5.1.8)

sera donc réalisée si 1l'on prend n assez grand.

On peut déduire en particulier de la propriété que nous venons

d'établir, que 1, sera un multiplicateur de P (e - pour tout p > 1 si

E

E est l'ensemble des mots de longueur < n, ou l'ensemble des mots de
longueur n, du produit de Riesz Pa (dans ce cas la propriété résulte
aussi du fait que E est ensemble A(p) pour tout p > 1 d'aprés un théo-

réme de A. BONAMI cf [20] p. 65).

On peut naturellement étendre le résultat précédent. P. SARNAK
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en a donné dans [2{] une version beaucoup plus forte. Il montre que
Spp(u) = K quelque soit p > 1, pour toute mesure p telle que K soit
de capacité analytique nulle (ceci est vrai en particulier si K est
dénombrable). Sa méthode peut &tre envisagée comme un perfectionne-

ment de la remarque (5.1.5).
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CHAPITRE IV

ALGEBRES DE CONVOLUTION DE MESURES

Dans les chapitres précédents, 1'étude que nous avons présentée
des transformées de Fourier-Stieltjes ne faisait pas (ou pratiquement
pas) un usage explicite de la convolution des mesures. Nous adoptons
maintenant le point de vue de la théorie de Gelfand des algébres de

Banach commutatives. Les notations antérieures sont conservées.

1 - Les algébres L(w), N[u]

1.1 - On connait la théorie classique de l'algébre Ll(G)= L(mGL
Lorsque la mesure de base n'est plus la mesure de Haar mais une mesu-
re quelconque u €eM(G), L(u) n'est pas en général une algébre de con-
volution : pour cela il faut et il suffit que u *%pu <<u. Mais on peut
toujours inclure p dans l'algé@bre L(w) ol w =n§12_n(|u|/”u")n, qui
est visiblement la plus petite algébre de cetté nature contenant u ;
on la notera N[u]. On considérera aussi le cas &chéant l'algébre avec
identité N, [u] = L(8+w). C'est évidemment par pure commodité d'écri-
ture qu'on a pris w comme mesure de base ; on pourrait prendre
toute mesure équivalente. D'autre part toute famille dénombrable de

mesures e M(G) peut étre également incluse dans une algébre L (w)

minimale en considérant d'abord la mesure de base p =n212—n /g Il
>
z
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1.2 - Caractéres de L(w), (0w *w << )

Une forme linéaire multiplicative non nulle, ou caractére, de
L(w) est définie par un é&lément ¥ ¢ L®(w) de module |x| <1, vérifiant

la propriété caractéristique

Jx d(u *v) = (JX du)(Jx dv) (u,v eL(w))

qui s'écrit encore

JX(X+Y) du(x)dv(y) = Jx(X)x(y) du(x)dv (y) (u,v eL(w)).

L(w Xxw) étant engendré par les produits p xv, (u,v eL(w)), ceci est
équivalent & 1l'identité ponctuelle

(1.2.1) X (x+y) = x(x)x(y) w Xw - pp

Tout caractére de G vérifie évidemment cette identité mais il y a en

général des solutions de (1.2.1) qui ne ressemblent pas du tout & des

caractéres de groupe.

(1.2.2) Le spectre de Gelfand de L(w), noté AL(w), est un sous-semi-

groupe de B(w) (cf chap. I), compact ou localement compact pour la
topologie faible, stable pour la conjugaison et le module, et conte-
nant T (0)\ {0}. (Evident d'aprés (1.2.1) et le fait que la topologie

de Gelfand n'est autre que la topologie *-faible de L% (w)).

(1.2.3) La transformée de Gelfand de p ¢ L(w) est notée comme d'habi-

tude

ix) = Jx du (x € AL(w)) .

Elle coincide avec la transformée de Fourier sur les caractéres du
groupe. Avec cette notation on peut écrire

~ A

(1.2.4) u(d) = fi(xd) = du(x) (x,¢ € AL(w)) .

Pour tout X e AL(w) et pour deux mesures quelconques u,v € L(w)

on a l'identité

(XL *v)) 7 (y) = (0 *v) " (yx) =0 (yx) 9 (yx) = X (¥) XV (v)
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valable quelque soit y € T, et par conséquent
(1.2.5) X (u*v) = (xu) * (xv) (x e AL(w), u,v € L(w)) .

Inversement tout élément ¥ € B(w) qui vérifie (1.2.5) pour u v ¢ L(w),

est évidemment un caractére : il suffit d'intégrer (1.2.5).

(1.2.6) Les caractéres de L(w) s'identifient ainsi aux L-opérateurs

qui sont des homomorphismes d'algébre.

(1.2.7) Exemple : Dans le cas de la mesure de Haar m d'un groupe com-
pact G, il est bien connu que AL(m) = I'(m) = I'. Il suffit de vérifier
que toute solution x de (1.2.1) est continue en O. Soit p <<m telle

que Jx du # 0. Ecrivons
Jx(x+y) du (x) = x(y) JX(X) du (x) m-pp (y)
On sait que la translation est continue dans L(m) ; donc

lim Jx(x+y) du (x) = JX(X) du (x)
y>0O

=

et x(y) est égale m-presque-partout 3@ une fonction continue en O.

(1.2.8) Remarque : Un caractére x € AN[u] est bien dé&fini s'il est con-
nu pu-presque-partout. En effet d'aprés (1.2.1) on peut écrire, pour
tout n21,

X (x+y) = x(x)x(y) U Xy’ T-pp
ce qui, de proche en proche, permet de définir ¥ un—presque~partout

pour tout nxl et donc w-presque-partout pour w = §12'n(]ul/HuH)n.
n/

1.3 - L'algébre d'une mesure 3 puissances indépendantes

Définition 1 : On dit gqu'une mesure p & M(G) est a puissances indépen-

dantes si les puissances de convolution de |u| sont deux 3 deux étran-

géres. On dit qu'elle est & puissances fortement indépendantes si,

quel que soit xeG, § * [u] ™ L ul™ si m#n.
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Proposition 1 : Pour une mesure positive p € M(G) les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :
a) Il existe X ¢AN[u] tel que x =c p-presque-partout, oll c est une
constante complexe, O < |[c| <1, distincte d'une racine de 1l'unité.
b) Pour toute constante c, O < |c| g1, il existe x e AN[u] tel que
X =C u-presque-partout.

c) p est @ puissances indépendantes.

Démonstration : On peut se ramener au cas ol p est positive. Suppo-

sons que l'on connaisse l'existence d'un caractére ¥ € AN[u] tel que
X(x) = ¢ u-pp ol c est une constante complexe non nulle de module <1,
ou de module 1 mais distincte d'une racine de 1l'unité. Alors, pour

n

tout n>1, x(x) = c un—pp. Les nombres c” &tant distincts, ceci prou-

ve & l'évidence que § est & puissances indépendantes.

Inversement si uni_um (m,n>1, m#n), quelle que soit la constan-
te ¢, O0<|c| <1, on définit un é&lément de B(w), ol =n§12_n(]u|/HuHP
-
en posant

x(x) = c" un—pp (n>1) .

De fagon évidente on a les relations de compatibilité
m n
X (x+y) = x(x) x (y) B X ut-pp (m,nz1)

qui sont équivalentes & (1.2.1). X est donc un caractére de L(w)=N[yu].

1.4 - Singularité des mesures & puissances indépendantes

Discussion : En toute généralité une mesure & puissances indépendan-
tes n'est pas nécessairement singuliére. Mais on peut donner des con-
ditions assez larges qui garantissent cette propriété.

Etant donné un groupe G, s'il existe dans M(G) une mesure posi-

tive a puissances indépendantes, non singuliére, en passant a une
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partie, on voit gu'il existe une telle mesure y eLl(G). On peut méme
trouver p & support compact et a densité f bornée. La mesure U2 sera
34 densité f *f continue et donc > € >0 sur un certain translaté a +V
d'un voisinage ouvert de O qu'on peut supposer symétrique. Si l'on no-

(n)

te V = V+...+V (n fois), il est clair que les ouverts na +V(n) doi-
vent étre deux a deux disjoints. Ceci est certainement impossible si
G est compact ou si tout élément de G est d'ordre borné. C'est égale-

ment impossible si G est connexe : en effet G est alors réunion des
V(n) ; pour n assez grand a ev(“) et (n+l)a ena +V(n) ce qui fournit
une contradiction. Mais dés que G posséde un sous-groupe ouvert H et
un élément a d'ordre infini dans Q/H, la mesure éa * m, est visible-
ment dans Ll(G) et a puissances indépendantes. Ce sera le plus sou-
vent le cas si l'on munit G d'une topologie Ty dont on avait parlé au
chapitre II-(8.5.4).

Sans faire d'hypothése sur G, mais en supposant u a puissances
fortement indépendantes, on peut prendre a = O dans le raisonnement
précédent et aboutir a une contradiction. C'est également le cas si
1'on suppose que p est symétrique ou méme seulement que p~li. On remar-
que que ces hypothéses sur p sont aussi vérifiées par toute puissance
de u, ce qui permet d'énoncer le résultat suivant qui résume toute la
discussion.

Proposition 2 : Soit p eM(G) une mesure & puissances indépendantes.
Pour tout n3l, |u|™L L'(G) dans tous les cas suivants :
a) si elle est a puissances fortement indépendantes ;
b) si elle est symétrique ou si ji~u ;

c) si G est compact ou connexe ;

d) si G est un groupe de torsion.

125



B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

2 - L'algébre d'un produit de Riesz (G compact)

2.1 - Propriétés élémentaires de dichotomie

Nous renvoyons au chapitre II-7 pour 1l'introduction des pro-
duits de Riesz. Soit 0 = {ej}j>1 un ensemble dissocié infini dans T.
z
On suppose que ¢ n'a pas d'éléments d'ordre 2 ou, au contraire, est

constitué d'éléments d'ordre 2. On considére un produit de Riesz p

qui s'écrit suivant les cas

(2.1.1) p = (1 +a.6. +a.b.)

s J 3 33

jz1
ol ay est une suite de nombres complexes tels que Iaj[ 51/2 ou bien
(2.1.2) p = (1 +a.6j)

321 J

ot ay est une suite de nombres réels tels que Iajl <1. Dans les deux

cas, avec les notations du chapitre II-7,

(e2) _ €.
(2.1.3) plw) = aj ? siw = 6.7
jz1 izl
pour toute suite €5 =0, *1 dont seuls un nombre fini de termes sont

non nuls. De plus p(y) = 0 si y £gR(0). On peut aborder 1'étude des

produits de Riesz a l'aide du résultat trés simple suivant.

Lemme 1 (J. PEYRIERE [14]) : Soient p et p' des produits de Riesz dé-

finis sur le méme ensemble dissocié © a l'aide de suites (aj)j>l et
7

(at) .. ,, respectivement. Si 1'on suppose I |a.—a'.|2 =40, p et p' sont
37321 j>1 I J

des mesures étrangéres.

Démonstration : On retient de (2.1.3) que 5(ej) = Ej, 5(§j) = a et

5(ejek) = ajak, j#k. On en déduit immédiatement que (ej—aj)jal est

une suite orthogonale dans Lz(p). De plus

2
2
<1

- 2
.—a. =1 - .
Jlej ajl® do lay
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J

- 2 A ari ] -
(ej aj) converge dans L”(p). De méme la serlejglbj(eJ aj) con

Quelle que soit la suite b: telle que jgl]bj[2 <+, la série

-

¥ b. a
jz1 )
verge dans Lz(p'). Si 1'on suppose plp' il existe une mesure o telle

que O0<o gp et O<o g¢p'. Alors on vérifie facilement que les deux sé-

ries convergent simultanément dans Lz(o) et par différence on en dé-

duit que la série numérique jglbj(aj—aﬁ) converge. On en conclut que

,Zl]aj—aﬁlz <+w, Ceci démontre le lemme par contradiction.
iz

=~

Note : Il existe une réciproque au lemme 1. On renvoie pour celd &

[14], [3].
On déduit notamment du lemme 1 un critére de singularité des

produits de Riesz.

Théoréme 1 : On a la dichotomie suivante :

~ ou bien Z[aj|2 <+w et p el ()

- ou bien Z[aj|2 =+o et p L LY (Q)

Démonstration : La deuxiéme affirmation du théoréme est contenue dans
le lemme 1 car la mesure de Haar est un produit de Riesz particulier,
correspondant a la suite aj =0, (j21). Pour établir la premiére par-
tie, on remarque a partir des formules (2.1.3), que dans tous les

cas

- 2 ~ 2
sl l? =z s ? ¢ T T (e2fa]?
yel wel j2l J
Si 1l'on supposeizllaj]2 <+, on en conclut par le théoréme de
J2

Plancherel que o est absolument continue par rapport a8 m et méme que

-

sa dérivée de Radon-Nikodym est dans L2(m).

(2.1.4) Remarque : Pour tout n>1l et tout X5 €G, § *pn n'est autre

X
o
que le produit de Riesz construit sur ¢ , défini par la suite

al = 0=

i J(xo)a? , J2>1. La vérification est immédiate sur les coeffi-

cients de Fourier.
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La remarque précédente permet de mener une discussion compléte
si 1l'on fait 1'hypothése supplémentaire que lim]ajl <1l. (Cette hypo-
thése est évidemment toujours vérifiée dans le cas (2.1.1)). En effet

quels que soient les entiers m>n>1 et le point X, de G, on peut écri-

re
n my2 _ 2n _ _m-n;2
lej(xo)aj ajl = |a Jl ]6 (x) aj | <.

Notre hypothése entraine que Ie (x ) - ? n' >d >0 pour j assez grand

et par conséquent

(2.1.5) 2 ]85 (x5)a] -al?

=+® si et seulement si.I |a
Z J;l

J
La divergence de la série (2.1.5) a pour conséquence, d'aprés le lem-

me 1 et la remarque (2.1.4), que GX * pnl_pm. On peut donc énoncer :
o

Théoréme 2 : Avec 1'hypothése lim!ajl <1, on a la dichotomie suivante:

- ou blenJ |a |™ = +o pour tout n:l et p est a puissances fortement
indépendantes ;

- ou bien il existe un entier n_>1 tel quejgllajIZn — 4+ pour

n<n. et [a [ <+ o pour nyny ; alors les mesures p,...,pno_l

8] j>l

sont singuliéres, deux a deux étrangéres ainsi que leurs translatées,

tandis que pn € Ll(G) dés que n;no.

(2.1.6) Exercice : Dans le deuxiéme cas N[pnO] est un idéal de N[p]
et tout caractére de N[pno] se prolonge de fagon unique en un carac-
tére de N[p]. Il est facile de voir que N[pn°] contient la mesure de
Haar d'un sous-groupe ouvert de G et suivant la remarque (1.2.7) tout
caractére de N[p] coincide donc avec un caractére du groupe :
8N[p]=T (p) .

Dans le premier cas on sait déja (proposition 1) que AN[p] con-
tient tous les caractéres x définis par x =cy p-presque-partout,
O0<|c|] €1, vy e T'. Une étude plus fine des produits de Riesz montre

qu'il n'y en a pas d'autres.
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2.2 - La propriété de "tameness"

Théor&me 3 (G. BROWN, W. MORAN [2]) : Avec 1'hypothé&se Tzﬁlaj] <1,
quel que soit ¥ € AN[p], il existe une constante complexe c, |c| <1,
et un caractére y du groupe G, tels que Y = cy p-presque-partout

(suivant la terminologie de G. BROWN et W. MORAN, p est une mesure

"tame" au sens fort).

Ce théoréme est démontré de fagon élégante au chapitre V dans le
cadre plus large des "produits de Riesz généralisés". La démonstra-
tion ne serait guére plus simple ici ; aussi renvoyons-nous a ce cha-
pitre. Dans la partie 2.3 suivante, nous allons d'ailleurs établir de
fagon plus élémentaire (et avec une hypothése moins restrictive) une

version faible du théoréme 3.

Remargues :

(2.2.1) Le théoréme 3 contient certains résultats établis au chapitre
II, notamment que (avec 1l'hypothése limlaj| <1l) p est une mesure

étrangére a toute mesure de Dirichlet et, en particulier, une mesure

fortement continue (au sens de la définition 4 du chapitre II). En

effet si T, (p) contenait un idempotent non nul, ce ne pourrait &tre
que 1 d'aprés le théoréme 3. p serait une mesure de Dirichlet, ce qui
est impossible car 1'hypothése limlaj] <1 équivaut a Iim|p(y)]| <1.
(2.2.2) Considérons une mesure quelconque o <<p, o0 # O. Le groupe sup-

port de o est nécessairement ouvert puisque p est fortement continue;

si par exemple G est connexe, le groupe support de ¢ sera toujours G.

(2.2.3) Le théoréme 3 dit notamment que pour toute mesure ¢ <<p ayant
méme groupe support que p, un caractére ¥ € AN[p| est déterminé si on
connalit ses valeurs o-presque-partout. Les propriétés spectrales de p
peuvent étre lues dans toute partie de p. (Pour é&tre 3 la mode on

pourrait dire que p est une mesure fractale).
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2.3 - Insécabilité des produits de Riesz

Considérons en méme temps que p tous les produits de Riesz [
(n>1), définis de la méme fagon mais en commengant au rang n+l, c'est-

d-dire en prenant comme ensemble dissocié On ={0.} et commé sui-

j izn+l
te de nombres (aj)j>n+1' Le spectre de Fourier de p est 1l'ensemble

des mots Q(@,) et les formules (2.1.3) montrent de fagon claire que

(2.3.1) 5n(w) = p(w) si w € Q(@n)

d'ol 1l'on déduit les identités

(2.3.2) o *p, = pg (nx1)

Si l'on se reporte a la définition des produits de Riesz
(chap. II-(7.1)) on s'assure que, pour tout nxl, p = R.py ol Rn est le
polyndme trigonométrique produit des n premiers facteurs du produit

formel (2.1.1) ou (2.1.2). Dans tous les cas on peut écrire

2.3.3 R = 3 R w —(A) =2 plw ®
( ) (A)EQn Il( ) wEQn ( )
2.3.4 o = X w w

Evidemment p <<pn et on aura p ~Pn si Rn ne s'annule pas ou si l'en-

semble des zéros de R, est de mesure nulle pour p.

(2.3.5) Exercice : P~Py , (n>1), dans tous les cas suivants :

a) pour tout jz1, ]ajl # 1/2 dans le cas ol © n'a pas d'élément d'or-
dre 2 (Iajl # 1 dans le cas oll les éléments de © sont d'ordre 2) ;

b) les éléments de 0 sont tous d'ordre infini ;

c) G est connexe.

Démonstration : Dans le cas (a) il est clair que les polyndmes trigo-

nométriques R ne s'annulent pas. Dans les cas (b) ou (c), R s'annu-

i
le éventuellement sur une réunion finie de classes modulo (gp ej) ,
1
)

(1<jgn) . Chaque ej étant d'ordre infini, (gp ej ne peut é&tre un

L
sous-groupe ouvert et tout classe modulo (gp ej) est de mesure nulle
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pour p qui est fortement continue (on est dans le cas ol [ajl $1/5) .

Ceci termine la démonstration.

Note : L'équivalence P~Pn v (n21), (qui est vérifiée sous des condi-
tions assez larges comme le montre l'exercice précédent) et les rela-
tions (2.3.4) résument, de fait, l'essentiel des propriétés des pro-

duits de Riesz.

Le résultat simple suivant montre, s'il en était besoin, que
les propriétés de p (notamment le fait qu'elle puisse avoir ses puis-
sances de convolution indépendantes) n'ont rien & voir avec des pro-

priétés de support.

Proposition 3 : Si pP~0pn (n>1), le support de p est le groupe G tout

entier.

Démonstration : On vérifie d'abord que p, converge vaguement vers la
mesure de Haar m : en effet les supports Q(On) des transformées de
Fourier 5n ont une intersection réduite a l'identité. Pour tout ou-

vert U de G on a donc
lim p_(U) > m(U)

Supposons alors qu'il existe un ouvert U #0 de mesure p(U) = O. On
aurait aussi pn(U) = O pour tout n2l et donc m(U) = O, ce qui est im-

possible et fournit une contradiction.

Théoréme 4 : On fait 1l'hypothése que PO (n>1) . Pour toute mesure
positive non nulle o <<p, les produits de convolution o *p et p *p
sont des mesures équivalentes.

Démonstration : On a déja remarqué que p2 n'est autre que le produit

de Riesz construit sur © a l'aide de la suite (a?). La remarque ana-

2 P
logue vaut pour les mesures Ppne On peut donc écrire pour tout n>1l, en

tenant compte de (2.3.2)
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avec

wef
€n

Il suffit de démontrer le théoréme pour une mesure ¢ {p. On a

alors o *p < p2 et p2 s'écrit de fagon unique

avec

O *%p T <<0 %p et 'L o*p .

Pour tout n>1l, on a aussi o *¥p, <P *pn et

o? = Q, (p*pp) 2 Q) (0*p)

en tenant compte de la positivité de Qn. Il résulte de 1l'hypothése
que le second membre est absolument continu par rapport a o *p d'ol

nécessairement

(2.3.6) T2Q, (0 %p.) (n>1).

Montrons que la suite Qn(o *p,) converge vaguement et calculons sa li-
mite. Pour tout y eT

2

[0y« (o %0 )] " () =1 B e@np, @Y.

) Qn

Pour avoir 6n(5y) # O pour un mot ® € Qn il est nécessaire que y ap-
partienne a w.Q(en) et donc que y soit un mot de Q. Si c'est le cas
et si n est choisi assez grand pour que Qn contienne y, l'unicité
d'écriture des mots impose y =w. Ceci ne se produit évidemment que
pour un seul w eQn de sorte que l'expression précédente se réduit

alors a
[o, (o*p )] (1) =285 (1) =lolstn?

Dans le cas ol vy Z 2, on vient de voir que le premier membre est tou-

jours nul, mais il en est de méme du second.
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En conclusion la suite de mesures Qn (o *pn) converge vaguement

vers Ho”pz. L'inégalité (2.3.6) passe & la limite vague : t zHchz ce

qui prouve que 02~T et démontre le théoréme.

On peut déduire facilement du théoréme 4 le corollaire suivant
qui est une forme faible du théoréme 3 (mais qui n'exige pas 1l'hypo-

thése lim]aj| <1).

Corollaire : On suppose que p~p = (n:l). Tout caractére ¥ e AN[p] est
tel que |x| = ¢ p-presque-partout oll c est une constante > O (on dira
plus loin que p a la "propriété du module constant" dans l'algébre

N[p]) .

Démonstration : Le corollaire peut étre déduit du théoréme 4 sans
utiliser explicitement que p est un produit de Riesz, a 1l'aide du lem-

me suivant de portée plus générale.

Lemme 2 : Soit une mesure positive p €eM(G) ayant la propriété que,
quelle que soit O <v <<y, on ait yu *v-«uz. Alors tout caractére
X € AN[u] est tel que |x| =c p-presque-partout ofi c est une constante

positive.

Démonstration : Remplagant X par |X| on se raméne au cas ol ¥ >O.

Soient M et m, respectivement, la borne supérieure essentielle et la
borne inférieure essentielle de ¥ dans L™ (u). Supposons m <M et soit
€ >0 tel que m+e <M-¢. On aura mg<x(x) <m+¢e, U-pp sur un borélien
A de mesure p(A) >0 et de méme M -¢ <X (X) <M sur un borélien B de me-
sure U (B) >0. Considérons les mesures o =1A.u et 1= 1B.u. I1 résulte

de la relation fonctionnelle (1.2.1) que

X (x+y) = x(x) x(y) < (m+e)M G X u-pp

X (x) < (m+e)M O % U-pp.
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En utilisant 1'hypothése du lemme on en déduit
2
(2.3.7) x(x) ¢ (m+e)M v -pp.

D'autre part, toujours d'aprés (1.2.1),
2
X (x+y) = x(x) x(y) > (M-¢) T X T-pp
d'ol

(2.3.8) x(x) 3 (M-e)? >pp .

Comme 12 <<u2, les propriétés (2.3.7) et (2.3.8) sont incompatibles
si 1'on choisit ¢ assez petit. On a docnc nécessairement m = M, ce qui

démontre le lemme.

3 - L-sous-algébres de M(G)

Définition 2 : Une L-sous-algébre de M(G) est un L-sous-espace (cf

chapitre I-5) qui est une algébre pour la convolution.

3.1 - Spectre d'une L-sous-algébre

Soit M une L-sous-algébre. Donnons une description de son spec-

tre de Gelfand noté AM (ensemble des caractéres de l'algébre). De fa-

¢on claire un élément Y eM' sera un caractére de M si et seulement si
sa restriction & chaque sous-algébre L(w) (w2<<w) est un caractére,
ce qui s'écrit d'aprés (1.2.5) pour u, v eL(w)

Xw(u *V) = (qu) * (va)
ou aussi bien
(3.1.1) x(u* v) = (xu) * (xv)

cette derniére relation ne faisant plus intervenir w, étant valable
pour u, v eM. Quelles que soient p'<<uy et v'<<v, (3.1.1) peut s'écri-

re
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[ ' = ') % v
XU*V(U *v') (XulJ ) (X\) )
et en intégrant

[
un*v(x+y) d(u' xv') = JXU(X)Xv(y) d(u'xv'")

ce qui équivaut a la relation ponctuelle

(3.1.2) xu*\)(xw) . XU(X) X, (¥) U X v-pp

Inversement il suffit d'intégrer (3.1.2) par rapport a u Xxv pour véri-
fier qu'on a bien un caractére.

(3.1.3) En résumé : AM peut &tre décrit aussi bien par (3.1.1) comme

l'ensemble des L-opérateurs qui sont des homomorphismes de 1l'algébre

M que comme l'ensemble des formes yxeM' satisfaisant les équations

fonctionnelles (3.1.2) pour p, v eM. (Ce dernier point de vue a été

introduit pour la premiére fois par SREIDER [15]).

A partir des caractérisations (3.1.1) et (3.1.2) on vérifie im-
médiatement que AM est stable pour le produit de M'. Les identités
(5.2.7) chapitre I,s'écrivent ici en termes de transformée de Gelfand

i de ueM, pour ¢, Y eAM,
(3.1.5) B(oY) = (Yu)~(9) = (du) ~(¥) = (¢¥u) = (1)

(3.1.6) AM est un sous-semi-groupe de la boule unité de M', stable

par conjugaison. Pour tout X €AM, le module |x| et la partie polaire

X, sont dans AM et pour tout z €C avec Re(z) >0, lez est un élément
de AM. La topologie de Gelfand n'est autre que la topologie faible.

AM est compact si M contient §. En général AM U{O} est compact.
(3.1.7) A toute mesure u €M, on associe le semi-groupe
AM(u) = {xU ;X € AM}

image de A dans L¥(p) par l'application ¥ — X, qui est continue pour

les topologies faibles (et aussi pour les topologies fortes). AM(u)
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hérite des propriétés de AM. Il contient T (u) avec sa topologie.

AM(u) contient T (u) si M est unitaire.

4 - L'algébre M(G) et le semi-groupe A

4.1 - Le semi-groupe A. Le semi-groupe T.

(4.1.1) Lorsque M = M(G) on note simplement AM =A et pour toute mesu-
re u eM(G), AM(u) = A(p). Ay désigne le sous-semi-groupe fermé de A

constitué des éléments positifs.

(4.1.2) A contient I' avec sa topologie. En effet aussi bien la topolo-
gie de A que celle de T sont déterminées par les fonctions {, u € M(G).
A noter que, tout élément de I' étant de module 1, les topologies fai-

ble et forte de A coincident sur T.

Proposition 4 : Un &lément X €A est dans ' si et seulement si |yx| =1.

Démonstration : Pour un caractére x €A on a l'alternative suivante :

o

ou bien X ne s'annule pas identiquement sur L (G), alors yx coincide
avec un caractére du groupe sur Ll(G) et donc partout puisque Ll(G)

est un idéal ; ou bien X, =0, ¥ eLl(G), et alors Ix] #1.

(4.1.3) Le semi-groupe T, adhérence de T' dans A (pour la topologie

faible) est stable par conjugaison. On vérifie immédiatement que le

semi-groupe T(p) introduit au chapitre II pour une mesure u eM(G) est

aussi l'ensemble des xu avec x el (il n'y a donc pas d'ambiguité dans

la notation f(u)).

(4.1.4) Le semi-groupe I'\T : il peut se décrire d'aprés la proposi-

tion 4, comme l'ensemble des éléments de I' de module < 1, C'est un

idéal de T. Pour une mesure p eM(G), (F\T)(n) n'est autre que le se-

mi-groupe de fm(p) dont nous avons fait grand usage au chapitre II.
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En effet comme I' est plongé dans A avec sa topologie localement com-
pacte, pour toute suite généralisée d'éléments Yj de T', convergeant
vers X dans T, il est équivalent de dire que X ¢TI ou que Yj tend vers

1'infini dans T.

Proposition 5 : Pour toute mesure u eMy(G) et tout x €4 on a Ixu] =1.

Le L-projecteur hd de M(G) sur Md(G) est le plus petit élément de A;.

Démonstration : Md(G) n'est autre que Ll(Gd) ol l'on note Gyq le grou-
pe G muni de la topologie discréte. Un caractére quelconque x € A ne
s'annule pas sur Ll(Gd) qui contient §. Il coincide donc sur Ll(Gd)
avec un caractére de Gg (de fagon plus précise avec le caractére

X — SX(X)). Ceci démontre la premiére assertion. Il est facile de
vérifier que le projecteur hd est un caractére de M(G) car

(u*v)d =g *vd pour deux mesures quelconques u, v € M(G) (cf plus
loin (4.3)). Tout élément X €A, est tel que X, = 1 si u est discréte ;

donc X ;hd ce qui démontre la deuxiéme assertion.

4.2 - Mesures a puissances fortement indépendantes et phénomé&ne

de Wiener-Pitt.

Lemme 4 : Soit une mesure positive p eM(G) telle que A(u) contienne
une constante a, O < |a| <1. Alors
a) u est a puissances fortement indépendantes ;

b) A(u) contient toute constante de module ¢ 1 ;

.

c) le spectre de u dans M(G) est le disque |z| ¢|u

Démonstration : S'il existe x €A tel que XU = a, on a aussi |x| €4 et

leu =]al. On peut donc supposer X >0 et a >0. Pour tout entier n 31,

Xun =a" d'aprés (3.1.2). Pour tout x G, Xg. = 1 par la proposition 5;
X

de 1la ¥ n =a" toujours d'aprés (3.1.2). Soient deux entiers m#nz1.

Sk
m

. m P _ o . . n
Si 6X *u et o n'étaient pas étrangéres on devrait avoir a = a , ce
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qui est impossible. Ceci démontre (a). D'autre part, pour tout z eC
avec Re(z) >0, Xz eA et A(u) contient xi =a? ; i1 contient donc toute
constante non nulle de module ¢ 1; étant fermé& il contient aussi O.

Ceci démontre (b). Enfin (c) est une conséquence immédiate de (b) car

si x, =a, 8(x) =allu

(4.2.1) Remarque : En référence a la proposition 1, on peut se poser
la question de savoir si les propriétés (a) et (b) du lemme sont équi-
valentes. La réponse est négative comme le montre l'exemple (6.2.1)

plus loin.

(4.2.2) Exercice : Phénoméne de Wiener-Pitt.

Considérons un produit de Riesz °a (cf chap.II-7) avec O<a<1.
On sait que f(pa) (et & fortiori A(pa)) contient la constante a. Le
lemme 4 permet d'en conclure que le spectre de p, dans M(G) est le
disque unité. A partir de 1la on peut facilement mettre en évidence la
pathologie classique de M(G) ("Le phénoméne de Wiener-Pitt", cf DO]):

a) I n'est pas dense dans A : en effet la transformée de Fourier de

°a est a valeurs réelles.

b) M(G) n'est pas symétrique : sinon la mesure p_ qui est symétrique,
p Y q a

devrait avoir sa transformée de Gelfand réelle, ce qui n'est pas le
cas.

c) Il existe une mesure positive symétrique g eM(G) telle gque

G(y) > >0, (y el) mais gui n'est cependant pas inversible : il suf-

<1.

fit de prendre o =ed§ +p, avec O <e g

4.3 - Idempotents de A et décomposition de M(G)

Les idempotents de M(G)' sont les L-projecteurs de M(G) et cor-
respondent aux décompositions en somme directe de la forme M(G)= NONT
(chap.I-(5.2.8)). Il est équivalent de dire qu'on a un idempotent de

A ou que le L-projecteur est un homomorphisme d'algébres ou encore que
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. 5 L g < <
son image N est une sous-algébre et son noyau N un idéal. En résumé :

(4.3.1) Les idempotents de A sont les L-projecteurs sur les L-sous-al-

gébres de M(G) dont l'orthogonal est un idéal.

Décompositions liées aux topologies :

(4.3.2) Soit 1t une topologie de groupe localement compact sur G, plus
fine que la topologie initiale. Notons GT le groupe G muni de la topo-
logie T.

L'algebre M(GT) s'identifie a la L-sous-algébre de M(G) constituée des

mesures qui sont réguliéres pour la topologie t. Son orthogonal est le

L-sous-espace des mesures u telles que |u|(K) = O pour tout compact K
L L
de la topologie T. M(GT) est un idéal de M(G). En effet si u eM(GT)

et v e M(G), pour tout compact K de GT
e ) < [ul =0 alvl oo = o

On obtient ainsi une décomposition de M(G) qui est du type précédent
et qui généralise la décomposition classique en mesures discrétes et
mesures continues (correspondant au cas ol 1 est la topologie discré-

te). (cf chapitre VIII pour une discussion compléte).

(4.3.3) Notation : On désigne généralement par h; 1'idempotent de A

qui est le L-projecteur sur M(GT).

(4.3.4) Remarque importante : Parmi toutes les topologies localement

compactes sur G plus fines que la topologie initiale il y a notamment

les topologies Ty liées aux sous-groupes fermés de G, qu'on a intro-

duites au chapitre II-(8.5.4). (Ce sont les seules qu'on a rencontrées
jusqu'ici et ce sont les seules & intervenir dans les problémes liées
aux mesures idempotentes). Le L-projecteur correspondant sera noté dé-
sormais hTH ou plus simplement hH‘ Dans les chapitres II et III cette

notation était utilisée pour désigner le méme projecteur, mais res-

treint 3 un espace L(u) particulier (ce gui ne crée guére d'ambiguité
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car hHu désigne la méme chose dans les deux cas). Le théoréme 18 du
chapitre II peut étre reformulé en prenant le point de vue global ;
il est contenu dans le résultat général suivant (dont on trouvera une

démonstration et une extension au chapitre VIII).

Théoréme 5 (DUNKL - RAMIREZ [8]) : Pour toute topologie T localement
compacte sur G, plus fine que la topologie initiale, 1l'idempotent hT
est dans T (dans T\I si T est strictement plus fine que la topologie

initiale).

(4.3.5) Exercice : Tout é&lément x €A de module |¥]| =hT est de la for-
me X =h_y avec y eéT (et inversement). En effet si |x| =h_ on note
que ¥ =XhT et que ]xul =1 pour toute mesure u eM(GT). La restriction
de x & M(GT)coincide avec un caractére y de G, (proposition 4). Donc,
pour toute mesure u e M(G), XhTU = thu d'ol x =XhT =Yh1'

(4.3.6) Remarque : A tout caractére x sA on peut associer les idempo-
tents |x|° =1lim lel/n et |x|” =1im |x|™. |x|° est le plus petit idem-

n->+o n->+o
potent > |x| et |x| 1le plus grand idempotent < |

4.4 - Radical d'un L-idéal

Dans ce qui suit M désigne M(G) ou une L-sous-algébre guelcon-

que de M(G).

Remarques :

(4.4.1) Soit N un L-sous-espace de M. Pour un élément ¥ € AM il est
équivalent de dire que {i(x) = O (u €N}, ou que XU = 0 (u eN), ou enco-
re que les mémes propriétés sont vraies en remplagant x par x| ou
par 1'idempotent |x|° (La vérification est immédiate). L'ensemble des

caractéres x nuls sur N, constitue un idéal fermé du semi-groupe AM.

(4.4.2) Soit A un idéal de AM (ou simplement une partie de AM telle

que A.TcA). Pour toute mesure p eM il est équivalent de dire que
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fi(x) =0 (x €A), ou que XU =0 (x €A), ou que xu =0 (x €L). (L'hypothée-
se implique en effet que pour tout x e et tout y €T, on a
Xu(y) =fi(xy) =0).

On en déduit que 1l'ensemble des mesures p eM telles que [i(x) =0,

(x eA) est un L-idéal de M.

(4.4.3) Soit I un L-idéal de M. Tout caractére de I se prolongeant de
facon unique en un caractére de M, AI peut s'identifier & un sous-se-
mi-groupe de AM. Le complémentaire consiste des caractéres de M nuls
sur I et s'identifie au spectre de l'algébre M/I. En résumé

AM=ATIU AM/I) et AM\ AI = (M/I) est idéal fermé de AM.

(4.4.4) Le radical d'un L-idéal I, noté Rad I, est par définition,
l'ensemble des mesures p €M telles que {i(x) =0 ou, de fagon équivalen

te, xu =0, pour tout ¥ e AMNAI. C'est un L-idéal d'aprés (4.4.2).

(4.4.5) Notons que p eRad I si et seulement si hpy =0 pour tout idem-

potent h € AM\ AT. En effet il suffit de remarquer que si X & AM\ AI,

|x|° appartient aussi & AM\ AI d'apréds la remarque (4.4.1).

Lemme 5 : Soit I un L-idéal de M. Pour une mesure u €M, les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

a) |u|® L1, (nx1).

b) ]p]n 1 Rad I, (n>1).

c) Il existe un caractére idempotent h € AM\ AI tel que hu = 1.

Démonstration : On peut supposer u positive. Partons de la propriété

(a). Pour tout n 31, |u" |l et le rayon spectral de u dans

M/I = ”U
M/I est le méme que dans M. Il existe donc x €A(M/I) tel que

[(x)| =1lull. La mesure p &tant positive ceci exige que IXUI =1 ; ce-
ci prouve (c) en prenant h =|XIO. Inversement partons de (c). Pour
tout n>1 on a hun = (hp)n =un, tandis que hv = O pour toute mesure

v eRad I, ce qui prouve (b). Enfin (b) implique (a) trivialement.
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On peut déduire de 1la notamment une description de Rad I.

Proposition 6 (G. BROWN, W. MORAN [4]) : Soit I un idéal de M. Rad I

est l'orthogonal de l'ensemble N des mesures u €M telles que |u|nl_1

pour tout n > 1.

Démonstration : Le lemme 5 montre notamment que Rad I est orthogonal

=

4 1l'ensemble N des mesures p €M telles que |u|n¢,I. Il reste a véri-

fier ue toute mesure p n'appartenant pas & Rad I a une partie dans
q p

2

N. Orsi uygRad I il existe h =h” € AM\ AI, pour lequel huy # O, d'aprés

la remarque (4.4.5). La mesure v =hp est telle que hv = 1; elle appar-

=

tient donc & N par le lemme 5, ce gqui termine la démonstration.

(4.4.6) Exercice : Dans l'algébre M(G) on a Rad Ll(G)C:Mo(G). En ef-
fet on sait que si u ¢M,(G), T_(u) contient un élément > O

(cf chap. II-(3.2)). Autrement dit il existe ¥ eT\T tel que xu # O
ce qui est impossible pour p € Rad Ll(G) puisque ALl(G) =T.

I1 est facile de voir que si |u|" ¢L'(G) pour n assez grand, u
est dans Rad Ll(G), ce qui inclut en particulier les produits de Riesz
dans le cas ol les puissances ne sont pas fortement indépendantes (cf.
théoréme 2). Mais une mesure u peut étre dans Rad Ll(G) sans qu'aucu-
ne de ses puissances ne soit dans Ll(G). Il suffit pour s'en convain-

cre de considérer une mesure de la forme y 2 ol pour tout

iél Pk 7
k21 Py désigne un produit de Riesz tel que pﬁ_L Ll(G) si n<k et

n

Py eLl(G) si n>k.

5 - Résultats élémentaires sur le prolongement des caractéres

M désigne M(G) ou une L-sous-algébre de M(G).

5.1 - Prolongement des caractéres d'une L-sous-algébre

Soit N une L-sous-algébre de M. En dehors du cas ou N est un
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idéal, il y a des situations ou tout caractére de N peut se prolonger

en un caractére de M (en général de fagon non unique).

(5.1.1) si N" est un idéal on peut prolonger tout caractére de N par

procédé explicite suivant. Toute mesure p eM admet une décomposition

unique

et on vérifie immédiatement que pour deux mesures u, v eM,
(u *v)N = Uy *vN .

Etant donné x € AN on définit un caractére ¥ de M en posant

Xow> = A (u eM) .

X coincide avec X sur N et s'annule sur N©T (on peut le caractériser
ainsi). En particulier le caractére X =1 a comme prolongement le
L-projecteur de M sur N (il peut aussi se prolonger trivialement par

X =1, ce qui montre bien que le prolongement n'est pas unique). La si-

tuation qu'on vient d'envisager est comprise dans le résultat suivant.

Lemme 6 (J.L. TAYLOR [17]) : Soit N une L-sous-algébre de M telle que
L
N * N c:NL. Alors tout caractére de N peut étre prolongé en un caracté-

re de M.

Démonstration : Il suffit de vérifier que tout idéal propre I de N en-
gendre dans M un idéal propre J. Or J est l'ensemble des mesures qui
s'écrivent

u = E He % V. (. €I, v, eM, 1lgjg<n ;n3l),

L'hypothése entraine que

n
=7 N N GVIR .
My j=1uJ ( J)N
En particulier si u =ly sH est dans I, ce qui prouve que JNN = I et

assure que 1'idéal J est propre.
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(5.1.2) Exemple : Soit H un sous-groupe borélien de G et M(H) l'espa-
ce des mesures p e M(G) qui sont concentrées sur H. M(H)L est tout sim-
plement constitué des mesures v eM(G) telles que |v|(H) = 0. Il est
immédiat que M(H) est une L-sous-algébre de M(G). De plus pour deux

mesures positives p e M(H) et v eM(H)'L
U *v(H) = J V(H-x) du(x) = v(H) u(H) = O
H

ce gui prouve que | ¥V eM(H)L et donc que 1l'hypothése du lemme 6 est
vérifiée.

Ici on pourrait se passer du lemme 6 et donner un procédé cons-
tructif de prolongement. Toute mesure | € M(G) peut s'écrire comme som-

me finie ou infinie p= I § *u_+v avec pu, e M(H), les classes x_+H
n n n

X
n
deux 3 deux distinctes et |v]|(x+H) =0 pour tout x ¢G (les mesures

Gx *un sont uniques mais pas les un). Soit X un caractére de M(H).
n

L'application x — gx(x) est un caractére du groupe H sans topologie

gu'on peut prolonger en un caractére ¢ du groupe Gd’ On définit alors
un prolongement X de X en posant <¥,u> =3I ¢(xn)ﬁn(x). La vérification
que cette définition ne dépend pas de l'écriture et que X est bien un

caractére, est laissée au lecteur.

(5.1.3) Remarque : Pour une mesure p concentrée sur un sous—groupe bo-
rélien H et appartenant & une L-sous-algébre M de M(G), AM(u) est in-
dépendant de M pourvu que M contienne M(H) puisqu'alors tout caracté-
re de M(H) se prolonge a M. En particulier A(u) ne dépend que de u et

de H.

5.2 - Prolongement des caractéres de module 1.

Lemme 7 (G. BROWN, W. MORAN [5]) : Soit N une L-sous-algébre de M.
Tout caractére de N de module 1 peut étre prolongé en un caractére

de M.
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Démonstration : Soit x € AN tel que [x] =1. On peut supposer que N et

M contiennent § car, si ce n'était pas le cas,on pourrait toujours
prolonger d'abord x & N +@§ en un caractére de module 1. Pour toute
u eN', u#0, considérons la mesure v =Xu. Le rayon spectral de v est

&gal & |[u]|. Il existe donc ¢ €AM tel que

v, d = v A( =
1[5, o aul = T @)1 = Il
Comme p est positive ceci implique que xu¢u =c ol c est une constante
de module 1. Quel que soit k >1 et quelles que soient les mesures

k
Mo =8, Mys-+.suy de N, en considérant p =% [uj| et en utilisant 1'ar-

0 §=0

gument précédent, on voit qu'il existe ¢ € AM avec la propriété

X, .¢,. =¢ (0<3<k)
Uj U]

ol c est une constante de module 1. En fait c = §6X¢= 1 et ¢u_ =xu ’
J j

(O ¢Jj ¢k). Par compacité on en déduit 1l'existence de ¢ € AM tel que

¢U =xu pour toute mesure p €N, ce qui démontre la proposition.

(5.2.1) Exercice : L'argument précédent montre qu'en fait tout carac-
tére de module 1 est un point frontiére fort de AN et, & fortiori, un
point de la frontiére de Chilov (cf définitions dans [9]). (C'est une
autre fagon d'établir le lemme 7 puisqu'on sait, de fagon générale,
que tout caractére d'une sous-algébre qui est dans la frontiére de
Chilov est prolongeable; cf [9]). En effet soit X eAN, |x| =1 et V

un voisinage de x défini a 1'aide d'un nombre fini de mesures Hy =6,

Mpreesrty de N par les conditions
o) —a50010 < e (0<3j<k)
k

Considérons la mesure u =.Zo|uj|. La transformée de Gelfand de v =yu
j=

est de module maximum é&gal & |lull en x. De plus 1'argument du lemme 7

montre que tout &lément ¢ € AN ol [9(¢)| = ||yl| est tel que ¢, =x,- On

aura donc certainement |9| <|u] en dehors de V.
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On peut donner du lemme 7 l'application suivante. On conviendra
de dire que le spectre d'une mesure p dans M est cerclé s'il est sta-

ble par rotation autour de l'origine.

Théoréme 6 : Soit p €M une mesure a puissances indépendantes.
a) AM(u) contient toute constante de module 1.

b) le spectre de u dans M est cerclé.

Démonstration : Notons N =N[u] la L-sous-algébre engendrée par u.

D'aprés la proposition 1, quel que soit c, |c| =1, il existe ¥ e AN tel
que X, =c ; de plus le =1. Par le lemme 7, x se prolonge en un carac-
tére X € AM, et XU =c, ce qui démontre (a). Pour tout ¢ € AM, on aura

f(X¢) = cfi(¢d) ce qui prouve que le spectre de u contient en méme temps

que {i(¢) tous les nombres complexes de méme module.

Remarques :

(5.2.2) Pour une mesure positive p les propriétés (a) et (b) du théo-
réme 5 sont équivalentes et impliquent que p est & puissances indépen-
dantes. En effet le rayon spectral de u est &gal & |u|| et si (b) est
vraie, pour toute constante c, |c| =1 il existe x € AM tel que

i(x) =cllull, ce qui entraine nécessairement X, = c-

=

6 - Mesures 3 spectre connexe, & spectre disqué.

6.1 - Considérons une mesure p dont le spectre dans M(G) n'est

pas connexe. On peut écrire
Spu = {i(A) = KoU K,

ol K, et Ky sont deux compacts disjoints non vides de C. Cette décom-

position induit une partition de A en deux ensembles compacts ouverts.

D'aprés le théoréme des idempotents de Chilov (cf [9] p.88) il existe
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une mesure idempotente n eM(G) telle que

Al (x) 0 si ﬁ(x)aKo

Alx) =1 si 0(x) ek,

(6.1.1) Remarque : Si I' est connexe, G n'a pas de mesure idempotente
non triviale et la situation précédente ne se présente pas. Toute me-

sure est a spectre connexe.

S'il existe effectivement une mesure idempotente n avec la pro-
priété indiquée, considérons d'abord le cas le plus simple ol c'est
une mesure élémentaire de Ll(G). Montrons alors que ]u]n ¥ Ll(G) pour
au moins un entier n >1 (et donc pour tout n assez grand). Dans le cas
contraire, d'aprés le lemme 5, il existerait un caractére x e AN T pour

lequel xp =up. Soit y_e€T tel que A(y_ ) =1 et fi(y ) € K,. Comme
o] o o 1

ﬁ(xyo) = ﬁ(yo) on aurait aussi ﬁ(xyo) = 1 ce qui est impossible car
o

nelL (G) et xn = O.

s

On peut ramener le cas général a cette situation particuliére.

Pour tout sous-groupe compact H de G, si 1'on note hH =hT le L-pro-
H
jecteur de M(G) sur M(GT ), on a, pour X €4, ﬁ(hHX) = ﬁH(X) et
H
A(hyx) = Az (X) ; par conséquent

igx) = 0 si gy OO K,

1]

nH(x) 1 si uH(x) eK, .

Or on sait qu'il existe H compact pour lequel n, est une mesure &lé-
P P H

mentaire non nulle de L(mH) (chap.II-(8.5.8)). C'est exactement la si-

s

tuation précédente quitte a& remplacer la tomologie initiale par la to-

pologie T . On en concluera donc que lqun_y Ll(GT ) pour un entier
H

nzl. Compte tenu du fait que IuH]n =(|u|n)H on peut é&noncer :

Théoréme 7 : Soit p €M(G) une mesure telle que pour tout sous-groupe

compact H de G,

™ 1nte, ) (n>1).
H

147



B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

Alors le spectre de u dans l'algébre M(G) est connexe.

Note : L'hypothése du théoréme se laisse reformuler de fagon un peu
plus concréte, sans référence a une topologie : pour tout sous-groupe

compact H de G, & *|p|®Lm,, xeG, n3z1.

HI
Exemples : L'hypothése du théoréme est notamment satisfaite dans les

cas suivants :
(6.1.2) p @ puissances fortement indépendantes.

(6.1.3) p @ puissances indépendantes et p symétrique (ou seulement
u~H) .

Ceci résulte directement de la proposition 2 en remarguant sim-
plement que les propriétés (6.1.2) et (6.1.3) sont vraies non seule-

ment pour p mais aussi pour toutes les mesures uy.

(6.1.4) u fortement continue et IulnL,Ll(G), (n>1).
C'est le cas des produits de Riesz envisagés en (2) pour les-
uels I |a.
auete 5, 1oy
que (2.2.1). Mais c'est aussi le cas dans des situations bien diffé-

]n = 4+« pour tout n >1, d'aprés le théoréme 2 et la remar-
rentes. Considérons par exemple dans TZ un sous-groupe & un paramétre
dense H. Il est facile de vérifier que toute mesure py continue con-
centrée sur H est fortement continue car tout sous-groupe compact de
Tz a avec H une intersection dénombrable. De plus il est clair que
toutes les puissances u" étant concentrées sur H sont singuliéres.
Plus généralement on peut considérer une topologie 1 du groupe
localement compact sur G strictement plus fine que la topologie ini-

tiale et pour laquelle il n'existe pas de topologie 1, >71, avec H

H
sous—-groupe compact,sauf la topologie discréte. Alors toute mesure
continue u eM(GT) aura la propriété (6.1.4). Il est vrai que ces si-

tuations peuvent étre abordées plus simplement (cf remaraque (6.1.7)).

(6.1.5) p continue dans T et a puissances indépendantes.
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Les seuls sous-groupes compacts étant finis, il suffit de véri-
fier que u a ses puissances singuliéres pour étre dans le cas (6.1.4).

Or ceci résulte de la proposition 2 (c).

(6.1.6) p a puissances indépendantes dans un groupe de torsion.

On utilise la proposition 2 (d) dans tous les groupes G, -
H

(6.1.7) Remarque : Soit 1 une topologie de groupe localement compact
sur G, plus fine que la topologie initiale. Tout caractére de M(G.)
se prolongeant en un caractére de M(G), le spectre d'une mesure

u eM(GT) est le méme dans M(G) et dans M(GT). Si G; n'a pas de sous-
groupe compact distinct de {0}, il n'existe pas dans M(GT) de mesure
idempotente non triviale et par conséquent le spectre de p est con-
nexe (cf (6.1.1)). Ce sera le cas si GT contient R" comme sous-grou-
pe ouvert pour un n >1. (cf & ce sujet la description des topologies
T qui est faite au chapitre VIII). En particulier toute mesure con-
centrée sur un sous-groupe a n paramétres de G a son spectre connexe.

6.2 - Mesures 3 puissances indépendantes a spectre disqué.

Considérons une mesure p #0, continue et & puissances indépen-
dantes. On a vu (théoréme 6) que le spectre de u dans M(G) est cerclé.
D'autre part p étant dans 1'idéal des mesures continues n'est pas in-
versible et son spectre contient O (on a d'ailleurs remarqué au cha-
pitre II-(8.4) que T (u) contient O). Deux cas peuvent donc se présen-
ter : ou bien le spectre de y est un disque (on dira qu'il est dis-
qué) ; ou bien, n'étant pas réduit & O, il n'est pas connexe. Ce der-
nier cas est exclu si 1'hypothése du théoréme 7 est vérifiée. On re-
marque d'ailleurs que cette hypothése implique la continuité de p (en
prenant pour Ty la topologie discréte). On peut donc énoncer le résul-

tat suivant, compte tenu des remarques (6.1.2) a (6.1.6).

Théoréme 8 : Une mesure p e M(G) a puissances indépendantes, a son
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spectre disqué dans tous les cas suivants :

a) u est a puissances fortement indépendantes ;

b) p est symétrique (ou seulement p~j) ;

c) G =T et p est continue ;

d) G est un groupe de torsion ;

e) U est continue et concentrée sur un sous—-groupe & n paramétres

de G.

Note : J.M. WILLIAMSON [20] avait montré que le spectre d'une mesure
positive symétrique, a une infinité de points sur l'axe réels. Le
théoréme 8 est établi pour G =T,IR par J.L. TAYLOR [16][18] en utili-
sant la théorie des points critiques exposée dans la partie suivante
de ce chapitre. Une version générale du théoréme est démontrée par
W.J. BAILEY, G. BROWN, W. MORAN [1] par une méthode plus élémentaire

dont la ndtre n'est qu'une variante.

(6.2.1) Exemple : Le fait que toute mesure u & puissances fortement
indépendantes soit a spectre disqué n'implique pas nécessairement que
A(u) contienne une constante c, O <|c| <1, comme le montre l'exemple
suivant.

On considére les produits de Riesz [ O<a<1/2, construits
sur un méme ensemble dissocié (cf chap. II-7) entre lesquels on a les
relations Pg *Pp =04+ Pour tout x €A on sait que Xoa est une cons-
tante qu'on notera c(a) (th.3 ou cor. th.4). La fonction c(a) doit
satisfaire la relation c(a).c(b) =c(ab) pour O <a,b <1/2. D'autre part
on sait que pour tout x eG, 6X *pa_L fp si a #b (chap.II-(7.4) ou con-
séquence immédiate du lemme 1).

On choisit a et b de telle sorte que Log a et Log b soient ra-
tionnellement indépendants et que, de plus, on ait b <a2/2. Alors les

q

mesures pg *0p correspondant a des couples d'entiers (p,q) distincts

avec p+q >0, sont orthogonales ainsi que leurs translatées et il en
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résulte immédiatement que o =p to, est d puissances fortement indépen-
dantes. Par ailleurs s'il existait x €A tel que X, =C avec O <le] <1,
on aurait c(a) =c(b) et on pourrait écrire c(b) =c(a)2 c(b/az) ce qui
donnerait c(b/az) =c7l. or ceci est impossible car |c_l[ >1 et on
aboutit donc & une contradiction. (A noter que l'exemple reste vala-

ble si 1'on se place dans la L-sous-algébre engendrée par Par Pp et

pb/az)-

7 - Points critiques

La notion de point critique dans le spectre d'une algébre de me-
sures a été introduite par J.L. TAYLOR [16] [18]. C'est une notion im-
portante mais qui n'est pas indispensable dans beaucoup de questions.
Ainsi nous nous en sommes passés dans les chapitres antérieurs. Mais
elle est sous-jacente a certaines démonstrations des chapitres II et
III, que l'on pourrait trés bien reprendre en adoptant le point devue
actuel et en mettant en lumiére le rdle des points critiques. Inver-
sement les chapitres suivants qui en font un usage plus systématique
pourraient é&tre écrits, pour 1l'essentiel, de fagon plus E&lémentaire
et avec le point de vue "local". C'est affaire d'opportunité. Nous
avons choisi de faire coexister plusieurs approches en montrant com-
ment on passe de l'une & l'autre plutdt que de céder au dogmatisme de

l'unité a tout prix.

7.1 - Remarques et définitions

(7.1.1) Le caractére 1 est isolé dans A4 ; le groupe des caractéres
de module 1 (i.e. I') est ouvert dans A. En effet l'ensemble des carac-
téres de module < 1 n'est autre que 1l'ensemble des caractéres nuls

sur Ll(G) (prop.4) et est donc fermé.
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(7.1.2) Idempotent hT : Pour toute topologie 1 de groupe localement
compact sur G, plus fine que la topologie initiale, 1'idempotent hT
(4.3.3) est isolé dans l'ensemble des caractéres positifs ¥ shT ; le
groupe des caractéres X €A tels que |x| =h_ est ouvert dans le semi-

T
groupe compact des caractéres de module ix] <h_ (équivalent a ¥ =th).

T
C'est le méme argument qu'en (7.1.1) en remplagant G par G,
(cf (4.3.5)). Notons qu'on peut identifier AM(GT) au semi-groupe

x| <h_ et sL'(G) au groupe |x| =h_.

(7.1.3) Comme l'on sait que les idempotents h_ sont dans T (th.5) on
T

peut faire les mémes remarques en se restreignant a I' ; on verra que

la situation est plus simple dans ce contexte.

Il est commode de poser la définition générale suivante oua /A dé-

signe une partie quelcongue de A ou de A(u) pour p €M(G).

Définition 3 : Un élément ¢ ¢/t est critique dans A s'il ne peut &tre

approché dans A par des éléments de module < |¢] .

Remarques :

(7.1.4) La définition précédente peut s'entendre aussi bien pour la
topologie forte que pour la topologie faible puisque la convergence
vers ¢ dans l'ensemble des é&léments de module <|¢| est toujours forte

(cf chap.I-(5.3.1)).

(7.1.5) Tout élément de module minimal d'une partie fortement ouverte

de N est critique dans A.

(7.1.6) Tout élément ¢ critique dans A ou A(u) est nécessairement de
module idempotent, sans quoi on pourrait l'approcher par la suite

l+l/n. Ce n'est plus vrai si l'on se place dans T ou I (u). Mais on

¢

s'intéressera essentiellement aux éléments critiques de module idem-

potent.

Le lemme suivant est valable dés que A est un semi-groupe stable
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par conjugaison, en particulier pour A, A(u), T, T(.

Lemme 8 : Pour tout élément ¢ €A de module idempotent |¢| =h, les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

a) ¢ est critique dans A.

b) h est critique dans A, (i.e. point isolé de l'ensemble des élé-
ments de A positifs < h).

c) L'ensemble des éléments de module > h est ouvert dans A.

d) Le groupe des éléments de module h est ouvert dans le semi-groupe

des éléments de module < h.

Démonstration : (Notons que si ¢ e et |¢] =]¢]2, h =|¢[2 =¢ ¢ est
aussi dans A). Vérifions d'abord 1'équivalence de (a) et (b). Suppo-
sons que ¢ soit critique. Il ne peut exister dans A, de suite généra-
lisée ¢j <h, convergeant vers h, sans quoi ¢¢j convergerait vers ¢h=¢
avec |¢¢j[ <|¢]. Inversement si (b) est vrai aucun élément ¢ de modu-
le h ne peut &tre limite d'une suite généralisée ¢4 avec |¢j| <h sans
quoi, la convergence ayant lieu également pour la topologie forte,
h=|¢|2 serait limite forte dans A, de |¢j|2 <h. Pour é&tablir (c) on
remarque que la propriété |x| >h est éguivalente i |xh|] =h. Pour tout
X €A on a soit |xh| =h, soit |xh| <h et 1'ensemble des X tels que

|xh|] <h est fermé dans A ; sinon il existerait x tel que |xh| =h, 1li-
mite d'une suite généralisée X4 avec ]th[ <h. L'élément xh de module
h serait lui-méme limite de xjh et ne serait pas critique. (d) est une
conséquence immédiate de (c) et implique évidemment (b). Ceci termine

la preuve du lemme.

(7.1.7) Remarque importante :

Beaucoup de démonstrations des chapitres II et III reposent sur
l'existence d'un élément de module minimal et idempotent dans une par-
tie ouverte et fermée de F(u), c'est-a-dire un point critique de T (u).

De fait il est facile de passer du point de vue local au point de vue

1563



B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

global, ce qui permet de resituer les résultats antérieurs dans ce

qui va suivre.

Lemme 9 : Soit p eM(G) et h un idempotent critique de A (n)
(resp T(n)). Il existe un plus petit idempotent critique h' de A

(resp T) tel que h& =h.

Démonstration : Le semi-groupe fermé des éléments Y e A, (resp f+) tels

que XU >h est ouvert dans A, (resp F+) comme image réciproque par

X = Xy d'une partie ouverte de A(p) (resp T'(p)) (lemme 8 (c)). Il pos-
séde un élément minimal unique et idempotent h' tel que hd =h

(lemme 11 chap.I) et h' est critique dans A (resp T). Il est clair que

h' est minimal pour cette propriété.

7.2 - Idempotents critiques de T

(7.2.1) Le groupe Fh : on note ainsi pour tout idempotent h ef, le
groupe des éléments ¥ eT de module h.

Fh sur lequel topologies faible et forte coincident, est un
groupe topologique (cf chap.I-(4.4) et (5.3.1)) d'unité h. L'applica-
tion y =+ hy est une injection continue d'image dense de TI' dans T.
Elle est injective car pour tout x eG, héx =8y (prop. 5) et si y #1
il existe x tel que

§thy) =8, (v) #1 =28 (h).

Elle est d'image dense car si ¥ th est limite d'une suite généralisée
Yj d'éléments de T, hyj converge aussi vers hy =yx.
Remarquons que si f est un caractére continu du groupe Ty

Y= f(hy) est un caractére de I' ; il existe donc x £€G, unique, tel que
£(hy) = 8, (y) = 8, (hy) (y el)
et par prolongement

f(y) = 8_(x) (x eTy) -
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Inversement il est immédiat que tout x e G définit ainsi un caractére

de Ty si 1l'on note que Xg = §_(x) .
X

X

Le théoréme suivant caractérise les idempotents critiques de T,

compte tenu du théoréme 5 et de la remarque (7.1.2).

Théoréme 9 : A tout idempotent critique h de T correspond une topolo-
gie 1 de groupe localement compact sur G, plus fine que la topologie
initiale, telle que

a) le groupe Fh est localement compact et s'identifie au dual de GT
de telle sorte que la transformée de Fourier-Stieltjes d'une mesure
de M(Gr) dans la dualité (GT'Fh) coincide sur Fh avec sa transformée

de Gelfand ;

b) h est 1'idempotent hT associé a la topologie 1 (cf (4.3.3)).

Démonstration : Si h est un idempotent critique de T, I, est ouvert
dans le semi-groupe compact des éléments ¥ €T tels que |x| <h

(lemme 8 (c)) ; il est donc localement compact. On a vu que son dual
s'identifie algébriquement a4 G par le couplage Sx(x). Désignons par T
la topologie duale sur G. La transformée de Fourier-Stieltjes d'une

mesure y eM(GT) dans la dualité (GT,Fh) est donnée par
(7.2.2) wix) = j6x(x) dp (x) (x eTy) .
Enparticulier

(7.2.3) fi(hy) = JSX(Y) du (x) = fi(y) (y el)

Pour tout élément ¥ ely limite d'une suite généralisée Yj d'éléments
del, on a aussi x =hy =1lim hyj ; 11 résulte donc de (7.2.3) par passa-

ge a la limite
(7.2.4) fx) =a(0) (x eT})
cequi démontre la partie (a) du théoréme.

Pour toute mesure u eM(GT) on vérifie que y =huy car, d'aprés (a)
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et (7.2.3)!
(hu) = (y) = fi(hy) = fi(y) (y eT).

Inversement montrons que toute mesure uy e M(G) telle que py =huy appar-
tient a M(GT). Il suffit de vérifier pour une mesure positive. Or

quelle que soit la mesure positive p eM(G), la fonction {i(x) est con-
tinue et de type positif sur Fh : pour tout n »1, pour tout choix de

Xj th et de coefficients complexes Cj’ 1<j<n, on a bien

b c.c. Blxyxs) = <

i 2,U> > 0.
1<i,jg<n J

L c.X
i

| ;|
j lcign 171

Par le théoréme de Bochner, il existe v eM(GT) telle que

V(x) = 0(x) (x eTy)

Ici on suppose p =hpy et on a v =hv par la premiére partie de 1l'argu-

ment, ce qui permet d'écrire, pour y eTl,
O(y) =(hv)~(y) = 9(hy) = A (hy) = (hu)~(y) =0(y)
et d'en conclure que pu =v. Ceci termine la preuve du théoréme.

(7.2.5) Remarque : Les seules topologies qui sont intervenues dans
les problémes traités jusqu'ici sont des topologies T =Ty définies a
1'aide d'un sous-groupe compact H de G comme on 1l'indique au chapitre
II-(8.5). Ce sera le cas dans la plupart des problémes qui font inter-
venir des mesures idempotentes. Plus précisément si une topologie T
est telle que Ll(GT) contienne une mesure idempotente n, le stabili-
sateur de f| est compact ouvert dans GT et il en est de méme du groupe
support H de n dans GT. Sur H compact la topologie t colncide avec la
topologie initiale. T n'est autre que Tye
(7.2.6) Exercice : Soient n une mesure idempotente, h un idempotent

de T tel que hn #0 et que h soit minimal dans f+ pour cette propriété.

=l

Alors h est critique dans et s'identifie & un idempotent hT ;
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1

hn est une mesure idempotente &lémentaire de L (GT) et T est une to-

pologie T (La vérification qui est laissée au lecteur, peut se fai-

H*

re & l'aide des résultats du chapitre II ou directement a partir du

théoréme 9 comme dans 1l'exercice suivant).

(7.2.7) Exercice : On pourrait utiliser le théoréme 9 et la remarque
(7.2.5) pour établir les théorémes du chapitre III. Ainsi pour le
théoréme 2, 1'argument qui est détaillé dans [13] peut &tre résumé
comme suit. Soit y une mesure e-quasi-idempotente et ¢ un élément de
module minimal de T tel que |fi(¢)| >1. Si 1l'on peut affirmer que

|¢]2 =|¢|, h=]9| est un idempotent critique de T et s'identifie & un
idempotent h_. L'ensemble des x T} tels que [ ()~ ()| 21, qui est
aussi l'ensemble des x €T tels que |x| <h et [A(x)] >1 (compte-tenu
de la minimalité de h) est un compact ouvert de Fh. Par le théoréme 9,
il existe donc une mesure idempotente n eLl(GT) telle que A(x) =1 1la
ol | (hu)~(x)| >1 dans Ty =6T. En particulier 1 est une topologie Ty
par la remarque (7.2.5) et hy est la mesure My du théoréme 2 chapi-

tre III.

(7.2.8) Retour (sur les mesures fortement continues) : si 1'on veut
(au vu du théoréme 9) faire jouer le méme rdle a toutes les topoloagies
localement compactes sur G, on est conduit 3 modifier comme suit la

définition 4 du chapitre II-(8.5). (Suivant les cas on adoptera 1l'une

ou l'autre définition !).

Définition 4 : Une mesure p e M(G) est fortement continue si hTu =0

pour toute topologie 1 de groupe localement sur G, strictement plus

fine que la topologie initiale.

On peut également utiliser le théoréme 9 pour établir le crité-
re suivant (lemme 10) qui est une variante du lemme-clé de [10] et dont

nous donnerons quelques applications.
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Nous reprenons les définitions du chapitre III. Notamment, pour
deux mesures e-quasi-idempotentes p et v, nous écrivons {1~V si
P(y)~S(y), vy el , ce qui est équivalent par passage a la limite a
A(x)~9(x), x el ,(chap.III-(1.2)).

Lemme 10 (B. HOST, F. PARREAU) : Soit p €M(G) une mesure e-quasi-idem-
potente. Pour qu'on ait -7 avec n idempotente, il suffit que, pour
tout ¥ ef, les implications suivantes soient vraies.

(7.2.9) @ (Ux1 ™0 - 0,m>1)=> (1 (0 ~ 0)

(7.2.10) (ﬁ(lxlzmx) ~ lm2l)=>({(x) ~ 1)

Démonstration : Nous reprenons pour l'essentiel la démonstration de

B. HOST et F. PARREAU dans [10]. Nous renvoyons au chapitre II pour
les propriétés des mesures dont la transformée de Fourier est a va-
leurs entiéres. Nous utilisons en particulier que,pour de telles me-

sures n et pour tout ef, Ianz =Ixn| et

ﬁ(lxlzmx) =7 (x) (m>1).

a) Désignons par N l'ensemble des ¢ EF+ pour lesquels il existe une
mesure idempotente n telle que (¢u)~~(¢n)~. La mesure n n'est pas uni-
que mais la mesure ¢n, également idempotente, est bien déterminée ;
nous la noterons n¢ ; comme ¢§ =¢n elle est telle que ¢n¢ =n¢. Pour ¢,

Y €A, nous pouvons écrire

(¢nw)‘(Y) =ﬁw(¢Y)~(Wu)‘(QY) = (oY)~ (v) (y er)
(¥ny) = (v) =ﬁ¢(WY)~(¢u)‘(VY) = (o¥u) " (v) (y eT)
et donc
(7.2.11) dny = ¥n,

Si 1l'on considére la mesure
n=ng +ny -Wn¢

on vérifie immédiatement que Ny =¢n et ny =¥n. Cette propriété de
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recollement s'étend & un nombre fini de mesures n¢. A noter cependant
que la mesure n n'est plus idempotente mais que f est a valeurs en-
tiéres dans T.

b) Pour tout ¥ el tel que lez €A, en notant n =n 5
[x!
~ -~ 2 . - 2
S 2n=x %~ OxI®mo = adxl® ed)
et en particulier, quel que soit m>1,
- 2 - 2 ~
8% ™ ~adx M) = Ao (yer).

Les hypothéses (7.2.9) et (7.2.10), écrites avec xy au lieu de ¥, don-
nent

(7.2.12) (xw) ~(y) = 8xy) ~nxy) = (xn)~(y) (y eT).
Ceci montre notamment que pour ¢ ef+ , ¢ e\ dés que ¢2 eh.

c) Il s'agit de prouver que 1 e A. On vérifie sans peine que A est un

ensemble fortement ouvert et fermé de T,. Dans le cas ol 1 ¢ A l'en-

semble fortement fermé f+\ A posséde un élément minimal h (cf
chap.8-(4.5.1) et (5.3.2)) ; h est idempotent sans quoi h2 <h, serait
dans A ; h est critique puisque f+\\A est fortement ouvert (lemme 8).

h s'identifie donc & un idempotent h,. pour une certaine topologie Tt

(théoréme 9).

d) On considére 1l'ensemble Ah des ¢ ef+ tels que ¢ <h, qui est com-
pact puisque h est critique, et contenu dans A. On va voir que les me-
sures n¢ , ¢ eAh , sont en nombre fini.

Il suffit pour cela de vérifier que l'ensemble des ¢ eAh tels
que n¢ =n est ouvert dans Ah. Sinon il existerait une suite générali-

sée ¢j convergeant vers ¢ dans Ah’ pour laquelle n # n . Comme ¢n =1,

¢
_ J
(de)n converge fortement vers 1 dans T (n) fortement discret ; donc

¢jn =n & partir d'un certain rang. Dire gque n¢ #n c'est dire que
J

(©ju)‘¥(¢jn)‘ et qu'il existe vy el tel que ﬁ(¢jyj)¥ﬁ(¢jyj).

Ala limite, pour une valeur d'adhérence y de ¢jy. on aura

J ’
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(7.2.13) 100¥ Ax)
avec (cf chap.I-(3.3.1) et (5.3.1)) |x| <11m|¢jyj| = ¢, et donc

|X|2 <¢ <h. Ceci implique en particulier que |X]2 est dans A et d'a-
prés (7.2.12)

(7.2.14) gaix) v nlxlz‘(x)

De plus ici, comme |y| <¢ et que tout &lément de F(n|”|2) est de mo-
X

dule idempotent, on a

B 2 _ 2 _
Mgpz = AT g2 = Dl e = gy
donc, d'aprés (7.2.11)
2
|

)20 = Ix12n, = onyui2 = o2
o [ x| [ x|

et suivant la remarque faite au début

~ - 2 2 . -
(7.2.15) A0 = aUxI9) =UxI" )00 = M EROAE
On a bien une contradiction entre (7.2.13) (7.2.14) et (7.2.15).

En conclusion, les mesures n ¢ eAh , sont en nombre fini. On

¢ ’
pourra les écrire n¢ =¢n a l'aide d'une méme mesure n construite par
recollement, qui est telle que A(T')c Z et hn=n (cf (a)).

e) On compare ensuite hyu et hn qui sont dans M(GT). Pour tout le<h,

Ix]2 en et iy |2 =|x|%n ; d'aprés (b) (7.2.12)

B0 - Ux12m=00 = A0
L'ensemble des X €T tels que |x| <h et Ti(x)¥ A(x) est compact et con-
tenu dans T . C'est un compact ouvert de T =éT. Il est possible via
le théoréme 9 de corriger n par une mesure de M(GT) de fagon que 7 (x)
reste a valeurs entiéres et que {i(x) ~ A (Xx) X ely . On peut ensuite
remplacer n par une mesure idempotente de M(GT) tout en conservant
cette derniére propriété (ce sont 1la des constructions classiques fa-
ciles sur un groupe localement compact). On en conclut finalement que

pix) ~ nx) (x eTy)
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et en particulier
(hp) = (y) = fi(hy) ~ A(hy) = (hn) "~ (y) (ye D)

ce qui prouve que h est dans A contrairement a sa définition. Ceci

termine la démonstration du lemme 10.

(7.2.16) Exercice : Les propriétés (7.2.9) et (7.2.10) sont également
nécessaires pour avoir { ~ i avec n idempotente. La vérification est
immédiate avec la remarque faite au début de la démonstration précé-

dente.

On va voir que le lemme 10 permet de déduire le théoréme 3 du
chapitre III sur les mesures ec-idempotentes, directement du lemme 2,
chapitre III. De fait, nous allons établir un résultat plus général
(théoréme 10). Commengons par faire la remarque suivante.

Pour tout y €T et toute mesure u e M(G)

- 2m _ 2m
alxl x)—Jlxul X, du

de sorte que le lemme 2, chapitre III, écrit pour XU , peut se refor-
muler comme suit dans le cas d'une mesure p e-quasi-idempotente :
pour X €T 1'implication

(@xI1?™0) - 0, m21) => (3 (x) ~0)
est vraie si on suppose [u]] <C|Log €|, o2l C désigne une constante
absolue (qui peut étre prise arbitrairement proche par défaut de
(Log(l+‘/_2))"l pour les petites valeurs de ¢).

On rappelle que les parties de T' qui sont des supports de
transformées de Fourier de mesures idempotentes constituent un anneau
de Boole : l'anneau engendré par les classes modulo les sous-groupes
ouverts de I', appelé plus briévement "anneau des classes" (cf

chap.III).

Théoréme 10 : Il existe une constante absolue C >0 pour laquelle la
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propriété suivante est vraie : soit E une partie de I'. On suppose que

pour un certain e, O0<e <1/3, il existe des mesures p et v telles que

e ] > 1 et o] < e siyeE

e ] < e et o] =21 siy ¢ E
sup{[lull, [[v[l} < clroge]| .

Alors E appartient & l'anneau des classes. (C peut étre prise arbi-
trairement voisine par défaut de (Log(1+»/7))—1 pour les petites va-

leurs de €).

Démonstration : Si 1l'on choisit pour C la constante du lemme 2 chapi-

tre III, d'aprés la remarque qui précéde le théoréme 10, les mesures
u et v vérifient chacune la propriété (7.2.9) du lemme 10. D'autre

part il résulte de 1l'hypothése, par passage a la limite, que
(7.2.17) [A(x) +9(x) ] » 1-¢ (x ¢ T)
(7.2.18) e (x) ()| < CelLog €] (x € T).
Tel qu'il est formulé, le théoréme est significatif pour les petites
valeurs de e ; dans tous les cas on peut toujours supposer, quitte a
diminuer C, que C e |Loge| <1. Supposons que pour un certain x €T, on
ait

~ 2m

[addx =Dl »1 m 3 1).
Alors on déduit de (7.2.18)

~ 2m

S Cx [0 ] < 1 (m > 1)
ce qui entraine automatiquement, wvu la nature de v, que

15(x12™0 | < e (m » 1)

et donc |9(x)| ¢ ¢ d'aprés la propriété (7.2.9). On en conclut par
(7.2.17) que |fi(x)]| » 1-2e > ¢, ce qui entraine automatiquement

[i(x)| > 1. Ceci démontre que la propriété (7.2.10) est vérifiée par
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la mesure p (et également par la mesure v). Les deux hypothéses du
lemme 10 se trouvent vérifiées et il existe donc une mesure idempo-
tente n telle que 1~ N, ce qui n'est autre que la conclusion du

théoréme 10.

Applications :

(7.2.19) Démonstration du théoréme 13, chapitre IIT :

Soit u €M(G) une mesure e-idempotente (déf.2, chap.III) et soit
E l'ensemble des y €T pour lesquels |fi(y) -1] <e. Les mesures (17t
et (l—e)_l(G—u) satisferont les hypothéses du théoréme 10, avec

e(1-¢) "} au lieu de ¢ si la condition

1

(1-e) "L (lull +1) < cluog (e (1-¢) 1y |

est réalisée. Ce sera le cas si ||u|| < C'|Loge| pour une constante
C'<C qui peut étre prise arbitrairement proche de C pour les petites
valeurs de €. Par le théoréme 10, E appartient alors a 1l'anneau des

classes ; autrement dit {I ~n pour une certaine mesure idempotente n.

En reprenant la terminologie du chapitre III-(5.1) on peut éga-

lement tirer du théoréme 10 la conséquence immédiate suivante :

Corollaire : Soit E une partie de I'. Si E et I'\E sont des quasi-Cohen,

alors E est un ensemble de Cohen.
Démonstration : Par hypothé&se il existe des mesures p et v telles que

[i(y)] =1 et V(y) =0 si vy eE

ity) =0 et )| > 1 siy ¢E

Les conditions du théoréme 10 (y compris la condition sur les normes)

sont bien vérifiées pour tout ¢ assez petit.

7.3 - Idempotents critiques dans A

Mesures critiques :
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(7.3.1) Notation h(U): Pour toute mesure py ¢ M(G) l'ensemble des ca-

ractéres x €A, tels que Xy =1 est un semi-groupe faiblement fermé qui

posséde un élément minimal unique et idempotent que nous noterons ﬁ“l
(7.3.2) Une mesure non nulle p eM(G) sera dite critique si h(U) est

critique. On dira aussi que p est critique pour un idempotent criti-

que hed si h=h(U).

Lemme 11 :

a) Une mesure p eM(G) est critique si et seulement si 1l'ensemble des
X €A, tels que XU =1, est ouvert et fermé& dans A, (i.e. 1 est criti-
que dans A(u)).

b) Pour tout idempotent critique h, il existe une mesure critique

pour h.

Démonstration : Une mesure y est critique si et seulement si 1'ensem-

ble des x eA, tels que ¥ zh(U) est ouvert (et fermé&) dans A, et il

est équivalent de dire ¥ ;h(U) ou Xu =1. Ceci prouve (a). Etant donné

h idempotent critique, soit N =h M(G) . Pour toute pu eN on a évidem-

ment h(u) <h et la suite généralisée h(U), u €Ny, converge vers h.
(w)

Puisque h est critique, nécessairement h =h dés que u >U, pour une

certaine mesure My e Ny. Ceci prouve (b).

(7.3.3) Exemple : (A la suite de (7.1.2)) Une mesure u eM(GT) est
critique pour 1'idempotent hT si et seulement si |u]r1# Ll(GT) pour
un entier n > 1. (En particulier toute mesure de Rad Ll(GT) est cri-

tique).

En effet dans le cas ol |u|" L tl(c,) pour tout n » 1 on sait

T
qu'il existe un idempotent h < h_ tel que hu =1 (lemme 5) et donc

h(u) <hT. D'autre part pour tout x €A4 tel que x <h, et xu =1 on a

aussi X[y[n = 1. si |ul™y Ll (c.) pour un certain n » 1, x ne s'annu-

T

le pas sur Ll(GT) et donc nécessairement ¥ =hr , ce qui prouve que
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_+ ()
h =h .
(7.3.4) L'idéal Ly ¢ Soit h un idempotent critique de A. Dans 1l'algé-
bre Nh =hM(G), on considére les mesures qui sont telles que Xy =0 si

0 <x <h et qui sont clairement des mesures critiques pour h. Elles
constituent un idéal noté Lh qui, dans le cas ol h =hT n'est autre
que Rad Ll(GT). Dans le cas général il n'est pas évident a priori que
L, ne soit pas réduit a 0. Le résultat suivant montre qu'il n'en est
rien. Il s'agit d'un des résultats les plus profonds sur M(G), dont
nous ferons peu usage, mais qui est central dans 1'étude des mesures

inversibles notamment.

Théor&me 11 (J.L. TAYLOR [16]) : Pour tout idempotent critique h de A
il existe une topologie T de groupe localement compact sur G, plus

fine que la topologie initiale, pour laquelle Lhn Ll(GT) 9.

Démonstration : Nous renvoyons a [16] car la démonstration sort un

peu du cadre des méthodes développées dans ce séminaire.

) B _ 1
Corollaire : h = hT et Ly = Rad L (Gr)

Démonstration : Toute mesure de Lyn Ll(GT) est critique a la fois

pour h et pour hT ; donc h = hT.

8 - La propriété du module constant

Note : L'essentiel des résultats de cette partie se trouvent sous une
forme ou une autre dans les travaux de G. BROWN et W. MORAN, notamment
[6] [7] [2]. on a cherché & en donner une présentation simple dans la

ligne du présent chapitre.

8.1 - Résultats généraux de pureté

Définition 5 : Soit M une L-sous-algébre de M(G). On dira qu'une me-
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sure g €M a la propriété "du module constant" dans M si, pour tout

X € AM, ]Xu[ est une constante. (Si l1l'on ne précise pas, M sera M(G)).

(8.1.1) Exemple : Le lemme 2 met en évidence une classe de mesures

U €M(G) qui ont la propriété du module constant dans 1l'algébre N[u],
qui comprend en particulier les produits de Riesz (sauf cas excep-
tionnels). Nous verrons plus loin d'autres exemples avec les produits

de convolution infinis de mesures discrétes.

(8.1.2) Remarque : Une conséquence immédiate de la définition est que
AM(u) ne contient pas d'idempotent différent de O ou 1. Pour tout
idempotent h € AM on considére la L-sous-algébre Ny =hM et 1'idéal

1
I, =N, . Alors ou bien yu eNh , ou bien eIh. Cette remarque est con-

h h

tenue dans la proposition suivante.

Proposition 7 : Soit I un L-idéal de M. Pour toute mesure u ayant la

propriété de module constant dans M, on a la dichotomie :
a) ou bien p eRad I

b) ou bien |[p|™ L I, (n31)

Démonstration : Si p gRad I on a vu (prop.6) qu'il existe un idempo-

tent h € AM, nul sur I et tel que hu# O . Nécessairement hu= 1, ce qui

implique que |[u|™L I (lemme 5).

Théoréme 12 : Soit p une mesure ayant la propriété du module constant
dans M(G).

a) Ou bien y est une mesure de Dirichlet, ou bien py est orthogonale
a4 toute mesure de Dirichlet.

b) Pour toute topologie T localement compact sur G, plus fine que la
topologie initiale, ou bien y EM(GT), ou bien p L M(GT).

c) Si p eM(G.), ou bien u eRad Ll(GT), ou bien |u|P L Ll(GT) pour

tout entier n > 1.

Démonstration : Le théoréme 12 se déduit immédiatement de la remarque
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(8.1.2) et de la proposition 7. D'aprés le chapitre II-8 et la remar-

2 eTA\T tel

que (4.1.4) une mesure p est de Dirichlet s'il existe h =h
que h“ =1 et elle est orthogonale & toute mesure de Dirichlet si pour
tout h eT\T, hu =0. La dichotomie (c) peut étre précisée comme suit

en utilisant les résultats plus profonds de J.L. TAYLOR (cf (7.3)).

Théor&me 13 [6] : Soit u une mesure ayant la propriété du module
constant dans M(G). On a la dichotomie suivante :

- ou bien p est a puissances fortement indépendantes ;

- ou bien p € Rad Ll(GT) pour une topologie 1 de groupe localement

compact sur G, plus fine que la topologie initiale.

Démonstration : Pour tout x eA, , XU est une constante positive.
Alors, ou bien il existe ¥ € Ay pour lequel xu =c avec 0<c <1l et u
est & puissances fortement indépendantes (lemme 4) ; ou bien, pour

tout x ed, , on a XU =0 ou Xu =1. Dans ce cas U est critique ;

h(U) = hT pour une certaine topologie T et u € Rad Ll(GT) (cor. th.1l1).

Remarques :

(8.1.3) La topologie 1 dont l'existence est affirmée dans le théoré-
me 13 est unique si p #0. En effet pour T #t', Rad Ll(GT)et Radl}(GT,)
sont orthogonaux (sans quoi toute mesure non nulle de

Rad Ll(GT) N Rad Ll(GT.) serait critique & la fois pour hT et hr' et

de 1la hT = h_ ).

(8.1.4) Pour toute mesure fortement continue (au sens de la défini-
tion 4) avec la propriété du module constant, la topologie Tt du théo-
réme 13 ne peut é&tre que la topologie initiale. Si la mesure n'est
pas a puissances indépendantes elle est dans Rad Ll(G). Un cas parti-

culier intéressant est le suivant qu'on énonce comme corollaire.

Corollaire : (G =T, IR ou le groupe des entiers p-adiques). Soit

u € M(G) une mesure continue avec la propriété du module constant.
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Alors
- ou bien u est a puissances fortement indépendantes ;

- ou bien py est dans Rad Ll(G).

Démonstration : Dans le cas des groupes envisagés la seule topologie

localement compacte strictement plus fine que la topologie initiale

est la topologie discréte (cf discussion chapitre VIII).

8.2 - Mesures tame

Définition 6 : Soit M une L-sous-algébre de M(G). Une mesure p €M est
dite "tame"dans M si pour tout ¥ e AM, XU =cy oll ¢ est une constante
et y un caractére du groupe G. Si M =M(G) on dira que uy est tame,

sans autre précision. Si M =N[u], la L-sous-algébre engendrée par |,

on dira que p est tame au sens fort. (Cette terminologie est empruntée

34 G. BROWN et W. MORAN [2] [7]).

(8.2.1) Exemples : Les mesures de Rad Ll(G) sont évidemment tame. Mis
a part ce cas trivial, on connait comme exemples de mesures tame au
sens fort, les produits de Riesz (sauf cas exceptionnels). C'est aus-
si le cas des produits de Riesz généralisés p avec 1im|p(y)]| <1 (cf
chapitre V). M. QUEFFELEC a mis en &vidence dans [12] une classe de
mesures spectrales sur T qui sont tame et peuvent se définir comme
limites vagues de produits de polyndmestrigonométriques positifs, com-
me les produits de Riesz, mais dont le spectre de Fourier est Z tout
entier. G. BROWN et W. MORAN [7] établissent la propriété de tameness
pour les mesures de Bernoulli "coarse" qui ressemblent & la mesure de

Cantor-Lebesgue.

Les mesures tame ont évidemment la propriété du module constant.

Mais on a des résultats plus précis.

Théoréme 14 : (G métrisable). Soit p une mesure de probabilité tame
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ayant G comme support.
a) lim|f(y)]| <1 ;
b) u est orthogonale & toute mesure de Dirichlet ;

c) p est fortement continue (au sens de la définition 4).

Démonstration : Comme on l'a déjad remarqué (théoréme 12), ou bien p
est orthogonale a toute mesure de Dirichlet, ou bien u est une mesure
de Dirichlet ; donc (a) et (b) sont équivalentes. Mais il résulte du
théoréme 15 du chapitre II qu'une mesure de Dirichlet ne peut pas

étre tame. Enfin (c) est contenue dans (b) compte-tenu du théoréme 5.

Théoréme 15 [2] : Soit p €M(G) une mesure de probabilité tame avec
Iim|[fi(y)| < 1. On a la dichotomie :
- ou bien p est & puissances fortement indépendantes ;

- ou bien u e Rad Ll(G).

Démonstration : Comme on l'a remarqué plus haut, la condition

Tim|fi(y)| < 1 implique que u est fortement continue. Le résultat dé-
coule donc du théoréme 12 et de la remarque (8.1.4). Mais suivant une
remarque de G. BROWN on peut 1'établir dans le cas G compact de fagon
plus élémentaire sans faire appel au théoréme 11 de J.L. TAVLOR. En

effet si 1l'on reprend la démonstration du théoréme 13, le cas diffi-

cile est celui ol l'on suppose que pour tout X eA, on a Ixu] = 0 ou
[xpl = 1. Ici cela veut dire que X, =cy avec ¢ =0 ou lel =1 et
[0(x)] = |u(y)]| dans le cas ol {i(x) # O. L'hypothése Iim|n(y)| <1 en-

traine donc que 1 est un point isolé dans l'ensemble des valeurs de
[i{x) ], x €A, autrement dit que le spectre de p n'est pas connexe. On

conclut par le théoréme 7 et la remarque (6.1.4) que 1l'on doit avoir

1

[u|™L L (G) , pour un certain n, ce qui équivaut 3 p e Rad Ll(G)

(th.11). (La démonstration du théoréme 7 se réduirait ici au cas le

plus simple ot la mesure idempotente n est dans Ll(G)).
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8.3 - Mesures D-ergodiques

Définition : Soit D un sous—-groupe dénombrable (de translations) de G.
Une mesure de probabilité u eM(G) est D-ergodique si tout borélien

D-invariant de G, est de mesure O ou 1.

(8.3.1) Remarque : On n'impose pas a priori que p ait des propriétés
d'invariance par le groupe D. Mais il est facile de se ramener au cas
d'une mesure quasi-invariante par D = {dn}n>1 en considérant

-z

uy = z 270 Gd % u . Pour tout borélien B D-invariant, ul(B) =u(B) ;
n>1 n
il est donc clair que les propriétés de D-ergodicité pour u et uy

sont équivalentes.

Proposition 8 : Le produit de convolution de deux mesures D-ergodi-

ques est D-ergodique.

Démonstration : Soient p et v deux probabilités D-ergodigues. Soit B

un borélien D-invariant. Pour tout x € G, B-x est &galement D-invariant
et p(B-x) =0 ou 1. L'ensemble E des x tels que p(B-x) =1 est lui-méme
D-invariant et V(E) =0 ou 1. Pour démontrer la proposition il suffit

de remarquer que
u *¥Vv(B) = Ju(B-x) dv (x) =J p(B-x) dv(x) = Vv (E) .
E
Les mesures D-ergodiques ont une propriété depureté trés forte:

Théoréme 16 : Soit p € M(G) une mesure D-ergodique. Pour tout L-sous-

. . . . . 4
espace N de M(G) qui est D-invariant, ou bien p eN, ou bien p eN .

Démonstration : On va démontrer la propriété pour la mesure u rendue

D-quasi-invariante (8.3.1). Il est facile de se convaincre que si N
est invariant par les translations de D, il en est de méme de Nt

Ecrivons y =v+0 avec v eN et ¢ eN“. La mesure u étant D-quasi-inva-
riante et la décomposition d'une mesure suivant N et N"étant unique,

v et ¢ sont également D-quasi-invariantes. Considérons un borélien B
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tel que v (B) =||v] et o(B) =0. Alors on a aussi v(B+D) =|v| et
0 (B+D) =0 et comme B +D est D-invariant, u(B+D) =0 ou 1. Onen conclut

que ||v] =0 ou 1, ce qui démontre le théoréme.

Corollaire : Pour toute mesure p D-ergodique et pour toute topologie
T de groupe localement compact sur G, plus fine que la topologie ini-
tiale,

- ou bien u" 1L Ll(GT) pour tout n > 1;

- ou bien p" eLl(GT) pour n assez grand.

n

Démonstration : Ceci résulte du fait que, pour tout n>1, p est

D-ergcdique et que Ll(GT) est invariant par les translations.

Théoréme 17 : Soit p une mesure D-ergodique. Pour tout caractére x €A
tel que Xéd =6d , (deD), xu est une constante. La mesure p a la pro-

priété du module constant.

Démonstration : On se raméne au cas ol py est D-quasi-invariante. Soit

X €A tel que X =1 si d eD. Alors pour tout d eD, compte tenu de
d

u *6d ~4d, on a

Xu(x+d) (x+d) = Xu(x) u-pp

= Xu *éd
La fonction XU étant D-invariante est constante (c'est classique : on
peut dire que pour tout borélien E de €, l'ensemble des x ol xu(x)
prend ses valeurs dans E, est D-invariant ; il est donc de mesure O
ou 1 ; on conclut par dichotomie que Xu est constante). La derniére

partie du théoréme se déduit immédiatement de la premiére si l'on se

souvient que, pour tout X eA et tout x €G, ]xd | =1.
X

(8.3.2) Remarque : Toute mesure p D-ergodique a la propriété du modu-
le constant dans la L-sous-algébre engendrée par u et ses translatées

par D. En effet 1l'argument précédent reste valable dans ce contexte.

Corollaire [6] : Soit u une mesure D-ergodique. On a la dichotomie :
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- ou bien u est @ puissances fortement indépendantes ;
- ou bien il existe une topologie 1 de groupe localement compact
sur G, plus fine que la topologie initiale, telle que pt eLl(GT) pour

n assez grand.

Démonstration : Ce résultat n'est rien d'autre que le théoréme 13 si

l'on tient compte du corollaire du théoréme 16.

(8.3.3) Exemple : Mesures de Bernoulli.

Soit (xn)i=l une suite de nombres réels positifs telle que

in <+ o, On considére la mesure
W=k R, +6_ )
n=1|2""x -X
n n

La convergence étroite de ce produit infini résulte de la convergence
0

de ! cos txn par le théoréme de P. Lévy. Soit D le groupe engendré
n:

par les points X, 1 >1. Montrons que p est D-ergodique. On intro-

duit une suite de variables aléatoires indépendantes X, prenant les

oo
valeurs X et -x avec probabilité 1/2. La sérien; Xn converge pres-

1
que-surement vers une variable aléatoire de loi u. Pour tout borélien
B, D-invariant, l'événementnzlxn ¢B est un événement terminal car les
sommes finiesnglxn , N>1 sont 3 valeurs dans D. On a donc p(B) =0

ou 1 par la loi du zéro -un.

Cet argument probabiliste peut s'étendre, pour un groupe quel-
conque, a toute mesure u =n§1un ol les My sont des mesures discrétes
et le produit converge étroitement ; D est le groupe engendré par les
points chargés par les W, » n21l. On trouvera dans [7] une étude dé-

taillée des algébres de mesures de Bernoulli.
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CHAPITRE V

PRODUITS DE RIESZ GENERALISES

1 - Définitions, notations

G désigne un groupe abélien compact et I son dual.

1.1 - Un ensemble 0 = {Ij}j>l de parties finies, symétriques,
-

contenant 1, de T,est un ensemble de blocs dissociés si tout w el ad-

met au plus une écriture
w=TT7T6. 6. e€I. , 6. =1 sauf pour un nombre fini dej.
i1 J J
Ces produits sont les mots de 6, les ej différents de 1 les lettres

d'un tel mot w et leur nombre la longueur de w. 2(0) désigne 1l'ensem-

ble des mots de 0 ; on notera aussi, pour tout n >1,

Q Q({Il,...,In}) =TI, ... 1I

n 1 n
et
o, = 0\{11,...,In}.
Deux mots w et w' sont dissociés si aucun des ensembles Ij ne
contient & la fois une lettre de w et une lettre de w' ; une suite de

mots (mk) est asymptotiquement dissociée si, pour tout j > 1, Wy n'a
plus de lettre dans Ij pour k assez grand, autrement dit si, pour

tout n 2 1, W eQ(@n) pour k assez grand. Enfin, on dira qu'une suite
Nk

de mots de la forme (T‘Tej) avec 0. eI, et est croissante.
1

Jj j N+l >nk

De ces définitions on déduit facilement la remarque suivante :

Lemme 1 : Toute suite de mots contient une sous-suite de la forme
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(ykwk) ol (Yk) est une suite de mots croissante, (mk) est une suite

asymptotiquement dissociée, Yy et Wy sont dissociés pour tout k.

1.2 -6 = {Ij} étant un ensemble de blocs dissociés, soit “}E>l

une suite de polyndmes trigonométriques positifs tels que, pour

tout j,

l, =P.(1) =1 t P.c1I..
“PJHI J( ) e Supp 5E 14

Le produit infini P, converge vaguement dans M(G) vers une mesu-
izl J
re de probabilité p, qu'on appellera produit de Riesz généralisé cons-

truit sur © avec les Pj’ vérifiant

ply) =0 si Yy € TN Q(0)
(w) = P.(6.) si w = 6. avec 6. eI..
plwy =1 1 P50y T8 i
Pour deux mots w et o' dissociés, on a p(w ') =5 (w) plw').
Soit P = Pj le produit de Riesz construit sur On avec les
j>n
P. (j>n) ;
3 J )
n n _
= P. = (Z P.)"~
p (j=l J) Ph (Y( . J) (SORPNIN

p =1 p(wap,.
waQn

Les supports de Fourier Supp (@ pn) pour eQn, inclus dans les en-
sembles o Q(on), sont deux-a-deux disjoints, de sorte que
(w pn)*(a'pn) = 0 pour w,w' eQn et w Q(On), sont deux-a-deux dis-

joints, de sorte que (@ pn)*(a'pn) =0 pour w,w' eQn et w #Fw'.

Lemme 2 : Soit ¥ € AM(G).

a) pour n>1, il existe au plus un w eQn tel que 6n(xa) #0 ; alors
p(x) = plw) p_(xw) ;

b) si p(x) #0, il correspond a ¥ une suite de mots croissante (mn),

unique, telle que, pour tout n31, o €@ _ et o (x) =5(mn)5n(x5n) #0.
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Démonstration : Pour n>1, p(x) = & 5(m)(&pn)‘(x) et, d'aprés ce qui
wef
n -

précéde, il existe au plus un w €y tel que (mpn)‘(x) #0, d'olu la pre-

miére assertion. Si 75 (yx) #0O, @, eQn est bien défini par ﬁn(xan) # 0 ;

- - , . L
de plus WP, €t @ a0 D ayant pas leurs supports de Fourier dis

joints, le mot w "prolonge" le mot W et la suite (mn) est crois-

n+1

sante.

2 - Produits de Riesz "tame" (%im [p(yv)| < 1).
—>-00

2.1 - p est "tame" si, pour tout caractére x e AM(G), Xp est de
la forme cy, ol c est une constante et y eT.

Avec les notations de (1), l'hypothése sur p est équivalente a
%Eg $u? [ﬁj(y)| < 1 ; on retrouve alors essentiellement les proprié-
tés des produits de Riesz ordinaires (cf BROWN [(] et chap.Iv-2).

Théoréme 1 : Soit p un produit de Riesz généralisé sur G. Si

Iim|p(y)| < 1, p est "tame".
Yoo

Démonstration : Soit X € AM(G)tel que Xo #0 ; 1l existe y eI tel que

p(xy) # O et, quitte & remplacer x par Xy, on pourra supposer p(x)#O.
Soit alors (mn) la suite croissante associée a x par le lemme 2 ; mn

n
s'écrit ej, avec ej EIj (indépendant de n), et
1
n -~
o< 00| < |t )] =TTIP,6)] (nz1).
1 J 3]
Il ne peut y avoir une infinité de ej distincts de 1, et la suite (mn)

est stationnaire ; soient ng et Wy tels que W, =@, pour n>n_, et

Comme ﬁn(xo) # O pour n >n,, tous les termes de la suite crois-

sante associée a Xo sont égaux a 1, et

0(x,) = BnXg
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De méme d'aprés le lemme 2, pour w e (0) et n assez grand pour que

wen ,
n

pxo@) = DBlw) pp(x ) = plw) Bx,)-

n
Soit c = ﬁ(xo). Pour montrer (xo)p = ¢, donc Xp = cw_, il suffit de
vérifier 5(XOY) = cp(y) pour tout y el ; c'est vrai pour y e(0) et

il reste donc a montrer :

0 (y erNQ(o)).

o
—
>
=<
-
1l
Q
el
=
-
1]

On suppose 5(Xoy) # O ; la construction faite pour x montre qu'il

existe o' €Q(0) tel que, si v, =yau'
p(XoYy) = PrX,yy) #0 (n > 1).

Alors Pn * Y1Pp # O pour tout n, et il existe pour chaque n >1 un

o eQ(on) tel que Yy

n eQ(en). Soit p un entier assez grand pour que

1%n
. - VAns

oy er et Y9y er ; (Ylal)ap al(ylap) est un mot, et l'écriture de

ce mot étant unique, Yy =1 donc y =w' €Q2(0), ce qui achéve la dé-

monstration.

2.2 - On dit qu'une mesure u eM(G) est fortement continue si

elle est étrangére a M(G;) pour toute topologie 1 de groupe locale-
ment compact sur G strictement plus fine que la topologie initiale LN

(cf chap.IVv, déf.4).

Corollaire : Sous la méme hypothése que le théoréme 1, p est fortement
continue.

Démonstration : Soit hT le caractére idempotent associé a une telle

topologie 1, tel que, pour u eM(G), hTue M(G.) et u—hTu.LM(GT). Comme

p est "tame", th =p ou th =0, et p a la propriété de pureté :
p eM(G,) ou p_LM(GT).

Si p EM(GT), lim 5(Ya) = 1 pour toute suite généralisée (Ya) conver-
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geant vers 1 dans la topologie sur I duale de 1. Comme T >TO et
1im|p(y)| < 1, c'est impossible. Donc pPLM(G ) quelle que soit T, et
Yo

p est fortement continue.

Remarg ues

(a) la "tameness" implique aussi la propriété de pureté p LRad Ll(G)
ou p € Rad Ll(G) (selon que (AM(G))p contient ou non une constante c
de module différent de O et de 1, chap.IV-(8.2)) dans le premier cas,
p a ses puissances fortement indépendantes. Dans beaucoup de cas par-
ticuliers, on peut résoudre cette dichotomie, en appliquant notamment
le critére de PEYRIERE [3] ; mais nous ne connaissons pas de critére

général comme dans le cas des produits de Riesz ordinaires.

(b) le lemme 2 et la démonstration du théoréme 1 s'appliquent encore
aux caractéres de la L-sous-algébre N[{on}] engendrée par p et les Ph
pour n >1. Comme p = (T?ij) Ppr P <<pn pour tout n, et PPy dans de
nombreux cas : si les Pj ne s'annulent pas, si G =T (puisque p est
continue et que les Pj n'ont qu'un nombre fini de 0), plus générale-

ment si G est connexe et les Pj de la forme fa (p est fortement

Yk
k,3 '3
continue et l'ensemble des O de Pj est au plus une réunion finie de
classes selon un sous-groupe compact de G).

Dans le cas général une étude plus précise montre que les carac-
téres de la L-sous-algébre N[p] engendrée par p se prolongent a
N[{pn}] (cf BROWN [1]). Il en résulte que, pour tout caractére yx de

N[p], X, est de la forme cy, oli ¢ est une constante et y el (p est

"tame" au sens fort).

2.3 - Constantes dans 1'adhérence des caractéres :

Théoréme 2 : Si S;g[ﬁ(y)I <1, les constantes non nulles de T (p) sont
Y
les limites des suites (wk) asymptotiquement dissociées telles que

(5(wk)) converge vers une limite non nulle.
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Démonstration : Si (wk) est une suite asymptotiquement dissociée et
lim 5(wk) =c #0, soit ¢ €I un caractére adhérent a (wk) ; 11 est tel
que

(o) = 5,() #0 (n 3 1)

et d'aprés la démonstration du théoréme 1, ¢p est égal & la constan-
te c.

Inversement, soit c #0 une constante, limite dans f(p) d'une
suite généralisée (Ya) ; pour o assez grand, les Yo sont des mots. Si
pour tout j, Yo n'a plus de lettre dans Ij pour o assez grand, on

peut choisir, parmi les Yo des w, deux-a-deux dissociés tels que

k
ﬁ(mk) converge vers c : alors la suite dissociée (mk) converge vers C

=

dans T (p). Dans le cas contraire on peut supposer, quitte a prendre

une sous-suite, que les Yo contiennent une lettre 6 fixe. Si Wy =9 Y

o

W, et 6 sont dissociés, w, converge vers c® dans f(¢) et

cp(8) = cp(8)

]

lim p(wa)

lim 5(8) plwy) = c[p(e)]? .

lim (v, )
Donc |p(8)| = 1, en contradiction avec 1'hypothé&se sur p.

Remarques :

(a) la seconde partie de la démonstration est celle de BROWN [1] ;
dans le cas étudié ici, on peut se restreindre a 1l'étude des suites
(non généralisées), car le groupe engendré par 2 (0) est dénombrable
et son adhérence dans T (p) est métrisable (cf chap.I, lemme 6). On a
montré plus précisément que toute suite de mots convergeant dans T(p)
vers une constante non nulle est asymptotiquement dissociée.

(b) 8i |p(y)| =1 pour tout un y #1, Yy est une constante dans L% (p)

~ .k

et le théordme est faux. Alors |f(y )| = 1 pour tout k ; il faut que

certains Ij contiennent des sous-groupes finis de T.
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3 - Produits de Riesz fins (%im]ﬁ(y)] = 1)
00

3.1 - Les produits de Riesz généralisés ont des propriétés ana-

logues a celles des mesures de Bernoulli étudiées par BROWN et MORAN

dans "Bernoulli Measures Algebras [2]". On a vu la "tameness" lorsque
1im|p(y)] < 1 ; si 1im|p(y)| = 1, p n'est plus "tame" sauf dans des
Y-»oo Y—roo

cas trés pariticuliers, mais a toujours la propriété du module cons-

tant, et on peut encore décrire les restrictions des caractéres dans
L™ (p) .
On conserve les notations de (1).
n
Lemme 3 : Soit (mn) = ( ej) une suite croissante telle que 5(mn) ne
1
tende pas vers O, et ¢ €T un caractére adhérent i (w,). Alors |¢D| =1,
et si o el vérifie p(¢a) # O, pour tout n assez grand w appartient

a Q.

n
n -~
Démonstration : Comme 5(wn) = Pj(ej), 1'hypothése signifie que le
1
produit ]ﬁj(ej)l converge. En particulier |5(¢5n)| = Flﬁj(ﬁj)l

jz1 j>n

tend vers 1 (n~+«), donc [¢p]| =1 et |¢p| =1.
Si p(¢a) #0, soit e un réel tel que |p(da)] > € > O et p un en-
2

tier tel que lﬁ(mpa)l > £ et IPj(B.)I > 1 - Ef. On va montrer que
j>p
w,a € Qn pour n >p, dés que Qn contient le mot wpa. On note, pour un

n _ n
tel entier n, Q = T_TPj PY =0, = 6. et z le complexe de modu-
1 ptl
le 1 tel que
n ~ n_
P.(6.) = ( =z P.(6.)].
TPy Q, () erll 500401
Alors len(wpa) - Qn(wna)l = ]f(z—y) 0 0 Qp dm| < j[z-yl Q, dm

et

(le—vlon am) ? ¢ flz—le Qudm =2 -2Re(Z8_(v)) = 2(1=]8_(1)]).
- 2

e’

2’

D'aprés les hypothéses sur p et n, 1 -IQn(Y)I <

donc
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|20, (0 @) = O, (wya)| < e et, comme woa e , |Q (v )] = la<mpa>! > €,

n-p

donc én(wna) #0 ce qui prouve w o e .

Théoréme 3 : Soit p un produit de Riesz généralisé sur G et x € AM(G).
Le module de xp est constant. Plus précisément, si p(x) #0 et si ¢

est un caractére adhérent a la suite croissante associée a ¥, |¢p| =1

Démonstration : Quitte a remplacer x par un Xy, on peut toujours sup-

poser p(x) #0 et noter (wn) la suite croissante associée a ¥, avec

px) =p(w ) p (X ) #0 (n > 1).

5(mn) ne tend pas vers O, et si ¢ eT est adhérent i (wn), on a |¢p]=1,
donc xp = (X$)p ¢p. Comme 5n(xan) #0, la suite croissante associée a
x@n a ses termes égaux a 1 jusqu'au rang n, et pour m<n,
PN - o~ - o~ - . FIPRS
p(xw_ ) = pn(xmn) = pm(an) # O ; d'ou

F(X3) = Pp(xP) #0 (mx 1) .

On est donc ramené a montrer que (XO)p est une constante pour

tout caractére Xo vérifiant
plxy) =p,x,) #0 (n > 1)
Pour tout w € Q(0) et n tel que w ¢ Qn’ d'aprés le lemme 2,

p(x,w) = p(@p (x ) = pl@)p(x,)
et, de méme que dans la démonstration du théoréme 1, il reste a mon-
trer 6(Xoy) = O pour tout y eI'\Q(0) .

Si y e I et 5(xoy) # 0, soient (mﬂ) la suite croissante asso-
ciée a XoY et y un caractére adhérent a (wﬁ), de sorte que
-~ —
PhiXgy wy) #0 (n > 1)
Bx,y V) #0
o* YJp # 0, et il existe a ¢ I tel que p(a) # O et play ¥) # O.

D'aprés le lemme 3, on peut choisir n assez grand pour que a e, et
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] . ~ . .
ay Wl € Qn. On a aussi Pn * Yoo, # 0, et il existe B eQ(en) tel que

Y 55 B €Q(0,). Comme (ay &!)B = a(y®!B) est un mot, l'unicité de 1'é-

criture prouve yaﬁ =1, donc y = wé e Q(0).

Corollaire : p est "tame" si et seulement si Su [p(y)]| <1

[5(v)]#1

Démonstration : La condition  Su [5(y)]| <1 est équivalente &

) |5 (v) ]#1
Sup Sup iP.(Y)] <1 ; elle est encore équivalente & la condition:

J lf’J(Y)I#l n
pour toute suite croissante (mn) = ( 6j) telle que
1

|5(mn)| = TTTlﬁj(ej)l ne tende pas vers O, les §j(6j) sont de modu-
le 1 pour j assez grand.

D'autre part, d'aprés le théoréme 3, p est "tame" si et seulement si
¢p est de la forme cy pour tout caractére ¢ adhérent a une suite

croissante (wn) de cette forme.

Si |P.(8.)] =1 pour j > n, |p(ea_ )] = |B.(8.)] =1, et
J 3] n j>n J ]
(¢E)n)p est une constante.
Inversement, si ¢p = cy, d'aprés le lemme 3, ]cl =1, et, comme
p(y9) = c # O, il existe n tel que ?mn € Qn ; alors, pour p > n,
p -~
(Yo ) = f(Yu ) P.(6.) et
p n+1l 13
s o) TTIBj00] = [s(ve)| = |c| =1
n+1 J
Donc |§j(ej)| = 1 pour j > n.
Remarques :

(a) Si G est connexe, la condition de "tameness" est exactement la
condition donnée en (2), car |§j(6)| < 1 pour 8 # 1. Sinon, les pro-
duits de Riesz "tame" ne vérifiant pas Sup|p(y)| < 1 sont translatés

Y#1

d'un produit de Riesz "tame" sur un sous-groupe compact H de G, véri-

fiant cette condition sur H.

(b) La propriété du module constant implique les dichotomies pe M(GT)

ou p L M(GT), p € Rad Ll(GT) ou p L RadLl(GT) pour toute topologie T
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de groupe localement compact sur G plus fine que T, Il est clair ici

que p n'appartient pas a Rad Ll(G) (si Tim(p(y)) = 1), mais p n'est
Y+

pas toujours fortement continue si G n'est pas connexe (méme si

[(Y)| # 1 pour v # 1) ; si G est connexe, on montrera p LM(G.) dans

le cas ol un sous-groupe fermé de G est ouvert pour la topologie T.

(c) De méme que la "tameness" en (2), la propriété du module cons-

tant reste vraie pour les caractdres de la sous-algébre N[p].

3.2 - Compléments :

Théoréme 4 : Si [p(y)| # 1 pour tout y # 1, les constantes non nulles
de f(p) sont les limites des suites (wk) asymptotiquement dissociées

telles que 6(wk) admette une limite non nulle.

Démonstration : Le théoréme 2 se généralise sans changement dans la

démonstration:si ¢ ¢ I est adhérent a (wk) asymptotiquement dissociée,

B(9) = 5n(¢) # O pour n > 1 et ¢p est constant d'aprés le théoréme 3 ;
inversement, si lim Yo = C # 0 dans T (p) on peut choisir, parmi les
Yoo des Wy deux a deux dissociés et tels que a(mn) tende vers c.

Théoréme 5 : Si G est connexe, pour tout sous-groupe fermé H de G,

distinct de G, et pour tout x € G, p(x+H) = O.

Démonstration : G étant connexe, H est d'indice infini et HL est in-

fini. Si ¢ ¢ (HL)' si lim Yy = ¢ avec Yy € HL, les Yo sont constants
sur la classe x+H, et ¢u est constant de module 1 pour toute mesure u
portée par x+H.

On suppose p(x+H) # O ; si ¢ ¢ (Hl)'\\HL, |¢l2 e (HH) ="\ {1} et
|¢|§ = 1. si (y ) converge vers [¢|2, avec y, € H" pour tout a, on
peut choisir parmi les Y, une suite de mots (wk) dissociée telle que
p(mk) tende vers 1. Ny

Soit (Rk) une suite de polyndmes de la forme Pj' tels que

nk+l
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ﬁk(mk) = p(wy) pour tout k, et soit ¢ > O ; pour k assez grand
Iﬁk(mk)] > 1 - 52/2, et d'aprés la démonstration du lemme 3, pour
tout p
- - +1
]IRk(wE)I - [Rk(mﬁ MWl< e .

- p
On peut donc choisir une suite (pk) d'entiers telle que (Rk(mkk)) con-
P
verge vers une limite c telle que O < |c| < 1. (wkk) est encore une
suite dissociée, et converge vers la constante c dans f(p) ; comme

p
wkk € HE pour tout k, on déduit une contradiction.

Note : Dans le chapitre VII on trouvera une application de la techni-

que des produits de Riesz généralisés. Voir aussi [4] [5].
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CHAPITRE VI

ENSEMBLES DE RAJCHMAN, ENSEMBLES DE CONTINUITE,

ET PROPRIETES A L'INFINI DES TRANSFORMEES DE FOURIER-STIELTJES.

1 - Introduction

1.1 - Dans ce chapitre, on considére un groupe abélien compact
G, et son dual T avec les notations habituelles. Nous reprenons les

définitions de PIGNO [7] [8] :

Définitions : Un ensemble E de I' est appelé

- ensemble de Rajchman faible si toute transformée de Fourier-

Stieltjes nulle sur '\ E tend vers zéro a l'infini ;

- ensemble de Rajchman fort si toute transformée deFourier-Stieltjes

qui tend vers zéro a 1'infini sur T\NE tend vers zéro a 1l'infini ;

- ensemble de continuité pour M(G) si pour tout € >0 il existe § >0

tel que, pour toute mesure u de M(G), de norme <1, la condition

Iim |a(y)] < 6 implique Iim|fi(y)]| < e.
yel E yel

Nous allons donner des caractérisations arithmétiques de ces
ensembles, et étudier des propriétés relatives analogues pour deux

ensembles de T.

1.2 - Les structures arithmétiques qui interviendront sont cel-

les de divers ensembles de mots d'un ensemble infini de T'. On rappel-
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le que, pour un ensemble 0 de I', et pour n e IN, un mot de longueur n

de © est un produit fini

€.
(1) ejj, les ej étant des éléments deux-a-deux distincts de
j
et les ej des entiers de valeur absolue <1, avec 2|sj] = n.
J

On note, pour 0 CcTl et n ¢ IN,
(@) l'ensemble des mots de © ;

Q2 _(0) l'ensemble des mots de 0 de longueur inférieure ou

ol
égale a n ;

Mn(e) l'ensemble des mots de 0 de longueur exactement n ;

Q(l)(e) l'ensemble des mots (1) avec de plus g €5 = 1;
Mél)(o) 1l'ensemble des mots (1) de longueur n avec % ej = 1.

0 est dissocié si 1l'écriture (1) de tout mot de © est unique

(un élément d'ordre 2 n'étant pas distingué de son inverse). Pour
construire par récurrence un ensemble {en ;n3»l} dissocié&, on suppose
{en,...,en_l} dissocié ; il suffit alors de choisir 6, tel que 6 et
ei (s'il est différent de 1) n'appartiennent pas a l'ensemble fini

QU8 eees0  H) . 008,000 1)

Si A est un ensemble infini de TI', on peut donc construire un
sous—-ensemble dissocié infini de A dés-que {Az ;A eh} est infini ; si
cet ensemble est fini, il existe AO e tel que Kz =Ag pour une infi-
nité de X el et XOA contient un ensemble infini dissocié. On peut sup-
poser que les ensembles dissociés ainsi construits ont soit aucun

élément d'ordre 2, soit tous leurs éléments d'ordre 2.

1.3 - Si 0 est un ensemble dissocié de I' sans élément d'ordre 2,

et |a[ < %, on note Pa le produit de Riesz construit sur 0 avec

(1)

p_(6) = a pour tout 8 € 0 , et Pa

la mesure de M(G) telle que, pour
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5 = 5,00 siov e aM o)

5;1)(y) = 0 sinon

qu'on peut définir (cf [3] [6]) comme le produit de Riesz intégral
Jpau u dm, ol m désigne la mesure de Haar de T et u le caractére de T
défini par l'entier 1.

Si © a tous ses éléments d'ordre 2, on définit de méme p, pour

ae [-1,1], et pél) =-%(pa -p_,) avec la méme propriété.

Nous utiliserons encore, pour Vv ¢ M([O,%]), le produit de Riesz inté-

gral

(1)
= dv (t),
u ,[Dt v (t)

qui vérifie, pour y € I et k ¢ IN,

(1)
2k+1

(l)(

ily) = Jt2k+l av(t) si yeM (©)

fity) =0 si vy £ Q 0).

Le paragraphe suivant reprend et développe un sujet introduit

dans le chapitre II-(6.4).

2 - Ensembles de Rajchman

2.1 - Caractérisation :

Théoréme 1 : Soit G un groupe abélien compact. Pour un ensemble E de
son dual T, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) E est un ensemble de Rajchman faible ;

(b) E est un ensemble de Rajchman fort ;

(c) Toute mesure de M(G) dont la transformée de Fourier-Stieltjes est
nulle sur T\E appartient au radical de Ll(G) ;

(d) E ne contient aQ(0) pour aucun a €[ et pour aucun ensemble infini

0 de T.

Démonstration : Les implications (c)=—> (a)=>(d) et (b)=>(a) sont
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évidentes. (d)=> (c) est le résultat de [2] ; soit u e M(G)N\RadLl(c);
il faut montrer que Supp {I contient un ensemble af (0) avec © infini.
Soit x € AM(G)NT tel que fi(x) # O et soit h = |x|°. h est un
idempotent de AM(G)NT et hy # 0. Pour y €T, (u % hyu)~(hy) = (hy)~(y) 2
donc p * hu n'est pas nulle ; soit o €T tel que {i(a) # O et {i(ha) # O,
et soit v la mesure réelle v = op * ajl.
On construit ©0 = {Gn ; n»l} par récurrence. Pour n >1, si on

a construit les ej pour j <n, deux-a-deux distincts, vérifiant
J(w) # 0 et VU (hw) # O

pour tout w € Q({ej ;J <n}), soit Vo le produit de convolution des wv
. - - 2

pour w eQ({ej ;3 <n}) ; (v, * hvn) (h) = vn(h) # 0, donc v, ¥ hvn
n'appartient pas a Ll(G) et on peut choisir en el distincts des pré-
cédents et tel que (vn * hvn)‘(en) # O ; comme v, est réelle, on a
aussi (vn * hvn)‘(en) # O ; alors {el,...,en} vérifie encore 1'hypo-
thése de récurrence. On obtient 9 (w) # O, donc {i(aw) # O pour tout

w e Q).

Enfin, (a) —> (b) résulte du théoréme suivant, plus général.

Théoréme 2 : Soit G un groupe abélien compact et soient E et F deux

ensembles infinis de son dual, tels gue toute transformée de Fourier-
Stieltjes nulle sur E tende vers zéro a l'infini sur F. Alors, toute
transformée de Fourier-Stieltjes qui tend vers zéro & 1l'infini sur E

tend aussi vers zéro a 1l'infini sur F.

Démonstration : On suppose qu'il existe u € M(G) et € >0 avec

lim {i(y) = O et |fi(y)]| > ¢ pour une infinité de y de F ; d'aprés (1.2)
YEE

on peut alors construire un ensemble dissocié infini ¢ de I' et a € T
tels que a0 CF et |fi(aB)] > € pour tout 6 € 0.

On construit un ensemble infini {en ;n3l} dans 0 par récur-

rence, avec les hypothéses :
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a) les 6. sont deux-da-deux distincts ;

€.
b) ]ﬁ(am)l < 47P 5i aqaw ¢ E, pour tout w de la forme ej3

avec ej=l,O ou -1 pour 1<j<p et ep#o. l¢igp

Pour chaque p>l, il y a au plus 3p-1 mots de cette forme avec ep=l,
ou avec Ep =-1 ; donc |fi| est sommable sur E ﬂuﬂ({en}), et, pour

ae [0,1/2],

L[ (@p, * W) ()] < .
YEE
Soit o € M(G) telle que 8(y) = O pour Yy € T\E et &(y) = (&pa * u)(y)
pour y € E ; (pa ¥ y -0)” est nulle sur E, mais ne tend pas vers zéro

a 1l'infini sur F, ce qui contredit 1'hypothése.

2.2 - Le théoréme 2 peut étre rapproché d'un résultat de
KATZNELSON et Mc GEHEE [4] : il existe un ensemble infini E de Z, et
une mesure p de M(I') telle que p tende vers O & 1'infini sur E mais
ne coincide sur E avec aucune transformée de Fourier-Stieltjes qui
tend vers O & 1'infini sur Z. On généralise facilement cet exemple &
tout groupe G non discret compact.

Soient 0O = {Qn ;n>1} un ensemble infini dissocié& dans T (les
en étant tous distincts), (kn)nal une suite croissante tendant vers

1'infini d'entiers positifs telle que kn//ﬁ tende vers O, et que

kn+l < kn+1 pour n > 1 et soit

E= U M 8,,...,06_1).
2, kn({ I 8.1

Pour O < a ¢ 1/2, la transformée de Fourier-Stieltjes du produit de
Riesz Pa construit sur © est égale a a sur © , et tend vers O a
1'infini sur E.

Pour p € M(G), si {I est nulle sur E, on considére, pour n > 1

et x ¢ [—l,lj,
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P est un polyndme de degré inférieur ou égal a k et ]Pn(x)l se”u”z.
D'aprés le théoréme de Bernstein, il existe donc C >0 tel que, pour

tout n>1, IPA(O)I € Ck  , donc

14

n
=z faee 1% <ok

2/n 1 n
et
1im X3 (a6 =0 .
ni J
Si P est une mesure de probabilité sur T vaguement adhérente a
(% g é(ej)) et x € Supp P, on a fi(x) = O.

Pour tout groupe abélien compact non discret G il existe donc
ECl et x ¢ T avec les propriétés :

- il existe p & M(G) telle que § tende vers O a 1'infini sur E et

p(x) #0 ;

- pour toute mesure p € M(G) telle que {i soit nulle sur E, {i(x) = O.

3 - Ensembles de "type L"

3.1 - Pour un ensemble infini E de I', les mesures de M(G) dont
la transformée de Fourier-Stieltjes tend vers O a 1'infini sur tout
translaté de E forment un L-idéal (pour gqu'un idéal fermé L de M(G)
soit un L-idéal, il suffit que, quels que soient uy ¢ L et vy ¢ T, il
contienne yu) ; d'aprés le théoréme 2, les propriétés suivantes sont
donc équivalentes :

(a) toute transformée de Fourier-Stieltjes nulle sur E tend vers zéro
a 1'infini sur tout translaté de E ;

(b) 1'idéal des mesures de M(G) dont la transformée de Fourier-

Stieltjes tend vers zéro a 1'infini sur E est un L-idéal.

Il est encore équivalent de dire que, pour tout X € ENE et
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U e M(G), si §i tend vers O & 1'infini sur E, la mesure xu est nulle.

Nous dirons qu'un ensemble infini E de I' ayant ces propriétés

est un ensemble de type L.

Les complémentaires d'ensembles de Rajchman de T sont de type L,

le L-~idéal défini par (b) étant alors MO(G).

Pour G =T, tout ensemble E de Z, réunion d'une suite d'inter-

valles dont la longueur tend vers 1l'infini, est un ensemble de type L.

En effet, soit pu € M(T), {I étant nulle sur E, et soit x ¢ E\E.
Xp est limite faible (pour o (L* (u), Ll(u)) ) d'une suite de caracté-

res définie par une suite (nj) de E ; chaque nj se trouve dans un

izl
intervalle [aj,bj] de E, et on peut supposer 1im(nj—aj) = + © ou
lim(bj—nj) =+, Il en résulte que (xu)~ s'annule sur Z_ ou sur Z, ;
dans les deux cas, cela prouve Xy = O car xu est étrangére a MOCE)

(si v << |xul|, xv est équivalente & v, et yv = 0 si v ¢ M, (T)) .

Plus généralement, pour p € M(G) et x ¢ T, si [x]2

u =0, ou

xzu = 0, Xu est nulle ; si (Yj) converge faiblement vers XU' on peut
supposer quitte a remplacer (Yj) par une sous-suite que (yk ?j) con-

2
verge vers IX[u

pour tout j, kj >j (on peut toujours se ramener & des suites ; cf

et (Yk.Yj) vers xﬁ pour toute suite (kj) telle que,
J

chap.I-(4.3)). On en déduit le critére :
Pour qu'un ensemble infini E de I soit de type L, il suffit que
tout ensemble infini FCE ait 1l'une des propriétés :
- pour tout y el il existe deux éléments distincts o,8 de F avec
Yy oaB eE ;
- pour tout y el il existe deux éléments distincts a,B de F avec

Y aB eE.

On pourra trouver d'autres ensembles de type L & 1l'aide de ce

critére, par exemple l'ensemble des points de Z2 situés a l'intérieur

193



B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

d'une parabole (ou a 1l'extérieur, mais c'est aussi le complémentaire

d'un ensemble de Rajchman).

3.2 - Nous montrons une propriété des ensembles de type L. B(E)
désigne 1l'algébre des restrictions & E des transformées de Fourier-

Stieltjes.

Proposition 1 : Soit L un L-idéal de M(G). Tout idempotent de M(G) /L

est 1l'image d'un idempotent de M(G).
Corollaire : Soit E un ensemble de type L de T'. Tout idempotent de

B(E) est la restriction d'un idempotent de B(T).

=

Démonstration : Si on admet la proposition, tout "idempotent & 1l'in-

fini" de B(E) est trivial, autrement dit, pour n e M(G), si ﬁz— n
tend vers O & 1'infini sur E, n s'écrit n1+n2 ol ny est idempotente
et N, tend vers O & 1'infini sur E. Si de plus A= sur E, n, est
nulle sur E sauf en un nombre fini de points et on peut ajouter un

polyndme trigonométrique a n, pour obtenir ﬁl=ﬁ sur E ; d'old le co-

rollaire.

Nous démontrons maintenant la proposition 1 (qui résulte aussi
du théoréme (6.3.3) de TAYLOR [11]).

Soit A l'ensemble des caractéres de M(G) nuls sur L, qu'on
identifie & A(M(G)/L). Pour ¢ e et X € AM(G), si p € L, xu € L et
f(¢x) = O, donc ¢x € A (A est un "idéal" de AM(G)).

Soit n € M(G) avec nz—n ¢ L. Pour tout ¢ € A la mesure ¢n est
donc idempotente. On en déduit les résultats suivants : la convergen-
ce forte est discréte dans l'ensemble A(n) = {¢n ;9 eA} ; tout élé-
ment de A(n)4 est idempotent ; A(n), est fini. (la démonstration est
en fait la méme qu'au chapitre II-(5.4) en remplagant T(n) par A(n)

et en considérant 1'idéal A(n)). Soit
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ng = Sup ¢n = {1 - T_T (1-¢)In.
dpeh (n) 4 beh(n) 4

N, est une combinaison a coefficients entiers de mesures ¢n, donc les
valeurs de ﬁo sont entiéres ; de plus ¢no = ¢n pour tout ¢ € A. Soit
n, la mesure idempotente telle que Supp ny= Suppﬁ0 ; pour ¢ € A,

ﬁl(¢) = ﬁo(¢), donc n-n; eRad L ; mais, comme n et n, sont idempoten-

tes modulo I, (n_nl)3 = n-n,; modulo L, d'ol n-n; eL.

4 - Ensembles E(u,8) et ensembles de mots

4.1 - On rappelle la notation, pour p & M(G) et § >0,
E(u,8) = {y el ; [u(]| > 6}.

On sait que, si u ¢ MO(G), les ensembles E(u,8) pour § assez petit
contiennent certaines structures arithmétiques (cf [1] et chapitre II,
théoréme 11). Nous montrons gqu'ils contiennent certains des ensembles
de mots définis en 1.2 et 1l'exemple des produits de Riesz prouve que
ces résultats ne peuvent é&tre améliorés.

Pour X € AM(G), on note Xo la partie polaire de x, telle que
xolxl = X (cf chap.I-5). On associe a p € M(G) et x la mesure v sur

[O,l] image de X H par | x (considérée comme fonction borélienne de

ol
G dans [0,1]), avec |v| < |lu]l et, pour Re(z) > O,

z _ z o z
jt dv(t) = Jlxpl ax m = 2, Ix15.
Lemme 1 : Soient e ¢ ]O,l[ et N e IN ; il existe § >0 ayant la pro-
priété : pour u e M(G) et ¢ € T avec |lull <1 et |fi(¢)] > e, 1'ensemble

A des entiers k de [1,N] tels que !ﬁ(¢|¢[2k)| <8 vérifie
1
kgA T < |Log €] .

Démonstration : Si le lemme était faux il existerait, d'aprés ce qui
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précéde, une suite (\)j)j> de mesures sur [b,l] avec, pour tout j,

1
-z
”Vj” <1, |Jt dvj(t)l > e, et si l'on note

A. = {k ¢ [1,N]

; |Jt2k+l vy ®)] < 1/9)

~e

1
Lo RFT

keAj

P ILog e[.
Alors, si v est une mesure sur [Q,l] vaguement adhérente a (vj) on a
pour une infinité de j

ajea = (ke [N ; Jt2k+l dv(t) = 0}.
D'autre part, la fonction z— Itz dv (t) est analytique dans le demi-
plan P = {z &€ ; Re(z) > 0}, de module < 1 car ||v|]| <1, et il existe

une fonction g analytique dans P, de module <1, telle que, pour Rez>O,

z 2k+1-2z
t” dv(t) = g(z) —
J kel 2k+1+2z

en particulier

e < [Jt avey| < TT E%j '

keA
et L kil < |Log €|, ce qui est absurde. Ceci termine la démonstra-
keA
tion.

Remarquons de plus que, & et N étant donnés, on peut choisir ¢

indépendamment du groupe G.

4,2 - Lemme 2 : Soient F un ensemble infini de T', ¢ ¢ f\F‘,
B e M(G), 6§ >0 et B un ensemble fini de IN avec |ﬁ(¢|¢|2k)l >§ pour
k ¢ B. Alors F contient un ensemble infini 0 tel que, pour tout k e€B,

(1)

2k+l(®) c E(UIG)-

Démonstration : Soit p >1 ; on suppose construits, pour 1l<j<p, des

éléments ej de F, deux-a-deux distincts, telsque |ﬁ(w¢m5n)| >§ lors-
que la condition suivante est réalisée :
€.
m et n sont des entiers > O, w est un mot 0.9 avec

i<p
(1) mtk-1 = n+¢e B.
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si k valeurs des Ej sont égales & +1, % égales a -1

(les autres étant nulles).
On note ici ¢O = 50 = 1. Pour k= £ = O, cette condition est simple-
ment 1l'hypothése. On choisit alors ep € F, distinct des précédents,
dans le voisinage de ¢ défini par les conditions, sur Y € AM(G),

mrn-1

oLED) | s 5 simpl et | (wPo™™Y)| > 6 sionpl

|1 (wbd

lorsque m,n et w vérifient (1).
On obtient par récurrence 0 = {9p ;px1} tel que Méiil(e)c:E(u,&

pour k €B.

Proposition 2 : Soient € € |0O,1[ et n e IN ; il existe § >0 ayant la
propriété : pour u e M(G) avec |[u]| ¢ 1 et Iim|/fi(y)] > €, il existe un
yel

ensemble infini © de T et o el tels que a Qn(o)c:E(u,S).

Démonstration : Si |lul] €1 et Tim|fi(y)]| » €, soit ¢ € TN T tel que
Yel
[fi(¢)] >e ; on applique le lemme 1 avec un entier N assez grand, de
fagon que, pour tout ensemble A de [1,N]| vérifiant I El— < |Log e,
kea ¥t+1
[1,N]N A contienne un intervalle [p,p+n].

D'aprés le lemme 2, il existe un ensemble infini 6 de T' tel que,

§ vérifiant la propriété du lemme 1 et p étant un entier convenable,

1
Mékil(e) CE(u,8) pour p<k <p+n.
3 ] -7 a ] —_ a o 3
Si 1'on pose a = 61...6pep+1...62p+1et o' = {92je2j+1 ; j>pl}, on a

bien a Qn(e')c:E(u,G).

Remargues :

1 - Il suffirait que 1'ensemble {k;lﬁ(¢|¢|2k)| >§8} contienne unepro-

gression arithmétique de longueur n+l.

(1)

2 - E(py,8) contient aussi an+1

({aej ; j22p+1}) si

o = el"'epep+l"'62p

3 - La forme plus précise des lemmes sera utilisée en 5.3.
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4 - La proposition 2 est une version plus précise du théoréme 11,

chapitre II.

5 - Ensembles de continuité (cf chapitre III-(3.3))

5.1 - Caractérisation

Théoréme 3 : Pour qu'un ensemble E de I' soit un ensemble de continui-
té pour M(G), il faut et il suffit qu'il existe n ¢ IN tel que E ne

contienne a Qn(e) pour aucun o €[ et pour aucun ensemble infini o0 deT.

Démonstration : La condition est suffisante, d'aprés la proposition 2:

avec les mémes notations, si lim [ﬁ(y)l <§ et o Qn(e) CE(u,8), quitte
YeI\E
d enlever un nombre fini d'éléments & 0, on obtient o Qn(e)c E.
Elle est nécessaire car, si E contient a Qn(e) avec 0 infini,

on peut supposer 0 dissocié et alors, pour O <e <1/2, le produit de

Riesz e construit sur 0 vérifie

(Gp )~ (aB) =¢ pour 6 € © ,

(@)~ () <e™ pour vy e I'\E.

Remarques :
1 - Il revient au méme de dire que, pour n assez grand, Ene contient
pas d'ensemble Qél)(e) avec 0 infini.

2 - Il n'est pas équivalent de dire que E ne contient pas, pour n

(1)

2n+l(G)) avec 0 infini :

assez grand, d'ensemble a Mn(o) ou d'ensemble M
si (en) est une suite d'ensembles infinis de I' deux-a-deux disjoints
telle que 0 = g en soit dissocié, E = g Mn(on) est un ensemble de
continuité.

Soit en effet (mj) une suite d'éléments de E ; en prenant une

sous-suite, on se raméne & l'un des cas :

- les wj appartiennent a des Mn(en) distincts ;
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- les mj appartiennent au méme Mn(en) et s'écrivent wy = wmé, ol w et
les wﬁ sont des mots deux-a-deux dissociés de en.

Dans les deux cas, Mél)({wj})ﬂ E = ¢.

3 - Avec les mémes hypothéses sur (Gn), E' = g Qn(en) est un ensem-

ble de Rajchman mais non un ensemble de continuité.

5.2 - Ensembles de Riesz et ensembles de continuité

On rappelle gu'un ensemble E de T est un ensemble de Riesz si
1
(

pour p €M(G), la condition Supp HcE implique p eL” (G). Nous ne savons
pas si tout ensemble de Rajchman, ni méme tout ensemble de continuit§,

est un ensemble de Riesz. Par contre on a le résultat suivant.

Proposition 3 : Si G est infini, T contient un ensemble de Riesz qui

n'est pas un ensemble de continuité pour M(G) .

Démonstration : On suppose d'abord que G contient un sous-groupe dé-

nombrable dense. Cela permet de construire une suite décroissante

(v.))

2)ns1 de voisinages de 1 dans la topologie de Bohr sur T, avec

nv, ={1} et de sorte qu'il existe pour tout n>l une mesure discréte
n

n, avec
ﬁn(Y) =1 si vy ¢ Qn(Vn)
ﬁn(Y) =0 si y ¢ Vio1-

Si (An)nal est une partition de IN en ensembles infinis, on construit

alors 0 = {ej ; j>1} dissocié, tel que, pour tout n31, ej evy, si j €A
(cf. (1.2) ; si {Yz Py evn} est fini, V_ contient une infinité d'élé-
ments d'ordre 2).

Soit, pour n>1, 6, = {Oj ] eAn} et soit E = g Qn(en). On note
Vg la partie singuliére de v eM(G) ; soit p eM(G) avec Supp HlCE.
Pour n>1, (u N, ¥ U)~ est nulle hors de Qn(e), qui est un ensemble

de Riesz (par exemple, parce que c'est un ensemble A(2), cf LOPEZ et
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ROSS [5]), et, n, étant discréte,

¥ u)_ o= (n_ * u_).

H =(nn s n s

s
Donc Supp ﬂs Cig Supp ﬁn = {1}, et Hg =0 : E est un ensemble de

Riesz.

Dans le cas général, on fait la construction pour un sous-grou-
pe infini, fermé et séparable H de G ; on choisit {ej ; 321} dans T de

. 5 L. NP .
fagon que son image dans H = T'/H ait les propriétés ci-dessus ; avec

les mémes notations, si E = H Qn(en) et Supp HcE, on obtient
Supp ﬁSc:H‘L donc, si My est la mesure de Haar normalisée de H,
Hg = my * Bg. Ty * U étant absolument continue (car Q(0)N HL'={1}),
Mg = O ; donc E est un ensemble de Riesz.

5.3 -

Théoréme 4 : Soient E et F deux ensembles infinis de I'. Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :
(a) il existe € >0 et pour tout § >0 une mesure p de M(G) de norme <1

telle que Iim |fi(y)] <6 et Tim |[fi(y)] 2 € ;
YEE YEF

(b) il existe M >0 et pour N ¢ IN un ensemble infini 0 CcF\E tel que

(1)

2k+1(G})ﬂ E est non

l'ensemble A des entiers k de EI,N] pour lesquels M

vide,vérifie t i M.
ked k

Démonstration : Si (a) est vérifié pour € ¢ ]O,1[, soit M = 1+|Log €|

et, pour NeIN, § >0 donné par le lemme 1. Si py vérifie la propriété
de (a) (pour e et §), soit ¢ e FNF, avec |i(¢)] »e ; on applique le
lemme 1, puis le lemme 2 avec B = [1,N|\ A. E(y,8)N E est fini, et,
quitte & enlever un nombre fini d'éléments a l'ensemble © obtenu, on
trouve Méiil(e)n E #¢ pour ke [1,N\NA. Donc (b) est vérifié.

Pour montrer la réciproque, on utilise le résultat suivant :

pour tout ensemble fini A d'entiers > O, il existe o eM[O,1]), avec

”0“ <1,
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ft2k+ld0(t) =0 pour k e A,

1
et tdo(t)] » ¢ (-2 1,
[eawis e moezy, b

ol c est une constante > O (indépendante de A). Cette minoration, qui
peut étre améliorée, se déduit facilement de la démonstration du théo-
réme de Mintz-Szasz de RUDIN [9], chapitre 15.

Si (b) est vérifié pour M >0, soit pour N >1, 0 un ensemble in-
fini de F\E vérifiant la propriété de (b) ; on peut supposer 0 dis-
socié (quitte & remplacer E et 0 par des translatés). Soient alors A

l'ensemble d'entiers défini par (b) et o e M([0,1]) avec les proprié-

tés ci-dessus. Pour O < g ( % , la mesure p = Ipéi)do(t) définie en
(1.3) est telle que ||u|| <1, et
[p(8)| > ec exp(-2M) si 6 ¢ @,

2N+1
€

[n( ] > si y ¢ E.

Donc (a) est vérifis.

Remarque : Nous ne connaissons pas de caractérisation analogue pour

les ensembles E,F de I' vérifiant la propriété du théoréme 2. Si F\E

contient un ensemble infini 0 tel que A = {k ¢ IN; Méill(o)n E # ¢}

vérifiekZA % < 4+« , on construit comme ci-dessus p & M(G) avec
€

lim {ﬁ(y)] >0 et 1 = 0 sur E. Inversement, s'il existe une telle mesu-
YeF
re, on peut construire un ensemble infini 0 = {en ;n>1}C FNE avec la

(1)

méme propriété pour l'ensemble A' = {k ¢ IN ;M2k+l({e ;n>k})NE # @l

n

6 - Minorations

6.1 - On note, pour un ensemble infini E de T et ¢ >0, 6E(€) la

borne inférieure des nombres 1im |{i(y)| pour u e M(G) avec [ul| g1 et
YeI'\E
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Iim [fi(y)]| > e.
yYel

Nous utilisons les résultats suivants de MELA [6] :
- pour tout p € IN, il existe une mesure de M([0,1]), notée o5s avec
lol <1,

_ 1 2k+1 _
Jt dap(t) = el et Jt dop(t) = 0 pour 1

IN
~
VS
o]
~

- pour € >0 et § >0, si v eM([0,1]) vérifie
[Jt dv(t)| » e et ljt2k+ldv(t)l < § pour 1 <k <p,

on obtient, en minorant 1l'intégrale du polyndme de Chebychev de degré

2p+1,
(1) (2p+1) e- (1+v2)?P*E L)
-1,

si ceci est vrai pour tout p eN et si ||[v] €1, & <e(1+/2) © ;
-~ pour tout ensemble infini E de ', avec nos notations,

5 (e) < exp(=: +1) pour tout ¢ ¢ ]0O,%]

E 2e 24t
Proposition 4 : Soient E un ensemble infini de I' et n>1. Si E ne

(1)

contient M2n+l

(0) pour aucun ensemble infini 6 de I', pour O <e <1,

€ €
§g(e) > 2n_l(1+/§) .
Démonstration : Si E ne contient pas d'ensemble Méiil(e) avec 0 infi-
ni, il ne contient aucun Méiil(e) avec 0 infini pour k >n. Soient

alors p eM(G) avec |ull <1 et Tim |u(y)| < 6, et ¢ ¢ ENE avec
Yel E_
[(¢)]| >e ; d'aprés le lemme 2, [u(¢l$12k)| <8 pour tout k »n. Si v

est la mesure sur [O,l] associée & u et ¢ (cf (4.1)).

(t)| <8

]Jt d(v *on_l)(t)l > 55-7 et |Jt2k+ld(v *o_ 1)

pout tout k »1 ; en utilisant 1'inégalité (1), on obtient la minora-

tion de la proposition 4.

Les ensembles de continuité pour M(T) considérés dans PIGNO [77,
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[8] vérifient cette propriété avec n=1 ou n =2. Par exemple, si E
est un ensemble de Z; n'admettant, pour la topologie de Bohr, qu'un

nombre fini de points adhérents dans Z_., EUZ_ ne contient aucun en-

(
5

En effet, Z étant noté additivement, soit (nj) une suite infinie

semble M l)(e) avec 0 infini.

dans Z ; tout voisinage de O pour la topologie de Bohr contient des
entiers positifs et négatifs ni>—nj. arbitrairement grands ; tout en-
tiers n +n -n_ est donc un point adhérent de Mél)({nj}ﬂlz+ , et il

y en a une infinité dans Z._.

6.2 - Soit E un ensemble de continuité pour M(G). Sans hypothé-
se supplémentaire (on a vu que E peut contenir des ensembles Méill(e)
infinis pour tout k), nous pouvons seulement évaluer 1l'ordre de gran-

deur de GE(e).

Soient € >0 et u eM(G) avec |u]l €1, Iim |f(y)] <68 et
_ YET\E
IE? [i(y)]| e, et soient ¢ eENE avec |fi(¢)]| 2 e et v la mesure sur
Eb,i] associée a u et ¢.

Si E ne contient aucun translaté d'ensemble Qn(o) infini, par la
remarque 1 de (4.2) l'ensemble A = {k >1 ;[Jt2k+1dv(t)l >8} ne con-
tient pas de progression arithmétique de longueur n. D'aprés le théo-
réme de SZEMEREDI [ld], il est de densité asymptotique nulle : pour
tout o € ]O,l[, il existe N 21 (ne dépendant que de a et n) tel que

la densité de A dans tout intervalle de longueur Nsoit inférieure da.

Alors, pour p 1,

p Lo ek e 2N L 0N L Log N +a Log p.
K NN 2N

€A

k<p

Il existe donc une mesure o de M([0,1]), avec |lo|| <1, telle que

Jt2k+ldo(t) =0 pour keA N[1,p]
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et |Jt do(t)]| > ¢ e_4N"2p_2a .

c étant la constante introduite en (5.3) dans la démonstration du

~

théoréme 4). D'aprés l'inégalité (1) appliquée a o *v,

(2p+1) ece dNT%p %%~ (14 /5)2p+1% <1

5 > 2(1 +/2) 2P L (2ece™¥n72 ptT20o ) .

En choisissant pour p le plus petit entier tel que le dernier terme

soit > 1, on obtient le résultat suivant.

Proposition 5 : Soit E un ensemble infini de I', de continuité pour
M(G) . Pour tout o >0 il existe C >0 tel que, pour O<e <1,

5E(E) >C exp e—(l+u).

Remarque : On pourrait obtenir une minoration explicite de 6E(e), en
améliorant celle de ]Jt do(t)|. Mais une bonne majoration dekgA % dé-
pend de la relation entre n, o, et N, qui n'est pas donnée pgéple ré-
sultat de SZEMEREDI.

D'autre part, si la conjecture d'ERDOS selon laquelle tout en-

k

arithmétiques arbitrairement longues, est vraie, on obtient, pour tout

semble A d'entiers > 1 tel quekZA L diverge, contient des progressions
€

ensemble de continuité E, une constante C telle que, pour O <e <1,

C
sp(e) 2 exp(- 9.
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CHAPITRE VII

SUR CERTAINS L-IDEAUX DE M(G) DEFINIS

PAR DES PROPRIETES DES TRANSFORMEES DE FOURIER-STIELTJES

1 - Introduction

1.1 - Dans ce chapitre G est un groupe abélien compact infini.
On rappelle que, pour p ¢M(G) et ¢ >0, E(u,c) désigne 1l'ensemble des
Yy eI =G tels que |j(y)| >¢ ; on étudie ici les L-idéaux de M(G) défi-

nis par certaines propriétés des E(u,c).

Pour qu'un idéal fermé I de M(G) soit un L-idéal, il faut et il
suffit que ypu €I pour tous p eI et y el ; on s'intéressera donc & des

classes d'ensembles de I' invariantes par translation.

Le cospectre de IcM(G) est l'ensemble des caractéres de M(G)
s'annulant sur I, et le noyau de AcCAM(G) est 1'idéal fermé

ker A = {pu eM(G) ; fi(x) =0, x eA}.

Un idéal de M(G) est le noyau d'un ensemble de T si et seule-
ment si il est fermé pour la norme de la convergence uniforme des
transformées de Fourier-Stieltjes (car tout idéal fermé de C(T) est
le noyau de son cospectre). En général, les idéaux définis par les
E(p,e) ont cette propriété, et inversement, si Acf, ker A est aussi
1l'ensemble des p e M(G) telles que, pour tout € >0, E(n,e) cTNA ; tous

ces idéaux peuvent &tre obtenus par la construction qui suit :

1.2 - Soit F un ensemble de parties de I', non vide et distinct

de 9°(r), vérifiant les propriétés :
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(1) si A efF et BcA, Be F ;
(F) (2) si A eF et BeF, AUB €F;

(3) siAeF et yel, vyAeTF .

On note AT l'ensemble des caractéres de T dont aucun voisinage n'in-
duit sur I un élément de & . Autrement dit, les complémentaires des
éléments de F forment un filtre invariant par translation sur T et @F
est l'ensemble des points adhérents de ce filtre. On définit

363;= {u eM(G) ; E(u,e) eF , >0}
Proposition 1 :Q%F est un L-idéal, noyau de AF,. Plus précisément,
pour p eM(G), Inf{e >0 ; E(u,e) €F } = sup |i(x)].

XEAF _

Démonstration : Pour u et , Y el et pour tout € >0, E(yu,e) =vE(u,¢)

F

et yu siﬁfsi et seulement si 51%3. Il suffit donc de montrer la se-
conde assertion. Soit ei%jet € >0. Si E(u,e) €F, pour tout ¥ eT
tel que ]ﬁ(x)] >¢,E(u,e) est la trace sur I' d'un voisinage de ¥, donc
X zAT:. Inversement, si |fi(y)| <e pour tout EAT,, tout x eT
tel que |fi(x)| »& admet un voisinage V tel que VNI eF ; par compaci-
té, {x ;lﬁ(x)] >e} est contenu dans une réunion finie de ces voisina-

ges, donc E(y,¢) eF d'aprés les propriétés (1) et (2) de F .

Remarque : A}, n'est en général pas la trace sur I du cospectre de
J%F. Par exemple, si F est formé des ensembles de Sidon de T, on ob-
tient pour;ﬁgf 1'idéal A(G) défini par IZUCHI [4] ; si Ecl est un
ensemble de Sidon, E est ouvert et fermé dans f, donc AT7 ne contient
aucun caractére adhérent & E. On sait pourtant que .5 (G) = M, (G) (ce-

ci résulte notamment du th.1ll chap.II) et son cospectre dans T est

donc TNT.

1.3 - Exemple :

Soit G =T, ' =Z, et soit I v_ une série a termes positifs
nez
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divergente, telle que lim v, =0 et v . (]n] »»), et soit F 1l'en-

n "~ Vn+l
semble des parties A de Z telles quenéAvn converge. Les propriétés
(F1) et (F2) sont évidentes, (F3) résulte de 1l'équivalence

vn~vn+k([n|<+w) pour tout k €Z. Le L-idéal obtenu vérifie

MO('JI‘) g&ﬁ? ';MC('II’) .

On va construire en effet un produit de Riesz généralisé p ¢l%u
On prend les notations du chapitre V (sauf que Z reste noté additive-
ment) et on construit les "blocs" Ij par récurrence ; s'ils sont dé-
finis pour j <k, il existe un entier B >0 tel que pgzn( I I.+I.)={0}.

j<k I3 3
La série I v diverge, sinon I v convergerait pour tout a
ez np; ge, nez DNPyta g P ’
Oga <Py, et Zvn convergerait. On peut donc choisir ny. >0 de fagon
que z v > 1, et on définit I, = {np, ;|n| <2n, }. On obtient
O<]n|<n NPy k k k

une suite de blocs dissociés, d'aprés la condition sur Py -

Si F_ désigne le noyau de Fejer tel que fn(j) =1-|3]/n, |jl¢n,
Fn(j) =0 pour |j| >n, on prend, pour tout k 1, Py (%) =F2nk(pkx).
Alors, si p est le produit de Riesz généralisé T"TPj , E(p,1/2) con-

i1

tient la réunion (disjointe) des ensembles {np, ;O<]n]<nk}, donc
E(p,1/2) ¢F . Ceci prouve que oﬂ}, gMC(’II‘) .

En prenant P, (x) = (l-a) +aF (p, X), pour un a ¢ ]O,l[} on

k 2nk k

obtient un produit de Riesz "tame" vérifiant la méme propriété :
E(p,a/2) £ .

D'autre part, il est facile de construire des produits de Riesz

0 ;ZMO (') avec z vV, < *®, ce qui montre que Mo () EI;T'
nesuppp

2 - Le L-idéal Sﬂp défini par les progressions arithmétiques

2.1 - On revient au cas général d'un groupe G compact abélien
infini. On appelle progression arithmétique de longueur k dans T un

ensemble {)\a2 ;1<% <k} de k termes distincts.
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Proposition 2 - Notation : Les mesures u €¢M(G) telles que, pour aucun

€ >0, E(u,e) ne contienne de progressions arithmétiques arbitraire-
ment longues,forment un L-idéal JQP, noyau de l'ensemble AP des ca-
ractéres de I dont tout voisinage contient des progressions arithmé-

tiques arbitrairement longues.

Démonstration : Il suffit de montrer que 1l'ensemble des parties de T

ne contenant pas de progressions arithmétiques arbitrairement longues
vérifie les propriétés (F). (1) et (3) sont évidentes ; (2) résulte du
théoréme de Van der Waerden (cf. GRAHAM et ROTHSCHILD [1]), qu'on

peut énoncer : pour tout n >0, il existe N >0 tel que, si l'interval-
le [l,N] de IN est réunion de deux ensembles, 1l'un au moins contienne
une progression arithmétique de longueur n ; alors si AUBCT con-

tient une progression de longueur N, on peut en extraire une progres-

sion de longueur n dans A ou dans B.

2.2 - Ap a aussi la propriété : pour toute suite de progres-

sions arithmétiques Ij = {Aja§ ;lge skj} dont la longueur kj tend

vers 1'infini, et pour toute mesure u e M(G),

k.
Tim = 27 i 0ged) | <suplioo |

. . _ J J
>0 =1 el
J J X p
Cela signifie encore que toute mesure de probabilité sur T vaguement
k.
adhérente a (—l- ZJS(X.ag)) a un support contenu dans AP'
j =1

— J
Il suffit de montrer que si O <a <lim L z Iﬁ(x.u%)l, pour
joo K5 p=1 373
tout ¢ e]O,a[, E(pu,e) contient des progressions arithmétiques arbi-

trairement longues.
Soit pour tout j, dj = EL
3
Ij. Pour une infinité de j,

[E(u,e) N Ijl la densité de E(u,e) dans

1 K5 -0
— I Aol . -d. ,
s Byl < agllvanay .
donc dj > (a=e) / (Jull - ) . soit n = (a-c) / (Jull -€) ; d'aprés le
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théoréme de SZEMEREDI ([6], cf le corollaire), pour tout n >0, il
existe N >0 tel que tout ensemble d'entiers de densité » n dans [1,N]
contienne une progression arithmétique de longueur n ; alors E(u,eg)

contient une progression de longueur n dans l1l'un des Ij'

2.3 - Les produits de Riesz généralisés construits en (1) n'ap-
partiennent pas a ;@P : pour tout a e ]0,1[, il existe un produit de
Riesz généralisé "tame" p sur T , de la forme p = T:Iul—a)+a Fnﬂpjx»,
tel que Iim|p(y)| = a, pour lequel E(p,a/2) contie%% des progréésions
arbitrairement longues. Cette construction se généralise facilement &

tout groupe G tel que I' contienne des progressions arithmétiques de

toutes longueurs (nG # {0} pour tout n >0).

De méme, Mogzdlp car, pour tout produit de Riesz (non générali-
sé) p construit sur un ensemble dissocié {ej} de I' et tel que
p(6.) = a s]O,l[_pour tout j, les ensembles E(p,e) ne contiennent pas
de progressions arithmétiques arbitrairement longues ; en effet,
E(p,e) est 1'un des ensembles des mots de longueurs < k de {Bj} qui
sont des ensembles A{p) (cf LOPEZ et ROSS [5]). Comme % p est une me-
sure e-quasi-idempotente fortement continue, on peut aussi utiliser
le théoréme 1 de [2] : pour une telle mesure p,E(u,1) ={y eT;|f(y)]|>1)
ne contient pas de progressions arithmétiques arbitrairement longues.
(Dans [2] "presque idempotente" signifie "e-quasi-idempotente" au

sens du chapitre III).

Remarque : Dans le cas G =T, ce dernier résultat signifie que tout

ouvert et fermé U de Z coupant AP coupe le groupe hdi (hd étant le
plus petit idempotent de Z, associé aux mesures discrétes) ; hdz est

isomorphe au compactifié de Bohr de Z et ses sous-groupes ouverts et

fermés sont les hd(ni) pour n > 1. Pour un ouvert et fermé U de Z, si

hgy €U, hdiIWU contient un sous-groupe hd(ni) ; alors nZ\U ne coupe
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pas hdi , donc Eﬁf\AP(:U. Cela prouve que la composante connexe de hd

dans Z contient ( QO Hi)f]AP (1'ensemble des x €A, tels que
n

§(r)~(x) = 1 pour tout rationnel r).

3- Le L-idéal :ﬁl défini par les idempotents de T'\T

3.1 - On note Zﬁl le L-idéal des mesures py de M(G) telles que
hy = O pour tout idempotent h de T\T. C'est le noyau de 1l'ensemble
des caractéres de '\ T de module idempotent. La définition de Lo, la
proposition 3 et le lemme 1 ci-dessous se généralisent sans change-

ment aux groupes non compacts).

Proposition 3 :;@I est l'orthogonal de l'ensemble des mesures de

Dirichlet (cf déf.l, chap.II).

Démonstration : C'est une simple reformulation de la prop.9 chap.II.

Pour un idempotent h de T, hT =hT ={¢ eT ; |¢| <h}. Pour que
¢ eT soit majoré en module par un idempotent de T\T, il suffit que
p £d{TiN {1}) ou ¢ ed(T\T) ; en effet, si ¢ = ¢y, ¢ =¢|w12n pour

tout n et ¢ =h¢ pour 1l'idempotent h = lim [wlzn.
n->o

On appelle profondeur d'un caractére ¢ ¢ T\T la borne supérieu-
re (finie ou non) des entiers n >0 tels que ¢ soit le produit de n

caractéres de I\T.

Lemme 1 : Tout caractére de I'\T de profondeur infinie est majoré en

module par un idempotent de T\T.

Démonstration : Soit ¢ eT ; on suppose ¢ ¢¢(f+\~{l} ; T, {1} étant

compact, il existe p & M(G) telle gue fi(¢) = 1 et |1 (¢9)| < 1/2 pour

tout Y eT,\ {1}, Si ¢ = ¥ ...X

o avec Xj eT\T pour 1 <j<n, on a (en

écrivant ¢, Xj pour ¢u, (Xj)u)' pour tout j,

12 < 15 - aelglH 1 < [1sla-hgl®alul
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N 2J{1¢| (1=Ixy 1) alul < 2J(!xl.--xj_ll - Ixq-eexghaluls

d'oll, en sommant de j =1 a j = n,

.

ncafa-leh alul < 4y

3.2 - On donne maintenant des propriétés arithmétiques des en-
sembles E(u,e) pour les mesures p ¢ i%. On rappelle que, pour un en-
semble 0cl', Q(0) désigne l'ensemble des mots de 0, c'est-d-dire des

n e,
produits [6.3 ol les ej sont des éléments deux-a-deux distincts de
j=1
0 et les ej des entiers de valeur absolue ¢ 1.
Si (Aj)j>l est une suite d'ensembles de TI', contenant 1 pour
e

Jj zjo, le produit infini A. désigne la réunion des produits finis
jz1

Al...Ak pour k 235

Le résultat suivant précise le théoréme 16 du chapitre II.

Proposition 4 : Pour une mesure u de M(G), Sup{lﬁ(hy)|;h.=hzef\F,Y£F}
est aussi la borne supérieure des € >0 tels que E(u,e) contienne
a) le translaté d'un ensemble Q(0) pour un ensemble infini o cT ;

b) un produit infini A., ol les Aj sont des ensemblesinfinis de I.
jzl
Démonstration : Soient h = h? e T\T et Y, €T tels que [ﬁ(hyo)| >e, et
soit (Yj) une suite généralisée convergeant faiblement vers h dans
L”(u) et tendant vers 1'infini dans T. (hyj) converge aussi vers h,
et on peut choisir o = Y,Yy POur j assez grand de fagon que |n(a)]| >¢

et |fi(ah)]| >e. On construit un ensemble 0 = {ek ;k »1} par récurren-

ce ; comme (§j) et (§jh) convergent encore vers h, on choisit el par-
€ €
mi les Yy tel que, pour e, =*1, |u(aell)| > e et ]ﬁ(aellh)l > e ; de

méme, si 61,..., sont choisis deux-d-deux distincts et vérifiant

ep-l

|fi(aw) | > e pour tout o e n({el,...,ep_l}) on prend ep parmi les Yy

distinct de el,...,ep_l,

€
IS u(awepp)] > € et lﬁ(aepph)l > g ; {61,...,9p}

et tel que pour sp =+]1 et pour tout
€

w € Q({el,...,ep_l

213


http://Xj.il

B. HOST, J.-F. MELA, F. PARREAU

vérifie encore l'hypothése de récurrence. On obtient un ensemble in-
fini 0 tel que al(0)cE(u,€).
Si E(u,e) contient un ensemble a2 (0) avec 0 infini, il contient

tout produit o (A.U {1}) ol (Aj) est une partition infinie de 0 en
j>1
ensembles infinis.

Enfin, si E(u,e) contient un produit infini d'ensembles infinis

A. , soit, pour chaque j, ¢j un caractére de T\T adhérent a Aj.
jz1

Pour tout n=>1, ¢l...¢n est adhérent & Al"'An et tout caracteére ¢
adhérent a (¢l...¢n)n>1 est adhérent & A. donc vérifie Iﬁ(¢)] 2 €.
e .
izl
Un tel caractére ¢ s'écrit, pour tout n >1, sous la forme ¢ = ¢l"¢nwn

et est donc de profondeur infinie ; d'aprés le lemme, il existe

h=h?ef\T tel que ¢ =h$ AT ; alors ¢ <o) ] < suplu(hy)
YeT

Remarque (cf [3] chap. IV) : On peut démontrer que l'ensemble des ca-

ractéres de T majorés en module par un idempotent de T\T (l'ensemble
des caractéres de profondeur infinie) n'est pas fermé ; un caractére
0] ¢ T\ T dont tout voisinage contient des ensembles de la forme (a)
ou (b) de la proposition 4 n'est donc pas nécessairement de profon-
deur infinie. On peut également construire u eZﬁI et € >0 tels que
E(u,e) contienne pour tout n >1 un produit TETAj d'ensembles infinis

1

de T' (cf. la définition de > . dans la suite).

C

3.3 - Il est immédiat que toute mesure de probabilité "tame" p
sur G, telle que 1im|{i(y)| = a<1, appartient & I;I (si ¢ af\\r,|¢o|
Yoo
est une constante < a). On a vu que si ' contient des progressions

arithmétiques de toutes longueurs, il existe une telle mesure p n'ap-

partenant pas a JZP ; donc ;iIsi;ﬁp.

Proposition 5 : Si, pour tout n >1, nG est d'indice fini dans G, tout

caractére de T\T de module idempotent appartient a AP et Qinz;ﬁI.

Démonstration : L'hypothése sur G signifie que pour n >1 le sous-
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groupe de I' formé des éléments d'ordre n (orthogonal de nG) est fini.
Il suffit de montrer que, si h est un idempotent de T\T, h sAP
(alors ETk:AP) ; si V est un voisinage de h et ¢ >0, il existe
ueM(G) avec |n(h)| >e et |H(Y)]| <e pour ¥ eT\V ; soit alors (Yj)
une suite généralisée tendant vers 1l'infini dans T et convergeant

faiblement vers h dans L*(u) (hyj) converge fortement vers h (dans
2
j
k e IN on a pour j assez grand |ﬁ(hy§)| >¢ pour O <% <k et pour un tel

Ll(u)) et pour tout & ¢ Z, (hy.) converge vers h ; donc pour tout

j, pour i aasez grand, Iu(yiy§)| >e¢ pour O <2 <k. Donc VNPT contient

des progressions arithmétiques {yiyg ;0<% <k} dont les termes sont

deux—-a-deux distincts, d'aprés 1l'hypothése sur G, pour j assez grand.

4 - Les L-idéaux b
[

Définition : Pour O <g <1, 358 désigne l'ensemble des mesures p £ M(G)

telles que, pour tout X e \T, IXUI < € u-presque-partout.

Proposition 6 : Pour tout g, O<e <1, ;ée est un L-idéal. Une mesure
u eM(G) appartient a ;ﬂe si et seulement si, pour toute probabilité

v <<y, Lim|v(y)] <e.
Y >

Démonstration : La premiére partie de la proposition est évidente. Si

HE QQE et si v est une probabilité avec v <<y, v e Jﬂe et

Tinlo (0 | = suplS60] = swp |[xavl < e
Yoo Xel'\T XeI'NT

Siu g J%, il existe X e 'N\T tel que l'ensemble {x €G ;]xu(x)l >e} ne

soit pas u-négligeable. Il existe donc un complexe z avec |z| >e, et

un réel r avec O <r < |z| -¢ tels que {x€G ; Xu(x) -z| <r} ne soit

pas u-négligeable. Soit v la probabilité obtenue en normalisant la
restriction de |p| & cet ensemble. v << et va(x) -z| <r v-presque-
partout, donc

IV(x) -z| = [J(Xv—z)dv] < r
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ot Lm[S(y) | > 900 ] > e .

‘Y—>00

Propriétés des idéaux A

a) Quels que soient € et n avec O <e <n <1, Mocoz“’_’aE Czn c:é’I.
b) U ;ﬁ est un L-idéal.

O<ex1
c) Tous les idéaux Sﬁ,g avec O <e <1 ont le méme radical.

Soient € et n avec O <e <n <1l. Soit n un entier avec nn<e. Si
u eiﬁn, pour tout caractére y e I\T IXUI <n, donc Ixunl <n® <,
e sig et u eRadSﬁE. Donc i’n — Rad i’e' Comme :@nzni’a e v

Rad ;éﬂ = Rad ;@E.

d) Si pu eM(G) a la propriété du module constant et appartient & ;ﬁl,

U appartient a ECE pour un certain €, O <e <1.

On rappelle qu'une mesure p a la propriété du module constant
si, pour tout x €4, |Xu| est une constante. Si p a cette propriété et
n'appartient a aucun ;GE il existe une suite ¢ eTNT telle que
|¢n]u soit une constante supérieure 3 1-1/n. Si ¢ est un caractére
iZ

adhérent a3 la suite ]¢n , & eI\NT et ¢u =1, donc u ¢<iI.

e) Si y est une probabilité "tame" sur G, u El:g si et seulement si

Tim|f(y)]| < e.

Yoo
Supposons que | ¢;§E. Soit ¥ un caractére de TNT tel que

{x ;Ixu(x)] >e} ne soit pas p-négligeable. Comme p est "tame", x, est

le produit d'une constante c et d'un caractére y e['. Alors lc| >e et

[7(xy)| = |c|. Donc lim|f(y)| » |fa(xy)| > €. L'implication réciproque

Y
se déduit de la proposition 5.

f) Pour O<e<n<1l, MoineQinglr
En (2) on a construit dans le cas G =T, pour tout a, O <a<l,

un produit de Riesz "tame" p_ avec Tim|fi(y)] = a. Alors p, n'appar-
Nl

tient pas a M_(I), p, € il » et p e ie si et seulement si a <e¢.
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Cette construction peut &tre généralisée dans tout groupe com-
pact infini G : on construit par récurrence une suite I de blocs
dissociés, et une suite Pn de polyndmes trigonométriques avec

Supp ﬁn(:In, P >0, HPnHl =1 et S;glﬁn(y)l > 1-1/n. Supposons cons-
! Il existe un voisinage Vrl de 1
dans la topologie de Bohr de T avec Vir]?ff Ii ={1}. Soit H, une pro-
babilité discréte sur G avec Supp ﬁnc:VnT-Alors Siglﬁn(Y)l =1, et,
par régularisation, il existe un polyndme trigongmétrique Pn avec

truits Il,...,In et P.,...,P

-1 1 n-1°

P 20, “Pn”l =1, Supp ﬁn = Supp n, et siglﬁn(y)] >1-1/n. On pose
[oe]

Pq = ((1-a) + aPn), Pa est un produit de Riesz généralisé "tame"
n=1

avec limlﬁa(y)| = a, d'od le résultat.
Yo

g) Si pour tout n #0, nG # {0}, aucun Z% n'est inclus dans éﬁp.
Comme en (2.3) on peut construire sur G des produits de Riesz
généralisés construits sur une suite de progressions arithmétiques,
qui appartiennent a 566 mais pas a \EQP.
h) On peut démontrer que % _ n'est égal ni a ;ﬁg, ni méme a

I O<e<1
Rad L ([3] chap.1v).

5 - L'idéal béc

On dira qu'une partie de A de I' est un cube de dimension n si

A est le produit de n parties infinies de I', on dira que A est une

cellule de dimension n si A est l'ensemble des produits de n éléments

distincts d'une partie infinie B de T.

Définition : é@c est l'ensemble des mesures p ¢M(G) telles que, pour

tout € >0, la dimension des cubes inclus dans E(p,e) soit bornée.

Proposition 7 : Pour une mesure p eM(G), les propositions suivantes

sont équivalentes :
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a) u e ;GC

b) Pour toute suite ¢n de caractdres de T\T dont la profondeur tend
vers l1'infini, ﬁ(¢n) tend vers O.

c) Pour tout € >0, la dimension des cellules dont un translaté est
inclus dans E(p,e) est bornée.

d) Pour tout y el et toute suite ¢n de caractéres de f+\\{l},

lim @ (y¢y) = O.
n-o

e) Pour tout e >0, il existe n >0, tel que, pour tout ¥ ef\~F,

lul {x eG ;lxp(x)l > 1-n}) <e.

Corollaire : Q@C est un L-idéal, noyau de la partie AC de T formée
des caractéres x el dont tout voisinage contient des caractéres de T

de profondeur arbitrairement grande. De plus Rad &ﬁl/z c:&ﬁctzsﬁl.

Démonstration :

(a)=—>(b) : Il suffit de démontrer que si x est un caractére de pro-
fondeur supérieure ou &gale i n, avec |fi(x)| >¢, E(u,e) contient un
cube de dimension n.

Soient, pour l.sp.sn,yi'p une suite généralisée d'éléments de
I convergeant *-faiblement dans L¥(u) vers le caractére Xp’ avec
Xp+++Xp =X+ On munit IN x{1,...,n} du bon ordre lexicographique. Par
récurrence sur cet ensemble, on peut extraire des suites Yi,p des
sous-suites Yk,p (keIN, 1 ¢pgn) d'éléments distincts de T de sorte

que lﬁ(¢l...¢n)l > ¢ dés-que chaque ¢p est égal a Xp ou & 1l'un des

n
Ainsi E(u,e) contient le cube de dimension n, {Yk p sk eIN}
’

Yk,p‘ pel
(b)=—>(a) : Si Xyre+-rXp sont des caractéres de '\ T adhérant respec-
tivement aux parties infinies Al""’An de T, X1+ Xn adhére au cube

Al...An. Donc si E(p,e) contient des cubes de dimension arbitraire-
ment grande, E(u,e) contient des caractéres de profondeur arbitraire-
ment grande, ce qui contredit (b).

(a)=> (c) : Il suffit de montrer que tout translaté d'une cellule de
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dimension n contient un cube de dimension n.

Si y el et si A est une partie infinie de T', soient A ,A

177" ""n
des parties infinies deux-a-deux disjointes de A. Alors le cube
(YAl)'AZ"'An est inclus dans le translaté par y de la cellule de di-
mension n construite sur A.

(c)=> (d) : Il suffit de montrer que, si y el et si ¢ ef+\{l} avec
[fi(y$™ | >e, E(p,e) contient la translatée d'une cellulede dimensionn
Soit Y, une suite généralisée tendant vers ¢, dans I (u). Par récur-
rence, on peut extraire de Y, une suite Yn d'éléments distincts de T
avec

[y v Yo )| e (O<p) <...<p) .

Py Pn n

(d)=> (b) : Il est clair que l'ensemble des mesures vérifiant (d) est
un idéal fermé de M(G). D'autre part, si p vérifie (d) et si y ¢ T,
yYyu vérifie (d), donc l'ensemble des mesures vérifiant (d) est un

L-idéal de M(G).

Soit p une mesure vérifiant (d). Alors |u| vérifie (d). Soit

X = ¢l"'¢2n un caractére de profondeur supérieure ou €gale & 2n.
Comme
2n
1 2n
IxlI = o) ety s 52 L [o]
1 2n 2n p=1 P
on en déduit
- - ~ 2 -
leool < Tul~dxl) < sup_ Jul~(lo 17" < sup |ul~(s")
1<p<2n pelr N{1} s

Comme |u| vérifie (d), le dernier terme de ces inégalités tend vers O
quand n tend vers 1l'infini. Donc p vérifie (b).

(d)=> (c) : On suppose que u vérifie (d), donc |u| également, et soit
€ >0. Il existe n >0 tel que [u]‘(xn) <e/2 pour tout ¥ €f+\\{l}. Si

_2—1/2n

n =1 , pour ¢ eTNT

[l (fxec sl )] >1-n]) < (1-n) T2l (8] 20 ) <

(e)—> (d) : Evident.
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Démonstration du corollaire :

On a vu que Qic était l'ensemble des mesures vérifiant (d), et
était donc un L-idéal. D'aprés (b) IJC est 1'idéal des mesures telles
que fi(x) =0 pour tout x eAC , AC étant l'ensemble des caractéres de
T\T dont tout voisinage contient des caract&res de profondeur arbi-
trairement grande. Ainsi chc:JZI.

D'autre part, d'aprés (e), pour tout O <e <1, J:Ec:gﬁ e Comme

Jic est &gal a son radical, Radiz Cjzjc. On peut démontrer que ces

1/2

deux inclusions sont strictes ([3] chap.IV).

L. et d
6 - Comparaison des idéaux c et °p

Proposition 8 : On suppose que pour tout entier n >0, le sous-groupe

nG de G est d'indice fini dans G. Soient p eM(G) et € >0. Si E(u,¢)
contient des cubes de toutes dimensions, E(u,n) contient des progres-

sions arithmétiques arbitrairement longues pour tout n, O<n <eg.

Démonstration : Soient p >0 un entier et § >0. Soit un entier

n >4HuH2p2/62. Soient enfin ¢1,...,¢n des caractéres de I'\T, avec

lﬁ(¢l...¢n)] >e. On pose ¢ =1 et ¢ =¢,...¢ . Alors

n-1
bell = Houll + 2 [a=loy, 1 0al0g0 ol
I1 existe donc un entier k ¢ [0,n-1] avec

[a-Togylaly -yl < Iull/n
Alors
[a-log 1 Dalenl < 2f A=l 1 palen] < 2ull/n

Comme |¢k+l]2 eTN\T, il existe y eI'~{1l} avec IJ(l‘Y)dl¢U1]€ 2lull /n.
D'aprés 1'hypothése faite sur G, on peut supposer que l'ordre de y

dans T est supérieur a 2p+2. Ecrivons

(| n-vlaten? <loul [11-v1%aloul = flou] -2re [a-valoul.
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De 1la
Jli-viatoul < s/p.
Si g est un entier avec |g| < p
If(l—yq) déu| < Jll-yqldl¢ul N q.fll—Yld]¢u[ < s,
donc |fi(¢y9)| > € -6. Comme ¢ €T, il existe R €T avec [Heyd) | >e -6

pour tout entier g e[}p,pﬂ. L'ensemble {Byq ; -p<g<pl est une progres-

sion arithmétique de 2p+1 termes dans E(p,e-6).

Corollaire : Si pour tout entier n >0, nG est d'indice fini dans G,

;CPcILC et ApDAs-
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CHAPITRE VIII

TOPOLOGIES SUR G

ET

SOUS-ALGEBRES DE BOCHNER DE M(G)

Une partie de ce chapitre est consacrée d passer en revue un
certain nombre de notions qui figurent de fagon un peu hétéroclite
dans la littérature, et le théoréme 1 qui contient en particulier un
résultat de DUNKL et RAMIREZ [3] et qui est illustré par le théoréme 2
et le contrexemple de (10).

Dans la suite G désigne un groupe abélien localement compact

non discret.

1 - Décompositions deM(G) et topologies sur G

1.1 - Considérons d'abord un L-sous-espace N de M(G). On sait
que M(G) admet la décomposition en somme directe
M(G) = N & N-
Toute mesure p e M(G) s'écrit ainsi
Bo=oug tougl

Au soQus-espace N on associe la forme linéaire h e M(G)' telle que

[ nay = [ auy (1 e M)

(0 € M(G)) .

2

On a évidemment h® =h. Inversement toute forme lindaire h idempotente

définit ainsi la projection M=y sur le L-sous-espace N = hM(G) que
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nous noterons désormais Nh'

1.2 - Dans le cas ou N est une L-sous-algébre et NL un L-idéal,
le projecteur Wiy est un homomorphisme d'algébres et h est uncarac-
tére idempotent. Inversement pour tout caractére idempotent h, p— hu

est une sous-algébre et NL

est un homomorphisme d'algébres, N h

h un
idéal.

Naturellement N, peut étre une sous-algébre sans que h soit un
caractére. Par exemple : la L-sous-algébre des mesures concentrées

sur un sous-groupe fermé (ou simplement borélien).

1.3 - Dans la suite nous envisagerons les décompositions de
M(G) liées a différentes topologies sur G.
G est muni d'une topologie de groupe localement compact T, que

nous appellerons topologie initiale. Soit T une topologie de groupe

sur G, plus fine que 71 . Nous noterons G, le groupe G muni de la to-

pologie t. Nous écrirons souvent G, =G s'il n'y a pas d'ambiguité.
Désignons par M(GT) les mesures de ;(G) concentrées d € prés sur les
compacts de G., ou encore concentrées sur les ensembles o-compacts de
G, . Dans le cas ol T est une topologie localement compacte M(GT) a
bien sa signification wusuelle.

M(GT) est une L-sous-algébre de M(G). M(GT)L’est constitué des
mesures p ¢ M(G) telles que |p| (K) =0 pour tout compact de G . On

L

vérifie immédiatement que c'est un idéal. En effet si u € M(Gr) et

v £ M(G), pour tout compact K de GT,

]

b * ol @ <lul # 1ol = [lul k=) alv] G = o.
Ainsi, & la décomposition

M(G) = M(G)) @ M(GT)L

correspond un caractére idempotent que nous noterons hT. A la topolo-
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gie discréte et & la décomposition classique en mesures discrétes et

mesures continues correspond le caractére idempotent noté hd'

2 - Topologies localement compactes

2.1 - Nous allons envisager toutes les topologies T de groupe

localement compact sur G, plus fines que la topologie initiale 7,.

(2.1.1) Remarque : Il n'existe pas sur G de topologie 1 strictement
plus fine que T et pour laquelle GT soit o-compact. En effet dans ce

cas G, est réunion dénombrable de compacts de GT et il existe donc
o
un compact de G, d'intérieur non vide dans G, . Et comme les topolo-
o

gies 1 et 1, coilncident sur les compacts de GT, nécessairement T=T,-

0
Soit H un sous-groupe engendré par un voisinage compact de 1'i-
dentité dans G, i H est ouvert dans G.. Les différentes topologies
peuvent donc étre définies en considérant, parmi tous les sous-grou-
pes H de G, de générateur compact, ceux qui admettent une topologie
de groupe localement compact T plus fine que la topologie initiale et

en munissant G de la topologie de groupe pour laquelle HT estun sous-

groupe ouvert.

2.2 - On peut donner des topologies localement compactes plus

fines que t une description plus concréte, en utilisant un théoréme

o
de structure. On sait [1{] que tout groupe abélien localement compact
contient un sous-groupe ouvert topologiquement isomorphe & IRk x K,
oll K est un groupe compact. La topologie de K sera nécessairement la
topologie initiale. On peut donc construire toutes les topologies lo-
calement compactes plus fines que T, comme on 1'indique en (2.1), en

considérant tous les sous-groupes H de G, qui sont produits d'unsous-

groupe compact et d'un sous-groupe a k param@tres et en munissant ce
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dernier de sa topologie naturelle.

Exemples

(2.2.1) Si G = IR, on a nécessairement K = {0} et k¢l. Pour k = 1 on

obtient la topologie initiale et pour k = O la topologie discréte.

(2.2.2) Ssi G =T, on a nécessairement k = 0. Si K =T on obtient la
topologie initiale et si K est un sous-groupe fini, on obtient la to-

pologie discrete.

(2.2.3) On peut caractériser facilement les groupes G pour lesquels
la seule topologie localement compacte strictement plus fine que la
topologie initiale est la topologie discréte : ce sont les groupes G
qui ont un sous-groupe ouvert isomorphe & IR, T ou Zp (groupe des en-
tiers p-adiques) [li]. On trouvera aussi dans [13] la liste des grou-
pes qui n'ont qu'un nombre fini de topologies localement compactes
plus fines que la topologie initiale. Dans le cas contraire il y a
une infinité non dénombrable de topologies. C'est le cas, en particu-
lier, si G contient IR2 ou Tz, ou un groupe compact du type deCantor.

(2.2.4) si g =1"

, on vérifiera aisément que les différentes topolo-
gies peuvent s'obtenir en considérant tous les "enroulements" possi-
bles de IRk dans T" (O <k ¢n), c'est-a~-dire tous les sous—-groupes H

de T" qui sont images d'un homomorphisme algébrique de IRk dans T".

3 - Les topologies Ty

3.1 - Tout sous-groupe H fermé dans GT , est un groupe locale-
ment compact pour la topologie initiale. Il inste donc sur G une to-
pologie localement compacte T qui induit sur H la topologie initiale
et pour laquelle H est un sous-groupe ouvert. Cette topologie unique-

ment déterminée par H sera notée 1 Evidemment si H était initiale-

H*
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ment ouvert dans G_ , on aura Ty =T, - On peut donc se limiter & con-
o
sidérer les sous-groupes H fermés non ouverts.
Dans beaucoup de questions [7] [12] [20] seules interviennent

les topologies localement compactes Ty ¢ mais on n'obtient pas ainsi

toutes les topologies localement compactes.

3.2 - Pour tout sous-groupe H, non nécessairement fermé, on
peut définir de la méme maniére une topologie Ty- C'est une topologie
de groupe qui n'est pas en général localement compacte. Cependant si

H est o-compact, Ty est localement o-compacte.

3.3 - Soit T une topologie de groupe localement compact sur G
plus fine que T et soit H le sous-groupe engendré par un voisinage
compact de l'identité dans Gr‘ On remarque que les groupes HT et HTo
ont les mémes parties o-compactes, car toute partie To—compacte est
fermée donc o-compacte dans H . Par conséquent M(HT) = M(HT ) et com-

o}
me H est ouvert dans GT, on en conclut :

(3.3.1) M(GT) est l'ensemble des mesures de M(G) concentrées sur les
L
réunions dénombrables de classes modulo H. M(GT) est l'ensemble des

mesures p eM(G) telles que |u|(x+H) = O pour tout x €G.

(3.3.2) Remargue : M(GT) ne dépend en fait que de H. De fagon plus
précise on peut reformuler (3.3.1) en disant que M(GT) =M(GTH). Cette
propriété reste d'ailleurs valable pour toute topologie de groupe Tt
plus fine que T et pour laquelle H est o-compact.

De ce point de vue il est naturel de considérer simultanément

toutes les topologies 71, associées aux sous-groupes H o-compacts deG

H

(non nécessairement fermés).

4 - Différentes notions de continuité forte
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4.1 - Il y a plusieurs généralisations possibles de la notion

de mesure continue. La plus naturelle, peut-&tre, consiste a poser la

définition suivante.

Définition 1 : Une mesure p e¢M(G) est fortement continue si u-LM(GT)

(ou, de fagon équivalente hTu = 0) pour toute topologie 1 de groupe
localement compact sur G, strictement plus fine que la topologie ini-

tiale (cf chap.IV-(7.2))

Mais, dans beaucoup de questions, notamment tous les problémes
relatifs aux mesures idempotentes, quasi-idempotentes, e-idempotentes,
les seules topologies localement compactes qui interviennent sont les

topologies 1., définies, comme on l'explique en (3.1), & l'aide d'un

H
sous-groupe fermé H de G. Il peut y avoir intérét 3 remplacer la dé-

finition 1 par la suivante, moins exigeante, compte tenu de (3.3.1).

Définition 2 : Une mesure p ¢M(G) est fortement continue, si

|ul(x+H) = 0, pour tout sous-groupe fermé& non ouvert H de G et pour

tout x €¢G (cf chap.II-(8.5)).

(4.1.1) Remarque : Si on suppose que H est fermé& non ouvert, néces-
sairement H est d'indice infini dans G. Inversement un sous-groupe
d'indice infini ne peut pas étre ouvert si G est compact. Mais si G
n'est pas compact, on peut avoir un sous-groupe ouvert d'indice infi-
ni (par exemple si G =T x Z). Par conséquent, si G est compact, on
peut remplacer dans la définition 2, "fermé non ouvert" par "fermé
d'indice infini" et retrouver ainsi la définition de continuité forte
donnée dans [20] [21]. Mais dans le cas général ceci conduirait & une
notion trop restrictive (par exemple, dans le groupe T x Z il n'y au-

rait aucune mesure fortement continue non nulle).

4.2 - Enfin, compte tenu de la remarque (3.3.2), on peut envi-

sager encore une autre définition de continuité forte, beaucoup plus
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restrictive que la définition 1.

Définition 3 : Une mesure u € M(G) est trés fortement continue si
|| (x+H) = O pour tout sous-groupe H o-compact d'intérieur vide, et

pour tout x €G.

L'hypothése faite sur H signifie simplement que H est non ou-
vert, donc que Ty # Tyt Il est équivalent de dire que H est de mesure

de Haar nulle. Toute mesure de M(GT ) a alors ses puissances de con-

H
L
volution singuliéres, donc M(GT ) contient Rad Ll(
H

G) (cf chap.I1V,
prop.8) ; par conséquent :
(4.2.1) Toute mesure de Rad Ll(G) est trés fortement continue. Mais
il existe des mesures trés fortement continues qui ne sont pas dans
MO(G) et dont les puissances sont indépendantes. Pour s'en convaincre,

reformulons la définition 3.

Proposition 1 : Une mesure p € M(G) est trés fortement continue si et

seulement si pour tout compact symétrique K tel que |p| (K) >0, il

existe un entier n >1 pour lequel m(K(n)) >0, ol K(n) =K+...+K (n
fois).
Démonstration : La condition est nécessaire : en effet, si |u]| (K) >0,

le sous-groupe H engendré par K est nécessairement de mesure de Haar
non nulle. Inversement,si la condition est satisfaite , soit H un

sous—-groupe oc-compact et x € G tels que Iu](x+H) >0. Il existe un com-

(

pact Kcx+H tel que |u| (K) >0 et m((KU-K) n)) >0 pour un entier n>1.

Comme (KU—K)(n)C: U (kx+H) on en conclut que m(H) >0.
Ik|<n

2(8+6,-n) . Le résultat de

[16] montre que, pour tout compact K tel que u(K) >0 on a m(K+K) >O.

(4.2.2) Exemple : Prenons G = IR et u =

— %8

On en déduit que p est trés fortement continue (déf.3). (On sait que
u n'est pas dans M, (G) et a ses puissances de convolution indépendan-

tes [2]). Ce résultat s'étend & toute une classe de mesures de
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Bernoulli.

5 - Systémes de Raikov et topologies Th

5.1 - Dans un souci de cohérence, nous allons expliquer briéve-
ment comment situer ce qui précéde dans le contexte des systémes de

Raikov.

Définition : Un ensemble R de parties o-compactes de G, héréditaire

dans la classe des parties o-compactes, est un systéme de Raikov s'il

est stable par réunion dénombrable, par somme et par translation.

sera dit symétrique si, de plus il est stable pour 1'inverse.

Remarques et exemples :

(5.1.1) Un systéme de Raikov non vide est dit propre s'il est dis-
tinct de l'ensemble de toutes les parties o-compactes de G. Pour que
j{ soit propre, il faut et il suffit que tout élément deiz soit
d'intérieur vide, ou, de fagon équivalente gque tout élément dej% soit

de mesure de Haar nulle.

(5.1.2) Etant donné un ensemble quelconque ¥ de parties o-compactes
de G, il existe un plus petit systéme de Raikov (resp. systéme de
Raikov symétrique) contenant € , qu'on appelle systéme de Raikov
(resp. systéme de Raikov symétrique) engendré par E,. siR admet une

famille finie ou dénombrable de générateur (Fj) il est aussi en-

iz’

gendré par F = U F.. Par conséquent, ou bien un systéme de Raikov a
iz

un générateur unique, ou bien toute famille de générateurs est non

dénombrable. Pratiquement on n'a de résultats intéressants que dans

le premier cas.

(5.1.3) Tout systéme de Raikov peut étre évidemment inclus dans un

systéme symétrique. Mais HAIGHT [Q] a montré qu'il existe dans IR un
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un systéme de Raikov asymétrique a un générateur qui ne peut pas étre
inclus dans un systéme symétrique propre. Ceci résulte de l'existence
d'un compact K tel que, pour tout n>1, K+K+... +K (n fois) soit de
mesure de Lebesgue nulle tandis-que K -K contient un intervalle. Nous
citons ici ce résultat pour 1l'intérét du lecteur, mais dans le pré-

sent chapitre n'interviennent que des systémes de Raikov symétriques.

5.2 - Systémes de Raikov symétriques & un générateur

Pour toute topologie T de groupe topologique, sur G, plus fine
que la topologie initiale, il est clair que les parties o-compactes
pour t forment une famille stable par réunion dénombrable, somme,
translation et inverse. De plus toute partie ro—compacte d'un ensem-

ble t-compact est T-compacte. On a donc bien un systéme de Raikov.

Proposition 2 : Tout systéme de Raikov symétrique & un générateur est
la famille des parties o-compactes d'une topologie Ty s ol H est un

sous-groupe c-compact de G, et réciproquement.

Démonstration : La proposition est & peu prés évidente, car, sic{ est
un systéme de Raikov symétrique engendré par une partie o-compacte F,
il est aussi engendré par H =Gp(F). De fagon précise, il est consti-
tué des réunions finies ou dénombrables de classes modulo H, ainsi
que de leurs parties o-compactes. Or tout ensemble compact pour Ty
est contenu dans une réunion finie de classes modulo H.

(5.2.1) Remargue : Dans le cas d'un groupe G métrisable, tout systéme
de Raikov & un générateur, admet un générateur compact (cf [19] dans

le cas ol G = IR) et le sous-groupe H de la proposition 2 peut étre

pris a générateur compact.

5.3 - Décomposition associée & un systéme de Raikov

A tout systéme de Raikovg{ correspond une décomposition de
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l'algébre M(G) en somme directe d'une L-sous-algébre et d'un L-idéal.
Désignons par A?{ l'ensemble des mesures qui sont concentrées sur un
ensemble o-compact du systéme TL . Si y est concentrée sur E ETE,
toute mesure vV <<y est concentrée sur E ; Aj est donc un L-espace.
C'est aussi une algébre puisquej{,est stable par somme. Enfin Aj{ est
fermée car la limite d'une suite de mesures L eAK{/est absolument
continue par rapport a z 2_n]un]/’HunH qui est aussi dans Aﬁipar—
ce queﬁ%lest stable par réunion dénombrable. Une mesure p est ortho-
gonale a Aj{,Si et seulement si |p|(E) = O quel que soit E e?{.?ﬁfA}{

est un idéal. En effet si yu €I_,v eM(G) et E g(%,

R

[u*v](B) <lul *|v]@® = JiuI(E—X) alv] (x) =0

parce que T{ est stable par translation.
En particulier, pour un systéme de Raikov & un générateur, la

proposition 2 montre que Aj% n'est autre que M(GT ). Ainsi le forma-
H
lisme des systémes de Raikov apparalit comme une généralisation natu-

relle des topologies T Mais on n'a guére de résultats intéressants

H*

dans le cas général.

6 - Formes linéaires continues pour la norme [l

Convenons de noter, dans la suite, pour toute mesure u eM(G),

lall, = sup [0(y)] = sup [0(x) ]

yel Xel
6.1 - Un vieux résultat d'EBERLEIN établit que la partie dis-
créte Mg d'une mesure p vérifie
Bl s M,

Autrement dit le caractére idempotent hd a la propriété

g “l, < lall,

il définit une projection continue pour la norme Hﬁ”m. Ce résultat a
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&té généralisé par DUNKL et RAMIREZ [3] pour tout idempotent hT asso-
cié & une topologie T localement compacte, plus fine que la topologie
initiale (1.3). Une démonstration simplifiée en a été donné par
GLICKSBERG [5] pour le cas particulier des topologies localement com-
pactes Ty (3.1). Une autre démonstration du théoréme de DUNKL et
RAMIREZ est donnée par B. HOST et F. PARREAU dans [7]. On trouvera
dans le présent chapitre encore une autre démonstration de ce résul-

tat comme corollaire du théoréme 1.

Proposition 3 : Pour un caractére idempotent h de M(G), les proprié-

tés suivantes sont équivalentes :
a) heT

b) (hy)~(r) <F(T)  (u eM(G))

o) ltaw) ~ll, < Il (wem(@))

a) [am)] < Ifll,  (neM(G))

Démonstration : On passe de (a) a (b) en remarquant simplement que,

pour tout y € T, (hp)~(y) = fi(hy) il est é&vident que (b) implique (c)
et (c) implique (d). Enfin la propriété (d) implique que le caractére
h est dans T'. En effet pour toute mesure p et tout caractére x € T,
ﬁ(x) = ﬁ(x). Les restrictions & T des transformées de Gelfand de me-
sures de M(G) constituent donc une sous-algébre symétrique dense de
C(T). La propriété (d) montre que h se prolonge en un caractére de
C(T). Ainsi il existe h' el tel que n(h') = {i(h) pour toute mesure
u eM(G) ; autrement dit h =h'.

Le théoréme de DUNKL et RAMIREZ revient & dire que, pour toute
topologie localement compact T, hT est dans T. Il est naturel de se
demander si ce résultat s'étend aux topologies Ty non localement com-

pactes (3.2). Plus généralement nous allons étudier les L-sous-alge-

bres N, dont le projecteur h est tel que | (hu)"~|l_s<l[dll .

6.2 - Considérons les formes linéaires ¢ eM(G)' telles que
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(6.2.1) |J¢ aul < llull, (1 e M(G))

(6.2.2) Iow . < Il (4 €M(G)) .

Les propriétés (6.2.1) et (6.2.2) sont équivalentes : en effet, on

passe de (6.2.1) a (6.2.2) en écrivant, pour tout y eT,

(oW = (| = |J¢ aty | < e I = Il -

On peut représenter ces formes linéaires par des mesures sur T.
Les restrictions & T des transformées de Gelfand 1 des mesures
u eM(G), constituent, comme nous 1l'avons déja dit, une sous-algébre
symétrique dense de C(T). Toute forme linéaire ¢ eM(G)', continue
pour la norme |{i], se prolonge de fagon unique & C(T). Il existe donc

une mesure de Radon bornée sur f, o =o¢ unique, telle que

(6.2.3) Icp duy = J H(x) do(y) (p eM(G))

(6.2.4) oy = J xu do (x) (u eM(G)),

oli la derniére intégrale est une intégrale faible dans M(G). Pour
établir (6.2.4) il suffit de remarquer que les polyndmes trigonomé&-

triques sont denses dans M(G)' et de vérifier, pour tout y € T,
G- = o abm = [aw 60 a0 = [ow m ao.

Dans la suite on adopte la notation

(6.2.5) ¢ = JX do () .

Inversement, pour toute mesure de Radon bornée ¢ sur f, (6.2.3) défi-
nit une forme lindaire ¢ = ¢ _ continue pour la norme [tll,. L'applica-
tion o — ¢0 est une bijection continue de 1l'espace M(T) des mesures
bornées sur I', avec la topologie vague, sur le sous-espace de M(G)'

constitué des formes linéaires continues pour la norme ||{i]l , avec la

topologie faible de M(G)'.

(6.2.6) Remarque : Soit ¢ une forme linéaire continue pour la norme
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il et x_ un &lément de T. La mesure o est l'image de ¢, par la
® 0

X,

0
translation x — XX En effet, pour toute mesure u e M(G),

¢
J(xowdu = J¢> d(xou) = J(xou)‘(x) d0¢(x) = Jﬁ(xox) do¢(x)

6.3 - T enveloppe convexe fermée de I' dans M(G)'

T est aussi 1'ensemble des formes linéaires ¢ gui s'écrivent
¢ = Jx do(x), ol o est une mesure de probabilité sur T. En effet, il
est clair que les éléments de l'enveloppe convexe fermée de I sont
des formes linéaires continues en norme [|if|_, , et il est &quivalent
de dire que ¢ est limite de combinaisons convexes Zrc Y ou que o¢
est limite vague de mesures I c_¢_. De plus touteY;esure de probabi-
1ité sur T est une limite Vzgie de telles mesures. Remarquons que T

est un compact de M(G)' et qu'il en est de méme de ?+ ensemble des

éléments positifs de T.

Proposition 5 : Soit Nh une sous-algébre de M(G), de projecteur h #O.

Les propriétés suivantes sont équivalentes

a) heT

b) (hp)~(T) =f(T) (n € M(G))
o) [[thw) =, < llall, (e M(G))
a [[naul < Il (v < ME))

Démonstration : Nous nous contenterons de montrer que (d) implique
(a), les autres implications étant & peu prés évidentes, comme pour
la proposition 4. Si on suppose (d) la forme linéaire h s'écrit

h = JX do (x) ol o est une mesure de masse < 1 ; on a méme Jd]ol =1
puisqu'il existe une mesure p # O telle que hy = p. Il s'agit de mon-
trer que o >0. Pour toute mesure de probabilité y €Ny, 1 = Jﬂ(x)do(x)
et comme |{i(x)| < 1, nécessairement

(6.3.1) ix)o = |of
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L'égalité (6.3.1) écrite pour u et u2 prouve que

i(x) = a°(x) =1 o-pp-
et donc que ¢ = |o].
(6.3.2) Notations : I, Tl
.3, : T Ty

Pour tout idempotent h e M(G)', nous noterons I, le groupe des
éléments ¥ eM(G)', de module |x| =h, qui s'écrivent x =hy' avec x'el.
Sur T'p topologie forte et topologie faible coincident et r, est un
groupe topologique. Dans le cas ol heT, Fh n'est autre que le groupe
des caractéres X €T de module |x| =h. On retrouve la notation utili-

sée dans [7] [12] et le chapitre IV-(7.2).

Pour deux idempotents h et h' de M(G)' tels que h ¢<h', nous no-

terons Ph

h' le sous—-groupe de T constitué des ¥ erh. tels que xh =h.

h'
(6.3.3) Remarque : Etant donné un idempotent h de M(G)', le semi-
groupe des caractéres Y ef+ tels que ¥ >h, ou de fagon équivalente

xh =h, est un compact de T ; il poss&de un élément minimal unique et
idempotent h'. FE, est un groupe compact dans T. On vérifie en effet
qu'il est fermé. Soit x un élément de T qui est adhérent & Fg.. Evi-
demment yh =h et |x| g<h'. Si on avait |yx| #h', nécessairement |x| <h'
et le2 serait un élément de T, tel que h $|X|2 <h', ce qui contredi-

rait la minimalité de h'. Avec cette définition de Fﬁ. nous pouvons

énoncer :

Proposition 6 : Soit h un élément idempotent de

T
a) h est la mesure de Haar du groupe compact FE. ;

b) Nh est une algébre.

Démonstration : Ecrivons h = JX do (x) ol o =0y est une mesure de pro-
babilité sur I'. Pour toute mesure de probabilité u eEN; 1 =Jﬁ(x)do(x)
ce qui montre que, en tout point x du support de o, on a fi(x) = 1 ou

de fagon équivalente xp = p. Le support de ¢ est donc contenu dans
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l'ensemble des ¥ €I tels que yxh =h. Par la remarque (6.2.6) o est in-
variante par translation par tout caractére ¥ eT tel que xh = h.Ceci
prouve d'une part que ¢ est portée par le groupe Fﬁ. car elle estéga-
le & son image par la translation x — xh', d'autre part que c'est la
mesure de Haar de ce groupe compact. Montrons enfin que (a) implique
(b) . Pour toute mesure u eNh et pour tout caractére x appartenant au

support de o, xu = xhpy = hpy = py. Pour u, v aNh,
h(u *v) =Jx(u *v) do(x) = J(xu) * (xv) do(x) = u*v .

Donc u * v sNh ; Nh est une algébre.

7 - Algébres de Bochner

7.1 - Soit N_ une L-sous-algébre de M(G). On note ﬁh l'algébre

h
des transformées de Fourier-Stieltjes des mesures de N . On suppose-
ra dans la suite que ﬁh sépare les points de I' (c'est le cas en par-
ticulier, si Nh contient les mesures discrétes). On associe a ﬁh la
topologie %h gu'elle détermine sur T, c'est-a-dire la moins fine qui
rende continues les fonctions de ﬁh‘ On vérifie sans peine que c'est
exactement la topologie induite par celle de A (ou de Fh) lorsqu'on
identifie I' & son image par 1l'injection y — hy. La topologie %h est

plus faible que la topologie initiale de I', mais c'est une topologie

de groupe, car Ph est un groupe topologique (6.3.2).

(7.1.1) Exemple : Si h =hT est l'idempotent associé & une topologie T
de groupe localement compact (1.3), Ny =M(GT) et %h n'est autre que
la trace sur I' de la topologie de éT par le plongement naturel de T
dans éT. On sait alors que toute fonction de type positif sur T con-
tinue pour cette topologie, se prolonge en une fonction de type posi-

tif continue sur GT. C'est donc, d'aprés le théoréme de Bochner, la

transformée de Fourier-Stieltjes d'une mesure positive de M(Gr)' Nous
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allons voir que d'autres sous-algébres de M(G) possédent cette pro-
priété.

Définition : Une L-sous-algébre Nh de M(G) est une algébre de Bochner

si toute fonction de type positif sur I', continue pour la topologie

Thy appartient a Nh'
Nous allons établir le résultat suivant que l'on peut compléter

par la proposition 5.

Théoréme 1 : Une L-sous-algébre N, est une algébre de Bochner, si et

h
seulement si h est dans T.

Comme conséquence immédiate du th.1l, nous obtenons le résultat de
DUNKL et RAMIREZ déjad cité en (6.1) et énoncé au chapitre IV (théoré-

me 5).

Corollaire [3] : Pour toute topologie T de groupe localement compact

sur G, plus fine gue la topologie initiale, 1'idempotent hT estdansT.

7.2 - Montrons d'abord que, si h ¢ ?, N, est une algébre de

h
Bochner. Toute fonction f(y) de type positif sur T, continue pour la
topologie %h' est aussi continue pour la topologie initiale et s'é-

crit donc f(y) = fi(y), ol yu est une mesure positive de M(G). Il s'a-

git de vérifier que hpu = u. Or d'aprés la proposition 6, h s'écrit

Il suffit donc de vérifier xu = p pour tout caractére x eT tel que
xh = h. Soit Y, une suite généralisée d'éléments de ' qui converge
vers X tel que xh = h. Alors hYu tend vers h ; autrement dit Yo tend

vers 1 pour la topologie %h' Ainsi 1'égalité

£y ¥) = By y) (y eT)

donne a la limite
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]

£(y) o(xy) (y ¢ T)
ou encore

Ocw) = (y) (y € T)

iy

d'oll p = xu ce qui termine la démonstration.

7.3 - Soit N, une L-sous-algébre de M(G). Considérons le semi-

h
groupe des ¢ a?+ tels que ¢ >h ou, de fagon équivalente, tels que

¢h =h c'est un compact pour la topologie faible de M(G)' ; il posséde
donc un élément minimal (unique) h' qui est idempotent car h'2 < h'.
On sait (prop.6) que Ny, est une algébre qui est de Bochner d'aprés
(7.2). Avec cette définition de h' on peut énoncer en toute générali-
té :

Proposition 7 : Ny détermine sur I' la méme topologie que Nh (autre-
ment dit %h' = ?h).

Démonstration : Soit Y, une suite généralisée d'éléments de T, telle
que hya tend vers h. Il s'agit de montrer que h|Yu tend vers h'.
Dans le cas contraire, il existe une valeur d'adhérence yx de Yo telle
que hy = h, mais h'y # h'. On aura cependant h'|x| = h' sans quoi

]2 <h' et comme h']x[2 e T

h ¢ h'|x h' ne serait pas minimal. On

+ v
utilise alors le lemme suivant.
Lemme : Soit M un L-sous-espace de M(G). Soit ¢ eM' tel que |¢|2 =|¢|
mais |¢| # ¢. Alors %(¢ +9) < |o].

Ici on utilise le lemme avec ¢ = h'y et on en conclut que

¥ == h'(x +¥) est tel que ¥ < h'. D'autre part il est clair que V¥ eT

(S

et que Yh = h. Soit ¥' = %(h' +V¥),on vérifie que Y' est dans ?+ et tel
que h g ¥' < h' ce qui dément la minimalité de h' et fournit une con-
tradiction.

Démonstration du lemme :

Quitte & remplacer l'espace M par le L-sous-espace |¢|M, onpeut
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se ramener au cas ol |¢| = 1 mais ¢ # 1. Si on avait %(¢ +¢) = 1, cela
signifierait que, pour toute mesure u ¢ M,%%¢u + EL)= 1 avec |¢U] =1,

d'ol 1l'on concluerait que ¢U =1, donc que ¢ = 1.

Fin de la démonstration du théoréme 1 :

On a déja vu en (7.2) que, si h ¢ T, N, est une algébre de

h

Bochner ; on déduit la réciproque de la proposition 7. En effet, sup-
posons que Nh est de Bochner. Soit u une mesure positive de Nh" La
fonction ji(y) est de type positif sur I, continue pour %h' donc pour

T, ; c'est la transformée de Fourier-Stieltjes d'une mesure de N On

h

en conclut que u eNh et donc que Nh = Nh” ou encore que h = h'.

h*

7.4 - Remarques : Dans le cas général, soit Nh une L-sous-algé-

bre quelconque. On peut lui associer la L-sous-algébre Nh' définie

comme on l'explique en (7.3).

(7.4.1) N est la plus petite algébre de Bochner contenant N, . En ef-

hl

fet soit N une algébre de Bochner contenant Nh’ On aura évidemment

hl
1

h! >h et, d'aprés le thl, h! ¢ T . Puisque h' est minimal, nécessaire-
1 P 1 gd

ment h' < h!

< hyy c'est-a-dire Ny, N

‘e
hy

(7.4.2) N est la plus grande L-sous-algébre contenant N, et définis-

hl
sant sur ' la méme topologie que Nh' En effet soit Nh une L-sous-al-
1

gébre ayant cette propriété. Soit p une mesure positive de Nh . La
1

fonction n(y) de type positif sur ' est continue pour la topologie

;h = %h‘ D'aprés la proposition 7, %h = %h" et, puisque Nh' est de
1

Bochner (7.2) ji(y) est la transformée de Fourier-Stieltjes d'une mesu-

re de N autrement dit p eN,_,. On en conclut que Nh c:Nh..
1

h'’ h

8 - Mesures et ensembles de Dirichlet

8.1 - La notion de mesure de Dirichlet définie au chapitre II-

(2.3) est 8troitement liée a celle d'ensemble de Dirichlet, introduite
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antérieurement par divers auteurs [8] [10] [11].

Définition 6 : Un sous-ensemble borélien E de G, est un ensemble de

Dirichlet faible si, pour toute mesure positive p € M(G), concentrée

sur E, il existe une suite de caractéres Yn tendant vers 1'infini dans
T, qui converge en mesure vers 1, c'est-a-dire telle que, pour tout
e >0, lim p({x ;Iyn(x) —l] >¢e})=0. E est de Dirichlet (fort) si on

n—>oo
exige que Y, converge uniformément dans E.

(8.1.1) Remarques :

On vérifie aisément qu'on peut remplacer dans la définition 6, la con-
vergence en mesure par la convergence dans Ll(u), ou par la convergen-
ce o (L”(u), Ll(u)) ou par la convergence u-presque-partout, ou encore
par la convergence uniforme, pour tout € >0, sur un sous-ensemble de
mesure > ||u]| - €. En particulier si E est un ensemble de Dirichlet
faible et u une mesure concentrée sur E, pour tout € > O, E contient

un ensemble de Dirichlet fort de mesure 3 [u|| - ¢.

(8.1.2) D'autre part T. KORNER a remarqué dans [11], gue pour un sous-
ensemble A fermé, la notion d'ensemble de Dirichlet faible recouvre
exactement la notion classique d'ensemble de convergence absolue (cf
EIPR

Proposition 8 : Une mesure u e M(G) est de Dirichlet si et seulement si

elle est concentrée sur un ensemble de Dirichlet faible.

Démonstration : Une mesure u €¢M(G) est de Dirichlet si et seulement si

il existe une suite de caractéres de G, tendant vers l'infini dans T
et vers 1 dans Ll(u) (cf chap.II-(2.3)). Pour tout entier k > 1 on peut
en extraire une sous-suite qui converge uniformément (vers 1) sur un
compact A, tel que |U](Ak) >|lu]l -1/k. En utilisant le procédé diago-
nal, on peut ainsi construire une suite croissante Ak et une suite de

caractéres qui converge uniformément vers 1 sur chaque A k>1. La

kr
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mesure y est évidemment concentrée sur A = K D'autre part, pour

U A

k21

une mesure positive quelconque v e M(G) concentrée sur A, on aura

v(A) = lim v(Ak) et A est donc un ensemble de Dirichlet faible suivant
k—>oo

la remarque (8.1.1). D'aprés la méme remarque toute mesure concentrée

sur un ensemble de Dirichlet faible est une mesure de Dirichlet.

8.2 - Les mesures u orthogonales a la classe des mesures de
»]
Dirichlet constituent un L-idéal noté J;I et étudié dans le chapitre
VII-4. Ce sont les mesures telles que hp = O pour tout idempotent heT,

h#1.L

ment continues d'aprés le corollaire du théoréme 1.

I contient MO(G) et est contenu dans 1l'idéal des mesures forte-

Définition 7 : Soit A un sous-ensemble d'un groupe discret I' (noté
multiplicativement) qui s'écrit A = U A ...A_, ol A_ est une suite
nzl'1 n n

d'ensembles finis. Les éléments de Al...An sont appelés mots d'ordre
n. On utilise souvent la terminologie suivante (un peu disparate) :

a) Si An ={l,en} pour une suite d'éléments en de I', on dit que A est
un ensemble IP (pour "infinite parallelogram").

b) Si A ={1,en,e;1} on note généralement A = Q({en}). Dans le cas
ol l'ensemble {en} est dissocié, A est le spectre de Fourier d'un pro-
duit de Riesz. Dans le cas général, si {en} est infini, A contient le
spectre de Fourier d'un produit de Riesz (chap.II-(7.1.2)). L'ensemble
IP construit sur {1,en} sera noté Q+({9n}).

c) Si An = {Yn,en} est une suite d'ensembles a4 deux éléments, on dit

que A est un ensemble de Hilbert (terminologie empruntée a

FURSTENBERG) .

(8.2.1) Remarque : Si A est un ensemble de Hilbert relativement & la

suite An = {yn,en}, les mots d'ordre p peuvent s'écrire x = ( yj)y
_ l¢jsp
ol y est un mot d'ordre p de l'ensemble IP,Q+({enynl}). Ainsi A peut
s'écrire A = U o A_ ol a_el et A_ est l'ensemble des mots d'ordre n
n>l nn n n

242



SOUS-ALGEBRES DE BOCHNER DE M(G)

d'un certain ensemble IP. Inversement on vérifie sans peine que tout
ensemble de cette forme est un ensemble de Hilbert.
Dans le cas ou le groupe ' n'a pas d'élément d'ordre fini # 1,

si l'ensemble de Hilbert A est infini, l'ensemble IP correspondant
nglAn est également infini. En effet, ou bien il y a une infinité
d'éléments eny;l distincts, ou bien eny;l = § pour une infinité de
valeurs de n et alors ngAn contient 1l'ensemble {ek}kal'
Rappelons que pour toute mesure p e M(G) et tout € >0, E(u,¢)

désigne l'ensemble des y €T tels que |fi(y)| >e. Le résultat suivant

est une variante de la proposition 4 du chapitre VII.

Proposition 9 (G compact) : Pour u eM(G), les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) u ¢;tl

b) u charge un ensemble de Dirichlet (fort).

c) Il existe € >0 tel que E(u,e) contienne un translaté d'un ensemble
Q({6_}) pour un ensemble {6,} infini.

d) Il existe € >0 tel que E(u,e) contienne un translaté d'un ensemble
IP infini.

Si de plus G est connexe, les propriétés (a) (b) (c) (d) sont équivalen-
tes a la suivante :

e) Il existe € >0 tel que E(u,e) contienne un ensemble de Hilbert in-
fini.
Démonstration : Les propriétés (a) et (b) sont toutes deux équivalen-

tes, d'aprés la proposition 8 et la définition de 3; ;4 l'existence

I
d'un caractére idempotent hel, h# 1 tel que hu # O, Si hy # 0 il
existe y_ el et e >0 tels que [(hu)‘(yo)l =|ﬁ(hyo)| >e. Soit yj une
suite généralisée tendant vers h dans T'. D'aprés la proposition 4

chapitre VII, E(u,e) contient un translaté d'un ensemble Q({en}) ol en

est une suite extraite de Yj’
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Supposons maintenant que, pour un € >0, E(u,e) contienne YOA ol

A= Q+({6n}) est un ensemble IP infini. On peut toujours supposer que
en tend vers l'infini. En effet, si l'ensemble des valeurs de en est
fini, 1'une de ces valeurs, soit 6, est nécessairement d'ordre infini
et A contient 1l'ensemble IP 07 ({6"}). Avec cette hypothése, soit y une
valeur d'adhérence de 6n dans T\T ; alors x2 est une valeur d'adhé-
rence de ejek (j<k) et plus généralement, pour tout m, X2m est une va-
leur d'adhérence de A. Par conséquent

2m

R 2 -
Tl = x ™ 2 1Ry xT™ 1 2 e.

)

La suite |X|2m converge vers un idempotent h de T et h #1 puisque ¥gT.
Enfin hpy # O car |u|~(h) > €.

Supposons maintenant que, pour un € >0, E(u,e) contienne un en-

semble de Hilbert infini qu'on écrira sous la forme A = /\n sui-

nlen
vant la remarque (8.2.1). Pour tout y el on aura ]ﬁ(ypy)] > ¢ si pzn.
Soit ¢ une valeur d'adhérence de la suite Yn dans T. Elle est telle

que

Gy [ 2 e st yent = U .

E(¢u,e/2) contient donc l'ensemble IP A' qui est infini, au moins
dans l'hypothése ol G est connexe (équivalente a T sans élément d'or-
dre fini) (8.2.1). De ce qui précéde on déduit l'existence d'un idem-

potent h eT, h# 1, tel que héu # O, ce qui implique hp # O.

(8.2.2) Remarque : Dans le cas ou ' = Z la proposition 9 peut se tra-
duire assez directement en un résultat de théorie ergodique (cf EZZ]L
Soit (X,u,T) un systéme dynamique, ol T est une transformation mesura-
ble bijective qui préserve la mesure p. Alors les propriétés suivan-
tes sont équivalentes :

a) Les seules fonctions rigides fonctions f ¢ Lz(u)(telles que

f = 1lim Tnkf, ol n
k>

K est une suite d'entiers tendant vers 1l'infini)
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sont les fonctions constantes.
b) Quels que soient les ensembles mesurables A et B, pour tout & > O,

l'ensemble des entiers n tels que
[W(ANTB) - u(n) u(B)| >

ne contient pas d'ensemble de Hilbert infini (resp d'ensemble IP in-

fini) (resp d'ensemble Q({en}) pour un ensemble {en} infini) .

On peut compléter la proposition 9 par le résultat suivant qui

renforce la proposition 5.

Corollaire : Soit I' un groupe discret et A une partie de I' qui ne con-
tient aucun translaté d'un ensemble Q({Gn}) avec {Gn} infini. Alors,
pour tout caractére idempotent h € T, h # 1 et pour toute mesure

W eM(G), (hu)~(r)cu(I\A).

Démonstration : Il suffit de montrer que pour tout y e TI', hy est adhé
rent & T\ A dans T. Dans le cas contraire (cf (6.1)) il existerait une
mesure u et un y_cl tels que [ﬁ(yoh)l >e et |[fi(y)] g€ si yelNA.
E(p,e) serait donc contenu dans A. D'autre part, par l'argument de la
proposition 9, E(u,e) contiendrait le translaté d'un ensemble Q({en}b
ce qui fournit une contradiction.

Note : Les ensembles A qui ne contiennent aucun translaté d'ensemble
Q({en}) sont les ensembles de Rajchman étudiés dans les chapitres II

et VI.

8.3 - Pour qu'une L-sous-algébre de M(G) soit une algébre de
Bochner il est évidemment nécessaire que toute mesure de cette alge-
bre soit une mesure de Dirichlet. Mais nous verrons que cette condi-
tion n'est pas suffisante.

Envisageons le cas d'une topologie 1, associée & un sous-groupe

H

g-compact H. Si M(GT ) est une algébre de Bochner, en particulier
H
toute mesure concentrée sur H doit &tre une mesure de Dirichlet, ce
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qui implique, par la proposition (8), que H doit &tre un ensemble de
Dirichlet faible. S'il en est ainsi, on vérifie aisément que toute
réunion finie ou dénombrable de classes mod H est également de

Dirichiet faible (cf [8]).

Proposition 10 : Soit K un compact de G et H le sous—-groupe engendré

par K. Toute mesure de M(GT ) est une mesure de Dirichlet si et seule-
H
ment si K est un ensemble de Dirichlet faible.

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire. Inversement

il suffit de vérifier que, si K est de Dirichlet faible, il en est de
méme de H. Soit V un voisinage de 1'infini dans TI'. Considérons dans
l'espace C(K) le convexe fermé engendré par les fonctions |y (x) -1|
avec y ¢V. Il contient O car, sinon, par le théoréme de Hahn-Banach,

on pourrait trouver une mesure p portée par K telle que
JIY(X)'ll du(x) 8 >0 (y eV).

Pour tout e >0, on peut trouver des caractéres Y €V et des nombres

m
a >0, 1lgkgm, tels que %ak =1 et
m

(8.3.1) sup %alek(X) - 1] < e.

xeK
En un point quelconque de (KU—K)(D) de la forme

X = I n.x. x.e¢K, n. e Z,Z|n.| £n

$%5 (xy ek, ng nglsn)

on aura, pour tout y eT,
-1 £z . ) -1
[y (x) < Zinglly(x5) |
et, d'aprés (8.3.1)
T | 1] < x| ](IiI [y, (x.) =1])
- < . X.) - < ne.
lak Yy (%) €L nyl 2 aglvy (xy <

Pour toute mesure u positive, concentrée sur une réunion finie de com-

pacts (KU—K)(n), 1<ngN,

m
k;lakjlyk(x) -1 au(x) < N e [l
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ce qui implique que, pour un indice k au moins, 1lg<kg<m, on aura
[0 = 1laweo < v el

Toute mesure concentrée sur H = GpK étant concentrée & e prés sur une
PR - n L . .
réunion finie de compacts (KU—K)( ), on peut ainsi construire une sui-

te de caractéres tendant vers 1'infini dans T et qui converge vers 1

dans Ll(u).

Corollaire :;iI contient le L-idéal des mesures trés fortement conti-

nues.
Démonstration : En effet si p gSﬁI, U charge un compact de Dirichlet
faible K. La restriction de p et K appartient a l'algébre M(GT ) avec

H
H = GpK et M(G_ ) # M(G).
Ty

(8.3.2) Remarque : Soit u une mesure de probabilité ayant la proprié-
té du module constant (chap.IV-8). Pour h idempotent de f, on a en
particulier, ou bien hy = u, ou bien hp = 0. Si Iim|{i(y)| <1 on est
toujours dans le deuxiéme cas et p appartient donc 5<11I- C'est vrai
pour les produits de Riesz sauf cas exceptionnels (cf chap.II et V).
On ne sait pas cependant si ce sont des mesures trés fortement conti-

nues.

9 - Un exemple d'algébre de Bochner

Nous allons voir qu'il peut exister des topologies Ty hon loca-

lement compactes (en particulier sur le cercle) pour lesquelles M(GT}
H

est une algébre de Bochner.

9.1 - Désignons par M(H) la L-sous—-algé@bre des mesures de M(G)
concentrées sur un sous-groupe H g-compact. M(GT ) n'est autre que la
H
L-sous-algébre engendrée par M(H) et les mesures discrétes. Nous sup-

poserons, pour fixer les idées, que H est un sous-groupe dense de
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mesure de Haar nulle dans G. Ainsi on est assuré que M(H) sépare les

points de T' et que d'autre part M(GT ) # M(G).
H

Proposition 11 : Si M(H) est une algébre de Bochner, M(GT ) est aussi
H

une algébre de Bochner.

Démonstration : Soit h le projecteur associé a 1l'algébre M(H) et h'
1'idempotent de I minimal tel que h' > h. Pour tout x €eG et toute me-

sure u € M(H)

h'(éx * u) = h'dx * h'y = Gx * U
et donc h' 2 hTH. Soit v une mesure positive telle que h'v = v et
h Hv = 0. On a aussi hTH(v * V) =0 donc h(v *V) =0. D'aprés le théo-
réme 1, et en reprenant les mémes notations, h s'écrit h = JX do (x)

oll 0 est la mesure de Haar du groupe compact Fh On aura donc

h'*

0 = JIG(X)I2 do (x)

et par conséquent, V(x) = O pour tout ¥ erﬁ,. En particulier O (h') =0
d'ol l'on conclut que v =0 et que h' =hT .
H

9.2 - Rappelons la définition suivante introduite notamment dans

[1o] [11].
Définition 8 : Un sous-ensemble borélien E de G est un ensemble de

Kronecker faible, si pour toute mesure positive p eM(G), concentrée

sur E, et pour toute fonction ¢ de module 1 continue sur E, il existe
une suite de caractéres Yn (tendant vers 1'infini dans T') qui conver-

ge en mesure vers ¢, c'est~a-dire telle que, pour tout ¢ > O,

lim p({x ;

nro

Yn(x) —¢(x)l >e}) = 0. E est de Kronecker (fort) si on exi-

ge que y,  converge uniformément dans E.

Remarques :

(9.2.1) On vérifie aisément que l'on peut remplacer dans la défini-

. 1
tion la convergence en mesure par la convergence dans L™ (u), ou par la
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1
convergence o (L”(u), L (u)), ou par la convergence u-presque-partout,
ou encore par la convergence uniforme, pour tout € >0, sur un sous-

ensemble de mesure > |[uf - €.

(9.2.2) Tout ensemble de Kronecker faible est indépendant. En effet,
si on a une relation de la forme I njxj =0, Xj e E, nje Z (1<jgm),
on en déduit T_T¢(xj)nj =1 pour toute fonction ¢ de module 1, d'ol
nécessairement nj = 0 (lgjgm).

Rappelons que, si E est indépendant, GpE est de mesure de Haar

nulle dans G [l{}. On supposera dans la suite gue GpE est dense dans

G, pour fixer les idées.

(9.2.3) Il est démontré dans [14] gque G contient un ensemble parfait
de Kronecker si tout voisinage de O dans G contient un élément d'or-

dre infini.

9.3 - Nous allons établir :

Théoréme 2 (G métrisable) : Soit K un ensemble compact de Kronecker
faible, totalement discontinu, dans G, et H le sous-groupe engendré

par K. Les algébres M(H) et M(GT ) sont de Bochner.
H

Démonstration : Soit h € M(G)' le projecteur associé a la L-sous-al-

gébre M(H). Notons S(K) le groupe des fonctions continues de module 1
sur K, avec la topologie de la convergence uniforme sur K. Puisque K
est indépendant, toute fonction ¢ € S(K) se prolonge de fagon unique

sur H = GpK en une fonction $ de module 1 telle que
b (x+y) = d(x) ¢(y) (x, ye H).

En reprenant la démonstration de la proposition 10 en (8.3), ol l'on

remplace 1 par ¢, on établit que, pour toute mesure p € M(H), ¢ est

limite dans Ll(u) d'une suite de caractéres de G. On déduit de 13 que

$ définit un caractére de 1'algdbre M(H) : u—*J¢ du, qui est dans
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1'adhérence des caractéres du groupe pour la topologie faible (ou for-
te) de M(H)'. Ce caractére se prolonge donc en un élément de Fh (Déf.
(6.3.2)) que 1l'on notera encore %.

L'application ¢ — $ est un homomorphisme continu du groupe S (K)
dans le groupe Fh' En effet, si ¢n tend vers ¢ uniformément dans K,
la suite de fonctions $n converge simplement vers la fonction $ en

tout point de H ; ainsi pour toute mesure p e M(H),

J@ dy = lim J%n au .
n->w
Soit f une fonction de type positif sur ', continue pour la to-
pologie induite par M(H)~. La fonction f(hy) = f(y) est de type posi-
tif sur le groupe hI' et continue (donc uniformément continue) pour la
topologie faible de M(G)'. Elle se prolonge continuement a Ty en une
fonction de type positif f. Par composition, l'application ¢ — %(&)
est une fonction de type positif continue sur le groupe S(K). Pour

terminer la démonstration, on utilise le résultat suivant

Théoréme (VAROPOULOS) [17] [1{] (G métrisable) : Soit K un compact
indépendant totalement discontinu dans G. A toute fonction g de type
positif continue sur le groupe S(K), correspond une mesure (unique)

u e M(H) telle que

g(9) = f?b du (9 €S(K)).
On utilise ce théordme avec g(¢) = £(§). Il existe p eM(H) tel-
le que
£(9) = J& du (¢ €S(K)).

En particulier si ¢ =y, ¢ = y et

f (hy) =JY dp = f(y) (y eT),

1]

f(y)

ce qui démontre le théoréme 2, compte tenu de la proposition 11.

250



SOUS-ALGEBRES DE BOCHNER DE M(G)

10 - Contre-—exemples

10.1 - Soit H un sous—-groupe de G engendré par un compact K.
Nous avons vu en (8.3) une condition nécessaire pour que 1l'idempotent
hTH soit dans T : le compact K doit &tre de Dirichlet faible. Par ail-
leurs le théoréme 2 donne une condition suffisante. Nous allons voir
que cette condition ne peut pas étre beaucoup affaiblie et qu'en tout

cas, la condition nécessaire énoncée au début de (8.3) n'est pas suf-

fisante.

Proposition 12 : Soit K un compact indépendant dans G. Supposons que

pour tout compact K'cK, 1l'idempotent hT associé d H' = GpK', soit
Hl
dans I'. Alors K est un ensemble de Helson de constante > 1/9.

Rappelons la définition d'un ensemble de Helson [9] [ll].

Définition 9 : Un ensemble fermé EcG est de Helson si, sur l'espace
M(E) des mesures portées par E, les normes [u| et [[ii]|, sont équivalen-
tes. La constante de Helson de 1l'ensemble E est la borne inférieure
de [[ill, / flull pour u eM(E).

10.1.1 - Tout ensemble de Kronecker faible est un ensemble de

Helson de constante 1 [11].

Démonstration de la proposition 12 :

Soient p et v deux mesures positives continues portées par K,
telles que u soit concentrée sur un compact K'ccK, avec v (K') =0. No-
tons H' = GpK'. Pour tout x €¢G, K\K' a au plus un point dans la clas-
se x+H'. Sinon x s'écrirait de deux fagons différentes x = z + I n.y.

J

avec yj ekK', nj €Z, z e K\NK', ce qui est impossible puisque K est in-

dépendant. Par conséquent, v étant continue, pour tout x eG,
v(x+H') = 0 et donc v est orthogonale a M(GT ). Notons h = hT .

H' H'
Nous aurons donc hv = O tandis que, évidemment, hu =p. De 13 p =h(u-v)

et, si nous supposons que h ¢ T,
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full = v = full, < w=-v) "l

Soit ¢ une mesure continue réelle portée par K. Il existe un

compact K'cK tel que ¢, soit concentrée a ¢ prés sur K', tandis que

+
o_(K') = 0. On déduit ainsi du résultat précédent [o | < ol et, ae
méme, |o_|| ¢ [|6]l,- On en conclut que, pour toute mesure continue réel-

le ¢ portée par K, |of < 2| 3|l, et pour toute mesure continue complexe,

loll < 4lloll-

Enfin envisageons le cas d'une mesure ¢ quelconque, portée par
K. On sait (cf(6.1)) que sa partie discréte P vérifie HGdHa,s HGHw.
D'autre part, comme K est indépendant, il est bien connu [11] et faci-
le & vérifier que pour toute mesure discréte p portée par K, [uf=[ul],.
Ici |logll = Hadwp. Le résultat précédent précédent vaut pour la partie

continue 0-04 et, par suite,

loll = llogl = llo-ogl < 415-54ll, < 818l -
Finalement [of| < 9]|5]l, ce qui prouve que K est un ensemble de Helson
de constante > %.
Nous nous appuierons sur une construction de KORNER et sur la

proposition 12 pour exhiber un contre exemple.

Théoréme (KORNER [ld] p.307) : Il existe un ensemble parfait indépen-

dant dans T, qui est de Dirichlet mais pas de Helson.

Corollaire : Il existe dans T un sous-groupe H de Dirichlet faible

pour lequel M(GT ) n'est pas une algébre de Bochner.
H

Démonstration : Il suffit de considérer le compact K construit par

KORNER. D'aprés la proposition 12 il existe certainement un compact
K'cK tel que si H est le sous-groupe engendré par K', M(GT ) n'est

H
pas une algébre de Bochner. Evidemment si K est de Dirichlet il en est

de méme de K' et H est de Dirichlet faible (prop.10).
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10.2 - Montrons enfin qu'il existe des algébres de Bochner dont
l'orthogonal est un idéal mais qui ne sont pas liées & une topologie
Ty-

Pour toute mesure p ¢ M(G), l'ensemble des caractéres ¢ ef+ tels

que ¢u = p est compact et posséde un élément minimal (unique) idempo-

tent que l'on notera h(u).

Proposition 13 (G métrisable) : Soit u # O une mesure continue portée

par un compact de Kronecker faible. L'algébre de Bochner Nh ne peut
(W)
pas étre décrite & l'aide d'un systéme de Raikov.

Démonstration : Soit K un compact de Kronecker faible qui supporte u.

Ecrivons h = h Vérifions que Nhn MC(K)= L(u) . En effet, soit v une

(w)*
mesure continue portée par K et étrangére a p. Il existe une suite
croissante de compacts K cK tels que ]u!(K\\Kn)g 1/n et [vl(Kn) = 0.
Désignons par Hn le groupe engendré par Kn et par My la restriction
de p a K, . La démonstration de la proposition 12 montre que, pour tout
nx1l, vetyu ~ M, sont orthogonales a M(GTH) et par le théoréme 2, il
existe donc hn ef, idempotent, tel que hnu =1, et hnv = 0. Soit ¢ une
valeur d'adhérence de h_ dans T,. Elle est telle que ¢u = yu et ¢v = O.
On aura a fortiori hv = O.

On déduit de 1la qu'il n'existe pas de systéme de Raikovﬁa,tel
que A@l: Nh' Si c'était le cas, u serait concentrée a ¢ prés sur un
compact K' ef{ et donc aussi sur KNK'. Toute mesure portée par KNK'
appartiendrait a Nh' Or comme KN K' est un compact non dénombrable,

on peut trouver une mesure v # O continue, portée par KNK' et qui

soit étrangére a u, ce qui fournit une contradiction.
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ABSTRACT

Since 1970 some late but important progress has been made in
Fourier Analysis of singular measures. Many results and methods
should become classical. This volume was written as an introduction
to the subject, though still retaining the form of a research paper,
emphasizing the point of view and the work of the authors.

The theory rest on some simple general properties of L*-spaces

and semi-topological semi-groups, presented in the preliminaries.
The study of measures on locally compact abelian groups is approached
in an entirely new context, nevertheless using all the ressources and
technical constructions of classical Fourier Analysis, which leads to
very precise results.

An important part is devoted to the properties at infinity of
Fourier-Stieltjes transforms, using a semi-group technique which
turns out to be simple and powerful.

Another part is devoted to the Gelfand theory of convolution
algebras of measures on abelian groups, considerably developping the
technique of Sreider's generalized characters.

An important place is given to concrete examples, in particu-
lar to the detailed study of a class of remarkable measures : the
so-called "Riesz products", which provide powerful tools and play a

central role in the theory.
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