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Une décomposition asymptotique du nombre de tours  

du mouvement Brownien complexe. 

M. YOR 

1. Introduction. 

( î . i ) Les résultats suivants sont à l 'origine de ce travail : 

(i) P. Hartman [3 ] a démontré, de façon purement analytique, que pour 
tout couple (r,R) vérifiant : 0 < r < R < °°, les fonctions de X(e |R ) : 

(l .a) 
V2$(r) 
Io(r) 

(l.b) 
K0(r) 

KV2$(r) 

(l .c) 
I V2$(r) 

Io(r) 

Io(R) 

I V2$(R) 
(î.d) 

K^(R) 

K0(R) 

K0(r) 

KV2$(r) 

sont les transformées de Laplace de probabilités (indéfiniment divisibles) sur 
IR+ [voir aussi P. Hartman et G. Watson [4 ] , pour (l .a) ] . Notons que (l .a) 
[resp. (l.b) ] est obtenue en faisant tendre R vers -h» en (l.c) [ resp. (l.d) ] 

Des .interprétations probabilistes de ces résultats en termes des processus 

de Bessel ont été fournies par J. Pitman et M. Yor [ 9 ] , M. Yor [ 15 ] . 

( i i ) F. Spitzer [ 10 ] a montré que, si (9^, t > 0) est une détermination 
continue de l'argument du mouvement Brownien complexe (Z., t > 0), issu de 

26 1 

z q f 0, alors ^ ^ converge en loi vers c-̂ , la distribution de Cauchy de 

paramètre 1. 
La démonstration de Spitzer s'appuie sur le calcul explicite de la trans­

formée de Fourier de la variable 9 t [voir aussi Itô-Mc Kean [5 ] , p. 270 ] , 
laquelle est très liée à la transformée de Laplace (l.a) ; cf, S. Edwards [2 ] 
et M. Yor [ 15 ] . Dans le but d'éviter cette démonstration de type calculatoire, 
D. Williams [ 14 ] a développé une méthode d'encadrement des temps fixes t par 
les temps d'arrêt T = inf {t : |Z | = r } 9 dont il découle aisément que la l i ­

mite en loi de 
2 e t 
log t 

; t -> °° coïncide avec celle de 1 
log r 

OT 
r 

; r -> 0 0 

qui est c-p R. Durrett [1 ] a également obtenu une démonstration très simple du 
résultat de Spitzer, fondée sur l'invariance de la loi Brownienne par changement 
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M. YOR 

déterministe d'échelle. 

(1.2) Le résultat de Spitzer étant très l ié à la transformée ( l . a ) , il nous a 
semblé naturel de chercher un résultat asymptotique portant sur le processus 
(6 t ; t -> ~ ) , qui s'appuierait sur la transformée ( l .b) . 

Avant d'énoncer notre résultat principal dans cette direction, introduisons 
quelques notations : W désigne la loi de (Z., t > 0), issu de z ; on note 

Pt = | Z t l ; C t = 

•t 

0 
С d s ; с ( , л л = c t - с , <° s < t; et P a la loi de 

(p. , t > 0), ou a = | z l . 

Grâce à la représentation de (0.) en "skew-product" : 

(Le) V V h . ( t > 0 ) ' 

où (Bt) désigne un mouvement Brownien réel , indépendant de (p^, t > 0) [cf, 
Itô-Mc Kean [5 ] , p. 270 ] , on peut énoncer le renforcement suivant du résultat 
de Spitzer : 

Théorème 1 : Notons, pour tout t > 0, Ĥ = inf {u > 0 : -jj pu= - p^}. On a 

alors, pour a,3 E IR : 

Wz {exp i ? 
log t 

[ a V ß e ( H t , t ) ] } 

= E° {exp - 2 
(log t )* 

[ a V 3 C (H f , t ) ] } 
(t—) loi 

sh | a | 

l -e- 2 lßl 

2 Ißl 

Cet énoncé appelle quelques remarques : on retrouve le résultat de Spitzer 

en prenant a=3 ; de plus, le théorème montre en particulier que 4 
(log t r 

CHt 

converge en lo i , lorsque t->°% vers la distribution de TJ ' = inf{t : pj. ' = 1}, 

où p ^ désigne ici un processus de Bessel de dimension 3, issu de 0. 

(1.3) Une explication du résultat précédent est fournie par la méthode d'enca­
drement de Williams [ 14 ] , déjà évoquée en (1.1), ( i i ) . En effet, la mise en 
oeuvre de cette méthode pour obtenir une seconde démonstration du théorème l fai 1 
apparaître de façon naturelle la représentation de Pitman [8 ] du processus de 
Bessel de dimension 3, à savoir (2S^- B t ; t > 0), où (B )̂ désigne ici le mou­
vement Brownien réel issu de 0. et Ŝ . = sud B_. 

s<t 
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NOMBRE DE TOURS DU MOUVEMENT BROWNIEN COMPLEXE 

Introduisons les variables, indexées par t > 0 : 

H p = inf {u : 1 
u Pu = i n f 

s<t 

1 
s 

p s}} 
( î . f) 

H{3> = inf {u > H : I p = sup { i p }} 

Ces variables, ainsi que H t , sont représentées dans la figure 1 ci-dessous. 

Ht=H(1)t H(2) t h ? 1 t . h ? 

Figure 1 
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A l'aide d'un argument d'inversion du temps, (cf : (3.2) et (3.3))^il existe 
en fa i t , P° p .s , pour tout t > 0 fixé, un seul instant u(= h[ 2^) < t , a u 
resp : v(= H^ 3)), dans l ' intervalle ] H,,t [ , tels que : i p = inf ( i p ) , 

x. u u u S^t 

resp : p = sup ( y p ) . Pour simplifier l'énoncé ci-dessous, notons encore : 

H*1* = Ht ; H{4> = t . 

Le résultat suivant est un renforcement du théorème (1.1) : 

(i-g) 4 
(log t) 

C 
Ht(i) 

1 < i < 4 (d) 
( t - ) 

( j . ; 1 < i < 4), 

oû les variables J. (1 < i < 4) sont représentées par les flèches (i) dans 
les figures 2 et 3 ci-dessous. Conjointement avec ce résultat , on obtient éga­

lement, si 1'on note : ( It , Mt ) = -2 
log t 

(inf 
s<t 

log Ps 
s 

sud 
Ht<s<t 

log Ps 
s 

(l.h) (It , Mt ) (d) 

(t—) 
(a,b), 

les variables a et b étant représentées dans les figures 2 et 3. 

(4) 

(3) 

- 5 

i 

(a) 

(2) 

a ) 

T > Tmin L T2 

Figure 3 
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NOMBRE DE TOURS DU MOUVEMENT BROWNIEN COMPLEXE 

(4) 

(3) 

(2) 

(1) 

i 

(a
) 

(b
) 

$ 

T1 

Figure 2 
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La trajectoire en pointillé de la figure 2 représente une trajectoire gené-
( 3) 

rique du processus de Bessel (p£ ; ) , construite, à l 'aide du théorème de Pitman, 
à partir de la trajectoire générique (en t ra i t continu) du mouvement Brownien 
réel , (B^), arrêté à son premier temps d'atteinte de 1, soit T^. 

D'après un théorème de Williams ([ 13 ] ; [ 12 ] , p. 211), le retournement au 
temps de la trajectoire supérieure de la figure 2 nous donne la trajectoire 
générique (figure 3) d'un nouveau mouvement Brownien (ï^.) » arrêté à son premier 
temps d'atteinte de 1, soit a^. 

Notons L = sup {t < a-, : y.= 0} 
T . l'unique instant t < a, , où (y t ) atteint son minimum. 

T l'unique instant t < L, où (y.) atteint son maximum. 

Avec ces notations, on peut écrire : 

J x = a r L ; J 2 = a r T m i n ; J 3 = a r T m a x ; J 4 = a v 

(notons que T _ n'est pas nécessairement inférieur à T . ) . v ^ max r min 

Nota Bene : Malheureusement, nous ne parvenons pas à just if ier complètement l 'u­
t i l isat ion de la méthode d'encadrement de Williams, et nous montrerons seulement, 
en toute rigueur ; 

( i .g ' ) 
î 

(log r) 
(C 

h T 
r 

(i) 
; 1 < i < 4) (d) ( j ; 1 < i < 4). 

(1.4) Finalement, la rédaction de cet art icle est organisée comme suit : 
le paragraphe 2 contient quelques rappels nécessaires sur les processus de Bessel; 
la méthode calculatoire est développée au paragraphe 3, et la méthode d'encadre­
ment au paragraphe 4 ; le paragraphe 5 est consacré à l'étude de CH , e t c . , 

t 
lorsque (p^) désigne le processus de Bessel de dimension d > 2 (les résultats 
obtenus sont, bien sûr, de nature tout à fait différente de ceux obtenus pour la 
dimension 2). 

Par souci de clar té , nous nous sommes restreint , dans cette Introduction, 
à l'énoncé des principaux résultats , mais les différents paragraphes contiennent 
en fait certaines extensions de ceux-ci. 

2. Préliminaires. 

(2.1) Soit y > 0. On appelle processus de Bessel d'indice y, et on note 
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BES (y), la diffusion à valeurs dans !R+, de générateur infinitésimal : 

(2.a) A = 1 
2 

d 2 

dx2 
+ 

2u+l 
Zx 

d 
dx 

On désigne souvent d e 2(u+1) comme la "dimension" de BES (y) : en effet, la 
y d partie radiale du mouvement Brownien à valeurs dans IR est le processus de 

Bessel d'indice = -1 

Dans tout cet a r t ic le , hormis le paragraphe 5, la dimension d=2, qui corres­
pond à l'indice u=0, joue bien sûr un rôle très important. 
Sur l'espace Çl = C(R JR ), on note pt(co) = io(t), Ok=a {p , s > 0}, et 

Rt = o {p s , s < t} (t > 0). Pour tout a e 1R , P̂  désigne la distribution, sur 

(ft, ft), de BES (y), qui vérifie P̂  [ p = a ] = 1 . 

Si U : fi+ -> IR+ est une variable aléatoire, on notera quelquefois U(co(s) ; 
s > 0) pour U(gû). En outre, pour tout x > 0, on note Tx(w) = inf {t : p̂ = x} ; 
Lx= sup {t : p t= x}. 

(2.2) S. Watanabe [ 11 ] a montré l'importance, pour l'étude des processus de 
Bessel, d'une classe plus large de processus, les processus de Bessel avec 
"drift" : on appelle processus de Bessel d'indice p > 0, et de "drift" ô > 0, 
et on note BES (u,<5), la diffusion à valeurs dans IR+, de générateur infinité­
simal : 

(2.b) 1 
7 

d 2 

dx 7 
+ [ 

2U+1 
7x 

3 
8x 

(log iMô.x)) ] d 
dx 

où * n(y) = ( j )"M r(y+l) I ( y ) , si y > 0 ; =1, si y=0. 

BES (u ; 0) n'est autre que BES (u). Pour tout a e R + , on note P^' 6 la 
distribution sur de BES (u ; 6) qui vérifie P y ' 6 [ p = a ] = 1 . 

+ à O 
Rappelons un résultat important, dû à S. Watanabe [ 11 ] : 
(2.c) La distribution de ( t p ( | ) , t > 0) sous P^ , ( S , est P^ > x , pour toul 
u > 0, et tous x, ô > 0. 

Définissons maintenant, pour tout w e œ + 9 w par 

(jd(u) = uco( - - j ) , 0 < u < t . 

Le résultat suivant découle aisément de (2.c) : 

(2.d) (p u , 0 < u < t) a même distribution, sous P̂  (. /p t= r) que 

(p(u), 0 < u < t) sous P^fa , où r ' = I . 
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(2.3) Si p. = |B, i, avec (B.) mouvement Brownien à valeurs dans IRd (d > 2), 

qui n'est pas issu de l 'origine, la fonctionnelle additive Ct 
t 

0 

p ; 2 d s 

apparaît dans la décomposition en "skew-product" de (B t) [cf, ItÔ-Mc Kean [5 ] , 

p. 270 ] . 

(C^) figure également dans l'expression de la densité de Radon-Nikodym des 

différentes probabilités P |̂(J^ (a ¿ 0 ) [ cf. [ 15 ] , lemme 4.5 ] . 

Citons enfin une interprétation probabi 1 i s te , en termes de (C^.), donnée 
par J. Pitman et M. Yor [9 3 , des transformées (l .a) et (l.b) : soient a,x > 0 ; 
rappelons que : T = inf {t : p = x} ; L = sup {t : p,= x}. On a : 

(2.e) r 0,a r  E ' [exp 
2 

Y C ) 1 = 
I (ax) 

l 0(ax) 

(2.f) E° ' a [exp (-
2 

a Z 
C ( L x , $ ) ) ] = 

K0(ax) 

K ax 
or ' 

On uti l isera également les formules ci-dessous, qui se déduisent des deux formules 
précédentes par application de la propriété de Markov en L^, ou T , avec 
y > x ; on a : 

(2.g) E ° ' a [exp 
2 

7 C, ) 1 = 
v 

I (ax) 

I 0(ax) 

K (ay) 

May) 

(2.h) E° ' a [exp (-
2 

a 2 c T ) 1 = 
v 

I (ax) 

I 0(ax) 

I ( ay ) 

I (ay) 

Remarque : Pour plus de clar té , nous avons présenté les formules ci-dessus en 

dimension d=2, c 'est à dire lorsque l 'indice y est nul. Pour obtenir les for­

mules analogues en toute dimension d > 2, c 'est à dire pour tout y > 0, il 

suffit de changer, dans les membres de droite a en X= (a^+ y ^ ) * ^ , et 0 en y. 

On a, par exemple : 

(2.e) E^' a [exp (-
2 

a 2 
C ) ] = 
00' 

Max) 

I ax 
ir ' 

3. La méthode oalculatoive. 

(3.1) Le lemme suivant permet souvent de remplacer l'étude asymptotique de cer­

taines distributions associées aux processus de Bessel, par une étude correspon­

dante pour les ponts de Bessel. 

110 



NOMBRE DE TOURS DU MOUVEMENT BROWNIEN COMPLEXE 

Lerrme 1 : Soient a > 0, et u > 0 fixés. Soit (F t , t > 0) un processus  
uniformément borné. Alors, s ' i l existe c e IR tel le que : 

e, (Fjp*= г Л) 
t -> $ 

c, dr p.s . 

on a : e: ( f j 
( t - ) 

c. 

Démonstration : C'est une simple application du théorème de convergence dominée 
de Lebesgue. On a : 

E, (FJ = 
,00 

0 

dr p^ (a,r) (F.|p.= r) 

avec ?l (a,r) = г 
la exp -

.2, 2 a +r , 
2t 

Iu ( ar 
t ) ( r 

a 

U 

On en déduit, après changement de r en r / t : 

Eua (Ft) 
(t— ) 

-oo 

0 
dr r e 

2 
2 Iu ra 

7t 
r / t 
a 

u 
Ea < F t K = r / F > 

On obtient finalement le résultat annoncé, à l 'aide de l'équivalence : 

Iu (X) 
x+0 

1 
r ( u + t ) 

x 
7 

U 

et de la majoration : I ( £ ) < I (z), valable pour u > 1. 

(3.2) La méthode calculatoire repose en définitive sur l ' ident i té de lois (2.d) 
liant les ponts de Bessel et les processus de Bessel avec drif t . Pour ut i l i ser 
cette identité de façon générale, introduisons les notations suivantes : 

si u est une v.a. positive, définie sur (ft + ,®), on lui associe, pour 
tout t > 0, la variable u, suivante, définie sur C(]0,°°[ ; IR ) 

(3.a) u t(w) = u(u> ( -j^jç ) ; u > 0), 

puis on définit : 

(3.b) H ï = i n f { u : ïï p u = U t ( ? p s ; s > ° ) } 

On a alors le 

Lenme 2 : Soient a,t > 0. Soient u,v : (ft+,(ft,) ÎR+ deux variables posi­
tives telles que : v(io) > u(co) > inf {u)(u) ; u > 0}. Alors P̂  p.s , 
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h! < < t , et pour tout r > 0, la loi de 

(C » ; C v .. ; C „ ) , sous p£ (./P t= r) 
h! (hÏ.h") (HÏ,t) — a 1 

est identique à celle de : 

( C(LV,») ; C ( L u > L v ) .sous P - . où r ' - T . 

Démonstration : Pour simplifier, étudions seulement la loi de C w ,, , 
lH t ,H t ; 

sous P v (-/p t= i") : d'après l ' ident i té (2.d), et avec les notations du para­

graphe 2, cette loi est celle de 

h t(p) 

HUt (P) 
p" 2(u) du, sous PJi?a . Or, par défi -

v A 
nition de H., et de p, on a : 

HÌ (p) = inf {u : p ( ì - \ ) = U(p(s), s > 0)}, 

et donc : (3.c) 1 

< (S) 

1 
t 

LU (p) 

Un changement de variables immédiat entraîne alors : 
HUt (p) 

hV

t(p) 

p (u)du = 

LV(P) 

LU (P) 
p (u)du, d'où le résultat annoncé. 

(3.3) En vue d'une application des lemmes 1 et 2, les fonctionnelles U, et 

par suite U., suivantes, sont particulièrement intéressantes: 

U ( 1 )(u)) = *(u>(0)) ; U^^a)) = *(w(t)) 

[avec <p : R—)IR , vérifiant : < (̂r) > r ] . 

U ( 2 )(oj) = inf (o3(s) ; s > 0} ; u ( 2 ) (co) = inf {w(s) ; s < t } . 

U ( 3 )(oj) = sup {oj(s) ; s < L , n x(ü))} ; 

u|3)(oo)=sup{oo(s) ; T ./. x (co) < s < t} 
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U(3) 

U(1) 

U(2) 

L u B ) 

LU (2) LU (1) 

Ces fonctionnelles permettent de définir, via (3.b), respectivement : 

Hi 1 ' = = inf {u = 4 )> 

H}2) = inf {u : - | i = inf ( 4 )>. 
s<t 

En fa i t , d'après (3.c), et un résultat de Williams [13 ] assurant l 'unicité du 
temps de réalisation de l'infimum de certaines diffusions h| 2^ est , p° p . s . , 

1'unique temps u < t tel que : - ^ = inf — . 
s<t 

Enfin, à la fonctionnelle IT ' , on peut encore associer, via (3.b) : 

? ( ^ = i n f { u sup ( 4 ) } . 
Ht<s<t 

Il semble cependant plus intéressant d'introduire H| l'unique temps 

v e ]H ,t [ , auquel - I = sup ( 4 ), 
H.<s<t 

ce temps correspondant, dans la figure 3, 

à l'un des temps importants de la décomposition de Williams des trajectoires 
Browniennes [ 13 ] . 

(3.4) [Dans ce sous-paragraphe, et dans le suivant, on travai l le , sauf mention 
contraire^ relativement à P° ] . On donne maintenant une démonstration, et une 
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extension, du théorème 1, où l'on remplace (H.) par = inf{u : 4 = * ( 4 )} , 

avec y : IR )ft , vérifiant : ^(r) > r . 

(Ces variables correspondent aux fonctionnelles IP ' introduites en (3.3)). 

On uti l isera les notations suivantes : on associe au mouvement Brownien réel 
(3) 

(3 t> t > 0), et au processus de Bessel de dimension 3, soit (p£ 1 , t > 0), 
supposés tous les deux issus de 0, la famille de leurs premiers temps de passage : 

a(a) = inf {t : 3 = a} (a > 0) ; ïj; > = inf {t : p}^= b} (b > 0). 

Théorème 2 : Soient . : IR s>k (1 < i < n) une suite finie de fonctions 

tel les que : ^ ( r ) > <£2(r)
 > - - - > ^ n ( r ) ^ r> 

et lim y -i (r) = 0. 
r-H) 

déf i v ' 
Alors : 1) Si, pour tout i , (</?. : v«) = lim —t—r > 0, (r->0) 

on a : (C ; 1 < i < n) y (a(-log(*. : ^ ) ) ; 1 < i < n) 
(H/ .H. 1 ) 

aer 10g 
2) Si, pour tout i , <p. = lim —, ^— existe, et est strictement r+0 

positive, alors : 

4 
(log t ) ' 

C 

Ht 

; 1 < i < n 
(d) 

( t - ) 
(TT' : 1 < i < n) 
$1 

Démonstration : Soient <p 9ty : IR+ deux fonctions qui satisfont 

</>(r) > *(r) > r . On a, d'après le lemme 2, et la propriété de Markov aux derniers 

temps de passage en un point, en notant r = P/t : 

E" [exp {-aC - ßC „ , - yC . _ }|p t= P 1 
Ht (Fft,Hp Ht, T 

= E° ' a [ exp-aC,. , 1 . E° ' a [ exp-ßC„ . , ] . E° ' a [ exp-yC, ] . 
L$ (r) $$ $(r) ' L $ (r) L$ (r) 

Plus généralement, pour tout t , les variables 
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С ; С ; ; С ; С ) 
[ . f i . . f i .f2. . . . V i . .V J H t ("t *Ht ' ( H t ' H t ) ("t .*) 

sont indépendantes relativement à P. (./p = o). 

Compte-tenu de l ' identi té ci-dessus, la convergence en loi des n-uplets qui 
figurent dans l'énoncé sera donc démontrée, une fois obtenus les deux résultats 
unidimensionnels suivants : 

a) E ° ' a [ e x p - * C„ , , ] ^ , (• : « f 
^ * ( r ) % ( r ) J 

b) E°> a[exp[exp.^C[exp.^C C / 1 „ 4 ] 
(log t r 1 W ) ' ; sh(c^) 

- Pour a) , on a, à l 'aide de la formule (2.f) : 

E^' a [ e x p - % C „ , * ] 
' * ( r ) ^ ( r ; 

E° ' a [ e x p . ^ C , [ e x p . ^ C [ e x p . ^ C ] 

E-'íexp-VE-'íexp-VE-'íexp-V] 

K (a*(r)) 
Ка(аф(г)) 

K (<*>(r)) 
У * (г)) 

Or, 
Kf t(a*(r)) 
1С ( M r ) ) 

log ib(r) 
log *(r) 

1, dès que (^ : <p) > 0. 

D'autre part, d'après l ' identi té : K (z) = ÏT 
2 sin (an)" 

[ I (z)-I (z) ] 
-or 1 or ' J 

on obtient : 
U * ( r ) ) 

Ка(аф(г)) 
I (* ( r ) ) 
-a I (*(r)) 

-a 

$ (r) 
$ (r) 

• (* : * ) a . 

- En ce qui concerne b), on a, toujours à l 'aide de la formule (2.f) , en posant 
6 = 2a 

log t 

E°>a [ exp - 2«2 

(log t ) ' 
C(L $) ] 

$ (r) 

K (a?(r)) 
K (a?(r)) 

Or, K.(aWr)) ~ - loq <p(r) ; d'autre part, 

M * ( r ) ) ~ L [I „ (av(r)) - I a (àp(r)) } , 

et l'on a, en remarquant que : @ — - a 
log r 
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I.3 ( a ^( r ) ) m e 

-3 log dfplr) 
AJJS 

I.3 (a^(r)) mI.3 (a^(r)) m 
3 log - àp{r) 

AJSLS 

d'où, finalement : 
K 0(w(r)) 

K0(w(r)) 
qkqlql 

sh(a ip) 
c 'est à dire b). 

Nous terminons ce sous-paragraphe par l'étude asymptotique du processus 
(H. ; t-*») lui même. 

Proposition 1 : Pour toute fonction continue f : IR+—)R , à support compact  
dans ]0,~ [ , on a : 

(log t) E° [f(H t) ] (t—) 00 

0 

dv 
v 

exD 
a 2 

Zv 
f(v). 

Démonstration : D'après le lemme 1 3 il s 'agit d'étudier : 

E1! [f(H.)/p.= x^F] = E M f ( t 
1+tL 

où r = x 
/ t 

l 'égal i té provenant de (3.c). 

La densité de L r sous P r ' est connue (cf. [9 1, paragraphe 7). 
L'expression précédente est donc égale à : 

rOO 

0 
du p " ' a ( r . r ) 1 

z y a r J K ^ a r J r f ( t 
l+tu 

0 

du 
u 

exp (- 1 
2 

2r 2 

u 
a2u 

2 
r u 

2TÏ0(ar)K0(arj f ( 
t 

T+tiï 

1 
10g t 

00 

0 

du 
u 

exp a2u 
¿ 

f ( l /u ) . 

(3.5) Nous n'étudierons pas, à l 'aide de la méthode calculatoire, le comportement 

asymptotique de : 1 
(log t ) 1 

r. 
„('> 

t-*»), pour i=2,3, mais seulement celui de : 
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{inf 
u<t 

Pu 

u 
; sup 
H.<u<t 

Pu 

u 

On obtient le résultat suivant, annoncé en (l.h) : 

Proposition 2 : Notons It = -2 
log t 

inf 
s<t 

(loç 
Pc 

s 
) ;M t= -2 

log t sup 
Ht<s<t 

(log 
p s 
s 

Alors : (3.d) d t ; m ) (d) 

(t - $) 
{1 - inf y(u) ; 1 - sup y(u)}. 

u<o(1) u<L 

En particulier, Pa° ( l t > y ) 
(t-~) 

1 
y (y > i) 

Pa° (M. < z) 
( t ^ ) 

z (0 < z < 1). 

Démonstration : a) Remarquons tout d'abord que, pour tout \i > 0, la loi sous 

Pa° ( . /p + = r ) . du couple : 

r inf 
s<t 

p. 

s 
sup 

H.<s<t 

Ps 

s 
est , d'après (2.d), celle du couple : 

(inf 
u>0 

pu ; sup 
u<Lx 

Pu)> sous P y ' a , OÙ X = 
X ' 

r 
t 

b) Soient (P ; x > 0) les distributions d'une diffusion continue à 
valeurs dans IR , tel le que : p. Pv p . s . , et que 0 soit polaire. On peut 

1 (t-+~) X 

prendre pour échelle de cette diffusion une fonction s : |R —^ IR_, strictement 
croissante tel le que : s(0+) = et s(°°) = 0. On a : 

P (T < oo) = p (L > 0) s(x) 
sTy) 

A 1, 

formule dont on déduit aisément la loi conjointe de : 

I = inf 
uX 

Pu 
;Slx 

x 
= sup p . 
u<Lx 

sous P (x > 0). 

On a, pour tous 0 < y < x < z < ° ° : 

PX(I < y ; S. > z) 

(3.e) s{zi-s(xï 
s(z)-s(y) 

s(z) 
s(x) 

s(x)-s(y) 
s(z)-s(y) 

s(z) 
S(y) 
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c) D'après [9 ] , une fonction d'échelle, spécifiée ci-dessus, pour le 
-K (ax) 

processus BES (y ; a ) , est : s(x) = 1^ / а х \ . 

D'après l 'étape a) de la démonstration, on peut maintenant écrire : 

P° ( I t > y ; Mt < z|p t= r / t ) = P ° ' a (I < y' ; SL > z ' ) , 

ou x = г/ ; y'= exp (- £ log t) ; z'= exp (- i log t ) . 
Л L L 

Remarquons que, pour t suffisamment grand, on a bien : y' < x < z' ; on peut 
donc appliquer la formule (3.e), avec (x , y ' , z ' ) , et faire tendre t vers °°. 

Or, on a : S / Z \ ^ * z, à l 'aide de l'équivalence : К (z) 2£ -log z. 
T ^ T 7 0 (z-0) 

Par passage à la limite, on obtient finalement, à l 'aide du lerme 1, et de la 
formule (3.e) : pour 0 < z < 1 < y, 

O.f) P ; ( I t > y ; „ t < z , — > £ . Z + £ l . I . 

d) On vérifie, par des calculs élémentaires sur le mouvement Brownien, du 
type de ceux qui ont menés à (3.e), que le membre de droite de (3.f)~est bien la 
fonction de répartition du membre de droite de (3.d). 

4. La méthode d'encadrement. 

(4.1) A la différence de la présentation adoptée en (3.2), on suppose donné 
d'emblée un processus (\^(со) ; t > 0), défini sur C(]0,°°[ ,IR), auquel on associe 
les variables : 

(4.a) \\\ = inf {u : i p(u) = Vt ( \ p(s) ; s > 0)}. 

On fa i t , sur le processus V, les hypothèses suivantes : 

(f) si h est une fonction strictement croissante, continue 

V t(h о ш) = h [Yt(w) 1 

( i i ) si (т^(со) ; t > 0) est un changement de temps strictement croissant 
et continu, V.(o)ot) = V , ч (со). 

^t 

( i i i ) pour tout t > 0, Vt(u>) > inf {oj(u) ; u < t} (cette dernière hypo­

thèse, semblable à celle faite dans l'énoncé du lemme 2, entraîne l ' inégali té : 

H < t ) . 

118 



NOMBRE DE TOURS DU MOUVEMENT BROWNIEN COMPLEXE 

Remarquons que les processus (V, = U. ; t > 0) (i =1,2,3) introduits en 
(1) 

(3.3), satisfont ces hypothèses, à condition de se restreindre, pour Uv y , à 
</>(r) = r. 
(4.2) [On travaille dorénavant relativement à P̂  ] . 

a 
Nous ne détaillerons pas ici la méthode d'encadrement de Williams [14 ] (voir 

[ 6 ] , pour une étude systématique). Indiquons simplement qu'il suffit , pour prou­
ver la convergence en loi de 4 

(log t ) ' 
C..V 
h; 

; t-*» vers une distribution F(dx), 
de montrer : 

- d'une part, que 1 
(log r ) ' 

CV 
HT 

r 

; r-юо converge en loi vers F(dx) ; 

- d'autre part, que la famille des lois de : 

1 
(log r 2 -log r x ) 

C ( H _ ( r v r 2 ) 9 H + ( r v r 2 ) ) . 0 < r 1 < r 2 < a > 

est tendue, où l'on a posé : tt_{rvr2) = inf {H* ; T r < t < T r } 

H + ( r 1 , r 2 ) = sup {H; ; T r < t < T r }. 

Pour étudier le premier point, introduisons les notations suivantes : 

(Mt>o désigne le mouvement Brownien réel , issu de 0, S, = sup 8 . 
s<t ' a^infliPOiB =1}, et pour c>0 : 

SÌ ; = $t - t log с . 
t 

0 
exp (2c6 )ds (t > 0), 

processus qui converge p . s . , uniformément sur tout compact de ]0,<»[ vers 
(6 t - 2S t ) , lorsque c^°. 

On a le 

Lemme 3 : Soit r > 1. Alors, si 1 'on note c = log r : 

(4.b) 1 
log r 

log VT 

pu 
u 

; u > 0) (d) V ; t > 0) 

(4.c) 1 
(log r) 

c „ 
HT 

( = } inf (u : 6, c ) = V ( ^ c ) ; s > 0)} 
U cj-j S 

Démonstration : On ut i l ise la représentation : log p = 3 C , avec ( e j 
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mouvement Brownien réel, issu de 0. Remarquons que, si (t^) désigne l'inverse 

de (C t ) , on a : T t = | exp(2$u)du. 
0 

On en déduit, à l 'aide des propriétés ( i i ) , puis ( i ) , énoncées en (4.1) : 

C y = inf (u : 3, - log exp(2$ )ds 
H t 0 

= log Vc [ exp [ 3 S - log J exp(23v)dv ] ; s > 0 ] 
t 0 

= VQ [ 3 S - log J exp(23v)dv ; s > 0 ] }. 
1 0 

On a : T = inf {t : p = r} = inf {t : log p. = c} et donc CT = a(c) e inf{t : r t t i ^ 
3̂ = c}. Définissons un nouveau mouvement brownien ( $ t , t > 0) par la formule : 
3 t= c 3 ^ . On a alors, en appliquant à nouveau les propriétés ( i i ) et (i) : 

z~ 

C y = inf {u : c3 - log ( exp(2c$ )ds 

= V , . [c& - log ( exp(2c6 )dv ; s > 0 ] 
' c 0 'z 

= c Va(c) [ V \ l 0 9 ° 2 f e xp(2c\)dv ; s > 0 ] } . 

T 0 

D'où : 

•7 C y = inf {u : ?fu- i log c 
c Hj 

[ exp(2c£s)ds 
0 

= V - I log c 2 | S exp(2c?f)dv ; s > 0 ] } 
a(l) 3 C J Q

 V 

où a(l) = inf {t : $ t= 1}, c 'est à dire (4.c). 

On montre (4.b) à l 'aide des mêmes arguments. 

Remarque : On a prouvé en fai t l ' ident i té en loi pour les couples de variables 
figurant en (4.b) et (4.c). On aurait un résultat analogue en partant d'un pro­
cessus V multidimensionnel. 
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(4.3) A la suite du lemme 3 3 il est naturel de chercher des conditions sur V 
qui assureraient les convergences en loi suivantes : 

(4.b') 1 
log r 

log V Pu 
u 

u > 0) 
(d) 

(r-**>) 
V a ( 1 ) ( P t - 2S t ; t > 0) 

( 4 . c ) 1 
(log r ) ' 

C..V 
(d) 
(r-w>) 

v*= i n f ^ •• V 2Su= V (g t - 2S t ; t > 0)} 

Nous démontrerons simplement ces résultats pour les trois exemples V̂ = u j . 1 ' , 
i=l ,2 ,3, introduits en (3.3). 

Cas i=l : On a alors : 

V a ( l ) < 4 C ) J t > 0) - 6 $ , 
(c-**) 

3 a(l)~ 2 S a ( l ) " " 1 ' 

Il reste à démontrer que, p . s . , 

T = inf {u : 3V - 3 / i J converge vers 
c u u ( 1 ) 

u j 1 ^ inf {u : 3 - 2S = -1}. 

Remarquons maintenant que, par définition de T , on a : ? < a(l) -, il 
suffit donc de montrer que, p . s . , toute sous-suite convergente {T (go)} converge 

vers U: ; . Notons T = lim T (03). * 03 c ' n-k» n 
Remarquons tout d'abord que : 

lim (2S^ - 3^ ) > lim (- 3 i C ) ) = 1, et donc : T > u[ LK 
n T T n T c e c n n n 

Montrons maintenant : 

(4.d) pour tout u < T , 3 - 2S > - 1 . 

Soit u < T^. Pour n suffisamment grand, on a : u < T (o>), et donc : 

ßu - Г- 1 0 9 cn Г e x P ( 2 c n ß s ) d s > U l ) — * 
n 0 

- 1 , 

d'où (4.d). 

( 11 

Or, si é tai t strictement plus grand que il existerait 

u e (03) ; f [ tel que X e e - 2Sy < - 1 . 
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En effet, on a : X n . - X f l \ < 3 m " ^ m < 0> une "în-finite de fois 
t+ui ' ui ; t+u i i J u i i j 

dans un voisinage de t = 0 + , puisque u| ' étant un temps d'arrêt pour le mou­

vement Brownien ($+)> ^ e Processus (3 / i \ " 3 / i \ ; t > 0 ) est un nouveau 

mouvement Brownien. 

Cas i=2 : 

Dans ce cas, U*fh ' t > 0) = inf {3J.Cj ; t < a ( l )} . Par définition 

de 3 ^ , on a : 3[°^ > 3 t - 2S t > et donc, pour tout e > 0 »: 

U % (3 t - 2S. ; t > 0) < (3} C ) ; t > 0) < inf {3} C ) ; e < t < a ( l )} . 

e > 0 étant fixé, le membre de droite converge, lorsque c -> °°, vers : 

inf ( 3 f - 2S. ; e < t < cr(l)}, et on a finalement : 

u<?L (3< c ) ; t > 0) (Ĉ oo) 

p.s . 
inf ( 3 t - 2S t ; t < a ( l )} . 

Notons encore, comme pour le cas i=l , T = inf {u : 3 ' = u nM^t ; t > 0)} 

et soit {T } une sous-suite qui converge vers T . 
C„ 00 

Puisque : 3 t - 2S t < 3J. C )

9 on a : 3* - 2 S y v < U ^ | ) ( 3 t - 2S t ; t > 0), 

d'où : ? > u ] 2 ) (3 f - 2S. ; t > 0). 

En particulier, on a : T > 0, et donc, par passage à la limite : 

3 A - 2S A= u \U, (3 + ; t > 0). 

0r, il existe un unique instant, dans l ' intervalle [0 9o^ ],auquel le processus 

( 3 t - 2S.) réalise son minimum. 

On a donc : = u ] 2 ) ( 3 t - 2S t ; t > 0). 

La démonstration pour le cas i=3 est très semblable à celle du cas i=2. On 
a finalement démontré, en uti l isant les notations développées en (1.3), le résul­
tat annoncé : 

( i .g ' ) 
1 

(log r) 
(C m ; 1 < i < 4) [ Q ) s ( J . ; 1 < i < 4), 

r 
(r->oo) 
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conjointement avec le résultat : 

1 
(log r) 

(inf log 
u<T 

pu 
u 

SUD 
T r 

log 
pu 
u 

(d) 

(r-*x>) 
(I ; M), 

où I = inf 
u<a(l) 

( s - 2SN) ; M = sup 
E(l)<u<a(l) 

« V 2 S u>. 

avec E(l) = inf {u : 3 u~ 2Su= -1}. Ce dernier résultat est la traduction, via 
la méthode d'encadrementtde la proposition 2. 

5. La méthode oaloulatoive en dimension d > 2. 

On étudie ici le comportement asymptotique de H, ,CU ,C. , lorsque t -» <», 
t Ht t 

sous P^ (a,y > 0). Il est intéressant de comparer les résultats obtenus avec a 
ceux des paragraphes 3 et 4. 

De même qu'en (3.3), on a, à l 'aide du lemme 2, et des formules 
(2.e) , . . . , (2.h) , en posant X = (y + a ) A : 

(5.a) [exp - ^ C t |p t = x ] = 
I x ( r ) 

I r 
où r = ^ ; 

Ea [ e x P " - T C ( H . , t ) K = x / r 1 

(5.b) = E ^ a [ e x p - « C, ] = 
I (ar)K (ar) 

I,(ar)K (ar; (Г = X, тг 

(5.c) pour toute fonction f : IR }"V> borélienne, 

EH [f(H t ) |p t = x/F] = E^' a [f ( t 
T+tr; (Г = X,/ тг 

On obtient finalement la 

Proposition^ : Soient a,y > 0. Alors, relativement à P u : 

1) 
2 C t 

log t 

(P) 

tt°° 

1 
y 

1 

(log t ) 1 ' 2 
(Ct -

loq t 
2u 

(d) 

(t+°°) 
N(0 ; 1 

2 y 3 / 2 

2) C. (H t,t) 
(d) 

(t - $ ) 
y ( ? ; >* 

où y(v,p) désigne la distribution : r , * p t exp(-tp)dt, sur <R+. 

3) Pour toute fonction continue f : IR+ ^1R+, à support compact dans 

[ 0 , - [ , 
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t y Ê  [f(H t) ] 
(t - $ ) 

c 
y 

$ 

0 

dv v y _ 1 exp( -a 2 / 2 v ) f (v ) , 

où c = 
y 

r(2y+l) 
r(y+i)r(u) 

Démonstration : Les assertions 1) et 2) découlent aisément des formules (5.a) 
et (5.b) respectivement. En ce qui concerne 3), on a, d'après (5.c) : 

Ea [ f ( H

t ) l p t = x 7 F ] 

$ 

0 
du p ^ a (r , r) 1 

7"r^ar)K y (ar)r f ( t 
1+tu 

) (r = x / / E ) 

= u 
r00 

n 

du 
u 

exp(- 1 
2 

2 / 

u 
+ a2u ]) I 

2 

u 
f ( t 

1+tu 

1 
T(u) 

v 2 

T 
u 1 

tu 

-c» 

0 
dv v u _ 1 exp (- a % ) f(v) 

On a donc : 
t y Ey [f(H ) / p t= x/t ] 

t+») 

1 
r(u) 

2 
x T 

u < 
mu,f >, 

où m (dv) = dv v exp(-a / , . , ) . 

En modifiant légèrement la démonstration du lemme i , on obtient : 

t y Ey [f(H.) ] •* < m.f > 
$ 

0 
dx xe" x / Z 1 

r p + i 

i 
rTïïT 

.x 2 

2 
) 2u 

< m ,f > c , 
il' il avec c 

11 

r(2u+l) 
r(y+l)r(y) 

Remarque : J. Neveu [7 ] a montré, en uti l isant le théorème ergodique, que 

1'on a en fai t : 2 
log t Ct 

tioo 

1 
u . p a P- s -
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