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INTRODUCTION

1. Soient g et d deux entiers 1, n un entier 73 . Considérons

le schéma de modules fin & = #é d.n paramétrant les schémas abéliens
’ ’
A de dimension g , munis d'une polarisation de degré d2 (vue comme

une isogénie de degré d2 de A sur son dual At) et d'une structure
de niveau n : c'est un schéma de type fini sur 2z.1/n] . Notons

X L,z le schéma abélien universel, et ® 1le faisceau inversible

f*Kg/% sur & .

1.1. Théoréme. Le faisceau & est ample sur & .

En caractéristique nulle ce résultat est bien connu, les sections

globales de @om étant les formes modulaires de poids m et de niveau

n . I1 joue un r&le essentiel dans la démonstration par Faltings [F2]

de la "conjecture de Shafarevich" pour les variétés abéliennes sur les
corps de nombres ; de méme 1'énoncé analogue pour les schémas de modules
de courbes intervient dans les travaux de Parshin, Arakelov et Szpiro

sur les pinceaux de courbes (cf. par exemple [Sz]).

: X ——4-It la polarisation naturelle sur X . On

it

2. Désignons par
peut associer & E 1l'unique faisceau inversible totalement symétrique
& sur X tel que la polarisation ®p = X —> 1% associée & &£ soit
égale a 4= , de sorte que & est trés ample relativement & f et de
degré 429d2 (par convention, tous les faisceaux inversibles sur un
schéma en groupes sont supposés rigidifiés, c'est-a-dire munis d'une
trivialisation le long de la section unité). Le théoréme 1.1 résulte

alors des faits suivants :

(2.1) det(f*é',)v est ample sur & .

)8-2 2494
w

(2.2) Les faisceaux inversibles (det f,& et ont la méme

classe dans Pic(¢)®z 0 .

L'assertion (2.1) est démontrée au chapitre VII ; la seule idée qui

semble nouvelle est d'exploiter le fait que pour tout entier N »1 , la
2
restriction de £®N au noyau NI de la multiplication par N dans X
est canoniquement triviale, ce qui implique qu'aprés un changement de
. . 2 \4 . 2
base fini étale, (£,8) a "beaucoup de sections". On redémontre

d'ailleurs par cette méthode la représentabilité de &

sans
g,d,n
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théorie des invariants "difficile", tous les groupes structuraux étant
finis.

3. La "formule clé" (2.2) est plus mystérieuse. Il est plus commode de
la reformuler comme suit :

~

(3.1) Soient S un schéma, A —> un S-schéma abélien de dimension

relative g , L un faisceau inversible symétrique (rigidifié)
sur A , ample relativement & S , d le rang de £f,L , et &k/s

le @S—module inversible f*@i/s . Alors le faisceau inversible

= d D2 o =¥d
3(a,1) = (AO£,1)77 B & 00

est d'ordre fini dans Pic(S).

Lorsque d est inversible sur S , on peut démontrer (3.1) & partir
du théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck et du fait que, dans ce cas,
£f,L a une structure trés simple, résultant de la théorie des "structures
théta" de Mumford [M3]. Cette démonstration, due a L. Szpiro et & 1'auteur,
figure dans 1l'appendice 2. Pour d quelconque, on démontre encore

(3.1) sous 1l'hypothése que S est normal excellent, en se ramenant par

isogénie au cas principalement polarisé (chapitre VIII, 1.5).

4. La faiblesse de 1.1 réside dans le fait que & n'est pas propre sur
Z[l/n] : on aimerait donc trouver une compactification de &, munie
d'une bonne interprétation comme schéma de modules, et un faisceau natu-
rel sur icelle prolongeant & (cf. [D], remarques suivant 1.12). On
n'en est pas 13 mais il est naturel d'essayer de généraliser, par
exemple, (3.1) au cas ou A est seulement un S-schéma en groupes
semi-stable, c'est-a-dire un S-schéma en groupes lisse commutatif dont
les composantes neutres des fibres sont extensions de variétés abéliennes
par des tores. Nous supposerons de plus ici que la base est normale
irréductible, et nous fixons, pour le reste de cette introduction, les
notations suivantes :

(4.1) S est un schéma normal noethérien excellent irréductible de

point générique n , et A L5 est un S-schéma en groupes

semi-stable dont la fibre générique A, est une variété abé-
lienne de dimension g munie d'un faisceau inversible ample

symétrique L, .
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Il s'agit d'abord de donner un sens a (3.1). La définition de

EA/S est la méme que dans le cas abélien (on peut aussi le définir par
) = X ¥ : st la section unité). I1 faut ensuite
N /S eAﬂh/S r o0 e :8 —A e a ) :
se donner un prolongement (rigidifié) L de Ln et voir guelles condi-

tions on doit imposer & L , ainsi d'ailleurs qu'au groupe A considéré

comme prolongement de Aﬂ .

5. Supposons d'abord que S soit un trait. Lorsque la fibre fermée Ao

de A n'est pas connexe, L admet plusieurs prolongements non isomor-

Ul
phes sur A . L'idée fondamentale, et naturelle depuis les travaux de

Breen [B], est d'imposer au prolongement L de vérifier le théoréme du
cube sur A , ou, en termes plus précis, d'admettre (lorsqu'on le consi-

dére comme un Gm—torseur) une "structure du cube" au sens de loc. cit.,

prolongeant celle dont L est gratifié par la Nature. On constate

i
alors avec plaisir qu'un tel "prolongement cubiste" est unigque, et
existe aprés un changement de base suffisamment ramifié (II, §1 ; voir

aussi.[B], §3).

Ce théoréme de prolongement est utilisé au chapitre III pour donner
une définition géométrique des hauteurs de Néron-Tate. Ces résultats
n'utilisent d'ailleurs pas la semi-stabilité de A , ni la symétrie ou

l'amplitude de Lﬂ .

Lorsque dim S »2 , on a encore (trivialement, cette fois) 1'unicité
du prolongement cubiste, mais son existence aprés changement de base

fini surjectif nécessite la semi-stabilité et la symétrie (II, §3).

On fixe donc désormais, en plus des données (4.1) :

(5.1) wun faisceau inversible L sur A , prolongeant L.q et cubiste

(i.e. muni d'une structure du cube).

Dans ces conditions, d'ailleurs, L est automatiquement symétrique

et ample relativement & S .

6. Le faisceau inversible Ln sur Aﬂ détermine une isogénie

o f An ——é-AE dont le noyau est noté K(Lﬂ)' On sait alors construire
Ul

de fagon naturelle une extension centrale G(L_ ) de K(Lﬂ) par G ’

Ul m,n

qui "opére sur LW" et qui est un '"groupe thé&ta non dégénéré", en ce

sens que l'accouplement alterné sur K(L_ ) associé & cette extension

M

est une dualité parfaite. De 1'action de Q(Lﬂ) sur L, on déduit une

représentation de poids 1 de Q(Lﬂ) sur Ho(Aﬂ,Ln), et il résulte de

théorémes généraux que c'est 1l'unique représentation irréductible de
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poids 1 de Q(Lﬂ) ([MZ], [M3]).

L'étape suivante consiste donc a prolonger ces données au-dessus
de S . On montre en effet, au chapitre IV, qu'il existe un unique sous-
schéma en groupes fermé K(L) de A prolongeant K(Lﬂ)’ plat et quasi-
fini sur S (de sorte que K(L) est 1l'adhérence schématique de K(Lﬂ)
dans A) et une extension centrale G(L) de K(L) par Gm,S prolon-
geant Q(Lﬂ) et opérant sur L . De plus cette extension centrale est
non dégénérée dés que K(L) est fini sur S . Notons gue cette derniére
hypothése impose en général aux fibres dégénérées de A Jde n'étre pas

connexes.

Nous supposerons donc vérifiée 1'hypothése

(6.1) K(L) est fini sur S .

7. Considérons maintenant 1'image directe f£,L , qui est un SS—module
cohérent (VI, 1.4.2). Si 1l'on espére formuler (3.1), il faut d'abord

examiner les questions suivantes :

(7.1) (i) £f,L est-il localement libre ? (Si oui, c'est automatiquement

un  G(L)-module irréductible (chapitre V)).
£

(ii) (Comportement par gonflement). Soit Ay 1 S un modéle de
A,n sur S contenant A comme sous-groupe ouvert, et soit
Ll un prolongement cubiste de L sur A1 . Le morphisme
naturel fl*Ll — £ I est-il un isomorphisme ?

(iii) (Comportement par changement de base). Soit 7 :S' —> S
un "changement de base admissible", i.e. tel que S' soit
(disons) normal intégre et que AXg S' soit, génériquement
sur S', un schéma abélien. La formation de £,L commute-

t-elle au changement de base 7 ?

L'auteur n'a pas été peu surpris de constater que la réponse a ces
trois questions est affirmative sous 1'hypothése suivante, un peu plus
forte que (6.1) :

192)

(7.2) K( est fini sur S .

En fait, on montre au chapitre VI (en s'inspirant en partie de
notes non publiées de D. Mumford) que, sous 1l'hypothése 7.2, le mor-

phisme naturel

(7.3) £,L — £,(L) L@z )

K(L %)
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est injectif et localement scindé. Notons d'ailleurs que le point délicat
de la démonstration est le cas ou dim S Y2 , alors que, pour nombre de

résultats ultérieurs, on pourrait se contenter du cas ou dim S=1 .

8. Supposant désormais vérifiée la condition (7.2), nous pouvons énoncer
l'analogue de (3.1) :
(8.1) Posant d = rg(f,L), le faisceau inversible

)®2@9a@d

_ d
5(a,L) = (M 9,1 /s

est d'ordre fini dans Pic(S).

Ce résultat est démontré au chapitre VIII, ainsi qu'une variante
“"fonctorielle" (et bien plus utile) lorsque d est inversible sur s .

On en déduit au chapitre IX le théoréme de positivité suivant :

8.2. Théoréme. Sous les hypothéses (4.1), Il existe n>1 tel que
~gn
“a/s

soit engendré par ses sections globales.

9. Les chapitres XI et XII s'attachent plus particuliérement a 1'étude
des variétés abéliennes sur un corps de fonctions sur un "corps de base"
k fixé; le lecteur est invité a se reporter aux introductions des cha-
pitres en question. Signalons que 1l'on obtient comme corollaire, lorsque
k est fini, le théoréme de finitude de Zarhin-Mori, et que 1'une des
motivations initiales de ce travail était d'arriver & une compréhension
"géométrique" de ce résultat. Le lecteur mesurera le succés de l'entre-
prise en comparant les quelque 250 pages présentes aux 7 pages totalisées

par [Zl] et [Z3]. I1 pourra aussi consulter la note [MB].

10. Le présent travail a bénéficié de 1'influence de nombreux mathéma-
ticiens, et d'abord de L. Szpiro, de qui j'ai appris (parmi beaucoup
d'autres choses) les techniques de "frobeniusage" et de "réduction
modulo p assez grand" utilisées au chapitre VIII, §2 et 4. Le théoréme
VIII, 3.1 est, comme Jje l'ai dit plus haut, le fruit d'une collaboration
avec lui ; d'une fagon générale 1'ensemble de ce travail s'inscrit dans
un programme général d'étude des "pinceaux de variétés" dont il est

l'initiateur.
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Les idées de L. Breen jouent évidemment un rdle essentiel ici ;
j'ai également bénéficié de conversations fructueuses avec D. Mumford,
sans parler des manuscrits qu'il a bien voulu me communiquer. Le §5 du
chapitre VI trouve son origine dans des notes de S. Mori, et je dois a
W. Fulton le lemme 4.1.4 du chapitre X. Le lecteur reconnaitra aussi,
en particulier dans les chapitre IV et VI, l'influence des travaux de
M. Raynaud ; ses conseils, et 1'intérét constant qu'il a porté a ce

travail, m'ont été précieux.

Enfin une partie de ce travail a été réalisée en 1981-82 lors d'un
séjour a 1'Institute for Advanced Study de Princeton, grice a une

subvention de la National Science Foundation.

Leitfaden

11
/

S
ITT rIv v

VI

/

;o l App. 2
E

v
VII VIII 5 App. 1

AR

IX X

|/

XI

l

XII

Le chapitre VII ne dépend que partiellement de II et VI ; voir son
Introduction. Le chapitre IX ne dépend de l'appendice 1 que pour avoir
toute la généralité du théoréme IX, 2.1 ; les résultats du chapitre VIII

suffisent, par exemple, dans le cas d'égale caractéristique.

10



CHAPITRE I

Torseurs cubistes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Applications pointées de degré n .

2. Cas des torseurs : structures cubistes.

3. Lien avec les extensions centrales

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L).

5. Réduction & l'objet trivial ; application & certains isomorphismes

canoniques.
6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

7. Descente de torseurs cubistes ; application aux extensions de

schémas en groupes lisses par des tores.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré aux propriétés générales des torseurs
munis d'une structure du cube (rebaptisés ici "torseurs cubistes"),
notion introduite par L. Breen [B]. L'intérét de cette notion vpour la
suite de ce travail apparait au n°® 2.6 : on y montre l'existence d'une
unique structure cubiste pour tout € -torseur (trivialisé le long de
la section unité) sur un schéma en groupes vérifiant certaines condi-
tions, satisfaites en particulier par les "variétés abéliennes dégéné-
rantes" & fibres connexes sur un schéma de base normal (cf. [B], 2.4).
La notion de structure cubiste permet aussi de retrouver (§4) le clas-
sique groupe G(L) de [le, associé a un faisceau inversible L sur

un schéma abélien.

Au §5 est introduite la technique de "réduction au torseur cubiste
trivial", fort commode pour construire certains isomorphismes canoniques
(comme celui, classique, de la proposition 5.5), et surtout pour démon-
trer sans larmes que ces isomorphismes respectent les structures cubistes
naturelles des deux membres. Ce principe est exploité plus avant au §6
ol il sert de fondement & une nouvelle définition des torseurs cubistes,
qui semble plus naturelle que celle de [B] mais qui, par exemple, méme

dans le cas des Gm-torseurs sur un schéma en groupes, oblige a tra-

11
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vailler dans le cadre général des faisceaux. Il convient aussi de
remarquer que la définition de Breen, en termes de trivialisations de
torseurs sur AXAXA , joue un rBle crucial (notamment) dans les

questions de prolongement du chapitre II.

Remarquons enfin que nous notons ici 32 et Q3 les opérations

notées respectivement A et ® dans [B]~

1. Applications pointées de degré n .

1.1. Définition. Soient A et G deux groupes commutatifs, notés res-

pectivement additivement et multiplicativement, et soit n un entier
0 .8i f:A -—>G est une application, on définit

8 (£) = A" — G

par la formule

n+Card 1
ﬂn(f)(xl,...,xn) = I] f(xI)(_l)

1<{1,...,n}

I#9
ol l'on a posé x_ = E X, .

I ya 1
1tcI
On dit que f est pointée de degré n si ®n+1(f) =1 .
Ainsi : So(f) =1 : {0} — @
8. (f) = f

1
sz(f)(x,y) = f(x-!-y)f(x)_lf(y)-1

£3(f)(x,y,z) = f(x+y+z)f(x+y)—lf(x+z)_lf(y+z)—lf(x)f(y)f(z)

f est pointée de degré O&=>f=1
f est pointée de degré 14> f est un morphisme de groupes
f est pointée de degré n Y0 = £(0) =1

n+1l

(en effet # ., (£)(0,...,0) = f(o)(-l) ).

+1

1.2. Propriétés des opérations 5 .
1.2.1. Additivité : ﬂn(fg) = ﬂn(f).ﬁn(g)
pour f,g:A —>G et n>/O .

1.2.2. Fonctorialité en A et G : si ®:A' — A et $P:6 —G'

sont des morphismes de groupes abéliens, on a pour toute f:A —> G :

12
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_ (n)
Agn(foq)) = ‘gn(f)OQP
8 (Vof) = Pos (£)
ou @(n) : A" — A" est défini par
oM () eix ) = (00x), e ,0(x))

1.2.3. Symétrie : Sn(f) est invariante sous l'action du groupe symé-
trique Sn sur A" .

1.2.4. On vérifie, pour tout n »1 , la relation :

(1.2.4.1) &8 f)(xl,...,x ' X

n n+l) = Jgn(f)(xl'""Xn—l’xn+xn+1)'

n+1(

-1

-1
.Sn(f)(xl,...,xn) .Sn(f)(xl,...,x )

n-1'*n+1

ainsi que toutes les relations qui s'en déduisent par permutation. En
particulier :
(_l)n+1

. pour n Y1, ﬂn(f)(xl,...,xn) = £(0) dés que l'un des

Xy est nul.

. £ est pointée de degré n Y1 si et seulement si Sn(f) est

n-linéaire.

La relation (1.2.4.1) montre également que pour n %2 , ﬂn(f) est un
2-cobord par rapport a chaque paire de variables ; a fortiori, elle

vérifie la condition de cocycle (ol l'on a posé x = (xyrewerx  5)) ¢

(1.2.4.2) 8 _(£)(x,a+b,c).8_(£)(x,a,b) = &_(£)(x,a,b+c).8_(£) (x,b,c)

(n72).

1.3. Les considérations qui précédent s'étendent d'elles-mémes au cas
ol A et G sont deux Groupes commutatifs d'un topos E : si
fe€ HomE(A,G) est un morphisme entre les objets de E sous-jacents a

A et G , on définit donc Sn(f): A" —> G comme dans 1.1. On notera

m(n)

Hom,, (A,G) C HomE(A,G)

le groupe des "morphismes pointés de degré n" de A dans G , i.e.

l'ensemble des f vérifiant & (f) =1 ; en particulier :

n+1

Homéo)(A,G) = {1}

1l

HomAb (A,G) .

(1)
Hom (Aa,G)
E E

13
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2. Cas des torseurs : structures cubistes.

Dans ce n° on fixe un topos E .

2.1. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E , et soit L wun
G-torseur sur A . En compléte analogie avec 1.1, nous pouvons définir

un G-torseur Sn(L) sur A", par la formule

Q(— n+Card I
(2.1.1) 8 (L) = X (m;L) (-1)
1<{1,...,n}
179
ou my : A" —> A est le morphisme (xl,...,xn) — ) x; o+ et ou ®
ic1

désigne la somme des G-torseurs.

I1 est souvent commode (et suggestif) de décrire ﬂn(L) en terme
de "points" : si x est un point de A a valeurs dans un objet T de
E (i.e. un morphisme x:T —> A), convenons de noter LX le G-torseur

x*L sur T . Alors la définition (2.1.1) devient

+Card I
®(-1)"
(2.1.2) 8,(L) = ® L (7
1" ""n’ 1<{1,...,n} I
I#0

ol 1'on a posé = E 3,

i€~
2.2. Prooriétés de SP .
2.2.1. Additivité : si L et M sont deux G-torseurs sur A , on a

oour tout n %0 un isomorphisme canonigue
® [ ®
Qn(L M) ﬂn(L) SR(M)
n
de G-torseurs sur A .

2.2.2. Fonctorialité en A : si ®:A' —> A est un morphisme de

Groupes commutatifs de E , on a un isomorphisme canonique

~

* . (n), =
ﬂn(co L) = (o ) Sn(L)
. (n)

de G-torseurs sur A'" , ou © A" —5 A" est définie comme en
1.2.2.

2.2.3. Fonctorialité en G : si ¥ :G —> G' est un morphisme de

Groupes commutatifs de E , notons LY le G'-torseur sur A déduit

14
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du G-torseur L war le changement de groupe structural b . Alors o

. . . n
a un isowmornhisme canonique de G'-torseurs sur A :

Yy oo 9
8 (L) =8 (L) .

2.2.4. Fonctorialité en L : si u:L —> M est un morphisme (i.e. un

isomorphisme) de G-torseurs sur A , on en déduit un isomorphisme
: =
ﬂn(u) Sn(L) ﬂn(M)
n
de G-torseurs sur A .

2.2.5. Torseur trivial : si 1'on note GA le G-torseur trivial GXA

sur A , on a un isomorphisme canonique

2.2.6. Sections : une section o du G-torseur L sur A s'interpréte

comme un morphisme (c'est-d-dire un isomorphisme) de G-torseurs de GA

dans L ; on en déduit donc grice a 2.2.4 et 2.2.5, une section

8 (o)
du torseur S“(L) cur A" . 8i f:A —> G est un morphisme dans E ,
n a de »lus la formule
(2.2.6.1) Sp(fc) = Sn(f)ﬁn(c) .

2.2.7. Il existe bien entendu de nowbreuses compatibilités entre les
isomorphismes ci-dessus (et ceux gui vont suivre). Par exemple 1'isomor-
ohisme d'additivité 2.2.1 est caractérisé par les propriétés d'étre
fonctoriel en L et M et compatible au changement du Groupe structural
G , et cde respecter les trivialisations naturelles des deux membres
lorsgue l'on prend L = M = le torseur trivial GA . Le fait que ces
propriétés caractérisent 2.2.1 se voit en plongeant G dans un Groupe
injectif G' de E et en remarquant que tout G'-torseur est trivial.
Ce principe de "réduction au torseur trivial" rend tautologiques les
démonstrations de commutativité de nombreux diagrammes ; en fait, “tout
diagramme ce torseurs suffisamment naturel est commutatif", contrairement
4 ce qui se passe pour les groupes : au royaume des torseurs il n'y a pas

de questions de signes.

2.2.8. Symétrie : il est immédiat que Sn(L) est muni d'une action du
groupe symétrique S, - compatible & l'action d'icelui sur A" ; autre-

ment dit, pour tout Y€ &, si 1'on note encore Y :A" —> A" 1a per-

15
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mutation correspondante des facteurs, on a un icomorphlisme canorigue e

G-torseuvrs

X, 8 (L) =778 (L)

v n

avec les relations attendues entre X r X et X

v V! vy!
2.2.9. Sections nulles. Notons OE l'objet final de E et et OE —> A
la section nulle. Pour l\éi‘ﬁn , Soit ﬂi :An_1 — A" le morphisme

PP . . N n
défini par la section nulle du i-eme facteur de A . On a alors des
S

isomorphismes canoniques

o m(oq)ntl

* * S
niﬁn(L) o} eA(L)

q
1

\ n-— . . . .
ou p:A —> 0 est le morphisme canonique (et unique). Ces isomor-

)
phismes sont compatibles entre eux, en ce sens que n, et ﬂj coincident
sur l'intersection ﬂi(An_l)ﬂ Wj(An_l).

Pour ne pas alourdir a 1l'excés ce chapitre, nous allons nous limiter
désormais aux cas n=2 et n=3 , les seuls i‘ntéressants pour nous

dans la suite.

2.3. Etude de QZ ; structures d'extensions.

On a par définition 8,(L) =1L sL-len"l .
= 2 M4 Yy s v

L'action du groupe & (2.2.8) se réduit & un isomorohisme de

2
symétrie

(2.3.1) g8

vérifiant EA ,=1d et (L)
1 VX

La définition de &,(L) donne, par un calcul immédiat, un isomorphisme

2
de cocycle
P o~ 2
(2.3.2) wx,y,z '&Z(L)x+y,z6§S2(L)x,y ——e-BZ(L)X,y+Z ;92(L)y’Z

qgui est fonctoriel en L et compatible au changement de Groupe structu-
ral, et qui respecte les trivialisations naturelles des deux membres
lorsque L est le torseur trivial ; de plus ¢ est caractérisé par ces

propriétés (cf. 2.2.7).

On a d'autre part (2.2.9) des isomorphismes "de rigidification"

(2.3.3) S %,0

16
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ou Lo est la fibre de L a l'origine ; ces isomorphismes sont compa-
tibles & la symétrie & , et compatibles avec (2.3.2) en ce sens que le

diagramme suivant est commutatif :

®
O,y.2 ,
8,(L), ,®8,(L)  —LE 0, (L) Bo,(L), ,

Y% 0,v+z

(2.3.3.1) (2.3.3) (2.3.3)

-1
®
Lo Ag2(L)y,z
Supposons maintenant donnée une section o de ﬁz(L) au-dessus de
AXA . Pour (x,v)E€ AY on a donc une trivialisation o(x,y) de
L. ®L'®17! , c'est-a-dire un isomorphisme L_®L_ —> L , donc
x+y X b% X Y x+y
une loi de composition sur L , que nous noterons (a,b) —— axb , com-
patible avec la loi de groupe de A via la projection L —> A , et
compatible a l'action de G sur L au sens suivant : pour a€lL ,

b€L , g€G, on a
(2.3.4) (ga)xb = ax(gb) = g(axb) .

I1 est immédiat que la donnée d'une section ¢ de Qz(L) équivaut a
celle d'une loi de composition x sur L possédant ces propriétés, le

passage de l'une a l'autre se faisant par la formule

(2.3.5) o(7(a),m(b)) = (asb)®a t@p7!

ol a et bEL etou 7:L —» A est le morphisme structural.

Une telle section o donne encore naissance, via les rigidifica-

tions (2.3.3), & deux sections de p*e*L (o p est ici le morphisme

A
A ——»-OE), autrement dit & deux morphismes ElrEy A —> LO==e;L
d'objets de E . En termes de la loi « correspondante, ils vérifient
(2.3.6) e (x)wx = %
x*az(x) = x

pour tout x€A et tout x€L au-dessus de x .

De plus la compatibilité en (0,0) des isomorphismes (2.3.3) im-

plique que el(O)==€2(O), d'ol une section ¢ du torseur LO sur 0

vérifiant exe=¢ . La relation (2.3.4) donne alors

E ’

(2.3.7) (ge)x(g'e) = (gg')e

17
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pour g et g'f€G ; autrement dit la trivialisation de LO donnée par

¢ identifie la loi % & la loi de groupe de G .

I1 est immédiat que la loi * est commutative si et seulement si

la section 3 est invariante par la symétrie & de (2.3.1), i.e :

(2.3.8) oly,x) = ixly(s(x,y)) .

Il est un peu plus fastidieux de vérifier que « est associative
si et seulement si 0 est compatible avec 1l'isomorphisme de cocycle

(2.3.2), c'est-a-dire :

(2.3.9) LN L(O(xty,2)®a(x,y)) = olx,y+z) @ (v,2) .

Cette condition implique d'ailleurs, comme on le voit en contemplant

le diagramme (2.3.3.1) ou les formules (2.3.6), que les morphismes €

et €, :A ——+-LO sont constants, i.e. €,(x) = 52(x) = sl(O) = ¢, et

2
que la section € de LO est élément neutre de * . En résumé : (cf.
aussi SGA 7, VII, 1.1.6 et 1.2) :

2.3.10. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure

d'extension commutative de A par G (compatible avec sa structure de

torseur), équivaut a la donnée d'une section o de 32(L) sur AXA ,

symétrique au sens de (2.3.8), et qui est un 2-cocycle au _sens de
(2.3.9).

2.4. Etude de SB ; structures cubistes.

On a par définition

-1 -1 -1
. = R ® ® ®
(2.4.1) 93(L)X, ' Z Lx+y+z®Lx+y®Lx+z Ly+z Lx Ly Lz

®3(L) est muni d'une action du groupe symétrique S c'est-a-

dire, pour tout VY€ G, et pour (xl,xz,x3)€ A3 , d'un isomorphisme

(2.4.2) (x,) ¥ (L), . > 8, (L),
VIR pXgeXg 3R Xy Xy 3Ry (1) Ky (2)7%Y (3)

De fagon analogue a (1.2.4.1), ﬂ3(L) se reconstruit a partir de

SZ(L) ; on a ainsi deux isomorphismes canoniques
9, (L) ®9,(L)21 @8 (1)t
2 xX+y,z 2 X,2 2 ViZ (al)
N{A,y,z
(2.4.3) )93(L)X,ylZ
~
8, (L) ®9, (L)1 ®8, (L)t (o)
2 X, yt+z 2 X,y 2 X, 2 2°x,Y,2

18
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(le lecteur vérifiera que w;loal permet de retrouver 1l'isomorphisme de

cocycle (2.3.2)).

On en déduit encore pour 93(L) des isomorphismes de cocycle dont

nous n'explicitons qu'un seul :

(2.4.4) v

2, Vir2Z,t :S3(L)

®AS\3(L) —~—>393(L)‘

®
X,¥,t s, y+z, £ 830

x+y,z,t vez, t'

les autres s'en déduisant (par exemple) par permutation ; bien entendu
chacun de ces isomorphismes est caractérisé par sa fonctorialité, sa
compatibilité au changement de Groupe structural, et son effet sur le

torseur trivial.

2.4.5. Définition. Une structure cubiste (ou "structure du cube" [B])

sur le G-torseur L au-dessus du Groupe A est une section rt du

torseur 83(L) sur A3 , possédant les propriétés suivantes :

(i) +t est invariante par 63 , i.e. pour tout 7€ 63 ,
XV(T) = v*(7) (comme sections de 7*ﬂ3(L))

(notations de 2.4.2))

(ii) v est un 2-cocycle en les deux premiéres variables (ou, ce

qui revient au méme compte tenu de (i), en chague paire de variables),

i.e :

0 % ) -
Qx,y,z,t(T( +y,z,t) d1(x,v,t)) T(x,y+tz,t) d 1(y,z,t)

(notation de (2.4.4)).

Un torseur cubiste est un torseur muni d'une structure cubiste.

Un morphisme de torseurs cubistes (L,7) —> (L',7') est un mor-

(L")

(L) —> 8

phisme f:L —> L' de G-torseurs tel gue 93(f) : 8

3 3

vérifie S3(f)(T) = 7' .

On note CUB(A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A .

2.4.6. On laisse au lecteur le soin d'expliciter les notions d'image
réciproque d'un torseur cubiste par un morphisme A' —> A , d'image
par un changement de Groupe structural G —> G', de torseur cubiste
trivial, de produit tensoriel (ou somme, s'il préfére) de G-torseurs
cubistes, de torseur cubiste inverse, etc. Munie de 1'opération du pro-
duit tensoriel, CUB(A,G) est une "catégorie de Picard strictement com-
mutative" au sens de SGA 4, XVIII.1.4.2.
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Bien entendu, une trivialisation d'un objet (L,rt) de CUB(A,G)

est un isomorphisme de 1'objet trivial avec (L,7), c'est-a-dire une

section ¢ de L sur A , vérifiant la relation
(2.4.5.1) 83(0) =7

et il est immédiat, en vertu de la relation (2.2.6.1), que l'ensemble

des trivialisations de (L,t) est, s'il n'est pas vide, un espace homo-

géne principal sous le groupe

(2)

Hom, (A,G)

introduit en 1.3, des applications pointées de degré 2 de A dans G .

2.5. Lien avec les biextensions.

Pour voir que la notion définie ci-dessus est la méme que dans [B],
2.2, nous allons faire briévement le lien avec la notion de biextension,
introduite dans [Ml] et développée dans SGA 7, VII et VIII.

Soit donc (L,T) un G-torseur cubiste sur A . Via 1l'isomorphisme

@, (resp. 02) de (2.4.3), la section =t de 83(L) donne naissance a
. -1 -1
® & ®
une section 0, Siesp. 02)_lde ®2(L)x+y,z (x.lz(L)X,z ;92(L)y,Z (resp.
® 2 - N s .
ﬂZ(L)x,y+Z BZ(L)X,Y SZ(L)XIZ), et par suite 3 deux lois de composition

partielles

% 8, (L) ®9,(L) — 8, (L),
(2.5.1) 1 2 X, 2 2 v,z 2 x+y, 2z
"2 Ag2(L)x,y®®2(L)x,z S2(L)x,y+z
suivant le méme procédé que dans 2.3. De plus les deux sections o, et
o, sont liées par la relation
(2.5.2) al(cl) = 02(02) (=7) .

On vérifie alors que les conditions (i) et (ii) de 2.4.5 impliquent que

1

les deux lois * et *5 constituent une structure de biextension
symétrique de (A,A) par G , au sens de [B], sur le torseur 82(L)

muni de 1'isomorphisme de symétrie & de (2.3.1) (et réciproquement...).

Par exemple, la commutativité de *] équivaut a la compatibilité

de T avec l'action de la transposition (1.2) de & et l'associati-

3 ’
vité de * a la condition de cocycle explicitée en 2.4.5 (ii). Ceci
résulte d'ailleurs, si l'on veut, de 2.3.10 : en effet, grfce a @
E3(L) peut étre considéré comme le 82 du torseur Qz(L) sur AXA
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lorsque 1l'on regarde ce dernier comme un Groupe du topos E/A gréce a
la seconde projection. Il est d'ailleurs établi dans [B], 2.5, que la

donnée de deux lois * et %, vérifiant (2.5.2) ci-dessus, toutes
deux commutatives et dont 1'une soit associative, suffit & définir sur

L. une structure du cube au sens de loc. cit.

2.5.3. Remarquons enfin qu'une structure cubiste 1 définit, grice a la

section 1(0,0,0) de ﬂ3(L) L. , une trivialisation a l'origine

du torseur L , d'ou grice éoééé?9 ung trivialisation de la restriction
de 8,(L) 3 chacun des produits {0}xaxa , ax{o}xa , axax{o}. ces
trivialisations (essentiellement grice aux conditions de cocycle) coin-
cident en fait avec les restrictions de v & ces produits. En d'autres

termes et par abus d'écriture :
T(OIYIZ) = T(OIOIO)
le signe d'égalité faisant référence a 1'isomorphisme canonique

5, (L) ~ 8, (L)

2( 0,v,2

0,0,0

De ces considérations le lecteur retiendra la

2.5.4. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure du

cube, équivaut a celle, sur le torseur SZ(L), d'une structure de

biextension de (A,A) par G , les deux lois de composition partielles
définissant cette structure étant assujetties a la relation (2.5.2) (on

identifie les lois de composition * et x, aux sections o©

1 e o,

1
qu'elles définissent).

2.6. Exemple fondamental.

Soit S wun schéma : nous prendrons pour E le topos associé au
"gros site fppf" de tous les S-schémas avec la topologie fppf, et pour

G 1le groupe multiplicatif G . Nous identifierons toujours en cas

m,S
de besoin un G -torseur L sur un schéma X au faisceau inversible &

tel que L = Isom(@X,S).

Proposition. Soit A un S-schéma en groupes lisse, commutatif, &
fibres connexes. On suppose vérifiée 1'une des conditions suivantes :

(i) A est un S-schéma abélien

(ii) (cf. [B], 2.4) S est pormal et les fibres maximales de A

sont extensions multiples de variétés abéliennes, de tores (non néces-
sairement déployés) et de groupes Ga .
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Alors le foncteur d'oubli

CUB(A,Gm) ——é-TORSRIG(A,Gm)

(ou TORSRIG(A,Gm) est la catégorie des Gm—torseurs sur A triviali-

’

sés & l'origine de A) est une équivalence de catégories.

Démonstration : soit L un Gm—torseur rigidifié sur A .

Cas (i). D'aprés le théoréme du cuode (cf. par exemple [Rl], Iv.2.1) 1le

faisceau $3(L) sur A3 provient d'un faisceau inversible sur S .

N

Comme de plus L est rigidifié a l'origine, 83(L) 1l'est également : il
est donc trivial. Mieux, si p: A3 —— S désigne le morphisme structural,
on a p*®A3 =~ @S donc il existe une unigue trivialisation 1t de £3(L)
compatible avec sa rigidification. Etant unique, T est automatiquement
symétrique (condition (i) de 2.4.5) et de méme il suffit de vérifier 1la
condition (ii) de 2.4.5 lorsque x=y=z=t=0 : elle résulte alors de

la compatibilité 3 la rigidification. Nous avons donc montré que L

N

posséde une unique structure cubiste compatible & la rigidification, cgfd.

Cas (ii). D'aprés SGA 7, VIII.7.5, nous savons que &,(L) admet une

2
unique structure de biextension compatible aux rigidifications sur
{0} xa et Ax{0} déduites de la rigidification de L . Il reste a

vérifier que les lois o et o de cette biextension vérifient la

condition (2.5.2). Or lei deux sictions wl(cl) et « (02) de 83(L)
coincident, sur les produits {0} xAaxa , ax{o}xa , axax{o} , avec
la rigidification naturelle de $3(L) sur ces sous-groupes. Leur quo-
tient est donc une fonction AXAXA ——»—Gm , égale & 1 sur ces sous-
groupes, donc identiquement égale a 1 ("lemme de Rosenlicht") puisque

S est réduit. B

2.6.1. Remargue. Soit k un corps séparablement clos, et posons

S = Spec(k[[x,y]]/(xz-y3)), Az:Gm,S

G -torseur L non trivial sur A . Or nous verrons plus bas (7.2.1)

. I1 existe (exercice) un

qu'un Gm—torseur cubiste sur A est en fait une extension commutative
de A par Gm , donc est trivial puisque S est strictement hensélien.
Par suite le torseur L (qui admet évidemment des rigidifications) ne

posséde aucune structure cubiste.

3. Lien avec les extensions centrales (cf. [B], 2.11).

3.1. Donnons-nous a nouveau un topos E , deux Groupes commutatifs A

et G de E , et de plus un sous-Groupe K «d>A de A (on pourrait
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considérer plus généralement un morphisme K —> A de Groupes commuta-
tifs). Soit (L,t) un G-torseur cubiste sur A , et supposons donnée
une trivialisation o de la biextension (jX IdA)*ﬂ2(L) de (K,A)

par G .

On a donc, pour xS€K et y€A , une section g¢(x,y) de

L o te !
x+y bl Yy

externe

donc un isomorphisme Lx® Ly = L., r i.e. une loi

+y
*:LKXL—>L

compatible avec l'addition KXA —> A , et avec l'action de G sur L.

Nous allons, une fois n'est pas coutume, expliciter un peu les choses :

si l'ona x€K, y€A , u€L_, v€L_, on en déduit un élément uxv
de Lx+y , par la condition (cf. (2.3.5)) :
_ -1, -1
(3.1.1) o(zz,y) = (uxv)®u Qv EASJZ(L)" y -
%,

D'autre part O est supposée compatible avec la structure de biextension

de 192(L). La premiére loi de BZ(L) est

s,(L), D8, ¥l g ()

2 X,z 2 Yo xX+y,2

N . N -1
] i , ® = .
(4 des contractions prés, du type Lx+z Lx+z GA)

La compatibilité de 0 avec cette loi signifie que 0(x,z)®0(y,z)

s'envoie sur o(x+y,z), d'ol en appliquant (3.1.1) :

si uELX, VELy,weLZ avec x€K , y€K, z€A , on a :

(usw) ®u oy 1® (v*w)®v_1®w_1®-r(x,y,z) = ((u*v)*w) ® (uxv) tow !
d'ou
(3.1.2)  1(x,y,2) = ((usv)*w) @ (uxv) 1D (usw) 1@ (vaw) 1B ud vy .

En exprimant de méme la compatibilité avec la seconde loi, on
obtient

(3.1.3)  t(x,y,2) = (u*(vew)) ® (usv) 18 (usw) 18 (vaw) 1@ u®v®w
d'olu enfin par comparaison
(3.1.4) (uxv)s*w = ux(vsw) (u et vE€ L\K , w&€L) .

En particulier la loi * sur LK><LK est associative. Il est de

plus immédiat que la section de L & 1l'origine déduite de sa structure

23



L. MORET-BAILLY

cubiste est élément neutre de * , et que la composée

G®L > L ® Ly -’-*—»Ly est l'action naturelle de G sur L_ . En
bref, le torseur LK = 3*L sur K est muni, grce & o , d'une struc-
ture de Groupe, extension centrale (non commutative en général) de K

par G , et la loi externe LKXL —%5 I, est une action a gauche de L

sur L , prolongeant l'action de LK sur lui-méme par translations et

compatible (via la projection L —— A) avec l'action par translations
de K sur A .

K

Enfin la formule (3.1.2) (ou (3.1.3)) permet de reconstruire la

restriction de T & K , a partir de la restriction de ¢ a KXK,

et 1'on en déduit :

3.2. Proposition ([B], 2.1.1). La catégorie des extensions centrales de

K par G est équivalente 3 la catégorie des couples (L,0) ou

L€ ob CUB(K,G) et ol 0 est une trivialisation de la biextension
592(L) de (K,K) par G .

3.3. Dans la situation de 3.1, supposons de plus
K=A

et étudions de plus prés 1l'extension centrale
i m

(3.3.1) ] =G — L —» K —» 0

Comme toute extension centrale de groupes commutatifs, elle définit un

accouplement alterné, que nous noterons

(3.3.2) 7 . KxK —> G

obtenu par passage au quotient a partir de la fonction commutateur

1 -1

[u,v] = uwwvu™'v"' de LXL dans G (nous notons désormais uv = uxv).

Nous disposons en outre, pour la biextension 392(L) sur KXK , de

la trivialisation o , donnée par la formule

(3.3.3) o(x,y) = (uv)®u_l®v_1 (u€L_, v€ Ly)
et de 1l'isomorphisme de symétrie
(3.3.4) E:SZ(L) —’“—»s*Sz(L) (ou s(x,y)=(y,x))
. N -1 -1 .
qui, & w®u Qv EAQZ(L)X'y (avec u€ L, . vE Ly , WELX+y) associe
-1 -1 * . .
® ® E \ = 1
w® v u 392(L)Y,X (s Sz(L))X,y . On obtient en particulier une
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seconde trivialisation ("symétrique" de o) :
(3.3.5) o =

de S2(L), qui est donnée (avec u€L_, vE€ Ly) par

1(Vu®v_l®u_l)

F(x,y) = 8 Holy,x)) = &

1

wu®u e v

(v,ulo(x,y)

(on utilise ici la coincidence des deux actions de [v,u]e G , données
respectivement par la structure d'extension (3.3.1) et par la structure

de torseur de L).

En conclusion :

3.3.6. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on_a

L -
c=e"%.7 .

En particulier 1'accouplement eL'G ne dépend que de la biextension

symétrique (SZ(L),E) et de la trivialisation o de la biextension

sous—-jacente ; enfin 1'extension centrale associée & ¢ par 3.2 est

commutative si et seulement si ¢ trivialise (QZ(L),E) comme biexten-

sion symétrigue au sens de [B], i.e. si

o=0 .

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L).

Soient S un schéma, A un S-schéma abélien, L un Gp-torseur
sur A , rigidifié a 1l'origine (donc cubiste, cf. 2.6). Si At désigne
le S-schéma abélien dual de A (ou, si le lecteur préfére, le faisceau
glg;/s), on sait que L définit canoniquement un morphisme

(4.1) 9, i A —>at

tel que, si x€Aa, @L(x) est la classe du @ -torseur T;L8>L—1 sur

A, ou T% désigne la translation par x dans A .
Plus précisément soit P 1le € -torseur de Poincaré sur AT XA '
rigidifié sur At><{0} et {0} xAa : alors wL est 1l'unique morphisme

de A dans AY tel que le Gm—torseur (o xIdA)*(P) soit isomorphe a

L
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SZ(L), et il existe alors un unique isomorphisme entre ces deux torseurs
qui soit compatible aux rigidifications. Comme de plus P et ﬂz(L)
sont munis chacun d'une unique structure de biextension compatible aux
rigidifications, cet isomorphisme est m@&me un isomorphisme de biexten-
sions. Posons alors

(4.2) K(L) = Ker P

c'est un sous-schéma en groupes fermé de A . La restriction de 1'isomor-

phisme précédent & K(L) XA donne un isomorphisme de biextensions

8, WgLyxa = [ (o x 1dy) (P)JK(L)XA == (9, X Tdp) (Proya)

et comme est la biextension triviale, on en tire une trivialisa-

Plolxa

tion canonique de ﬂz(L) d'ou d'aprés le §3 une structure d'ex-

K(L)XA '
tension centrale sur LK(L) , ainsi qu'une action & gauche de cette

extension sur le torseur L .

4.3. D'autre part on connait déja ([Mz], § 23, ou [Sz], exposé 7) le
S-schéma en groupes G(L) : rappelons que si S' est un S-schéma,
G(L)(S') est 1l'ensemble des couples (x,o) ol x€K(L)(S') et ol o

est un S'-automorphisme du schéma L , compatible & 1l'action de G

S' m

et rendant commutatif le diagramme

o
LS' —-rLS,
I |
A — s A

4.4. Proposition. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, le

S-morphisme

— G(L)

qui au point uEiLK(L) au-dessus de x€ K(L), associe le couple (x,au)
ou au(v) = usxv pour tout vE€L (le symbole * désignant 1'action &
gauche de LK(L) sur L définie ci-dessus) est un isomorphisme d4'ex-
tensions centrales ; l'isomorphisme inverse est donné par la formule

X—l(x,a) = o(e

L)

ol ELE LO(S) est la rigidification & 1'origine, i.e. la section unité

. .
de 1'extension LK(L)
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Comme A est manifestement un morphisme de Gm—torseurs sur
K(L) (donc un isomorphisme) il suffit de voir que c'est un morphisme de
groupes, ce qui n'est autre que le fait que * est une action de groupe.

La derniére assertion est également triviale. W

5. Réduction a 1'obijet trivial ; application 3 certains isomorphismes
canoniques.

Dans ce §, E désigne un topos ; si F est un objet de E , on
notera Z[F] le 2Z-Module 1libre engendré par F (notation conforme a
SGA 7, VII.1l.4 ; pour l'existence cf. SGA 4, II1.6.5).

5.1. Théoréme. Soient F un objet de E , G un Z-Module injectif de

E . Alors tout G-torseur cubiste sur ZLF) est trivial. Plus générale-

ment tout G-torseur cubiste sur un Z-Module sans torsion (i.e. plat)

de E est trivial.

Démonstration : soient A un Z-Module plat et L un G-torseur cubiste
sur A .
5.1.1. Considérons d'abord la biextension QZ(L) de (A,A) par G

associée & L . D'aprés SGA 7, VII.3.6.5, le groupe des classes de

biextensions de (A,A) par G est isomorphe a
1 W
Ext (A®A,G) .
Comme G est injectif ce groupe se réduit a
IL
Hom(H, (A®A),G) ,

c'est-a-dire a Hom(Torf(A,A),G) = 0 puisque A est un Z-Module

plat . Par suite la biextension @2(L) est triviale.

5.1.2. Fixons donc une trivialisation o de la biextension 82(L).
Comme en 3.3 notons ¢§ :QZ(L) 429—s*£2(L) la symétrie, et o0 la tri-

vialisation de QZ(L) "symétrique" de o via § .

Le défaut de compatibilité de o avec & est la forme alternée
(o)
e =z : AXA —G (3.3.6) ;

les trivialisations de £2(L) sont de la forme O'=90 ou @ :AXA —G
est bilinéaire. On en conclut que pour qu'il existe une trivialisation
de SZ(L) compatible avec la symétrie § , il faut et il suffit que
L,o .
e soit de la forme

L,O'(

e X,¥) = @(x,y)/?(y,x)

27



L. MORET-BAILLY

ol ©®:AXA —>» G est bilinéaire.

Comme A est plat, la multiplication par 2 dans AZA est un

monomorphisme ; puisque G est injectif il existe donc un morphisme

l :A2A —> G rencdant commutatif le diagramme

eLIO'
A"A ——— G

X2 m

A2A
Si l'on pose alors @(x,y) = M(xzAy), on a :

L,o

0(x,y)/0(y,x) = M(xAy-yAx) =1n(2uAy) = e (x,v) .

En conclusion, la biextension symétrique (8,(L),§&) est triviale.

2

5.1.3. D'aprés 3.2 et 3.3.6, nous voyons que la structure cubiste de L
provient d'une structure d'extension commutative de A par G , automa-
tiquement triviale puisque G est injectif. B

5.1.4. Remarque. Le lecteur familier de [B] et des dérivés non abéliens
pourra démontrer 5.1 en remarquant que le groupe des classes de

G-torseurs cubistes sur A s'identifie ([B], 8.9) a
Ext ' (LP}(A),G)

(notations de loc. cit.), et que ﬂl(LP;(A)) =0 si A est plat.

5.2. Proposition. Soient ©:A' —> A un épimorphisme et ¥ : G —> G'

un _monomorphisme dans AbE , et soient L un G-torseur cubiste sur

)
A, L'='D*(L¢) le G'-torseur cubiste sur A' déduit de L par le

changement de base ® et le changement de Groupe structural ¢ . Soit

0 une section du torseur sous-jacent & L sur A . Pour que o soit

une trivialisation cubiste de L , il faut et il suffit que la section
o' de L' déduite de O soit une trivialisation cubiste de L'.

En effet soit T 1la section de 83(L) définissant la structure
cubiste de L , 7' la section de S3(L') déduite de 1 (qui définit
la structure cubiste de L'). Pour que o (resp. ¢') soit une triviali-
sation cubiste il faut et il suffit que 83(0) =71 (resp. 33(0‘) =1') :

ces deux conditions sont bien équivalentes puisque, vu nos hypothéses
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sur ©® et ¥ , l'application naturelle

Hom 3(A3,ﬂ3(L)) — Hom 3

i A.3(A

,83(L ))
est injective. B

La glorieuse proposition ci-dessus, Jjointe au théoréme 5.1, permet
de réduire de nombreuses questions au cas du torseur cubiste trivial, ou
elles deviennent tautologiques ; il suffit en effet de prendre A' 1libre
(par exemple A'==Z[A]) et G' injectif. Par exemple, on obtient par

cette méthode :

5.3. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Le G-torseur
+
1

Q3(L) sur A3 est un produit tensoriel de torseurs du type (f;L)

ou les fi:A3 —> A sont des morphismes de Groupes. Il est donc muni

canoniguement d'une structure cubiste déduite de celle de L .

Alors la trivialisation 1 de S3(L) définissant la structure

cubiste de L est une trivialisation cubiste. &

(On suggére perfidement au lecteur de démontrer 5.3 directement & partir

des définitions...)
5.4. Notation. Pour tout Groupe commutatif A de E et tout n€Z , on
note [n]A :A —> A , ou simplement [n] si aucune confusion n'est a

craindre, le morphisme de multiplication par n .

5.5. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Pour tout

n€Z on a un isomorphisme canonique de G-torseurs cubistes :

[njg(L) - L®n(n+l)/2§b[_l];(L)®n(n_1)/2

(cf. [M2], §6, Cor. 3).

5.5.1. Lemme. Soit L un G-torseur (sans structure cubiste) sur A

Notons p:A — O le morphisme canonique. Pour tout n€ Z , notons

E

A_:A —>A3
n

le morphisme défini par Xn(x) = (x,-x,nx). Alors on a pour tout n un
isomorphisme canonigue

(5.5.1.1)
*

[n+1];(L) >~ X;B (L)_l® ﬂn];(L)®2§9[n—l];(L)_lgib e

* -1 *
3 pe, (L) 3L -1l (1) .
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Cet isomorphisme est fonctoriel et additif en L , compatible au change-

ment de base A' —> A et _au changement de groupe structural G —> G',

et respecte les trivialisations naturelles des deux membres lorsgue L

est le torseur trivial.

Démonstration du lemme : pour tout x€A on a canoniquement, par défi-

nition de 83(L) :

L ®L—1®L—l -1

* q —
(XnAgB(L))x - ‘93(L)(x,-—x,nx) T Tnx fe) (n+1)x®L(n-l)x®LX®L—X®Ln )

X

Le lemme en résulte. W

5.5.2. Démonstration de 5.5 : remarquons d'abord que dans le lemme 5.5.1,
lorsque L est muni d'une structure cubiste, 1'isomorphisme (5.5.1.1)
est un isomorphisme de torseurs cubistes : cela résulte, par réduction a
1'objet trivial, des propriétés de (5.5.1.1) énoncées a la fin du lemme.
Or si L est cubiste, les torseurs cubistes £3(L) (grfce & 5.3) et
p*e;(L) (évident) sont canoniquement triviaux, et (5.5.1.1) se réduit a

un isomorphisme cubiste
(5.5.2.1) [n+1]‘;(L) ~ [n];(L)®2®[n—l];(L)_l@@L@\:—l];(L) .

Par ailleurs il suffit de démontrer 5.5 pour n Y0 (remplacer L par
*
[—I]A(L)), et le résultat est clair pour n=0 et n=1 ; le cas général

en résulte par récurrence, gridce a (5.5.2.1) et a un calcul immédiat. B
5.5.3. Remarque. La proposition 5.5 est 1'analogue de la propriété
suivante : si f:A —> G est pointée de degré 2 , alors

f(nx) = f(x)n(n+1)/2 f(_x)n(n—l)/z

(démonstration par récurrence, grice au méme calcul qui a été escamoté
dans 5.5.2).

De méme nous allons établir 1l'analogue cubiste (trés important pour

la suite) du lemme suivant :

5.6. Lemme. Soient A et G deux groupes commutatifs (notés ici additi-

vement, pour plus de clarté) ; £f: A —> G une application pointée de

degré 2, et n un entier tel que nA=0 . Alors 2nf=0, et nf=0 si
n est impair.
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Démonstration : on remarque que
2f(x) = (£(x) - £(-x)) + (£(x) + £(-x)) :
posant b(x,y) = f(x+y) - £(x) - £(y), on a
f(x) + £(-x) = b(x,x) (5.5.3, avec n=2)

donc n(f(x) +f(-x)) = O puisque b est bilinéaire ; d'autre part il
est immédiat que l'application x > f(x) - £(-x) est additive (consi-
dérer sa forme bilinéaire associée) donc n(f(x)-£f(-x)) = 0, d'ou

enfin 2nf=0 .

351 n est impair on écrit :

nf(2x) = 3nf(x) = nf(-x)

= n(f(x) - £(-x)) puisque 2nf=0

d'ol la conclusion puisque x +— 2xX est un automorphisme de A . W
L'analogue annoncé plus haut est :

5.7. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A et soit n un

entier (resp. un entier impair) annulant A . Alors le torseur cubiste
®2n
L

) C . . .
(resp. L 1’1) admet une trivialisation naturelle.

5.7.1. Lemme (L. Breen). Soit L un G-torseur cubiste sur A . Alors

* -
le G-torseur cubiste A = L8>[—1]AL 1 admet une structure naturelle

d'extension commutative de A par G .

En effet les biextensions associées a L et [—1];L sont respecti-
vement SZ(L) et [—1];xA82(L), qgui sont canoniquement isomorphes vu la
structure bilinéaire de S2(L). On a donc une trivialisation naturelle
de s2(A) d'olu une structure d'extension centrale sur A (3.2). Le
fait qu'elle soit commutative se voit soit par un calcul direct, soit
par réduction a l'objet trivial. B

La démonstration de 5.7 est alors paralléle & celle de 5.6 : on

. s Q
ecrit L 2 sous la forme

1% = 1@ we [-11]1) 5

. . ®n .
comme A est une extension commutative, A est trivial, et par

ailleurs
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»* *
L®[—1]AL ~ A8, (L)

2

ol A:A —> AX2A est le morphisme diagonal (5.5, avec n=2) donc
* D L.
(L3 [‘1]AL) N est aussi trivial.

, * &
Lorsque n est impair, on démontre comme dans 5.6 que EZ]AL )
est trivial. M

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

Ce n° ne sera pas utilisé dans la suite ; les détails des démonstra-

tions sont laissés au lecteur.

6.1. Soient S un objet du topos E , et G un Groupe commutatif de E.
Considérons la catégorie (§S )o>dG\(AbE» des couples (9,¥) ou

©:8' —>» S (resp. ¥ :G —> G') est un morphisme dans E (resp. dans
Abp) .

Pour tout G-torseur L sur S et tout (9,¥) comme ci-dessus,

notons
(6.1.1) TL(Q,¢) = HomS(S',L¢) (notation de 2.2.3)
(ou, par abus d'écriture, TL(S',G')) l'ensemble des sections sur S' du
G'-torseur ¢*L¢ . On obtient ainsi, pour L fixé, un foncteur
T, = (E/S)OX(G\(AbE)) —> (Ens)

et pour tout (S',G') 1l'ensemble TL(S‘,G') est soit vide, soit un

espace homogéne principal sous le groupe HomE(S‘,G') des morphismes de

S' dans l'objet de E sous-jacent a G'.
6.1.2. Si 1'on a un diagramme commutatif dans E :

1 u 1]

S, — 8,

CP2\</°"1
S

ol u est un épimorphisme dans E , alors la suite naturelle d'ensenbles

1 L 1 ] ) ) 1
TL(Sl,G ) ——»-FL(S2,G ) ——#-TL(Sz éﬁ S2'G )
1
est exacte pour tout ¥ :G —> G' ; ceci résulte du fait que l
TL(S',G') = HomS(S',Lw) est représenté (comme foncteur en S') par Lu,

et de ce que tout épimorphisme de E est effectif.
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6.1.3. De méme considérons un diagramme commutatif

¢! s a!

1 2
¢§\ //¢2
G
ol v est un monomorphisme ; alors pour tout ¢ :S' —> 5 , la suite
naturelle d'ensembles

T (S.IGi) —»TL(S.IGé) —> T (SI,G' D G')

L —> "L 2 G 2
1
est exacte, le symbole gﬁ désignant la somme amalgamée sur Gi . Pour
1
le voir on peut, grice & 6.1.2 ci-dessus, remplacer S' par S" ou

L. . *_ 4
S" —> S' est un épimorphisme ; en prenant par exemple S"=9¢ Ly , on
est ainsi ramené au cas oiu L est le torseur trivial ; notre assertion

est alors évidente.
6.2. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E . Posons

(6.2.1) c(a,G) = ((AbE)/A

o

)% % (g\(BDL))

catégorie des couples (®,¥) ol ©:A' —> A et Y:G —> G' sont des
morphismes de Groupes commutatifs. Pour tout G-torseur L sur A , nous
noterons encore, par abus d'écriture

(6.2.2) TL : C(A,G) —> (Ens)

la restriction a C(A,G) du foncteur TL de (6.1.1). Les propriétés
6.1.2 et 6.1.3 restent valables : c'est clair pour 6.1.3 et cela résulte
pour 6.1.2 du fait que 1'oubli AbE —> E de la structure de groupe

commute aux produits fibrés.
Supposons maintenant le torseur L muni d'une structure cubiste.
Nous noterons alors, pour tout (¢:A' — A , ¥:G —> G') dans C(A,G),

(6.2.3) FEZ)(w,w) c T (2,¥)

ou par abus d'écriture Téz)(A',G'), l'ensemble des trivialisations
cubistes de w*Lw . Le sous-foncteur Féz) : C(A,G) —> (Ens) de FL

jouit des propriétés suivantes :

(6.2.4) Téz)(A',G') est soit vide, soit un espace homogéne principal

sous le groupe HoméZ)(A',G') des morphismes pointés de degré

2 de A' dans G', via l'action naturelle de ce dernier sur
T(a',6').
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(6.2.5) Si l'on a un diagramme commutatif

Al ui Al

m\/

ol u est un épimorphisme dans Abp le diagramme naturel
(

(2l ar, 6 2, !

2) ] 1
12y (a,G")

! |

1 1 8

I, G')

est cartésien : notons que 1l'application B est injective et qu'il en
est donc de méme de & ; notre assertion signifie donc que T£2)(A',G')

s'identifie a F(z (Ar,Gg*')nN T ( i,G'), ce qui n'est autre que 5.2.

(6.2.6) Si 1l'on a un diagramme commutatif

G} =~ G,

¢\\ /Zb

ol v est un menomorphisme dans AbE , le diagramme naturel

(2) (a1 A (2) av A
o (a ,Gl) —-:»I“L (A ,G2)

|

I (a',6) —> T (a',G5)

est cartésien ; ceci résulte également de 5.2.

(6.2.7) 11 existe un épimorphisme ¢ :A' —> A et un monomorphisme

:G6G —> G' dans Abp , tels que

26,4 £ .
C'est une reformulation du théoréme 5.1.

6.2.8. Remarque. On voit facilement que les conditions (6.2.5) et (6.2.6)
(2)

peuvent se reformuler en disant que TL vérifie les propriétés

A

"faisceautiques" analogues a celles énoncées pour TL dans 6.1.2 et
6.1.3.
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6.3. Définition (bis). Soient A et G deux Groupes commutatifs du
topos E , et soit L un G-torseur sur A . Une structure cubiste sur
L est la donnée d'un sous-foncteur T£2)

T;, de (6.2.2) vérifiant les propriétés (6.2.4) a (6.2.7).

: ¢C(A,G) —> (Ens) du foncteur

6.3.1. Indiquons simplement comment le foncteur Fﬁz) permet de recons-
tituer la trivialisation 1 de ﬂ3(L) de la définition 2.4.5. Soient

© et % comme en (6.2.7) et soit 0€ Téz)(w,¢) : alors ﬂ3(0)= ' est
une trivialisation de s3(L), qui d'aprés la condition (6.2.4) est indé-

pendante du choix de ¢ . Il faut montrer que provient d'un élément

T de Tﬂ (L)(A,G). Pour cela on pose G"=(3'%(3' et on remarque que T
3

a méme image par les deux fléches naturelles
] 1 1 "
Ts (1) (B'0") = Tg (1, (B 6")

puisque les deux images de T sont de la forme ﬂ3(0;) et S3(05) ol
oy et 0, en(2)

' " 4 . . E ' .
] L (A',G"). Il résulte alors de 6.1.3 que T T@3(L)(A ,G)
Le méme argument, utilisant 6.1.2, permet de redescendre de A' & A .
Comme la trivialisation 7' de m*Lw est de la forme ﬂ3(o'), elle

vérifie automatiquement les conditions de compatibilité exigées par 2.4.5.

Par suite il en est de méme de T .

6.3.2. Notant CUB (A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A

au sens de 6.3, nous avons ainsi deux foncteurs

CUB(A,G) =% cuB*(a,q)
AV

le foncteur U étant donné par la construction 6.2, et V par la cons-
truction ci-dessus. Il n'y a désormais aucune difficulté a vérifier que
U et V sont quasi-inverses l'un de 1l'autre ; les conditions (6.2.5)
*
lans 1t 3 1 > .
et (6.2.6) dan CUB servent a montrer que UoV IdCUB*(A,G)

6.4. Généralisations et variantes.

(2) L} L}
- (a',G")

A',G'), ol n est un entier ¥ O quelconque (1.3) pour

6.4.1. I1 suffit, dans la condition (6.2.4), de remplacer Hom
(n)
E (
arriver a la notion de "structure de deqré n" sur un G-torseur L sur

par Hom

A . Bien entendu une structure de degré O (resp. 1, resp. 2) sur L
est une trivialisation de L (resp. une structure d'extension commuta-
tive, resp. une structure cubiste). Toutefois il y a lieu de noter que
je ne connais aucun exemple "naturel" de structure de degré n »3 , ne

provenant pas d'une structure cubiste.
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6.4.2. Etant donnés k entiers naturels Nyse.eun (k+1) Groupes

k r
Al"”'Ak'G et un G-torseur L sur Alx...XAk , on laisse au lecteur
le soin d'imaginer ce qu'est une structure de multideqgré (nl,...,nk)
sur L , généralisant la notion de biextension (obtenue pour k=2 ,

n,=n.=1).

1 2

6.4.3. Plus intéressante peut-&tre est la variante "non pointée" des
structures de degré n , obtenue en remplagant les applications pointées
de degré n par les applications de degré n , i.e. les f:A —>» G
vérifiant

Card I
f(xI)(_l) =1
1c{1,...,n+1}

(notations de 1.1), ou encore, de fagon équivalente :

e (DT
8, (£) = £(0) )

Lorsque n=2 on tombe sur la notion de "structure du cube non rigidi-

fiée" mentionnée dans [B], 2.8.

6.4.4. Enfin il est probable gu'en remplagant, dans 6.2.4, Hom(z)(A',G')
par le groupe des morphismes guadratiques de A' dans G', on obtient
la notion de Z-structure de [B].

6.5. Exercice. Redémontrer la proposition 5.5 (resp. 5.7) en utilisant

la définition 6.3 et 1'égalité 5.5.3 (resp. le lemme 5.6).

7. Descente de torseurs cubistes ; application auz extensions de schémas

en _groupes lisses par des tores.

7.1. Ssi A,B,G sont trois Groupes commutatifs du topos E , nous note-
rons EXT(A,G) (resp. BIEXT(A,B;G)) conformément & SGA 7, la catégorie
des extensions commutatives de A par G (resp. des biextensions de
(A,B) par G).

Rappelons d'abord le théoréme de descente ([B], 3.10) :

Théoréme. Soit

0 —a' 2>a L1sa" —0
une suite exacte de Groupes commutatifs du topos E . Alors, pour tout

Groupe commutatif G de E , la catégorie CUB(A",G) est équivalente a
la catégorie des triples (L,s,t) ou L€ ob CUB(A,G) et ou s (resp.t)
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est une trivialisation de i*L dans CUB(A',G) (resp. de (Idxi)*$2(L)
dans BIEXT(A,A';G)), telles que les trivialisations ﬂz(s) et
(ix1d) "(t) de $,(i'L) soient éqales.

7.2. Nous allons appliguer ce théoréme au cas ou E est le topos fppf
sur un schéma S , et ol l'on a une suite exacte

0—>T 22 -Tep —o0

de S-schémas en groupes lisses a fibres connexes sur S , T étant un

tore sur S . De plus on prend G==Gm g -
’

Commengons par étudier CUB(T,Gm) :

7.2.1. Proposition. Pour tout tore T gur S , la catégorie CUB(T,Gm)

est égquivalente a la catégorie EXT(T,Gm) des extensions commutatives

de T par Gm .

Démonstration : si L est un Gm—torseur cubiste sur T , la biextension
QZ(L) de (T,T) par G~ admet d'aprés SGA 7, VIII.3.4 une unique tri-
vialisation. Le torseur L admet donc (3.2) une unique structure 4'ex-
tension centrale compatible (au sens de loc. cit.) avec sa structure
cubiste. Cette extension est automatiquement commutative puisque la

forme commutateur associée est un accouplement TXT ——»-Gm donc est

triviale. B

7.2.2. Proposition. Dans la situation de 7.2, la catégorie CUB(B,Gm)

est équivalente & la catégorie des couples (L,s) ou L€ ob CUB(A,Gm)

et ol s est une trivialisation de i 'L dans CUB(T,Gm) (i.e., compte
tenu de 7.2.1, dans EXT(T,Gm)).

En effet, en vertu de SGA 7, loc. cit., les catégories
BIEXT(A,T;Gm) et BIEXT(T,T;Gm) sont équivalentes & la catégorie
ponctuelle ; donc étant donné L dans CUB(A,Gm) il existe une unique
trivialisation t de (Idxi)*ﬂz(L) dans BIEXT(A,T;Gm), et de plus
pour toute trivialisation s de i'L dans CUB(T,Gm), la condition de
compatibilité Sz(s) = (ix1d)*t exigée par 7.1 est automatiquement véri-
fiée. B
7.2.3. Corollaire. Dans la situation de 7.2, soit L un Gm—torseur

cubiste sur A . Alors :

*
(i) L@>[—1]A(L) provient canoniquement d'un Gm-torseur cubiste

sur B.

=L X,S'

(ii) Il existe S' —— S étale surjectif tel gque g S

provienne d'un Gm—torseur cubiste sur BS' =I3XS S'.
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(iii) Si tout tore sur S est isotrivial (SGA 3, IX.1l.1l) on peut

dans (ii) supposer S' fini sur S .

Remarque. Le cas (iii) s'applique en particulier lorsque S est locale-
ment noethérien et normal (SGA 3, X.5.16), ou bien est le spectre d'un
anneau local noethérien complet (SGA 3, X.3.3).

Montrons (i) : avec les notations de 7.2, i'L est d'aprés 7.2.1

1

une extension de T par Gm , et le morphisme X b—> X donné par la

structure de groupe sous-jacente donne un isomorphisme d'extensions

R A IR AEH
d'ou une trivialisation canonique de i*(L® [-l];(L)) et l'on conclut

grice a 7.2.2.

Montrons (ii) (resp. (iii)) : d'aprés SGA 3, X.4.5 (resp. la défi-
nition d'un tore isotrivial) appliqué au tore sous-jacent d 1l'extension
i*L , celle-ci est trivialisée par un changement de base étale surjectif

(resp. fini étale surjectif) et 1l'on applique encore 7.2.2. W

7.2.4. Remarque. Si S est normal (ou méme seulement géométriquement

unibranche) ou local hensélien, et si T=:G; g 7 alors tout G -torseur
. ! m
cubiste sur A provient de B . En effet il suffit de voir que
_— _ . . N 1
mxtS(Gm,Gm)«-O  Or ce groupe est canoniquement isomorphe & prpf(SKZ§

qui est nul sous les hypothéses envisagées.
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CHAPITRE II

Faisceaux inversibles cubistes sur les schémas en groupes :

problémes de prolongement

Sommaire.
0. Introduction.

1. Prolongement de Gm—torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas

ol la base est un trait.
2. Analogue archimédien du théoréme de prolongement.

3. Prolongement de Gm-torseurs cubistes en dimension supérieure ; cas

des groupes semi-stables sur une base normale.

O. Introduction.

On s'intéresse dans ce chapitre & 1'étude des € -torseurs cubistes
sur certains schémas en groupes (commutatifs, comme toujours). Signalons
tout de suite que nous considérerons toujours comme synonymes les expres-—
sions "Gm—torseur" et "faisceau inversible", un faisceau inversible L

sur un schéma X étant identifié au torseur Isomg (@X,L). D'autre part
X

les schémas en groupes sur un schéma S seront toujours considérés

comme des faisceaux sur le site fppf de S .

Le type de probléme envisagé ici est le suivant : étant donnés un
schéma en groupes commutatif A sur un schéma S , et un ouvert U de
S (U désignera parfois aussi le point générique de S , si S est

irréductible) étudier le foncteur de restriction
CUB(A'Gm,S) ——a-CUB(AU,Gm’U)

de la catégorie des Gm-torseurs cubistes sur A vers la catégorie

analogue sur U .

Lorsque S est un trait, que U est son point générique et que A
est lisse de type fini sur S , le théoréme 1.1 donne une "réponse com-
pléte" (trés analogue au théoréme SGA 7, VIII.7.1 sur les biextensions).
Ce théoréme, obtenu par d'autres méthodes dans [B], §3, est 1'un des
deux résultats principaux de ce chapitre, 1l'autre étant le théoréme 3.3
qui traite le cas ol A est un groupe semi-stable & fibres connexes sur

une base normale, et ol 1l'on part d'un torseur cubiste sur AU qui est
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symétrigque ou d'ordre fini. Le lemme 3.4.1 (qui doit beaucoup a

M. Raynaud) et ses corollaires permettent ensuite d'éliminer dans cer-
tains cas les hypothéses de connexité ; le lecteur se fera une idée du

type de résultats obtenus en se reportant a 1'énoncé du théoréme 3.5.

1. Prolongement de Gm—torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas

ol la base est un trait.

1.0. Dans tout ce §, on se donne un anneau de valuation discréte A , de
corps des fractions F et de corps résiduel k . On note 3 = Spec A ,
M = Spec F , s = Spec k , et on désigne par T le groupe FX//\X de la

valuation de A , notée v, .

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse commutatif et de

type fini A £, S , de section unité e, : S —> A (il est inutile de
supposer A séparé). On note A° sa composante neutre, A = AXgs sa

fibre fermée, et @ = AO/Ag le groupe des composantes de A ., qui est

un k-schéma en groupes fini étale.

On s'intéresse au foncteur "restriction & la fibre générique" :

(1.0.1) R : CUB(A,Gm,S) —_— CUB(An,Gm’n) .

1.1. Théoréme de prolongement (cf. [B], §3).

(i) (unicité du prolongement cubiste). Le foncteur R ci-dessus

est pleinement fidéle.

(ii) (obstruction au prolongement cubiste). On peut associer de

facon naturelle a tout Gm—torseur cubiste Ln sur A,n un_morphisme

pointé de deqré 2

L

(1.1.1) atn = ghrIm

: @-—»(T®ZQ/Nk

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour dque Lﬂ soit dans
l'image essentielle de R (en particulier, si AO est connexe, R est

une équivalence de catégories).

. L \ R .
Le morphisme d M possede les proprietés suivantes :

a) fonctorialité : si A :B —> A est un morphisme de S-schémas en
groupes (avec B lisse commutatif de type fini sur S) et si X:¥ — &

est le morphisme induit sur les groupes de composantes des fibres fer-
mées, alors le diagramme suivant est commutatif :
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dx*l& /dLn
(I‘®Q/r)k

Q

b) changement de base : soient g:S' —> S un morphisme de traits,

n', T', etc., les données sur S' correspondant & 7 , I' , etc., et

A', L', & 1les données déduites de A , L , € par le changement de
A' ,Lﬁ-

base g . Alors 1'obstruction d est égale & 1'avplication composée

atn X, k'
@l

(T®Q/T), ., — (T'2Q/T"),,

ol la seconde fléche est déduite de 1'inclusion naturelle T «—— T

c) additivité : si Lﬂ et Mﬂ sont deux G -torseurs cubistes sur
Aﬂ , alors

gl ® M Mn

= g+ gt |
On trouvera dans [B], §3 une définition homologique de dLn (ou,
en tout cas, d'une obstruction qui lui ressemble fort). Nous en donnerons

ici une construction plus terre a terre.

1.1.2. Démontrons (i). Il suffit de voir que si L est un € -torseur
cubiste sur A , l'application naturelle

Ho

mCUB(Gm,A’L) ——> Hom

(6, » /L)

CUB m,A.n

est bijective, le torseur Gm A étant muni de sa structure du cube
’

triviale.
L'injectivité résulte du fait que, A étant lisse sur S , A, est

schématiquement dense dans A

Soit 7 EIWA3,S3(L)) la section définissant la structure du cube

de L . Un élément de HomC est une section 7 de Ln ,

G L,
UB( m,An’ ﬂ) n
que l'on peut voir (en identifiant L au faisceau inversible associé)
comme une section méromorphe ¢ de L sur A , sans zéros ni pdles sur

An , et vérifiant
(1.1.2.1) S_(g) =1
I1 faut alors montrer que div(g) =0 ; cette condition est de plus suffi-

sante, car alors ¢ définit bien une trivialisation du torseur L , qui
est cubiste & cause de (1.1.2.1).
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Il est clair que div(g) est & support dans Ao , puisque o est
une trivialisation de L . Soit donc C une composante de Ao , et soit

€ son point générique : 1'anneau local 6 est un anneau de valuation

A, 8
discréte dont la valuation, que nous noterons Vo o est & valeurs dans

I'' (car A est lisse sur 3). On obtient un morphisme de S-schémas :
v:® —T
v(C) = v, (3)

et en prenant les valuations dans (1.1.2.1) on constate que c'est une
application pointée de degré 2, donc nulle car @ est fini et I sans
torsion (cf. I,5.6). On a donc vc(0)= O pour toute composante C de
Ao , cqgfd.

1.1.3. Montrons (ii). Soit donc Lnéob CUB(AF‘,G ) et soit T la

m,n Ul
section de 83(Ln) définissant sa structure du cube. Supposons trouvé
un Gm—torseur L. sur A , prolongeant Ln , et tel que T, Se prolonge

en une trivialisation T de S3(L) : alors cette trivialisation est
automatiquement une structure du cube, les conditions (i) et (ii) de

I,2.4.5 se prolongeant par densité.

Soit L1 un Gm—torseur quelconque sur A prolongeant Lﬂ . I1
en existe car A est régulier donc localement factoriel ; d'autre part
les prolongements de Lﬂ A A sont tous de la forme Ll(D) = Ll@JQA(D)
oul D est un diviseur a support dans AO . Un tel diviseur s'identifie

N . o .
a une fonction D : @ ——»—Pk

Pour chaque D , nous pouvons considérer la section T de E3(Ln)
comme une section méromorphe T, de 83(L1(D)) ;oa T on associe sa
valuation le long de chaque composante de Ag , d'ol une fonction

b, 3
QD. dF — Tk

et il est immédiat que

‘/ = “"

Yp = Yot 85(0n)
ou ¢o correspond au diviseur nul.

Pour que LN soit dans 1l'image essentielle de R 1l faut et il
suffit que 1l'on puisse trouver D tel que ¢D==O , i.e. qu'il existe

©: P —> Tk vérifiant
(1.1.3.1) Bi(0) = v, .

Comme la section T vérifie par hypothése les conditions (i) et

(ii) de I,2.4.5, il en est de méme de la section méromorphe T, de
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x&\3(Ll) . Passant aux valuations, on conclut que :

3 N . .
(11.3.9) lbO: 3’ — I‘k 7 est invariante par 63

lbo(x+y,z,t) +¢o(x,y,t) = ¢C§X,y+z,t) +¢’éy,z,t) .

Le lemme suivant va alors nous fournir une solution ¢ de (1.1.3.1)

a valeurs dans I'®Q :

1.1.4. Lemme. Soient G un groupe compact commutatif, et ¥ : " — R
(n%2) une application continue qui est un 2-cocycle par rapport a
chaque paire de variables. Il existe alors une unique application conti-
nue ¢ :G — R telle que ;’)=é9n(c9), et ¢ est donnée par la formule

. _ _ n-1 U
(1.1.4.1) o(x) = (-1) SGn—l r)(x,uz,...,un)duz...o“lur1 .

la mesure du sur G étant la mesure de Haar de masse totale 1.

En particulier si G est fini et ¥ & valeurs dans ©® , ® est a

valeurs dans Q@ ; si G est un groupe de Lie et si ¥ est C°, alors ¢
est Cx® .
Démonstration : deux solutions différent par une application p:G —> R

qui est pointée de degré n-1 , donc nulle : en effet @n_l(p) : 6 R

est (n-1)-linéaire donc nulle puisque G est compact ; par suite p est
pointée de degré n-2 , d'ol notre assertion par récurrence. Ceci établit
l'unicité de o .

Pour l'existence, définissons © par la relation (1.1.4.1) et

montrons par récurrence sur k (1<k<{n) que

— (_q1yh-k
(1.1.4.2), 8,0(x,...,x) = (1) an_k S S SO L-

Pour k=1 c'est la définition de ¢ , et pour k=n on trouvera
Sn<?=$ . Supposons donc vérifiée (1.1.4.2)k avec 1¥k<{n et calculons

8 ® : posant pour abréger x = (xl,...,x ), on a d'aprés I,1.2.4.1 :

k+1 k-1
Spp1?E YY) = HeGuyty ) - 80y ) =800y )
ce qui, joint a 1l'hypothése de récurrence (1‘1’4'2)k' donne
« = (_1)yh-k |
(1.1.4.3) 8y 202y eyy ) = (51) SGn—k RICR e PN

- V(XY e Y) - w(>_<,yk+l,uk+l,y)]duk+ldy

ou l'on a posé v = (

cocycle de ¥ :

Viegor oo ’Vn) . On utilise alors la propriété de
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PO Y Yy 1 Yy V) = V(XY oy g0 Y)
= ‘b(§,yk:yk+l+uk+l,\_7) - Zb(}_<lyklf)/k_'_ll‘_/)
qui donne, en reportant dans (1.1.4.3) :

s = n-k |
(1.1.4.4) 8, L o(x,y .y ,,) = (-1) an_k V(K Yy Yyep g Ty yq r V) AUy Ay

n-k . n-k y
- (1) an—k V(gryy vy V) dy dy - (1) an—k YKV oYy Y)Yy, AV

Le changement de variable u — dans la premiére

- +
k+1 Yier1 7 Ykl
intégrale permet d'anéantir les deux premieéres ; on remarque enfin que

la fonction sous la troisiéme intégrale ne dépend pas de Upyq d'ou

la récurrence. B

1.1.5. Fin de la démonstration de 1.1(ii). On applique le lemme a 1'équa-
tion (1.1.3.1) : notons que bien que @ ne soit pas un groupe fini ordi-
naire mais un k-schéma en groupes étale, il suffit d'appliquer le lemme
au groupe fini @(ks) (ks = clbture séparable de k) et de remarquer que
la fonction © obtenue est invariante sous Gal(ks/k), grice & 1l'unicité

de la solution.

On se trouve ainsi gratifié d'une unique solution ®o de (1.1.3.1)

a valeurs dans (IW9Q)k . Pour que L soit dans 1'image essentielle de

M
R il faut et il suffit que @O soit & valeurs dans Tk , i.e. que

LT] def

(1.1.5.1) d @O mod Tk PR > pe— (T@bQ/T)k

soit identiquement nulle. Si l'on change le prolongement L, de Lﬂ en

Ll(D) pour un certain diviseur D , 1l'équation (1.1.3.1) est remplacée

par
8,(0) = by = -¥_-8,(9)
dont la solution est ®5=%p = ®s (mod Tk), ce qui montre que dLn est
bien définie. Enfin :
L
Y = - _ _
8,(a™M) = 85(9 ) mod Ty (wo mod T'}) = 0

donc dLn est bien pointée de degré 2.

On abandonne au lecteur la démonstration, essentiellement triviale,

des propriétés de fonctorialité, de changement de base et d'additivité.®

1.1.6. Remargue : lien avec SGA 7, VIII.7.1.

Avec les notations de 1.0 et 1.1, soit Eﬂ une biextension de
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(Aﬂ'Bn) par G . On définit dans SGA 7, loc. cit. un accouplement
m,n

(1.1.6.1) d(En) : XY —> ((.D/Z)k '

obstruction & prolonger E, en une biextension de (A,B) par €. s
’

Or on peut définir une telle obstruction en utilisant 1.1 de la
maniére suivante : on observe d'abord que pour toute biextension E de
(P,Q) par G (ol P,Q,G sont trois Groupes commutatifs d'un topos
quelconaue) le torseur sous—-jacent & E sur le Groupe produit PXQ

admet une structure cubiste canonique (le plus simple ici est d'utiliser

les techniques de I,8§6). Dans le cas qui nous occupe on peut donc définir

(1.1.6.2) a1 i exy — (T2Q/T), ~ (0/2), .
obstruction d& prolonger E, comme torseur cubiste. Cela étant, il est
facile de voir que tout prolongement cubiste de Eﬂ est en fait un pro-

longement comme biextension (les lois de la biextension se prolongeant
gréce a la pleine fidélité 1.1 (i) appliquée aux torseurs convenables

sur AXAXB , AXBXB , etc.). De plus la structure de biextension de

Eﬂ implique que dEn est bilinéaire. Elle constitue donc une obstruction
entiérement analogue a (1.1.6.1) ; il est vraisemblable que ces deux

obstructions coincident au moins au signe prés.

On peut naturellement répéter les considérations ci-dessus en rem-
plagant dETl par 1l'obstruction de [B],§3 ; le lien avec SGA 7 serait

alors plus facile a établir, vu l'analogie des deux constructions.

1.2. Critéres d'annulation de 1'obstruction.

Gardons les hypothéses et notations de 1.0, et donnons-nous de plus
A:B —>A et g:S' —> S comme dans 1'énoncé de 1.1, et un Gm—torseur
cubiste Lﬂ sur Aﬂ . Nous dirons pour abréger que Ln est prolongeable
sur A s'il existe un Gm—torseur cubiste sur A prolongeant Lﬂ '

c'est-a-dire si dLn==O .

1.2.1. Proposition. Soit n wun entier tel que n®=0 . Alors L?Zn est
® L. . .
prolongeable sur A , et Lnn l'est aussi si n est impair.
L®21 i,
Démonstration : a™m =2nd M =0 (lemme I,5.6)
L2n L
et si n est impair a4™M =na"M =0 (idem) H

1.2.2. Proposition. Soit e = (I'':I') 1l'indice de ramification de

g:8'" —> S, et soit n tel que n®d=0 . Alors Lﬁ. = IWIXS S' est
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prolongeable sur A' = A>%;S' si 2n divise e , ousi n est impair

et divise e .
En effet, le noyau du morphisme naturel
ree/r — I''90/T'

est (ér)/r , donc Lﬁ. est prolongeable si et seulement si edLn==O ;

on conclut encore grice au lemme I,5.6. M

1.2.3. Proposition. On suppose que le morphisme X : ¥ —> ® induit sur

les groupes de composantes des fibres spéciales par A : B —> A est

surjectif.

(i) Pour gue Lﬂ soit prolongeable sur A il faut et il suffit

*
que X Lﬂ soit prolongeable sur B .

(ii) Soit L un € -torseur rigidifié sur A prolongeant le tor-

seur rigidifié Lﬂ . Pour que L admette une structure cubiste prolon-
geant celle de Lﬂ , il faut et il suffit que A"L admette une structure

cubiste prolongeant celle de k*Lﬂ .

Démonstration : l'assertion (i) est immédiate vu la fonctorialité de
atn . Pour (ii), soit T 1la section méromorphe de &B(L) définie par

la structure cubiste de Ln : le diviseur de 1 s'identifie & une fonc-

tion ¥ : ¢3 —— ' , qui est nulle si et seulement si la composée
=3

Yo (X) :v3

vide. W

— ' est nulle, i.e. si le support du diviseur de At est

1.2.4. Définition. Soient C et G deux Groupes commutatifs d'un topos

E, et P un G-torseur cubiste sur C . On dit que P est symétrique

s'il existe un isomorphisme

~ *
p = [-1]0(p)
de G-torseurs cubistes sur C .

(On n'impose pas a 1'isomorphisme en question de définir une

Z-structure au sens de [B]).

1.2.5. Lemme. On suppose dque le Gm—torseur cubiste Lﬂ sur A.q est

symétrique ; alors le morphisme pointé de degré 2

Qe —s (T2Q/T),

est méme quadratique ; i.e. on a pour tout x€ & :
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a¥(-x) = dLn(x)

ou, de fagon équivalente, on a pour tout x€® et tout n€Z :

dL“(nx) = nzdLn(x)

Démonstration : la premiére égalité est une conséquence triviale de la

fonctorialité de dLn . La seconde en résulte compte tenu de I,5.5.3. &

1.2.6. Proposition. Avec les notations de 1.2.3 (X n'étant plus supposé

surjectif) soit n un _entier tel que n¥=0 . On suppose due Lﬂ est

symétrique et que A (Y)<c2nd . Alors k*Ln est prolongeable sur B .

Démonstration : il s'agit de montrer (compte tenu de la fonctorialité de
1'obstruction dLﬂ) que a"m  est nulle sur le sous-groupe A(Y) de &.
On peut remplacer @ par le sous-groupe &' des x tels que 2nx€X(vy),

lequel vérifie 20" =0 . La proposition résulte alors du

1.2.6.1. Lemme. Soient G et H deux groupes abéliens, n un entier

tel gque 2n2G==O , et d:G —> H une application quadratigque. Alors

d(2nx) =0 pour tout x€G .

Démonstration : comme d est quadratique, on a d(2nx) = 4n2d(x) et

on applique I,5.6. Ceci démontre 1.2.6.1 et 1.2.6. @

1.2.6.2. Remarque. Si Ln est symétrique et prolongeable, il résulte de

l'assertion de pleine fidélité 1.1 (i) que le torseur cubiste L prolon-

geant L est encore symétrique.

n

1.2.7. Définition. Soit X un schéma. Un X-schéma en groupes G est

semi-stable s'il est commutatif, lisse, séparé et de type fini sur X ,

et si les composantes neutres de ses fibres ont un radical unipotent nul

(i.e. sont extensions de variétés abéliennes par des tores).

1.2.8. Proposition. On_ suppose que Aﬂ est une variété abélienne, due

A est semi-stable sur S , et que Lﬂ est symétrique. Soit n tel que

nd=0 . Si tous les points d'ordre 2n2 de A, (sur une clbture algé-

brique de F) sont rationnels sur F , alors Lﬂ est prolongeable sur A

(par _un torseur cubiste symétrique, cf. 1.2.6.2).

I1 suffit d'appliquer 1.2.6 au morphisme de A dans le modéle de
Néron # de An : si C est une composante de Ao elle rencontre une
section d'ordre n de A sur S , donc elle est divisible par 2n
dans le groupe %6/%2 .
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1.2.8.1. Remarques : .si n est premier & la caractéristique résiduelle,
1'hypothése sur les points d'ordre 2n2 entraine que A, a réduction
semi-stable ([Sz],I,§5) sauf dans le cas n=1, ou le corollaire est
trivial.

.81 n est impair 1'hypothése X(¥)C2n® de 1.2.6 équivaut & X(V¥)cnd;
en conséquence on peut remplacer, dans 1.2.8, les points d'ordre 2n2

par les points d'ordre n2 .

.8i A n'est plus supposé semi-stable, la proposition 1.2.8 reste vraie

lorsque n est premier 3 la caractéristique résiduelle de S .

2. Analogue archimédien du théoréme de prolongement.

2.1. Proposition (version archimédienne de 1.1).

Soient A une variété abélienne sur € , L un_ fibré en droites

. . . . . 0
cubiste sur A . Il existe alors une unigue norme hermitienne C sur

L , notée v , telle gue la norme 93(v) sur SB(L) déduite de v

coincide avec la norme évidente déduite de la trivialisation de 33(L)

donnée par la structure cubiste.

De plus, v est l'unique norme hermitienne C° sur L , compatible

d la rigidification a 1l'origine, et telle que la forme de courbure asso-

ciée soit invariante par translations (cf. [M3],§12,Cor. du lemme 1).

Démonstration : pour changer un peu, nous donnerons un argument plus
proche des méthodes de [B] et SGA 7, VIII.

Faisons d'abord subir au fibré L 1la série d'outrages qui suit. On
part de la variété C° sous-jacente au fibré L privé de sa section
nulle : c'est un fibré principal homogéne, de groupe c* , au-dessus de
00 Adif

la variété C sous-jacente & A . Grice au changement de groupe

structural z —— loglz! , on obtient un fibré principal homogéne de
dif
A

groupe R sur , due nous noterons loglL‘ .

N

Il est clair qu'une norme hermitienne sur L équivaut & une tri-
vialisation de 1loglL| (ceci peut &tre pris comme définition), et que
cette norme est compatible avec la structure cubiste de L (au sens de
1'énoncé) si et seulement si la trivialisation en dquestion est cubiste,

au sens de la structure cubiste de log‘Ll déduite de celle de L .

Fixons une norme hermitienne C° sur L , i.e. une trivialisation
de loglL\ . La structure cubiste sur logl|L| équivaut dés lors a 1la

donnée d'une fonction %

48



PROBLEMES DE PROLONGEMENT

) :(A.dif)3

—R ,

invariante par 63 et qui est un 2-cocycle en chaque paire de

variables. Une trivialisation de cette structure équivaut a une fonction

vérifiant ¥ = 93(@). La premiére partie de 2.1 résulte donc du lemme

1.1.4.

Pour la seconde il suffit de vérifier que la forme de courbure de

v est invariante : si v, est une autre norme avec la méme propriété,
on aura v1==fv oun fYO, f(eA)= 1 et f est harmonique, donc f=1
et VvV, =v .

1

Grlce a la trivialisation canonique du fibré tangent de A , nous

pouvons considérer la forme de courbure de v comme une application
:A —V

ol V = Qi'l(eA) est 1'espace vectoriel des (1,1)-formes a l'origine.

La forme de courbure de la norme 83(v) sur ﬂ3(L) est
* * * * * * *
= P1p3¥ T Pyp¥ T P3¥ TPyt P ¥t py¥tpaa

en tant qu'application de a3 dans ﬂ}él(e 3F* VO VDV , elle s'écrit

A A

donc :

o (xty+z) /a( o (x+z ) 0 o (x)
B(x,y,2z) = a(x+y+z) (xz+y) |- 0 - a(y+z)\+H o |+ cv(y ( >

o (x+y+z) 0 o (x+2z) a(y+z) 0
Comme 83(v) est par hypothése la norme canonique sur L) ~ A xc ,
ona B=0 d'ou
o(x+y+z) = o(x+y) +o(x+z) - &(x) .

En faisant x=0 , on obtient :
e(y+z) = o(y) +o(z) -«(0)

i.e. l'application o-o(0) : A —» V est additive, donc nulle.

(Démonstration dans 1'autre sens : partir de la norme vy définie dans
la seconde assertion : la norme $3(v1) est encore a courbure constante,

et par suite constante). W
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3. Prolongement de Gm-torseurs cubistes en dimension supérieure ; cas

des groupes semi-stables sur une base normale.

3.0. Dans tout ce § on se donne un schéma localement noethérien S , et

un S-schéma en groupes A —E» S , commutatif, plat et localement de

type fini sur S .

Pour tout S-schéma S', on note

Gm,S'

(3.0.1) RS,S' :CUB(A,GmIs) — CUB(A )

sll

le foncteur image réciproque. Nous désignerons par U un S-schéma de

1'un des deux types suivants :

(3.0.2) (a) U est un sous-schéma ouvert de S .

(b) U est le spectre de 1'anneau local d'un point s de S .

Dans les deu:x cas nous supposerons que U est schématiquement dense

dans S : dans le cas b) cela signifie que tout point de Ass(@s) est

une générisation de s .

3.1. Définition. Un gros ouvert d'un schéma localement noethérien X est

un ouvert V de X tel que pour tout x€ X-V , on ait

prof ®X,x Y2 .

3.2. Commengons par gquelques énoncés, de nature élémentaire, concernant

le foncteur RS,U :

3.2.1. Proposition. On suppose que U est un gros ouvert de S (3.1).

Alors :

(i) Le foncteur Rg de (3.0.1) est pleinement fideéle.
’

(ii) Pour gqu'un obijet LU de CUB(AU,Gm) soit dans 1'image essen-
tielle de RS U’ il faut et il suffit que le faisceau inversible sur

’
AU associé & L se prolonge en un faisceau inversible sur A .

U

Remarque. Il est immédiat que si U est seulement supposé schématiquement

dense dans S , le foncteur RS U est fidéle.
’
Démonstration :
(i) Soit L€ ob CUB(A,Gm) et soit oy une trivialisation de Ly
sur A, . Comme U est un gros ouvert de S et que A est plat sur S,

U
AU est un gros ouvert de A donc (EGA IV, 5.10.5) oy

une section ¢ du torseur L sur A ; comme oy est une trivialisation

se prolonge en
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cubiste, 5 1l'est également, U étant schématiquement dense.

(ii) Soit LUE ob CUB(AU,Gm) et soit L un G -torseur sur A
prolongeant (le torseur sous-jacent a) LU . La structure cubiste de L
. . 3 3
est donnée par une section U de ﬂ3(LU) sur AU . Or AU est un

gros ouvert de A3 (et A3

U

est localement noethérien puisque A est

localement de type fini sur S), par suite Ty Se prolonge (EGA 1V, loc.
cit.) en une section r de 93(L) sur A , qui est automatiquement une
structure cubiste puisque AE est schématiquement dense dans N pour

tout n 0 . N

3.2.2. Proposition. On suppose que A est lisse de type fini gsur S et
U

gue S est normal aux points de S-U . Alors :
(i) Le foncteur RS U est pleinement fidéle.
’

(ii) Si de plus U est un gros ouvert de S et si S est régulier

aux points de S-U , alors Ry  est une équivalence de catégories.
O
Démonstration :

. . c . s
(i) si L€ob CUB(A,Gm) et si UU trivialise LU sur AU , alors

d'aprés 1.1 (i), © se prolonge au-dessus d'un ouvert V contenant U

U
et les points de codimension 1 de S ; V est alors un gros ouvert et

1l'on applique 3.2.1 (i).

(ii) résulte de 3.2.1 (ii) puisque, sous les hypothéses envisagées,
on a Pic(AU) = Pic(A) (EGA IV, 21.13.9 (ii) et 21.13.10). M

3.2.3. Proposition. On suppose A lisse de type fini sur S , & fibres

connexes aux points de S-U , et S normal aux points de S-U . Alors :

(i) si LUE ob CUB(AU,Gm), il existe un gros ouvert V de S
contenant U tel que LU soit dans 1'image essentielle de RV U -
(ii) Si S est régulier aux points de S-U , alors Rs U est une
’
équivalence.
Démonstration : (i) résulte de 1.1, toutes les obstructions aux points de

codimension 1 étant nulles, et (ii) s'ensuit compte tenu de 3.2.2 (ii). W

3.3. Théoréme. On suppose que A est semi-stable (1.2.7), gue ses fibres

aux points de S-U sont connexes, et que S est normal aux points de
S-U . Soit LU un G -torseur cubiste sur AU , vérifiant 1'une des

propriétés suivantes :
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[P

(i) le torseur sous-jacent est d'ordre fini dans Pic(AU)

18]
y  est symétrique, i.e. il existe
e Gm—torseurs sur AU .

Q ==

(ii) le torseur sous-jacent &

*
un isomorphisme L -—» [-1] (L)
U AU U

Alors L est dans 1'image essentielle de R,
U 5,0

Démonstration :

3.3.1. Dans le cas 3.0.2 (b), on peut commencer par prolonger LU au-

dessus d'un ouvert de S , de telle sorte que (i) ou (ii) soit encore

vérifiée. Nous supposerons donc que U est un ouvert de S . Pour montrer

que LU se prolorge en un Gm—torseur cubiste sur A , on peut remplacer
S par le spectre de 1l'anneau local d'un point maximal de S-U , ce qui
permet de supposer que S5 est local normal et que U est le complémen-

taire du point fermé ; on peut méme supposer que dim 8 »2 (car si S

est un trait on applique 1.1 et la connexité de la fibre fermée de A).

Remarquant en outre que A est réunion des deux ouverts AU et a°

(vu 1'hypothése sur la fibre fermée) on voit qu'il suffit de prolonger

LU\A% a a°% : on peut par suite supposer que A est a fibres connexes.
Enfin, S étant normal, l'hypothése (i) (resp. (ii)) équivaut, gréce a
I1,2.6, a (i)' (resp. (ii)') ci-dessous :
. . . . ® . .
(i)' il existe nJ»1 tel que le torseur cubiste LUn soit trivial
(ii)'le torseur cubiste LU est gymétrique (1.2.4).
v . . n Lo

3.3.2. Cas (i)' : puisque le torseur cubiste LU est trivial, la

®n

. . ., n ]
biextension associée A92(LU ) = SZ(LU)

. . ® \ Lo . . s_s
biextension SZ(LH) B, ou m désigne le point générique de S (on

l'est également, ainsi que la

rappelle que S est local normal, donc intégre). Or, si B désigne le
plus grand quotient de A, qui soit une variété abélienne, on sait
(SGA 7, VIII.3.5) que le groupe de classes de biextensions
Biextl(Aﬂ,An;Gm) s'identifie & Biextl(B,B;Gm) = Hom(B,B%) (sea 7,
VII.2.9.5) donc est gsans torsion (Bt désignant la variété duale de B).

D'autre part le foncteur naturel de restriction

BIEXT(AU,AU;Gm) —_— BIEXT(An,An:Gm)

est pleinement fidéle ; la démonstration est la méme que celle de 3.2.2

(1) utilisant SGA 7, VIII.7.l1. Il en résulte que le groupe

Biextl(AU,AU;Gm) est encore sans torsion, et par suite la biextension

SZ(LU) est triviale, et ce de maniére unique puisque tout morphisme
bilinéaire A XAy, —> G est trivial. Donc (I,3.2) Ly est muni cano-
nigquement d'une structure d'extension commutative de AU par Gm , et
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comme ﬂin est trivial, nous voyons que LU provient en fait d'une
extension de Ay par b,y (non unique en général : elle dépend du
’

. . ®
choix d'une trivialisation de LUn)

Quoi qu'il en soit, le cas (i)' résulte de 1'énoncé plus précis

suivant :

3.3.2.1. Lemme. Revenant aux hypothéses de 3.0, on suppose que A est
S

semi-stable & fibres connexes et que U est un gros ouvert de . Alors

pour tout n )1 , le foncteur naturel
EXT(A,pn'S) e E.XT(AU,[l.hn'U)

est une équivalence.

Démonstration : il suffit de voir que Hom(A,M ) ——> Hom(A. L )
ZEMolsStratlOn n,S U ' n,U

- 1 ~ 1
(évident car les deux groupes sont nuls) et Ex (A,mn's)-—e-Ext (AUJMHIUL

Vu les hypothéses sur A le morphisme [n]A de multiplication par
n dans A est surjectif, plat et quasi-fini ; notons H son noyau. Les

. i ., N .
suites des Ext (—,mn) assocliees a la sulte exacte

[n),

O ——»H —A ——> A —>0

et 4 la suite analogue sur U , donnent Hom(H,[].Ln S) = Extl(A,M ) et
’

n,S
~ 1 . 1 .
Hom(HU,mn,U) — Ext (AU,MD,U) puisque les Ext (—,Mn) sont annulés

par n . Il s'agit donc de voir que

Hom(H,[p‘n S) 419-Hom(HU,p )

n,U

ce qui résulte du fait que, H étant plat sur S , HU est un gros ouvert
de H . N

3.3.3. Traitons maintenant le cas (ii)' de 3.3.1 (je dois le principe de
la démonstration a des notes de D. Mumford).

D'aprés [Rl], XI.1.13, il existe un entier n >0 tel que ﬂin se
prolonge en un faisceau inversible M sur A (il suffit en effet
d'établir la méme propriété pour ﬁ?n , et on applique loc. cit. en
remarquant que Ln est la différence de deux faisceaux amples sur Aﬂ)7

de plus le faisceau M est automatiquement cubiste (3.2.1 (ii)).

Comme LU est symétrique, on a un isomorphisme naturel de

Gm—torseurs cubistes (I,5.5) :

2
[nlX (L) > L?}“

AU

53



L. MORET-BAILLY

. & .
gui montre que le torseur N =M % est un prolongement cubiste de
*
[n]A(LU).
On a donc une "donnée de descente cubiste" sur NU relativement au
morphisme [n] , c'est-a-dire (I,7.1) une trivialisation s de NU

AU 8]
sur HU (en posant comme plus haut H = Ker[n]A), plus une trivialisation
tU de ﬂz(NU) sur AUXSI%J' avec une condition de compatibilité. Mais

comme HU (resp. AU><HU) est un gros ouvert de A (resp. AXH), la

section Sy (resp. tU) se prolonge en une section de N (resp. £2(N))
sur H (resp. AXH), la condition de compatibilité se prolongeant par
densité (ainsi que la compatibilité avec la structure cubiste de N ,
resp. la structure de biextension de ﬂz(N)). On a donc une donnée de
descente cubiste sur N prolongeant celle de NU , d'ou d'aprés le
théoréme de descente un torseur cubiste sur A prolongeant LU . n
3.4. Supposons maintenant (toujours sous les hypothéses de 3.0) que A

soit semi-stable (a4 fibres non nécessairement connexes) et que U soit

un gros ouvert de S .

Soit LU un faisceau inversible cubiste sur Ay i on suppose que

la restriction Lg de LU 4 la composante neutre Ag se prolonge en

un (unique) faisceau inversible cubiste L° sur A° (c'est le cas par

exemple, d'aprés 3.3, si Lg est symétrique ou d'ordre fini et S normal

aux points de S-U).

On va donner des conditions suffisantes pour que LU se prolonge a

Ay le point de départ étant le lemme suivant :

3.4.1. Lemme. Sous les hypothéses de 3.4, considérons un diagramme commu-

tatif de S-schémas

A
ylf
S' ——ﬂ——? S
vérifiant les conditions suivantes :

(1) m est plat et S' est localement noethérien

(ii) a:8' — A est d'ordre fini dans le groupe A(S')

(iii) l'image a(S') crencontre toutes les composantes connexes des

fibres de A aux points de S-U .

Alors pour dgue LU soit prolongeable sur A , il faut et il suffit gque
a*LU se prolonge en un faisceau inversible sur S'.
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Démonstration : la condition est évidemment nécessaire. Pour établir la

suffisance nous aurcns besoin d'un lemme élémentaire de descente :

3.4.1.1. Lemme. Soit © : X' —> X un morphisme fidélement plat de schémas

localement noethériens, et soient V un gros ouvert de X et LV un

faisceau inversible sur V . Pour que LV se prolonge en un faisceau
inversible sur X , il faut et il suffit que w*(LV) se prolonge en un

faisceau inversible sur X'.

En effet, soit Jj:V «—= X 1l'inclusion naturelle : pour que LV
soit prolongeable sur X il faut et il suffit (puisque V est un gros
ouvert de X) que j*LV soit un faisceau invirsible. On conclut par des-
cente fidélement plate, en remarquant que © (V) est encore un gros

ouvert de Xx'. W

3.4.1.2. Reverant a 3.4.1, rotorns a':3' — A la section du

S )
3'-cchéima en groupes AS' = A)%;S' déduite de a , et considérons
1'ouvert
o
W = a'AS,
, o
de A , translaté pmar a' de la composante neutre AS' . A cause de la

SI
condition (i), le morphisme naturel
©: W —>A

est plat, et la condition (iii) signifie gque son image contient le fermé

A—AU de A : en conséquence le morphisme naturel

WJLAU —> A

est fidélement plat. Appliquant 3.4.1.1, on en déduit 1'équivalence :

LU est prolongeable sur A
m*(L ) est prolongeable sur W

U
Notant U' = 77 1(U), il est clair d'aprés la définition de W
qu'il s'agit de montrer que T;.(LU,) se prolonge a Ag. (ot bien
entendu Ta' désigne la translation par a' dans AS.), sachant que
a*LU se prolonge & S'. Or on a, par définition de 1'opération 8., , et

2
en notant £’ :AS. —> S' 1le morphisme structural :

Id *
-1 VR k=1 iﬁﬂ
)®LU|®f a LUI _( , > (s2(LU|))

a
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et grlce a la structure de biextension de &8,(L_.,), le second membre est

27U
muni d'une structure d'extension, qui est méme d'ordre fini car

a'€ As,(S') est d'ordre fini d'aprés (ii). On peut donc le munir d'une

structure d'extension de AUl par mn , ce gui implique (3.3.2.1) qu'il

est prolongeable sur A'° . Au premier membre, les facteurs La% et

£ far ot = e tart
a U a Ly e

il en est de méme de Ta.(LU,), ce qui achéve la démonstration. W

se prolongent a A'® par hypothése, et par suite

3.4.2. Corollaire. Sous les hypothéses de 3.4, soit n un entier ) 1

tel gue pour tout x € 8-U , le groupe des composantes connexes de la

fibre A® x(x) sgsoit annulé par n . Notons oA le noyau de la multipli-

cation par n dans A . Alors :

(i) Pour que Ly soit prolongeable sur A , il faut et il suffit

que sa restriction a nAU se prolonge en un faisceau inversible sur nA.

.. ® 2 . .
(ii) L 2n est prolongeable sur A t L n l'est aussi si n est

U ' == u E=
impair.

Démonstration : l'assertion (i) est un cas particulier de 3.4.1, obtenu

en prenant S'==nA : les conditions (i) et (iii) de loc. cit. résultent
en effet de la semi-stabilité de A et de 1l'hypothése faite sur n .
L'assertion (ii) est conséquence de (i) et de 1,5.7 : la restriction de
ﬂiZn (resp. ﬁan , n impair) a Ay est triviale, donc se prolonge

a oA - |

3.4.3. Corollaire. Sous les hypothéses de 3.4, soit n comme dans 3.4.2.

On _suppose que S est intégre normal de point généricue M , et pour

tout entier k ¥1 on considére la condition :

(Rk) les points géométriques d'ordre kn de A, se prolongent en des

sections de AU au-dessus de U .

Soit LU un_faisceau inversible cubiste sur AU . Alors :
. . ® - . .
(i) si LUk est trivial, (Rk) impligue que L; est prolongeable
sur A .
(ii) sSi L, est symétrigque, Ryl (resp. R si n est impair)

implique gque LU est prolongeable sur A .

Démonstration : on peut supposer S local de point fermé s . Posons
Al = A®u(s).

3.4.3.1. Lemme. Supposons vérifiée (Rl). Alors pour toute composante con-
nexe C de A_ . il existe une section de A au-dessus de S qui

rencontre C .
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Démonstration du lemme : puisque A est semi-stable et que Ao/Ag est
annulé par n , la composante C rencontre LA iovu 1'hypothése (Rl) i1
existe donc une section d'ordre n de AU au-dessus de U , dont
1'adhérence X dans A rencontre C . Or X est quasi-fini sur S
car il est contenu dans nA ; comme S est normal il résulte aisément
du "main theorem" de Zariski que X est l'image d'une section de nA

sur S , cgfd.

Pour démontrer 3.4.3, fixons k 1 et supposons (Rk) vérifiée.
Désignons par H le groupe nA(S) des sections d'ordre n de A sur
S , et par H le S-schéma en groupes constant de valeur H . On a

S
donc un S-morphisme naturel

a, :H, —» A ~—~—> A
1 n

S
dont 1l'image, d'aprés 3.4.3.1, rencontre toutes les composantes de AO .
L'hypothése (Rk) implique que le morphisme de multiplication par k:

Xk
krlA(U) —_ nA(U)
est surijectif. Posons
H) = {x€ knA(U)lkxE H} .

La multiplication par Xk induit un morphisme surjectif

Xk
Hl,S —_— HS .
Notons a:H; o —>A le S-morphisme composé
Xk 21
Hl,S —_— HS — A :
on peut alors appliquer 3.4.1 avec S'==Hl g’ et il suffit donc, pour

r
que LU soit prolongeable sur A , que le faisceau inversible a*LU sur
H se prolonge & H . Comme H est somme de S-schémas isomor-

1,U 1,S 1,8

phes & S ceci revient a dire que pour tout x¢€ HICIA(U), le faisceau

inversible (kx)*(LU) sur U est trivial.

Dans le cas (i) de (3.4.3), LU admet une structure d'extension de

Ay par G U (méme démonstration que dans 3.3.2), donc
r

* -~ * ®k
(kx) Ly (x LU)

est trivial par hypothése.

Dans le cas (ii) prenons k=2n (resp. n , n impair) ; comme Ly

est symétrique 1'application
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A(U) —> Pic(U)

*
X b—>x LU

est quadratique, et il suffit d'appliquer le lemme 1.2.6.1. B

Dans le cas ou A.n est une variété abélienne, on peut combiner les

résultats ci-dessus avec ceux du §1 :

3.5. Théoréme. Scient S un schéma normal intégre de point générique 0,

A un S-schéma en groupes semi-stable tel gque A, soit une variété
abélienne, n un entier » 1 annulant les groupes de composantes connexes
des fibres de A (en d'autres termes, [n]A: A —»> A se factorise par
a%)

. s . 4
On suppose que les points géométrigques d'ordre 8n (ou_seulement

n? si n est impair) de A, sont rationnels sur #(7M). Alors tout

faisceau inversible (cubiste) symétrique sur Aﬂ se prolonge en un

(unigue) faisceau inversible cubiste (symétrique) sur A .

3.5.1. Lemme. Sous les hypothéses de 3.5, il existe un S-schéma en

groupes semi-stable & , de fibre générigque A~n , contenant A comme

sous-groupe ouvert, et néronien en codimension 1, c'est-a-dire que pour

s'identifie au modéle

tout point §¢S de codimension 1, %’XS Spec O
’

de Néron de A, sur Spec Gs,g .

En effet il existe un gros ouvert U de S et un U-schéma en
groupes %U , néronien en codimension 1 et prolongeant A, . On déduit
de la propriété universelle du modéle de Néron qu'il existe un gros
ouvert VS U et un morphisme Av —i+-£V prolongeant l'identification
Aﬂ = Q/bv)n , et qui est une immersion ouverte car A est semi-stable.
On obtient le groupe # du lemme en recollant A et %V gréce a j .®

3.5.2. Démontrons maintenant 3.5. Soit A1 le sous-groupe ouvert du
schéma en groupes # de 3.5.1, image réciproque de #° par la multipli-
cation par 2n2 (resp. n2 , n 1impair) : on a donc ACZAICI% . Il existe

d'autre part, puisque # est néronien, un gros ouvert UCS tel que :

(a) les points rationnels d'ordre gnt (resp. n4) de Aﬂ se pro-
longent a ¢(U)

(b) les points rationnels d'ordre 2n° (resp. nz) de A, se pro-
longent a Al(U).

Cela étant, soit Lﬂ un faisceau inversible cubiste symétrique sur

A, . D'aprés 1.2.8 (resp. la remarque 1.2.8.1) L, se prolonge a
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Al>%;Spec GS g bour tout E€S de codimension 1 (remplacer l'entier n
’

de loc. cit. par N==2n2 , resp. n2). Nous pouvons donc supposer, quitte

a restreindre U , que L se prolonge en L sur A et il ne

m U 1,0 "’
reste qu'a appliquer 3.4.3 ci-dessus. @

Pour terminer ce chapitre, montrons sur un cas particulier comment

nos énoncés de prolongement peuvent s'étendre aux biextensions :

3.6. Théoréme. Soit S un schéma intégre normal de point générique 0 ,
et soient A et B deux S-schémas en groupes semi-stables. Alors le

foncteur naturel

BIEXT(A,B;Gm'S) ——-»-BIEXT(An,Bn;Gm )

al

est pleinement fideéle. Si de plus A ou B est a fibres connexes,

c'est méme une équivalence de catégories.

Démonstration : la pleine fidélité se démontre comme 3.2.2 (i). Supposons
B a fibres connexes, et soit Lﬂ une bilextension de (Aﬂ'Bn) par Gm,n’

D'aprés SGA 7, VIII.7.1, il existe un gros ouvert U de S tel que Lﬁ

se prolonge en une biextension LU de (AU,BU) par Gm,U .
Comme U est un gros ouvert il suffit, par les arguments habituels

de profondeur, de prolonger LU en un Gm—torseur sur AXB . Or L

est un Gm-torseur cubiste symétrique sur le groupe AU><BU puisque

U

= - —12
LU(—X,—y) LU( X,Y) LU(X’Y)

grdce a la structure de biextension. Il existe donc d'aprés 3.3 (ii) un
torseur (i.e. une biextension) L° sur A°xB prolongeant la restriction

de LU .

La question étant locale sur S , nous pouvons supposer qu'il existe
un entier n)1 tel que [n]A: A —>» A se factorise par a° ; i1 s'agit

alors, en vertu de 3.4.2 (i), de montrer que la restriction de LU a

(nAXnB)U se prolonge a nAX B . Or posons S'= pA ¢ nous pouvons con-

sidérer la restriction de LU a (nAXB)U comme une extension du

Sﬁ—schéma en groupes Bg, par [ (grlce au fait que A est annulé
U

par n) ; il suffit dés lors d'appliquer le lemme 3.3.2.1. B
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CHAPITRE III

Application aux hauteurs canonidques

sur les variétés abéliennes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

3. Hauteurs globales sur les corps de fonctions.

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres.

0. Introduction.

On montre dans ce chapitre comment le théoréme de prolongement
cubiste II,1.1, et son analogue archimédien II,2.1, permettent de donner
une définition agréable (du moins pour un géométre) de la hauteur de
Néron-Tate associée d& un faisceau inversible L sur une variété abé-
lienne A sur un corps local ou global. En particulier les propriétés
quadratiques de la hauteur deviennent triviales, ainsi que le fait que
les hauteurs locales ultramétriques sont des nombres rationnels (dont les
dénominateurs sont limités grice au critére d'annulation de 1'obstruction
I1,1.2.1).

I1 semble désormais établi qu'une hauteur globale "naturelle" doit
prendre ses valeurs dans le groupe de Picard de la base ou son groupe de
classes de diviseurs de Weil (tensorisé par Q@ , ou par %Z pour n
convenable), et méme parfois dans un "groupe de Picard généralisé". Dans
le cas essentiel ou L est le faisceau de Poincaré sur le produit d'une
variété abélienne par sa duale, Mazur et Tate [M—T] sont d'ailleurs allés
beaucoup plus loin dans cette voie. Enfin, dans le cas des corps de nom-
bres, le groupe Pic(S) de 4.1 apparait, semble-t-il, pour la premiére
fois dans [A].

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

1.0. Soient A , S, F, n, k, T' comme dans II,$1, et notons

X . . S s ya s
v:F" — ' la valuation. Soient AF une varieéeté abélienne sur F , A
son modéle de Néron sur S , £f: A —> S le morphisme structural,

e, : S — A la section unité. Soit (L,e¢) un faisceau inversible rigi-
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difié sur AF (de sorte que € est une section de ezL), muni de la
structure cubiste associée (I,2.6). Notons que contrairement a 1'usage
des chavitres précécdents, et pour ne pas alourdir les notations (cf.
(1.0.1) ci-dessoug) nous rerongons a noter Lﬂ ou LF un faisceau inver-

sible sur AF .

o - .
On pose @ = A.O/Ao (groupe des composantes connexzes de la fibre

cpéciale A de A) et on fixe un entier n %1 tel que

n® =0 .
L by 2 - - ®2 n =1 -
D'apres II,1.2.1, nous savons cue M =L acdmet un prolongement
i ~ bl ~ . .
cubiste M sSur A ; nous noterons u:L 2n ——»—MF 1'isomorphisme de

prolongement.

Soit € AF(F) : d'aprés la propriété universelle de A , x se

prolonge en une section x € A(S). On dispose alors :
- du F-espace vectoriel L(x), de dimension 1

)

~
hld

- du A-module inversible ﬁ(

. . ® ~ ~
- d'un isomorphisme u_ : L(x) 2n ——étﬁ(x)ﬁ’F .

b

Nous noterons simplement v : MN(%)®F —> U {w} 1la valuation (cbtenue &
partir de n'importe quel isomorphisme A —= }(T) de A-modules) et nous

poserons, oour tout o € L(x) :

L () = v(u (a®2n

(1.0.1) pv,e,:: 2n bd

1 .
)) € 2—DTCT®ZQ .

On omettra souvent certains des indices L,v,e,x si aucune confusion

n'en résulte. Il est clair que Pg ¢ ., e dépend pas du choix de
’ s
l'entier n .
e L
1.1. Propriétes cde P .
(1.1.1) plaa) = v(a) +po(a) (a€F , a€L(x))

p(a+B) Y inf(p(w),p(B)) (e, EL(22)) .

. Additivité :

L1®L2 L, L,
(1.1.2) Pe e, x(@®p) = P (o)) +0." (o)) .
1 1 2
. Fibré trivial
"y
(1.1.3) P, “(a) = v(a)
o'
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pour act€ GAF(X)ﬁ‘F »et e = la rigidification canonique.

. Changement ce ridification :

(1.1.4) pI;E ::.(“) = pIE“,X(oz) -v(a) (a€FY).

Les trois premiéres propriétés sont immédiates ; pour la quatriéme on

. 2n ~ . 2n
remarcue cue le prolongement cubiste de (M,(ae)” ) est M55®A(—d1v(a )
muni de la rigidification (aa)2n® 1 (ol 1 est la section méromorphe

canonique de 1'idéal fractionnaire @A(—div(azn)).

. Mormalisation : pour 1'élément ¢ de L(eA), on a :

(1.1.5) P (e) =0 .

. Fonctorialité : soit ) : BF — A, un morphisme de variétés abéliennes

sur F , alors :

(1.1.6) Py * (d(a)) pour yE€ BF(F) et

— L
€,y e N(y) /
v € L) (y) > LO(Y))

. Cubisme : soit T la section de 83(L) définissant la structure

cubiste ; d'autre part posons

= pl ®(-pM_, 3 (-p)

L L L L L
- [y R 2y
(93p )(x, ,2) utytz 2ty x+z§3( P )y+z Py py Py

ou le produit tensoriel est défini par la formule (pi®pz)(v€9w) =

A L . xr 1 il
pl(v)-+p2(w). Alors (@3p )(x,y,z) : (ﬁsL)(h,y,z) —_— iﬁr n'est autre
S L
que p935,(x,y,z) , d'apres (1.1.2) et (1.1.6). Comme (£3L, 835) est

trivial via la sectiorn T , on conclut par (1.1.3) que ﬂ3pL est a

valeurs dans I , et qu'en particulier

(1.1.7) (QBpL)(XIYIZ)(T(x,y,z)) = 0 pour x,y,z€ AF(F).

. Changement de base : soient S' = Spec A' JL> S un morphisme de traits
(ceci signifie en particulier ici que 7 est surjectif), F' 1le corps
des fractions de A', v': F'X — T sa valuation, qui prolonge v via
l'injection naturelle de T dans I''. On note Ap, = AF>%;SI’ (L',e")

le faisceau rigidifié sur AF' déduit de (L,e) sur Ap alors pour

x € AF(F) et x' =77(x)€ AF.(F') = A_(F'), on a :

F
(1.1.8) P or o (@®1) = o8 (a)
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ol o€ L(x) et a®1€L'(X')“—“L(X)®FF‘.

Pour prouver (1.1.8), considérons le diagramme :

m' g
A —— AX,S' —— A'

fl ] fs'l/

S —— g

ou A' est le modéle de Néron de A sur S', et ou g est déduit de

FI
la propriété universelle d'icelui. Pour simplifier nous pouvons suppocer
(en remplacant L par une puissance convenable) que (L,e) (resp.

(L',e')) admet un prolongement cubiste (L,e) (resp. (L',e')) sur A

(resp. A'). L'unicité du prolongement cubiste sur AX_3' nous donne un

S

isomorphisme
(1.1.8.1) 7 (L) = g" (L)
prolongeant 1'identité de L' .

Soit X€A(S) prolongeant x , et %, = 77 (%) € (Axg€')(3'). Le
point de A'(S') prolongeant x' n'est autre que ' =g(X_.,), et 1l'ico-

(=)

morphisme (1.1.8.1) se cpécialice en

LX) & A = 7' (L) (Xg,) > g (L')(X,,) = L' (g(X;,)) = L' (%)

prolorgeant 1'isomorphisme L(X)XE,F' =~ L'(:xx'). La formule (1.1.8)

résulte alors de la définition ce p comme valuation.

. Translations : soit vy¢€E AF(F), orolongé en V£ A(S). Firons une rigidi-
fication C de T;L (c'est-a-dire un élément ce L(y)). Je dic cqu'il
existe co(L,e,y,0) € %?T , indéoencant de 1 , tel cue

T;L L
(1.1.9) v, G, T pv,e,x+y.FC(L’e’y’g)

(ol 1l'on identifie (T;L)(x) a Li(x+y)).

En effet, supposons pour simplifier cue (L,e) admet un prolonge-
ment cubiste (E,?). D'aprés la formule (1.1.4) (changement de rigidifi-
cation), il suffit de prouver (1.1.9) pour n'importe gquel choix particu-
lier de ¢ ; nous pouvons donc supposer que § se prolonge en une tri-
vialisation 14 de ('IL;;\I_J.)(eA) = TJ(S/J) . Or

1.1.9.1. Lemme. Pour tout t€A(S), le faisceau A93(TtL) est trivial sur

AXS AXSA ; plus précisément on a un isomorphisme canonigue (ne dépendant

gque de la structure cubiste de L) :

64



HAUTEURS CANONIQUES

8 (T L) =~ f*(it) (o f:A —> S est le morphisme structu-
ral)

, . r~ 3
Démonstration : posons M = 93(T:L) ; on a, pour (x,y,z)€A” :

~_] ~=1 ~_] ~ ~ ~
® 3 3
3L ®L ® Ly»:~z+t Lx+t Ly+t Lz +t

= Dptyrztt © Drayet © Drazet

M(x,y,z)

~
Grlce a la structure cubiste de L on a un isomorphisme canonique

~ ~ ~ ~ ~_1 ~N_] o ~=1
3 R ? 3 2
Lx+y+(z+t) = Lx+y Lx+z+t Ly+z+t Lx Ly Lz+t
T N N_l ®N ®~ o ®~_18~_1
« o M(X, I Lx+y+t L::+y Lx+tGLy+t Lx Ly
~ =1 . ~
(EBL)(::,y,t) Le = Iy

N o
Nous voyons donc, revenant a (1.1.9), que (TyL,$) est le prolon-

gement cubicte de (T;L,C), d'ou 1l'on tire (1.1.9) avec c(L,e,y,6)=0 .

1.2. Soit maintenant ¢ une section méromorphe non identiguement nulle

de L , et soit x€ A(F)-div(o). Nous poserons alors

~z = L ~r
(1.2.1) <°'“>v,e Py o, (0() ET3 0

(c'est bien un élément de I'®Q puisque ¢(x) €L(x)-{0}).

Les propriétés de pL énoncées dans 1.1 impliquent immédiatement

(entre autres) les énoncés cuivants :

. Fibré trivial : si ¢ est une fonction méromorphe non nulle sur AF ,

et si x¥div(f), alors

(1.2.2) <°"'X>v,a = v(v(x))
o
ou e désigne la trivialisation naturelle du fibré trivial Op -
F
. Additivité : si 0‘1,02 cont respectivement des sectionsz de L1 et
L, . et si xﬁ’div(cl) Udiv(cz), alors
2. (5. ® s = (o =
(1.2.3) o, 02,‘)v}51®€2 (01,“>v,€l-+ 02'“>v,52 .

. Les formules (1.2.2) et (1.2.3) entrainent immédiatement :
(1.2.4) (t,oc,x>v . = <cr,x>vle +v(9(x))

’

dés que la formule a un sens.
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. Changement de rigidification :

(1.2.5) <U’X>v,as = <0,x>vle-v(a) (a€ FX).

. Fonctorialité : dans la situation de (1.1.6) (morphisme X : B —> AF),

on a :

*
(1.2.6) Q 0,y>v’)\*e = (G,)\(y))vle
dés que A0 est définie et non nulle, et que y¢Zdiv()\*s).

. Changenent de base : dans la situation de (1.1.8), on a :

(1.2.7) @'z, = fo,x)
AV vV, €

’
ol ¢' désigne la section de L' dJdéduite de 0o .
. Translations (situation de (1.1.9)) : si x+y¥div(o), alors :
o, =
(1.2.8) (Tyo,“ v.C G,x+y>V’€-Fc(L,€,y,§)

ol c(L,e,y,6) € T®ZQ est indépendant de x .

1.2.9. Proposition. Fixons L,e et o0 , et soit U = Xn-div(c) ; alors

l'application

x —> $o,x?
v, €

de U(F) dans R est localement v-bornée.

1.2.9.1. Rappelons d'abord ce que cela signifie. Soit (Ua) un recouvre-
ment fini de U par des ouverts affines munis de coordonnées, soit
Ua = Spec F[tia]iela .
Une partie B de U&(F) est dite v-bornée s'il existe m€Z
i

tel que pour tout x=z€B , on ait V(tia(X)) »m pour

Une partie B de U(F) est dite v-bornée si elle est réunion
(finie) de parties bornées BaCZUd(F). Cette condition ne dépend pas du

choix des U& et des coordonnées.

Cela étant, une application de U(F) dans R est dite localement

v-bornée si elle est bornée sur toute partie v-bornée de U(F).

1.2.9.2. Démontrons la proposition. Soit BC U(F) une partie v-bornée ;

nous pouvons supposer qu'elle est contenue dans un ouvert affine
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U1 = Spec F[tl,...,tr]C3U . Par ailleurs nous pouvons supposer que le

faisceau inversible L admet un prolongement cubiste L sur A .
Recouvrons A par un nombre fini d'ouverts affines v, = Spec A[uai]

tels que E soit trivial.
X v,

Soit B, l'ensemble des xS B qui se prolongent en une section de

VQ(A). Comme les V,  recouvrent A qui est le modéle de Néron de A, ,

F
ona B = g B, - D'autre part pour x¢ B, on a (par définition)
v(uai(x)) 7 0 donc B, est une partie bornée de V&(F), et donc de
(Ulﬂ Va)(F) ; 1'ouvert Uln vV, est affine (sur F) de coordonnées
t1""’tr'(ua ).

i ~
Choisiscons une trivialisation T de le : la cection o
o
s'éerit o = T ou ©, est une fonction méromorphe sur v, s et
-4 ~ & ,
si X Ba , On a
(o, = s
(*) g,: v, € V(cpa(\{))
puiscue 7, donne une trivialisation de %L (ou %€ Va(A) prolonge
). Comme d'autre part BN div(o) = ¢ , la fonction ©, est holomorphe

invercible sur Uln v, » donc @ et w;l sont des polyndmes en

o
tl,...,tr,(u .), d'ou la conclusion d'aprés (*) puisque les v(t.(x))
et V(uai(X)

i
) sont bornés lorsque x parcourt B, - a

1.3. Soit F wune cldture algébricue de F , munie ¢'une valuation pro-
ongeant v , et cue nous noterons encore Vv . D'aprés la propriété
(1.2.7), nous nouvens encore définir (0,x>v . lorsque = est un point

de A(F)-civ(o) : le symbole <0,x>v ¢ est alors a valeurs dans IWﬁzm

’

r

(mais non plus dans 5;?). Par ailleurs soit ¢ = ) mi[xi] un O-cycle
i=1

sur Ag étranger a div(o), i.e. tel que les points x5 soient dans

(AF—div(G))(F). Nous pouvons alors poser

<U’°>v,e = Zf: mi(G,x.> .

- i'v,e
i=1 !

Lorccue a est de degré O , il est alors immédiat que <0,a>v ¢
’

ne dépenc pas de la rigidification e (cf. (1.2.5)) et ne change pas
lorscu'on remplace ¢ par a0 avec aft€ FX (1.2.4). Autrement dit

<0,a>v . ne dépend que du diviseur D = div(o) sur A_ et du O-cycle
’

a de degré O , et nous poserons (D,a>v = <0,a>v e - Le symbole <D,a>v
’

est donc défini pour tout diviseur D sur AF et tout O-cycle a

de degré O sur Az étrangers 1l'un a 1l'autre.

Nous pouvons maintenant faire le lien avec [N] :
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1.3.1. Preoposition. On a (D,a)v = -(D, a) v ou (D,c&)_V est le symbole

défini dans [N], chap. III, §9, th. 3, p. 287 (ici 1'on identifie T &

Z de la maniére habituelle).

(La bizarrerie de signe vient du fait que la "valeur absolue'" utilisée
par Néron ect 1'opposé d'une valuation).
La proposition résulte immédiatement de 1'assertion d'unicité de

loc. cit. B

1.4. Bien entendu, nous pouvons interpréter <0,x>v e en termes de mul-
’

tiplicités d'intersection, de la facon suivante (I’ étant ici identifié

N ® P . , R2n,\~

a 7 :a0 2n définit une section méromorphe (o 2n) du prolongement
cubiste M de ﬂgzn . Posons alors

(1.4.1) aiv(o) = zin aiv(o 2y~

N

c'est un "diviseur a coefficients rationnels" sur A , tel cue

(div o)F = div 0 , et tel que le diviseur 83(d39 o) sur A3 soit
principal ; de plus il est caractérisé par ces propriétés, & un multiple
entier prés de la fibre spéciale A . Il est alors immédiat que, pour

x € A(F) - div(o), prolongé en X€A(S), on a :
(1.4.2) <U'X>V,E = X.div O

ou le membre de droite désigne la multiplicité d'intersection du 1l-cycle

~ C . ~ . . , .
x avec le diviseur div ¢ . Notons ausci que, si 1l'on écrit

T =B , Lo g= o
div ¢ =D + §€¢ my.[?] (myE 552 ® AO/AO)

ol D est 1'adhérence, dans A , de D=div o , on a

(1.4.3) <G'X>v,e =%.D + Z;: my(ﬁ.y) .

Désignant par 7Y(x) 1'unique composante de Ao gui rencontre X ,

nous en tirons :

(1.4.4) <0,X>V'E =%.D + M, ()

(en effet (X.Y(x)) = 1 puisque A est lisse sur S). En particulier
la classe mod Z de <C'X>v,e ne dépend que de Y(x) (et non de Xx) :
il est clair d'autre part qu'elle ne dépend pas de € , et ne change pas
si on multiplie ¢ par une fonction méromorphe sur Aﬂ . Le lecteur
attentif de la démonstration de II,1.1 constatera alors avec plaisir que

cet élément de Q/Z n'est autre que 1'obstruction dL de loc. cit.,
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évaluée sur 1'élément 7Y(x)€ D :
(1.4.5) o,x)  (mod @) = a“(¥(x)

avec un léger abus d'écriture dli & 1'identification Z=T .

Enfin, il semble & 1'auteur que la décomposition (1.4.3) ressemble
fort & [N], III, §4, th.1 p. 319.
1.5. Exemple des courbes elliptiques.

Soit Ep une courbe elliptique sur F , de modéle de Néron E ,

supposé semi-stable, sur A . On sait que E admet une compactification

naturelle, le modéle régulier minimal E de la courbe E, ; la fibre
fermée Eo de E ecst alors un polygone & n cdtés isomorphes & Pi

(nous supposons k algébriquement clos), et E est l'ouvert de E formé

dec points lisses sur S . Le polygone Eo permet d'ordonner de fagon

naturelle (au sens de parcours prés) les composantes de E . (resp. Eo),
que nous noterons donc Ci (resp. Ei) (0€in-1), 1la composante Co
étant celle qui rencontre la section unité e: 3 — E . Notons que le
k-groupe E_ est isomorphe a Gm,k><Z/nZ .
Soit D = [eF] le div%feur sur EF réduit & 1l'origine. D'aprés

1.4, il existe un diviseur D sur E , de la forme

~ n-1

D = [e] + :o: mi[Ci] (miEQ)

i=

~
vérifiant le théoréme du cube sur E ; D est unique a l'addition prés

o

d'un multiple entier de EO , et nouc pouvons donc cuppocer que m_ =

car m_ est entier d'aprés (1.4.5).

Comme D est gymétricue, D 1'est aussi, d'ou

* ~
(1.5.1) [0l (D) ~ n’D
ol ~ désigne 1'équivalence linéaire, et [n]E la multiplication par
n . Comme [n]E(Ci) = CO pour tout 1 , et que mo==O , on a
* ~ . ’ ’
(1.5.2) [n]E(D) = E= Ker[né] (considéré comme diviseur sur E)

et (1.5.1) donne alors
n-1
(1.5.3) E ~ nz[e] + Z :nzm.[c.] .
n - it-i
i=1
Mais ceci implique, sur la compactification E :

2 =L
(1.5.4) LE~n el + : n mi[C_Zi]
i=1
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(en effet le schéma E est régulier, et E est un gros ouvert de E).

Intersectant les deux membres avec Ei pour i=0,...,n-1 , on trouve :
n = n2(1+m +m_ ) (i=0)
n-1 "1
(1.5.5) 2
n=n (mi_l—2mi+mi+1) (i=1,...,n-1, en convenant que

m =m_ =0)
n e}

systéme linéaire dont la solution est

_ i(i-n)
(1.5-6) mi = T

Ce calcul est essentiellement fait dans [N], p. 318. Il montre que
le dénominateur 2n est le meilleur possible ; on vérifie d'autre part
que 1'obstruction d(Ci) = m mod Z est bien guadratigque, et gue sa

forme bilinéaire associée est

-

m,,.-m, —m, =
i+] 1 J

o}

c'est une dualité parfaite sur Eo/Eg , & valeurs dans @Q/Z , ce qui est

un cas particulier d'un résultat de SGA 7, exposé IX.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

2.0. On se place sur F=C . Pour z€C , on note v(z) = -log lz\.

Soient A une variété abélienne sur € , L un fibré en droites

cubiste sur A , ¢ :C = L(eA) la rigidification associée. Notons
L
Ve : L —> R}O

la norme hermitienne sur L compatible & sa structure du cube, définie
en II,2.1, et posons, pour tout =z€A(C) et tout o €L(x) :

L @)

- _ L
V,E,X log va(a) -

(2.0.1) [

Le lecteur établira sans peine une liste de propriétés entiérement
analogue a celle de 1.1, & guelgues nuances prés dues au contexte archi-

médien.

2.1. De méme, si l'on se donne de plus une section méromorphe o de L,

on peut définir, pour tout x¥div(o) :

L

(2.1.1) <G'X>V,E =0y, e, (0(x)) = - log vE(U(x))
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avec des propriétés analogues a celles de 1.2. Enfin, on en déduit,

comme dans 1.3, un symbole
(2.1.2) ©,q,

a valeurs réelles, défini pour tout diviseur D sur A et tout O-cycle

a de degré O contenu dans A-Supp(D), et on démontre encore gue
(2.1.3) b,a>, = -(d,a)_,

ot (D,a)_, est le symbole défini dans [n). ceci n'est autre, d'ail-
leurs, que le théoréme 5 de [N], III, §7 : soit en effet m:V — A le
revétement universel de A ; V est donc un C-espace vectoriel de
dimencion g=dim A . Soit € H°(V,7 L) une trivialisation (analytique)

A

* . N . 3
de T L compatible a sa structure cubiste ; la fonction méromorphe

9(z) scur V définie par
(2.1.4) 8(z)A(z) = (770)(z)
est la fonction théta associée & O et X . D'autre part on a sur 7 L
une norme héritée de v? , encore notée v% , et déterminée de facon
unicue par la fonction
(2.1.5) V) iv — R

L. € H >O.

Le fait que X et v% soient compatibles a la structure cubiste
de L implique que la fonction vE(A) est pointée de degré { 2 . Enfin

on a
(2.1.6) 19(2) VI (z)) = vE@% o) (2)

ce qui montre que le membre de gauche est invariant par le réseau

Hl(A,Z)C'V . Comme la fonction v%

ces conditiong, on en conclut que

() est manifestement déterminée par

logl8(z)| + log v%(l(z))

*
n'est autre que la fonction 9 de loc. cit.

~

3. Hauteurs globales cur les corps de fonctions.

2

3.0. Soient k un corps, 3 une k-variété irréductible normale (le cas
le plus intéressant étant celui ol S est projective), F son corps des

fonctions, m = Spec(F) 1le point générique de S . On posera r=dim S .
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Notons MS l'ensemble des points de codimension 1 de S5 ; un tel

point sera identifié & la valuation v correspondante, dont le groupe

sera noté Tv . Le groupe des diviseurs de Weil de 3 s'identifie alorc

a @ T , et 1'on a la suite exacte habituelle
vEM,,
D
i 1
FX _ﬂiz? &) T _S;Q.CHr-l(g) — 0
vEM,,
=)
ou CH,(8) désigne le groupe dec clascec d'équivalence ratlonnelle de
cycles de dimension i gcur S . Notons que ci UC S est un gros ouvert
(11,3.1), alors on a CHr—l(S) = CHr—l(U)' et méme CHr_l(u) >~ Pic(U) si

U est régulier.

3.1. Soit AF une variété abélienne sur F . Il résulte de 1l'existence

du modéle de Néron NV(AF) en chaque vE€ MS , qu'il existe un gros
ouvert UCS (que nous supposerons réqulier, quitte & le restreindre)

et un U-schéma en groupes lisse A ——> U , tel que Spec F = A

Ay Xy F '

et que A, X, Spec & = NV(AF) pour tout vE€ Mg .

Soit (L,e) un faisceau inversible rigidifié sur Ap muni de sa
structure cubiste canonique. Comme 1'ensemble des V(EMS tels que AF
ait mauvaise réduction en v est fini, il existe un entier n qui, pour
tout v , annule le groupe @V des composantes connexes de AUg’n(v) H
par suite, M==ﬂ®2n admet un prolongement cubiste M au-dessus d'un gros
ouvert de U , et donc aussi (I1I,3.2.2) sur AU puiscue U est régulier.

Notons qu'en fait le faisceau M est indépendant de la rigidification

€ : multiplier & par o€ F* ne fait que modifier M par le faisceau
inversible trivial £ (div @zn). Posons alors
1
R
~ ~ T 2n . def .
= E —_ 3
(3.1.1) L (M) Plc(AU)Q PlC(AU) 3,0 =

c'est 1l'unique élément de Pic(AU)Q , prolongeant L et vérifiant le

théoréme du cube sur AU .

Si U'CU est un gros ouvert, alors AU' est un gros ouvert de
AU qui est un schéma régulier, donc Pic(AU) > Pic(AU.) ; le choix de

U est donc sans importance.

Enfin soit x€ A(F). D'aprés la propriété néronienne de AU , il
existe un gros ouvert VCU tel cue X se prolonge en une section
§:v—->AV.

3.2. Définition. Avec les notations de 3.1, la hauteur géométrique cano-

nigque du point x€ AF(F), relativement au faisceau inversible L sur A

F
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(et au modéle S de F) est 1'élément hg (x) de CH (5) défini
—_— —_— S,L r-1 Q
par

hgg 1 (x) = %*(T) € Pic(V) = CH_ _(5)

Q r-1 Q -

3.3. Propriétés de la hauteur géométrigue.

. Additivité en L :

(3.3.1) hg (:z) = hg (%) +hg (%) .
S,L1®L2 S'Ll S,L2
. Fonctorialité : si A :BF —_ AF est un morphisme de variétés abé-
liennes sur F , on a
= € € pi
(3.3.2) th'L(A(y)) th,X*L(y) (y € BL(F),L Plc(AF)).

."Quadraticité" en x : on déduit de (3.3.1) et (3.3.2) et du théoreme
du cube (ou du carré) pour L , gque l'application

(x) : A_(F) —> CH (s)

(3.3.3) % +—> hg, re1

Q

est pointée de deqré 2 ; elle est méme gquadratique si L est symétrique,

et additive si L est dans PicO(AF).

—> 53 un morphisme
dominant et génériquement fini de k-variétés normales irréductibles,

3.3.4. Proposition (changement de base). Soit 7 : 3

et soit F' le corps des fonctions de S'. On note AF' = A®FE”,

T’ :AF, ——a-AF le morphisme canoniqgue, L'=7'"L . soit x€ AF(F), et

posons x' =7%*(x) € AF,(F').

(i) Si m est propre on a

1
) = o €
hog 1,(x) = g7 T«(hgg, . (2")) € CH _,(S)y
(ii) Si m est quasi-fini (par exemple si S' est le normalisé de
S dans F'), on a

' — * ~r 1
hgg, . (x') = 77(hgg [ (%)) €CH__,(S"), .

La démonstration de (ii) est entiérement analogue a celle de
(1.1.8), si 1'on se place sur un gros ouvert U convenable de S :
remarquer qu'alors, puiscue T est quasi-fini, n_l(U) est encore un
gros ouvert de S' (c'est d'ailleurs ce qui permet de définir

*

T :CHr_l(S) ——a-CHr_l(S ) dans ce cas).
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Dans le cas o T est fini, on en déduit (i) puisque ﬂ*ﬂ* est la

multiplication par deg 7 dans CHr—l(S)'

Pour montrer (i) dans le cas général, notons alors que 7 est fini

au-dessus d'un gros ouvert U de S :

‘_—:LU
fini

Soit A€ CH (S)Q la différence des deux membres de (i). Comme

r-1

(1) est vrai pour le morphisme fini Ty » Oona j*A= 0O, donc A=0

puisque U est un gros ouvert. B

Soit maintenant F une clbture algébrique de F , et soit

x € AF(F). Soit F, une extension finie de F telle que x € AF(Fl)' et
soit S1 25> S5 le rormalisé de S dans F1 . Nous pouvons alors poser
(avec des notations évidentes)
1 *, =1
~7 = X = €
(3.3.5) th,L(A) E—Fl—ﬂ a*(hgsl,Ll( )) (o) (hgsllLl(x)) CHr—l(S)Q

et l'assertion (ii) de 3.3.4 montre que hgs L(x) ne dépend pas de
’

1
vérifie bien entendu les propriétés (3.3.1) & (3.3.3). Elle vérifie éga-

1'extension F choisie. Cette fonction hgg L(x) pour x€ AF(f)

lement celles de 3.3.4 : en effet, avec les notations de 3.3.4 et 3.3.5,

il existe un diagramme commutatif

Si —_ '
T m
o
[¢3
Sl — 5
ou Si est normal, o' est fini, et T, propre (resp. quasi-fini) si
T 1l'est (prendre pour S! 1le normalisé d'une composante convenable de

1

8, Xg S'). L'assertion résulte alors de 3.3.4 appliqué au point
x € AF(Fl), et du fait que o et o' induisent des isomorphismes entre

b
les groupes CHr-l ZQ .

Translations : soient x¢€ AF(F), y € AF(F), et cherchons & calculer

th,T*L(X). Nous pouvons supposer que x € AF(F), que (AF,L) se prolonge

~
en (AU,L) sur un gros ouvert UCS , et que x et y se prolongent

5(U). On a montré dans 1.1.9.1 que 83(T§E) ~ £*(%"0), ce
qui montre que Tgig’f*?*i—l

en X et V€A

est (isomorphe &) un prolongement cubiste
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~ - A~ ~FY - N
de T'L , donc hg. . (x) = X (TIL® £'9L Ly = &9 ey Tl aron -
v S,TyL Y
(3.3.6) th'T*L(x) = thIL(x+y) -hgg ;(¥) .

Décomposition en termes locaux : soit ¢ une section méromorphe de L ,
réguliére et non nulle au point x ; alors :

(3.3.7) hgg [ (x) = le(Z X <0‘,x>vle)
vtM,
S
ol ¢ désigne une rigidification quelconque de L , et ou
cl,. : 69 (T'. ®Q) —>CH (S) est la surjection canonique.
[0} VEM v r-1 [0}
S

~

La formule (3.3.7) est immédiate : si L est un prolongement
cubiste de L et T 1la section méromorphe de L prolongeant o ,
alors hg, ;(:2) est bien la classe de aiv(®**¥) = {o,%” .

S,L M Vv, €
S

3.4. Supposons maintenant S projective et fixons un faisceau inversible

ample H sur S . On a alors une fonction "degré" :

degy : CHr—l(S) —_—Z

cui, a un cycle ZCS , associe la multiplicité d'intersecticn
r-1
(z.H.....H).

3.4.1. Définition. La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de

x € AF(F) (relativement au faisceau inversible L et au faisceau ample

H sur S) est le rationnel

hH,L(X) = dethgs,L(x)<5Q .

On laisse au lecteur le plaisir de déduire de 3.3 les propriétés de
fonctorialité, d'additivité, etc. de hy, L(x). Notons que la décomposition
’
en termes locaux de (3.3.7) montre qu'il s'agit bien de la hauteur globale

de Néron-Tate au sens habituel.

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres.

4.0. Soient F un corps de nombres, A=A son anneau d'entiers. On pose

F
SF £ = Sf = Spec A , et on note SF =S, l'ensemble des places archimé-
r ’
diennes de F . On pose "formellement" Sp =8 = an.Soo ., et
o o

Sg = {points fermés de Sf} , 8°=52Us, . L'ensemble 5° sera identifié

£
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a4 l'ensemble des places de F . Plus précisément, pour v¢& s° on note
r = FV/U , et v: F* — T 1la projection naturelle, U_ désignant le
v v v v v
groupe des éléments de valeur absolue 1.

Pour v finie, on note ordv: Fz — Z 1la valuation équivalente a

v normalisée par ordv(ﬂv)==1 P T, désignant une uniformisante en v .

Pour v€&€S, , on définit ord ~ comme le composé

- | ;
Fé ~ R" ——igg—i—»-R (v réelle)
- |
Fz ~ ¥ ——lgﬂ—i4+-m (v complexe)
ou || désigne la valeur absolue ordinaire.

Enfin on pose pour tout v et pour tout x¢€ FV :

-d_ ord_(x)
v v

1X‘v = e
ol d_ = log Nv (vEsZ , Nv = card x(v))
d =1 (v réelle)
v
dv =2 (v complexe).
Pour v complexe, ‘lv correspond donc au carré de la valeur absolue

ordinaire sur C .

4.1. Définition. Un faisceau inversible sur S est la donnée d'un

A-module inversible L , et pour chaque vE€ S + d'une norme (non

nulle !)

e =
1y s L, = L8 F, —>Ryg

vérifiant laa\g = \a\V\W\g pour ac¢t F, et o€ L,

On note Pic(S) le groupe des classes d'isomorphisme de faisceaux

inversibles suxr S .

Bien entendu, si o€ LV-{O} , Oon pourra alors poser

Loy __ 1 L
ordv(a) = dv log \a\v (vE€8y).

Notons que pour Vv ultramétrique on peut encore définir

ord. : L {0} — 7
v v

et Y s — R
v v
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grlce a une trivialisation quelcongue de L, -

On a un homomorphisme surjectif naturel

Pic(S) ——»»Pic(Sf)
X ou 1loglA®| assigne le

plongement logarithmique du groupe des unités A

S
dont le noyau est isomorphe & R */loglA

4.2, Définition. Un diviseur sur S est un élément du groupe
piv(s) = P T .

Si. 1'on note [v]Q T la classe a'un x € F*
v v o

un élément cde Div(S) s'écrit donc

tel que ord (2 )=1,
v Ty

N4

D = Z av[V] (sorme finie)

€g0

<
)]

S,

div(a) =) ord (a)lv] .
vE€SO v

.. . L ..a .
Un tel diviseur est dit principal. On note Div®(S) < Div(S) 1le
groupe des diviseurs bprincipaux.

1\

Si L est un faisceau inversible sur S , et si o€ L?®F-{0}, on

pPose encore

div(o) = ] ora (o)lv] .

vE30
Si o' est un autre élément de L®F-{0}, la différence

div(o') - div(g) est dans Div3(S). On obtient ainsi un isomorphisme

(4.2.1) Pic(S) = Div(s)/Div3(s) .

. R ] ] I p e - , ,
4.3. Soit D =/ av[v un diviseur. On definit son degré comme le réel

v
4.3.1 =) €
(4.3.1) degF(D) . dvav R
ou dv est défini en 4.0. La formule du produit dit alors que pour tout
X . R . .
a€F" , deg(div(a)) =0 . On obtient donc grlce a (4.2.1) un homomorphisme
(4.3.2) degF: Pic(S) — R

c¢ont le noyau est extension de Pic(Sf) par un groupe isomorphe a
(R/Z>Card Seo—1
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Si F' est une extension finie de F , on posera

- 1 .
(4.3.3) degF = f?T??j degK. : Plc(SF.) — R
de sorte que si T :SF‘ o SF désigne le "morphisme" naturel et si

L€ Pic(SF), on a

*
(4.3.4) degp(7'L) = degpL .
Un mot sur 7 L aux places archimédiennes : si v'E€ SF. - et
’
v=g(v'), et si x¢€ Lv-{O}, on a toujours ordv.(w*(x)) = ordv(x) ; par

contre, ians le cas ol v ecst réelle et v' complexe on a
* TL _ L1152
L AEON K )

.

4.4. Donnons-nous maintenant une variété abélienne AF sur F , et

notons A —> Sf son modeéle cGe Néron sur Sf . Soit L un faisceau

inversible sur , sur lecuel on choisit une structure cubiste. Il
n i

erxiste alors, comme au §3, un entier N tel que M==L®N ait un prolon-
gement cubiste M sur A . Pour toute place v€sS, , ﬂv==Mv est muni
(Ce méme cue LV , d'ailleurs) d'une unique norme compatible & v et &
la structure cubiste (II,2.1). Soit alors =€ A(F), prolongé en

%€ A(Sf). Le A-module inversible %*(E) est alors muni de normes aux

places & 1'infini, donc définit un élément Pic(S) encore noté %*(M).

4.4.1. Définition. La hauteur géométrique canonique de x€ A(F), relati-
vement au faisceau inversible L sur A_ , est 1'élément de

F
Pic(S)Q = Pic(S)®ZQ défini par

oL
~ ¥ ™

hgp () = X" () Ne Pic(s),

,

ol N et M sont définis comme ci-dessus.

La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de x relative-

ment 3 L est le réel

On vérifie comme au §3 que la hauteur ne dépend pas cde la structure
cubiste choisie sur L . On laisse au lecteur le soin de se convaincre
que les analogues des propriétés (3.3.1) a (3.3.7) sont encore valables
ici. Précisons toutefois que la décomposition en termes locaux s'écrit

comme en 3.3.7 :

pis = 2 : (
th,L( ) ClQ(VESo cr’x>v,e)
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ol 3 désigne un point de A(F), ¢ une rigidification de L et o«

une section méromorphe de L , et ou le : Div(S)®Q —> Pic(S)®Q est

la surjection canonique. De plus dans le membre de droite, le symbole

<0,x>v . est celui défini au §1 pour vE€ Sf , et pour v€g c'est

’
du §2, compte-tenu de 1l'identification Fv —~> R via ord
(i.e. via la fonction -log

celui

(valeur absolue ordinaire)).
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CHAPITRE IV

Le groupe K(L)

Sommaire.
0. Introduction.

1. Sous-groupes quasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base

hensélienne.

2. Rappels et compléments sur 1l'extension de Raynaud ; énoncé du

théoréme.
3. Le cas ol S est un trait : généralités.
4. Le cas ou S st un trait : démonstration de 2.4.
5. Démonstration de 2.4 : cas oU A est a fibres connexes.
6. Démonstration de 2.4 : cas général.
7. Application a la variété duale.

8. Gonflement des modéles semi-stables.

0. Introduction.

L'objet de ce chapitre, assez technique, est d'énoncer et de démon-
trer le théoréme 2.4., qui étend au cas des schémas en groupes semi-
stables (4 fibre générique propre, sur une base normale) les outils fon-
damentaux que sont les groupes K(L) et G(L) attachés classiquement a

un faisceau inversible L sur un schéma abélien A ; on démontre en

W,

particulier que lorsque K(L) est fini, la forme commutateur associée
1l'extension centrale G(L) est non dégénérée, ce qui permettra, au
chapitre VI, d'appliquer lorsque L est relativement ample la magie des

représentations des groupes théta, exposée au chapitre V.

Lorsque la base est un trait, l'existence de K(L) ne pose pas de
difficultés (§3), grlce a 1l'existence dec modéles de Néron. Le point
délicat est le "théoréme d'orthogonalité" 2.4 (iv), établi au §4 par une

méthode & certains égards peu satisfaisante (cf. 4.2.5).

Au contraire, dans le cac d'une base de dimension ¥ 2 , le point non
trivial est l'existence (ou plus exactement la platitude) de K(L), les
énoncés de non-dégénérescence se déduisant sans difficulté du cas d'un

trait. C'est ici que 1'"extension de Raynaud" (dont la construction est
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rappelée au §2) joue un rble crucial, puisqu'elle permet, grfce a force

dévissages, de se ramener au cas des schémas abéliens.

On donne enfin au §7 une application de la platitude de K(L) : si
une variété abélienne A sur un corps F admet un modéle semi-stable

au-dessus d'un modéle normal S de F , il en est de méme de sa duale.

1. Sous-groupes guasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base hensé-

lienne.

1.0. Soit S 1le spectre d'un anneau local noethérien hensélien R , et

soient s son point fermé, k son corps résiduel. On se donne un
£

S-schéma en groupes semi-stable A—>S . Si X est un S-schéma
e
A ,
. . . , , r . . .
cquasi-fini et séparé sur S , nous noterons X ("partie finie" de X)

son plus grand sous-schéma fini sur S ; on a donc (cf. SGA 7, IX.2.2.3) :

(1.0.1) X=)an'

ou Xf est fini sur S et ou la fibre fermée Xé de X' est vide.

1.1. En particulier prenons pour X un sous-schéma en groupes fermé H
de A , quasi~fini sur S . Alors Hf est un sous-groupe ouvert et fermé

de H ; nous poserons de plus, dans ce cas :

(1.1.1) af? = (un a°)F = gfna®

("partie finie neutre" de H) ; c'est un sous-groupe ouvert et fermé de

H- . 5i H, est un sous-groupe fermé de H , on vérifie immédiatement que
£ £
= m
(1.1.2) H1 H1 H
(1.1.3) an=Hlﬂan .

1.2. Supposons de plus H plat sur S : alors Hf et an le sont

également puiscu'ils sont ouverts dans H . Soit TOCZAg le tore maximal
de la fibre fermée AO . Le groupe HN TO est de type multiplicatif
donc, d'aprés SGA 7, IX.6.l1, se prolonge en un unique sous—-groupe fini,

plat et de type multiplicatif de H , noté

(1.2.1) g cH ("partie torique" de H).

On a évidemment HuCZan , et si H/ cH est fermé et plat sur S
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on a

g o0yt
(1.2.2) H =HNH .

Notons enfin que si S' — S est un morphisme local de schémas

locaux henséliens la formation de Hu B an et Hf commute au change-

ment de base S' — 3 . Nous poserons enfin

(1.2.3) P = gft

i

st un S-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre fermée Hgb

e}
(0]

s'icentifie & un sous-groupe de la "partie abélienne" Ag/TO de A_ .

1.3. S0it maintenant U un S-schéma noethérien, et soit HU un sous-

schéma en groupes fermé de A = AX U, quasi-fini et plat sur U

U
(dans nos applications, U sera souvent un sous-schéma ouvert de S).

xis c .
I1 existe alors my1 tel que HyC Ay

est un sous—-groupe fermé de A , plat et gquasi-fini sur S (SGA 7,

Comme A est semi-stable, mA

IX.2.2.1), et nous pouvons donc poser :

(1.3.0) Hfj/s = HUﬂ (mAf)U
(on note ici
fn _ fn
(1.3.1) HU/S -HUm (mA )U . .
N m A= (mA) , etc.)
(1.3.2) HU/S=HU0 (mA )U

Il est immédiat que ces définitions ne dépendent pas du choix de m
(& cause de (1.1.2), (1.1.3) et (1.2.2) appliqués aux inclusions

- . _ . .
m A m A lorsque mllmz). De plus les trois sous-—-groupes de HU ainsi

1 2
définis sont finis sur U car fermés dans (mAf)U ; il est de plus

. P £ fn . R
immédiat que HU/S et HU/S sont ouverts dans HU , donc en fait finis

et plats sur U . De méme :

1.3.3. Lemme. Le groupe H%/S de (1.3.2) est plat sur U .

En effet on peut encore définir H%/S comme le noyau du morphisme

composé

W
A%y

fn fn fn

— (A )y = (AT ) /iy g

de U-groupes finis et plats ; il suffit donc de voir que ce morphisme
est de rang localement constant sur U , ou encore qu'il en est de méme
du morphisme déduit par dualité de Cartier. Or ce dernier envoie un
groupe fini et plat vers un groupe fini étale ; son noyau est donc ouvert

et fermé, d'ol le lemme. M
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A

Grice a 1.3.3, nous pouvons alors définir 1la

partie abélienne"

(1.3.4) H.U/S “HU/S/HU/S
de HU ; c'est un U-schéma en groupes fini et plat.
_ . . £
1.3.5. Lorsque U=85S il est clair gue les groupes HU/S ’ U/a HU/S ,
ab . - - £ £fn M ab
HU/S coincident avec les groupes Hy ,» Hy » Hy et Hy de (1.0),

(1.1.1), (1.2.1), (1.2.3).

De plus, le schéma S étant fixé, leur formation commute a tout

changement de base U' — U entre S-schémas. De facon plus générale,

si 1'on a un diagramme commutatif

Uu' — U

!

s

0 «—

ol S' est local hensélien et le morphisme 3' —> S local, on a, en
posant HU' = HUXUIJ H

fn _ .fn _ fn '
(1.3.5.1) HU v/gr T HU /g T (H U/S X U
et de méme pour les parties finies, toriques et abéliennes, la premiére
égalité résultant du fait déja remarqué que (mAS )fn = mAfn>%3S‘.

2. Rappels et compléments sur 1'extension de Raynaud ; énoncé du théoréme.

2.0. Gardant les hypothéses de 1.0, nous supposerons de plus que R est

complet et (pour simplifier) que A est a fibres connexes. Nous poserons
= n+l — _ ~ s s
R = R/m P S, = Spec(Rn), A = AXg8 , et nous désignerons par

(2.0.1) Apoy = (An)n>/O

le schéma formel complété de A 1le long de sa fibre fermée A . Cette
derniére est, par hypothése, extension d'une variété abélienne B, par
un tore T_ , et on en cdécduit (SGA 7, IX.7) une suite exacte de

S-schémas formels en groupes
(2.0.2) 0O —> T —> A

c'est-a-dire un systéme compatible (pour n ¥0) de suites exactes de

Sn—schémas en groupes
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”
n
(2.0.3) O——rTn——>An—>Bn-—->O

<

ou Brl est un Sn—schéma abélien et Trl un tore sur Sn .

2.1. Proposition. Soit Le,, un G -torseur cubiste sur A (c'est-

for
a-dire un systéme (L_) Y de G_~-torseurs cubistes sur A munis
n’'n 2,0 m-—— n ——

*
' is 4 A @M= ; -
d'isomorphismes de transition). Alors Lfor [ 1] (Lfor) provient cano

niquement d'un Gm—torseur cubiste sur Bfor . De plus il existe
S' — S fini étale tel due (Lfor)s‘ provienne d'un Gm—torseur
cubiste sur (Bfor)s"

Notons que si le corps résiduel k de R est séparablement clos,
la seconde assertion montre que le foncteur naturel

CUB(B , G ) —> CUB( , G ) est essentiellement surjectif.

for’ "m, for Afor m, for

La premiére assertion résulte de I,7.2.3 appliqué aux schémas de
base Sn . La seconde est également une variante "formelle" de loc. cit :
en vertu de I,7.2.2 il suffit de trivialiser la restriction de Lfor 2
Teor (comme extension, cf. I,7.2.1). Mais pour cela, compte tenu de
SGA 3, X.3.3, il suffit de trivialiser LO sur TO , ce qui se fait

aprés extension finie séparable du corps de base. B

2.2. Proposition. On suppose qu'il existe sur A un faisceau inversible

cubiste ample relativement & S . Alors 1'extension (2.0.2) est algébri-

sable, c'est-a-dire qu'il existe une (unique) extension

(2.2.1) 0 —> T —» 2% —» B —» 0

d'un S-schéma abélien B par un S-tore T , dont 1'extension formelle

associée soit (2.0.2).

De plus le foncteur naturel

(2.2.2) CUB(Al:',Gm 4) —> CcuB(a

/G )

for’ "m, for

déduit de 1'isomorphisme (A7) =7 est une édquivalence de catégories

for for

Remargques :

- L'extension (2.2.1) est appelée (SGA 7, IX) l'extension de Raynaud
attachée & A (cf. [R2]).

- L'hypothése d'existence d'un faisceau cubiste ample est satisfaite
dés que S est normal : en effet A est alors quasi-projectif sur S
[Rl] et 1'on applique I,2.6.
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Démontrons que (2.0.2) est algébrisable (cf. SGA 7, IX.7). Soit L

*
- s i s . ® -
un Gm torseur cubiste sur A , ample sur S Alors (L [ 1]AL)for

provient d'aprés 2.1 d'un Gm—torseur Mfor sur Bfor , qui est ample
([R1], XI.1.11) et par suite (EGA III,5.1.4) Br,, est algébrisable.

D'autre part le tore Tfor provient d'un unique tore T sur S (3GA 3,
X.3.3) et 1l'extension (2.0.2) correspond & un morphisme

t

(2.2.3) zfor —_— Bfor

de S-schémas formels en groupes, oi X désigne le dual de T , et gt

le S-schéma abélien dual de B . Comme T est isotrivial (SGA 3, loc.
cit.), X est somme de S-schémas finis étales sur S ; en conséquence,
(2.2.3) provient d'un unique S-morphisme X —> Bt qui correspond a

1'extension (2.2.1) annoncée.

Montrons que le foncteur (2.2.2) est pleinement fidéle. Soit

L€ CUB(AF,G ) et soit o, une trivialisation de L_. _ sur A_. .
m for for for
Celle-ci induit une trivialisation & =8, (o ) de la biextension
for 2" for
SZ(Lfor) sur Afor>(Afor . Mais considérons le diagramme :

BIEXT (AT, S ;6 ) —> BIEXT(A,

1

BIEXT(B,B;Gm) —— BIEXT(B

or’Afor7Gm)

G ) .

for'Bfor; m

On sait (SGA 7, VIII) que les fléches verticales sont des équiva-
lences, et il en est de méme de la fléche inférieure par le théoréme

d'algébrisation (EGA III, loc. cit.) donc aussi de la fléche supérieure :

ainsi, 6for provient d'une unique trivialisation & de QZ(L) sur
AH)(Ah , c'est-d-dire (I,3) que L est muni d'une structure d'extension
centrale de Ah par Gm , commutative puisque AEq est semi-stable a
fibres connexes. Comme on a © = 8,(0 ) cette extension est de plus
for 2" " for
munie d'une trivialisation © sur A . Or le foncteur naturel
for for
EXT(At‘ G ) —> EXT(A G )
" “m for' "m, for

est une équivalence : on a en effet le diagramme de suites exactes

0 — HOm(Aq,Gm) _— Hom(T,Gm) —_— Extl(B,Gm) R

| | &) |

0 —> Hom( G ) —> Hom( ) ——»—Extl( ) —>

Afor Tfor’Gm,for Bfor'Gm,for

——>Extl(Ah,Gm) —_— Extl(T,Gm)

l‘d) l(e)

) —> Extl(T

m, for
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Comme la catégorie des tores sur S est équivalente a celle des
"tores formels" (et d'ailleurs a celle des tores sur SO = Spec k , cf.
3GA 3, X.3.3), (b) et (e) sont des isomorphismes, de méme que (c) par le
théoréme d'algébrisation, donc (a) et (d) sont des isomorphismes, d'ou
notre assertion. En particulier la trivialisation Ofor de 1'extension

Lfor provient d'une trivialisation o de L , cqgfd.

Montrons cue (2.2.2) est essentiellement surjectif. Soit

L <€ CUB(A , G ). D'aprés 2.1 il existe S' —> S fini étale tel
for for’ "m, for . T
que Lfor = (Lfor)S' provienne d'un Mfor sur Bfor ' l:l—meme algébri-
sable en M' sur B', donc L%or s'algébrise en L' =7 (M') sur
(ﬁq)‘. Il s'agit dés lors de redescendre L' & S . Considérons les

diagrammes
o) B
s" =g Xg S' S' S
(2)
b
(1)
s = 5t x 50 g L0, g (ny0)
n °n"s °n —>(2) n ®n 7
Py
ou l'on a pose Sn =S XS 5, - Comme Lfor provient de Lfor sur S ,

; 3 , 9 (1)* 1 ~ (2)* 1 1 A
on a pour tout n une donnée de deccente P, Ln - P, Ln , c'est-a-
.. e . Gl (1)* (2)* ,-1
dire une trivialication sur AS,, de p L'®p L , Ou encore une

Srl n n n n

trivialication, au-dessus de S; , de p(l)*L'‘X>1g>(2)*L'_1 , ces triviali-
sationc étant compatibles pour n variable. Or, comme S" est lui-méme
somme de spectres d'anneaux locaux complets, on peut appliquer le résultat
cde pleine fidélité précédent, d'ol une trivialisation sur Agn de
p(l)*L'@p(z)%L'_l qui est bien entendu une donnée de descente. M

2.3. Gardons les hypothéses de 2.0, et soit m un entier % 1 . Procédant
comme expliqué en SGA 7, IX.7.3 pour les modules de Tate, on trouve des

isomorphismes canoniques

()" ~ 7
m m
£f _ fn _ 5
(2.3.1) (mA) = (mA) >~ m(A )
( A)ab ~ B
m m

de B53-schémas en groupes, caractérisés par la condition d'induire, sur

les complétés formels, les isomorphismes naturels

M~ Al )= @y~ (Al

(m for m Afor m for m for
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3 o 1e 5 1ig o P M ~
(reggé lez icomorphismes analoguen (mA)for (mT)for et
(mA)for = (mB)for)'

Soit maintenant U un 8-cchéma, et zoit HU , corme dans 1.3, un

AU , plat et quaci-fini ~ur U . Cn
ab

u/s !
fn - Ads ¢ (e

v B g et (A7), dés que HyT A
Gréce aux icomorphicmes (2.3.}) on en décduit cen U-groupes finic et

plats, notéco H;/S ' u

u/s !
diagramme commutatif

, ,
sous—-schéma en groupes fermé

ce
Giepose alorc des U-groupes f£inig et olats Hu £n H conte-
icielels o aes g nes inis 2 5 u/s HU/S P “on

. ; W
nus recspectivement dans (mA ) ab)

HU/C pour fa’re joli, et définin par le

0 ) fn ab
u/s > Hyg > Hy /s 0

LR

= .
O = Hy;; T Hysg Hy/s — O

(2.3.2) 1 1 1

() ——> (mT)U — Ah) —s ( B).., — O

O — H

m 8) m U
() —> T —_— AP — B — 0

oll lez lignen zont cracten et ol legc isomorphismesn entre les ceu:rr dre-
miéres lignes sont induits par (2.3.1). Il ect clair <'autre nart que
b - R, - -
les gsous-groupe:, HU/° etcde T , Ah et B oont indévpendants du
[l

choiz:x de m

£fn ]
u/s et HU/S

préférable, au moins cdans 1'immécdiat, de maintenir la différence de

(Bien que H coient canoniquement icomorphes i1 ert

notation).
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

2.4. Théoréme. Soient S un schéma intégre localement noethérien normal,

. ’ s . f , .
m  gon point genericue. Soit A —» S un S-zchéma en groupes cemi-

stable (II,1.2.7) tel cue ca fibre généricue A, soit une variété abé-

lienne, et soit Lﬂ un Gm-torseur cubiste sur A, - On suppoze due :

L, esct non dégénéré, i.e. le groupe K(Lﬂ) est fini (I,4.2) (ce

dernier sera noté Kﬂ) ;

L admet un prolongement cubiste Lg sur la composante neutre

0o 3

A" de A

(la premiére hypothése est vérifiée par exemple =i L, est ample, et la
seconde gi S esgt régulier ou gi L, est symétricue (II,3.2.2 et 3.3))
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Alors :
erné KS de A
qui_est nlat et quasi-fini sur S (et cqui ect donc nécescalirement

= =2

1'adhérence schématique de Kﬂ dans A).

H

(i) Kﬂ ce prolonge en un unigque sous-groupe

(ii) 11 existe un unique accouplement alterné

Ln

€s

: X —
KS KS Gm,S

prolongeant 1'accouplement eLn

de [MZ], § 23. De plus 5. K, est fini
()

sur S , eLn est une dualité parfaite.

S
(iii) On suppose due L, admet un prolongement cubicte L, sur A.
Alors la restriction a Ks><A de la biextension SZ(LS) est munie d'une
trivialisation prolongeant celle de Sz(Ln) définie en I,%4, de corte
cue d'aprés loc. cit. le Gm—torseur LS|KS est muni d'une structure

naturelle d'extension centrale, notée

~
1—>G,S—>4(LS) —>KS-—->0

. . - L -
et d'une action de cette extension sur L, . De plus la forme e." de (ii)
[} [} E—

coincide alorc avec la forme commutateur de 1'e:xtension G(L,).
o]

(iv) (Théoréme ¢ 'orthogonalité). On cuppose que S est le spectre

d'un anneau local henszélien R , de corte que (§1) KS ect muni d'une
filtration K;ClKgnCIKS . Aloxc K;n ezt 1'orthogonal ce K: pour la
ab

esct une dualité

L ~ . . .
forme e’ , et la forme induite sur le quotient KS

S
parfaite. Si de pluc KS ect fini gur S , egn induit une cdualité oar-
. W fn
.F
faite entre KS et KS/KS .
(v) On suppose que S = Spec R ol R est local complet, et cue

A esct a fibres conneres, de zcorte cque 1'extension cde Ravnaud

fig

O -——>T —A" — B —> O

de A est définie (2.2). D'aprés loc. cit., il existe un unigue

Gm—torseur cubiste I8 sur A9 dont le complété formel soit (Lg)for'
Supposons alors que LF provienne d'un Gm—torseur (cubiste) L sur

B (ce cqui est vérifié en tout cac aprés changement de base fini étale

d'aprés I,7.2.3). Alors le sous-groupe K/ de (2.3.2) coincide avec

K(L), et la forme induite par egn sur Ksz=Kgb gréce & (iv) coincide

L
avec e .

2.4.1. Lemme. Supposons 2.4 (i), (ii), (iii) établis chaque fois cue S

est un trait, et 2.4 (i) établi pour A , 3 , L, donnés. Alors 2.4 (ii)
et (iii) sont vrais pour A , 3, In
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En effet, appliquant (ii) et (iii) aux points de codimension 1 de

S , on voit qu'il exicte un gros ouvert (II,3.1) UCS et une forme

alternée
MM K XK. —> G (avec = K )

v KKy m, U Ky = Ksly
prolongeant eLﬂ . Maiz comme Ks est plat sur S , KU><KU contient
tous les voints de profondeur {1 de K“><KS , donc egn se prolonge en

=]
egn , évidemment bilinéaire alternée par densité. De plus si K, est
o

P L P . - .
fini cur S , esTI définit un morphisme de K_, dans son cdual de Cartier,
Pl

gui ect un isomorphisme en codimension 1, donc ezt un isomorphisme.

La démonctration de (iii) est tout & fait analogue : une trivialisa-
i ! s X s ions ci-dessus) s'é
tion ce ®2(LU) ur KU Ay (avec les notations ci-dessus) étend en
une trivialisation de ®2(LS) sur K,XA par le méme argument de

profondeur. B

Nous allons donc commencer ($3 et 4) par démontrer 2.4 lorsque S

est un trait ; dans ce cas le théoréme reposera de facon essentielle sur

1l'existence du modéle de Néron de la variété duale A% .

3. Le cas ou S est un trait : généralités.

3.0. Dans ce § on fixe 8 = Spec A , ol A est un anneau de valuation
discréte de corps de fractions F et de corps résciduel k . On note

X
m =908pec F, s =Spec k, et T =F /AX .

On ce donne de plus un S-schéma en groupes lisse de type fini

A —> S , tel que la fibre générique A, soit une variété abélienne sur

F (mais on ne suppose pac A semi-stable). On note A% la duale de
A, . et At le modéle de Néron de Aﬁ sur S . Enfin on note P, la
N . . , t
biertension de Poin .
biertension de Poincaré de (Aﬂ,Aﬂ) par Gm,n
Soit Lﬂ un G -torseur rigidifié sur , que l'on munit de son

unicue structure cubiste compatible a la rigidification. On a alors un

=

homomorphisme

(cf. I,4.1) défini par la condition

(3.0.1) “%%1XIdAn) (Pﬂ) =~ ﬂz(L )

1'isomorphisme (3.0.1) est alors unique si on lui impose de respecter les

n

rigidifications, ou, ce qui revient au méme, les structures de biexten-
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sions. Rappelcons aucsi le grcupe

K(L,) = Ker(@Ln) (1,4.2)
et le G _-torseur our K(L_ )
m Ui

Q(Lﬂ) = Lﬂ\K(Ln) (1,4.4)

-

cui ect muni carnornicuement (I, %4) d'une structure d'extension centrale

et d'une action du groupe souc-jacent sur le torseur Lﬁ . Enfin on note

Lm .,
e K(Ln)><K(Ln) ~—»»Gm,n

la forme commutateur accociée & cette extension, qui est un accouplement

alterné.

3.1. Applicuons maintenant au morrhisme 2 la propriété universelle
M
N . t . . .
du modele de Néron A~ : on obtient un unigue S-morphisme

(3.1.1) o . :A —> At
L ,5
gl
prolongeant $L , et 1'on pose
il
(3.1.2) KS(Ln) = Ker(@Ln,S) H

c'est un sous-5-schéma en groupes fermé de A (non nécessairement plat

sur §) prolongeant K(Lﬂ)‘

3.2. Lemme. 3oit A[l] le plus petit sous-S-groupe ouvert de A conte-

nant KS(LH) : il existe alors une unigque biextension E de (A ! ,A)

par Gm prolongeant Sz(Ln) ; cette biextension est munie canoniquement
d'une trivialisation o au-dessus de K_(L_.) XA , et d'un isomorphisme

SN
de symétrie

5: EA[llefll - S*EA[lle[ll

(ot s: A[l]><A[1] ——»-A[1]><A[1] est 1'échange des facteurs), prolon-

geant les données naturelles analoques sur SZ(LH) (en particulier §

est 1'identité sur la diagonale).

Démonstration : posons bré = S =
a P pour abréger Kﬂ K(Lﬂ)’ KS KS(Lﬂ)' n @Ln ’
. t
@S = @L s - Soit A“'° la composante neutre de At ; alors on a
’
. 1 (11 -1, t,0 t,o . .
evidemment A CZ$S (A ). Comme A est a fibres connexes, il

existe (3GA 7, VIII.7.1) une unique biextension P, de (At’o,A) par

G prolongeant P

o no I1 suffit alors de poser

91



L. MORET-BAILLY

*
E = (cpstdA) (PS)

qui prolonge ﬂz(Ln) par (3.0.1). L'unicité de E , ainsi gque 1'isomor-
phisme de symétrie & , résultent de SGA 7, loc. cit. La trivialisation

de E sur KS><A provient de la définition de E et de KS . n

La trivialisation ¢ et l'isomorphisme de symétrie & donnent

-

naissance, comme en I,3.3.5, & une seconde trivialisation o de E sur

KS><KS , d'ou un accouplement alterné, "différence" de 0 et o :

LT‘. - L
(3.2.1) eg': KS(Lﬂ)><KS(Ln) —> G ,S (0-—eS ),

qui prolonge l'accouplement et , ceci grice a I1,3.3.6.

3.3. Donnons-nous de plus un Gm—torseur cubiste LS sur A , prolon-

geant Ln . On posera alors, pour simplifier 1'écriture :
® =9 : A — At
LS Ln,S
(3.3.1) K(LS) = KS(LH)
Ls = I .
e = eS : K(LS)><K(LS) —_— Gm,S .

On vérifie immédiatement que si A est un schéma abélien, ces nota-

tions sont compatibles avec les notions habituelles (I, {4 et [M2], §23) =
par exemple K(L_) est bien le '"groupe des translations cui respectent
LS .

D'autre part notons A'tCZAt le plus petit sous—-groupe ouvert de

At contenant 1'image de ®p, et soient @ et et les groupes de
Q

o)
X . . t .
composantes connexes respectifs des fibres fermeées AO et Aé . Consi-

dérons le morphisme

®. XTd. : AXA —> A'TxA .
Ly A

3.3.2. Lemme. Il existe une (unique) biextension Pé de (A't,A) par

Gm S prolongeant Pﬂ , et 1'on a un (unique) isomorphisme de biexten-
14

sions :

* ! o~
(3.3.2.1) (o, XId,) (PY) = 8,(Lg)
° )
prolongeant (3.0.1). De plus la restriction de SZ(L ) a A[1]><A[l

est canoniquement isomorphe & la biextension E de 3.2 (A[l] étant

comme dans loc. cit.).
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Démonstration : d'aprés SGA 7, VIII.7.1, l'obstruction a 1l'existence de

Pé s'interpréte comme un accouplement

't
a(py) : @'~ x@ — (0/7), .

Comme sur la fibre générique on a 82(Ln) = (@n><Id)*(Pn), 1'obstruc-
tion a prolonger la biextension $2(Lﬁ) sur AXA est l'application
composée :

5Sx1d a(e,)
X —— @' XF —— (Q/Z’)k

ou 55 est induit par ¢y donc est surjectif par définition de at .
Comme &Z(L) est prolongée sur AXA (par Sz(Ls)), cette application
composée est nulle donc d(Pn)==O puisque 5S><Id est surjectif. Ceci
prouve 1l'existence de Pé et les autres ascertionc résultent de 1l'unicité

du prolongement (SGA 7, loc. cit.). B

3.3.3. L'isomorphisme (3.3.2.1) fournit une trivialisation naturelle de

la restriction a K. XA de la biextension & (LS)' prolongeant la tri-

vialisation habituelfe de sz(Ln) sur Kn><Aﬂ2‘ D'aprés I,§3 on en tire
un S-schéma en groupes, extension centrale de Ks = K(LS) par Gm,S
et noté Q(LS) : le G -torseur sur K(LS) sous-jacent a Q(LS)
s'identifie de plus & la restriction de LS a K(LS), et 1'on a une
action & gauche de Q(LS) sur Lg ; ces données prolongent le groupe
Q(Lﬂ) et son action sur L, . Enfin il résulte de I,3.3.6 et de la
compatibilité de E et SZ(LS), que la forme commutateur sur K(LS)

Ly

déduite de Q(LS) coincide avec la forme eL5:=eS de (3.3.1).

3.4. Proposition. Sous les hypothéses de 3.0, supposons de plus cue

(a) A est semi-stable

(b) L, est non dégénéré, i.e. K(L

Alors :

ﬂ) est fini.

(i) le morphisme @E s induit par wL g sur les composantes
-ql ’

neutres A° et At’O est surjectif, plat et quasi-fini.

(ii) o est plat et quasi-fini.
Ln,S

En particulier le groupe KS(Lﬂ) de (3.1.2) est plat et quasi-fini
sur S .

Remarque. L'hypothése de semi-stabilité est essentielle : prendre pour A
une courbe elliptique a réduction additive, et pour Lﬂ la puissance
p-iéme (avec p=car(k) ?> 0) de la polarisation canonique. Par contre si
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A est semi-stable mais Lﬂ quelconque, Jj'ignore si Ks(Lm) est
toujours plat sur S .

Démontrons 3.4. Comme A° est un sous-groupe ouvert de A , (ii)

résulte de (i). Montrons donc (i). Comme P =9 est fini, il existe
gl

m>»0 et ¢ﬁ :A; — By tels que J_o® soit la multiplication par m

mom
dans Aﬂ . Comme A est semi-stable c'est un sous-groupe ouvert du
modéle de Néron # de A, (sGa 7, IX.3.2) donc ¥

t,o

1 est induit par un

—> 2°=%° , qui vérifie ¢§°<Pg=[m]Ao . Or [m]Ao
est quasi-fini puisque A est semi-stable ; il en est donc de méme de

o . . . . . . .
©, qui est par suite surijectif pour des raisons de dimencion, et donc
(=]

, o X
morphisme 3 : A

plat grice au critére de platitude par fibres (EGA IV, 11.3.10. B

4. Le cas ol S egt un trait : démongstration de 2.4.

4.0. On gse place maintenant soug les hypothésec de 2.4, avec de plus
S = Spec A comme au §3. Grice aux conctructions du §3, lec parties (i),
( et (iii) de 2.4 sont démontréec sur 3 , sauf l'assertion de non-

dégénérescence de (ii). Cependant :

4.1. Lemme. L'assertion de non-dégénérescence de 2.4 (ii) résulte de
2.4 (iv).

Démonstration : on peut évidemment remplacer A par son hensélisé.
s . L N
Supposons KS fini sur S et soit N le noyau de e, ,=e,N , c'est-a-
[} psl

~

dire le noyau du morphisme de K dans son dual de Cartier KS défini

S

par eg .
On a d'abord N & (Kg)l = Kgn d'aprés 2.4 (iv) ; d'autre part la
derniére assertion de 2.4 (iv) montre que Nr‘Kg = {0} , donc N s'iden-
tifie & un sous-groupe de Kgn/K; = Kgb , d'ot N=0 puisque la forme
induite sur Kgb est une dualité parfaite. B
4.2. Prouvons maintenant 2.4 (v), ainsi que 1l'inclusion K;‘:(Kgn)l de
2.4 (iv) et le fait, affirmé dans 2.4 (iv), que egn induit une dualité
parfaite sur Kgb . Pour ces deux derniéres assertions nous pouvons

supposer A & fibres connexes, remplacer l'anneau R par son complété,

puis effectuer un changement de base fini étale de maniére a nous placer
. o .

sous les hypothéses de 2.4 (v). Posons alors L==LS . On dispoce alors

de 1l'extension de Raynaud

0 —>T —a Top —50
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et du @ -torseur cubiste LA sur a8 qui "algébrise" Leor ¢ ainsi,
par hypothése, que d'un Gm—torseur cubiste L sur B tel que
18 ~ 7*(§). L'existence de L équivaut d'ailleurs & celle de ifor
descendant Lfor sur le schéma formel Bfor ; de plus, notant pour sim-
plifier K=K, , je dis qu'il suffit d'établir :
(4.2.1) 1le schéma formel (K*°)_ = (k™) _ /(). c B s'identifie
te = for for for for
a K(ifor) ; de plus la restriction de e (3.3.1) a
fn fn ' . . , .
(K )for><(K )for est 1l'application composée : .
ab ab = = e for
Kfor XKfor KforXKfor = K(L:‘:'or) ><K(Lfor) Gm,for
_ . In . N . - -
(notons que Kfor—-Kfor puisque A est a fibres connexes).
g . . . . . e fn,L
En effet ceci établira bien 2.4 (v) et 1l'inclusion KS c (KS )T,
mais aucsi l'acsertion de dualité parfaite sur Kab puisque, comme
ab = s s . = s s s,
= 2] 1Nt S S 1

Kfor K(Lfor) est fini, le faisceau Lfor est non dégénéré sur Bfor’

et 1l'on sait ([M2], § 23) que ceci implique que e est non dégénérée.

t,o

Considérons maintenant la composante neutre A du modéle de

, t - t . .
Néron A de Aﬂ . Comme elle ect semi-stable, on a encore une extension
de S-schémas formels en groupes

" 1
t,o £ B 0

0 for

Tfor Afor
(ainsi que 1l'extension de Raynaud correspondante, que nous n'utiliserons
pas ici). On sait d'autre part qu'il existe une unique biextension P de
t . . . .
(A 'O,A) par Gm s v prolongeant la biextension de Poincaré (§3) et un
’

unique isomorphisme de biextensions sur AXA :

(4.2.2) 8,(L) = (9 x1d,)"(P)

d'olu une trivialisation de £2(L) sur KXK qui sert a définir e .

Or le morphisme @ donne naissance a un diagramme commutatif :

L

0 > Teor *Bfor T Bgoy — O
l l@L,for laL,for

O = Teor — Agé: " Bggr — 0

et d'autre part d'aprés SGA 7, VIII.3.5 la biextension Pfor sur

t,o - R . . . 5 .
AforxAfor se redescend en une unicue biextension _Pfor de (Bfor’Bfor)
ar G_ - . Comme O8,.(L S
p m, for 2( for) se redescend en Sz(Lfor) sur B.  XBg o,
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on en déduit grfce a loc. cit. un unique isomorphisme de biextensions

~ — * =
(4.2.3) 32( ) — (wL,for><IdA ) (Pfor)
for

Lfor
qui descend (4.2.2).

Or on sait (SGA 7, IX.7.4) que l'on peut identifier au schéma
t

for

B '
for

dual de Bfor , de sorte que Pfor corresponde a
t - .

Beor for - L'isomorphisme (4.2.3) montre

alors que, modulo cette identification, on a

abélien formel B

biextension de Poincaré sur X B

— . t
= °f *Beor Beor -

_ fn
) = Keor

(4.2.4) wL,for

Comme il est immédiat que Ker( = K

$L,for
ab

Ker mL,for = Keop - (4.2.4) montre bien que K

for ! et donc que

ab

for K(L

) = Ker (o= ).

for Lfor
Enfin la compatibilité de (4.2.2) et (4.2.3) nous dit que la trivialisa-
tion de 392(Lfor £ XK

proque, via

qui définit el est image réci-

) sur K for

fo for

ab ab _ =
Kfor x Kfor Kfor XKeor = K(L

de la trivialication de ﬂz(ifor) qui définit e . Ceci achéve de

prouver (4.2.1).

4.2.5. Remardque. L'auteur regrette d'avoir eu & utiliser la dualité des
parties abéliennes Bfor et B%or (SGA 7, 1X.7.4), laguelle repose dans
loc. cit. sur un théoréme d'orthogonalité (pour les modules de Tate)

tout a fait analcgue au ndtre, et qui devrait 1l'impliquer de maniére
beaucoup plus "formelle".

4.3. I1 reste a établir 1'égalité Kfn = (K“')'L , ainsi que la dualité
entre K” et K/Kfn dans le cas fini. Nous allons le faire sous les
hypothéses générales de 2.4 (iv), i.e. sans supposer que dim S=1 , et
en utilisant seulement 1'inclusion KL C (K*)*

D'abord 1'égalité Kfn = (k")* entraine 1'assertion de dualité :

en effet la forme eq induit un morphisme

(4.3.1) gk — (k%)

. . . . s L
qui est un isomorphisme sur les fibres génériques, parce que e 1 est
o . fn
une dualité parfaite (Lﬁ
¥ . Comme les deux groupes concernés sont étales

étant non dégénéré) et que par hypothése K
est 1l'orthogonal de K
sur S , et finis par hypothése, (4.3.1) est bien un isomorphisme, cqgfd.
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I1 suffit d'établir 1'égalité Kfrl = (Ku)L sur les fibres généri-
ques : en effet (Ku')'L , qui est par définition le noyau d'un morphisme
de K dans le groupe étale (K“')A , est ouvert (et fermé) dans K donc
plat sur S , et le quotient de (Ku)L par son sous-groupe fini et plat
Kfn est donc plat et quasi-fini donc nul dés que sa fibre générique est

nulle.

Pour tout nl}l , introduisons les groupes

_ Rm _ @m
(4.3.2) K = KS(Ln ) Kmln = K(Ln )
dont chacun est muni d'une forme alternée
ﬁ@m
e =e.1 : K X K — G
m S m m m,S
(4.3.3) L®m
= T] . ——
®m,n T € © Kn,n X, €,
la forme e, n étant une dualité parfaite.
Comme © m = me , On a
L Ul
m
-1
4.3.4 K = [(mlI (K
( ) o =L a, %)

et on rappelle ([M2], § 23) que pour € Kﬂ et vyE€ Km n ! on a

’

(4.3.5) em,n(x,y) = en(x,my) .

Par densité, (4.3.4) et (4.3.5) entralnent respectivement
2 — -1
(4.3.6) K [m]A (K)
3. 37 = pid XE €
(4.3.7) em( ' Y) es( ,my) ( K, vy Km)
La démonstration va consister a compter les dimensions. Posons

rg Ku , d. =1rg K

(4.3.8) d = rg K ’ d f

n W
dim Aﬂ , gD~

N - e}
(on rappelle gque T, est le tore maximal de A s et B AO/TO).

1]
e}
=
=
w

1

Q

1

Q

g dim TO r g

a o

4.3.9. Lemme. Pour tout m)1l , on a :

g 29-9
rg Km,n =d ng ,  rg K; = du m W , rg Kin = df m H

L N s s
De plus on a (Ku) CZ(K;) m (ou L désigne 1'orthogonal pour em)
et cette inclusion induit un isomorphisme
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L

byt . fn [V m, fn
(4.3.9.1) (Kﬂ) /Kn — (Km,n) /Km,n

Les assertions sur les rangs sont immédiates, la premiére en remar-
quant d'aprés (4.3.4) que K . est extension de Kn par mAn , les
r
deux autres résultant de fagon analogue de (4.3.6) et du calcul du rang

1
sur la fibre fermée. L'inclusion (Ku)lC3(K;) M résulte de (4.3.7) : si

x€ (k)Y et yE€ Kﬁl »ona e (xy)=e(xmy) =0 car my € KN K;Ln = k"

(1.2.2). Enfin, d'aprés (1.1.3) on a Kinﬂ K = KI®  donc 1e morphisme

(4.3.9.1) est un monomorphisme ; mais d'autre part comme e est non
r
dégénérée on a

L 2g9-g
-~ u‘ m = W = i W .
Ig(Km,ﬂ) rg Km,n/rg Km,n a, m ;
par suite le rang du second membre de (4.3.9.1) est ai%— , donc est
o f

indépendant de m donc égal (en faisant m=1) & celui du premier
membre. W

4.3.10. Lemme. Pour tout nl}l , le morphisme de multiplication par m :

L
L
By mo 2m, kM)
m,n M

est un épimorphisme.

En effet soit ¢m: K. n K, n le morphisme induit par la forme
e (d'un cdté ou de 1l'autre, au choix du lecteur) et ¢==¢1 :Kﬂ ——»-ﬁn.
14
On a alors le diagramme commutatif :
em o can " ~
K ( )
m,n m,n m,m
lxm lcan1 lcan2
Y
~ o can Moy
Kn Kﬂ (Kﬂ)

ou les fléches can , canl ' can2 sont déduites par dualité de Cartier
des inclusions naturelles. La commutativité du carré de gauche résulte
de (4.3.5). Par définition, (K;'n) m (resp. (Ku)l) est le noyau de la
fléche composée sur la premiére (resp. deuxiéme) ligne. Par le lemme du

serpent, il suffit de voir que la fléche
1 2
Ker(can~ ) — Ker(can”)

est surjective, ce qui équivaut par dualité & 1l'injectivité de

M W
K K —> K K
mrﬂ/ i mrﬂ/ Ul

98



LE GROUPE K(L)

autrement dit & 1'égalité K: =K Nk

- m, qui résulte de (1.2.2). ®

4.3.11. Les lemmes 4.3.9 et 4.3.10 montrent que, pour tout nl)l , la
multiplication par m dans le groupe (Kﬁ)L/Kfn est surjective. Comme
ce groupe est fini il est alors nécessairement nul, ce qui achéve la

démonstration.

5. Démonstration de 2.4 (i) : cas ou A est a fibres connexes.

5.0. Plagons-nous maintenant sous les hypothéses générales du théoréme
2.4. L'assertion 2.4 (i) étant de nature locale, nous pouvons supposer
que S est affine, et méme, grice 4 EGA IV, 8.8.2, que S est le
spectre d'une Z-algébre de type fini et normale. D'autre part comme

2.4 est démontré en dimension 1, il existe un gros ouvert UES (II, 3.1)
et un sous-groupe fermé KUCZAU , plat et quasi-fini sur U ,Lprolongeant
Kﬂ , et muni de plus d'une forme alternée ey prolongeant e 1 . Se
plagant aux points maximaux de S-U , on voit donc que 1l'on peut suppo-
ser que S est local normal de dimension % 2 , et essentiellement de
type fini sur Z , donc excellent, et que U est le complémentaire du
point fermé. Enfin, compte tenu du comportement de 1'adhérence schéma-
tique de KU par changement de base fidélement plat (EGA IV, 11.10.5)

nous sommes ramenés par complétion & la situation suivante :

(5.0.1) S=8Spec R, ou R est local noethérien complet normal de
dimension % 2 , et si s =Spec k désigne le point fermé de S
et U=5-{s}, il existe KU fermé dans AU , plat et quasi-fini

sur U et prolongeant Kﬂ , et une forme alternée eU sur KU

prolongeant ek .
Dans ce § nous supposerons de plus que
(5.0.2) A est & fibres connexes.

Sous ces hypothéses 1'adhérence de KU dans A est réunion de K
. , fn . . . fn
d dh 3. !
et de 1l'adhérence de KU/S (1.3.1) donc il s'agit de voir que KU/S
admet dans A un prolongement fini et plat sur S .
Comme R est local complet nous pouvons considérer, comme dans
2.4 (v), l'extension de Raynaud Al=| de A , et méme (quitte & effectuer
un changement de base fini étale) supposer comme dans loc. cit. que 1o

provient d'un Gm—torseur cubiste L sur B . Notons d'autre part que,

la correspondance entre sous-groupes de A et de AF exposée en 2.3,
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il suffit de voir que le sous-groupe (fini et plat sur U) KS/S de A%

admet un prolongement KhCZAh , £ini et plat sur S . Commengons par son

U/SCBU (2.3.2) :

"quotient abélien" K

5.1. Proposition. Kﬁ/s = K(EU) ; de plus K(L) est fini et plat sur S.

La seconde assertion résulte de la premiére : en effet

@iU: BU — BE est alors une isogénie, donc or ¢ B —> Bt est une
isogénie.

Montrons la premiére assertion. L'ensemble des points x€ U tels
que KU/S(X) # K(EU)(X) est un ouvert ; s'il n'est pas vide, il existe
donc un sous-schéma fermé YCS , intégre et de dimension 1, de point

générique & , tel que :

LK (8 # KB (D)

- Ag est un schéma abélien sur Spec 6 (donc (KU)§==K(L€)).

S, 8
Soit S' le normalisé de Y (qui est un trait, car Y est le
' ; 5 g
spectre d'un anneau local complet). La formation de A" , KU/S ' KU/S '
etc.,commute au changement de base (local) S' —— S , donc nous sommes
ramenés au cas ou S est un trait, et la proposition est alors un cas

particulier de 2.4 (v). B

Le groupe K(L) fournit donc un prolongement fini et plat de Kﬁ/s

dans B , que nous noterons K’ .

5.2. Soit m un entier % 1 tel gque mK._.=0 . On a alors des diagrammes

U
m
O —> T — AF I B —>0
m m
(5.2.1) ] ] ]
0 — ? -_ ? — K# —> 0
0 —> T —> A e B. —> O

U m U m-U

m
(5.2.2) ] ] ]
0 —> K% ek, — K o0
/S u/s U/s

ll#
(K )U
et le probléme consiste & compléter la ligne inférieure de (5.2.1) de

fagon compatible avec celle de (5.2.2). Posons d'abord

H= ( W)_l(K#

5
. Yo AT
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c'est un sous-groupe fini et plat de mAk’ , extension de K# par mT
D'autre part on voit immédiatement, comme mT est de type multiplicatif,

que KI[,J/S se prolonge en KmeT , fini et plat sur S (on peut par

.

exemple supposer T déployé, et utiliser la dualité de Cartier et le
fait que U est connexe puisque S est normal). Nous sommes donc con-

duits a un diagramme

#

—+ 2?2 — K — 0

Lo,

Q= T ——>H — K' —> 0

o
«~— R < O

T P
e
T = T/K
0]
et l'existence de 1l'extension cherchée (de K# par Kb) équivaut a

celle de la fléche pointillée (rendant le diagramme commutatif), sachant
que celle-ci existe déjd sur U . Or comme S est normal de dimension %2,
un morphisme HU e CU se prolonge en H — C puisque les groupes en
question sont finis et plats. Ceci achéve de démontrer 1l'existence de

KE:| , donc de K lorsque A est a fibres connexes.

6. Démonstration de 2.4 : cas général.

6.1. Commengons par démontrer 2.4 (i). Le raisonnement de 5.0 permet de
se placer dans la situation de (5.0.1). De plus 1'adhérence de Ky dans
A est réunion de KU et de l'adhérence de KS/S (1.3.0) donc nous
devons montrer que K[fj/s admet un prolongement fini et plat sur S .

Comme dans 5.2, soit m)1 tel que m KU= O . Nous avons des diagrammes

0 —> Afrl — Af —> E — 0
m m
(6.1.1) .T ] |
0 -—->Kfn —_— 2 —_— 2 —> 0
fn £
O—wvy 7y "nfy O
(6.1.2) ] ]
0 — k. —kf & — 0
ﬁ]/s u/s u/s
(Kf“)U
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ol il s'agit de compléter la ligne inférieure de (6.1.1) de fagon compa-
tible avec celle de (6.1.2). Ici le groupe Kfn existe gréce & 5.2, et
comme E est étale et fini sur S nous sommes dans une situation duale
de celle de 5.2 (plus exactement les diagrammes faisant intervenir les
conoyaux des inclusions verticales sont du type dual de (5.2.1) et
(5.2.2)). On peut donc conclure de la méme fagon & l'existence d'une

suite exacte

00—k S kf 8 —o0

complétant (6.1.1), ce qui démontre 2.4 (i).

6.2. Les parties (ii) et (iii) de 2.4 sont alors démontrées grlce au
lemme 2.4.1. Il reste & montrer (iv) et (v), et nous pouvons pour cela
(sauf pour la derniére assertion de (iv)) nous placer dans la situation
de (v). L'égalité K’ = K(L) résulte alors de la construction de K

(5.1). Considérons maintenant la forme alternée composée :

L
kN x kN s k@ x 3P ~ K#XK# £ 6, g -
r’

Comme 1'ensemble des points de S oU elle ne coincide pas avec eL

S
est un ouvert, nous pouvons appliquer le raisonnement de 5.1 et nous

ramener a la dimension 1, ce qui démontre 2.4 (v), ainsi que 1l'inclusion

Kfn ab
S -

(puisque L est non dégénéré). Enfin les autres assertions de (iv) en

1 A , s s s .
c (Ku) et 1'énoncé de non-dégénérescence sur K dans (iv)

résultent d'aprés 4.3.

7. Application & la variété duale.

7.1. Théoréme. Soit S un _schéma intégre localement noethérien normal

de point générigue m . Soit A un S-schéma en groupes semi-stable

dont la fibre générique A, est une variété abélienne. Alors :

(i) Il existe un unigque S-schéma en groupes semi-stable a fibres
connexes, noté At'o, prolongeant la variété duale Aﬁ de A, . et une
unigue biextension P de (At’9

. ’ t
de Poincaré Pn sur An><Aﬂ .

(ii) soit L° un € -torseur cubiste sur A° , dont la restriction

A) par Gm S prolongeant la biextension
14

L, a A, est non dégénérée. Notons A 1 le plus petit sous-groupe

ouvert de A contenant le groupe KS(Lﬂ) de 2.4. Alors le morphisme

© : A —~+-At se prolonge en un unigque morphisme @ :A[l] ——*-Ato,
Ly m L,,S
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[1]

et 1'on a = . De plus si est un —torseur
et 1'on a Ker(tpL S) KS(Lﬂ) De plus si L est _un Gm torseur

fnl
cubiste sur A[l] prolongeant L° , Oon_a un isomorphisme canonigque de
biextensions sur A[l]><A[1]
l] ~ , *
(7.1.1) 8 (L[ ) = (o X Id ) (P )
2 L,,s ™1 1] T, e,0.,01]

prolongeant 1'isomorphisme habituel sur Aﬂ xpm , et 1'extension centrale

de K_(L, ) = Ker(o ~) par G_ . déduite de cet isomorphisme par
- S Lﬂ’D m

Iixs
I.4.1, coincide avec 1'extension q(Ltl]) de 2.4 (iii).

o .
est bien connue

Démontrons (i). L'assertion d'unicité pour ats
en codimension 1 sur S , et en codimension } 2 elle en résulte par
[Rl], IX.1.4. L'existence et 1l'unicité de P résultent de II,3.6.

t,0

Pour l'existence de A nous pouvons supposer S local. Il

eriste alors sur A° un 6 _-torseur L° comme dans (ii) (par exemple
ample relativement a S , cf. [Rl]). I1 suffit alors de montrer que le
faisceau quotient AO/KS(Ln)FlAO est un schéma, puisque A% s'identifie

a Aﬂ/K(Lﬂ)' Plus généralement :

7.1.2. Lemme. Soient S un schéma localement noethérien, A un

S-schéma en groupes semi-stable, K un sous-schéma en groupes fermé de

A , plat et quasi~-fini sur S . On suppose vérifiée 1'une des deux hypo-

théses suivantes :

(i) localement pour la topologie étale sur S , A est quasi-
projectif.

(ii) K est étale sur S .

Alors le faisceau quotient A/K est un S-schéma en groupes

(évidemment semi-stable).

Démonstration : montrons d'abord que A/K est un espace algébrique sur

S (cf. [K]). C'est clair dans le cas (ii) ; dans le cas (i) la guestion
est locale sur S pour la topologie étale, donc nous pouvons supposer

que A est quasi-projectif sur S et que K se dévisse en

O—va—rK—rE——)O

ot kY est fini et plat et E étale sur S . D'aprés SGA 3, V.4.1 et
1l'hypothése de quasi-projectivité, le quotient A' = A/Kf est un schéma,
donc A/K = A'/E est bien un espace algébrique.

Pour voir que A/K est un schéma, il suffit de remarquer que (loca-

lement sur S) il existe NJ1 tel que KCINA ; 11 existe donc un mor-
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phisme guasi-fini 7 :A/K —> A , et l'on appligque [K], I1.6.16 (un
espace algébrique quasi-fini et séparé sur un schéma est un schéma). @

(1]

(ii). Le quotient A /KS(Ln) s'identifie a AO/KS(Ln)ﬂ a° puisque
A[l] = KS(Ln)Ao . Il s'identifie donc aussi & A™° d'aprés la construc-
tion faite en (i) ; modulo cette identification, on définit 9, g comme
rr]l
la projection naturelle A[l] ——4-A[11/KS(Ln).
1 L'isomorphisme (7.1.1) résulte de II,3.6. Enfin on a sur le torseur
L[l restreint a KS(Lﬂ) deux structures d'extension centrale qui

coincident au point générique de S , donc coincident sur s . W&

8. Gonflement des modéles semi-stables.

8.1. Proposition. Soient S un schéma, A un S-gschéma en groupes

semi-stable, j: H > H' un morphisme de S-schémas en_groupes commuta-

tifs étales, séparés et quasi-finis sur S , gqui est une immersion

ouverte, et @ :H — A un morphisme fini de S-schémas en groupes.

Alors la somme amalgamée A' = Aﬂ}iH' existe dans la catégorie des

S-schémas en _groupes commutatifs ; de plus le morphisme naturel

H' —> A' est fini, le morphisme naturel A — A' est une immersion

ouverte, et A' est un S-schéma en groupes semi-stable.

En effet considérons le morphisme

A :H —> AXgH'

h — (9(h),-j(h)) .

Comme przoK : H—> H' est une immersion, & est une immersion.

Comme prloK : H—> A est fini et H' séparé, & est fini
(EGA II, 6.1.5).

Donc A est une immersion fermée, et comme H est plat sur S ,

le quotient
A' = Coker(d)

est un schéma en groupes semi-stable (cas (ii) de 7.1.2) et il est
immédiat que c'est la somme amalgamée cherchée. Pour voir que le mor-
phisme naturel A 2, A' est une immersion ouverte il suffit de remarquer

que le diagramme
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(a,/h)  AXgH JddX7 Axg H'

1 l lw (projection naturelle)

at+o(h) A —2 5 ar

est cartésien, les deux fléches verticales étant des épimorphismes de
méme noyau. Comme T est fidélement plat et que IdXj est une immersion
ouverte, u est une immersion ouverte.

On montre de méme que v :H' —> A' est fini, grice au diagramme

cartésien

(h,h')  HxgH PXId AxgH'

o k

j(h)+h" H —L 5 a [ |

8.2. Corollaire. Soient S un schéma noethérien excellent intégre, A

un S-schéma en groupes semi-stable, N un entier % 1 . Il existe alors

un morphisme fini surjectif 7 :S1 —> S , avec Sl inteégre normal, et

un Sl—schéma en_groupes semi-stable Ai , contenant Al = A><SSl

comme sous-groupe ouvert et ayant méme fibre générique que lui, et tel

que_le novau de la multiplication par N dans Ai soit fini.

Désignons en effet par F 1le corps des fonctions de S et par F
une clbéture algébrique de F . Soit Fl une extension finie de F con-
tenue dans F , telle que les points d'ordre N de A(F) soient
rationnels sur Fl , et prenons pour S1 le normalisé de S dans Fl ’
qui est fini sur S puisque S est excellent. Notons G le groupe
fini NAl(Fl)' Pour tout a€ G , considérons 1'adhérence {g} de a

dans A, , munie de sa structure de sous-schéma réduit. Comme {a} est

contenuldans NAl il est guasi—fipi sur Sl ; comme a est rationnel
sur Fl ; le morphisme naturel {a} — Sl est birationnel donc est une
immersion ouverte d'aprés le "Main theorem" de Zariski (puisque S1 est
normal). Considérons le schéma somme
= || {a}
ats

c'est de fagon naturelle un S-schéma en groupes puisque la loi de

groupe de Al induit des morphismes
{a} x5 (b} —> {a+p} (a,b€G)

qui sont d'ailleurs des immersions ouvertes.
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On a par ailleurs une immersion ouverte

j: H—>H' =G4 = 1l s
1 a€c

de H dans le Sl—groupe constant H', et un morphisme naturel

1

©:H ——Q'Al

induit par les inclusions {a} —> A , et 9 est fini puisque ces

derniéres sont des immersions fermées. Nous pouvons donc appliquer 8.1

et poser

[ J— [
Al AILHI{ ;

c'est bien un S]—schéma en groupes semi-stable contenant Al comme

sous-groupe ouvert ; Ai et Al ont méme fibre générique car H et H'

ont tous deux pour fibre générique Gp - Enfin, comme Ai est semi-
1

stable, le groupe NAi est plat sur S donc son espace sous-jacent est
' » 1 . ’ 2 . 1 = ] . 1
1'adhérence dans Al de la fibre générique (NAl)Fl HFl ; c'est donc

aussi 1'image dans Ai du groupe constant H', qui est fini sur S . Il

en résulte que (NAi)red est fini sur S ce qui achéve la démonstration.®

8.2.1. Compléments. Supposons que S soit normal, que N soit inversible
sur S et (pour fixer les idées) que Ay soit une variété abélienne de
dimension g sur F . Le morphisme 7 consiste a rendre rationnels les
points d'ordre N de Az ; si U désigne un ouvert de S tel que A

F
soit un U-schéma abélien, on peut supposer de plus, dans 8.2, que :

U

a) T est étale au-dessus de U .
b) 7 est modérément ramifié en codimension 1 sur S .

c) m est galoisien, de groupe de Galois isomorphe & un sous-groupe
de GLZg(Z/NZ).

En effet a) et c¢) résultent du fait que (,A) est isomorphe, loca-
U

A

lement pour la topologie étale sur U, a (ZVNZ)%g . Montrons b). Soit

X un point de codimension 1 de S et soit I;p)CZGal(FS/F) le groupe
d'inertie sauvage correspondant, ol p est la caractéristique résiduelle
de x . Il s'agit de montrer que, pour tout nombre premier ¢ #p , Iip)

opére trivialement sur le module de Tate TE(AF ) . Comme GL(TE(AF ))
s s
est un groupe de Lie <£-adique et que Iip) est un pro-p-groupe,

l'action en question se factorise par un quotient fini de pr ; comme
A a réduction semi-stable au point x , cette action est unipotente
(SGA 7, IX.3.5) donc triviale.
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CHAPITRE V

Représentations des groupes théta

Sommaire.

0. Introduction.

1. Rappels et notations.

2. Représentations de poids 1 des groupes théta non dégénérés.

3. Représentations de poids 1 et sous-groupes de niveau.

0. Introduction.

Ce chapitre est entiérement indépendant des précédents ; il vise a
établir des théorémes de structure pour les représentations de poids 1
des "groupes théta non dégénérés" sur une base quelconque, & valeurs
dans un module non nécessairement localement libre. Le cas d'un groupe
lisse (qui est essentiellement celui des classigues '"groupes de
Heisenberg finis") est traité dans [M3] ; celui d'un groupe non nécessai-
rement lisse sur un corps algébriquement clos se trouve dans 1'appendice

de [Sel (d'aprés des notes de Mumford).

Au §2 on obtient l'analogue du théoréme de structure habituel
(th. 2.4.2) lorsque l'on admet l'existence d'une représentation locale-
ment libre ayant le "bon rang" ; on montre ensuite qu'une telle représen-
tation existe aprés un changement de base fidélement plat (et méme lisse,
cf. th. 2.7). Le §3 étudie les invariants d'une représentation de poids 1
sous un "sous-groupe de niveau" (th. 3.2) et en particulier montre e:xpli-
citement, lorsque le sous-groupe de niveau est "lagrangien", comment

reconstituer la représentation a partir de ses invariants (th. 3.4).

1. Rappels et notations.

1.0. Dans tout ce chapitre, S désigne un schéma. Si X est un S-schéma
affine sur S , on note A(X) la @s—algébre quasi-cohérente associée,

de sorte que X = Spec A(X).

Tous les (pré) faisceaux considérés seront sur le petit site des
S-schémas plats sur S , avec la topologie fppf. En particulier un
@S-module quasi-cohérent M est identifié au faisceau T +—> T(T,MT),
et un S-schéma plat sur S au faisceau qu'il représente.
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On note QCS la catégorie des @S—modules quasi-cohérents.
1.1. Tous les S-schémas en groupes seront supposés dans ce chapitre
affines et plats sur S . 3i G est un tel schéma en groupes, un
G-module (& gauche) est par définition un ©6_-module guasi-cohérent M,

S
muni d'une représentation linéaire de G (au sens des faisceaux), i.e.

d'un morphisme de faisceaux en groupes

(1.1.1) p:G —> Aut (M)

@S-Mod

ou, ce qui revient au méme (en considérant le point de G a valeurs
dans le S-schéma G correspondant a IdG) d'un automorphisme du

SG—module MG , ou encore d'un homomorphisme de @S—modules

(1.1.2) M — A(G)3M

vérifiant certaines relations. Lorsque 1l'on interpréte A(G)®M comme
le faisceau Hom(G,M) des "fonctions sur G a valeurs dans M", alors
1'homomorphisme (1.1.2) associe & m&M la fonction g —> p(g)(m)

sur G .

1.2. Si M est un G-module, on note MG le sous-faisceau de M formé
des G-invariants. Remarquons que MG est un Os—module quasi-cohérent :

en effet, désignant par MZar la restriction de M au petit site zaris-

kien de S , ceci revient a dire que la formation de (Mzar)Gcommute au

changement de base plat, ce qui est immédiat car il peut se définir

comme le noyau d'un morphisme convenable

(Cette propriété des invariants est la raison essentielle pour ladquelle
nous nous limitons au petit site, legquel suffit & nos besoins puisque

nous ne considérons que des schémas en groupes plats).

1.3. Soit G un S-schéma en groupes : le @S—module A(G) = Hom(G,@S)

est muni d'une structure naturelle de (GXG)-module, grice & la formule

-1

(1.3.1) [ovy£l(g) = £(v' Thgy) (E€A(G);Y,Y',g€G).
Nous noterons A(G), (resp. A(G)_) 1le G-module obtenu en res-
treignant 1'action ci-dessus & {1} XG (resp. Gx{1}). Notons que

A(G)+ est simplement la représentation réquliére (droite) de G .
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5i MéEQCS nous noterons Mtrlv le G-module M muni de l'action

triviale de G . On vérifie alors sans difficulté le lemme suivant :

1.3.2. Lemme. Si M est un G-module, le morphisme (1.1.2)

M — A(G) ® M= Hom(G,M)

est un G-morphisme de M dans A(G)+@DMter
Mtrlv avec le sous-module

, et un isomorphisme de

(a(e)_®m° = Hom(G,M)

de A(g)®M . N

1.4. Si G est un S-schéma en groupes, on note IGCiA(G) 1'idéal de

la section unité. Si G est fini localement libre sur S , on note G

son dual de Cartier, de sorte que

(9}
Il

Hom, (G,G

Hom )
(1.4.1) S—groupes

m,S

A(G) = (2(G),6g)

Hom
GS—Mod

et que A(a) est de fagon naturelle un A(G)-module, qui n'est autre

que le module dualisant relatif de G sur S .

Le groupe G opére de fagon naturelle sur le faisceau é(é) ; on
note
~ G ~
(1.4.2) D, = A(G)  cA(G)

le sous—@s—module des "mesures invariantes" de G . Il posséde les

propriétés suivantes (cf. [R3], Appendice) :

(1.4.3) D, est un @S—module inversible et un idéal de A(G) ; les
idéaux In et D, de é(a) sont localement facteurs directs
dans A(é) ; leur formation commute & tout changement de base,

et chacun est l'annulateur de 1'autre.
(1.4.4) Le morphisme

a(G) @ b, — A(&)
S

déduit de la structure de A(G)-module sur A(é) est un iso-

morphisme de A(G)-modules (on notera que le dualisant A(é)

est un A(G)-module inversible).
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(1.4.5) On dispose par dualité du @S—module inversible DéCiA(G) :

alors le morphisme

A ® —_—
D& O Dg O

induit par 1'accouplement naturel entre A(G) et A(G), est une

dualité parfaite entre DG et Da (loc. cit., lemme 7).

2. Représentations de poids 1 des groupes thé&ta non dégénérés.

2.0. On se donne dans ce § un S-schéma en groupes commutatif K , fini

localement libre de rang d2 sur S , et un groupe th&ta G au-dessus

de K , c'est-a-dire ([M2], § 23) une extension centrale
(2.0.1) 1 —6 o —G—>K—>1

s s 2

de K par Gm g ¢ due nous supposerons non dégénérée, c'est-a-dire que
r

1'accouplement alterné

(2.0.2) e: KXK —» G
m,S

défini par e(m(g),m(g')) = [g,g']‘= gg'g_lg'—l , est une dualité par-
faite. Notons que G est affine et plat sur S puisque c'est un

Gm—torseur sur K .

2.1. Si M est un G-module, la restriction & G, g de l'action de
’

sur M fournit une décomposition naturelle

(2.1.1) M= ui)
i€z
ou M(l) est le plus grand sous-module de M sur lequel G opére par

le caractére )\ —> AT . On dit que M est de poids i€Z si M==M(l)“

En particulier, l'action de § sur lui-méme par translations donne

une décomposition
(2.1.2) ag) = D 2P
i€z

ou A(l)(q) est l'ensemble des fonctions £ sur § vérifiant

f(ig) = le(g) pour X € G, et g€ G . Il est alors immédiat qu'un

G-module M est de poids 1 si et seulement si le morphisme (1.1.2)
M —> A(G)®M

se factorise par A(l)(Q)®P4‘
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2.2. Bien entendu la décomposition (2.1.2) ne dépend que du Gm—torseur
sur K sous-jacent a (G : de fagon précise si L est le @K-module

inversible associé a ce torseur (de sorte que G = Isom (6_,L)) et
————GK—mod K

si p:K —> S désigne le morphisme structural, on a
(2.2.1)

ce qui montre que A(l)(q) est un A(K)-module inversible et un

GS—module localement libre de rang d2 .

Il est immédiat que l'action de GXG sur A(G) définie en 1.3

respecte la décomposition (2.1.2) ; nous noterons

(1)

(2.2.2) E

le (GXG)-module ainsi obtenu, ayant A(l)(q) pour module sous-jacent,
et

(2.2.3) E_E_l) (resp. E\1))

(conformément & 1.3) le G-module obtenu en restreignant & {1} x§

(resp. Gx{1}) l'action de §X§ sur E(l) ; 1l est clair que Eil)

(

(resp. E l)) est de poids 1 (resp. -i).

Nous nous intéresserons désormais surtout aux G-modules de

poids 1 ; ils forment une catégorie abélienne, que nous noterons

ReP1(G) .

(1),

Considérons d'abord le (G X §)-module E :
2.3. Lemme. E(1> est un (G X §)-module irréductible, au sens suivant :
tout sous-(G X G)-module de (1 (1)

idéal de GS .

est de la forme IE , ou I est un
La démonstration est identique & celle de [Se], Th. A.4, reprise

dans [sz], viI, 5.2.3.1 : si wcgll)

en particulier invariant sous la diagonale GSGXG , d'ou l'on déduit

est invariant sous GXG , il est

que si f€W et Y€G, W contient encore la fonction
g — £y rgy) = [y L 9lE(g) .

Comme ( est non dégénéré, [V_l,g] = e(m(g),m(¥)) parcourt 1l'en-
semble des caractéres de K 1lorsque Y parcourt G ; appliquant ceci
au caractére universel de K (défini aprés le changement de base

K —> S), on en déduit facilement que W est un sous-A(K)-module de
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(1) (1)

E , donc de la forme JE(l) ou J est un idéal de A(K), car E
est un A(K)-module inversible. Enfin comme W est invariant sous
qx{l} , 1'idéal J est invariant par translations donc provient d'un
idéal de g - a

2.4. Supposons maintenant donné un G-module

A4S REP(l)(Q)

gui soit localement libre de rang d en tant que @S—module (on

rappelle que rg K==d2).

Le morphisme (1.1.2) (pour M=V) donne naissance a un homomorphisme

(2.4.1) ve v — a2 = g

S
qui, & v®vY €V®V' , associe la fonction g = {gv,v¥) sur G .
C'est manifestement un X G-morphisme, lorsque 1'on fait opérer Gx{1}
sur V par l'action donnée de G , et {1}xG sur V' par 1l'action

contragrédiente.

2.4.2. Théoréme.

(1) Le morphisme (2.4.1) est un isomorphisme.

(ii) VvV est un G-module irréductible (au sens de 2.3).

(iii) Si M est un G-module de poids 1 guelconque, le

G-morphisme naturel

(2.4.2.1) o s v®HomQ(v,1\4)trlv

M —> M

v®u — u(v)

est un isomorphisme.

(iv) Si N est un @S—module quasi-cohérent, le G-morphisme

naturel
(2.4.2.2) By N —»Homq(V,V®Nter)

X —> (Vv —> v® x)

est un isomorphisme.
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2.4.3. Corollaire. Les foncteurs

M > Homg(V,M) : REP'(G) —» QCg

triv

N —> VON : QcC —> REPL(()

S

sont des équivalences de catégories, guasi-inverses 1'une de 1l'autre.

C'est en effet une reformulation de 2.4.2 (iii) et (iv).

Démontrons 2.4.2 (i). Grlce a 2.3, nous savons que 1l'image de
(2.4.1) est de la forme IE(l) , ou ICZGS est un idéal. Considérons

le composé

ve v (2.4.1) A(l)( €

G) ——)@s

ol & est l'évaluation & l'origine de ¢ . Ce composé n'est autre que
la forme canonique v®v¥ — {v,v') donc est surjectif. Il en résulte
que I=0g donc que (2.4.1) est surjectif, d'ol notre assertion puisque

vev et E(l) sont de méme rang d2 .

Pour établir (ii) considérons un sous-G-module W de V : alors
(1)

WO V' est un sous-(G X G)-module de V® v ~ E , donc il existe un
idéal I<6g tel que WOV = I(VBV') = (IV)®V' d'od W=1IV , cqfd.
Notons ensuite que (iv) résulte de (iii) : il est en effet immédiat

que le diagramme

Id QB
voaN —L N, y® Homn(V VO N

Idv®\\\\ z//// ter

triv)

v® Ntrwv
est commutatif : si donc & triy €St un isomorphisme, il en est de
VO N
A ® .
méme de IdV BN , donc de BN

Pour montrer (iii), considérons le diagramme

Idv® (inclusion naturelle)

V® Hom. (V,M) —> V® Hom, (V,M)
=G E——
la
o ¥ vV dM

f (2.4.1)®1q,
(1.1.2) ES P
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Je dis que ce diagramme est commutatif. D'abord, si vE€v , vV€Ev’
et m€EM, 1l'image de v®v'dm par la fléche (2.4.1) R Id, est la
fonction g h—a-(gv,vv>m sur G & valeurs dans M . On en déduit que
si vE€V et uf€Hom(V,M) (et en particulier si uffgng(V,M)) alors

Y(v®u) est la fonction
g — ul(gv) .

Partons maintenant de v&€V et uct HomQ(V,M). Alors
aM(VEDu)==u(v)€ M , et lorsqu'on applique le morphisme (1.1.2) a cet

élément de M on trouve la fonction
g —> gu(v) =u(gv)

puisque u est un G-morphisme, d'ou la commutativité annoncée.

faisons opérer § sur VSDHomES(V,M) par 1'action
triviale sur V et par (g,u) +— gug_1 sur Hom: (V,M) ; il est alors
S

immédiat que Y est un (-morphisme & valeurs dans Egl)@3M ; il en

D'autre part,

résulte que Y s'identifie & la fléche induite par ¥ sur les

G-invariants, puisque HomQ(V,M) = Homa (V,M)Q par définition, et gqu'on
S

a déja vu (1.3.2) que M = (EiQQM)q . Ceci achéve la démonstration

puisque ¥ est un isomorphisme. B

2.5. Les résultats de 2.4 aménent a poser le probléme de 1l'existence
(aprés un changement de base "raisonnable") d'une représentation locale-
ment libre de rang d . Commencons par indiquer la méthode "classique"

pour obtenir de telles représentations :

2.5.1. Définition. Un sous-groupe de niveau de G est un sous-schéma en

groupes HC G , fini localement libre sur S et tel que HN Gm = {1}.

Un_sous-groupe de niveau est dit lagrangien s'il est de rang d sur S.

Si H est un sous-groupe de niveau de § , la projection

M : G —> K induit un isomorphisme de H sur un sous-groupe H de K3

1
en particulier H est commutatif et Hl est isotrope pour la forme
e: KXK — Gn , donc le rang d' de H divise d , et l'orthogonal
Hi de H, (noyau du morphisme composé K —=» K —» ﬁl) est fini loca-

lement libre de rang dz/d'. En particulier H est lagrangien si et

. L .
seulement si H]==Hl ; nous dirons dans ce cas que H est un sous-

1
groupe lagrangien de K . On prendra garde qu'un sous-groupe lagrangien

n'a pas nécessairement de supplémentaire : on peut avoir par exemple
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K = (z/nzz)xm 5 et Hy = (Z’/nz)xlp.n . Enfin il résulte de la démons-
n

tration de 2.5.4 ci-dessous que H est lagrangien si et seulement si,

pour tout changement de base S' —> S , le groupe H est maximal

Sl
parmi les sous-groupes de niveau de QS"

2.5.2. Proposition. Soit HC G un sous-groupe de niveau de rang d', et

posons

(1)yH _ (1)){1}xH

(E =2 g .

(1)

Alors V est un sous-G-module de E+ , localement libre de rang dz/d'

comme @S—module. En particulier si H est lagrangien, V est localement

libre de rang d .

En effet, V est le faisceau des morphismes £ : § ——e-GS vérifiant
f(hg) = £(g) et £(Xg)=Xf(g) pour h€H, g€ G et XE G, - Il s'iden-
tifie donc a 1l'image directe sur S d'un certain faisceau inversible
sur K/H (& savoir le dual du faisceau inversible associé au
G -torseur H\G sur K/H) d'ou la proposition puisque K/H est locale-

ment libre de rang dz/d'. a

Nous voyons donc que 1l'existence d'un sous-groupe de niveau
lagrangien implique celle d'une représentation de poids 1, localement

libre de rang d . Or

2.5.3. Proposition. Le foncteur

N: (Sch/s)°® —> (Ens)

qui, & un S-schéma S', associe 1'ensemble des sous-groupes de niveau

lagrangiens de QS" est représentable par un S-schéma projectif et
surjectif sur S .

Démonstration : on représente d'abord le foncteur Nl des sous-groupes

lagrangiens de K par un fermé de la grassmannienne des quotients de

rang d de l'algébre A(K) de K . Sur le schéma obtenu (encore noté Nl)
on a le sous-groupe universel HlCiKN ; le faisceau des relévements de
1
H, dans QN- est alors un torseur (sur Nl) sous le groupe fini H
1
puisque Extl(Hl,Gm)=13 . Ce torseur est le S-schéma projectif cherché,

la surjectivité résultant du lemme ci-dessous :

2.5.4. Lemme. Si S = Spec(k) ou k est un corps algébriquement clos,

le groupe G admet un sous-groupe de niveau lagrangien.
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En effet, soit H1CZK un sous-groupe maximal parmi les sous-groupes

. . 1
isotropes, et soit Hl son orthogonal pour la forme e . Supposons

nglﬁ: et soit ZC:H';/Hl un sous-groupe de rang premier. Soit HSEG

un sous-groupe de niveau relevant H (il en existe car

1
Extl(Hl,Gn)==O) et considérons le groupe thé&ta non dégénéré
L

§=n"tw))/m

au-dessus de HJ]:/Hl : alors d'aprés [M2], § 23, lemme 1 (ou [Sz], VII,
th. 2.3) 1'image réciproque de Z dans § est un groupe commutatif,
i.e. Z est isotrope dans H’;/Hl , ce qui contredit le choix de H1 .

o donc H et H sont de rang d puisque K/Hiﬁ=ﬁ .a

On a donc H1==H1 ’ 1 1

La proposition 2.5.2 et le lemme 2.5.4 permettent de retrouver

(compte tenu de 2.4) le classique

2.5.5. Théoréme. On suppose que S = Spec(k) ou k est un corps algé-

briquement clos. Alors G admet une unique représentation irréductible

V de poids 1. On a dimkV==d , et toute représentation de poids 1 de G

est somme directe de copies de VvV . W

2.5.6. Remarque. Si le corps k n'est plus supposé algébriquement clos,
il reste évidemment vrai que toute représentation de poids 1 de § est

de rang multiple de 4d .

2.6. I1 n'y a aucune raison pour que le schéma N de 2.5.3 soit plat
sur S ; j'ignore méme si le morphisme N —> S est un épimorphisme de
schémas. Revenant au probléme initial de 2.5, remarquons d'abord que si
V est un G-module de poids 1, localement libre de rang d , alors V
est, en vertu de 2.4.2 (i), localement isomorphe a un facteur direct du
G-module Eil) . Ceci nous conduit & poser, pour tout S-schéma S' :

(2.6.1) P(s') = {sous-G-modules de (E(l))

+ gt localement facteurs

directs de rang d comme sous—@s.—modules} .
I1 est immédiat que P est représentable par un fermé d'une

grassmannienne convenable donc par un S-schéma propre ;: de plus le

morphisme P —> S est surjectif grfce & 2.5.3.

2.7. Théoréme. Le S-schéma P de (2.6.1) est propre et lisse sur S ,

et ses fibres géométriques sont des espaces projectifs de dimension d-1
(autrement dit, P est un "S-schéma de Severi-Brauer").
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Démonstration : supposons d'abord qu'il existe un G-module V de

. 1
poids 1, localement libre de rang d . On a alors (2.4.2) V2 v~ E( ),

(1)
+

et les sous-G-modules de rang d de E sont (d'aprés 2.4.3) de la

forme V®W ou WcV' est inversible. Ceci établit un isomorphisme

entre P et le schéma P(V') des "droites" de V' , d'ol 1'assertion
sur les fibres géométriques. Pour voir que P est lisse sur S , nous
pouvons supposer S =Spec A avec A local. Soit SO=Spec(A/I) ou I

est un idéal de carré nul. Posons G, =0GXgS, + et soit
Pyt Gy —> GL(V,)

une représentation de poids 1, ou v, = (A/I)d .

Posant V=Ad , 11 s'agit de montrer que P, se reléve en

p:G — GL(V)

(nécessairement de poids 1).

Soit r wun entier ¥ 1 et considérons la représentation

(r) . Dr
P # Gy T GLIV )
déduite de [ et supposons gue pér) se reléve en

p': G —> GL(W)

ol W est libre de rang rd avec WO=VZ . Nous pouvons évidemment
supposer que Ww=v" (de fagon compatible a la décomposition WO=V(I;).
Pour tout g€qg, p'(g): vE — v¥  est représenté par une matrice
(Q?J(g)) (1€i, <) a cgefficients dans End(V). De plus

,Oll(g) =po(g) (mod I) et plj(g) est d coefficients dans I si i# 7.
Pour g et g'€G , la relation p'(gg')=p'(g)p'(g') implique en

particulier ("produit par blocs") :
r . .
11 ' 11 il, 11 11, ,
P Tlag) =L S p (9l (g') = p (g (g')
i=1
puisque, pour i#1 , pll et pll sont a coefficients dans I , et que
1 , .
I"=0 . Donc p L, G —> GL(V) est une représentation de § relevant

o -

o
P . a v (1)
Il suffit maintenant de remardquer cue Vc o VP5§VO =~ Eo , donc
d , . ' -
que p( ) se prolcnge en la représentation naturelle de § sur E_(Fl),

o
et d'appliquer le calcul ci-dessus avec r=d . ®
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3. Représentations de poids 1 et sous-groupes de niveau.

3.0. On se donne S et G comme en 2.0, et l'on fixe de plus un sous-

groupe de niveau HC { ; on note Hl l'image de H dans K , et

HL13Hl son orthogonal ; on pose de plus

]
B
o)

'
G 1
G =G'/H=Hg ;
il est immédiat que G' est le centralisateur de H dans G , que
c'est un sous-groupe invariant de G , et que § est un groupe thé&ta

non dégénéré au-dessus de
- 1
K = Hl/Hl .
Si H est lagrangien, on a simplement §==Gm s -
’

3.1. Soit M un G-module : le sous—@s—module M?  Ges H-invariants
est de facon naturelle un G-module, qui est de poids i dés que M

est un G-module de poids i . On obtient ainsi un foncteur

rRepl(q) —s REPL(G)

M —_ MH .

(3.1.1)

3.2. Théoréme.
(i) Le foncteur (3.1.1) est une équivalence de catégories.

(ii) Soit M wun G-module de poids 1, et soit P un @s—module

guasi-cohérent, muni_des actions triviales de G et § . Alors le mor-

phisme naturel de G-modules

Mi®p —s (M® p)H

est un isomorphisme. En particulier le foncteur (3.1.1) commute a tout

changement de base.

Démonstration : par descente fidélement plate appliquée au S-schéma P
de (2.6.1) (grice au théoréme 2.7) on peut supposer que (G admet une

représentation de poids 1, localement libre de rang d , dque nous note-

rons V ; on sait alors (2.4.3) que tout G-module de poids 1 est de

la forme V®Ptrlv pour un unique P quasi-cohérent sur S .

Commengons par montrer (ii) : d'aprés ce qui précéde il suffit de

le faire pour M=V ; considérons donc le morphisme
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(3.2.1) Vep — (vap)l
tensorisant par V' (muni des actions triviales de G et §) on obtient
(3.2.2) oy sp — (vap) ey

mais comme V' est localement libre il est clair que (3.2.2) s'identi-

(3.2.3) (vavHBep — (vav 2 p)E

Or le théoréme 2.4.2 affirme que le G-module va v (pour les
(1)
+

-

actions de § envisagées ici) est isomorphe & E . Nous sommes donc

2

ramenés a prouver que
(3.2.4) (£, 9p —s (Eil)(z?)p)H

est un isomorphisme ; or il est immédiat que les deux memnbres s'identi-

flent a
Hom,, (G/H,P) ,
m, S
la notation Hom désignant les morphismes de faisceaux qui sont
m,S
"de poids 1", i.e. compatibles aux actions naturelles de G_ . .

m, o
I1 reste a établir (i). Notons d' 1le rang de H , et montrons

d'abord que le @—module VH est localement libre de rang d/d' comme

@S—module (on pourra donc lui appliquer 2.4.2 puisque K est de rang

d2/d'2). I1 suffit pour cela de voir que le @S—module

viov = (voy)f = (Eil))H
est localement libre de rang dz/d' ; la démonstration est entiérement

analogue a celle de la proposition 2.5.2.

Ceci étant, l'assertion (i) résulte de la considération du diagramme

de foncteurs suivant :

P
/T K//// \\\\\\ X\\
vop pl(g) —C)s pyp!

M ———— MH
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L'assertion (ii), déja prouvée, montre que ce diagramme est commu-
tatif (& isomorphisme prés) ; le foncteur (A) est une équivalence gréice

a 2.4.3, et il en est de méme de (B) d'aprés ce qui vient d'étre dit. B

3.2.5. Remarque. Il résulte du théoréme ci-dessus que pour tout

M€ REPl(Q), le G-module M est induit par M lorsque 1l'on considére
celui-ci comme un §'-module grice & 1'isomorphisme § = G'/H : en
effet si Ml est un G-module (que 1l'on peut supposer de poids 1), on
H

Homg , (11 ,le) = Hom(—}(MH,MIiI

H — s
Homq.(M ’Ml) ) = Homq(M,Ml) .

3.3. Dans le cas ou § admet une représentation V , localement libre
de rang d , la démonstration de 3.2 donne un guasi-inverse du foncteur

M —> MH : c'est le foncteur

(3.3.1) REPl(E}) —> REP(Q)

N —> VD Hom@(vH,N)tmv .

Nous allons 1l'expliciter un peu plus dans le cas particulier ou H
est un sous-groupe de niveau lagrangien et ou

(1))H

vV = (E (cf. 2.5.2).

Dans ce cas, on a G=G et VH est un O6_-module inversible,
A m,S S —_—

comme on l'a vu dans la démonstration de 3.2 (puisque d'=d , avec les

notations de loc. cit.). On obtient donc, comme quasi-inverse de
M —> MH » le foncteur
(3.3.2) QCq —>REP1(Q)

N —s v® (V) lay .

Il s'agit donc de calculer VH :

3.3.3. Lemme. VH est canoniquement isomorphe au faisceau DH des

mesures invariantes sur H (1.4).

Démonstration : V' est par définition 1'ensemble des £€ A(G) véri-
fiant, pour h€H , g€ G et 1€ G
(a) f(hg) = f(g) , i.e. £E€ Hom(H\Q,@S) = A(H\G)

(b) £0g) = A£(g) , i.e. £€Homg (H\G,0g) = AP mg = v

(c) £(gh) = £(q)
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Nous allons construire un morphisme

© : D —>}_\(1)(H\Q)=V

H
et montrer ensuite qu'il induit un isomorphisme de Dy sur VH .
Localement sur S , il existe une section

g : H\K —> H\G

du Gm—torseur H\G sur H\K : en effet si S est local, H\K est
semi-local donc Pic(H\K) est nul. Nous pouvons de plus supposer que @

respecte les sections unités de H\K et H\G , i.e. que

(3.3.3.1) ole = eH\Q .

Une fois choisie une telle section, on obtient un isomorphisme de

A(H\K)-modules :

(3.3.3.2) o : A(H\K) = v=a'l)

o (H\G)

en associant a la fonction f£ sur H\K 1la fonction @
telle que pour A\ € G, et k€ H\K , on ait

g (£) (N0 (K)) = AE(K)

puisque tout g€ H\G s'écrit de fagon unique g = \o(k).

Bien entendu Pq dépend du choix de ¢ ; mais si 1'on change 7

en o0 (o0 o :H\K — G, vérifie &(eH\K)==1 4 cause de (3.3.3.1)),
on obtient immédiatement la formule
- _ -1
@ad(f)(Av(k)) = o(k) AE(k)
drol (¢, (£)-9.(£)) (A7 (X)) = X(a(k)T'=1)£(k) .
Comme la fonction k h—»-a(k)—l—l est dans 1'idéal Iy\g + nous
voyons que la restriction de P a 1'idéal annulateur de IH\K ne

dépend pas de 0 . Comme d'autre part H\K est isomorphe & H gréce a

la forme commutateur e de G , cet annulateur s'identifie a

Anné(ﬂ)(lﬁ) = Dy (1.4.3).
En bref nous obtenons grice a 9y un isomorphisme (globalement
défini sur 8) de DH sur un sous—@s—module de V qui n'est autre que

l'annulateur, dans le A(H\K)-module V , de 1'idéal I puisque

H\K '
®y est un isomorphisme de A(H\K)-modules. En particulier ce sous—@s-
module est inversible et localement facteur direct, et puisque nous

savons que VH est inversible il suffit, pour achever la démonstration,
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de montrer dque

) e v

ann, (T,

Soit donc £€V , annulée par : nous pouvons considérer f

Tk *
comme une fonction sur § vérifiant les conditions (a) et (b) énoncées
au début de la démonstration. Il reste a vérifier la condition (c) ; or

si g€G et h€H, on a

I

f(gh) = f([g,h]hg) lg.nlf(ng) (condition (b))

I

[g,h]f(g) (condition (a)).

Mais pour h fixé, la fonction g +—> [g,h] provient d'un carac-
tére Xh de H\K (via la projection G —> H\G — H\K) ; en particu-
i.e.

lier l—Xh est dans donc f = th puisque f annule I

IH\K H\K '

£(gh) = [g,nle(g) = £(g)

ce qui établit la condition (c) et achéve la démonstration. B

Nous pouvons résumer comme suit les résultats de 3.3 :

3.4. Théoréme. Soit H un sous-groupe de niveau lagrangien de G :

alors pour tout ME REPI(Q), on _a un isomorphisme canonigque

M = A(l)(H\q)®D;I1®MH

de G-modules, l'action de G sur A(l)(H\Q) étant déduite des trans-

lations & droite sur H\G, et 1l'action sur D, et M?  gtant triviale.

3.5. Compléments. Lorsque H n'est plus supposé lagrangien, on peut

montrer que le foncteur (3.1.1) admet pour quasi-inverse le foncteur
1, 1
(3.5.1) REP™(G) — REP (G)

-1
N b—»Hom-q(H\Q,N)®DH ;

ici on fait opérer G sur H\G par translations a gauche, de sorte que

Hom=(H\G,N) a bien un sens ; ce dernier est alors muni de l'action de
G déduite des translations a droite sur H\( de sorte que le second

membre de (3.5.1) es: bien un (-module de poids 1 (avec action tri-
).

viale de ¢ sur Dy

Pour voir que (3.5.1) est un quasi-inverse de (3.1.1) il suffit,
puisque (3.1.1) est une équivalence, de construire, pour tout

M€ REPl(Q), un isomorphisme canonique
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~ H
(3.5.2) QM : M®DH ——>_H£n§(H\Q,M ) .

Introduisons d'abord une notation commode. Si G est un S-schéma
en groupes commutatif fini localement libre et P un Gs—module quasi-

cohérent, 1'accouplement naturel

A(G) ®A(8) — Og

induit par tensorisation un morphisme

POA(G)®A(G) — P

ou encore un morphisme
(3.5.3) Hom(G,P)® A(G) —> P .

Conformément a 1'usage de [R3], nous pouvons considérer les sections
-
de A(G) comme des mesures sur G ; dans ces conditions, 1'homomorphisme

(3.5.3) sera noté

(3.5.4) £fOu —’g f(g)ug (f € Hom(G,P);:# € A(G)) .
G
Nous pouvons alors définir le morphisme CM annoncé : si m€M
et si M€ DH est une mesure invariante sur H , on considére la fonction

g — 9(g) = S (hgm)uh

il est alors immédiat que ¢ est H-invariante & gauche et que

v(g) € M pour tout g€ G , donc ¢¢€ EQQ(H\Q,MH), et il est non moins
clair que ¢ : H\§ — M est un G-morphisme, qui est par définition
QM(mEDM). Nous n'infligerons pas au lecteur les calculs sinistres mon-
trant que ¢ est un isomorphisme, et nous n'utiliserons pas ce résultat

M
dans la suite.
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CHAPITRE VI

L'image directe

Sommaire.

0. Introduction.

1. G(L) et la descente.

2. Faisceaux amples : cas ol la base est un trait.

3. Généralisation & une base normale guelcongue.

4. Application : un théoréme de négativité de 1l'image directe.

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori.

0. Introduction.

Etant donnés un schéma S , supposé normal irréductible pour simpli-
fier, un S-schéma en groupes semi-stable A NI qui est générique-
ment un schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste L sur A ,
ample relativement & S , on s'intéresse dans ce chapitre aux propriétés

de 1l'image directe £ L .

L'action du groupe G(L) (construit au chapitre IV) sur £,L
s'avére un outil aussi efficace que dans la théorie classique [M3] :
c'est ainsi que 1l'on obtient sans difficultés les énoncés habituels sur

la descente par isogénie de L et de ses sections (§1).

Pour une étude plus fine on est conduit (comme aux chapitres II et
IV) & traiter d'abord le cas ol S est un trait (§2) : dans ce cas f£,L
est automatiquement libre de rang fini, et est, lorsque K(L) est fini
sur S , un G(L)-module irréductible au sens du chapitre V. On en
déduit un résultat qui sera essentiel dans toute la suite, le théoréme
2.4 "d'invariance par gonflement" lorsque L est symétrique et K(L®2)

fini sur S .

Lorsque dim S %2 on ne dispose de résultats intéressants (§3) que
lorsque L est symétrique ; on procéde en quelque sorte en sens inverse
du §2, en étendant d'abord (3.4) le théoréme 2.4 déja cité, puis en

montrant que, sous les mémes hypothéses, f,L est localement libre

(3.5 ; 1'énoncé est méme plus précis) et que sa formation commute & tout
changement de base '"raisonnable" (3.5.3). La démonstration, un peu déli-

cate, occupe la majeure partie du §3 ; elle fait un usage essentiel des
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résultats du chapitre V, et s'inspire en partie (notamment le lemme
3.6.5) de résultats de Mumford.

Enfin le "théoréme de négativité" du §4 donne un avant-gofit des
techniques des chapitres suivants, reposant sur 1'idée d'évaluer les

sections aux points d'ordre fini.

1. G(L) et la descente.

1.0. Dans tout ce § on se donne

- un schéma localement noethérien S

- deux S-schémas en groupes A —£+ s et B-ILs , lisses, commu-

tatifs, séparés et de type fini sur S

- un morphisme surjectif (donc plat, grlce & EGA IV, 11.3.10)
X :A —> B de S-schémas en groupes ; on note H = Ker )\ .

On fait de plus sur A et B 1'hypothése suivante :

(1.0.1) il existe un sous-schéma ouvert UCS , schématiquement dense

dans S , tel que les schémas induits AU et BU soient des

U-schémas abéliens.

On se donne par ailleurs sur Gm-torseur cubiste L sur A .

Au-dessus de l'ouvert U , on dispose alors du sous-groupe fermé

= (e
Ky = K(Ly) < Ay
et de 1l'extension centrale QU = Q(LU) de KU par Gm,U , laquelle
"opére" naturellement sur le torseur L_ ; ces données sont équivalentes

U
a celle d'une trivialisation naturelle de la biextension QZ(LU) res-

treinte a KUXAU (I, §3 et 4).

Dans ces conditions on suppose de plus donnés :
- un sous-schéma en groupes fermé K de A , prolongeant KU

- une trivialisation de la biextension SZ(L)RXA , prolongeant la
trivialisation naturelle de ﬂz(LU) sur K;XA, ; ou encore, en
d'autres termes, une extension centrale

1 —>G — § — K —> O
m,S

prolongeant QU , et munie de plus d'une action sur L prolongeant
l'action de QU sur LU ’

s'identifiant alors naturellement a la restriction & K du torseur L .

le Gm—torseur sur K sous-jacent a §
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1.1. Remarque. Les données K et ( ci-dessus existent en particulier

dans chacun des cas suivants :
1) U=S , i.e. A est un S-schéma abélien (!)

2) S est régqulier de dimension 1 (IV, §3)

3) S est normal aux points de S-U , A est semi-stable sur S ,
et le faisceau Ly sur le schéma abélien Ay est non dégénéré (1IVv,
2.4) : dans ce cas on peut méme supposer K plat et quasi-fini sur S .

1.2. Proposition (descente de torseurs cubistes). Sous les conditions de

1.0, 11 v a égquivalence entre :

(1) la catégqorie des couples (M,o¢) ou M est un G -torseur

* ~ 0 . .
cubiste sur B et @:) M — L un isomorphisme cubiste

(ii) comme (i), en supprimant deux fois "cubiste"

(iii) la catégorie (discréte) des morphismes B :H — G de

S-schémas en groupes, rendant commutatif le diagramme

H=Ker \
/1
G = Ke—a

En particulier, pour que L se descende a8 B , il faut et il

suffit que H soit un sous-groupe de K , et que 1l'extension centrale

induite sur H par G soit triviale.

Démonstration : comme les trois catégories en question sont des
groupoides rigides, les équivalences se réduisent simplement a des

bijections entre classes d'isomorphisme d'objets.

Montrons d'abord 1'équivalence entre (i) et (ii). Si M est un
G -torseur sur B et « :AM =5 L un isomorphisme, il s'agit de
trouver sur M une structure cubiste descendant celle de L . Or on a
déja sur M une rigidification déduite de celle de L , grlce a 1l'iso-
morphisme & . On en déduit, au-dessus de U (puisque BU est un
schéma abélien) une unique structure cubiste sur M, compatible a cette
rigidification, donc aussi & la structure cubiste de LU . Soit T 1la
section de 83(L) sur A3 définissant la structure cubiste de L : sa
restriction U a4 U est compatible avec la donnée de descente sur
8,(L)y (velativement & \xxxX:A> —> B%) déduite de (8,(),8,(a)),
puisque nous venons de voir que U provient d'une structure cubiste
sur MU . Comme A% est schématiquement dense dans A3 ;, T est elle-

méme compatible & la donnée de descente en question, d'ou par descente
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fidélement plate une trivialisation de £3(M) sur B3 , qui est auto-

matiguement une structure cubiste.

(i) —> (iii) : partons de (M,¥) comme dans (i). On en déduit sur
L une donnée de descente relativement & ) , c'est-a-dire une action de
H sur le S-schéma sous-jacent & L , compatible & l'action par trans-
lations sur A . Le S-schéma L est d'autre part muni d'une section ¢
déduite de la rigidification. On en déduit un S-morphisme £ ("orbite

de €"), rendant commutatif le diagramme

/.

P m

L

Au-dessus de U , il est bien connu [M2], § 23 ou [Sz], exp. VII)
(L..)

U LU est un morphisme de
groupes. Mais comme H est plat sur S , HU est schématiquement dense

dans H donc HCK (car HN K est un fermé de H contenant HU) et

(
que Hyc Ky et que B Hy ——+~(LU)1KU = G

B se factorise donc en H — Q==LIK , gui est encore un morphisme de

groupes par densité.

Enfin, si l'on se donne B :H —> ¢ comme dans (iii), l'action de
G sur L donne par restriction une action de H sur L , c'est-a-dire

une donnée de descente relativement a . . W

1.3. Corollaire. On suppose de plus gque H est fini sur S . Alors les

conditions suivantes sont éguivalentes :

(1) il existe S' — S fini et plat tel dque le Gm—torseur LS'
= ' 3
sur AS' AXSS se descende a BS' .

(ii) HCK , et H est isotrope pour la forme commutateur

e kxK — G déduite de 1l'extension centrale G (en d'autres termes

llextension de H par € induite par § est commutative) .

De plus, si ces conditions sont vérifiées, on peut dans (i) prendre

pour S' un torseur sous le dual de Cartier i de H

Il est en effet immédiat que (i) implique (ii). Inversement, puisque

Exté (H,Gm S) = 0 (voir par exemple [Sz], VII, démonstration de 2.3
fppf !
(i)), une extension commutative devient triviale aprés changement de base

par un torseur sous Hom(H,Grn S)==ﬁ .

4
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1.4. Nous allons maintenant étudier les propriétés de 1l'image directe
(1.4.1) 8 = f,L

du faisceau inversible associé au G -torseur L (encore noté L par

abus d'écriture).

1.4.2. Lemme. 4 est un Gs—module cohérent.

Démonstration (Raynaud) : d'abord &6 est quasi-cohérent d'aprés EGA I,
6.7.1. D'autre part la question est locale sur S donc on peut supposer

S noethérien. Soit Jj:U <= S 1l'inclusion naturelle ; d'autre part

pour tout n »1 , soit An e—> A le n-iéme voisinage infinitésimal de

la section unité ep * S — A .

Considérons alors le diagramme commutatif de &_-modules

S
£,L Aa) , T (Ey) aly

1(b) J(b')

_Lill*.j*(f )*(L

U

f*(LlAn) UiAn,U) )

La fléche (a) est injective puisque L est localement libre et AU

schématiquement dense dans A . D'autre part, la famille des (An U)n}l

est schématiquement dense dans (EGA IV, 11.10) puisque est
q p q

lisse & fibres connexes sur U , donc la fléche naturelle

(£) 4Ly — Hm(£,) , (Ly) s )
n n,U

est injective. Comme (fU)*LU est cohérent sur U (A est propre !)

et que U est noethérien, il existe n )1 tel que

U

)
n,U

soit injectif ; il en résulte que, pour n assez grand, (b') est injectif

(fU)*LU —_— (fU)*(LUtA

donc (b')o(a) est injectif et il en est de méme de (b), d'ol le lemme
car, A étant fini sur S , f*(L\A ) est cohérent. W
n

1.4.3. Soit S' un S-schéma. Pour tout 7Y€ G(S'), l'action de G sur

L donne un isomorphisme

~ *
—> T=L

(1.4.3.1) Y & Lg, SLg

de faisceaux inversibles sur AS' , ¥ désignant 1'image de Y par le

morphisme G —> K > A . Passant & 1'image directe par
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fs, .AS, —> S', on obtient un isomorphisme composé
*
pé * =Y
(1.4.3.2) fS'*LS'_>fS'*(T7LS') —-—>fs,*LS,
d'ol une action & gauche du groupe G(S') sur le SS,—module quasi-
cohérent fs‘*LS" De plus l'action du sous-groupe Gm(S')CiQ(S') n'est

autre que l'action naturelle par homothéties.

En d'autres termes nous avons défini une action du faisceau §

(sur Sfppf) sur le faisceau W(L) défini par
(1.4.3.3) S' > W(L)(S') = T(S',£g, Lg,) = HO(Ag,,Lg,) -
1.4.4. Soit maintenant

G'=g

un sous-schéma en groupes de ( , plat sur S . Prenons S'= G' dans
les considérations précédentes : on a un élément canonique de

g(s') = Homs(q',g) défini par 1'inclusion G' < G , d'ol un automor-
phisme

(1.4.4.1) o € Aut

®Q.—Mod(fq' L) -

Comme la formation de 1'image directe commute au changement de base

plat G¢' — S , on a

fqvl *LC}I = 6@‘
d'ou un automorphisme du Sq.—module 53. (qui est cohérent, grice a

1.4.2 ci-dessus), c'est-a-dire un morphisme de S-foncteurs

(1.4.4.2) ¢ —> GL(8)

qui est évidemment un morphisme de groupes. Nous obtenons ainsi une

action de (' sur le @S—module 8 , c'est-a-dire, de facon précise,

sur le foncteur V(4) défini par

(1.4.4.3) V(&)(s') = T(s',8,,) .

S '
Bien entendu le morphisme naturel

V(8) — W(L)

est compatible aux actions de (' sur les deux membres ; d'autre part,

pour étudier l'action de G' sur V(4), on peut (comme au chap. V) se
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restreindre au "petit site fppf" de S .

Exemple. Replacons-nous dans la situation de la Prop. 1.2. Soient M un
faisceau inversible sur B , « :A'™M =5 L un isomorphisme et soit

B :H — G le relévement correspondant. Comme H est plat sur S ,
nous pouvons prendre pour G' le sous-groupe H , image de B ; nous
obtenons ainsi une action de H sur 4 . Si s est une section de ¢
sur S5 (ou sur un ouvert de S , ou méme sur un S-schéma plat quel-

conque), une traduction fastidieuse débouche sur les équivalences :

sf56}1¢==> s€H%(A,L) est compatible a la donnée de descente (rela-

tivement & )\) définie par P & s provient d'une section de M sur B.

En résumé :

1.4.5. Pronosition (descente de sections). Dans les conditions de 1.0,

*
oient M un @B—module inversible, ¢« : A M =» L un isomorphisme, et

3:H — (¢ le relévement correspondant (1.2). Alors le morphisme naturel

gMe—— £,L=4

identifie g/M au sous-module 6H de & formé des invariants sous

l'action de H déduite de 3 . W

Une autre application importante de 1.4 s'obtient lorsgu'on suppose
que K (et donc G) est plat sur S . On obtient alors une représentation
de poids 1 (V, §2) de 1l'extension centrale § dans le @S—module cohé-
rent & . Si l'on suppose de plus que K est fini sur S , le lemme

suivant va nous permettre d'appliquer les résultats du chapitre V :

1.4.6. Lemme. On suppose dque K est fini et plat sur S et que A est

semi-stable. Alors G est un groupe théta non dégénéré (v, 2.0).

En effet, l'hypothése sur K entraine déja que L, est un faisceau
inversible non dégénéré sur le schéma abélien Ay . Par ailleurs, la
forme commutateur de ¢ induit un morphisme de S-schémas finis loca-

lement libres :

I1 faut montrer que VY est un isomorphisme ; cela se voit sur les
fibres et nous pouvons donc remplacer S par un S-schéma S' tel que
le morphisme S' —> S soit surjectif ; prenant pour S' le normalisé
de S , nous sommes ainsi ramenés au cas ol S est normal, et notre

red
assertion résulte donc de IV, 2.4. &
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1.4.7. Proposition. On suppose K £fini et plat sur 5 de rang d2 , et

A semi-stable. On se place dans la situation de 1.4.5 et 1'on suppose
que HCK est fini localement libre de rang d (donc est lagrangien

(v, 2.5.1) pour la forme eL sur K). Alors on a un isomorphisme cano-

nigque de @S—modules :

(1)(

~ @ =1
£,L = g M®2a H\G) @ D

ou Dy désigne le Gs—module inversible des mesures invariantes sur

H (v, 1.4) et A(l)(H\Q) la représentation standard de poids 1 de §

associée & H , définie en V, 2.5.2. (Bien entendu, H est ici identifié

& un sous-groupe de G grice au relévement 8 de 1.4.5).

Compte tenu du lemme précédent et de 1.4.5, cela résulte en effet

de V, 3.4 appliqué & la représentation f.L de § . ®

1.4.7.1. Remargue. La proposition ci-dessus ne présente un intérét que
lorsque £, L#0 , ce qui, puisque LU est non dégénéré, signifie que

LU est ample sur AU relativement a U ; on sait de plus, dans ce cas,

que f*LU (resp. g*MU) est localement libre de rang d (resp. 1) sur U.

1.4.8. Corollaire. Sous les hypothéses de 1.4.7, on suppose de plus cue

LU est ample sux AU relativement & U , et que f,L. est localement

libre sur S (il est alors nécessairement de rang d , et gM est un

6o-module inversible). Notons XK' le S-gschéma en groupes K/H , con-

S ——

sidéré comme sous-groupe de B=A/H , et Mo la restriction & K' du

faisceau inversible M . Alors on a un isomorphisme naturel de GS—modules

inversibles

fel XA

ACE,L = (g,M)

*

d -1
R A f*®H® (NK'/SMK')

ou NK'/S désigne la norme. De plus le GS—module inversible NK'/SMK'

est d'ordre fini dans Pic(S) : de facon précise, si m est un entier

annulant H , sa classe dans Pic(S) est annulée par 2m , et méme par

m si m est impair.

Démonstration : la proposition précédente donne, en prenant les déter-

minants

#dep2 9% get a1 (mrg) .

(1.4.8.1) det £,L >~ (g,M) q

Rappelons que le torseur G sur K s'identifie & la restriction a
K du G _-torseur L° associé & L . Or le torseur M° associé & M
s'identifie au quotient de L° par l'action de H déduite de 1'inclusion

B:H <~ G . En particulier ME. s'identifie canoniquement & H\( , en
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tant que Gm—torseur sur K'.

é(l)

Il en résulte que (H\G) (faisceau des S-morphismes de H\§

. N ' . s e N -1 -
dans Ga,S compatibles a l'action de Gm) s'identifie a g*(MK.), donc :

(1.4.8.2) det A(l)(H\Q) > det(g*MI'(.l) = det(g*c;K,)@NK,/SM];}

d'ol en reportant dans (1.4.8.1)

Ad

®-d -1
(1.4.8.3) det £,L =~ (g,M) ®DH ®det(g*GK.)® (NK,/SMK.)

Comme H est un sous-groupe lagrangien de K pour la forme commu-

tateur de § , on a par ailleurs un isomorphisme canonique
K'=K/H > H
donc

2-d -1, 2
d =~ b ~
D det g,8,, = det(D, 2 £,04)

H

od f:f1 —» 8 désigne le morphisme structural. Enfin on sait (v, 1.4.4)

que f,68 > (£,0,)9D, , d'ol finalement

p279® get 9,0

q ~ det £,6,

Kl
qui donne la formule cherchée, en reportant dans (1.4.8.3).

Enfin, pour établir la derniére assertion, remarquons que ME. est
un torseur cubiste sur le groupe K', lequel est annulé par m puisqu'il
s'identifie a ﬁ . On peut donc lui appliquer (I, 5.7), ce qui achéve la
démonstration puisque NK'/S: Pic(K') — Pic(5) est un morphisme de

groupes. B

1.4.8.4. Remarque. L'adjectif "naturel" de 1.4.8 signifie que 1'isomor-
phisme en question est fonctoriel pour les isomorphismes de faisceaux
inversibles cubistes, et posséde de plus la propriété suivante : soit
mT:S' —> S un morphisme de schémas (avec S' 1localement noethérien)
tel que W_l(U) soit schématiquement dense dans S' (si 1'ouvert

USS de (1.0.1) est choisi maximal), et tel que la formation de 1'image
directe f,L commute au changement de base 7 ; alors 1l'isomorphisme de

1.4.8 est compatible au changement de base 7

2. Faisceaux amples : cas ou la base est un trait.

2.0. Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions F
et de corps résiduel k . On note S = Spec A , {n} = Spec F ,
{s} = Spec k .
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Soit A —£9 S un S-schéma en groupes semi-stable dont la fibre
générigque A, est une variété abélienne sur F , et soit L un faisceau

inversible cubiste sur A . On suppose de plus que Lﬁ est ample sur

A, . On dispose alors du sous-groupe fermé K(L)CA , plat et quasi-fini
sur S (IV, 3.4) et du schéma en groupes G(L) (IV, 3.3.3), extension
centrale de K(L) par G , non dégénérée dés que K(L) est fini

sur S (Iv, 2.4).

m, S

2.1. Proposition. L est ample sur A .

Démonstration : lorsque la fibre fermée Ao de A est connexe, cela
résulte de [Rl], théoréme VIII.2. Dans le cas général soit m un entier
annulant le groupe & = Ao/Ag des composantes connexes de AO . La mul-

tiplication par m induit un morphisme surjectif
[m]:A——»AO .

2
Le groupe K(L®m ) = [mz]_l(K(L)) contient le noyau ,A de la

m 2

multiplication par m2 . I1 en résulte que le sous-groupe mACZK(L®m )
Sm
est isotrope pour la forme commutateur eL : i1 suffit en effet de 1le
vérifier sur la fibre générique, or si x et y€ 2Aﬂ , on a
m
m2 m2
el (mx,my) = el (m2:;,y) =1

avec mx et myéEmAn , et il suffit de remarquer que la multiplication

par m indulit un épimorphisme mZAﬂ —_— mAﬂ .

Quitte a faire un changement de base fini S' —> S , on peut donc

m . . . . o .
supposer que L provient d'un faisceau inversible M sur A~ , via

le morphisme [m] (nous ne sommes pas tout & fait dans les conditions
de 1.3 puisque .S est seulement quasi-fini ; cependant notre assertion

est vraie sur la fibre générique, d'ou un M, sur A, , d'ol un M sur
2

(e} . o * m -
A puisque Ao est connexe, et 1'on a [m] M=>~1L a cause de l'unici-

té du prolongement cubiste). La proposition en résulte car M est ample

sur A° (cas connexe) donc L™ est ample puisque [m] est guasi-fini.®

2.2. Proposition. Pour tout n Y1 , notons A[n] le plus petit sous-

groupe ouvert de A contenant K(L®n). Alors, pour tout n y2 , la
restriction de L0 a A[n

[n]

sur A .

est engendrée par ses sections globales
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Rappelons d'abord le "théoréme du carré", résultant de 1l'existence

d'une structure cubiste sur L : le morphisme de S-foncteurs
A —> Pch/S

X +—> classe de (T;L)@’L_l

est un morphisme de groupes.

En particulier, si yl,...,yn}EA(S) vérifient yiteety, =0,

alors

(2.2.1) T LO®...® T L=~1L .

Démontrons alors la proposition (on s'inspire du cas classique ?es sché-
mas abéliens). Il est clair qu'il existe une section g€ 5°(at"", L) qui
n'est pas identiquement nulle sur la fibre spéciale Aon : 11 suffit de
partir d'une section non nulle Uﬁ(EHO(An,Ln) et de la multiplier par
un élément de F de valuation égale a

- inf v (g.)
c c''n

ou C parcourt l'ensemble des composantes de

nJ
al

o
soit x un point de C (que 1l'on peut supposer rationnel sur k car

AE“] .

30it alors C une composante de sur laquelle o #0 , et

la proposition est "invariante par changement de base plat"). Il existe
alors (quitte encore a changer de base) n points §1""’§n de Ag(k)
vérifiant §l+...+§n =0 et U(x+§i) #0, i=1,...,n . On peut méme
proloncer ces points en des sections yl,...,ynE A°%(s) vérifiant

y1+"’+yw = 0 , et on a donc

[(T; 7) 2 (1) 0)3...8(1] 7 1(x) # 0

1 2 n

ce qui donne, d'aprés (2.2.1) une section de L®n sur A[n] , non nulle
au point x .

Donc L@n est sans point base sur la composante C . Mais comme li
groupe Q(Lgn) opére transitivement sur A-" (par définition de Al"")
et opére sur HO(A[n],Lgn) de manieéere compgtible aux translations, L0
est aussi sans point base sur Aén . n

2.3. Définition. On dit que L est totalement symétrique si, localement

*
pour la topologie fppf sur S , L est de la forme M8>[—I]A(M), pour_un
S

ur A .

faisceau inversible cubiste M

(On rappelle que S est un trait ; pour un cas plus général voir
3.2 ci-dessous).

135



L. MORET-BAILLY

2.3.1. Remarques. Il revient au méme de dire qu'il existe §' —> S
*
ini surijectif tel que LSl soit de la forme M§9[—1]A (M) sur A

a
o

S'”

Il suffit méme (au moins si S est excellent) que S' soit le spectre

d'une extension finie de F puisqu'alors, quitte a étendre encore le
corps de base, M se prolonge au-dessus du normalisé de S dans 3'.

Autre définition équivalente : il existe S' —> S quasi-fini et

dominant tel que Ly, soit isomorphe a M®2 , avec M cubiste symétri-

que sur AS"
On vérifie aussi que tout ceci équivaut a la condition que L, soit

totalement symétrique sur A, au sens de [M3], §2.

Enfin, il résulte de 2.2 que si L est totalement symétrique, sa
restriction a 1'ouvert A L "engendré" par K(L) (notation de 2.2)
est engendrée par ses sections globales : on peut en effet supposer
(aprés changement. de base) que L est le carré d'un M ample sur A ,

et on applique 2.2 a M .

Le théoréme suivant est di & Mumford (non publié) lorsque £f,L est

de rang 1 et que 2 est inversible sur S :

2.4. Théoréme. Sous les hypothéses de 2.0, on suppose L symétrique et

K(L®2) fini sur S . Alors, avec les notations de 2.2 :

(i) ®%(A,L) = HO(A[2],L)

172) = HO(A[2],L®2) .

(ii) H°(a,

2.4.1. Corollaire. On suppose L. totalement symétrique et K(L) £fini
sur S . Alors H(A,L) = H°(A'1?,L) (notation de 2.2).

En effet, grice a un changement de base plat on peut supposer que
L = M®2 avec M symétrique ; le corollaire résulte alors de 2.4 (ii)

appliqué a M .

2.4.2. Lemme. Si L est symétrigque il existe O0€ #°(A,L), non identi-

dquement nulle sur Ao , telle que le diviseur div(g) sur A soit

symétrique (i.e. invariant par [-I]A).

*
En effet soit ¢ :L —=+-[—1]AL 1l'unique isomorphisme induisant

l'identité sur la section unité. Cet isomorphisme induit une involution

* *
T de H°(a,L) par la formule T(0) = ¢ ([—1]AU). Il existe donc
3%‘5HO(Aﬂ,Ln) non nulle telle que T(Gﬁ) = icﬁ ; i1 suffit dés lors de
multiplier Uﬁ par un élément convenable de F> pour obtenir un élément

0 de H°(A,L), qui vérifie (0) = ¢ . @
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2.4.3. Prouvons maintenant le théoréme. Notons d 1le rang de f,L :
alors K(L) (resp. K(L®2)) est fini et plat de rang d2 (resp. 4gd2)
sur S , et GQ(L) (resp. Q(L®2)) est un groupe thé&ta non dégénéré au-

dessus de K(L) (resp. K(L®2)). Considérons d'abord 1l'inclusion naturelle
(2.4.3.1) 2 (a,1%2) — 10(al2),12)

Les deux membres sont des A-modules libres de rang 2934 , munis
tous deux d'une action de poids 1 de Q(L®2), et donc irréductibles pour
ces actions (V, 2.4.2). L'image de (2.4.3.1) est donc de la forme
1.1°al20,1%2) o0 1 est un idéal de A . Pour établir (ii) il suffit
donc de montrer que le morphisme déduit de (2.4.3.1) par tensorisation
par k est non nulfzﬁ.e. gu'il existe une section 7€ HO(A,ng) dont

la restriction a AO n'est pas identiquement nulle.

Or soit 016 H°(A,L) comme dans le lemme 2.4.2 et soit xoéfAO
tel que Ul(xo) # O . Comme div(cl) est symétrique on a aussi
31(—xo) #0 . Si x€A(S) est une section de A passant par Xy o il
suffit de prendre

22

qui est bien une section de T;Lg’TjXL =~ L , et qui est non nulle a

l'origine de AO par construction. Ceci démontre (ii).
-
Enfin, (i) est une conséquence facile de (ii) : si o€ HO(AL2],L),
nous pouvons considérer O comme une section méromorphe de L sur A .

L'assertion (ii) montre que 3®2 n'a pas de pdles sur A , donc J
n'a pas de pdles sur A , cqfd. @

On peut méme préciser les choses de la maniére suivante :

2.5. Proposition. On suppose L symétrique (resp. totalement symétrigque)
et K(L®2) (xesp. KSL)) fini sur S . Soit X un sous-schéma non vide
de A[Z] (resp. att ), fini et plat sur S et invariant par K(L®2)
(resp. K(L)) (par exemple, on peut prendre X = K(L®2) resp. K(L)).

Alors le morphisme de restriction

(2.5.1) H°(A,L) ——+-HO(X,L\X)

est scindé, i.e. fait de HO(A,L) un_facteur direct de HO(X,L‘X).

(En d'autres termes : toute section de L qui s'annule sur la

fibre fermée Xo = XN Ao de X , s'annule sur AO).
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Démontrons d'abord le cas totalement symétrique. Grice & 2.4.1 on
peut remplacer A par A[l] . Le morphisme (2.5.1) est G(L) - équiva-
riant et H°(A,L) est un G(L)-module irréductible donc il suffit de
voir que le morphisme déduit de (2.5.1) par tensorisation par k est
non nul pour conclure qu'il est injectif. Mais ce dernier point est
évident puisque L est engendré par ses sections sur A[1] (2.3.1).
Le cas symétrique en résulte immédiatement : si o est une section de
L sur A , nulle sur XN A, alors 522 est une section de L2
nulle sur XN Al donc nulle sur Al d'aprés le cas précédent. Donc

o est nulle sur A . ]

2.5.1. Remarque. Dans le cas des schémas abéliens, on a plus généralement

(sans hypothése de symétrie) :

Proposition. Soient A £, 5 un_schéma abélien sur un schéma S quel-

conque, L un faisceau inversible sur A , ample (resp. ample et engen-

dré par ses sections) relativement & S , m un entier » 2 . Soit X un

sous-schéma de A , fini, plat et surjectif sur S et invariant sous
K(L®m)

(resp. K(L)). Alors le morphisme de restriction

£,L — £,(L)y)

est injectif et localement scindé.

On laisse au lecteur la démonstration, analogue & celle de 2.5.

2.6. Nous allons maintenant reformuler 2.4 en termes de valuations, en
supposant A complet. Soit v: F* — T = FX//\X la valuation de F
définie par A ; soient F une cl8ture algébrique de F , v: F$ —s T
un prolongement de v (le groupe T est alors isomorphe & Q), A

l'anneau de v , S = Spec A . On dispose alors du modéle de Néron

A —> 5 de Aﬁ sur S , que l'on peut définir comme suit : soient

(Fi)iEI n
i€1 soit Ai = AN F, , et soit A; le modéle de Néron de A sur
i

les extensions finies de F contenues dans F ; pour tout

Ai ; si FiCZFj , On a une immersion ouverte

A, X S. —> A,
1 J

S. J
i
qui permet de poser
A = lim(A, X §) :
— 1
1 S
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c'est un S-schéma en groupes, réunion croissante de sous-groupes
ouverts lisses de présentation finie sur S ; sa fibre générique s'iden-

tifie a Ag , et 1'homomorphisme naturel

A(S) -—é-Aﬁ(F) = A(F)
est un isomorphisme puisque A(S) = 1lim A,(S,) = lim A(Fi).

Pour tout i€ I , considérons le faisceau inversible cubiste LF
i

sur AFi : il existe alors FjZDFi telle que LF. = LFi ;; F. se pro-
longe e; un unique faisceau inversible cubiste sz sur Ai gi Sj ,

d'ou par changement de base un faisceau cubiste ii sur 1'ouvert

A g; S de A . Pour i variable, les ii sont évidemment compatibles
entre eux et 1'on obtient donc un faisceau inversible cubiste L sur A,

prolongeant Lg ; on définit de méme un sous-groupe fermé

K(L) € &

qui prolonge K(LF) et dont 1'algébre est un A-module libre

Ok ()
de rang fini : en effet il existe i et Jj
)

tels que K(Lij) soit fini
sur Sj et il suffit alors de poser K(L) = K(Lij) X S .

Nk

On peut ainsi définir le sous—?roupe ouvert A , pour tout n )1,
comme dans 2.2. Remarquons que A-" est un S-schéma de présentation

finie puisque K(L) est contenu dans 1'un des ouverts Ai g( S . Soit
- i
s le point fermé de S , et soit @& 1le groupe des composantes connexes

de Ag . Comme le corps résiduel x(s) est algébriquement clos, on peut

considérer @ comme un groupe abélien ordinaire (qui est d'ailleurs un
groupe de torsion). Pour tout x€ 5 , notons (pour plus de clarté) CK
la composante de Kg correspondante. L'anneau local dans A du point
générique de Cx est un anneau de valuation, le groupe de la valuation
en question s'identifiant canoniquement a T ; on notera Vi la valua-
tion correspondante (d valeurs dans f) sur le corps des fonctions de

A . De méme, si 5 est une section méromorphe de L , on peut parler de

la valuation vx(j) de o 1le long de la composante Cx .

Alors le théoréme de Mumford (2.4) prend la forme suivante :

2.6.1. Théoréme. Soit o€ Ho(Aﬁ,Lﬁ), considérée comme une section méro-

morphe de L sur A . Alors la fonction

X b—3> v
X(c)
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de & dans T est minorée et atteint son minimum.

De plus, si L est symétrique (resp. totalement symétrique), ce

minimum est atteint en un x€ & correspondant & une composante de
- =1

EZ] A.[. ]).

] g

(resp.
Démonstration : commencons mar le cas symétrigque. Notant

'[2] _ -[2] =0
® = Ag /A§
il s'agit de montrer que, pour tout x€ E , on a

(2.6.1.1) v, (0) » :L_n[f2] vy(Cr)

Coas 212 =X \
En multipliant & par un élément convenable de F , on se ramene

au cas ou le second membre de (2.6.1.1) est nul ; on a donc
o€ HO(A12), 1)

et le théoréme 2.4 implique donc que 7 est réguliére le long de la
composante x : il suffit en effet de 1l'appliquer sur _une extension
finie Fi convenable de F , i.e. telle que x , @*2 et 7 soient

définis sur Ai . On a donc bien vX(G) ¥ O , comme annoncé.

Le cas totalement symétrique se démontre de méme. Le cas général se
déduit du cas symétrique : il suffit de remarquer qu'il existe a € A(S)
tel que T;(i) soit symétrique, et comme on sait (III, 1.1.9.1) que
T;(i) admet une structure cubiste (non canonique), le cas symétrique

s'applique. B

3. Généralisation & une base normale guelcondque.

3.0. Dans tout ce § on se donne un schéma localement noethérien S , un
S-schéma en groupes semi-stable A —£+ S , un ouvert dense UCS tel
que AU soit un U-schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste

L sur A . On fait de plus les hypothéses suivantes :

(3.0.1) LU est ample sur A (relativement a £ : AU — U)

U U

(3.0.2) pour tout point x€ S-U , 1'anneau local SS % est normal.
’

L'hypothése (3.0.2) implique que U est schématiquement dense dans
S puisque GX % est intégre si x% U . De plus (3.0.1) et (3.0.2)
' X
impliquent, grice a IV, 2.4, l'existence d'un sous-groupe fermé
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K(L) < a,

plat et quasi-fini sur S et prolongeant K(LU), ainsi que celle d'une

extension centrale

1 ——>Gmls — G(L) — K(L) — 0,

non dégénérée dés que K(L) est fini sur S , et opérant sur L

Enfin nous supposerons dans ce qui suit que
(3.0.3) L est gsymétrique.

Nous pouvons alors généraliser 2.1 :

3.1. Proposition. Sous les hypothéses de 3.0, L est ample sur A
(relativement & S).

La question est locale sur 5 , et comme L, est déja ample sur
U , on peut supposer S normal grice a (3.0.2). Lorsque A est a fibres
connexes, la proposition résulte de [Rl], XI 1.13 et de 1l'unicité du pro-

longement de LU a A . Dans le cas général il existe (localement sur

S) un entier m»1 tel que la multiplication par m se factorise en
m]:a — 2% s a .

D'aprés le cas connexe, LIAO est ample sur AP ; comme [m] est

*
quasi-fini, [m] (L\AO) est ample sur A , mais ce dernier faisceau est

isomorphe a n@m puisque L est symétrique (I,5.5). B

3.1.1. Remarque. J'ignore si la proposition 3.1 reste vraie sans hypo-

thése de symétrie sur L .

3.2. Définition. Nous dirons que L est totalement symétrique si L

U
est totalement symétrique sur le schéma abélien AU , i.e. s'il existe

U' —> U fidélement plat tel que LU' soit de la forme
*
MU,® [—1] (MU.) pour un faisceau inversible (cubiste) MU' sur AU'

(que 1'on peut d'ailleurs supposer symétrique).

3.2.1. Remarques.

a) Si L est totalement symétrique le morphisme U' —> U de 3.2 peut
étre choisi fini et plat : en effet on peut prendre pour U' 1le sous-

®

schéma de PicAU/U qui paramétre les M symétriques vérifiant M 23=L:

ce sous-schéma est un torseur sous le groupe des points d'ordre 2 de
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donc est fini et plat.

PlCAU/U ’
b) Lorsque S est un trait, la notion introduite ici coincide avec celle

de 2.3, en vertu des remarques 2.3.1.

c) Si L est totalement symétrique il est facile de voir (au moins si
S est noethérien excellent) qu'il existe 7 :S' —> S fini surjectif

tel que L soit le carré d'un M symétrique sur Ag. : en effet,

S 1
supposant S intégre, il existe une extension finie Fi du corps des

fonctions F de S telle que L soit le carré d'un My, symétrique
1

FI
1

sur la variété abélienne Ap. . Remplagant ensuite F; par une extension

1

finie F' convenable, on applique a M, le théoréme de prolongement

I1,3.5 sur le normalisé S' de S dans F' : l'unicité du prolongement

cubiste assure que le faisceau cubiste symétrique Mg
s et 82

vérifie MS' == LS"

prolongeant MF'

3.3. Comme dans 2.2, notons A[n] le plus petit sous-groupe ouvert de

A contenant K(ﬂgn) = [n]gl(K(L)), et

f[n] . [n]

A —> S

le morphisme structural. Le théoréme 2.4 se généralise alors sans diffi-

culté, ainsi que son corollaire 2.4.1 :

2

3.4. Théoréme. (i) On suppose que K(L” ") est fini sur S . Alors le

morphisme naturel

(2]

(3.4.1) f,L — £ (Ll [2])
A

est un isomorphisme.

(ii) on _suppose K(L) fini sur S et L totalement
symétrique. Alors le morphisme naturel

(1]

(3.4.2) £,L — £, (LI [l])
A

est un isomorphisme.

Le théoréme est une conséquence de 2.4 et de la propriété fondamen-

tale suivante de 1l'image directe :

3.4.3. Lemme. Soit V< S un ouvert schématiquement dense (resp. un gros
ouvert (II,3.1)) de S , et soit j:V =S 1l'inclusion. Alors le mor-
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phisme naturel

£,L — j,37F,L

est injectif (resp. bijectif).

Cela résulte immédiatement du fait que, A étant lisse sur S ,
1
(

l'ouvert f (V) est schématiquement dense dans A (resp. est un gros

ouvert de A) et du fait que L est localement libre sur A . B

En particulier, lorsque V est un gros ouvert, f,L. est déterminé
par sa restriction a V . Or, le théoréme 3.4 est vrai_au-dessus de
l'ouvert U de "bonne réduction" (puisque AEZJ = AU1 = AU), ainsi
qu'au-dessus des points de S-U qui sont de codimension 1 dans S (car
on peut alors appliquer 2.4 ou 2.4.1). Vu l'hypothése (3.0.2), le mor-
phisme naturel (3.4.1) est donc, dans le cas (i), un isomorphisme au-
dessus d'un gros ouvert de S , donc est un isomorphisme ; la démonstra-

tion de (ii)est la méme. @A

3.4.4. Remarcues.
1) Le théoréme 3.4 utilise seulement 1'hypothése que K(ﬁgz) (dans 1le
cas (i)) ou K(L) (dans le cas (ii)) est fini au-dessus des points de

codimension 1 de S .

2) Bien entendu 1'analogue de 2.4 (ii) est vrai aussi puisque c'est un

cas particulier de 3.4 (ii).

Nous allons maintenant nous attaquer a la généralisation, plus déli-
cate, de 2.5 ; de méme que 2.4 elle a été démontrée par Mumford (non
publié) sous des hypothéses plus restrictives :

1%2)

3.5. Théoréme. On suppose K( fini sur S (resp. K(L) fini et L

totalement symétrique). Posons X = K(L®2) (resp. K(L)). Alors le mor-

phisme de restriction

(3.5.1) £,L — £,(Ly)

est localement scindé, i.e. £,I. est localement facteur direct dans

f*(L\X)' En particulier £,L est localement libre (car f*(L\X) l'est).

3.5.2. Remarque. Il revient au méme de dire que pour tout x€S , le

morphisme

(£,L) du(x) —> £(L) ) B nlx)
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induit par (3.5.1) est injectif : en d'autres termes, si une section de
L. au-dessus d'un voisinage de x est identiquement nulle sur Xxsn(x),

elle est identiquement nulle sur toute la fibre AXS;M:Q, et elle appar-

A

tient méme & m (£,L)_ .
= x

3.5.3. Corollaire (changement de base). On se place sous les hypothéses

( respées ou non) de 3.5. Soit 7 :S' — S5 un morphisme de schémas tel

que 1'ouvert 77
f', L' les objets induits sur S' par A, £, L . Alors 1'homomorphisme

U) soit schématiquement dense dans S'. Soient A',

naturel
* L} 1
(3.5.3.1) 7 £, L — £ L

est un isomorphigme.

Démontrons le corollaire. Posons X' = X>%;S'CZA'. Comme X est fini et

plat sur S , le morphisme naturel

*

moE,(Lyy) —> £L(LY )

est un isomorphisme. On a donc un diagramme commutatif

nren 8L

(c)\ /(b)

f;(L'lX.)

ou la fléche (c) est localement scindée d'aprés 3.5. A fortiori, (a) est
localement scindée ; la question étant locale sur S' on peut donc

supposer que

(3.5.3.2) £IL' =7 £ LOT .

*

Comme A; est un U-schéma abélien et que L est ample, (3.5.3.1)
Yu) de s', donc
=0 . En d'autres termes, si j' :U' &« S' désigne 1l'inclusion, T

est un isomorphisme au-dessus de l'ouvert U' =7
TU'
est dans le noyau du morphisme naturel

£iL' —> 343" ELLY

or ce dernier est injectif d'aprés 1'hypothése sur 7 et le lemme 3.4.3
(qui n'utilise pas d'hypothése de normalité sur la base), d'ou T=0 ,
cqfd. A
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3.6. Démonstration de 3.5 : réductions diverses.

3.6.1. L'assertion de 3.5 étant de nature locale sur S , nous pouvons
supposer que S est affine et méme, grlce a EGA IV, 8.8.2, que 5 est

le spectre d'une Z-algébre de type fini (donc un schéma excellent).

Nous dirons pour abréger que (A,L,X) vérifie la condition (C)

en un point x de S si le morphisme (3.5.1) est scindé au-dessus de

Spec GS'X . Notons
wcs

1'ouvert formé des points x tels que (A,L,X) vérifie (C) en x .
D'aprés 2.5 et la remarque 2.5.1, W contient U et les points de S-U
qui sont de codimension 1 dans S (car ces derniers, d'aprés 3.0.2,
sont des points réguliers de S). Se placant en un point maximal de
S-W , on peut donc supposer que S est local normal de dimension Y 2 B
de point fermé s , et que W contient S-{s}. Enfin on peut toujours

remplacer S par un S-schéma fidélement plat, et nous supposerons

donc désormais que

S = Spec R, o0 R est un anneau local complet normal & corps
(3.6.2) résiduel k séparablement clos, et (A,L,X) vérifie (C) au-
dessus de l'ouvert V = S-{s}, od s désigne le point fermé

de S .

3.6.3. Lemme (descente). Soit F' une extension finie du corps des

fractions de R , et soit S' = Spec R' le normalisé de S dans F',

de sorte gue R' est encore local normal complet et gue le morphisme

mT:S' —> S est fini local surijectif. Notons A', f', L', X' les

objets déduits de A , £, L , X par le changement de base 7 . Si

(A',L',X') yvérifie (C) (3.6.1) au point fermé s' de S', alors
(A,L,X) vérifie (C) au point s (donc sur S), et de plus
7 E, L > £IL'.

Démonstration : posons § = f*(le), ' =178 = f;(L'lX,). Comme R est
local, 4 est libre : soit (el,...,eN) une base de & .

Désignons par vV, eS8 l'ouvert au-dessus duquel 7 est plat :
comme S est normal, S' intégre et 7 surjectif, 1'ouvert vV, con-
tient tous les points de codimension (i.e. de profondeur) { 1 de S .
Posons Vi = n“l(vl), et désignons par jl: V1 —> S et ji: Vi — S

les inclusions canoniques. Notons que Vi —_— V est fidélement

m y S
lv] 1

plat, et gue le morphisme

145



L. MORET-BAILLY

7 f,L —> £LL'

est un isomorphisme au-dessus de Vl . D'autre part f,L est localement

libre sur V, i notons d son rang.

Par hypothése le morphisme

(3.6.3.1) £, —> &'

*

est scindé sur S', i.e. flL' est (localement) libre, nécessairement de
rang d , sur S', et (3.6.3.1) induit un morphisme injectif de

n(s')-vectoriels :
(3.6.3.2) FIL' ®u(s') —>8'u(s') .

Il existe donc d éléments de la base (ei) de &8 , par exemple
€ re--s€q s tels que si & désigne le quotient de 4 par le sous-

module engendré par les ej pour j> d , 1'homomorphisme composé
(3.6.3.3) FIL' ®u(s"') (3:6:3:2L 519 u(s') —> 5B u(s')

soit un isomorphisme. Comme S' est local, cela implique que le composé

(3.6.3.4) ero (3:6:3-1) 40 L p¥g

est encore un isomorphisme. C'est en particulier un isomorphisme au-

dessus de 1l'ouvert Vi ; 11 en résulte par descente fidélement plate que

1'homomorphisme composé
u: f,LL —> 4§ — &

est un isomorphisme au-dessus de v, - Mais on sait (3.4.3) que

. . ¥
f,L = jl*jlf*L
et on a évidemment & = jl*jIE puisque & est libre ; donc si u est
un isomorphisme au-dessus de Vo c'est un isomorphisme. B
3.6.4. Lemme. Pour que (A,L,X) vérifie (C) au point s , il faut et
il suffit que le_morphisme naturel

(3.6.4.1) (£,L)®k —> 8%k

ou l'on a posé 4 = f*(ng soit non nul (on rappelle que k désigne le
corps résiduel de s€S).
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La condition est évidemment nécessaire puisque £, L#O0 .

Réciproguement, considérons le morphisme naturel (3.5.1)
f,L — &

Le groupe G(L) opére sur f,L. et sur & avec poids 1 (car X
est invariant sous K(L)) et le morphisme (3.5.1) est manifestement un
G(L)-morphisme. Désignant par d2 le rang de K(L), on sait que £,L
est localement libre de rang d sur un gros ouvert Vl de S .
D'autre part (3.6.4.1) est un morphisme de représentations de poids 1
de Q(L)XSSpec k , donc s'il n'est pas nul il est de rang » d par
V,2.5.6.

I1 existe donc un quotient & de & , libre de rang d , tel gque
(£,L) %%k —> 8k —> IOk
soit surjectif, donc par Nakayama le conposé
f,L — 8 — &

est surjectif ; c'est donc un isomorphisme au-dessus de vy puisque
f,L et JF sont alors localement libres de méme rang, et 1l'on conclut

comme dans la démonstration de 3.6.3. W

N

Nous allons maintenant ramener la démonstration du théoréme 3.5 a

celle du lemme suivant :

4

w

est fini

.6.5. Lerime. S étant comme en 3.6.2, On_suppose_dque K(L(8
r

u 53 . Alors il existe une section globale 7€ HO(A,ﬂ®4), non nulle &

10]

1l'origine e, dela fibre fermée Aj de A .
o

3.6.6. Montrons comment ce lemme impligue 3.5.

1) Placons-nous d'abord dans le cas ou (S étant toujours comme en
3.6.2) le faisceau L de 3.5 est seulement supposé symétrique et ou
x = K(1.°?)

la condition (C) de 3.6.1. Grice au lemme de descente 3.6.3, nous pouvons

est fini sur S : il s'agit de montrer que (A,L,X) vérifie

remplacer S par son normalisé dans une extension finie du corps des

fractions de S', donc supposer qu'il existe (gridce a 1V, 8.2 et I1I,3.5)

- un S-schéma en groupes A' contenant A comme sous—-groupe ouvert

avec la méme fibre générique

- un faisceau inversible cubiste L' sur A' prolongeant L

4

tels que Y = K(L'®" ") soit fini sur S .
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I1 est clair que si (A',L',X) vérifie (C) il en est de méme de

(A,L,X) car H°(a,L) = H°(A',L') d'aprés 3.4 (i) : nous pouvons donc
remplacer A par A', i.e. supposer que Y = K(L®4) est fini sur 3 .
Notons A 2 (resp. A[4]) le plus petit sous-groupe ouvert de A con-
tenant X (resp. Y) et considérons le morphisme A :A[4] — AEZ] de
multiplication par 2 ; nous avons un diagramme commutatif

A :A[4] ——9»A[2]

o]

RY : Y —r X

Ona Y A'l(x), et comme Y est fini, X est fidélement plat,

i.e. ona X

Y

Y/H ol l'on a posé

H=Ker A\ = _A .

2
e 2] [4] . L
Par définition de A et A , A est donc aussi surjectif,
donc on a une suite exacte
r
0O — H ——»A[4] ——>>\' A‘-Z] — 0 .
Comme L est symétrique on a
Ao~ 124 (1,5.5) .

Considérons le diagramme commutatif de R-modules

M= HO(A[4],L®4) - HO(Y,L@\)é) =y
* *
(3.6.6.1) A ] AY]
HO(A[ZJ,L) L»HO(X,LlX) .

Le groupe @ = Q(L®4) opére sur M et VU , et le morphisme u

ci-dessus est compatible a ces actions. L'isomorphisme AL~ L®4 défi-

nit d'aprés 1.2 un relévement de H = Ker A dans § , permettant
d'identifier H & un "sous-groupe de niveau" de § au sens de V,2.5.1.
Par descente des sections, le diagramme (3.6.6.1) s'identifie alors au

diagramme

M 25y
(3.6.6.2) Iog !
H u H
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[2],1.) H

Enfin on sait (3.4) que E°(a,L) = H°(a = M  , de sorte qu'il

suffit de prouver (compte tenu de 3.6.4) que 1'homomorphisme

uH‘X)k : MH®k —>UH®k

N

est non nul. Or il s'identifie, d'aprés V,3.2 (ii) a
we k) : ek — oK)t

et d'aprés 1'équivalence de catégories V,3.2 (i) (appliquée & G®k),

ce dernier est non nul dés dque
u®k : M®k —> Uk
est non nul, ce qui résulte immédiatement du lemme 3.6.5.

2) Supposons maintenant que L est totalement symétrique et que

X = K(L) est fini sur S . Utilisant le lemme de descente 3.6.3 et la
remarque 3.2.1, nous sommes ramenés au cas ou L est le carré d'un
faisceau ample symétrique L, sur A . Comme X = K(L) = K(L?z) est
fini, (A,Ll,X) vérifie (C) d'aprés ce qui précéde et il existe donc
une section 0o € HO(A,Ll), non identiquement nulle sur X®k ; il en est
donc de méme de 072 € HO(A,L) et 1l'on conclut grice a 3.6.4.

3.7. Démonstration du lemme 3.6.5.

3.7.1. Supposons donc que S = Spec R comme en 3.6.2, et que L est
L®4)

symétrique sur A avec Y = K( fini sur S .

Comme L est ample sur A (3.1), il existe un entier ﬁl)l et

une section globale

(3.7.1.1) 3“l€Ho(A,L®m)

telle gque Ul(eA ) # O . Choisissons m premier & la caractéristique de
o
k , et premier au rang de K(L®4). On a alors

k(L) = [m];l(K(L)) ~ K(L) X (_a)

L®2m) ~ K(L®2) X( A)

et de méme K( -

et le groupe A est étale sur S . Considérons la filtration

0c (mA)“' c (mA)fn c A
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définie en IV,§1. Comme la décomposition K(L®m) = n_lA><K(L) est évidem-

®m
ment orthogonale pour la forme e sur K(L®m), le théoréme d'ortho-
gonalité IV,2.4 (iv) implique que (mA)fn est 1l'orthogonal de (mA)p
Rm
dans mA , et que e induit une dualité parfaite sur le quotient

)ab = (mA)fn/(mA)u . Ce dernier est fini étale sur 5 donc s'identi-

(A
m
fie & un groupe fini ordinaire, et il existe donc un sous-groupe constant
HC (mA)fn tel que H/(mA)}‘b soit lagrangien (V,2.5.1) dans (mA)ab .

Autrement dit, H est égal & son orthogonal dans mA , et 1'orthogonal

de H dans K(L®m) est simplement HXK(L).

Notons qu'il suffit de démontrer 3.6.5 "aprés changement de base

fini surjectif" 7 :S' —> S : si (3.6.5) est vrai sur S', alors L'®4
vérifie (C), donc, par le lemme de descente, on a Tr*f*L®4 o f;L'®4

X4

l'existence d'une telle section pour L®4 .

donc 1l'existence d'une section de L' non nulle & l'origine implique

En particulier nous pouvons supposer qu'il existe un "gonflement"

AC1A1 de A , tel que mA1 soit fini sur S , et un faisceau inversible

L1 sur A1 prolongeant L . Nous choisirons A1 de telle sorte que

de sorte que, vu nos hypothéses, on a un morphisme fini de multiplication

par m :
[m]: Al ——-->~Al/mAl ~ A ;
toutefois la section g, de (3.7.1.1) ne se prolonge pas nécessairement
en une section de L?m sur Al .
Posons alors B = A/H , B, = Al/H , de sorte que 1l'on a un diagramme

0 —H —A £ 5B —s 0

1, N

O —H — Al —_— B1 — A

ol la ligne supérieure est exacte et ol ¢ = [m] , de sorte que q,;

p
11
est surjectif ; son noyau n'est autre que pl(mAl) qui est fini, donc

q, identifie A au quotient de B, par un sous-groupe fini étale.

3.7.2. Le sous-groupe HCA étant isotrope, il se reléve, puisque S
est strictement hensélien, dans Q(ﬁgm) (et aussi dans Q(L?m), qui

contient Q(L®m)). Si 1l'on fixe un tel relévement, les autres s'en
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déduisent en le multipliant par un caractére de H . Chaque caractére
X :H —> Gm donne ainsi naissance, par descente, a un faisceau inver-

sible M(X) sur B (resp. Ml(x) sur Bl)' et 1'on a

HO(B,M(x)) = HO(a,1o™)*

.

sous-module de HO(A,L®m) sur lequel HC G(L) opére par le caractéreX.

Comme k est séparablement clos et que H est un groupe fini ordinaire,

d'ordre premier & la caractéristique de k , on a

HO(A,L®m) _ @A HO(A,ﬁgm)X
x€H
L'existence de 7. € HO(A,Lgm) non nulle & l'origine implique celle

1
d'une telle section dans 1l'un des sous-espaces propres HO(A,L®m)X , donc

. . . ®m .
d'un faisceau inversible M sur B , descendant L ,et d'une section

(3.7.2.1) 02€H°(B,M) , cz(eBO) #£0 .

Notons que M se prolonge en un faisceau inversible M1 sur B1
K
descendant Lfm, puisque le relévement H L—»-Q(L®m) correspondant & M

. . dm
est aussi un relevement dans C}(L1

o e ®2.,
dans K(me) (resp. K(L®zn)) est HXEK{L) (resp. HXK(L 2)) donc p

). D'autre part 1'orthogonal de H

induit des isomorphismes
K(L) === K(M)
2
22) M7?)

K(L = K(

de sorte que K(Mgz) C B est fini sur S . Cependant M n'est pas

nécessairement symétrique ; mais si nous posons

*
Nyo=m @11, N = N |
B
by * &2m
alors N1 est totalement symétrique et plN1 == L1 . Posons alors
=~ - * O -
(3.7.2.2) 5, = 0,3 1] 0, €HO(B,N) :
alors (:-3(eB ) # O et, comme K(N) = K(M®2) est fini et N totalement
o

symétrique on conclut par 3.4 (ii) que o5 se prolonge en une section

de N1 sur Bl , encore notée 03 .

3.7.3. Le faisceau inversible N?m sur Bl vérifie

2
* . Am L®2m

py ()™ = L] plaj (L)
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de sorte que ﬁ?m et qI(L®2) sont totalement symétriques et ont méme
image réciproque dans Al - En conséquence ils sont isomorphes : il

suffit en effet de le vérifier au-dessus d'un point générique géométrique

m de S ; si l'on pose E = N?mQDqI(L®—2), alors Eﬁ appartient au

t
noyau de gt B, at donc est d'ordre fini ; il est d'autre part le
carré d'un faisceau inversible symétrique (i.e. d'ordre 2) donc est
trivial.

I1 en résulte que le noyau de q,:B, — A se reléve dans q(ﬁ?m

m . Lo
(car N? provient de A) ; comme ce noyau est un S-groupe fini cons-

tant, d'ordre premier & «car(k), on peut répéter 1'argument de 3.7.2 et

)

déduire, de l'existence de 03 (3.7.2.2), un faisceau inversible P

2
* *
sur A , tel que qIP 2= N?m (et donc [m] P =~ L?Zm =~ [m] L®2) et une

section
o, € H° (A, P)

*
telle que 04(eA ) # 0 . Enfin le faisceau P® [—1] P est totalement
[e]

4 . A . s 3 ®4 A .
symétrique, et a méme image réciproque par m] que L (4 savoir
2 *
L?4m ), donc, comme précédemment, P8>[—1] p = L®4 . La section
* *
oy = 0-4® [-1] 546 1(a,p2[-11"P) = HO(A,L®4)

répond donc a la question. Ceci achéve la démonstration de 3.6.5 et
celle de 3.5. R

Grice au théoréme 3.5, nous pouvons maintenant étendre partiellement

la proposition 2.2 :

3.8. Proposition. Pour tout n ¥1 notons A[n] le plus petit sous-
groupe ouvert de A contenant K(L®n). Alors :

(i) si K(ﬂgz) est fini sur S , alors pour tout n »1 , la res-
a

triction de L®2n A 2n

[ 1 est _engendrée par ses sections (relativement
2n

A

a S) sur A

(ii) Si L est totalement symétrique (et K(L) £fini sur S , comme

toujours), alors pour tout nY1l la restriction de L®r1 a ALn est

, . (nl
engendrée par ses sections sur A .

Démonstration : nous pouvons supposer S local.

(i) Nous savons grice a 3.5 qu'il existe une section de L _sur A
qui n'est pas identiquement nulle sur la fibre fermée Ag de A
1®2) < al?n)

(puisque K( La démonstration est alors la méme que celle
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de 2.2, conséquence formelle du théoréme du carré et de l'action de

Q(L®2n) L®2n

sur

(ii) Nous pouvons supposer S excellent (par exemple essentiellement
de type fini sur %) ; il suffit de plus (grfce a 3.5.3) de démontrer
(ii) aprés un changement de base fini surjectif, et nous sommes ramenés
grédce a 3.2.1 c) au cas o L est le carré d'un faisceau inversible

symétrique : on applique alors (i) a ce dernier. B

3.8.1. Remarque. Sous les hypothéses de (ii) ci-dessus par exemple,

j'ignore (méme lorsque S est un traitE si, pour n »2 , la restriction
n

de L®n a [n

A est trés ample sur A relativement a S .

4. Application : un théoréme de négativité de 1'image directe.

4.0. On se donne S , A, L comme en 3.0 et on suppose pour simplifier
S connexe noethérien ; on suppose de plus, comme dans le théoréme 3.5,
que X = K(L®2) est fini sur S (resp. que X=K(L) est fini et L
totalement symétrique) ; on note g la dimension relative de A sur

S , d 1le rang de f,L (on rappelle que f,L est localement libre
(3.5)), de sorte que X est fini et plat sur S de rang 4gd2 (resp.

d2). Enfin on suppose dans ce § que
(4.0.1) X est étale sur S .

Comme X est isomorphe a son dual de Cartier, ceci équivaut a
supposer que X est d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles

de S ; comme d'autre part d est pair si L est totalement symétrique,

N

nous voyons que (4.0.1) équivaut dans tous les cas a

(4.0.2) 2d est inversible sur S .

4.1. Théoréme.

(i) 11 existe un revétement fini étale 7 :S' —> S tel que
v . , .
ﬂ*(f*L) soit engendré par ses sections globales sur S'.
(ii) Il existe un entier nY%1 tel que le faisceau inversible

d Q= . ) .
(ATF,L) D soit engendré par ses sections globales sur S .

4.2. Montrons (i). Vu nos hypothéses, on peut, quitte & remplacer S
par un revétement étale convenable, supposer que le schéma en groupes X

est constant sur S . Notons r son rang ; on sait (d'aprés I,5.7) que
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L?2r
X‘)T
S' —> S fini étale tel que L

est trivial, et comme 2r est inversible sur S , il existe
e soit trivial, avec X'=r*x . Rempla-
cant alors S par S', on a un isomorphisme

r

f*(LIX) >~ @S

d'ol grfce a 3.5 un morphisme injectif localement scindé
r
f,L — 6g

d'ol notre assertion (compte tenu du fait que la formation de £,L
commute aux changements de base considérés, lesquels sont d'ailleurs
plats).

df*L)—1 : 11 résulte de (i) que M  est engendré

4.3. Posons M = (A
par ses sections sur S', et méme par r sections globales (avec

r=rg X) d'aprés 4.2 ci-dessus, donc définit un morphisme

9:8' —>|P‘,;1=P

tel que w*GP(l) ~ 7™M .

Pour établir (ii) il suffit (puisque S est quasi-compact) de
trouver, pour chaque point y€S , un entier n Y1 et une section
s € HO(S,MSH) telle que s(y)#0 . Or si Xyr--.rX, sont les points de
S' au-dessus de y , l'ensemble {w(xl),...,w(xk)}CZP est fini donc il
existe mY1l et hE€ HO(P,GP(m)) tels que h(@(xi)) #0 (i=1,...,k),
d'ol une section s' = w*he HO(S',W*Mgm) telle que s'(xi)#()

(i=1,...,k). La section

'M®m deg(ﬂ))

s = NS./S(s-)e HO(s (EGA II,6.5)

répond donc & la question. M

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori.

5.0. L'inconvénient majeur du théoréme 4.1 est qu'il suppose que 2 est
inversible sur S , méme lorsque K(L) est étale. On va montrer ici
comment contourner dans certains cas ce genre de difficultés, en

exploitant une idée de S. Mori.

Soit € wune racine cubique non triviale de l'unité dans € , et
considérons 1'anneau Z[Q] =~ Z[X]/(1+X+X2). Si T désigne un topos, la

donnée d'un Z[Q]—Module de T équivaut & celles d'un Groupe commutatif

154



L’IMAGE DIRECTE

A de T et d'un homomorphisme d'anneaux
2] —> End A
ou encore d'un automorphisme

[Q]A:A—>A

du Groupe commutatif A , vérifiant IdA-+[Q]A-F[Q]§ =0 .

3oient A un Z[Q]—Module de T , G un Groupe commutatif de T ,
et L un G-torseur cubiste sur (le Z-Module sous-jacent a) A .
Nous dirons que L est C(-invariant si les torseurs cubistes L et

*
[Q]AL sont isomorphes.

5.1. Proposition. Soient A un Z[Ql—Module du topos T , G un Groupe

commutatif de T , L un G-torseur cubiste C-invariant sur A .

Alors :

(i) le G-torseur cubiste L®3 est symétrique, i.e.

[—1];(L®3) ~ L®3

(ii) il existe une décomposition fonctorielle en L :

L~15%12

s a . . . s
L et L sont deu:: G-torseurs cubistes C-invariants, L etant

g

9] IO

P a . . . .
ymétrique et L étant muni d'une structure d'extension commutative de

par G , telle que 1l'extension (La)®3

soit triviale.

b

2, . * -
Pour démontrer (i), posons M = L® [—l]AL L: on rappelle (I,5.7.1)
que M admet une structure naturelle d'extension de A par G . On a

alors
( *
(5.1.1) M3 =~ u® [clyme [£2];(M) ,
isomorphisme d'extensions déduit d'un isomorphisme cubiste
~ *
L = [C]AL
Mais grfce & la structure d'extension de M , le second membre de

(5.1.1) n'est autre que (IdA-+[C]A-F[€2]A)*(M) donc est trivial, cqgfd.

On en déduit (ii) en écrivant

L=19@wel-11"wH e e -11%w)) . .
LS Lg -
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5.2. Soient S un schéma localement noethérien, A —£¢~S un S-schéma
en Z[Q]—Modules semi-stable (i.e. tel que le schéma en groupes sous-—
jacent soit semi-stable). La décomposition 5.1 (ii) pour un G -torseur
cubiste C-invariant sur A permet d'appliquer les techniques du

chapitre II, §3. Ainsi :

5.2.1. Théoréme. Soit U un ouvert schématigquement dense de S (ou

bien le spectre du corps des fonctions de S , si S est intégre). On

suppose que S est normal aux points de S-U , et que les fibres de A

aux points de S-U sgont connexes. Alors tout Gm—torseur cubiste

C-invariant sur se prolonge en un (unigue) € -torseur cubiste

(nécessairement C-invariant) sur A .

C'est en effet une conséquence immédiate de II, 3.3. De méme :

5.2.2. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.2, on suppose de plus que S

est normal intégre de point générique N , et _gque A, est une variété

abélienne. Soit n un entier annulant les groupes de composantes con-

nexes des fibres de A , et supposons gque :

a) les points géométriques d'ordre 8n” (ou _seulement n? si n

est impair) de A, sont rationnels sur #(7)

b) il en est de méme des points géométriques d'ordre 9n .

Alors tout Gm—torseur cubiste C(-invariant sur An se prolonge
a A .
Démonstration : si L, est C-invariant sur Aﬂ , considérons la
décomposition

S a
= ®
L’r] Ln Ln

de 5.1 (ii). L'hypothése a) permet de prolonger Lﬁ en vertu de II,3.5,

et 1l'on vérifie que Lﬁ se prolonge grice a 1'hypothése b), en procé-
dant comme dans la démonstration de II,3.5 (il faut remarquer qu'en
raison des propriétés de L% , les obstructions aux points de codimen-
sion 1 sont additives et annulées par 3). W

5.3. Sous les hypothéses de 5.2, soit UCS un ouvert dense tel que
AU soit un U-schéma abélien, et supposons que S soit normal aux
points de S-U . Donnons-nous de plus un faisceau inversible cubiste
C-invariant L sur A , tel que LU soit ample sur Ay relativement
a U . Cette condition implique, d'ailleurs, que L est ample sur A
relativement & S : en effet D®3 est symétrique et on peut donc lui

appliquer 3.1.
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Nous sommes donc dans des conditions entiérement analogues a celles

de 3.0, la symétrie étant ici remplacée par la C(-invariance.

Nous allons maintenant étendre a cette situation les principaux
résultats du §3 ; les démonstrations, analogues a celles de loc. cit.,

seront simplement esquissées.

5.4. Définition. Sous les hypothéses de 5.3, nous dirons que L est

totalement C-invariant s'il existe U' —> U fidélement plat tel que
L

. . N ® \ . . .
soit isomorphe a MU? ou MU' est cubiste C-invariant sur AU"

UI
5.4.1. Remargues.
a) le faisceau MU' de 5.4 peut étre supposé symétrique (en vertu

de 5.1 (ii)) ; en particulier si L est totalement C(-invariant il est

symétrique ;

b) il n'est pas suffisant, pour que L soit totalement C(-invariant,
d'exiger que LU soit localement de la forme M@D[Q]*Mg)[gz]*M ; toute-
fois cette condition est suffisante si [G]*M est algébriquement équi-
valent & M et si 3 est inversible sur S (exercice : utiliser le

fait que ({-id) opérant sur le dual AE de A est une isogénie) ;

c) la remarque a) montre que le morphisme U' ——> U de 5.4 peut
étre supposé fini et plat ;

d) si L est totalement (-invariantet si S est noethérien
excellent, il existe 7 :S' —> S fini surjectif tel que LS' == M??

(cf. 3.2.1 c)).

avec M symétrique et C(-invariant sur A

S' 5

5.4.2. Exemple. Soient S un schéma localement noethérien, A un
S-schéma en groupes semi-stable, UC S un ouvert dense tel que AU soit
un U-schéma abélien et que S soit normal aux points de S-U . On

suppose de plus que 3 est inversible sur S . Considérons le S-schéma

en groupes semi-stable

A, = A®Zz[§] ;

c'est de facon naturelle un Z[Q]-module ; la base (1,0) de z[¢]
permet d'identifier A, a A2 , l'action de ¢{ étant donnée par la

matrice
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Soit L un faisceau inversible cubiste sur A ; notons L le

1
faisceau inversible sur A12=A? défini par
_ * * _ *
L, = prlL®pr2L® (pr1 prz) L .
Un calcul immédiat montre que le morphisme ©. :A ——9-At
L 1,0 1,0

1
est donné par la matrice

2@L -@L

=%, 2@L

d'oll 1'on déduit que [Q]to¢L o[Q] =0 ; en d'autres termes, [Q]*Ll

L
1 1
est algébriquement équivalent a L, sur le schéma abélien Al y - Ilen
’
résulte, d'aprés la remarque b) ci-dessus, que le faisceau
* 2 *
L, = L1®[§] L, ®[¢ ] L,
est totalement {-invariant sur A2 . Enfin on vérifie que
*
K(L,) = [9], (X(L) xK(L)) ,
1
de sorte que K(Lz) est étale sur S si K(L) 1l'est.
5.5. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.3, définissons f[n] :A[n] —> S

comme en 3.3. Alors

(i) i K(L®3) est fini sur S , le morphisme naturel
(5.5.1) £,L —>fE3](L|A[3])

est un isomorphisme.

(ii) 8i K(L) est fini sur S et L totalement C-invariant, le

morphisme naturel

]
(5.5.2) £,1 —> £L1 (L‘A[l]_)

est un isomorphisme.

Démonstration (esquisse) : on se raméne d'abord comme dans 3.4 au cas ou

S est un trait : posons donc S = Spec A , ou A est un anneau de
valuation discréte de corps des fractions F et de corps résiduel Kk ;

on pose {n} = Spec F , {s} = Spec k , AO = A®k . Par changement de

base fidélement plat on peut supposer de plus que F contient les racines
cubiques de 1'unité. Considérons alors 1l'unique isomorphisme
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*
u :Lir[g]AL

de faisceaux inversibles cubistes sur A : il induit un automorphisme
d'ordre 3 de H°(A,L), et 1'hypothése sur F implique donc qu'il existe
un vecteur propre pour cette action, d'ou une section ¢ € HO(A,L), non

identiquement nulle sur Ao , et dont le diviseur est (-invariant. Dans

ces conditions soit x€ A(S) tel que x(S)Ndiv(c) = ¢ : alors
* * *
= ® ®
31 TXU TQXG TQZXO

est une section, non nulle a 1'origine de AO , du faisceau

Lo ¥ Lt L =~ 123 (car 14C0+C2=0).

Il en résulte que, dans le cas (i), le morphisme naturel

(2,153 —>HO(A[3],L®3)

qui est un morphisme de représentations irréductibles de Q(L®3), est
non nul dans la fibre spéciale donc est un isomorphisme. On en déduit
(ii) puisqu'aprés un changement de base convenable on a L2=M®3 ou_ M

est C-invariant ;_d'autre part sous 1'hypothése (i), si g €% (a 3],L)
alors o3¢ H° (A 3 ,L®3) se prolonge & A , donc O se prolonge a A .H

5.6. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.3, supposons K(L®3) fini sur

S (resp. K(L) fini et L totalement C-invariant) et posons

X = K(L®3) (resp. K(L)). Alors le morphisme naturel

(5.6.1) £,L —> £,(Lyy)

est injectif localement scindé.

En conségquence (cf. 3.5.3) la formation de £,L commute & tout

changement de base 7 :3' —> S tel que ﬂ_l(U) soit schématigquement

dense dans S'.

5.6.2. Cas o A est un S-schéma abélien : c'est un cas particulier
de 2.5.1.

5.6.3. Cas ol S est un trait : ce cas se démontre exactement comme 2.5,

en remarquant que si L est totalement C(-invariant il est engendré
par ses sections sur l'ouvert A 1 (notation de 3.3) : ceci résulte

immédiatement de 2.2.

5.6.4. La question étant locale sur S nous sommes ramenés, pour démon-

trer 5.6, au cas ol S est le spectre d'un anneau local complet normal
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de dimension ¥ 2 A corps résiduel séparablement clos, et ol (5.6.1) est
localement scindé sur l'ouvert V = S-{s} , ol s désigne le point fermé
de S . Il est alors immédiat que le lemme de descente 3.6.3 est encore
valable. De plus le théoréme 5.5 implique que si A' est un modéle semi-
stable de Aﬂ , contenant A comme sous-groupe ouvert, et si L se
prolonge en L' sur A', alors 5°(a,L) = E°(A',L'). Par changement de
base et gonflement, nous pouvons donc supposer de plus cue K(L®2) est

fini sur S .

5.6.5. Réduction au cas symétrigue : si L est totalement C(-invariant

il est symétrique d'aprés 5.1. Sinon on a L = L°®L? avec LS symé-
trique et L% d'ordre 3 (5.1 (ii)) ; il existe donc (quitte a changer
de base et a appliquer le lemme de descente) une section &€ K(L®3)(S)
telle que L2=T;(LS). Comme la translation par ¢ respecte X = K(L®3),

on a un diagramme commutatif

f,.L —>f*(L1X)
* *
4Ta JTa

S S
f*L —>'f*(L '\X)

et il suffit donc de prouver 5.6 pour LS .

5.6.6. Fin de la démonstration : supposant L symétrique et K(L®2)

fini, il résulte de 3.5.3 que la formation de f,IL. commute au changement
de base 7 :S' — S , o0 S' est le normalisé d'un sous-schéma fermé
intégre de dimension 1 de S rencontrant l'ouvert U de bonne réduc-

tion. Comme 5.6 équivaut a l'injectivité de
£F.LO® u(s) —> f*(L\XS) n(s)) '

il suffit de démontrer 5.6 sur S' et nous sommes ainsi ramenés au cas
d'un trait (5.6.3). B

5.7. Proposition. Sous les hypothéses de 5.3, définissons A[n] comme
dans 3.3. Alors :
(i) si K(ﬂ®3) est fini sur S , alors pour tout n ¥1 , la res-
triction de L®3n[ é] A 3n est engendrée par ses sections (relative-
3n

ment & S) sur A

(ii) 8i K(L) est fini sur S et L totalement C(-invariant,

alors pour tout n»1 la restriction de L®n 4 A"’ est engendrée

. n
par ses sections sur A .
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La démonstration est analogue a celle de 3.8. a

Nous pouvons enfin adapter le théoréme de négativité 4.1 :

5.8. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.6, supposons de plus que S est

noethérien et que X (notation de loc. cit.) est étale sur S . Alors

(i) Il existe un rev@tement fini étale 7 :S' —> S tel dque

v . , .
ﬂ*(f*L) soit engendré par ses sections _globales sur S'.

(ii) Il existe un entier n »1 tel que le faisceau inversible
(Get £,1)%0

soit engendré par ses sections globales sur S .

Démonstration : on procéde comme dans 4.1. @

Bien entendu, si d désigne le rang de f£f,L (de sorte que K(L)
est de rang d2), 1'hypothése sur X équivaut au fait que 3d soit
inversible sur S .
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CHAPITRE VII

Structures de niveau, plongements grassmanniens

Sommaire

0. Introduction.

1. Structures de niveau et rigidifications : définition, existence.
2. Cas des schémas abéliens : le théoréme de plongement.

3. Application aux schémas de modules ﬁg d.n °

. —-sché .
4. Le Z-schéma ﬁg,d
5. Le cas séparable : compléments au théoréme de plongement.

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

0. Introduction.

Le principal résultat de ce chapitre est le théoréme de plongement
2.6, qui donne explicitement un plongement projectif (plus précisément
"grassmannien") d'un certain schéma de modules fins paramétrant des sché-
mas abéliens polarisés munis d'une "N-rigidification". Cette derniére
notion est un raffinement de la notion familiére de structure de niveau
N , le groupe structural étant, au lieu d; groupe habituel Gng(Z/NZ),

9_
une extension de celui-ci par le tore Gg 1 . I1 est méme possible,

grice a la notion de "N-rigidification restreinte", de "réduire" le
groupe en question & un groupe fini ; on retrouve ainsi au §3 la repré-
sentabilité des schémas de modules habituels wg,d,n pour ny3 , sans
utiliser de théorie générale des invariants.

Un autre intérét est que 1l'on obtient, sur ces schémas de modules,
des faisceaux amples "explicites", i.e. calculables en termes du fonc-
teur représenté. Plus précisément chacun des schémas de modules fins
construits (noté ici S) porte un schéma abélien universel A —f»-s , et
un faisceau inversible cubiste L sur A , ample relativement & S ; le

théme général de ce chapitre est qu'alors le faisceau inversible
-1
(det £,L)

est ample sur S ; dans chaque cas cela résulte plus ou moins triviale-

ment de la définition du plongement grassmannien de 2.6.
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On construit encore au §3 des compactifications des schémas de

modules grossiers ¢ (n ¥1), liées aux plongements du §2. Ces

g,d,n
compactifications semblent malheureusement dépourvues d'une bonne inter-
prétation "modulaire" ; on a toutefois, pour un schéma en groupes semi-
stable sur une base normale, une propriété de prolongement en codimension

1 (§6) qui sera utilisée au chapitre XI.

A 1l'exception du §6 précité, ce chapitre ne dépend que dans une
faible mesure des précédents ; le lecteur qu'intéressent surtout les
schémas abéliens pourra, aprés avoir pris connaissance de la définition

1.2, aborder directement les §2 a 5.

Notations. Dans tout ce chapitre on fixe un entier g ¥1 . Pour tout

entier N 1 , on pose

- 2N (N pair)
(0.1) N = (2,N)N ={
N (N  impair)
On note EN le groupe
= 29
(0.2) Eg = (z/NZ)
et pour tout schéma S on désigne par Ey g le S-schéma en groupes

constant de valeur EN .

1. Structures de niveau et ridigifications : définition, existence.

On rappelle d'abord la proposition suivante (I,5.7) :

1.1. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur un Groupe commuta-

tif A , et soit N un entier annulant A . Alors L admet une tri-

vialisation cangnigue (comme G-torseur cubiste sur A).

1.2. Définition. Soient A —E»-S un_schéma en groupes semi-stable de

dimension relative g sur un schéma S , L un G -torseur cubiste sur
A , N un entierx Y 1 inversible sur S .
a) Une structure de niveau N sur A est par définition un isomor-
phisme v : Ey g Jza-NA de S-schémas en groupes.
’

b) Une N-rigidification de (A,L) est un couple (v,5) ou v
est une structure de niveau N et o une trivialisation du G -torseur
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* . - . . . . . . ’
v L , qui coincide sur la section nulle avec la trivialisation donnee

par la structure cubiste de L .

i . . 3N S
c) Une N-rigidification (v,0) est restreinte si ¢ N coincide

®
2

. . . . . * ,
avec la trivialisation canonique de VL donnée par 1.1.

1.3. Proposition. Soient S un schéma normal intégre, U~ S un ouvert

non vide, AU un U-schéma abélien de dimension relative g ayant

réduction semi-stable aux points de codimension 1 de S . Soient LU un

G_-torseur cubiste symétrique sur AU et N2 un entier inversible

m
sur S .

Alors il existe un gros ouvert V<SS contenant U et une suite de

morphismes finis surijectifs

772 771
VZ—PVlﬁ'V y M = T_oml

avec les propriétés suivantes :

(1) m, est galoisien, modérément ramifié sur V et étale sur U;
son groupe de Galois est un sous-groupe de GL2g(Z/NﬁZ), et i1 existe un
- 2 Semi— . \ ,
V1 schéma en groupes semi-stable AV1 prolongeant AU><VV1 un
- 3 _J“ ’ - -
Gm torseur cubiste Lvl sur AVl prolongeant LU><VV1 et une struc
ture de niveau N sur AV .
1
(ii) ﬂ2 est principal homogéne de groupme contenu dans
E {0} 2g
N 2= MN -1 (donc w est étale) et (m* TiL. ) osséde une
MN N —_— 2 = - 2AV1' 2V:L bossede une

N-ridification restreinte.

Si_de plus il existe un S-schéma en groupes semi-stable AS pro-

longeant AU , on peut supposer gue V=S & condition de remplacer,
dans (i), GLZg(z/Nﬁz) par Gng(z/Nﬁ3z).

Démonstration : soit L rendant rationnels les points d'ordre NN de

la fibre générique : il existe sur V, (pour V convenable) un modéle

semi-stable A& ayant une structure de niveau IIY , d'aprés IV, 8.2.1.
1
I1 suffit de prendre pour Av le plus petit sous-groupe ouvert de
1

A& contenant les points d'ordre N , 1l'existence de LV résultant
1 1

alors de II, 1.2.8 (ou II, 1.2.8.1 si N est impair) quitte & res-

treindre V . Pour le complément V=S dans le cas semi-stable, on

rend rationnels les points d'ordre Nﬁ3 et on applique II, 3.5. W
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2. Cas des schémas abéliens : le théoréme de plongement.

2.0. Soient d et N deux entiers » 1 . Pour tout schéma S , on note

(2.0.1) Abrig+'d'N(S)

l'ensemble des classes de S-isomorphisme de suites (A,L,v,0), ou :
. A est un S-schéma abélien de dimension relative g .

. L est un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement

a4 S et de degré d2 (i.e. 1'isogénie @ : A —> A% définie par L
est de degré dz), et vérifiant de plus

(2.0.2) A C K(L) = Ker 9_ ;

4 L

cette condition signifie que, localement sur L est la puis-

sance quatriéme d'un faisceau (automatiquement ample) sur A . Elle

implique que L est trés ample relativement & S ([M2], § 17).

. (v,0) est une N-rigidification (1.2) de (A,L).
2.1. Abrig+'d,N(S) est de fagon naturelle un foncteur contravariant en
S . Lorsque N )3 , les objets (A,L,v,0) ci-dessus n'ont pas d'auto-
morphismes non triviaux ([M2], § 21, th. 5) ce qui implique que
Agglg;’d'N est méme un faisceau pour la topologie fppf. Notons que
29

Abrigg a N(S) est vide si ne divise pas d (& cause de (2.0.2)),
’ ’

ou si N n'est pas inversible sur S .

Nous supposerons dans la suite du §2, sauf mention expresse du con-

traire, qgue N¥3 . Ceci rend inoffensifs les abus de langage tels que

" . . + "
soit (A,L,v,0) € Abrig ,d,N(s) .

2.2. Définition. Une constellation de type (g,d,N) sur un schéma S

est la donnée :
- d'un Gs—module V , localement libre de rang d

- d'un S-plongement o : Eg g «—— P=P(V), tel gue pour tout =x€S
’
1'image de o®n(x) engendre P®x(x) (au sens des espaces projectifs)

- d'une trivialisation ¢ de @*® (1) sur E .
P _— N, S

) .+ .
2.2.1. Exemple. Soit X = (A,L,v,0) € Abrig ,d,N(S)' et soit f:A — S

le morphisme structural. On a alors un morphisme

(2.2.1.1) O':EN,S——>IP(f*L)=IP
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composé de v : EN,S JZa-NA et du plongement NA e A ¢e— P défini par
L . D'autre part a*GP(l) s'identifie canoniquement a v*L donc O
s'interpréte comme une trivialisation de a*@P(l) sur EN,S . On a en
fait le résultat suivant :

2.3. Proposition. Avec les notations de 2.2.1, (f,L,o,0) est une cons-

tellation de type (g,d,N) sur S dés gque N2 >gld

La seule chose a vérifier est que si S est le spectre d'un corps
(que 1'on peut supposer algébriquement clos) les points d'ordre N de
A ne sont pas dans un méme hyperplan de P . Vu l'hypothése sur N

cela résulte du lemme suivant ([M4], Prop. 7.7) :

2.3.1. Lemme. Soient A wune variété abélienne de dimension g sur un

corps k algébriquement clos, L. un faisceau inversible trés ample sur

A , de degré d2 . Soient HCP(H°(A,L)) une hypersurface de deqré s

ne contenant pas A , et N»1 un entier. Alors :

1ongk(Hﬂ NA) (. gld
—_— { s 2 .
NZg N2

Rappelons la démonstration de [M4] : soit YA une courbe passant
par l'origine, section de A par un sous-espace linéaire de codimension

g-1 , et telle que [N];l(y) Z H . Alors si £ = cl(L)E CHl(A), on a :

tong, (80 &) < (In]71o.m) = (N1 (297h) .m)

= NZg—Z(eg—liH) (th. du cube)

- 29-2
N s degP(HO(L))(A)

2g-2

=N sg!d (Riemann-Roch) @

Nous supposerons désormais vérifiée, jusqu'a nouvel ordre, la con-

dition
N% ) gla
de 2.3, et nous noterons
(2.3.2) C(X) = (£,L,o,0)

la constellation associée, par la méthode de 2.2.1, & X = (A,L,v,0).
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2.4. Soit T = (V,&,0) une constellation sur S . Notant 7 Ey g — S
’

le morphisme structural, la donnée de « — P équivaut a celle

: E
N,S
d'un quotient inversible L de 7*V . Comme L s'identifie canonique-

N

ment & a*GP(l), on obtient gr8ce & la trivialisation 0 de L , un

morphisme surjectif

(2.4.1) T*v ——»SE

N,S
de faisceaux localement libres sur EN g+ ce qui équivaut par adjonction

’
4 un morphisme de @S—modules

EN
(2.4.2) u(Z) : V—1m.0 =~ 0 .
*E S

N,S

La condition supplémentaire sur o , selon laquelle o&(E ) engendre

N,S
P , revient évidemment & imposer que u(z) soit surjectif. En breif,

la constellation I détermine un morphisme

(2.4.3) t(Z) : S —> 6 >~ G

a,n%9
ol G désigne la grassmannienne (sur Spec Z) des sous-faisceaux loca-
E
ment facteurs directs de rang d de 6 N .
Spec Z
Il est immédiat que la surjectivité de (2.4.1) se traduit, en termes
E
de u(Z), de la fagon suivante : pour tout a¢€ EN , notons e ¢ @SN —»-@S
la forme coordonnée correspondante ("évaluation au point a") ; alors

les morphismes

€

E
u(z) N a
GS 8

v s

sont tous surjectifs. Réciproquement un sous-fibré VC @SN vérifiant

cette condition détermine un S-morphisme « —> P(V) =P et une

: E
N,S
trivialisation de «*® _(1). Enfin, o est un plongement si et seulement
P P g

si, pour a#b dans E_ , le morphisme

N
2 E € _AE
sz ATu(Z) Az(GSN) a b. SS

est surjectif, (condition qui implique la précédente). Si 1l'on note
(2.4.4) o
le sous-fibré universel sur G , et

(2.4.5) diczs

le sous-schéma ouvert de G au-dessus duquel les morphismes
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E € A€
(2.4.6) 22— a2 N 220, (a¥b)

sont surjectifs, nous avons donc établi :

2.4.7. Proposition. Le foncteur

4

S —> {classes d'isomorphisme de constellations de type (g,d,N) sur S}

est représenté par 1'ouvert cﬂlCG de (2.4.5).

On a en particulier sur dJb, une constellation universelle :

1
(2.4.8) z = (v, o,0)
3 P = )
avec EqulL-—-» —IP(‘l))ou,2
Tr\ A
t11’2
et 0:0p = a"6n(1).
N,Jl,l

2.5. Soit X = (A -f-»s,L,V,c) EAbrig;' a.n(8) (avec N2>g!d , comme

toujours). Nous noterons
(2.5.1) t(X) = t(C(X)) Edél(s) = Hom(S,d,) & Hom(S,G)

(cf. (2.3.2) et (2.4.3)) : t(X) est donc le point de G qui correspond
au morphisme composé de @S—modules

* 29
(2.5.2) £,L 2o n 0% Zar 0 ~ ol .
Eg g S
’

Il est immédiat que t(X) est fonctoriel en S (on rappelle que

la formation de f,L commute a tout changement de base). Nous avons

donc défini un morphisme de faisceaux sur Spec Z[ l/N] :
+
.5. H i ® c
(2.5.3) t:Abrigs o —> b O, zl1/N]ce

X —  t(X) .

2.6. Théoréme. On suppose gue N2 >29!d . Alors le morphisme t de

(2.5.3) induit un isomorphisme de Abrig; g, N avec (le foncteur repré-
’ ’
senté par) un sous-schéma localement fermé de G .

Les points cruciaux sont rassemblés dans la proposition suivante

(c'est ici qu'intervient de fagon essentielle 1'hypothése (2.0.2)) :
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2.7. Proposition. Avec les notations de 2.5, on pose de plus P=P(f,L).
‘On note p:P —> S le morphisme structural, E = NACZP ’ ﬁA (resp. 5E)
le faisceau d'idéaux de A (resp. E) dans P . Alors :

(1) le morphisme naturel p*GP(Z) ——»-p*GA(2) est surjectif ; en

conséquence le faisceau p*ﬂA(Z) est localement libre de rang

d+1
( 2

) -2% ; sa formation commute & tout changement de base, et l'on a

1l

Rlp,5,(2) =0 , ido .

(ii) Le morphisme naturel p*p*dA(z) —_ DA(2) est surjectif ; e

d'autres termes, A est (localement sur S) intersection de gquadrigues

dans P .

Si de plus N2 >29!d , alors :

(1ii) pu¥,(2) = pyJ(2) ; en d'autres termes (compte tenu de (ii))
A est localement sur S l'intersection des quadriques contenant E .

(iv) Le morphisme naturel de @S—modules localement libres

(2.7.1) B(x) : p*GP(Z) ——*-p*GE(Z)

est localement scindé (i.e. Coker B est localement libre) et est de

rang 293

Démonstration :
(i) Le fait que Rlp*ﬂA(Z) = 0 pour 1i y2 est évident puisque
Rlp*GP(Z) = Rlp*GA(Z) = 0 pour i )1 . D'autre part nous utiliserons

constamment le fait que la formation des images directes p*GP(2),
p*GA(Z) et p*GE(Z) commute & tout changement de base. Il suffit en

particulier de montrer la surjectivité de

p*GP(Z) — p,6,(2)

A

lorsque S est le spectre d'un corps algébriquement clos. Or elle équi-

vaut a la surjectivité de

®2

®2 — £, (L

(£,L) )

et résulte donc de [MS], th. 9 p. 68 puisque L est la puissance
quatriéme d'un faisceau ample sur A .

(ii) Lorsque S est le spectre d'un corps l'assertion résulte de
[M5], th. 10 p. 80 ; dans le cas général on en déduit que pour tout
x€ S le morphisme
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P P, 0 ,(2)Bn(x)) —> ¥,(2)®n(x)

est surjectif (en effet, par platitude, UA@’n(x) est 1'idéal de AK(X)
dans Pu(x))' Or ce morphisme est déduit par changement de base (d'aprés
(1)) de

PP I (2) —> 9, (2) ;

ce dernier est donc aussi surjectif.

(iii) Désignant par UE/A 1'idéal de E dans A , il suffit
d'établir que p*UE/A(2) est nul. Or ce dernier est le noyau de

(2.7.2) P,8,(2) —= p,B.(2)

et notre assertion n'est donc qu'un avatar de 2.3 : comme (2.7.2)
"commute au changement de base" on se raméne au cas d'un corps et on

applique 2.3.1 avec s=2 .

(iv) On a Ker B(X) = p*ﬂE(Z) = p*ﬂA(Z) A'aprés (iii) donc Im B
s'identifie a p*GA(Z) (d'ou le rang de B) et Coker B au conoyau du
morphisme (2.7.2), lequel, comme on l'a vu, est injectif aprés tout

changement de base, donc localement scindé. |

2.8. Il résulte déja de 2.7 que, sous 1'hypothése N2 > 2g'd , le mor-
phisme t de (2.5.3) est un monomorphisme : on reconstitue en effet
(A,L,v,5) & partir de (f,L,¢,0) (notation de 2.2.1) de la fagon

suivante :

. A est le sous-schéma de P = P(£,L) défini par 1'idéal image de

*
P Py, (2) — 6

ou p:P —> S est la projection, et Ua 1'idéal du fermé de P image
de « 2By g P (autrement dit A est l'intersection des quadriques
’

)) .

&
contenant (EN,S

. L est le faisceau inversible induit par @P(l) sur A .
. v n'est autre que @w: EN g — A —>P .

4
. 0=0 .

I1 suffit dOnC, pour etablir 2.;, de prouver (Supposant deSOIIIlaiS
N >2 . M
gld)

(2.8.1) il existe un sous-schéma localement fermé ob<C dﬂ , tel que t
se factorise par ob, et un X = (A,L,v,5) € Abrig 3 NG%) tel que
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t(X) :uL——»-&l soit 1l'inclusion naturelle.

En effet, l'objet X ainsi construit, considéré comme morphisme de
.+ . Vs
db dans Abrig AN’ est alors une section de t sur dl, d'ou le
théoréme puisque t est de plus un monomorphisme. Bien entendu, X est

. . .+
alors 1'objet universel de Abrig ,d,Noﬁ)'

2.9. Définition. Soit I = (V,«,0) une constellation sur S et soit r

un _entier. Notons comme d'habitude p:P = P(V) —> S le morphisme

naturel, et posons E = (E ) CP.Considérons le morphisme naturel de

N, S

@S—modules

(2.9.1) B(2) : pyOp(2) —> p,6.(2) .

Nous dirons que £ vérifie la condition (Qr) si 8(XZ) est localement

scindé (i.e. son conovau est localement libre) et de rang r .

Nous noterons BEQ(Z) (enveloppe quadraticque de Z) le sous-schéma

de P défini par 1'idéal p*(Ker B(Z)) (intersection des quadriques

contenant E).

Notons que B(Z) peut s'interpréter comme un morphisme

E

Sym2V ——»—@SN
grice & @q:E. —E et a 0'®2:® 5 o¥6_(2)
N E P )

N
2.9.2. Remarque. Si I vérifie (Qr) alors pour tout changement de

base S' — S , ZS' vérifie (Qr) et 1'on a

V) o= BQ(Z) Xg 8*' .

La premiére assertion est triviale et la seconde résulte du fait
que si PB(X) est localement scindé la formation de son noyau commute

au changement de base.

2.9.3. soit XE€ Abrig; a N(S) : alors, en vertu de la proposition 2.7,
’ ’

A

la constellation C(X) associée a X vérifie (Qr) avec

1l

r 29q ’
et de plus, avec X = (A,L,v,0), on a

(2.9.3.1) A

EQ(C(X)) .
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2.10. Posant donc r=29 , i1 est immédiat que le sous-foncteur de t%l
formé des constellations vérifiant (Qr) est représentable par un sous-
schéma localement fermé ‘#2 de ﬂl (défini par des idéaux de Fitting
convenables) ; d'aprés (2.9.3), t se factorise par #2 . Considérons

la constellation 22 induite sur Mz par la constellation universelle

Z de (2.4.8), et posons

A = (Z )CP _P‘Z

\/

2.11. Soit X comme en (2.9.3) : alors le polyndme de Hilbert (relatif
4 S) de L sur A est

H(n) = n9a .

Introduisons donc la strate de platitude ([M6],8)

définie par la propriété suivante : un morphisme S —> #2 se factorise

par #3 si et seulement si le sous-schéema A2Xtu S de P2><w5 S est
plat sur S de polyndme de Hilbert H(n). Alors t se factorise par
%3 , et le schéma A, ——»wﬂ3 induit par A, est plat de polyndme de

Hilbert H , pour le plongement A3 s P3=:Pld .

2.12. Comme A3 est plat sur d3 , 11 existe un plus grand sous-schéma

ouvert
0 c
M4 #3
tel que A, = A3\d4 soit lisse sur M4 , et t se factorise par d@ .

Notons que l'on a un diagramme naturel (puisque A, = EQ(EF%))

dt —s A — P '-P‘w

\/

e, # ——+~A4 correspondant a l'origine

de EN . D'aprés [M4] th. 6.14, il ex1ste un plus grand sous-schéma

et en particulier une section
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ouvert

tel que Ay = A4‘# admette une structure de schéma abélien de section
-5

unité e
5

dimension relative g , et le faisceau inversible ample L5 sur A5

= e4ku5 , et t se factorise par #5 . De plus A5 est de

induit par 0p(l) est de degré a® sur Ag puisque son polyndme de
Hilbert est n9a .

2.13. Il existe un plus grand sous-schéma fermé

c
d6 M5
tel que, si L6 est le faisceau inversible sur AG = ASI# induit par
6
L5 , on ait
)
K(Lg) 2 4Ag -

2.14. I1 existe un plus grand sous-schéma fermé
do = db b

tel que o = soit une structure de niveau N , et t se factorise
6
par ¢%7 . De plus on a une trivialisation naturelle g, de a;L7 (ou

7

cubiste compatible avec 07 , on obtient sur (A7,L7) une

L7 = L6|M ) induite par 0 (2.4.8) ; si 1l'on munit L de la structure
7

N-rigidification au sens de 1.2. Il est alors immédiat que 1'élément de

.+ S asmt s e P s
Abri a NQ%) ainsi défini vérifie la propriété annoncée dans (2.8.1),
’ ’

et le théoréme 2.6 est donc démontré. W

Dans le corollaire qui suit on ne suppose plus que N2 >glad :

2.15. Corollaire. Pour d et N Y1 et pour tout schéma S , notons

.+
Abpic ,d,N(S)

l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets (A,L,v) ou A, L

et v sont comme dans 2.0. Alors pour N Y3 , le foncteur Abpic

,d,N
est représentable par un schéma quasi-projectif M sur Spec z[1/N]. De
plus si (A,L,v) désigne 1'élément universel de Abpic; a N(M), et

’ ’

f:A — M le morphisme structural, alors le faisceau inversible
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xo= (08g,y7t

est ample sur M .
Démonstration : on a des morphismes naturels

m
.+ N,N' .+

(2.15.1) Abpic, 4 y+ — > &bpic, 4 y

pour N divisant N' ; si N Y3 et si N et N' ont les mémes fac-

teurs premiers (i.e. si Z[l/N] = Z[l/N']), le morphisme est

ﬂ‘N,N'
méme principal homogéne sous le groupe fini

Ker(Gng(ZVN'Z) —_— Gng(Z/NZ))

ce qui nous raméne (en remplagcant N par une puissance convenable) au

cas ol N‘2 >2g1d . On a d'autre part un morphisme naturel

.+ 5 P
Abrig ,d, N —— Ab 1Cg,d,N

(oubli de la rigidification o , avec les notatio?s}de 2.0), lequel (si
E -10
N »3) est principal homogéne sous le groupe GmN . Ce groupe peut

mérie 8tre réduit a un groupe fini, en considérant le sous-foncteur

+ .+
(2.15.2) Abresg'd’N.C Abrlgg,d,N

formé des (A,L,v,0) telle que (v,0) soit restreinte au sens de 1.2.
L'inclusion ci-dessus est évidemment représentable par une immersion

fermée, et le composé

+ .+
Abres ,d,N — Abpi 9,d,N
Ey-{0}
est principal homogéne sous le groupe fini étale by .

I1 suffit donc, pour prouver 1l'amplitude de )X (et donc la quasi-
. T ' 2 . , . .+
projectivité de M) d'établir 1l'assertion analogue sur +Abrlg ,d,N Or
si (A,L,v,0) désigne 1l'objet universel sur S = Abr'gg a.N ’ le plon-
’ ’
gement t:S —> G de 2.6 était défini par un morphisme

N29
f,L — @s .
En particulier f,L =ty ol U est le "sous-fibré universel"
sur G . Notre assertion résulte donc du fait que (AdU)-l est ample
(et méme trés ample) sur & puisqu'il définit le plongement de Pliicker
de ¢ . A
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3. Application aux schémas de modules &
g,d,n

3.0. Soient d et n deux entiers ¥ 1 . Désignons par

(3.0.1) Bb o ,(S)

pour tout schéma S , l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets
(Algl\)) O‘:1 :

. A est un S-schéma abélien de dimension relative g ;

. E:A ——4>At est une polarisation de degré d2 : en d'autres

termes, & est une isogénie de degré d2 qui, localement sur S

fppf '
est de la forme @L , o0 L est un faisceau inversible ample sur A ;
. V:E —~»> A est une structure de niveau n
n,S n
3.1. si (A,8,v) est comme ci-dessus, considérons le faisceau de
Poincaré P sur AUxA , et posons
*
(3.1.1) L(g) = (.5 ) (»*? .
Id
A
On a alors
(3.1.2) P =48 :a —s A"
L(§)
d'ou il résulte que (A,L(E),v) définit un élément de Abgic+ (s).
g,49d,n
Posant pour abréger
(3.1.3) d = 49

nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

.+
(3.1.4) Bb_ g, — Bbpic 3 .

qui est injectif en vertu de (3.1.2). Inversement si l'on part de

(A,L,v) dans Agglg;

’
une unique isogénie §
(

3 n(S), la condition (2.0.2) montre qu'il existe
’
LA —>at telle que 4§L==@L ; on en déduit

alors que l'image de (3.1.4) est formée des (A,L,v) tels que
L = L(§L) ; par suite le morphisme (3.1.4) est représentable par une

immersion fermée. Appliquant alors 2.15, on retrouve :

3.2. Théoréme. Pour n ¥3 , le foncteur Ab de (3.0.1) est repré-

==g,d,n
sentable par un schéma guasi-projectif sur Spec Z[l/n], noté #é d.n °
’ ’
. s V22 .
De plus si (A,§,v) désigne 1'élément universel de éhg,d,n(wg,d,n)
et f:A — ¢ le morphisme structural, alors le faisceau inversible

g,d,n
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(1dg,1(2))"!

(avec d = 494 , et L(E) défini en (3.1.1)) est ample sur ﬁé,d,n

(Remarque : comme des schémas de modules grossiers vont bientdt appa-

raitre, il est préférable dés maintenant de distinguer Abg a.n de
r r -
& ).

g,d,n
3.3. Pour d et nyl et pour tout schéma S , notons
(3.3.1) g@g’d,n(s)

1'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets (A,%,v,0) ou (A,§,v)
est comme en 3.0, et ou (v,0) est une n-rigidification restreinte
(1.2) pour (A,L(E)) ; on a donc une projection naturelle (oubli de 0) :
(3.3.2) Ab —> Ab

==g,d,n =g,d,n
En—{O}

qui, pour n ¥3 , est un revétement principal de groupe (mﬁ) .

Soit N un entier » 1 multiple de n , et vérifiant N2 > 2g1d .

On va s'intéresser au morphisme composé

(3.3.3) Ab ,d,N —> Ab ,d,n —> Ab ,d,n °
On sait que Ab ,d,N est représentable par un schema noté
P t
(3.3.4) A —> ¢ > G ;
grd./ N a,w?9

E
de plus si VU L—»»GGN désigne le sous-fibré universel, alors U induit

~

sur xg,d,N le sous-fibré
E
f,L —> £,u*L 4§»-QVN
xg,d,N
ou (A,L,v,0) est 1l'objet universel sur ﬁg,d,N et f:A _—a'ﬁg,d,N
EN-{O}
le morphisme structural. Les groupes TN = (mN) et
E
Aut(EN) o Gng(Z/NZ) opérent sur le faisceau GGN , respectivement par

l'action diagonale et par permutation des coordonnées. On obtient ainsi
une action sur G d'un groupe GN , produit semi-direct de TN par
Aut(EN), ainsi qu'une GN—linéarisation ([M4], §3, 1.6) de VU pour

~

cette action. De plus l'action en question respecte ¢ et corres-

g,d,N '
pond, bien sfir, & 1'opération "changement de N-rigidification".
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3.4. Schémas de modules grossiers, compactifications.

Gardons les hypothéses et notations de 3.3, et fixons de plus un

"schéma de base" noethérien S, au-dessus de Spec Z[l/N]. Nous dési-
,4d,N ' AQg,d,N ’
restrictions de ces foncteurs a la catégorie des So—schémas, et par

~

¢g'd'N '
Posons

gnerons encore (par abus d'écriture) par Ab etc., les

etc. les images réciproques des schémas correspondants sur SO.

(3.4.1) G = Ker(GN — GL

NN (z/NZ) ——»»GLZg(Z/nZ))

29

ou Gy est défini en 3.3, la premiére fléche étant la surjection natu-
relle et la seconde s'obtenant en plongeant (ZVnZ)zg dans (Z/Nz)zg

au moyen de la multiplication par N/n . On pose alors

~

3.4.2 g = G ’

( ) g,d,n #g,d,N/ n,N

l'action de Gn N étant induite par celle de GN . Nous allons voir,

par des considérations standard (cf. [M4], Prop. 5.4) que %é d.n est

un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab sur la catégorie

==g,d,n
des So-schémas ([M4], déf. 7.4) et est donc indépendant du choix de N.

3.4.3. En effet soit S un So—schéma et soit (A,&,v) comme en 3.0.
Alors il existe un revétement S —£» s qui "paramétre" les

N-rigidifications de (A,L) compatibles avec v . Ce revétement est

étale galoisien de groupe Gn N et 1'on a une N-rigidification natu-
relle (V,0) de (p*A,p*L(§)) compatible avec p*v , d'od un morphisme
3.4.3.1 5 1%
( ) wg,d,N
compatible aux actions de Gn N’ d'ol par passage au quotient un
’
morphisme
3.4.3.2 s s #
( ) g, d, N

Nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

) . —_
(3.4.3.3) P:Aby 9,n #g,d,n

et il est immédiat que tout morphisme Abg an — Y. ou Y est repré-
’ ’
h

sentable, se factorise par ¢ , puisque le composé

~

ty,a, T B g0 Y
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est Gn N—invariant donc passe au quotient. Enfin il reste & voir que
’

pour tout corps algébriquement clos €, l'application

: Q
VD B g (D — & ()
est bijective : ceci résulte du fait que, puisque Gn N est fini,
’
1'espace sous-jacent a & est quotient par G de 1'espace
~ g,d,n n,N
sous-jacent a ¢g,d,N .
3.4.3.4. Remarque. Bien entendu, si ny3, ﬁé d.n coincide avec le
’ ’
schéma de modules fin de 3.2.
3.4.4. Désignons maintenant par %é a. N 1'adhérence schématigue de
~ Ay
ﬂg,d,N dans G , et posons
(3.4.4.1) xg,d,rl = atg,d,N/Gn,N .
Nous obtenons ainsi une compactification de mé d.n qui, elle,
’ ’
dépend de N (la notation %é 4.n ©st donc abusive).
3.4.5. Considérons sur %g 4.8 le faisceau inversible
’ r
(3.4.5.1) AN
induit par le faisceau inversible 2 sur @ , de sorte que Yn est

~

trés ample sur %g a.nN - On a vu en 3.3 que ¥ est muni d'une
’ ’
GN—linéarisation naturelle ; il en est donc de méme de A sur

N
~ . . . . r .
Wg g,§ + Par suite il existe un entier r )1 tel que XN provienne
’ r
d'un faisceau inversible (automatiquement ample) sur le quotient
$g,d,n : il suffit de prendre r = Card Gn,N et de remarquer que
Hr
Wr. e YN
N vEg N
n,N
En d'autres termes, AN se redescend en une classe ample
.4.5.2 € Pi ® .
(3.4.5.2) A € Pic( d}'g,d'n) 7 @

3.4.6. Sur l'ouvert &

"modulaire" suivante :

- (3 ’ .
g.d,n c tg,d,n ’ Xn admet 1'interprétation

Proposition. Soit (A,§,v) comme en 3.0, soit f:A —> S le morphisme

structural, et soit j:S —> ﬁg d.n le morphisme associé (3.4.3).
’ ’
Alors j*kn est la classe dans Pic(S)®Q du faisceau inversible
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(det £,L(5))71

ol L(E) est défini en (3.1.1).

Reprenons en effet les notations de 3.4.3. On a un diagramme

commutatif

oli j est associé & (p*A,p*E,v,J) ; on sait alors que 1'image réciproque
par toj du sous-fibré universel ¥V n'est autre que p*f,L(%) ; on

vérifie d'autre part sans surprise que la Gp N—linéarisation de

r
p*f*ué) correspondant & sa donnée de descente naturelle pour p , coin-
cide avec la linéarisation induite par celle de V¥ sur G ; la proposi-

tion en résulte. B

3.4.7. Remarque. La raison pour laquelle nous avons introduit le schéma
de base So est qu'il n'y a, semble-t-il, aucune raison (si n~$2) pour
que la formation du schéma de modules grossier #é d.n (et a fortiori

’ ’

de &é a rl) commute au changement de base. Toutefois leur formation est
r r
compatible (vu leur construction comme quotients) & la restriction & un

ouvert de SO ; cette remarque va &tre utilisée au § suivant.

4. Le Z-schéma & .
— —_— g'd

4.1. Nous nous intéressons dans ce § au cas n=1 . La remarque finale

de 3.4.7 permet alors de construire au-dessus de Spec Z le schéma de

modules grossier ¢ , noté désormais & . De fagon précise
g,d,1 g.d

donnons-nous deux entiers n, et n, premiers entre eux et V3 , et

posons S, = Spec Z[l/ni] (i=1,2).

Au-dessus de Si nous avons un schéma de modules %élé , quotient
’

de xél; n (avec des notations évidentes) par le groupe Gng(Z/niZ) ;
’ ’ 0

-des = n (i) Vs A . .
au-dessus de 812 S1 82 ' cﬁg,dxsisl2 s'identifie aussi au quotient
de wg’d'n n. par Gng(Z/nlnzz) (pour i=1,2), ce qui permet de

172
1 2 , .

recoller ﬁé'é et ﬁé,é en un Z-schéma ﬁé,d , qui est naturellement
un schéma de modules grossier pour le foncteur Agg q,1 Sur Spec Z .
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Notons d'autre part A(l) = Kil)E Pic(ﬁélé>®z Q0 la classe ample
’
définie au moyen de 3.2.5. Je dis que les restrictions de ces deux
- Tnoei i 2
classes au-dessus de S12 coincident dans Plc(ﬁg”ﬂxzslz) Z’Q et
définissent donc une classe ample

X € PiC(ﬁg’d)®Z Q

il suffit en effet de remarquer que si (A —£+»$ ,£) désigne le
g,d,nln2
, alors 1'image réci-

Tooa(i) s C_
g,d,nlnz — ﬁg,d s'identi

schéma abélien polarisé universel sur ¢
g,d,nln2

proque de A(l) via le morphisme naturel &
fie & la classe du faisceau inversible det(£f,L(§)) , ce qui entraine

Ve 2 (2) 15

puisque la restriction de 7 au-dessus de 812 est le passage au

que coincident modulo torsion au-dessus de S

quotient par un groupe fini.

En résumé :

4.2. Théoréme. Le schéma de modules grossier pour le foncteur Agg a1
’ ’

e

sur Svec Z existe et est quasi-projectif sur Spec 7 . B

4.3. Interprétation champétre. Notons

(4.3.1) ABg,d

la catégorie des (S,A,§) ol S est un schéma, A un S-schéma abélien
de dimension relative g et & wune polarisation de degré d2 sur A ;
un morphisme (S',A',§') —> (S,A,€) est par définition un morphisme de
schémas u:S' —> S , plus un isomorphisme A' = u”a , compatible aux

polarisations. La catégorie ABg a (ainsi que ses analogues ABg a.n ’

~ ’ ’

ABg 4.n ¢ €tc., que le lecteur devine) est un champ de groupoides (tD-Mj,
’ ’

§4) au-dessus de la catégorie des schémas munie de la topologie fppf

(ou de la topologie étale). En associant a (A £, S,8) comme ci-dessus

le faisceau inversible

(4.3.2) X(S,A,§) = (det £,L(5))71
sur S , on définit un faisceau inversible A sur AB , qui est

g.d
ample au sens suivant :

4.3.3. Définition. Un faisceau inversible M sur ABg a

vérifie les conditions équivalentes qui suivent :

est ample s'il
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(i) pour tout n %3 1'image réciproque de M sur ABg d.n est
r ’
ample (ceci a un sens car ABg a.n est représentable par un schéma)
’ ’

(ii) pour tout schéma S et tout morphisme quasi-fini
j: S — AB

le faisceau inversible j*M est ample sur S

g,d ’

(iii) méme condition que (ii), j étant seulement supposé quasi-

affine.

L'équivalence destrois conditions est immédiate, parce que la

question est locale sur Spec Z et que les morphismes

(4.3.4) — BB 4 O z[1/n]

ABg.d,n

sont représentables par des morphismes finis surjectifs : en fait le

premier membre est représentable par & d.n ’ et le second s'identifie
’ ’

au champ quotient [#g,d'n/GL2g(Z/nZ)] ([D—M], 4.8).

4.3.5. Les considérations sur les schémas de modules grossiers se

N N . .
ramenent a la remarque suivante : on a un morphisme naturel

¢

ABgrd *g,d
(qui fait de %g g + par définition de celui-ci, la limite inductive du
foncteur naturel ABg a —> (Sch)), et ¢ induit un isomorphisme
’
*
: Pi ® i X
® Plc(ﬁg’d) Z’Q — Plc(ABg’d) 7 0

(remarquer gque Pic(ABg d@>Z[l/n]) s'identifie pour n »3 &
’

. G . . . , . .
Pic (& ), groupe des classes de faisceaux inversibles équivariants

g,d,n
sous G = Gng(Z/nZ)). Enfin, comme ¢ est fini, on remarque qu'un
faisceau inversible M sur AB est ample si et seulement si il

d

’

provient d'une classe ample dans Pic(./tg d)®Z Q .
’

Remarquons enfin que les compactifications ﬁg d.n construites au
’ ’

§3 ne semblent pas se préter d ce genre de considérations.

5. Le cas séparable : compléments au théoréme de plongement.

5.0. L'hypothése N2 > 2gld du théoréme 2.7 servait a assurer les pro-

priétés suivantes (qui impliquent la conclusion de 2.7) :

(5.0.1) Pour tout schéma S sur Spec Z[l/N] et tout

(A £, S,L,v,0) EAbrig+ a N(S), alors
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(

) le morphisme naturel

|-

(5.0.1.1) £,L —> f*(L| )

N

est injectif et localement scindé.
(ii) Le morphisme naturel

2 (1%2)

Sym” (f,L) — £

est surjectif ; de plus si S est le spectre d'un corps, A est inter-

section de quadriques dans P(HO(L(§))).
(iii) Le morphisme naturel

L®2 ®2 )

(5.0.1.2) £,( ) —rf*(LlNA

est injectif et localement scindé.

Il est clair que (iii) implique (i). La condition (i) sert a définir
le morphisme t de (2.6.3), et (ii) et (iii) assurent que A est, dans
P(H°(A,L)), intersection des quadriques contenant R - Notons d'ailleurs
que (ii) est toujours vérifiée ([MS], th. 9 p. 68 et th. 10 p. 80). I1

suffit donc, pour obtenir 2.7, que N vérifie (iii).
Or on rappelle (VI, 2.5.1) que le morphisme naturel
L®2 . )
K(L™7)

est toujours injectif localement scindé ; la condition (iii) ci-dessus

£,(L

) — £.(

sera d@nc vérifiée dés que

L92) est annulé par N .

(5.0.2) le groupe K(

5.1. Cette condition impose toutefois (puisque N est inversible sur

S) gque d soit inversible sur S (on rappelle que d est pair et

méme divisible par 49 , faute de quoi Abrig; a.n est vide). Le groupe
’ ’

K(L) a dans ce cas ses fibres géométriques isomorphes a des groupes du

type
J 2
(5.1.1) H(}) = 9 (z/4,2)
i=1 -
3= (e d; ¥1 ., 4y lay s a = dj...dg
(cf. [M3], §1) ; la suite & est alors par définition le type de L .

La condition (5.1.3) égquivaut a
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(5.1.2) N est divisible par 2dl H

notons que 1'existence d'une structure de niveau N Implique déja, sous

2

cette hypothése, que K(L°") est localement constant.

5i 1'on fixe & = <d1""’dg) comme en (5.1.1) et si 1l'on note

.+
(5.1.3) Abrig .5,

le sous-foncteur (sur Spec Z[l/Ndll) de Abrig’ a.N formé des
’ ’
(A,L,v,0) tels que L soit de type & , alors on obtient, dés que

dllN , un morphisme (analogue & (2.5.3))

.+
(5.1.4) t : Abrig 5N T Glezg

car la condition (i) de (5.0.1) est alors vérifiée. De plus on a la
variante suivante de 2.6, avec essentiellement la méme démonstration
(compte tenu des considérations de 5.0) :

-

5.2. Théoréme. On suppose dque 2d1|N . Alors le morphisme t de (5.1.4)

est un plongement. B

5.2.1. Bien entendu, si (A —Ea 3,L,v,0) désigne 1l'objet universel sur

Q

.+ .
= AbI Jlg 15— ele) norphisrn
S Abri ,é,N , le plongement t : 35 Gd,NZg correspond au morphismne
de faisceau:r localement libres :
(v,0) Ey
— = 506 .

)
A s

£, — f*(L\

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

6.0. Soient S un schéma, A £.5 un S-schéma en groupes semi-stable,

L un faisceau inversible cubiste totalement symétrigue sur A , ample
relativement & 5 . On suppose qu'il existe un ouvert schématiquement
dense UCS avec les propriétés suivantes :

(6.0.1) AU est un U-schéma abélien

(6.0.2) pour tout x€ S-U , l'anneau local GS % est normal.

On suppose encore :
(6.0.3) K(L®2) est fini sur S et contient 4A

5
et 1'on note d° 1le rang de K(L), de sorte que (chapitre VI) £,L est
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localement libre de rang d .

~

Enfin on se donne un entier N inversible sur 3 , et une

N-rigidification (v,s) de (A,L). On en déduit comme au §2 un morohisme

EN
(6.0.4) £,L —> @S
composé de l'évaluation aux points d'ordre N

(6.0.5) £.L ——-—‘rf*(Li )

N

et de l'isomorphisme déduit de (v,0)

E

~ N
GS

(6.0.6)

f*(L\NA)

On fait alors 1'hypothése supplémentaire suivante :

(6.0.7) la restriction & U du morphisme (6.0.5) (donc aussi de (6.0.4))

est injective localement scindée.

Cette hypothése est satisfaite en particulier si N2 >glda (en
vertu de 2.3) ou si K(L) est annulé par N (VI, 2.5.1).
6.1. Sous les hypothéses ci-dessus, 1'homomorphisme (6.0.4) définit (§2)

un morphisme

(6.1.1) ty: U —6
de U dans la grassmannienne des sous-faisceaux localement facteurs
directs de rang d de Gggec z et 1'on a un isomorvhisme canonique
(6.1.2) ) 6. (1) = (19g,1) 7!

ol @G(l) désigne le dual du déterminant du sous-fibré universel de
E
N
@G sur G .
Bien entendu la connaissance du morphisme ty détermine (A,L,v,0)
si N2 >2gld  (§2) ou si K(L®2) est annulé par N (§5).
D'autre part, la condition (6.0.2) implique, puisque G est propre
sur Spec Z , l'existence d'un gros ocuvert V de S contenant U et

d'un morphisme
(6.1.3) t,,:V — G

prolongeant tU .
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6.2. Proposition. L'isomorphisme (6.1.2) se prolonge sur V en un homo-

morphisme de faisceaux inversibles

* d -1
(6.2.1) tV @G(l) — (A f*L)V .

De plus si K(L) est annulé par N on peut prendre V=S , et (6.2.1)

est un isomorphisme.

Démonstration : lorsque K(L) est annulé par N , il résulte de VI, 3.5
que le morphisme (6.0.4) est injectif et localement scindé, d'ou la pro-

position dans ce cas (c'est essentiellement 1'argument de VI, 4.1).
Dans le cas général le morphisme (6.0.4) détermine un morphisme

E
(6.2.2) w:ade N — (g7t

Si I désigne l'image de u , il est immédiat que 1l'on peut prendre
pour V 1le plus grand ouvert de S au-dessus duquel I est inversible ;

le morphisme composé

v tV G . Plicker

E
d N
B(1 (GSpec Z))

E
correspond alors au quotient inversible I de Ad(GvN)

*
v , donc tV GG(l)

. o o N d -1
! c
s'identifie a IV (Afgﬂv . i
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CHAPITRE VIII

Image directe et différentielles

Sommaire

0. Introduction.

1. Position du probléme.

2. Cas d'une base de caractéristique p’ O .
3. Cas des schémas abéliens.

4. Cas d'une base de caractéristique nulle.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré au résultat clé (selon 1'auteur) du présent
travail. Sous sa forme générale il est encore a 1'état de conjecture et
est énoncé au §1 ; on en démontre ensuite des cas particuliers.

Le lecteur est invité a se reporter au §1 pour 1l'énoncé du probleme (1.2)
et son état actuel (1.3, 1.4). La "formule clé canonique"

FCC(Spec #Z[1/d] ,g,d), qui englobe les résultats de ce chapitre, a été
démontrée tardivement et sa preuve (qui repose sur lesdits résultats)
figure dans 1l'appendice 1. Enfin il faut bien avouer que les méthodes
employées ici ne jettent guére de lumiére conceptuelle sur l'origine

d'une telle formule.

1. Position du probléme.

1.0. Soient S un schéma localement noethérien, A —fa-s un S-schéma

en groupes semi-stable de dimension relative g (supposée constante).
Soit L un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement a
(=]

5 , et symétrique. Notons UCS 1le plus grand ouvert au-dessus duquel A

est un schéma abélien, et faisons les hypothéses suivantes

(1.0.1) U est schématiquement dense dans S , et de plus S est normal
aux points de S-U .

(1.0.2) K(L®2) est fini sur S .
(Il est cevendant facile d'étendre les résultats gqui suivent au

cas ou K(L) est fini et L totalement symétrique).
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On sait alors (VI, 3.5) que f,L est localement libre sur S , et

. N T
que (VI, 3.5.3) sa formation commute a tout changement de base S' —> S

tel que ﬂ_l(U) soit schématiquement dense dans S' ; pour abréger nous
appellerons admissible un tel changement de base, et nous poserons par

ailleurs
d = rg(£,L) ,

ce rang étant supposé constant sur S ; on a donc a2 = rgg K(L).

Posons

= = 29 o* C,l
(1.0-4) V‘)A/S eA IA/S

ou ep: S —> A est la section unité ; ak/s est un @S—module inver-

sible et nous noterons ©&(A,L) le faisceau inversible

_ ,.d 22 o =2d
(1.0.5) 5(A,L) = (AT£,L) 8"'A/S

qui sera le hércs de ce chapitre.

1.1. Premiéres propriétés de &(A,L).

1.1.1. Changement de base : la formation de ©&(A,L) commute a tout

changement de base admissible au sens de 1.0.

£
1.1.2. Changement de modéle : soit Al —15s un sS-schéma en groupes

semi-stable contenant A comme sous-groupe ouvert et coincidant avec
A au-dessus de l'ouvert U , et soit Ll un faisceau inversible cubiste

sur Al prolongeant L . Alors on a

6(A,L) = 6(A1,L1) ;

. . I — N '
il est clair en effet que wAl/S = kA/S , et d'autre part VI, 3.4

entraine que £, = £,L (compte tenu de (1.0.2).

1.1.3. Comportement par isogénie. Soit H un sous-schéma en groupes de
A, fini et plat sur S . Posons B=A/H et soient A :A — B et

g:B —> S 1les morphismes naturels. Donnons-nous de plus un isomorphisme
*
L=>=X\M

ol M est un faisceau inversible cubiste symétrique sur B (nécessai-
rement ample relativement & S) tel que g,M soit un @S—module inver-
sible. Cette condition équivaut au fait que H soit un sous-groupe
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lagrangien (V, 2.5.1) de K(L) ; remarquons qu'alors K(M®2): 2B est un

quotient de l'orthogonal de H dans K(L®2) donc est fini sur S

Posons enfin (comme dans VI, 1.4.8)

K' = K(L)/H CB ;

PN

c'est un sous-groupe de B , fini et plat de rang d et isomorphe & H.

Proposition. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe un isomorphisme

naturel
Qd Q-2
o b
(1.1.3.1) 6(a,L) = &(B,M) NK'/S(MK')
N - “ s ; 3 ' I ne .

ou MK' est la restriction de M a K', et NK'/S la normne

De plus soit m un entier annulant H (par erenple n=d) : il
exiscte alors un isomorphicme naturel
(1.1.3.2) 5(a, L)%™ 25 6(5,M) ™ |

Le mot "naturel" signifie ceci : a toute situation du type 1.1.3
ci-dessus, on peut associer un isomorphisme (1.1.3.1) (resp. (1.1.3.2),

une fois fixé l'entier m) de facon compatible a tout changement de base

admissible et & tout changement de modéle.

La seconde assertion de la proposition est conséquence de la pre-

miére puisque Mﬁ?m admet une trivialisation naturelle (I, 5.7).

Montrons la premiére assertion. Le corollaire VI, 1.4.8 nous

fournit un isomorphisme naturel

d ~ ®d d Q-1
(1.1.3.3) ATEL = (g,M)" DA f*GHgﬁNK'/S(MK') .
Introduisons le faisceau DH des mesures invariantes sur H
(V, 1.4) et notons A(X) (comme au chapitre V) la Gs—algébre d'un

S-schéma X affine sur S : par exemple, f*GH = A(H). On a :

(1.1.3.4) A(H) = Hom, ___(A(H),0

)

et d'autre part (V, 1.4.4) :

(1.1.3.5) A(H) ~ A(H)®g D (comme 6_-modules)

S
d'ou, en combinant (1.1.3.4) et (1.1.3.5) et en prenant les déterminants :

1182 o ®-d

d
(1.1.3.6) (AA(H q o
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En reportant dans (1.1.3.3)®2, on obtient finalement

d pY

(1.1.3.7) (19,0072 ~ (gaPdoppde N, (0 )%

1 . 3 (TJ (:) [
D'autre part le faisceau A/ (resp. B/S) n'est autre que le

dualisant relatif de A (resp. B)Ssur S , restreint a la section unité.
Il en résulte que EA/SX)@;}S s'identifie canoniquement au dualisant
relatif de H , restreint d& la section unité. Le dualisant de H , con-
sigéré comme module sur la @S—algébre A(H), n'est autre que

A(H) = A(H)®®S D, : si on le restreint & la section unité on obtient
donc Dy . d'ol un isomorphisme naturel

(1.1.3.8) wA/sle/s®DH

Enfin on a par définition

®28>a8d

_ 4
8(a,L) = (AT£,L) n/S

et il suffit d'appliquer au second membre (1.1.3.7) et (1.1.3.8) pour

obtenir 1'isomorphisme annoncé. @

1.2. Pour abréger nous appellerons donnée de type (g,d) un triplet

(s,A,L) comme en 1.0, avec dim(A/S)=g et rg(f,L)=d . Nous consi-

dérerons dans ce chapitre les énoncés suivants

FC(S,g,d) ("formule clé") : pour toute donnée (S,A,L) de type (g,d)

sur S donné, le faisceau ©O(A,L) est d'ordre fini dans Pic(S).

FCC(SO,g,d) ("formule clé canonique", So étant un schéma) : il existe
un entier my1 tel que l'on puisse associer a tout So—schéma S et
a toute donnée (S,A,L) de type (g,d) une trivialisation de 6(A,L)®nu

de maniére compatible a tout changement de base admissible (1.1.1) et a

tout changement de modéle (1.1.2).

D'autre part nous désignerons par FCab(S,g,d) et FCCab(So,g,d)
les énoncés analogues aux deux précédents,obtenus en imposant de plus a

A d'étre un S-schéma abélien.

1.3. Théoréme. Soient g et d deux entiers > 1

(i) FCC(Spec %[1/d] ,g9,d) est vraie.

(ii) FC(S,g,d) est vraie pour tout schéma noethérien normal

excellent S .
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1.4. Commentaires. L'auteur conjecture que FCC(Spec #Z,g,d) est vraie
pour tous g et d . Le théoreme ci-dessus sera établi dans 1l'appendice
1 & partir des cas particuliers suivants, démontrés dans la suite de ce

chapitre

- FCC(SpecZTp,g,1), établie au §2 avec une valeur explicite de 1'expo-
sant de torsion m . La clé de la preuve est le changement de base par

Frobenius.

- FCCab(Spec z[1/d4] ,g,d), démontrée au §3 comme conséquence de
FCab(S,g,d) (S quelconque) ; cette derniere formule est prouvée dans
ltappendice 2 (écrit en collaboration avec L. Szpiro), au moyen du

théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck.

- FCC(Spec Q0,g9,1), déduite des précédentes au §4.

En ce qui concerne ce dernier cas, on peut montrer que l'exposant

m de 1l'énoncé peut 8&tre pris égal a 4 , lorsqu'on impose a A la con-
dition supplémentaire suivante : pour tout point %€ S la multiplicité
a 1l'origine de A, du "diviseur théta" défini par L est paire. Ceci
résulte de 1'équation fonctionnelle de la fonction thé&ta de Riemann

([M7], chapitre II, §5). Nous n'aborderons pas ici cet aspect de la

question (que m'a indiqué D. Mumford), mais signalons que cette méthode
donne une information intéressante : supposant de plus que S = Spec C ,
le C-vectoriel aA/S
relle, par la formule

= HO(A,Sg) est muni d'une norme hermitienne natu-

(1.4.1) lali? = ¢ { oA (« €u°(a, %))
SA((I:) QA

ol ¢ est une constante ne dépendant que de g . D'autre part le fibré
L sur A admet également une métrique hermitienne canonique (II, §2)

que nous noterons po , d'ou une norme sur H°(A,L) par la formule

(1.4.2) sl = g p(s(x))2ax (s € B°(A,L))
A(C)

ol dx désigne la mesure de Haar normalisée sur A(C). Par suite le
C-vectoriel & (A,L) est encore muni d'une norme hermitienne et 1l'on
peut montrer que pour un choix judicieux de la constante c¢ de (1.4.1),

la trivialisation annoncée de 6(A,L)®4 est de norme 1.
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Enfin l'assertion (ii) de 1.3 résulte de (i) et du lemme suivant

(dont la proposition 1.1 de 1l'appendice 1 est une variante)

1.5. Lemme. Soit S un schéma noethérien normal excellent. On suppose
FC(S',g,1) (resp. Fc2P(
S-schéma normal guasi-fini sur S . Alors FC(S,g,d) (resp.
FCab(S,g,d)) est vraie pour tout d Y1 .

S',9,1)) vérifiée chaque fois que S' est un

Démonstration : pour fixer les idées nous nous placerons dans le cas non
respé, le cas "abélien" étant entiérement analogue. Soit (S,A,L) une
donnée de type (g,d) : nous pouvons supposer S intégre et il suffit
de voir qu'il existe un gros ouvert V =N S , et un morphisme surijectif,
fini et plat 7 :V' —> V tels que 7*3j*(A,L) soit d'ordre fini dans
Pic(V') : en effet 3*:Pic(S) — Pic(V) est injectif puisque V est
un gros ouvert et S normal, et d'autre part NV'/VOW* est la multi-
plication par deg(m) dans Pic(V).

1.5.1. Grlce & un changement de base V' —— S du type ci-dessus, on

peut supposer que le groupe (G(L) admet un sous—-groupe de niveau

lagrangien H , au sens de V, 2.5.1 : si Sl désigne le S-schéma
propre et surjectif paramétrant ces sous-groupes (V, 2.5.3), considérer
un sous-schéma fermé intégre 8, de 8, » génériquement fini sur S ,

puis le normalisé S3 de 82 : comme S est excellent, 83 est alors

fini et plat au-dessus d'un gros ouvert de S , et il est normal.

Supposant donc l'existence d'un tel H , on pose B==A/Hl ou Hl
est 1'image de H dans K(L) ; on a alors un faisceau inversible cubiste
M' sur B , tel que L==k*M‘, ol A:A —> B est la projection cano-
nique (vVI, 1.2). De plus, comme H est lagrangien, M' est de degré 1,

i.e. définit une polarisation principale de BU .

1.5.2. Le faisceau M' n'est pas nécessairement symétrique. Cependant,
soit M le point générique de S : il existe (quitte a changer de base)

une section bT| de B au-dessus de ©n , telle que le "translaté tordu"

To M5 © 9 gy

soit symétrique, od g:B —> S désigne le morphisme structural. Ce
faisceau admet de plus une structure cubiste naturelle (III, 1.1.9.1).
Par changement de base (toujours fini et plat au-dessus d'un gros ouvert
de S) et gonflement des modéles A et B , on peut supposer que bﬂ

se prolonge en une section b€ B(S), elle-méme image d'une section

a €A(S). Posons dans ces conditions
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M= M8 g p ML
alors M est cubiste (III, loc. cit.) et symétrique, et l'on a

* ¥_ =1

(1.5.2.1) )\*MlT;L®faL .

1

En particulier (\M® L™ )Tl est dans PicO(Aﬂ) et est symétrique

donc est d'ordre 2, ce qui montre que (T;anbL;l)gz est trivial, donc

22

a€K(L™®) .

Ceci entrailne que a est d'ordre fini dans A(3), donc que le
faisceau inversible a*L est d'ordre fini dans Pic S (I, 5.7) ; on
peut donc supposer (aprés changement de base) qu'il est trivial, et
(1.5.2.1) devient

(1.5.2.2) AM >~ TL .
Enfin la translation par a fournit un isomorphisme
TI: £,L S £,TL
d'ou un isomorphisme
5(A,L) <> 6(a,TL)

Par hypothése ©6(B,M) est d'ordre fini ; il en est donc de méme de
G(A,T;L) = &(A,L), grice a (1.5.2.2) et & la Prop. 1.1.3. &

2. Cas d'une base de caractéristique p /O .

2.0. Dans tout ce § on fixe un nombre premier p , et 1l'on se propose de

démontrer FCC(Spec Fp,g,l) pour tout g 1 ; plus précisément :

2.1. Théoréme. A toute donnée (S,A,L) de tvpe (g,1) sur un schéma

S de caractéristique p , on peut associer canoniguement une triviali-

sation UP(A,L) du faisceau inversible

oy 2 2g+2
5(a,1)2 (P -p

de maniére compatible & tout changement de base admissible et a tout

changement de modéle.
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2.2. Le cas ou LA est fini.
2p
Nous allons d'abord, grice a une "frobeniuserie", démontrer 2.1 en

nous restreignant aux (S,A,L) tels que le noyau 2A de la multipli=-
2p
cation par 2p2 dans A soit fini sur S (condition vérifiée en par-

ticulier si A est un schéma abélien).

Soit donc (S,A,L) de type (g,1), avec 2A fini sur S .
2p
2.2.1. Introduisons, pour tout n »1 , le plus petit sous-groupe ouvert
A[“] ca

contenant rlA ; remarquons a ce propos que

puisque L est de degré 1. La multiplication par p induit en parti-

culier un morphisme

2
(2.2.1.1) [pl: AL2P 1, alepl
2
qui identifie AEZP] au quotient de A[2p ] par le sous-groupe fini et
, ) [2p°]
plat pA . De plus L est symétrique et K([p] L°7) = 2ACA est
2p

fini par hypothése : nous sommes donc dans les conditions d'application
de la proposition 1.1.3, avec m=p et d==p2g , d'ol un isomorphisme
naturel

2g+1

(2.2.1.2) 5(a, [p]"L)%P ~ & (a,1)%P
en remarquant que l'on a, grlce a 1.1.2 (changement de modéle) :
5al2P) (51" = 5(a, [p]"0)
sal2el L) < s .
2.2.2. Or comme L est symétrique on a un isomorphisme canonique (I,5.5)

2
[p]*L = L®p

*
ce qui permet de descendre [p] L. non seulement suivant [p] comme

ci-dessus, mais aussi suivant le frobenius relatif itéré ¢A/S défini

par le diagramme commutatif suivant :
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2

////EA/’*—*‘\\\\\\\
QA/S W

A Al > A

FS
S ———S

oll le carré de droite est cartésien et ou F (resp. F,) désigne le

S A
frobenius absolu de S (resp. A). Le sel de la chose réside dans le

fait que 1l'on a canoniquement

L2
* Op - 2. * _ % \
(2.2.2.1) lpl'L ~ 1 (FR) L = & o L
en posant
L' = WL ;
(A',L') est donc obtenu & partir de (A,L) par le changement de base
admissible ng S —> S , d'ol des isomorphismes naturels
*
(2.2.2.2) 5(A',L') = (Fé) 5(a,L) = 8(a,L)°P
Nous pouvons enfin appliquer 1.1.3 & 1l'isogénie ?A/S (avec
m=p2 et d=p2g) d'ou
5 (a, Tp) L)% ~ 5(a, " 3p°
o= i L
(a,lpl L) (A,qA/S L') (2.2.2.1)
o 2942
~ 5(ar,L)P (1.1.3)
2 _2g+2
~ 5(a,1)°P P (2.2.2.2)

d'ou finalement en comparant a (2.2.1.2) élevé & la puissance p :

2g+2 2 _2g+2

5(a,L)°P ~ 5(a,1)%P P

) . . . . ®(p2—1)p2g+2
qui fournit une trivialisation naturelle (!) de 6&(A,L)" " =

comme annoncé.

2.3. Le cas général.

Nous disposons maintenant, pour tout (S,A,L) de type (g,1),

lorsque S est un schéma de caractéristique p >0 et que A est

2p2
fini sur S , d'une trivialisation

op(A,L)
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. . . ®(p —1)p29+2 N
du faisceau inversible &(A,L) sur S , compatible a tout

changement de base admissible et & tout changement de modéle.

Ne faisant plus d'hypothése de finitude sur 2A , nhotons U

2p
(comme dans 1.0) l'ouvert de S au-dessus duguel A est un schéma

abélien : il suffit, pour achever la démonstration, de prouver que la

+
(p2-l)p29 2

- . . 2
trivialisation Gp(AU,LU) de 6(a,L) au-dessus de U se

prolonge a S .

Nous pouvons pour cela remplacer S par le spectre de 1l'anneau
local d'un point de B35-U (qui est normal (1.0.1)), puis, grice a
EGA IV, 8.8.2, supposer que S est essentiellement de type fini sur
F donc excellent (et toujours normal). Il suffit alors de trouver un
morphisme fini surjectif 7 :S' —> S , avec S' normal, tel que

GD(AU,LU) se prolonge & S' aprés le changement de base 7 . Or il

suffit pour cela de choisir 5' (grice a IV, 8.2) tel que Ag, admette
un gonflement A' tel que 2A' soit fini sur S', et tel que LS'

2p
admette un prolongement cubiste L' sur A' : la trivialisation

UP(A',L') réalise alors le prolongement cherché. B

3. Cas des schémas abéliens.

Nous utiliserons le résultat suivant, 4t a L. Szpiro et & l'auteur,

et dont la preuve sera donnée ailleurs :

3.1. Théoréme. Soient S un schéma, d un entier inversible sur S .

Alors FCab(S,g"d) est vraie pour tout g }l .

On se propose ici de déduire de 3.1 le théoréme suivant :

3.2. Théoréme. Pour tous g et d )].,FccakYSpec Z[l/d],g,d) est vraie.

3.2.1. Désignons par X le champ ([D-M], §4) formé des données

g.d

(S,A,L) de type (g,d) ou A est de plus un S-schéma abélien. Nous

pouvons considérer O&(A,L), pour (S,A,L) variable, comme un faisceau

inversible sur Xg q + due nous noterons désormais ég q - Si, pour tout
’ ’

champ X (sur la catégorie des schémas) et tout entier n , nous notons

X[l/n] le champ X xSpec z

simplement que la restriction de Qg a

Spec Z[l/n] , alors l'assertion de 4.2 est
Xg d[l/d] est d'ordre fini.

.
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Pour tout entier n ¥1 notons le champ des (S,A,L,v)

Xg,d,n

ou (S,A,L) est dans Xg a et ol v est une structure de niveau n
’

sur A . On a alors un morphisme

m_

ni¥gan — xg,d[l/n]

qui identifie Xg d[l/n] au champ quotient [Xg

'dln/Gng(Z/nZ)]
([D.M], 4.8) pour 1l'action naturelle de GL

2g(Z/nZ) sur
est représentable.

X . De
g,d,n

plus, pour n ¥3 , le champ Xg,d,n

3.2.2. Traitons d'abord le cas d 2?1 . Si l'on prend pour n une

puissance de d gui soit ¥ 3 , alors Xg d[l/d] est donc guotient

- . . dm
£ . 3
(au sens des champs) du schéma Xg,d,n Une trivialisation de 2g,d
sur Xg d[l/d] équivaut donc a une trivialisation de ﬂ; égmd sur
’ ’
. . *
hY tu u 6 .
Xg,d,n , compatible a 1'"action" naturelle de Gng(Z/nZ) sur 7~ 54.a
Or le théoréme 3.1 appliqué & 1'objet universel sur Xg d.n affirme
r ’
l'existence d'un entier k y1 tel que ﬂ; ngd soit trivial : il en
’
résulte immédiatement que
3dk.Card GL, (Z/nZ)
* 2g
T* b
n —g,d

admet une trivialisation écuivariante, cgfd.

3.2.3. Plagons-nous désormais dans le cas ot d=1 . La méthode ci-dessus

montre qu'il existe, pour tout nombre premier p , un entier mp?bl et
Im

une trivialisation %D) de éc ? sur Xg l[l/p]. Il s'agit de prolonger

g = ’
1'une des %D) a Xg 1 tout entier. Pour cela nous aurons besoin de

L ’
renseignements sur la géométrie de Xg IR
’
3.2.4. Soit ABg 1 le champ des schémas abéliens principalement pola-
’
risés. On a un morphisme naturel
.2.4.1
(3 4.1) xg,l — ABgll
(A — S,L) —> (A —> S,CPL:A—"-’—> At)
qui admet la structure suivante : soit H —> ABg 1 le champ des points
’
d'ordre 2 du dual du schéma abélien universel sur ABg 1 (en d'autres
’
termes les objets de H sont les (A— S,§,M) ou (A— S,8)E€ ABg 1
’
et ol M est un faisceau inversible d'ordre 2 sur A) ; alors Xg 1
’

est un H-torseur sur AB . Par suite le morphisme (3.2.4.1) est

g,1
fini, plat et localement d'intersection compléte, et méme étale au-dessus

de ABg l[1/2]. De plus comme ABg est lisse sur Spec Z
’

1
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(Grothendieck), le champ X est méme plat et localement d'intersec-

g.1
tion compléte relative sur Spec Z , et lisse au-dessus de Spec 2[1/2].

3.2.5. Soit (A £, S,L) un objet de X

9,1 " On a un unigque isomorphisme
’

de symétrie
*
s : L s [-1]A(L)
respectant les rigidifications. On en déduit une involution
*
S * [_1]
T(a,L) ¢+ £,L = £ (1)L —=— £ 1

c'est-a-dire, comme f, L est un O6_-module inversible, une section de
* S

“2,s . Nous obtenons ainsi un morphisme
(3.2.5.1) T Xy >y > spec(z[T) AT?-1)) .
Comme oy est réunion des deux sections T=1 et T=-1 sur
Spec 7 , Xg,l est réunion des fermés
(3.2.5.2) x" =y, x =T

dont les restrictions au-dessus de Spec 2[1/2] sont aussi ouvertes.

Si S est le spectre d'un corps k , alors T(A,L) est un élément
de mz(k) = {-1,+1} qui n'est autre que (-1)Y od v est la multipli-
cité & 1'origine du diviseur théta (1'unique diviseur du systéme
linéaire |L|).

3.3. Lemme. Les fibres génériques Xg et X6 de xt et X sont

géométriquement irréductibles.

3.3.1. Montrons d'abord que ce lemme implique le théoréme. Il a pour
conséquence que, pour presque tout nombre premier p , les champs
X+><Spec Fp et X X Spec Fp sont géométriquement irréductibles (on se
raméne au cas d'un schéma en considérant une composante convenable d'un

schéma de modules fin X , et 1'on applique EGA IV, 9.7.7). Pour

g,1,n
un tel nombre premier p#2 , on considére comme en 3.2.3 une triviali-
. ®m .
satio g, de b au-dessus de X 1 ] vec m¥»1 . Si l'on
n (P) =g,1 g,l[ /P s a

regarde %p) comme une section méromorphe sur Xg 1 tout entier, son

’
diviseur est de la forme a(X+><Spec F ) + b(X XSpec F_) ou a et
P dm
X 5
g,:\L 9,1
de la forme 7T*M ol M est un faisceau inversible sur mz . On conclut

b€2Z (puisque est lisse sur 2Z[1/2]) et par suite est

en remarquant gque Pic(mz) =0 (on obtient K, en recollant deux

exemplaires de Spec Z par le point fermé Spec F,).
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3.4. Démonstratior de 3.3 (esquisse) : notons Xan le "champ analytique

complexe" déduit de Xg 1
- ’
(A == s,L), od S est un espace analytique complexe, A un S-espace

: un objet de Xan est de la forme
analytique en groupes, propre et lisse sur S & fibres connexes de
dimension g , et L un faisceau inversible symétrique rigidifié sur

A , ample de degré 1 relativement a S (de sorte que A est projectif

sur S et mérite donc le titre de "S-schéma abélien"). Alors X

an
P , - P +
est reunion des deux ouverts fermés X;n et Xan déduits de X et
- . . + - . , .
X , et il s'agit de montrer que Xan et Xan sont irréductibles (au
sens analytique).
3.4.1. Description de xt . considérons 1'espace de Siegel

an
Hg ={0cM (c)]la est symétrique, et la matrice symétrique réelle

Im($) est définie positive!}

et le réseau (relatif a Hg)

A:{(zxnéchﬂgzézg@ﬂz%
La fonction thé&ta de Riemann sur cg><Hg , donnée par la série

6(z,Q) = Z exp(ﬁitm§hr+2ﬂitmz)
mez?
a une propriété de quasi-périodicité relativement a A ([M7], chap. II,

§1), qui entraine que son diviseur est A-invariant. Si nous posons
#=cIxH /A Y
g g

alors le diviseur en question induit un diviseur symétrique sur & , que

+ + . . .
nous noterons @ . Notant & le faisceau inversible

N

Qt(®+)® f*e*Qt(-®+) sur # (o0 e :ﬁg —s # est la section nulle),

+ . .
alors (# —£9-Hg,£ ) est un objet de X;n , que l'on peut voir comme un
morphisme

(3.4.1.1) ¥ o— X
g an

Enfin le groupe symplectique Sp(2g,Z) opére sur ¢g><Hg en

respectant A ; 1l'image de (z,Q) par (2 g)E Sp(2g,Z) est
(Y(com) iz, (antr) (ca)™h)

(cf. [M7], chap. II, §4). Il opére donc en particulier sur & de

maniére compatible a son action sur Hg .
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3.4.1.2. Proposition. Le morphisme (3.4.1.1) identifie X;n au _champ

quotient [T+\Ng] (au _sens de [D-M], 4.8), ou T+CZSp(2g,Z) désigne

le stabilisateur du diviseur @7 (c'est le groupe rl 5 de T1] et TM71).
’

3.4.2. Description de X;n : choisissons une section d'ordre 2

1
. ZA = &
o 'Hg —_— 5 /A

telle que pour tout &€ ﬁg , la multiplicité du diviseur @5 au point

@(&) de & soit impaire, par exemple

1/2 1/2

0 0
«(Q) = D+ a

0 0

et désignons par ® <& le translaté par o de o, et par & 1le
faisceau Qt(®_)® f*e*Gﬁ(—®_). Alors (# —ﬁe»ﬁg,£_) est un objet de

an, - s gs .
X', c'est-a-dire un morphisme

(3.4.2.1) H —>X
g an

3.4.2.2. Proposition. Notons I~ < Sp(2g,Z) le stabilisateur de @

Alors X;p s'identifie grfce & (3.4.2.1) au gquotient [T_\Hg].

3.4.3. La démonstration de 3.4.1.2 et 3.4.2.2 aurait sa place naturelle
dans la littérature sur les fonctions thé&ta ; on se bornera ici a en
donner les grandes lignes.

Le champ Xg l[1/2] admet encore la description suivante : c'est
la catégorie des (A £, S,8,9) ou (A £, S,€) est un objet de

ABg,l[l/2] , et ou
d:h ¥y 5
est une forme quadratique vérifiant

(3.4.3.1) alz+y)a(x)gly) = ez(x,y)

ou e, :2A)<2A —rp, est la forme alternée sur A = Ker(2§€) définie

2
par la polarisation 2& . On passe de (A,L) a (A,§,q) en prenant
€= ¢, et q==e& ([M3], §2). Une forme quadratique q vérifiant

(3.4.3.1) s'appelle une théta-caractéristique pour le [,-vectoriel

2
symplectique (»A,ep). De plus l'invariant T(A,L) de 3.2.5 n'est
autre que (-1)% od € F2 est l'invariant d'Arf ([D—G], 111, §5, 2.7)
de e&
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+
Par exemple, dans le cadre analytique, la forme e, associée a

l'objet (A —> Hg,£+) de 3.4.1 est la suivante : soient QF€ Hg et
m+ Qn € %(zg+ﬂzg)
un point de €9 au-dessus de 2%@ ; alors

+
£
e*Q(m+Qn)

t
(_1)4 m.n .

I1 résulte de la théorie classique de Riemann gque le morphisme

¥ — apa"
g 9,1

P ' . £ an fai an
défini par 1l'objet (& ——»~ﬁg,®£+) de ABgll(Hg) fait de ABg,1 le
champ quotient [Sp(Zg,Z)\Hg]. Autrement dit, AB;n1 est connexe et son

groupe fondamental s'identifie & Sp(2g,7).
Les considérations ci-dessus impliquent que le revétement naturel

an
g,1

% — aB

est "classifié" par le Sp(2g,Z)-ensemble

E = ensemble des théta-caractéristiques pour le Fz—vectoriel

([E‘z)29 et la forme symplectique standard

et que le sous-revétement X;n (resp. X;n) correspond aux théta-
caractéristiques paires (resp. impaires), i.e. dont l'invariant d'Arf
est égal & O (resp. 1). Les propositions 3.4.1.2 et 3.4.1.3 résultent
du fait que Sp(2g,%) opére transitivement sur 1'ensemble des théta-
caractéristiques paires (resp. impaires) : cette derniére assertion est

prouvée dans [I], chap. V, §6, corollaire de la Prop. 2 et lemme 25. B

4. Cas d'une base de caractéristigue nulle.

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

4.1. Théoréme. Pour tout g y1 , FCC(Spec @,g,1) est vraie.

Nous aurons besoin d'abord de quelques lemmes.
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4.2. Lemme. Soient SO un schéma et d un entier » 1 . Alors
FCC(SO,Z,dZ) implique FCC(SO,l,d).

N

Démonstration : soit (S,A,L) une donnée de type (1,d) ou S est un
So—schéma. Alors (S,AxS
et il est immédiat que Od(AXA , pr;LQQpr;L) s'identifie canoniquement
N 24
a &(a,L)

mule de Kiinneth (on rappelle que A est plat sur S). Le lemme en

A, prILébpr;L) est une donnée de type (2,d2)
: ceci résulte du fait que B ~ &2 et de la for-
: - AXA/S A/S '

résulte. B

Nous supposerons donc désormais que l'entier g de 4.1 est » 2 .

Gardant les notations xt et X de (3.2.5.2), nous pouvons dés lors

bénéficier du lemme suivant :

o/t e -
4.3. Lemme. On a H (X¢,®X$) H (X@'SXQ) @ . De plus, pour

presque tout nombre premier p , les champs X+§9Fp et X_XJFP n'ont

pas_de fonctions globales non constantes.

z . : . B + . . z .
Démonstration : nous nous limiterons a X pour fixer les idées. Soit

‘ . PN +
Y 1le schéma de modules grossier associé a X : alors Y est un

0

revétement fini connexe (& cause de 3.3) du schéma de modules grossier

& = (ﬁg 1)Q des variétés abéliennes principalement polarisées sur Q@ .
’

Ce dernier admet une compactification #* (la compactification de
Satake) qui, pour g>2 , vérifie dim(‘i‘—.t)gdimab'—2 . Par suite Y
admet, au-dessus d'un ouvert U=# @ de Spec Z , une compactification

§U dont la frontiére est de codimension > 2 dans chaque fibre. Le

lemme en résulte. m

4.4. Le théoréme 3.2 implique 1'existence d'un entier nl)l et d'une

c,ab

- . . . Qm
trivialisation, que nous noterons , du faisceau Qg sur X

(notations de 3.2.1). En particulier, pour toute donnée I%S,A,L) gél
type (g,1), on dispose d'une trivialisation cab(AU,LU) de 6(A,L)®m
au-dessus de l'ouvert U de "bonne réduction" de A . Le théoréme 4.2
sera démontré si 1l'on établit que, lorsque S est de caractéristique
nulle, Uab(AU,LU) se prolonge en une trivialisation de ©&(A,L) sur S.
Nous allons procéder pour cela par "réduction modulo p assez grand".

2g+2

4.5. Pour tout nombre premier p , posons mp = (p2-l)p et consi-

dérons la trivialisation Gp construite en 2.1 pour les données de

type (g,1) en caractéristique p . Nous pouvons considérer sa restric-
Gab . Dans ces conditions

tion au champ Xg lQDFp , gue nous noterons
’
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b.® b Om ®mm
(732)°™ ot (0®°) P donnent deux trivialisations de gg lp sur
’
Xg IEDF , et il résulte donc du lemme 4.3 que pour presque tout p , il
’ —
existe des constantes c; et cpE F; telles que
m
(o,ab) P _ c+(0‘ab)®m sur X+®IF
(4.5.1) p P p
m
(93P) P = T (02P)"m sur X ®F
P p b

4.6. Lemme. Pour presque tout nombre premier p et toute donnée

(S,A,L) de type (g,1) sur un Fp—schéma S , la trivialisation

Uab(AU,LU) de 6(A,L)®m sur 1'ouvert U de bonne réduction de A se
prolonge & S .

Démonstration : la question est locale aux points de S-U et nous

pouvons denc supposer S normal irréductible. Dans ce cas U est con-

nexe donc le morphisme U —> Xg 1 défini par (Ay,Ly) se factorise
! m

par xt ou x” , et par suite d'aprés (4.5.1), (Gab) P ose prolonge

sur S pour presque tout p en c;.cim ou c;.Uim suivant le cas.

Donc Uab se prolonge puisque S est normal. W@

4.7. Fin de la démonstration de 4.1 : soit (S,A,L) une donnée de type

(g,1) ou S est un @Q-schéma. La question du prolongement de O(AU,LU)
est locale sur S et nous pouvons donc supposer S affine de type fini
sur Q@ , puis que (S,A,L) provient par tensorisation par @ d'une

donnée de type (g,1) (notée désormais (S,A,L)) ou :
. S est un schéma normal intégre de type fini sur Z

. pour tout nombre premier p , le schéma SéDFp est normal et
l'ouvert U de bonne réduction induit un ouvert dense de SO®F (donc

(s,A,L) induit sur Sépr une donnée de type (g,1)).

Le diviseur de O(AU,LU) (considéréecomme section méromorphe de
® . . N
5(A,L)°™ sur S) induit pour tout p assez grand, d'aprés 4.6, le
diviseur nul sur SO®F_ : il induit donc O sur la fibre générique, ce

qui achéve la démonstration. W
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CHAPITRE IX

Positivité de &

Sommaire.

0. Introduction.

1. Un lemme de Zarhin.
2. Positivité de @ .

3. Cas des schémas abéliens : amplitude de & .

0. Introduction.

On recueille ici les premiers fruits de la "formule clé" du
chapitre VIII, jointe aux propriétés de "négativité de 1'image directe"

des chapitre VI et VII.

Si A est un schéma en groupes semi-stable sur un schéma normal
excellent So "vérifiant la formule clé", on montre en 2.1 qu'il

. . =3n . . .
existe n %1 tel que le faisceau « scit engendré par ses sections

A/So
globales sur So . On utilise pour cela un lemme de Zarhin, démontré au

§1, qui permet de se ramener au cas "principalement polarisé".

Au §3 (qui est indépendant des deux précédents) on montre 1'ampli-
tude du "faisceau ®" sur le champ modulaire des schémas abéliens pola-
risés. C'est une conséquence immédiate de la formule clé pour les schémas
abéliens et de 1'"anti-amplitude de 1'image directe" résultant des plon-

gements grassmanniens du chapitre VII.

1. Un lemme de Zarhin.

Nous esquissons ici une démonstration, inspirée de notes de

P. Deligne, du lemme suivant :

1.1. Lemme. Soit d un entier » 1 . A tout schéma S et tout S-schéma

abélien A muni d'une polarisation ¥ :A ——+'At de deqré d2 , On peut

associer canoniquement, de maniére compatible & tout changement de base,
t)4

une polarisation principale sur (AXA

Démonstration : soient S , A , ¥ comme ci-dessus.
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1.2. Soit M un Z-module 1libre de type fini : alors A®ZJ4 est un

S-schéma abélien (isomorphe a afY M), et 1'on a un isomorphisme cano-

nique

¢(a,M) : (a®M)t = aten*

ot M* est le dual HomZ(M,Z) de M . Cet isomorphisme est de plus
compatible & la bidualité, au sens suivant : 1'isomorphisme composé
t
)

tt _(ca,m”t

t *
(atou9 )t SATM) ttey** _, asm

(A®M)
ou la derniére fléche résulte de la bidualité pour A et pour M , est
1'isomorphisme de bidualité ([MZ], § 13) pour A®M .

1.3. Soit B une forme bilinéaire sur M , considérée comme un homomor-
. * N A . .
phisme B: M — M" . On peut alors associer a la polarisation

b:aA — At 1 'homomorphisme
YO®B : A®M —s ATO M =~ (a® M)t .

Ce dernier est une isogénie si et seulement si B est non dégénérée
sur @ , et est symétrique (G.e.vérifie (¥® B)Y = Y®B) si et seulement
si B est symétrique, ce dernier point résultant de la compatibilité
énoncée en 1.2. Enfin YP®B est une polarisation si et seulement si B

est symétrique définie positive : c'est en effet trivial si B est

diagonalisable dans M , et l'on se raméne a ce cas en remarquant que
B est diagonalisable sur un sous-groupe d'indice fini M' de M et

que 1'homomorphisme naturel A®M' —> A®M est une isogénie.

Le morphisme ¥®B est le composé

P®id id,+® B
A®M — 3, ateoy — B, atom*

et le degré de ¥@id  est a%*I M | celui de id,t®B est |det B|29
ot |det Bl est le cardinal de Coker B et od g=dim(A/S). On a donc

(1.3.1) deg(¥®B) = a?fI M jger B|29 .

1.4. Supposons désormais B définie positive. Pour toute polarisation
£:C —> C sur un schéma abélien C , notons eg : Ker §XKer § —> G

la forme alternée associée.

Posant K = Ker ¥ , il est d'abord immédiat que K®M C Ker(¥®B).
De plus supposons que B soit divisible par d2 : alors, posant
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.

B‘=—1§B , on a pour x et y¢Ker(Y®B')
d

=e¢’)®B' d2 VOB

ew®B(x,y) (x,y)" = e I(dzx,y)

Comme K est annulé par d2 , i1 en résulte en particulier que le sous-

. ®
groupe K®M de Ker(¥®B) est isotrope pour la forme el‘b B .

1.5. Prenons M de la forme M=Ml><M2 ou Ml et M2 sont Z-libres

de méme rang r , et supposons que la forme bilinéaire B2 induite par
B sur {o} X M, soit divisible par d2 . Identifions A®M a

(A® M) X (A® M2) et posons (avec K = Ker ¥) :

K' = {o}x<K®M2) < (AM)) X (ADM,) .

La fonctorialité de la forme e‘» B pour l'injection naturelle

A® M, A®M , jointe aux considérations de 1.4 (appliquées & la pola-

risation induite par ¢®B sur A9 M, , qui n'est autre que PR B2),
montre que K' est isotrope dans Ker(¥®B), et par suite que la pola-
risation ¥®B se descend en une polarisation 6 sur

(A®M)) x (a"®M)) ~ (axaH)T .

(A® Ml) X (A® M2/K® My) >

De plus le degré de 0 est
2

deg 8 = deg(¥®B)/(rg K')

aT x (det B)29,/a%F

(det B)2g

en vertu de (1.3.1) et du fait que K’ ~K' est de rang d2r .

1.6. Il suffit donc, pour démontrer 1.1, de trouver un Z-module N ,
libre de rang 4, et une forme bilinéaire définie positive B sur

NXN , divisible par d2 sur {0} XN et unimodulaire (i.e. det B=1).
Prenons pour N 1l'anneau H des quaternions a+bi+cj+dk avec

a,b,c,d€ Z , et cherchons B sous la forme

B = partie réelle d'une forme H-hermitienne positive sur HXH .

Si la forme hermitienne a pour matrice <'3 b) avec a et c€7,
b ¢
bE€H , alors on vérifie que det B = (ac-bb)? . 11 s'agit donc de

résoudre (posant b = x+iy+jz+kt)
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a>0, cyo, d2lc
ac-1 = x2 +y2+22+t2

d'ou le lemme puisque tout entier naturel est somme de quatre carrés. B

1.6. Autre version. Zarhin me signale que 1.1 est un cas particulier de
[24], lemme 2.5 : avec les notations de loc. cit. on prend W=Ker X et

1'on remarque qu'alors XS/W est isomorphe a (xt)4><x4 , grlce a
1'isomorphisme

X4><X4 o~ X4><X4

(u,v) +— (u,Iut+v) .

2. Positivité de & .

2.1. Théoréme. Soit So un schéma noethérien normal excellent.

. £ L
Soit A — S, un So—schema en groupes semi-stable, abélien

au-dessus d'un ouvert dense de SO . Alors il existe un entier n> 1
—8n ) . ) -
tel que wA/S soit engendré par ses sections globales sur SO
o)

(notation de VIII, 1.0.4).

2.3. Démonstration de 2.1 : on peut naturellement supposer SO integre,
s . m .
de point générique m . Soit S ——+-So le normalisé de So dans une
extension finie de % (7m) : on montre comme en VI, 4.3 qu'il suffit de
-dn" . ,
trouver un entier n' »1 tel que ﬂ*ah?S soit engendré par ses sec-
o
tions sur S (la norme d'un faisceau inversible sur S a encore un

sens dans cette situation, cf. EGA II, 6.5).

2.4. Lemme. Soient A et SO comme dans 2.1, avec SO connexe de
t

,__ 2

point générique 7 . Soit A
variété duale A% de A, (l'existence de At est assurée par IV, 7.1).

Alors le faisceau inversible

un modéle semi-stable sur SO de la

) @& !

A/so At /So

est d'ordre fini dans Pic(So).

208



POSITIVITE DE &

Démonstration : par changement de base du type 2.3 et gonflement de A ,
on peut supposer qu'il existe sur A un faisceau inversible cubiste
symétrigque L , ample relativement a S, et tel que K(L) soit fini

~

sur o
’

([r1]

° ° D'aprés 1l'unicité du modéle semi-stable & fibres connexes

IX.1.5) on peut prendre

at = a/k(L)

(cf. IV, 7.1.2). On a alors (VIII, 1.1.3.8)

) =~ o 2D
A/So At/SO K(L)

mais comme K(L) est isomorphe a son dual de Cartier on a

22
Dy(n) = %5 -
o

Le lemme en résulte. B

2.5. Grice au lemme 2.4 nous pouvcns, pour démontrer 2.1, remplacer A
t,4
)

. ) A 1 3 QD

par (AXA puisque (A><At)4/SO a méme classe dans PlC(JO) Q

que 5238 . Le lemme de Zarhin (1.1) nous permet donc de supposer que
o

A, admet une polarisation principale, et méme (aprés changement de base)

qu'il existe sur A un faisceau inversible cubiste symétrique L , ample

relativement a So et de degré 1 sur Aﬂ . D'autre part la question est

locale sur Spec Z , et nous sommes donc ramenés a traiter deux cas :

(2.5.1) 2 est inversible sur SO : on peut, par changement de base et
22

gonflement, supposer que K(L°“) est fini sur SO . On applique alors

VI, 4.1 (ii) : il existe n 20 tel que (f*L)®_n soit engendré par ses

sections. Par ailleurs, d'apres FC(S_,q9,1) ona = =~ (f LY®-2
o A/SO *

dans Pic(SO)QQQ ; le théoréme en résulte dans ce cas.

(2.5.2) 3 est inversible sur S_ : on applique alors la construction de
VI, 5.4.2 : posant 2Z[C] = Z[T]/(1+T+T2), on peut remplacer A par
A= A® z(¢] ~ a? ; on construit dans loc. cit., & partir de L , un

faisceau inversible totalement C-invariant (VI, 5.4) L2 sur A1 tel
2)

que K(LZ) = 9B - Quitte a changer de base on peut supposer que K(L
est fini et 1'on peut alors appliquer VI, 5.8. On conclut comme ci-dessus

gréce a FC(S_,9,1). m
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3. Cas _des schémas abéliens : amplitude de ©@ .

3.0. Conformément & VII, 4.3, désignons par AB le champ des schémas

g.d
abéliens A —> S de dimension relative g munis d'une polarisation
€ de degré d2 . On dispose sur AB a du faisceau inversible & , dont
’
la "valeur" sur l'objet (A—> S,£) est par définition le Gs-module
inversible uk/s .
3.1. Théoréme. Le faisceau inversible & est ample sur ABg g @au sens
’

de VII, 4.3.3.
Démonstration : fixant nY3 , il s'agit par définition de montrer que
1'image réciproque de & sur le champ représentable ABg a.n est

’ -
ample. Soit Y 1le normalisé du schéma de modules & correspondant,

g,d,n
et soit (A —£¢-Y,§) le schéma abélien polarisé sur Y déduit du mor-
. i @

g.d I1 suffit de montrer que A/Y est ample

sur Y puisque le morphisme Y ——->-ABg d.n est fini surjectif. Or,
r ’ 1

le faisceau (det £,L(§)) - est

phisme naturel Y —> AB

comme Y est quasi-fini sur ABg q

ample sur Y d'aprés VII, 3.2 (ou L(E) est le faisceau défini en

VII, 3.1.1). Puisque L(§) est symétrique notre assertion résulte donc

de FCab(Y,g,4gd) qui est vraie d'aprés VIII, 1.3. N
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CHAPITRE X

Hauteurs projectives et familles limitées

Sommaire.

1. Familles limitées d'applications rationnelles.
2. Familles limitées et graphes.

3. Hauteurs.

4. Le théoréme de la hauteur bornée.

0. Introduction.

Dans ce chapitre, indépendant des précédents, on étudie la notion
de "famille limitée" de points d'un k-schéma de type fini X , a
valeurs dans un corps de fonctions F sur le corps de base k . De tels
points peuvent &tre considérés comme des applications rationnelles d'un
modéle S de F sur k , & valeurs dans X ; on montre alors au §2
qu'un ensemble &8 C X(F) est limité si et seulement si les 'graphes"
correspondants forment une famille limitée, au sens habituel, de sous-

schémas fermés de SXX , ou S est un modéle normal projectif fixé de F.

On introduit au §3 les versions "géométrique" et "numérique" de la
hauteur projective d'un point de X(F), la hauteur numérique étant la
hauteur habituelle définie dans [L]. Le lien avec les familles limitées
est exprimé par le "théoréme de la hauteur bornée" (4.2) ; il faut
avouer, hélas, que l'obstination mise jusque-la & éviter toute hypothése
de séparabilité pour F est bien mal récompensée (sauf en dimension 1),
en raison du peu de souplesse de la théorie des "coordonnées de Chow" et

de 1l'incapacité de l1'auteur a s'en passer.

1. Familles limitées d'applications rationnelles.

1.0. On fixe un corps de fonctions F sur un corps k , c'est-a-dire
une extension de type fini de k . Un modéle de F (sur k) est par
définition un k-schéma intégre séparé de type fini S , muni d'un

k-isomorphisme de F avec le corps des fonctions de S .
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1.1. Définition. Soient S wun modéle de F et X un k-schéma intégre

de type fini. Soit & wune partie de X(F), considérée comme un ensemble
d'applications rationnelles S ---— X . On dit que & est k-limitée
(ou simplement limitées'il n'y a pas de confusion) s'il existe un
k-schéma de type fini T , un ouvert UCTFXkS et un k-morphisme

®: U —> X tels que pour tout f:S ---— X dans 4 , il existe un

point xf€ T(k) tel gque

(1) xf€ prl(U) ;

(ii) l'application rationnelle de S = {xf}><s dans X induite

par © (gui est définie & cause de (i)) coincide avec f .
1.1.1. Cette notion est en réalité indépendante du modéle S : il est
en effet immédiat que la définition obtenue en remplacant S par

Spec F dans 1.1 est équivalente a 1.1.

Un sous-ensemble d'une partie limitée de X(F) est limité, de

méme qu'une réunion finie de parties limitées.

1.1.2. Dans les conditions de 1.1, nous dirons que T , U et ¢ para-
métrent 4 . Quitte a modifier T on peut supposer que pr;:U — T
est surijective (remplacer T par 1l'ouvert prl(U), ce qui est licite
d'aprés (i)), que T est réduit ou méme régulier (remplacer T par une
somme finie de sous-schémas réguliers de T recouvrant T). Notons que
si T est régulier, il est lisse sur k en chacun de ses points
k-rationnels, ce qui permet, en remplagant T par son ouvert de lissité,
de supposer T lisse (i.e. géométriquement régulier) sur k . On peut

aussi, par exemple, supposer que l'ensemble des points X pour f€§,

f ’
est dense dans T , etc.

1.1.3. Si g:S8'" — S est un morphisme de k-schémas intégres de type
fini (ou méme une application rationnelle) et si @< X(F) est limité,
il est immédiat que l'ensemble des composés fog (f€4), qui sont

définis, est limité.

1.2. Proposition. Soient X et Y deux k-schémas intégqres de type
fini et soit j:X & Y une immersion. Pour que &cCX(F) soit limité

il faut et il suffit que son image par j dans Y(F) le soit.
Démonstration : l'implication (8 1limité == j(4) 1limité) est triviale.
Réciproquement supposons 3j(8) 1limité. Soit S un modéle de F et
solient T , UCTXS et ¢:U —» Y paramétrant 3j(8). Considérons le

diagramme
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TXS +— U —2 > v
/ pr

ou 1l'on a posé U' = XXYII, de sorte que J' est une immersion. Nous

sommes bien entendu ramenés & deux cas :

ler cas : Jj est une immersion ouverte. Alors U' est un ouvert de U
(donc de TXS) et le lecteur vérifiera sans peine que & est paramétré

par T , U' et ¥

2émecas : j est une immersion fermée. Posons
— € -1 I}
= {x€eT]| pry (x)<U

Alors T' est fermé dans T car T-T' = prU(U—U') et pry est
ouverte. Par construction, V = U'N (T'XS) = UN (T'XS) est ouvert dans
T'XS . D'autre part si f:S --——> X est dans & , le point
x.ofE T(k) qui "paramétre" Jjof est dans T' puisque

({x}x8)NU) = (Jof)(S)CTX . On en conclut que & est paramétré par
T', VCT'XS et ¢|V:v——>x . a

1.3. Remarques.

a) Sous les hypothéses de 1.2, si JFCY(F) est limité, il en est
de méme de 3N j(X(F))<Y(F) donc aussi, d'aprés 1.2, de l'ensemble des
f€ X(F) telles que Jjof€F .

b) Grice & 1.2 on peut ramener de nombreuses questions au cas ou la
"variété but" X est affine, en écrivant X comme réunion finie de
sous-variétés affines (par exemple ouvertes) Xi , et en remarquant
qu'alors X(F) est réunion des Xi(F)' On peut aussi
représenter ensuite chaque Xi comme ouvert d'une variété projective,

. . N . . N n
et se ramener ainsi au cas ou X est projective, ou méme a X==Pk .

c) On peut bien entendu étendre la notion de famille limitée au cas
ou F = F, X...X F ou les F, sont des corps de fonctions ; un modéle
de F est alors un k-schéma réduit de type fini dont 1'anneau total
des fonctions est F , et l'on doit simplement modifier la condition
1.1 (i) en exigeant que prIl(xf)ﬂ U soit dense dans przl(xf). On
constate alors sans surprise que &8 CX(F) est limité si et seulement si,
pour tout i€{1,...,n} , 1l'image de &8 par l'application naturelle
X(F) ——»-X(Fi) est limitée dans X(Fi). Cette brillante "généralisation"

peut toutefois rendre des services dans le cas d'un corps de fonctions F
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tel que Spec F ne soit pas géométriquement irréductible sur k .

2. Familles limitées et graphes.

2.0. On fixe dans ce § un modéle normal projectif S du corps de fonc-

tions F sur k , ainsi qu'un k-schéma projectif intégre X .

Si P désigne un k-schéma, on rappelle qu'un ensemble ¢ de
sous-schémas fermés de P est dit limité s'il existe un k-schéma de
type fini T et un sous-schéma fermé ZeTX P, plat sur T, tel que
pour tout YCP appartenant a ¥ il existe x€ T(k) tel que ZX=Y .

Lorsque P=(P]I;I , cette condition implique que les degrés des Y€¥ sont
bornés ; la théorie des "coordonnées de Chow" [Sa] montre que la réci-
proque est vraie si les Y€Y sont équidimensionnels et géométriguement

réduits sur k ([G], 2.4).

2.1. Soit f:S =--—-— X une application rationnelle, définie sur un
ouvert non vide V de S . Notons
(2.1.1) T'(f) € sxX

1'adhérence schématique, dans S XX , du graphe de f'V (lequel est un
fermé de VXX) ; T'(f) sera appelé, par abus de langage, le graphe de f£f.

Désignons par ¥ le schéma de Hilbert [G] des sous-schémas fermés

de SXX (qui est un k-schéma localement de type fini) et soit
(2.1.2) BC HXxSXX

le sous-schéma universel : c'est un sous-schéma fermé de HXSXX , plat
sur H . Pour tout f€ X(F), notons

(2.1.3) Y (£) € ¥H(k)

le point correspondant au sous-schéma T (f)CSXX , de sorte que T(f)
s'identifie a E‘V(f) . Notons que par construction la projection

I'(f) —» S est birationnelle. Considérons le diagramme

'5-P->u><s

(2.1.4) q\/&b
¥
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ol p, q et ¥ sont les projections naturelles. Remarquons que p

est propre et que g et ¢ sont plats et de type fini. Notons

(2.1.5) UC HXS

le plus grand sous-schéma ouvert de HXS au-dessus dugquel p est un
isomorphisme ; d'autre part, pour f€ X(F), soit V(f) un ouvert de
définition de f : il s'identifie & un ouvert, encore noté V(f), de
{7(f)} xs € ¥xs , au-dessus duquel

Py(g) thy(e) — V(B xs
est un isomorphisme. Je dis qu'alors
(2.1.6) V(f) € U .

Pour cela il suffit d'établir (puisque p est propre) que si
yE€V(f) et si x est le point de % au-dessus de y , alors p est
plat au point x : mais ceci résulte du critére de platitude par fibres
EGA IV, 11.3.10, appliqué au faisceau @5 .

Si 1l'on note Py p—l(U) —~»> U 1l'isomorphisme induit par p , on

obtient un k-morphisme
(2.1.7) ®:U —r X

par composition de pal avec la projection % — X . Il est alors
immédiat (grfce a (2.1.6)) que ¥ , U et ¢ ‘"paramétrent" 1l'ensemble
X(F) au sens de 1.1.2(a ceci prés que H n'est pas en général de type

fini mais seulement localement de type fini sur k).

2.2. Théoréme. Si &8C X(F), les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) &8 est limité (1.1)

(ii) l'ensemble des graphes T(f)cSXX (2.1.1), pour f€4 , est

limité.
Démonstration : l'implication (ii) ==> (i) résulte de la construction

2.1, puisque (ii) signifie que les points Y (f) €H(k) (2.1.3), pour

f€38 , appartiennent & un sous-schéma de type fini de ¥ .

Montrons que (i) implique (ii) : & étant supposé 1limité, soient T,
UCTXS et 9:U —> X paramétrant 4 ; on supposera que pry : U-—T
est surjective et que T est réduit.
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Notons T CTXSXX 1'adhérence schématique du graphe 1"0 de 9
(lequel est isomorphe & U). Il faut prendre garde que si x€ T(k), TX
peut ne pas &tre 1'adhérence schématique de (I‘O)X . Soit T'CT 1le
plus grand sous-schéma ouvert de T tel que TT' soit plat sur T' :
c'est un ouvert dense de T puisque T est réduit. 50oit T" 1'ensemble
des tE€T' tels que Tt soit sans composantes immergées et que (TO)t

soit un ouvert dense de Tt . Alors T" est ouvert dans T' ; en effet

nos deux conditions équivalent aux deux suivantes :
(a) Tt est sans composantes immergées, et dim Tt = dim(To)t
(= dim S)

(b) si Y = F—TO , alors dim Yt ( dim s .

La premiére condition est ouverte en vertu de EGA IV, 12.2.1, (iii) et
(iv), et la seconde par le théoréme de semi-continuité de Chevalley
(EGA IV, 13.1.3). De plus T" contient les points maximaux de T'

(et de T) donc est dense dans T .

si t€T", alors Tt est automatiquement 1'adhérence schématigque
de (ro)t dans {t}XSxXX . En particulier si +t€T"(k) et si £

t
désigne 1l'application rationnelle de S dans X paramétrée par t ,

alors

(2.2.1) Tt =T (ft) .

Il suffit dés lors de recommencer 1'opération au-dessus du fermé
T-T" de T ; comme T est noethérien on obtient finalement un nouveau
schéma de paramétres T, pour 4 , somme disjointe finie de sous-schémas
localement fermés de T , et un sous-schéma T1C1T1><S><X » plat sur T,
et tel que pour tout t€ Tl(k)' on ait (avec les notations ci-dessus)
(1"1)t = T(ft) : ceci prouve que les T (f) (f€48) forment une famille

limitée. W

2.3. Corollaire. Soit k' wune extension de k telle que k'®kE‘ soit

intégre, et soit F' le corps des fractions de k'®kE‘. Pour gque

8 X(F) soit k-limité, il faut et il suffit que son image dans X(F')
soit k'-limitée.

En effet la construction du graphe commute au changement de base
Spec k' — Spec k , et un ensemble Y de sous-k-schémas de SXX est
limité si et seulement si 1l'ensemble de sous-schémas de (S><X)k. '

déduit de ¥ par extension des scalaires, est limité. Ml
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3. Hauteurs.

3.0. On fixe dans ce § un modéle normal S du corps de fonctions F et
l'on pose r = dim S . Soit X wune k-variété (i.e. un k-schéma séparé
de type fini) intégre et propre sur k , et soit L un faisceau inversi-
ble sur X . 8i f:5 --——> X est une application rationnelle notons

U.C€S son domaine de définition : c'est un gros ouvert (II, 3.1) de S,

£
donc (comme dans III, §3) on a un homomorphisme naturel

(3.0.1) Pic(Uf) — CH (S)

r-1
qui est méme un isomorphisme si U est régulier. L'image par cet homo-

* ’ ’
morphisme de la classe du faisceau inversible f L est alors un élément

(3.0.2) hgg L(f)GCHr (s)

-1

appelé hauteur géométrique de f€ X(F), relativement au faisceau L et

au modéle S .

3.0.3. Remarque. Si X est une variété abélienne sur k et L, le

faisceau inversible sur Xp déduit de L , on vérifie immédiatement que

la hauteur de (3.0.2) coincide (modulo torsion) avec celle de III, 3.2 :
il suffit de remarquer que le modéle de Néron de XF sur S est le
schéma abélien constant XXS , et que le prolongement cubiste de LF
est le faisceau prIL sur XXS .

3.1. Propriétés de la hauteur.

(3.1.1) Additivité en L : hgs L.OL (f) = hgs L (f)-+hgs L (f).
rT17T2 71 72

(3.1.2) Fonctorialité en X : si 1'on a un diagramme

Y
£ lo
S ———go—f')X
avec Y propre, alors hgg L(gof) = hgg g*L(f)'

(3.1.3) Fonctorialité en S (cf. III, 3.3.4) : si m:S8' — S est un

morphisme dominant et génériquement fini de k-variétés normales, alors :

(i) si 7 est propre, on a (pour tout f:S —=—— X) :

(deg ) th'L(f) = 7,.(hgg, [ (for)) €CH__, (S)

r-1
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(ii) si 7 est quasi-fini, on a

hgg, [ (for) = n*(hgle(f))é CH_ .(s') .

r-1
En effet (ii) est trivial ; on en déduit (i) lorsque 7 est fini en
appliquant 7, aux deux membres de (ii), puis dans le cas général en

raisonnant comme dans III, 3.3.4.

3.2. Hauteur numérique : supposons maintenant S proijective et soit Lo

un faisceau inversible ample sur S . On a alors un homomorphisme

(3.2.1) degLO: CHr—l(S) — Z

. . r-1
"intersection avec Bo "

, ou 20 est 1'élément de 1l'anneau de Chow de
S défini par Ly i si L, est trés ample et définit un plongement

i:8 e—p", degL (Z) est simplement le degré du cycle 1i(Z) de p" .
o

On pose alors

(3.2.2) hLOIL(f) = degLo th'L(f)E Z

pour tout £€ X(F) et tout faisceau inversible L sur X : hL L(f)
o’
est par définition la hauteur numérique de f (relativement & S , L

et L).

o

3.2.3. Nous nous intéresserons en particulier au cas ol L est ample sur

X : dans ce cas il est immédiat que h L(f) »0 , et que hp L(f) =0
or o’

constante", i.e. se factorise par le

si et seulement si f est

k-schéma fini Spec HO(S,GS).

3.3. Décomposition en termes locaux : supposons X==PE et L==®X(1), et

soient fo,...,fN des coordonnées homogénes de f€ X(F). Alors

(3.3.1) th,L<f) est la classe du diviseur —1@% dlvs(fi)
OR1\N
(3.3.2) hL ,L(f) = -degp (1pf dlvs(fi)).
o o i
On démontre (3.3.1) en remarquant que, sSur un gros ouvert convenable
de S, £f'L s'identifie & 1'idéal fractionnaire engendré par les fi :
or le diviseur ~inf divs(fi) est le diviseur de la section rationnelle

i
de cet idéal définie par la fonction 1€ @S . Enfin (3.3.2) est consé-

quence immédiate de (3.3.1).
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Bien entendu, (3.3.2) est la définition "habituelle" de la hauteur,
et son interprétation comme degré (3.2.2) est bien connue ([L], chap. 3,

§3).

4. Le théoréme de la hauteur bornée.

4.0. Soit S un modéle normal projectif du corps des fonctions F ,

muni d'un faisceau inversible trés ample LO , d'ol un plongement

d

c
SIPk.
Soit f:S —————»—Pg une application rationnelle : nous considére-
rons le graphe T(f)CZS><PN de f (2.1.1) comme un sous-schéma de PZ,

avec g = (N+1)(d+1) -1 , grice au plongement de Segre P x pY e p9 |

4.1. Théoréme. Avec les notations ci-dessus, posons h(f) = hL 6 (1)(f)
o' _N
P

et r =dim S . Alors :

deg 4S+rh(f) { deg _ T(£f) { B(h(£))
P pd

gg B:N — N est une fonction ne dépendant que de r et deg a S .
P
Démonstration : aprés une extension convenable (par exemple transcendante

pure) du corps k , on peut supposer que celui-ci est infini.

4.1.1. Introduisons d'abord gqguelques notations. Nous désignerons respec-—
tivement par x et y les opérateurs (de degré -1) cl(prz 6 4(1)) et

(1)) dans le groupe CH.(Pd><PN). Si VC?Pd><PN est un sous-

*
c,(pr, &
1 2 PN
schéma fermé purement de dimension m , et si u est un opérateur de
C-l><PN),. on notera, par abus d'écriture, u(V) le

degré de 1'élément u([V]) de CHO(Pd><PN).

degré -m dans CH(P

4.1.2. Lemme. Dans la situation de 4.1, et avec les notations de 4.1.1,

on a :

deg 4 S = X (T(£))
P

h(f) Iy (T(£))

(x+y)T(T(£)) .

Q
1)
Q

I

Fh
I
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Démonstration : la premiére inégalité est immédiate puisque la projec-—
tion & :T(f) —=> S est birationnelle. La troisiéme résulte du fait que

cl(G q(1)) = x+y comme opérateur sur CH.(PdXPN), ceci par définition
P
du plongement de Segre. Enfin la hauteur géométrique hgg & (1)(f)
’
N
P
n'est autre que 1'élément w*(y([r(f)])) de CHr—l(S) (considérer un
gros ouvert UCS sur lequel f est un morphisme, et remarquer que

CH__,(8) = CH__,(U)). La seconde égalité en résulte. B

4.1.3. Le lemme ci-dessus implique la premiére inégalité de 4.1, puisque,

Lo et G N(1) étant engendrés par leurs sections, les termes du déve-
P
loppement de (x+y)r(1"(f)) sont tous positifs.

La seconde inégalité de 4.1 résulte du lemme suivant, que je dois

A

a W. Fulton :

4.1.4. Lemme. Les entiers d , N et r étant fixés, il existe une

application G:NXN —> N telle que pour tout sous-schéma V de

dePN , purement de dimension r , tel que x (V)#O , on ait

1

FyI(v) € exF(v), xF Ty (v))

pour tout (i,j) tel que i+j=r (notation de 4.1.1).

Démonstration.

4.1.4.1. Supposons déja bornés les xr_iyi(v) pour i=0,...,s-1 . Soit
I\CIPd un sous—espace linéaire "générique" de dimension d-r+s et posons
W =vVn (A XIPN), de sorte que dim W=s . Alors pour i et j>/O ,

i+j=s , on a

xiyj(w) = xr_jyj (v)

ce qui montre (en remplagant V par W) gqu'il suffit, pour établir le
r -1

lemme, de borner yr en termes de x ,xr_ly,...,xyr .
4.1.4.2. Traitons maintenant le cas r{2 . Lorsque r{1 , le lemme est

trivial. Lorsque r=2 , le théoréme de 1'indice de Hodge (appliqué a une

désingularisation de Vred) implique que la forme gquadratique

(u,v) +—> (ux+vy)2(V)
sur ZX7Z est soit dégénérée, soit de type (+,-) (remarquer que x+y

est ample) et par suite, si x2(v) #0 , le discriminant du polyndme

(Txty) 2(V) = Tx2(V) +2Txy (V) +y2(V) est )0 , d'od
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Y2 (V) § xy ()22 (v)

dés que x2(V) Yo .
4.1.4.3. Pour r »2 , soit W une section linéaire générique de dimen-
sion 2 de vepdxpNEeIre, pq ators [Wl = (x+y)T72([v]) , et

xtyd(w) = [(x+y)r_2xlyj](v) pour i+j=2 . D'aprés le cas r=2 ci-
dessus, on a :

) € D) T 3521w = y2 )

& xy ()2 /%% (w)

= (X+y)r_zxy(V)z/(x+y)r_2x2(V) . n

Le théoréme 4.1 est donc démontré.

4.1.5. Remarque. Lorsque F est une extension séparable de k (autre-
ment dit lorsque S est géométriquement réduit), on montre en s'inspi-

rant de [L], chapitre 3, §3, que 1l'on a en fait 1'inégalité

)£

(4.1.5.1) deg _ T(f) £ (h(f) +deg S
Pq

il y faut toutefois quelques précautions, l'auteur avouant ne pas bien
comprendre la notion d'intersection utilisée dans loc. cit., lemme 3.5.
Sans hypothése de séparabilité, 1l'inégalité (4.1.5.1) résulterait d'une

"inégalité de Bezout" du type de celle annoncée & la fin de [F-H].

Le théoréme suivant rassemble les résultats de 2.2 et 4.1 :

4.2. Théoréme de la hauteur bornée. Soient S un modéle normal projectif

de F muni d'un faisceau ample Lo , X une k-variété projective munie

d'un faisceau ample L . Soit & wune partie de X(F), et considérons les

propriétés suivantes :

(1) ¢ est limitée.

(ii) Les graphes T(f), pour f€4 , forment une famille limitée
dans SXX .

(iii) Les T(f), pour £f€4 , sont de degré borné relativement au
faisceau ample prI L,® prg L sur SXX .

(iv) Les hauteurs h pour f€4 , sont bornées.

(£),
LysL

Alors on a les implications
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(1) & (ii) == (iii) & (iv) .

De plus les conditions (i) & (iv) sont équivalentes si F est une

extension séparable de k , ou si F est de degré de transcendance 1

sur k .

Démonstration : 1l'équivalence (i) <= (ii) a déja été démontrée (2.2),
et (iii) &= (iv) est une conséquence de 4.1 (on se raméne immédiatement
au cas ou L, et L sont trés amples, puis au cas ol X==P§). L'impli-
cation (ii) == (iii) est bien connue ainsi que sa réciproque dans le
cas séparable (2.0). Lorsque F est de degré de transcendance 1, alors
S est une courbe normale projective donc, pour f€ X(F), T(f) est une
courbe isomorphe & S ; son polyndme de Hilbert est donc déterminé par

son degré, et l'on applique [G], 3.2. 1
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CHAPITRE XI

Applications aux variétés abéliennes

sur les corps de fonctions

Sommaire.

0. Introduction et notations.

1. Hauteurs modulaires.

2. Hauteur différentielle et hauteur stable.

3. Comparaison des différentes hauteurs.

4. Applications : critére d'isotrivialité, familles limitées.

5. Application aux variétés ordinaires.

0. Introduction et notations.

0.1. Etant donnés un corps Xk , une k-variété normale intégre S de
coros des fonctions F , et une variété abélienne polarisée (AF'gF)

sur F , on définit dans ce chapitre différentes notions de hauteur pour
(AF,EF) : la "hauteur modulaire", déduite du morphisme Spec F —> dé,d
associé a ($F,§F) ; la "hauteur différentielle" associée & 1l'algébre de
Lie relative d'un "modéle de Néron" de AF sur un gros ouvert de S ;
enfin la "hauteur stable" qui est une version semi-stable de la précé-
dente. Chacune de ces hauteurs a comme toujours une version "géométrique'",

élément de CH_ (8) 2@ (avec r=dim S) et, lorsque S est projective,

-1
une version "numérique'". Ces hauteurs sont reliées par des inégalités
rassemblées en 3.2 ; on montre en particulier au §3 comment la "formule
clé" du chapitre VIII permet de comparer la hauteur modulaire et la

hauteur stable.

On en déduit au §4 un "critére d'isotrivialité":supposant S pro-
jective, pour que AF devienne '"constante" sur une extension finie de
F (resp. sur une extension finie non ramifiée en codimension 1 sur S)
i1 faut et il suffit que sa hauteur stable (resp. sa hauteur différen-
tielle) soit nulle. D'autre part on montre un théoréme de "famille limi-
tée" pour les (AF,QF) dont la hauteur stable (ou différentielle) est
majorée par une constante fixée, ceci en supposant, malheureusement, que
F  est une extension séparable de k . La notion de "famille limitée"
obtenue est d'ailleurs grossiére (4.6) mais le résultat sera précisé au

chapitre suivant.
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Enfin, lorsque k est de caractéristique p » 0O , on déduit du
critére d'isotrivialité, selon une idée de M. Raynaud, que si AL a
réduction ordinaire en codimension 1 sur S projective, alors AF est
isotriviale ; de plus le "lieu ordinaire" sur le schéma de modules

(# ) est un ouvert guasi-affine.

g,d’k

0.2. Notations. Dans tout ce chapitre on fixe un corps k de caracté-
ristique ;>}o et des entiers g’)l ,d¥1 , N»3 . On suppose de plus
que p*N et que, en posant a=49% -

(0.2.1) N° >2g!d , ou bien N est divisible par 8d .

Tous les schémas envisagés dans ce chapitre sont des k-schémas.
Nous considérerons en particulier, pour tout n %1 , le k-schéma de
modules grossier

(0.2.2) xg,d,n

N sqa . . . , 2
des variétés abéliennes munies d'une polarisation de degré d et d'une

structure de niveau n ; c'est un k-schéma de type fini, qui est de

plus un schéma de modules fin si n»3 . Si S est un k-schéma et si
(A —-]E-»-S,g,v)E Agg a n(S) (notation de VII, 3.0) nous désignerons par
(0.2.3) jn(A,E,v) : S ——*'dé’d’n

le morphisme associé.

Nous ne considérerons que des structures de niveau n divisant N.

Dans ce cas on a construit en VII, 3.4 une compactification

(0.2.4) #g'd'n G atg’d,n
de dé da.n ’ ainsi qu'une classe ample
€ pic(# ®
(0.2.5) Kn Plc(#g'd’n) Z 0 .
Pour (A £, S,g,v) € Agg a n(S) nous noterons encore jn le composé

du morphisme jn de (0.2.3) et de 1'inclusion (0.2.4). On rappelle
(VII, 3.4.6) qu'alors 1'élément j;kne Pic(S)®Q@ est la classe du fais-

ceau inversible (det f*L(g))-1 ou L(E), défini en VII, 3.1.1, est un

faisceau inversible sur A vérifiant wL(%) = 48 : A —> At .
Rappelons que 5; d.n figure, par définition, dans un diagramme
’ ’
commutatif
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~ ~ +
o [ o
'tg.d,N at<_:;,d,N G (Ga,NZg)k
(0.2.6) l 1
atg,o‘l,n ﬂg,d,n
ot # est le schéma de modules fin défini en VII, 3.3, les fléches

g,d,N
verticales étant des morphismes de passage au quotient par 1l'action d'un

groupe fini ; de plus Xn est déduit par descente du faisceau t*GG(l)
sur 1'adhérence % de # . Tout ceci, dans le cas ou

2 - X g,d,N g,4d,N

N >2gld , résulte directement de VII, 3.4 avec So = Spec k ; dans le
cas ou N est divisible par 8d , on remarque que les constructions de
loc. cit. sont encore valables en appliquant VII, 5.2 puisque 1'hypothése

8d|N implique que Ker(2¢L(§)) = Ker(8f) est annulé par N .

Enfin dans le cas particulier ou n=1 , nous noterons simplement

(0.2.7) ﬁg,d = ﬁg,d,l ; ﬁg,d = ﬁg,d,l ;: Ab a° Abg,d,l ; A.=A1
et, pour (A,§) Eagg d(S) on posera
(0.2.8) j(A,8) = Jl(A,g) : S ——»—#éld .

1. Hauteurs modulaires.

1.0. Dans tout ce § on désigne par S une k-variété normale irréduc-
tible de dimension r , et par F son corps des fonctions. Si S est
projective, nous supposerons fixé un faisceau inversible ample Lo sur

S . Si (AF,éF)GEAQg d(F), nous pourrons donc considérer le morphisme

j(AF,EF) : Spec F — Eg,d
de (0.5) comme une application rationnelle du modéle S dans Eg a -
’
.1. Définition. i € .
1 Définition. Soit (AF,EF) Agg,d(F)
1) La hauteur géométrique modulaire de (AF,EF) (relativement au modéle

S de F) est 1'élément

hgmodS(AF,EF)E CH_ . (S)

r-1 (0]
défini par

hgmodS(AF,gF) = hgs'k(j(AFlgF)) '

225



L. MORET-BAILLY

hauteur géométrique (X, 3.0.2) de j(AF,éfJ 53% d(F) relativement & S
et &3 A€ Plc($g,d)Q .
2) Supposons de plus S projective. La hauteur modulaire (numérique) de

(AF,€F) relativement (& S et) au faisceau ample L, sur S est le
rationnel (cf. X, 3.2.2)

hmodL (AF,éF) = h

. (j(AF,gF)) = degLohgmodS(AF,iEJ €Q

L _,A
o

gui est y O d'aprés X, 3.2.3.

On prendra garde que les hauteurs ainsi définies dépendent de la

compactification Eg q "’ donc de l'entier N .
r
Bien entendu, la hauteur relative & X € Pic(e?g d)Q doit s'entendre
’
ainsi : si mEN est tel que m\ soit la classe d'un faisceau inversible
_ 1
L , alors hgs,k =5 th,L .
. . £
2. q €
1.2. Soit U un gros ouvert de S , soit (AU —_ U,%U) Ab ,d(U) et

soit (AF,EF) 1'objet induit sur Spec F . Alors j(AF,EF) se prolonge
en le morphisme j(AU,EU) : U ——+—$g’d et il résulte de VII, 3.4.6 et
de la définition de la hauteur que hgmodS(AF,iF) s'identifie, via
1'isomorphisme naturel CHr—l(S) = CHr-l(U)’ a la classe dans

CH__,(U), du faisceau inversible (det f*L(‘éU))_1 sur U .

1.3. Soit 7 :S' — S un morphisme dominant et génériquement fini de
k-variétés normales, et soit F' le corps des fonctions de S'. Alors

si  (Ap,8p) € Ab

Ab, d(F) on a

(1.3.1) si 7T est propre :

_ 1
hgmodS(AF,EF) = Jeg 7 Ty hgmods.(AF.,éF.) .
(1.3.2) Si m est quasi-fini :

)y =n* hgmodS(AF,EF) .

hgmods.(AF.,iF.

Ces deux formules résultent de X, 3.1.3.

. - ¢ . .. ,
1.4. Soit (AF,bF,vF) Ahg,d,n(F) (o0 n divise N). Il résulte

aussitét du diagramme commutatif
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#g,d,n

jn(AF’ gFI\)F|)/’
S:" lal

j(;;TE;Y\\\\\g.E

g.,d

et du fait que Xn = a*)\ , que l'on a, compte tenu de X, 3.1.2 :

(1.4.1) hgmodS(AF,EF) = hgs,xn(jn(AF'gF’vF)) .

2. Hauteur différentielle et hauteur stable.

2.0. On garde S , F et LO comme dans 1.0. Soit AF une variété

abélienne sur F . Il existe alors un gros ouvert UCS et un U-schéma

en groupes A sur U prolongeant AF , et qui est un "modéle de Néron

U
en codimension 1" de AF , au sens suivant : pour tout point x de
codimension 1 de U (ou de 8), AU>%JSpec 6y 4 est un modéle de Néron
’
de AF sur 1'anneau de valuation discréte @U X ° Posons alors, comme
4

dans VIII, 1.0.4 :

s = * ool
(2.0.1) A‘U/U det eAUnAU/U

ou eAU: U — AU est la section unité de AU . C'est un faisceau inver-
sible sur le gros ouvert U , et il définit donc une classe dans Pic U,

donc aussi dans CHr_l(S).

2.1. Définition.

1) Avec les notations ci-dessus, on appelle hauteur géométrique différen-

tielle de la variété abélienne AF (relativement & S), et on note

hgdif (Ap) € CH__,(S)

(S) du module inversible sur le gros ouvert

AU/U

la classe dans CHr
ucs .

-1

2) Si S est projective on appelle hauteur différentielle de AF

(relativement & LO) l'entier

hdlfLO(AF) = degLO hgdifS(AF)E Z .
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2.2. Notation. Si zl,zze CH (S) nous noterons

r-1
214 z,

la relation "la classe z,-2 contient un cycle effectif (i.e. &

1
coefficients » 0)".

2.3. Proposition. Soit 7 :S' — S un morphisme dominant et générique-

ment fini, S' étant une k-variété normale de corps des fonctions F'.

Soit AF une variété abélienne sur F . Alors :

(i) si m est propre, on a

T, hgdifg,(AL,) § (deg 7) hgdifg(A,) dans CH__,(S)

r-1

(ii) si m est guasi-fini, on a

hgdifg, (Ap, (s') .

* .
)y S 7w hgdlfS(AF) dans CH,

De plus, dans chacun des deux cas, 1l'égalité a lieu dés que

réduction semi-stable en codimension 1 sur S , et aussi dés que T est

étale au-dessus des points de codimension 1 de S .

Montrons d'abord (ii). En remplagant S et S' par des gros
ouverts convenables, on peut supposer que AF (resp. AF.) se prolonge
en un modéle de Néron (au sens de 2.0) AS —> S (resp. Aé. —> S'), et
que de plus on a un morphisme de S'-schémas en groupes

(2.3.1) AS>%5S e AS'

se réduisant (aux points de codimension 1 de $S') au morphisme déduit de

la propriété universelle du modéle de Néron A On en déduit alors un

s'
morphisme de Gq.—modules inversibles

(2.3.2) QAé./S'

— ﬂ*aks/s
qui est un isomorphisme au point générique de S', d'ou 1l'inégalité
annoncée. L'égalité dans le cas semi-stable, ou lorsque 7 est étale en
codimension 1, résulte du fait que (2.3.1) est alors une immersion ouverte
au-dessus des points de codimension 1 de S' : (2.3.2) est donc un iso-

morphisme.

L'assertion (i) se déduit de (ii) comme d'habitude dans le cas fini
en appliquant 7, aux deux membres de (ii) ; on est ainsi ramené au cas
ol T est birationnel, et il suffit de se restreindre a un gros ouvert

de S au-dessus duquel 7 est un isomorphisme. B
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2.4. AL étant toujours une variété abélienne sur F , on sait qu'il

existe une variété normale S', de corps de fonctions F', et un mor-

phisme fini surjectif 7 :S' —> S tels que A ait réduction semi-

Fl
stable en codimension 1 sur S'.

2.4.1. Lemme. Avec les notations ci-dessus, 1'élément

x' = hgdifg, (A €CH__

0

est image par 7* d'un (unigque) élément x de CH (S)Q , vérifiant

1
7 = <z ! E
(2.4.1.1) X = 3557 ™' S CH

o

et indépendant du choix de 3'.

Démonstration : si x'=7"x alors x est nécessairement défini par
(2.4.1.1). Vérifions d'abord que x , défini par (2.4.1.1), est indépen-
dant de S'. Pour cela soient ﬂi: Si — S (i=1,2) deux morphismes
finis surjectifs tels que, si Fi désigne le corps des fonctions de Si,
AF! ait réduction semi-stable sur Si . Désignons par S" une composante
della normalisée de (Si,xs sé)red , et par F" son corps des fonctions,

de sorte que l1l'on a un diagramme commutatif
g
Nz
s! S
1 2
77}‘8 ‘42

ol les morphismes sont finis surjectifs.

(2.4.1.2)

On a alors, en posant X} = hgdlfSi(AFi) et x" = hgdlfS"(AF") :
—2 7. (x!) = L T, P, (x") (car x! = S (x") d'aprés
deg m, "1x 71 degiﬂlpli 1E 1 i deg p; Pj X p

2.3)
— 1 n
———'(——5-17 P (X)
deg ”2p2 2 %52 %
- 1 '
" deg T, FZ*(XZ) :
Ceci établit 1'indépendance par rapport & S'.
I1 reste & vérifier que, définissant x par (2.4.1.1), on a
2.4.1. N !
(2.4.1.3) x T (x) dans CHr—l(S )Q .
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Remarquons pour cela que le diagramme (2.4.1.2) donne naissance & un

diagramme commutatif

ou toutes les fléches sont injectives ; en conséquence, avec les nota-

tions précédentes :

provient de CH (8)

n * 0

&~ x" provient de CH (s) (car x"=pix! d'aprés 2.3 (ii))
i

<= x! provient de CHr l(S)

I1 suffit donc de vérifier (2.4.1.3) pour un choix particulier de S'.

Or nous pouvons supposer S' galoisien sur S de groupe G , auquel cas

1

x' est invariant par G puisque A provient d'une variété abélienne

Fl
sur F , et 1l'on a donc :

(deg m)x' = Z;: gx' =71, (x') = (deg 7).7*(x) . W
gtG
2.4.2. Définition. Dans la situation de 2.4.1, 1'élément x = de; - T X'
est par définition la hauteur géométrique stable de Ap sur S, et se

note

hgsS(AF) € CH_ S)

_]_( 0] *

Lorsque S est _projective on appelle hauteur stable (numérique) de A

F
relativement au faisceau ample LO , le rationnel

) €@ .

hsL (AF) = degLo hgsS(AF

o

La notion de hauteur stable permet de reformuler et de préciser 2.3 :

2.5. Proposition. Gardons les notations de 2.3, et notons

z, $9 2o (21,2, € CHr_l(S)Q)
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la relation "il existe m’” O tel gue la classe m(z2—zl) contienne un

cycle effectif". Alors :

(i) on a hgsS(AF) {Q hgdifS(AF) dans CHr_l(S)Q

avec égalité dés que AF a réduction semi-stable en codimension 1 sur S.

(ii) Si s est projective, on a d'aprés (i)

hsp, (AF) Re hdif, (Ag)
o] (o]

et 1'égalité a lieu si et seulement si AF a réduction semi-stable en

codimension 1 sur S .

(iii) Dans la situation de 2.3 (i), on a

N _ 1
ngsS(AF) = 357 T, hgss.(AF.) dans CHr—l(S)Q .
(iv) Dans la situation de 2.3 (ii), on _a
— * 1
hgss,(AF,) =7 hgsS(AF) dans CHr—l(S )Q'

La seule chose a vérifier est le "seulement si" dans (ii) (nous
laissons (iii) et (iv) au lecteur). Comme dans la démonstration de 2.3,

on considére le morphisme

_ —
(2.3.2) wA',/S' —_ T a% /s

S S
ou é. est un modéle semi-stable sur un S' convenable, fini sur un

gros ouvert de S . Alors si 1'égalité a lieu dans (ii), les deux membres
de (2.3.2) sont des faisceaux inversibles de méme degré relativement a
ﬂ*LO ; comme (2.3.2) est non nul c'est donc un isomorphisme. Par suite
AS>%SSI —_— Aé. est étale, donc AS>% S' est semi-stable et il en est

de méme de Ag - a

3. Comparaison des différentes hauteurs.

3.1. Théoréme. Avec les hypothéses et notations de 1.0, soit

(Ap,Sp) €Ab_ (F). Alors on a dans CH__,(S), 1l'inéqalité (ou d=4%)

a
hgmodg (A, §) «Q 5 hgsg(AL)

le symbole {Q étant défini en 2.5. De plus 1'inégalité ci-dessus est
une égalité dans chacun des deux cas suivants :
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(i) AF a bonne réduction en codimension 1 sur S (i.e. se pro-

longe en un schéma abélien au-dessus d'un gros ouvert de S)

(ii) le novau de 1'isogénie 4§F : A, — A; est annulé par N

(condition qui implique que p¥2d , et qui est vérifide sous 1'hypothése
8alN de (0.2.1)).

Bien entendu, dans le cas projectif on en déduit la version "numé-

rique" suivante :

3.1.1. Corollaire. Sous les hypothéses de 3.1, supposons de plus S

proijective. Alors on a

d
hmodLo(AF,gF) < 5 hsLO(AF)

avec égalité dans chacun des cas (i) et (ii) de 3.1. W

3.1.2. Démonstration de 3.1 : soit S' une k-variété normale de corps

des fonctions F' et # :S' — S un morphisme fini surijectif : vu le

comportement de hgmodS et hgsS par le changement de base 7 (1.3,
F.,EF.) et

le modéle S' de F'. En particulier, remplagant S par un S' idoine,

2.5) il suffit de démontrer 3.1 pour la variété polarisée (A

nous pouvons supposer qu'il existe
1) un gros ouvert VCS ,
2) un V-schéma en groupes semi-stable Av —£+ A\

3) un faisceau inversible cubiste (automatiquement totalement symé-
trique) Ly sur A, prolongeant L(EF) (VII, 3.1.1), tel que K(LV)
soit fini sur AV ,

4) une N-rigidification restreinte (v_,0.) (VII, 1.2) de (AV,LVL

“v' v

3.1.3. Grice a 4) ci-dessus nous obtenons, par définition du schéma de

modules %g a.N (VII, 3.3.4), un diagramme commutatif (cf. (0.2.6))
’ 4

'STAF,EFS' g,d
ou U désigne comme de coutume 1l'ouvert de V ou AV a bonne réduction.
Le morphisme composé to;N : U —> G n'est autre que le morphisme

= 1 '
ty t(AU,LU,vU,UU) de VII, 2.5.1. D'autre part hgmodS(AF,iF) n'est
autre que la hauteur géométrique de j(AF,gF) relativement & S et a
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la classe ample ) sur fé q i or g™\ est la classe de t*GG(l) sur
~ L

ﬁg,d,N , d'ou (X, 3.1.2)

(3.1.3.1) hgmodS(AF,EF) = th,GG(l)(tU) .

Lorsque AF a bonne réduction en codimension 1, alors U est un

gros ouvert et il résulte de la définition de la hauteur et de celle de

tU que dans ce cas

th:GG(l)(tU) = classe dans CHr—l(S)Q de tjj 6.(1)
-1
= classe de (det f*LU)
= %)(classe de &k U (formule clé VIII, 1.3 (i)
U
_d
=5 hgsS(AF)

puisque AU est semi-stable et que L(EF) est de degré a“ .

Dans le cas général on sait seulement (VII, 6.2) que, quitte a

restreindre V , t se prolonge en t.,:V —» G et que l'on a un

U \Y%
homomorphisme
* -1
(3.1.3.2) ty GG(l) — (det f*LV)
qui est un isomorphisme au-dessus de U . La classe dans CHr—l(S)Q de

t; Ol ) est encore ), et celle de (det f*LV)_l coincide

! "9s,64(1) (tu
d
2

avec hgsS(AF) d'aprés la formule clé donc (3.1.3.2) implique 1'iné-
galité de 3.1. Enfin lorsque Ker(4§F) est annulé par N , le groupe
K(LV) est annulé par N donc (3.1.3.2) est un isomorphisme (VII, 6.2)

d'ou 1'égalité dans ce cas. B

Pour plus de commodité, nous pouvons rassembler les inégalités

obtenues :

3.2. Théoréme. Avec les hypothéses et notations de 1.0, soit
(AF,QF)éféég,d(F). Alors

(s).

(i) 0 {Q hgmodS(AF,EF) {Q hgsS(AF) {Q hgdifS(AF) dans CH__, o

(ii) Si S est projective on a

o ¢ hmodLo(AF,iF) e hsLO(AF) RS hdifLO(AF) .
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(iii) La seconde inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si

AF a bonne réduction en codimension 1, ou si Ker(4§F) est annulé par N.

(iv) La derniére inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si

(resp. si et seulement si) AF a _réduction semi-stable en codimension 1.

(v) Dans le cas ou S est projective, l'une des inégalités (ii)

est une égalité si et seulement si 1'inégalité (i) correspondante est

une égalité.

Démonstration : la premiére inégalité de (i) est immédaite par définition
de la hauteur projective. L'assertion (v) résulte du fait qu'un cycle
effectif de degré O est nul. Le reste résulte de 2.5 et 3.1. B

4. Applications : critére d'isotrivialité, familles limitées.

On garde les hypothéses et notations de 1.0.

P . c . s
4.1. Définition. Soit (AF,§F) Aggld(F). Nous dirons que (AF,§F) est
a modules constants (par rapport & k) si le morphisme j(AF,EF) de

(0.2.8) peut se factoriser en

S F Spec k' &

ou k' est une extension finie de k .

4.2. Proposition. Pour gqgue (A (F) soit & modules constants,

€
Fr op) éhg,d
il faut et il suffit qu'il existe une extension finie k" de k et une

extension finie F' de F contenant k", telles que (AF.,EF.) pro-

vienne d'une variété abélienne polarisée sur k". De plus on peut alors

supposer F' séparable sur F .

Démonstration : la condition est évidemment suffisante. Réciproquement,

il suffit de choisir F' telle que A posséde une structure de

Fl
niveau n Y3 : si (AF,EF) est & modules constants, le morphisme
jn : Spec F' ——»-%é d.n associé se factorise par un k-schéma fini
’ ’
Spec k", d'ou la conclusion puisque ﬁg 3,n ©€stun schéma de modules
’ ’
fin. @

elle est a modules constants et si de plus 1'extension F' de 4.2 ut
&tre choisie non ramifiée aux points de codimension 1 de S .

4.3. Définition. Nous dirons gue (AF,EF) est isotriviale sur S si
e
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4.4. Proposition. Soit (AF,EF) € ab (F). Les conditions suivantes sont

g.,d
équivalentes :

(1) (AF,§F) est isotriviale sur S .

(ii) (AF,§F) est & modules constants sur S et AL a réduction

semi-stable en codimension 1 sur S .

(iii) (AF,EF) est a modules constants et AF a_bonne réduction en

codimension 1 sur S .

Démonstration : si (AF,€F) est 4 modules constants elle a bonne réduc-

tion potentielle en codimension 1, d'ou 1'équivalence de (ii) et (iii).

(iii) == (i) : i1 suffit de prendre comme "extension trivialisante"
F' 1'extension de F rendant rationnels les points d'ordre n Y3 de
AF (avec p%n), comme dans la démonstration de 4.2 : cette extension

est bien non ramifiée sous 1'hypothése (iii).

(i) == (iii) : supposons (AF,EF) isotriviale et soit F' comme
dans 4.3. Alors AF'

le normalisé de S dans F', lequel est étale en codimension 1 sur S

a évidemment bonne réduction en codimension 1 sur

d'ol la conclusion puisque la formation de la composante neutre du modéle

de Néron commute au changement de base étale. B

(F).

5. tordme. S . . . . , ¢
4.5. Théoreme. Supposons S projective et soit (AF §F) Ab ,d

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) (AF,§F) est & modules constants sur S .
(ii) hgmodS(AF,iF) =0 .

(ii bis) hmodLo(AF,iF) =0 .

(iii) hgsS(AF) =0 .

(iii bis) hs; (AZ) = O .

(@]

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(iv) (AF,gF) est isotriviale sur S .
(v) hgdlfS(AF) = 0 dans CHr—l(S)Q .
(v bis) hdlfLo(AF) =0 .

Démonstration : les équivalences (ii) &= (ii bis), (iii) &= (iii bis),
(v) &= (v bis) résultent de 3.2 (v).

a) L'équivalence de (i) et (ii) résulte de X, 3.2.3, et (iii Dbis)

implique (ii bis) en vertu de 3.2 (ii). Il reste & voir que (i) implique
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(iii) : ceci résulte du comportement de la hauteur stable par changement

de base (2.5) et de 4.2 ci-dessus.

b) Le fait que (iv) implique (v) résulte de la définition 4.3 et du

comportement de la hauteur différentielle par changement de base étale

en codimension 1 (2.3). Réciproquement si hdifL (AF) = 0 alors
o
hsL (AF) =0 (3.2 (ii)) donc (AF,EF) est a modules constants d'aprés
o
a), et de plus on a hsLO(AF) = hdlfLo(AF) donc (3.2 (iv)) Ay a

réduction semi-stable en codimension 1 et 1'on conclut par 4.4. R

o

4.6. Théoréme. On suppose dque S est projective, et de plus que S est

géométriquement réduite (i.e. F séparable) sur k ou de dimension 1.

Soit e un réel. Alors 1l'ensemble des applications rationnelles

j(XF) : S —————*-Wg'd

N . ¢ e
ou X parcourt l'ensemble des (AF,iF) égg,d(F) vérifiant

hdifL (AF) 6 e (resp. hsL (AF) { e) est limité au sens de VII, 1.1.
o o}

Cela résulte en effet de 3.2 (ii) et du théoréme de la hauteur
bornée X, 4.2. W

On a bien entendu une version "fine" du résultat ci-dessus :

4.7. Corollaire. Avec les hypothéses et notations de 4.6 goit de plus n

un entier premier & p et » 3 . Alors l'ensemble 4 des
(Ap, &

,V (F) vérifiant hdifL (AF) { e est limité au sens

F o

suivant : il existe un k-schéma de type fini T , un ouvert

€
F) Ahg,d,n

UCUPXk'Spec F tel que prl(U)=‘T , et un élément IU de Ab 'n(U),

,d

tels que pour tout XFE 8 il existe x€ T(k) tel gue

Xp = (xxid ) (IU)E_AQg n(F).

Spec /4,

Ceci résulte immédiatement de 4.6 compte tenu de 1.4 et du fait que
#é d.n est un schéma de modules fin. Remarquons qu'ici on a
’ ’
hdify (AF) = hs; (AF) puisque 1'existence d'une structure de niveau
J
o e}
n »3 implique la réduction semi-stable. &
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5. Application aux variétés ordinaires.

5.0. Sous les hypothéses de 1.0, on suppose de plus que le corps Xk est
de caractéristique p 0 . Si T est un k-schéma, on rappelle qu'un
T-schéma en groupes semi-stable A est dit ordinaire si le noyau du

frobenius relatif F est de type multiplicatif. Enfin on suppose que

A/T
la variété S est projective.

5.1. Théoréme (Raynaud). Soit A une variété abélienne sur F . Si

Ap a réduction ordinaire sur S (i.e. si son modéle de Néron en chaque

point de codimension 1 est ordinaire) alors AF est isotriviale sur F .

Démonstration : soit A, un "modéle de Néron" de Ay sur un gros ouvert
convenable V de S . Quitte a opérer un changement de base étale en
codimension 1, on peut supposer qgue le noyau du frobenius relatif de AV

est isomorphe & (M )9 . A fortiori le faisceau & est trivial d'ou
p’'Vv AV/V

hgdifg(Ay) = O et 1l'on applique 4.5. |

Pour les schémas abéliens on a la variante suivante

5.2. Théoréme. Pour tout n y1 , premier & p , soit QCiwg d.n 1l'ouvert
14 ’
correspondant aux variétés ordinaires. Alors ! est quasi-affine.
Démonstration : comme le morphisme naturel # — ¢ est fini,
grdll’l g,d

l'assertion est indépendante de n et nous pouvons donc supposer gque
r1)3 . On dispose alors du schéma abélien universel An —_ ﬁé a.n - Lé
’ ’

faisceau inversible Ek J# est ample sur ¢ (IX, 3.1) et sa
n

g,d,n
. . A . g,d'n
restriction a  devient triviale aprés un changement de base fini

Q' — Q (voir la démonstration de 5.1). Par suite 6n: est ample sur

Q', donc ' (et aussi ) est quasi-affine. B
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CHAPITRE XII

Variétés abéliennes & lieu de mauvaise réduction fixé ;

le théoréme de Zarhin

Sommaire.
0. Introduction et notations.
1. Compléments sur le groupe fondamental modéré.

2. Variétés abéliennes & réduction modérée ; le théoréme de Zarhin.

0. Introduction et notations.

0.1. Dans tout ce chapitre k désigne un corps de caractéristique p¥»O0,
S une k-variété normale irréductible projective de dimension r , F
son corps des fonctions, et DC S un fermé purement de codimension 1.

Oon se donne de plus un gros ouvert V de S tel que V et VND

soient lisses sur k (en particulier 1l'extension F/k est séparable)

et 1'on pose U=V-D .

0.2. Ce chapitre vise a préciser le théoréme de famille limitée XI, 4.6
lorsque 1l'on se restreint aux variétés abéliennes polarisées (AF,§F)

sur F , a hauteur bornée par une constante donnée, et qui de plus ont
bonne réduction en codimension 1 sur U et réduction modérée aux points
maximaux de D . On obtient alors une propriété de "famille limitée aprés
changement de base fixe" moyennant 1'hypothése que le groupe de Galois
Gal(ks/k) est topologiquement de type fini. Cette derniére hypothése
(vérifiée si k est fini ou séparablement clos) permet d'appliquer les

résultats du $1.

Lorsque k est fini, on en déduit un théoréme de Zarhin [Zl] qui
implique (cf. [22]) la conjecture de Tate sur les homomorphismes de
variétés abéliennes sur F ainsi que la semi-simplicité des représenta-

tions ¢-adiques attachées a ces variétés.

1. Compléments sur le groupe fondamental modéré.

1.1. Avec les notations de 0.1, notons REVD(V) la catégorie des revéte-

ments étales de U , modérément ramifiés le long de D , c'est-a-dire

modérément ramifiés en chaque point maximal de D . On sait (SGA 1,
XIII.2.1.3 ou [G-M], 2.4.2) que REVI(V) est une catégorie galcisienne.
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Une fois choisi un point géométrique § : Spec { —> UCV , il existe

donc un groupe profini, noté
(1.1.1) (v, 8)

et appelé groupe fondamental modéré de V relativement & D , tel que
REV (V) soit équivalente (via le foncteur "fibre en £ ") a la catégorie

des ensembles finis munis d'une action de ﬂ?(v,ﬁ).

Notons que si V'SV est un gros ouvert de V , le théoréme de

pureté SGA 2, X.3.4 entraine que le foncteur naturel
REVD (V) — REVO (V')

est une équivalence. Si & est un point géométrique de V' on a donc
un isomorphisme

v, 8 — 70 (v, 8)

induit par 1l'inclusion V' &>V .

1.2. Soit U, — U un revétement étale de U , modérément ramifié le
long de D , et désignons par vV, —V le normalisé de V dans

l'anneau total des fractions de U, (de sorte que V1XVIJ=IHv puisque

U est régulier). Soit x un point de V , et soit ac¢€ GV , une équation

locale de D en x . Le lemme d'Abhvankar (SGA 1, XIII.5.3 ou [G—M],

2.3.2) affirme alors qu'il existe un voisinage étale W de x dans V

tel que V1>%7W soit somme de schémas du type
(1.2.1) Spec-@w[T]/(Tn—a)

ou car(k)tn (remarque : nous sommes ici dans un cas particulier de

loc. cit., celui ou le diviseur D est régulier).

En particulier le schéma V est réqulier. Par ailleurs soit

YCV un sous-schéma localement %ermé lisse et transverse a D , i.e.
tel que DNY soit un diviseur lisse de Y . Alors V1>%7Y est
encore, localement sur Y , du type (1.2.1), donc Ul>g]Y est un revé-
tement étale de YN U , modérément ramifié le long de YN D . Ceci

permet de définir un foncteur "restriction a Y"

n
(1.2.2) REVD (V) —» REVD ¥ (¥)
d'ol, pour tout point géométrique § de YN U , un homomorphisme

canonique
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D

(1.2.3) 8 — e .

De plus, avec les notations ci-dessus, le schéma V1>ﬂ/Y est

encore régulier, donc coincide avec le normalisé de Y dans U, %, Y .

1.3. Théoréme. On suppose k séparablement clos. Alors le groupe profini

ﬂ?(v,g) est topologiquement de type fini (pour un point géométrigque
quelconque & de U).

Démonstration : lorsque dim S=1 ce théoréme est démontré dans SGA 1,
XIII.2.12. Le cas général se raméne a celui-1l3 : soit en effet CCV
une courbe propre et lisse, section de V par un sous-espace linéaire
(pour un plongement fixé S L—-»»IPE) et transverse a D . Il suffit de
voir que si & désigne un point géométrique de C-D , 1'homomorphisme
naturel

n
WD C

D
1 (c,8) — wl(v,é)

(1.3.1)
de (1.2.3) est surijectif, ce qui équivaut a l'assertion :

(1.3.2) pour tout revétement étale connexe U, de U, modéré le long

de D , le revétement induit levc de C-D est connexe.

Or soit S1 (resp. Vl) le normalisé de S (resp. V) dans U1 :

alors S1 est irréductible donc par le "théoréme de Bertini" SGA 1,
X.2.10, Sl>g]C = V1>%7C est connexe ; comme nous l'avons vu en 1.2 il
est de plus régulier donc irréductible, et 1'ouvert U1>R/C de VIXV,C

est bien connexe. B

1.4. Corollaire. Soit kS une cldture séparable de k . On suppose

vérifiée la condition

(GTF) le groupe de Galois Gal(ks/k) est topologigquement de type fini.

Alors le dgroupe ﬂ?(v) est topologigquement de type fini.

Démonstration : remplagcant kX par 1l'extension finie HO(S,GS)==HO(V,GV),
on peut en effet supposer que S et V sont géométriquement connexes
sur k . Notant Ss = S)ﬁ(ks ., etc., fixons un point géométrique
a  : Spec Q —> U, et notons a (resp. b) le point géométrique de U
(resp. Spec k) déduit de ag - On a alors une suite exacte

D

s D
0 —»711 (VS,aS) —_— T

l(V,a) —_ ﬂl(Spec k,b) — O
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D
analogue & SGA 1, IX.6.1. Ceci démontre le corollaire puisque Wls(vs,as)

est de type fini d'aprés 1.3 et que Wl(Spec k,b) 1l'est par hypothése. B

1.5. Remarque. La condition (GTF) est vérifiée en particulier dans les

cas suivants :
(i) k est séparablement clos.
(ii) k est fini.

(iii) kX = C((T)), ou C est un corps algébriquement clos de carac-

téristique nulle.

A

Dans les cas (ii) et (iii), en effet, Gal(ks/k) est isomorphe a Z.

2. Variétés abéliennes a réduction modérée ; le théoréme de Zarhin.

2.0. Soit Ay une variété abélienne sur F et soit x un point de

codimension 1 de S . Nous dirons que AL est a réduction modérée au
point x si pour tout nombre premier ¢ #p (ou simplement pour un tel
£) le module de Tate Te(Aﬁ) est modérément ramifié en x . Ceci équi-
vaut 4 la propriété qu'il existe une extension finie galoisienne F' de

F , modérément ramifiée en x , telle que A soit & réduction semi-

FI
stable au-dessus de x .

Le résultat suivant est la raison d'é&tre du §1 :

2.1. Théoréme. Soient g et n deux entiers 7 1 , avec pin . Supposons

que le corps k vérifie la condition (GTF) de 1.4. Il existe alors une

extension finie galoisienne F1 de F , modérément ramifiée (en codi-

mension 1) sur S et non ramifiée (idem) sur U , ayant la propriété

suivante : pour_ toute variété abélienne A, sur F, de dimension g ,

a réduction modérée (en codimension 1) sur S et a bonne réduction

(idem) sur U , la variété abélienne AF sur Fl admet une structure
1

de niveau n (ce qui entralne, si n Y3, que AF a_réduction semi-
1

stable sur le normalisé S, de s dans Fl)'

Démonstration : si AF est comme dans 1'énoncé, les structures de

niveau n sur Ap sont "paramétrées" par le revétement

Isom ((z/n2)29, A)

de Spec F . Si & désigne un point géométrique de Spec F , les hypo-

théses faites sur AF impliquent que ce revétement se prolonge en un
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objet de REVD(V) (notation de 1.1) donc correspond a un homomorphisme

vn(AF) :ﬂ]i(v,g) —>GL29(Z/nZ) .

L'hypothése (GTF) implique que ﬂ?(v,i) est topologiquement de
type fini (1.4) donc que 1l'ensemble

Hom(ﬂ]:l)(v, §),GL,(7/n7))

est fini. L'intersection des noyaux des vn(AF), pour A_ variable, est

F

donc un sous-groupe d'indice fini, qui correspond a 1'extension F1

annoncée. B

2.2. Corollaire. Avec les hypothéses et notations de 2.1, on fixe un

entier d ¥1 , un faisceau inversible ample Lo sur S et un réel e .
) 1 E .

Soit & 1l'ensemble des (AF,iF) Agg,d(F) telles gue AL ait bonne

réduction sur U et réduction modérée sur S , et telles gue

hdifp (AF) {e (resp. hs; (AF) { e).
o) o)

Alors il existe une extension finie galoisienne F, de F telle

que 1'image de & dans égg d(Fl) soit une famille limitée au sens de
’

X1, 4.7.

Démonstration : il suffit de prendre pour F1 1'extension annoncée en

2.1, avec n 73 : le corollaire résulte alors de XI, 4.7. B
2.2.1. Remargue. L'application naturelle

o:8 — Ab

g,a(Fy)

n'est pas injective en général ; toutefois, si (AF,EF)E é , 1l'ensemble

o la(A_,E) est en bijection avec Hl(Gal(F /F),Aut (A +8; )), ensemble
F°F 1 Fl 1 F1

fini dont le cardinal peut &tre explicitement borné puisque ([M2], § 21,

a

A

th. 5) Aut(AF ,§F ) s'identifie, pour tout n ¥3 premier P, a un
1 1

sous—-groupe de GLZg(Z/nZ).

2.3. Corollaire. Avec les hypothéses et notations de 2.2, on suppose gue

k est fini (ce qui implique (GTF)). Alors 1'ensemble & de 2.2 est

fini.

En effet l'image de ¢ dans Agg d(Fl) est alors finie et 1'on
conclut par la remarque 2.2.1. B

243



L. MORET-BAILLY

Lorsque pfd , le corollaire qui suit est dfi & zarhin fz1] si

s

Pp#2 et a S. Mori (non publié) si p=2 .

2.4. Corollaire. On suppose k fini. Soit AF une variété abélienne

sur F . Alors l'ensemble des (B_.,§_.) €Ab (F) telles gqu'il existe
=== F'°F =g

d
’
une isogénie A, — Bg de degré premier & p , est fini.

Démonstration : on peut supposer, quitte a remplacer F par une exten-

sion finie galoisienne et a appliquer la remarque 2.2.1, due AL est a

réduction modérée (ou méme semi-stable) sur S . Dans ces conditions les
BF auront encore réduction modérée avec le méme lieu de mauvaise réduc-

tion que Ap . De plus une isogénie premieére a » de B, sur A se

prolonge en codimension 1 en une isogénie premiére a p (donc étale)
des modéles de Néron, et par suite (pour Lo ample sur S)
hdif; (Bp) = hdif; (A

F
o o

r)

I1 suffit dés lors d'appliquer 2.3. R

2.4.1. Remarque. La restriction sur le degré d'isogénie est essentielle.
Par exemple prenons S==Pi : il existe sur S wun schéma abélien A non
isotrivial et isogéne & un schéma abélien constant A ([Sz], VIII).
Munissons-le d'une polarisation & (par exemple principale, cf. loc.
cit.). Pour tout k-morphisme & : Pi — Pi , le schéma abélien oA
est isogéne a @*Ao = A, donc aussi & A , et la polarisation ®*g

est de méme degré que & . Mais on a
* -—

et hs@(l)(AF) > 0 puisque A n'est pas isotrivial. Par suite 1l'ensemble
des classes d'isomorphisme des (w*AF,@*gF) lorsque ¢ parcourt

1 1 . L
Homk(Pk,Pk), est infini.

Enfin, Zarhin [22] déduit de 2.4 le résultat suivant :

2.5. Théoréme. On suppose k fini. Soient A et B deux variétés abé-

liennes sur F et ¢ wun nombre premier # p . Désignons par TE(A) et

TQ(B) les modules de Tate ¢-adiques respectifs de A et B , consi-

dérés comme Z,-faisceaux étales sur Spec F .

(1) L'homomorphisme canonique

Hom_ (A, B) ®Z 7, —> Hom

P (Ty(A),Ty(B))

Z@—faisceaux

est un isomorphisme.
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(ii) Le @,-faisceau TZ(A)®Z Q, est semi-simple. |
2

2.6. En caractéristigque nulle, et sous les hypothéses de 2.2, G. Faltings
[Fl] a montré qu'il existe une constante c¢ telle que 1l'on ait

< ¢ .
hsLO(AF) { ¢ pour toute (AF,EF) ébg'd(F) telle que A, ait bonne

réduction sur U . La conclusion de 2.2 est donc valable sans restriction

de hauteur, i.e. "en prenant e = +x".
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La formule clé canonique sur Z

1. Sur la formule clé canonique dans le cas séparable.

1.1. Proposition (cf. VIII, 1.5). Soient So un schéma, d un entier

> 1 inversible sur S_ . Alors FCC(S_,g,1) (resp. Fcc®®(s_,g,1))
implique FCC(S_,g,d) (resp. Fcc?P(s_,g,d)) .
1.2. Soit (A —£> S,L) une donnée de type (g,d) (ot d n'est pas

supposé inversible sur S). Appelons systeéme de descente pour (S,A,L)

la donnée :
(i) d'un sous-groupe de niveau lagrangien H de G(L)
(ii) d'une section a€ A(S)
ayant la propriété suivante : si 1l'on note H1 l'image de H dans

1 ;, A:A —> B la projection, M1 le

faisceau inversible sur B déduit de L et H par descente (VI, §1),

K(L), B —£> S le quotient A/H

alors le "translaté tordu"

1

(1.2.1) M w=T§(a)M1® f*a*L

est symétrique (remarquer que a*L = A(aV’M1).

1.3. Lemme. A tout systéme de descente (S,A,L,H,a) comme ci-dessus on

peut associer un isomorphisme de Os—modules

®2d2 ~ ®2d

§(B,M) — §(A,L)

(avec les notations de 1.2), de maniére compatible & tout changement de

base admissible et a tout changement de modele.

~,

Démonstration (cf. VIII, 1.5.2) : de l'isomorphisme naturel A*M1 — L
on déduit d'abord

AAM > THL g Frary”]

£ M > £ T*Le a*L” | .
a
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pPar translation par a , on a f,L — £,TfL , d'ou

E MM —> f£.L® axy”]

§(A,\*M) > §(A,L) e a*L® %9 |
ed @dz
D'apres VIII, (1.1.3.1), §(A,A*M) s'identifie a 4&(B,M) , d'ou

@-Zd2

2
58, % = 5(a,0)%%s arL
Or la symétrie de M implique que a€ K(L®2)(S) donc est annulé

2
par 2d2, de sorte (I,5.7) que a*L®4d admet une trivialisation cano-

nique. L'isomorphisme précédent, élevé a la puissance 2, donne donc le
résultat. =m

1.4. Lemme. Soit (S,A,L) wune donnée de type (g,d).

(i) On suppose que S est un trait de point générique U . Tout sys-

téme de descente pour (U,AU,LU) se prolonge en un unique systéme de
descente pour (S,A,L).

(ii) On suppose que A est un S-schéma abélien. Le foncteur qui, a

tout S-schéma T , associe l'ensemble des systémes de descente pour
(T, A

T,LT), est représentable par un S-schéma projectif et surjectif

sur S . Si de plus d est inversible sur S , ce schéma est méme fini

et plat sur S et son degré en chaque point de S est majoré par un

entier n ne dépendant que de g et d (et non de S,A,L).

Démonstration : le foncteur des sous-groupes de niveau lagrangiens de

G(L) est représentable (V, 2.5.3) par un S-schéma S1 , projectif et

surjectif. Dans le cas (ii), le sous-schéma de AS formé des a véri-
1
fiant la condition de 1.2 (pour le sous-groupe de niveau naturel H de
G(L)S ) est, comme on le vérifie immédiatement, un S1—torseur sous
1
Ag1(K(M1)) donc est fini, plat et surjectif sur S1 . La premiére
1

assertion de (ii) en résulte. Lorsque d est inversible sur S il
suffit de voir que S1 est fini et plat sur S de degré borné. Or,
localement pour la topologie étale sur S , G(L) est isomorphe a 1l'un
des "groupes de Heisenberg" G(§) de [M3], §1 ; on en déduit aisément

le résultat (en fait, S1 est méme étale sur S dans ce cas).
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Dans le cas (i) soit (HU,aU) un systeme de descente pour
(U,AU,LU). La propreté de S1 implique que HU se prolonge en un
unique sous-groupe de niveau lagrangien H de G (L). D'autre part on
vérifie immédiatement que a. € K(LQZ)(U) donc se prolonge en

U
ace K(L®2)(S) puisque K(L®2) est fini sur S . Il est clair que la

condition de symétrie de 1.2 se prolonge par densité. =

1.5. Montrons maintenant 1.1 dans le cas "abélien". Soit (S,A,L) une

donnée de type (g,d), ou A est un schéma abélien sur le So—schéma
S . Soit S' -I> s le S-schéma des systémes de descente pour
(S,A,L). On a sur S' un systéme de descente naturel (H,a) pour

(AS,,L d'ou une donnée (B,M) de type (g,1) sur S' et, d'apres

g1
1.3, un isomorphisme

2
58, %24 = 5(a,1 829
La formule clé FCCab(SO,g,1) fournit un entier m>1 et une

trivialisation de 6(B,M)®m, d'ol gréce a l'isomorphisme précédent une

trivialisation o¢'(A,L) de S(A,L)ggmd. Il suffit alors de poser

_ ' en! /deg
O’(A,L) - (NS'/SO (AIL))

ou n est l'entier annoncé a la fin de 1.4, et ou deg m est la fonc-

tion localement constante s —> degsn sur S . On obtient ainsi une
- . . ®2mdn! .

trivialisation de ¢ (A,L) , fonctorielle en (S,A,L). =

1.6. Démontrons maintenant la "version FCC" de 1.1. Soit (S,A,L) une

donnée de type (g,d), ou S est un So—schéma. Si UcS est le plus
grand ouvert au-dessus duquel A est abélien, on dispose, par le pro-
cédé de 1.5, d'une trivialisation O(AU,LU) de ¢6(A,L) au-dessus de
U , dont il s'agit de voir qu'elle se prolonge a S . D'aprés l'hypo-
these de normalité VIII, 1.0.1 nous sommes ramenés au cas ou S = Spec A
est un trait, et méme un trait complet, et U=Spec K son point
générique.

On a construit en 1.5 un revétement fini U' =Spec K' de U (de
sorte que K' est une K-algeébre finie), et une trivialisation
o'(AU,LU) de G(A,L)g?md pour m convenable, la trivialisation

o(AU,LU) étant essentiellement la norme de o'(AU,LU).
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1.6.1. Lemme. Avec les hypothéses et notations ci-dessus, pour tout

diagramme commutatif

U" = Spec K" —=> S" = Spec A"

Spec K' h

i

= Spec K <= S = Spec A
ol h est un morphisme de traits et U" 1le point générique de s", la
trivialisation o'(AU,LU)U" de S(A,L)g%md se prolonge en une tri-
® 2md

vialisation de §(A,L) sur S".

s"

Démonstration : o'(AU,LU) est déduite canoniquement de FCC(SO,g,1)

et d'un systéme de descente pour (U',AU,,LU,). Celui-ci, d'apres 1.4
(i), se prolonge a S", d'ol notre assertion en appliquant sur S" le

lemme 1.3 et FCC(SO,g,1). []

1.6.2. Choisissons alors une trivialisation quelconque de ¢(A,L) sur

S , de sorte que o'(AU,LU) s'interpréte comme un élément y de K'*.

Le lemme ci-dessus implique que 1'image Yyed de vy dans Kéed est
entiére sur A . Par suite y est entier sur A , ce qui implique que
NK,/K(y)E A . Le méme raisonnement appligqué a y_1 prouve que cette

norme est une unité de A , ce qui signifie que NK./KO'(AU,LU) se

e2md deg(K'/K)

prolonge en une trivialisation de ¢ (A,L) [ ]

2. Démonstration de FCC(Spec Z,g,1).

2.0. On a démontré au chapitre VIII la formule FCCab(Spec Z,9,1).
Nous pouvons donc fixer un entier m>1 et, pour toute donnée

(A —£> S,L) de type (g,1) ou A est un S-schéma abélien, une tri-
vialisation Oab(A,L) de cS(A,L)®m , compatible a tout changement de
base. La formule clé FCC(Spec %Z,g,1) résulte de 1l'énoncé plus précis

suivant :

2.1. Théoréme. Soient (S,A,L) une donnée de type (g,1), Ucs le

plus grand ouvert tel que AU soit un U-schéma abélien. Alors

oab{AU,LU) se prolonge en une (unique) trivialisation de s(a,L) o™

sur S .
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2.2. Au chapitre VIII, §4, nous avons en fait montré ce théoréme dans

le cas particulier ot S est un schéma de caractéristique nulle.

D'aprés l'hypothése de normalité VIII, 1.0.1, nous sommes donc ramenés
au cas ol S=Spec A , ol A est un anneau de valuation discrete com-
plet, a corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique

p> 0 . Choisissons alors une immersion fermée

S — S1= Spec A1

ou A1 est un anneau local régulier complet de dimension 2 et d'iné-

gales caractéristiques, ainsi qu'un élément m de A1 relevant une

uniformisante m de A et non divisible par p .

(Par exemple, si A est d'inégales caractéristiques on peut prendre

A1= AlLt]] et ﬂ1:=ﬂ+t , avec N\ identifié a A1/tA1 ; si A=k[[7m]]

on peut prendre A1= wllnl] et TyET o ou W désigne l'anneau des

vecteurs de Witt de k).

Notons U1 1l'ouvert Spec A1[1/ﬂ1] de S1 .

2.3. Proposition. Il existe un S1—schéma en groupes semi-stable a

fibres connexes A1 , abélien au-dessus de U1 et prolongeant AO,
ainsi gu'une polarisation principale sur (A1)U prolongeant la pola-
risation ¢ sur A . 1
== L, —/ U

2.4. Montrons que la proposition ci-dessus implique le théoréme. Par
les techniques habituelles de gonflement (IV, §8) et de prolongement
(IT, §3), nous voyons qu'il existe un morphisme fini surjectif

§; — S, , avec S) normal, et une donnée (A',L%) de type (g,1)

sur S% , prolongeant la donnée induite par (A,L) sur S' =Sixs S .
1
Notant U!=0U_,x_, S! il suffit de voir que oab((A;,L' se prolonge

)y)
1 178,71 170}

aux points de codimension 1 de S% . C'est vrai pour les points de
caractéristique 0 comme nous 1l'avons déja dit, et le fait que p}’n1
implique que les points de codimension 1 et de caractéristique p sont

dans U% , cqfd.

2.5. La preuve de 2.3 repose sur des constructions "analytiques" dont

le prototype est di a Mumford [M8] et dont le cas général est esquissé
dans [Bryl], [CLC] et [F3].

Soient R un anneau noethérien normal excellent, I un idéal de

R tel que I=VI et que R soit complet pour la topologie I-adique.
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Notons S = Spec R , SO = Spec Ro , K=corps des fractions de R .
On part de la liste d'ingrédients qui suit :
(2.5.1) un S-schéma abélien B ;
t

(2.5.2) une polarisation principale & :B —> B~ ;

(2.5.3) un Z-module 1libre de rang fini X , et son tore dual sur S,

noté T ;

(2.5.4) un morphisme j: XS —> B de S-schémas en groupes (i.e. un
morphisme de groupes X —> B(S)) ; on note Jj'=-¢£0j :XS — gt ; le
morphisme Jj' détermine canoniquement une extension

(2.5.4.1) 1 —>T —> G — B — 1

de S-schémas en groupes commutatifs ;

(2.5.5) une trivialisation wK , au-dessus du point générique de S ,

de la biextension symétrique
E:= (3x3')*(P)

de XSXXS par Gm g v ou P désigne la biextension de Poincaré sur
4
B><Bt (la symétrie provenant du fait que & est une polarisation).

On impose & cette trivialisation la condition de dégénérescence sui-

vante : notons E le faisceau inversible sur XSXXS associé a E ;

alors pour tout x€ X , la trivialisation wK(x,x) du K-vectoriel
E se prolonge en un élément du R-module E , qui est méme
X ;X X, X
K"K R’™R
dans IE
4

rR'%

R

Soit U le plus grand ouvert de S tel que wK se prolonge en
Ene trivialisation wU de EU . On déduit alors de wU un morphisme
jU: XU — GU relevant jU: XU —_— BU . Notons que la condition de
dégénérescence imposée a Yy implique que U< S-S5, , €t aussi que

EU est injectif.

On associe alors aux données ci-dessus un schéma semi-abélien
(i.e. semi-stable a fibres connexes) A —> S gui est, en un sens
assez subtil, le "quotient" de G par le "groupe de périodes" ?U(XU).
De plus A est un U-schéma abélien principalement polarisé, alors

U

que AS s'identifie a GS (et G est l'extension de Raynaud asso-
o o

ciée a A , au sens de SGA 7, IX, §7).
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Inversement partons d'un S-schéma semi-abélien A , tel que

AS soit extension d'un So-schéma abélien BO par un tore To , et
o

tel que AK soit une variété abélienne principalement polarisée. On

peut se demander si A peut étre construit par la méthode ci-dessus.
Lorsque S est un trait, la réponse est affirmative comme 1'ont mon-

tré indépendamment Raynaud [R2] et Mumford [CLC], ce dernier lorsque la
caractéristique résiduelle est # 2 . D'autre part Faltings [F3] a
récemment donné une démonstration du cas général (sans restriction sur 9.

Nous n'aurons besoin ici que du cas d'un trait.

[e]

N

2.6. Revenons a la situation de 2.2.Le S-schéma semi-abélien A
peut, d'aprés ce qui précéde, se construire a partir de données (2.5.1)
a (2.5.5) sur S , I étant 1'idéal maximal de A . Pour établir 2.3 il

s'agit de prolonger ces données a S1 .

Tout d'abord le schéma abélien principalement polarisé (B,§) sur
S se prolonge en (B1'€1) sur S, , en vertu de la lissité du champ

1
des schémas abéliens principalement polarisés.

Comme B1 est lisse sur S1 et X libre, le morphisme

J e XS —> B se prolonge en j1: XS —_ B1 . Soit P1 la biextension
1
t

de Poincaré sur B1><B1 , et considérons la biextension symétrique

avec j% =—£1°j1 , ainsi que le faisceau inversible E1 associé. Le

groupe des classes de biextensions symétriques de (XS ,Xs
1 1
s'identifie a Ext1(Sym2XS , & ) =0 donc nous pouvons choisir

1 1 1

une trivialisation de E1 . Ce choix fait, la donnée, pour un Sj—

schéma Y , d'une trivialisation de (E1)Y équivaut a la donnée d'une

) par
Gm,S m,S

application bilinéaire symétrique

B. : XXX —> HO(Y,O;)

Y

En particulier on dispose déja (2.5.5) de
X
BK: XxX —> K

ol K désigne le corps des fractions de A ; de plus la condition de

dégénérescence de (2.5.5) signifie que, pour tout x€ X on a

BK(X,X)E I=mhA

253



L. MORET-BAILLY

de sorte que l'on peut écrire

Bg (x,y) = u(x,y)ﬂe(x'y)

ol u:XxX —> A° et e:XxX —> Z sont bilinéaires symétriques, e

étant de plus définie positive. Nous pouvons évidemment relever u en

X
u :X><X—>/\1

1
bilinéaire symétrique, et il suffit de poser, pour (x,y) € XxX :

- e(x,y) .,
BU1(x,y) —u1(x,y)ﬂ1 H

on obtient ainsi une application bilinéaire symétrique de XxX dans

F(U1,OE ) = A1[1/n1]x, qui releve B
1

K et telle que Bu1(x,x)€ n1A1

pour x€ X . On obtient ainsi une trivialisation de E1 au-dessus de

U1 vérifiant les conditions requises. =

2.7. Corollaire. FCC(Spec zI[1/d] ,g,d) est vraie pour tous g et 4 ,

et FC(s,g,d) est vraie pour tous g et d _et tout S noethérien

normal excellent.

Cela résulte en effet de VIII, 1.5 et de la proposition 1.1 ci-
dessus. =
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La formule clé pour les schémas abéliens ; applications

(en collaboration avec L. SZPIRO)

1. Riemann-Roch et la formule clé.

1.1. On se propose ici d'établir (comme annoncé en VIII, 3.1)
FCab(S,g,d) pour tout schéma S sur lequel l'entier d est inversi-
ble. En fait nous allons procéder de maniére un peu différente : utili-
sant le théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck on prouve Fcab(s,g,1)
pour tout schéma S quasi-compact admettant un faisceau inversible
ample. L'examen de la preuve de VIII, 3.2 montre que ceci implique
FCCab(Spec Z,g,1) et par suite (Appendice 1, proposition 1.1)
FCCab(Spec z[1/4] ,9,4) (et aussi, en vertu de VIII, 1.5., Fcab(s,g,d)

pour S normal excellent, sans restriction sur d).

1.2. Pour tout schéma X , notons Gr°'X (conformément a SGA 6) le
gradué, pour la y-filtration, du groupe de Grothendieck K'(X) de la
catégorie des OX—modules localement libres de rang fini. On rappelle
(SGA 6, X.5.3.2) que la premiere classe de Chern définit un homomor-
phisme injectif

(1.2.1) c, Pic X —> Gr1X

qui est d'ailleurs bijectif si X est, disons, quasi-compact.

1.3. Soient S un schéma quasi-compact admettant un faisceau inver-
sible ample, A —£> S un S-schéma abélien de dimension relative g ,
L un faisceau inversible sur A , ample relativement a S et de

degré d2 (de sorte que f,L est localement libre de rang d).

Nous allons appliquer le théoreéme de Riemann-Roch-Grothendieck
(SGA 6, VIII.3.6) a f:A —> S . Nous travaillerons donc dans les

groupes Gr'Ae @ et Gr°Se Q . Posons

c1 (L) € Gr1A® (0]

X:
Q=e*Q1
AA/S
de sorte que Q1 = f*Q . Le théoreme de Riemann-Roch implique

A/S
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(1.3.1) ch f,(x) = f,(ch x.7d £*0") dans Gr'Se 0

f,(ch x).Td Q¥ (formule de projection).

Calculons les composantes dans Gr1S® Q@ des deux membres. Pour
le membre de gauche c'est c1(f*L) puisque le*L==O pour 1i>0

Pour le membre de droite on a

f,(ch x) =) % f*(xk) =d+ xgH) + degré > 2

k>g

£,0

1
(g+1) !
c1(§z")

V_
T™d Q@ =1+ 5

+degré > 2 ,
de sorte que la composante de degré 1 du second membre de (1.3.1) est

_d c1(Q) + ( f*(xg+1)

S
2 g+1)!
L'égalité (1.3.1) devient donc

2

(1.3.2) C1(6(A,L))= TETTTT

£y (e (09

1.4. Avec les hypothéses et notations de 1.3, supposons de plus que

d=1 et que L est symétrique et rigidifié. Nous pouvons appliquer

2
(1.3.2) en remplagant L par L (n entier > 1) ce qui donne
2 2g+2
en _ 2n g+1
(1.4.17) c (8(A,L )) = [CTEN £yl (D) )
n2
La symétrie de L implique que L® cz[n]aL , de sorte que
(appliquant VIII, 1.1.3 a l'isogénie [n]A) on a :
@nz 2
(1.4.2) c (82,1 )) =n"9c (8(a,1))
et (1.4.1) devient alors, en simplifiant par n2g
2
_ _2n g+1
(1.4.3) C1(6(A’L))'_T§:TTT f*(c1(L) )

Comme le premier membre est indépendant de n , ceci implique
c1(6(A,L))= 0 dans Gr1S® D , donc &(A,L) est d'ordre fini puisque

(1.2.1) est injectif. Ceci établit FCab(S,g,1).

1.5. Remarque. Soient A —£> S un S-schéma abélien, L un faisceau

inversible sur A , non nécessairement ample. Notant d la caractéris-

tique d'Euler-Poincaré relative de L (supposée constante sur S pour

simplifier) posons
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APPENDICE 2

a
§(a,L) = det RE, (L) *2eiy g

ol det Rf,L est le déterminant du "complexe parfait" REf,L (cf.
Knudsen-Mumford, The Projectivity of the Moduli Space of Stable Curves
I, Math. Scand. 39 (1976), 19-55). Dans le cas ample cette notation est
compatible avec celle du chapitre VIII. Il est alors naturel de deman-
der si, lorsque L est symétrique et rigidifié, §(A,L) est d'ordre
fini. Il en est bien ainsi lorsque d est inversible sur S , ou
lorsque S est normal excellent et d=#0 : on sait alors [M2] que
(localement sur S) les images directes supérieures Rif*L sont nulles
sauf une, laquelle est localement libre de rang |d| . On constate que
1'énoncé de comportement par isogénie de G6(A,L) est encore valable
dans ce cas, de sorte que la méthode ci-dessus s'applique sans change-
ment lorsque d=t1 ; le cas d=#0 , S normal excellent s'en déduit
par VIII, 1.5, et le cas ou d est inversible sur S par la méthode

du §1 de 1l'appendice 1.

2. Schémas abéliens sur une courbe en caractéristique nulle.

2.0. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 0 , C
une courbe propre, lisse et connexe sur k , g son genre. Soit

A -£> C un C-schéma abélien de dimension relative g . Comme nous
sommes en caractéristique nulle, nous pouvons parler sans crainte de
la partie fixe Ao de A , qui est le plus grand sous-schéma abélien

constant de A . Soit go la dimension relative de AO sur C .

2.1. Théoreéme. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on a

0<deg iy o < (9-g,) (a=1) .

Démonstration : on sait déja (chapitre IX) que deg GA/CE_O . Rempla-

cant A par A/Ao , on peut supposer que AO= 0 (notons que

= N PR . O ~ e) . _
wA/C"w(A/AO)/C)' Cette hypotheése équivaut a Pic C —> Pic A , c'est

N . 1 ~, 1 N o 1 ~ o 1
a-direa H (C,OC) = H (A,OA), ou encore a H (C,Qc/k) - H (A,QA/k).

Notons E 1l'algébre de Lie de A/C , de sorte que w =det EV.

A/C
La suite exacte

1 *_v

* 1
0 — £ Qc/k —_ QA/k —> f E° — 0

donne par image directe
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— £,0,, > — (®'£,0,) 80

1 1
0 = 8¢y U

1
c/k
Notons que R1f*0A:=Lie(At/C)z:E car une polarisation quelconque sur

A est un C-morphisme étale A —> at . Notant N 1l'image de u ,

on a donc deux suites exactes

—> £ .0 —> N —> 0

1 1
(2.1.1) 0 — O /k

v 1
(2.1.2) 0 — N —E —> Eo» QC/k

Il suffit de prouver que HO(C,N)==0 : en effet la suite (2.1.2)

o,V o 1 w1V " A
donne h (E")<h (Ee Qc/k)-h (E") d'ou

0> x(EY) =deg EY + g(1-q) =deg w, o~ g(q-1).

Or la suite (2.1.1) est scindée par la section unité de A sur

— HO(Q1

C , de sorte que HO(N) est le conoyau de HO(Q1 A/k) qui

c/k)
est par hypothése un isomorphisme. =

2.2. Notons Ab l'ensemble des classes d'isomorphisme de

(C)
g,d,n
C-schémas abéliens de dimension relative g , munis d'une polarisa-
tion de degré d2 et d'une structure de niveau n . Un tel objet
(A,£,v) définit un morphisme

j(A,E,v) : C —> Ag,d,n

de C dans le k-schéma de modules idoine.

2.3. Corollaire.

(i) L'ensemble des 3j(A,g,v), pour (A,E,v) parcourant Abg a n(C),
’ ’
est une famille limitée de morphismes.

(ii) Pour n>3 , Ab
de XI, 4.7).

(C) est une famille limitée sur k (au sens

g,d,n

(iii) Pour n gquelconque, il existe un revétement fini étale C' —> C

(] \ ' 3 i
tel que 1l'image de Abg,d,n(c) dans Abg,d,n(c ) soit une famille
limitée sur Kk
Démonstration : (i) résulte de XI, 4.6, (ii) de XI, 4.7, et (iii) de

XII, 2.2. =

2.4. Comme nous l'avons signalé en XII, 2.6, Faltings a étendu ces
résultats aux schémas abéliens sur une courbe non nécessairement propre,

sans toutefois donner, comme en 2.1, une borne explicite de la hauteur.
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ABSTRACT

This work deals with semistably degenerating families of polarized
abelian varieties over a scheme. We extend to this case the basic tools
classically associated with polarizations — e.g., the theta group
acting on the linear system — and thus obtain results such as negativity
of the determinant sheaf of the relative Lie algebra. Whenever possible
we avoid making restrictive hypotheses such as separability of the
polarization. The central tool is a formula generalizing the fact that
(over €) theta constants are modular forms ; this is proved (Chapter
VIII) when the base is equicharacteristic or when the family does not
degenerate.

Finally we give applications to abelian varieties over function
fields, including as a special case Zarhin's finiteness theorem when
the ground field is finite.
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