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Appendice à l'exposé IX 

CONJECTURE DE SHAFAREVICH POUR LES 
CORPS DE FONCTIONS SUR Q 

M. MARTIN-DESCHAMPS 

On se propose d'étendre au cas d'un corps de type fini sur Q la conjecture 
de Shafarevich pour les variétés abéliennes sur les corps de nombres, c 'est-à-
dire de montrer le résultat suivant : 

THÉORÈME : Soient L une extension de type fini de Q , g un antl&i poàltli, et 
X un éckéma nonmal de type. filnl t>uK Spec TL , de coitpb de inaction* L . V<M>mblo, 
de* cùut>2J> de L-l&omoipluJ>m&> de L-vcwLétéA aboJLlmwi& de dlmtnblong , pnlnclpa-
l&m&nt poùvui&é.t6, qui ont bonne, réduction m tout point de codùmnslon 1 de X, 2At {Inl. 

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur l 'ent ier d, degré de transcen­
dance de L sur Q. 

- d = 0 : c 'est la conjecture de Shafarevich pour un corps de nombres 
- d * 0 : quitte à restreindre X, on peut supposer que c 'est un schéma affine 

X = Spec R, où R est une TL -algèbre de type fini : R = TL [a-j,... ,a^]. 

Pour tout i = 1, . . . ,r : 

0 < deg t r Q Q [ a r . . . , a i + 1 ] - deg t r Q Q t c ^ , . . . , ^ ] ^ 1 

donc i l existe s^r -1 te l que l'anneau R' = TL [ a p . . . , a ] définisse un schéma 

X' de type fini sur SpecZ, te l que la fibre générique de la projection canoni­

que f : X > X' induite par 1 'homomorphisme TL [a^,.. . ,a g ] c Z [a^,.. . , a r ] , 

soit une courbe. 

Soit Y un sous-schéma fermé intègre de codimension 1 de X, qui domine X' : 

Y X 

f 

X' 
et Y0 l 'ouvert des points normaux de Y, qui est donc un schéma normal de type 

fini sur Spec TL , dont le corps de fractions M est de degré de transcendance 

d-1 sur K. 
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CONJECTURE DE SHAFAREVICH POUR LES CORPS DE FONCTIONS SUR Q 

EEMME 1. - Soit A une, L-va/Uété. abétlenne. qui a bonne, Ke.du.ctA.on aux pointa de 
codlme,nAlon 1 deY, B la M-vasilété. abetienne, qu'eJULe décrut paA KeAtnlc-
tion. Alô u B a bonne, réduction m tout point de codÂme,n̂ lon 1 de X qui eAt 
un point KéguLLeA de, X. 

Démonstration : La variété abélienne A se prolonge en un schéma abélien zt, 
au-dessus d'un ouvert U de X contenant tous les points de codimension 1. Soit l 
un nombre premier. Par pureté A qui est un revêtement étale de U ® 2Z [1/il] se 

prolonge en tous les points réguliers de X dont la caractéristique résiduelle 
est première à i , donc le module de Tate T̂ Ct̂ t) se prolonge en un schéma ^Ç-i 
au-dessus d'un voisinage de tous ces points. 

Soit y un point de codimension 1 de Y, qui est un point de codimension 2 
régulier de X. Soit £ un entier premier à la caractéristique résiduelle de y. 
D'après de ce qui précède, y apartient à U et on a des isomorphismes : 

T£(B) « T^DXy Spec M » ^ x y Spec M 

ce qui prouve que T (̂B) se prolonge sur l'ouvert n Y0 en un schéma 
pro-étale c£? I . D'après le critère de Serre - Tate, appliqué à l'anneau 

* UA HY0 

de valuation discrète , on en déduit que B a bonne réduction en y. 
* >y 

Fin de la démonstration du théorème 

Le lieu singulier de X est de codimension au moins 2, donc i l existe un 
ouvert non* vide Ŷ  de Y0 dont tous les points de codimension 1 sont des points 
réguliers de X. 
L'hypothèse de récurrence s'applique à Ŷ  et i l suffit par prouver le théorème 
de montrer que l'ensemble des classes de L-isomorphismes de L-variétés abéliennes 
A, principalement polarisées, ayant bonne réduction aux points de codimension 1 
de X, dont les restrictions au point Spec M sont isomorphes à une M-variété 
abélienne donnée B, est f ini . 

Soit S la fibre générique de f : X > X'. Les points fermés de S sont des 
points de codimension 1 de X, donc une variété abélienne A ayant les propriétés 
annoncées se prolonge en un S-schéma abélien, et on est ramené à montrer le 
résultat suivant : 
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M. MAR TIN-DESCHAMPS 

LEfME 2.- Soit S un Achêma de type, îyit &U/I un cotpô k de ca/iactë.HÂAtiquz 0 
s un point £exmé de S, AQ une. k(s)-variété. abilLdnna. Vdn&mblz ) t de* 
cJtcu>62J> d'iAomoKpkiAmoAdz S-Achéma abéLLcnA de dimzm>ion g , pKindpatQmznt 
poZxxAÂJi2.i>, muniA d'un iAomoh.phÀAm<L X : Tfc/Xç Spec k(s) « A eô£ £ini. 

o 0 

Démonstration : Des arguments standard (utilisant le fait que TT-J (S 8^ C ) est 
de type fini) permettent de mettre sur tous ces schémas abéliens une structure 
de niveau. Dfaprès les résultats de [F], la famille considérée est une famille 
limitée : i l existe un k-schéma de type fini T , un schéma abélien Jbj, sur S x T 
et pour tout élément A de un point rationnel t de T te l que A soit 
isomorphe (en tant que S-schéma abélien principalement polarisé) à la fibre de 

itj, en t : 

A 
S xk(t) 

S xk(t) S x T 

Soit tfij, = v7t"T x s Spec k(s). C'est une famille de k(s)-variétés abéliennes, 

principalement polarisées et munies d'une structure de niveau, paramétrisée par T. 

I l existe un plus grand sous-schéma fermé T1 de T te l que </ t ' T | T I soit 

isomorphe à A Q X T ' . Soit T" une composante irréductible de T ' 

A x T" o 

S xk(t)S xk(t)S xk(t) 

Spec k(s) xT" c > s x T" 

Soit t un point rationnel de T" et A = x T Spec k( t ) . Nous allons montrer 

que ¿7^, et A x T" sont isomorphes : 

soient l un nombre premier et n un entier. On obtient deux revêtements étales 
de S x T" en considérant les deux schémas ft Ar x̂ et ( n A) x T", qui sont 

l l 
isomorphes d'une part sur Spec k(s) x T" et d'autre part sur S x Spec k(t) 
(les deux isomorphismes coïncidant sur Spec k(s) x k ( t ) ) . 
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CONJECTURE DE SHAFAREVICH POUR LES CORPS DE FONCTIONS SUR Q 

Or, comme nous sommes en caractéristique nulle, TT^CSXT") s ' identifie à 
TT.| (S) x ir̂  (T") par les homomorphismes naturels ; par suite les deux revêtements 
considérés sont isomorphes. 
On en déduit un isomorphisme des modules de Tate T^(AT„) «T^(A) x T" . Par 
construction, cet isomorphisme provient au point (s, t) d'un isomorphisme de 
variétés abéliennes. On conclut, d'après [G], qu ' i l provient d'un isomorphisme 
des S x T"-schémas abéliens :/tT„ et A* T" . 
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