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Appendice a 1'exposé IX

CONJECTURE DE SHAFAREVICH POUR LES
CORPS DE FONCTIONS SUR @

M. MARTIN-DESCHAMPS

On se propose d'étendre au cas d'un corps de type fini sur @ 1la conjecture
de Shafarevich pour les variétés abéliennes sur les corps de nombres, c'est-a-
dire de montrer le résultat suivant :

THEOREME : Soient 1 une extension de type fini de Q , g un entien positig, et

X un schéma nonmal de type §ini sur Spec Z , de conps de fractions L . L'ensemble
des classes de L-isomonphismes de L-vaniétés abéliennes de dimensiong , principa-
Lement polarnisées, qui ont bonne néduction en tout point de codimension 1de X, es findi.

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur 1'entier d, degré de transcen-
dance de L sur Q.

- d =0 : c'est la conjecture de Shafarevich pour un corps de nombres
- d = 0 : quitte a restreindre X, on peut supposer que c'est un schéma affine
X = Spec R, o R est une Z -algebre de type fini : R=1Z [a1,...,ar].

Pour tout i =1,...,r :

0 = deg trq2 Qlay,...50;5,4] - deg tr QQ[uP""“i] <1

donc il existe s=sr-1 tel que 1'anneau R' = Z [ot1,...,as] définisse un schéma
X' de type fini sur SpecZ, tel que la fibre générique de la projection canoni-
que f : X —> X' induite par 1'homomorphisme Z [0.1 yeo .,as]cZ [a1,... ,ar],

soit une courbe.

Soit Y un sous-schéma fermé intégre de codimension 1 de X, qui domine X' :

Y > X

f
v

X|
et Y° 1'ouvert des points normaux de Y, qui est donc un schéma normal de type

KR

fini sur Spec Z , dont le corps de fractions M est de degré de transcendance
d-1 sur K.
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LEMME 1.- Soit A une L-vaniété abélienne qui a bonne néduction aux points de
codimension 1 deY, et B fLa M-varniété abélienne qu'elle définit par restric-
tion. Alons B a bonne néduction en tout point de codimension 1 de X qui est
un point négulien de X.

Démonstration : La variété abélienne A se prolonge en un schéma abélien Dt
au-dessus d'un ouvert U de X contenant tous les points de codimension 1. Soit £
un nombre premier. Par pureté A qui est un revétement étale de U ® Z [1/2] se

prolonge en tous les points réguliers de X dont la caractéristique résiduelle
est premiére a g, donc le module de Tate Tz(Jt) se prolonge en un schéma qf}
au-dessus d'un voisinage U, de tous ces points.

Soit y un point de codimension 1 de Y, qui est un point de codimension 2
régulier de X. Soit % un entier premier a la caractéristique résiduelle de vy.
D'aprés de ce qui précede, y apartient a U2 et on a des isomorphismes :

T,(B) w~ T267%)XU Spec M ~ ccz ng Spec M

ce qui prouve que T (B) se prolonge sur 1'ouvert Uy N Y° en un schéma
pro-étale <&,
Yu

o D'aprés le critére de Serre - Tate, appliqué a 1'anneau

f.nY

de valuation discrete t); y? on en déduit que B a bonne réduction en vy.
’

Fin de la démonstration du théoréme

Le lieu singulier de X est de codimension au moins 2, donc il existe un
ouvert non’ vide Y1 de Y° dont tous les points de codimension 1 sont des points
réguliers de X.

L'hypothe¢se de récurrence s'applique a Y1 et il suffit par prouver le théoréme
de montrer que 1'ensemble des classes de L-isomorphismes de L-variétés abéliemes
A, principalement polarisées, ayant bonne réduction aux points de codimension 1

de X, dont les restrictions au point Spec M sont isomorphes & une M-variété
abélienne donnée B, est fini.

Soit S 1la fibre générique de f : X —> X'. Les points fermés de S sont des
points de codimension 1 de X, donc une variété abéliemne A ayant les propriétés
annoncées se prolonge en un S-schéma abélien, et on est ramené a montrer le
résultat suivant :
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LEMME 2.- Soit S un schéma de type 4ind sur un corps k de caracténistique O
s un point fermé de S, A, une k(s)-varilté abélienne. L'ensemble & des
classes d'isomonphismesde S-schéma abélfiens de dimension g , principalement
polarisés, munis d'un isomonphisme A : %XS Spec k(s) ~ A est fdnd.

Démonstration : Des arguments standard (utilisant le fait que m (s @kC) est
de type fini) permettent de mettre sur tous ces schémas abéliens une structure
de niveau. D'aprés les résultats de [F], la famille considérée est une famille

limitée : il existe un k-schéma de type fini T , un schéma abélien )q:r sur SxT

et pour tout élément A de un point rationnel t de T tel que A soit
isomorphe (en tant que S-schéma abélien principalement polarisé) a la fibre de
JQZT en t

A > 7&[,

v
Sxk(t) >SS xT

v

Soit ﬂ,i. = JtT x g Spec k(s). C'est une famille de k(s)-variétés abéliemnes,

principalement polaris€es et munies d'une structure de niveau, paramétrisée par T.

I1 existe un plus grand sous-schéma fermé T' de T tel que i soit

]
T|T'
isomorphe a onT' . Soit T'" une composante irréductible de T'

- &

Ay x T e——> -

Tl

v

Spec k(s) xT" €&—> S x T"

Soit t wun point rationnel de T" et A = ﬁT x T Spec k(t). Nous allons montrer
que ﬁll.., et A xT"' sont isomorphes :

soient £ un nombre premier et n un entier. On obtient deux revétements étales

de S xT' en considérant les deux schémas h JtT. et ( n A) x T, qui sont
L 2

isomorphes d'une part sur Spec k(s) x T" et d'autre part sur S x Spec k(t)
(les deux isomorphismes coincidant sur Spec k(s) x k(t)).
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Or, comme nous sommes en caractéristique nulle, m (SxT'") s'identifie a

111(5) X (T") par les homomorphismes naturels ; par suite les deux revétements
considérés sont isomorphes.

On en déduit un isomorphisme des modules de Tate Tz(ﬁ:T..)%TZ(A) xT" . Par
construction, cet isomorphisme provient au point (s,t) d'un isomorphisme de
variétés abéliemnes. On conclut, d'aprés ([G], qu'il provient d'un isomorphisme
des SxT'"-schémas abéliens JACT,, et AxT" .
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