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L. MORET-BAILLY 

0.- INTRODUCTION 

Soient K un corps de nombres, g un entier > 1 , H un réel . L'objet du 
présent exposé est de prouver que 1!ensemble des classes d'isomorphie de K-variétés 
abéliennes de dimension g et de hauteur différentielle est f in i , ainsi qu'une 
variante "polarisée" du même énoncé. Pour y parvenir on construit des compactifi-
cations des schémas de modules pertinents, permettant de comparer la hauteur stable 
d'une variété abélienne à la "hauteur projective" (à singularités logarithmiques) 
du point correspondant. 

La présentation adoptée ic i est plus "algébrique" que la démonstration originale 
de Faltings : on n'y fait pas usage des constructions de Baily-Borel, Mimford et 
a l . , et Namikawa. 

Signalons que Faltings a annoncé récemment la construction d'un champ propre 
et l isse sur Spec 7L , compactifiant le champ des variétés abéliennes principale­
ment polarisées, et portant un schéma semi-abélien prolongeant le schéma abélien 
universel. Ceci permettrait (cf [D] , commentaires suivant 1.12) de se passer du 
"lemme de Gabber" (exposé IV) et par suite du recours aux jacobiennes. Enfin le 
§4 suggère quelques siimplifications à certaines démonstrations. 

Notations : 

Ojç = anneau des entiers du corps de nombres K. 

Si A est un schéma en groupes lisse commutatif sur une base S , on note 
[n]^ la multiplication par n dans A ; nA = Ker[n]A ; = det(Lie A/S) v ; 
s i A est un schéma abélien, on note A t son dual. 

1.- COMPACTIFICATIONS ET THEOREMES DE FINITUDE 

1.O.- Soient g,d deux entiers >1 , n un entier >3 . Désignons par 
M = M , le schéma de modules sur () des variétés abéliennes de dimension g, g,d,n J 

munies d'une polarisation de degré d et d'une structure de niveau n . Soit 
& ——? M le schéma abélien universel (qui existe puisque n > 3 ) et désignons par 
a) le faisceau inversible co^^ sur M . Le fibre en droites CD^ sur M̂, est muni 
de façon naturelle d'une métrique hermitienne p , de la façon suivante 
(cf. I , 3.3. ) : s i xeM(C) , la fibre ^ s ' identifie à H 0 ^ , ^ / £ ) , 

espace des g-formes (invariantes) sur la variété abélienne ; s i a est une 

te l le forme, on a alors par définition 

(1.0.1) p(a) 2 = y g 

Л co 
|ала| 
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COMPACTIFICATIONS, HAUTEURS ET FINITUDE 

où y est xme constante dépendant des auteurs. 
Si x€M(K) , où К est un corps de nombres, on désignera par hs(x) la 

hauteur stable (I , 3.3 ) de la variété abélienne Jf^ sur К correspondante (pour 
les métriques à l f infini compatibles avec la formule (1.0.1)). Le réel hs(x) est 
invariant par extension du corps de base ; on obtient ainsi une application 

(1.0.2) hs:M(Q) ->Ж 

où <Q désigne une clôture algébrique de <Q . 

THEOREME 1.1.- On лирроде. que. n eJ>t dlvJubXbbL рак 8d2 . Il existe, une. compactt-
fiiccutLon M de. M , un entleA 1 , et un {^оиисехш. ЫиелблЫе. ample. % ьик M 
prolongeant a)®"1 , teJU que. 

(i) la, métrique. р ш бил. ^ C | j ^ = ^ à &1пди1алл1е& logaAÂlkmlqueA le. 

long de. M-M (I, 3.2) ; 

(ii) Jbt h désigne, la dbib&d de. kauteara [modulo 1ел fonction* Ьоллеел) лил M(5}) 
définie, рал Ж et la métrique. р ш , а1оЛА la fonction hs da (1.0.2) QJ>t danb 
la сМльъе. — h . 

m — 

Par "compactification" on entend une Q-variété projective contenant M comme ou­

vert dense. 
Ce théorème sera démontré aux § suivants. Auparavant nous allons en déduire des 
théorèmes de finitude pour les variétés abéliennes sur les corps de nombres. 

1.2.- Si К est un corps de nombres, on désigne par M (K) (resp. M j(K), 
Mg ^ П(Ю) l'ensemble des classes de K-isomorphie d'objets A^(resp(A^,^s^) , 

resp. (AK, ; § K , vK)) où AK , v K désignent respectivement une K-variété 
abélienne de dimension g, une polarisation de degré d 2 sur AK , et une structure 
de niveau n sur AK (ainsi, Mg ^ n(K) est bien l'ensemble des points à valeurs 
dans К du schéma Mg>ci,n) • Pour tout réel H > on désigne respectivement par 
M"(K) , M" ,(K) , Ф A (K) les sous-ensembles des précédents obtenus en imposant 

la condition 

hdif(AK) <H 

où hdif désigne la hauteur différentielle (I , 3.3 ) ; cette condition, rap­
pelons-le, implique hs(A^) <H . Nous commettrons à l'occasion des abus d'écriture 
du genre "soit C ^ , ^ ) eM g > d(K)" . 
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L. MORET-BAILLY 

THÉORÈME 1.3.-

(i) VOUA tout con.pt> de потЬкел К et tout Kéel H , leJb епьетЫел 

м"(К), M" (K), MJ , (K) i>ont lûilb. 

(ii) II exû>te une constante Cg telle que роил, tout сокрл de потЪкел К et 
toute. A„€M (К), on eut 

hs(A K) >Cg 

(et a ^OHÀAX)KI hdif (AK) г С ) . 

1.4.- Le théorème 1.1 ci-dessus, joint aux propriétés de finitude des hauteurs à 

singularités logarithmiques (I,Th.3.10, implique la finitude de M̂  , (K) lors-

que 8d |n .De plus, comme toute variété abélienne admet une structure de niveau 

n après extension finie convenable du corps de base, on en déduit encore, compte 

tenu de la minoration des hauteurs ( I , loc .c i t . ) : 

(1.4.1.) I l existe Cg ^ te l le que pour tout corps de nombres К et tout 
( A K , S K ) e M

g ) d № ) , oA a i t 

h s ( A K ) > C g j d . 

1.5.- Prouvons maintenant la finitude de _,(K) (nous suivons [D]). 

LEMME 1.5.1. - Sott r un entten. divAj>tble рал. deux entivu> pKemtojvb ent/ie eux 
et ^3 [рол exemple. r = 12) . SoÀt A K une va/itété abélienne de dumenbton g 
-бил un coup* de потЪкем К , et boit JI une place de К où A K n'a раь 
réduction beml-stable, Щ ла понте. Alosu 

log Щ^ [K : Q ] Card GL2g (Z/r Z) (hdif (A^) - hs (A R ) ) . 

Démonstration : I l existe une extension K' de К rendant rationnels les points 
d'ordre r de A^ , et de degré 

[K' : K] <CardGL^ (Z/rS) . 

La variété abélienne A V L est à réduction semi-stable sur l'anneau des entiers 

CL, de K' ( [SPC],1,5.18). Par suite, s i A et A' désignent les modèles de Néron 

respectifs de A^ et A^, sur &^ et fi^, , le morphisme naturel de t/^,-schémas 

en groupes 

A \ ° K - > A ' 

n'est pas étale aux places de & divisant p . En conséquence le morphisme natu-

116 

http://con.pt


COMPACTIFICATIONS, HAUTEURS ET FINITUDE 

rel de O^y-modules inversibles 

[K':Q] [K':Q][K':Q] 
[K':Q][K':Q] 

admet un zéro en chacune de ces places (qui sont toutes de norme ^ Np) . On en 

t i re 

hdi£(AK) 
1 

[K':Q] 
d e g c > 

K' 

[K':Q][K':Q][K':Q] 

1 
[K':Q] (deg^ ^ ' / ( T + l 0 g N p ) 

= hsCAJ + 1 
[K':(Q] 

log Np 

^hs(AK) •* 
1 

[K:Q]Card GL 2 g(Z/r Z) 
log % . 

1.5.2.- POUT [K':Q][K':Q][K':Q][K':Q] , le lemme 1.5.1 et 1'assertion (1.4.1) impliquent 

(avec les notations du lemme) 

log Np< [K:Q]Card Gl UL/r7L) (H - C d ) . 

Si donc T-j désigne l'ensemble (fini) des places p de K vérifiant l ' inégali té 
ci-dessus, alors pour tout (\>^Y? e M g d^® l a v a r ^ t é \ a réduction semi-
stable en dehors de T1 . 

1.5.3.- Soit n un entier > 3 , divisible par 8d2 . Toute iAv,3v) eM9 ,(K) 
acquiert une structure de niveau n sur une extension de degré borné par 
Card GL9 (Z/n 2) . Les points de M , (Q) correspondant aux diverses structures 
de niveau n sur les ^Sc '^K^Q s o n t c * o n c ^ e degré borné, et de hauteur bornée 
par H (th. 1.1). I ls sont donc en nombre fini (I ,Th.3.1 1 ) et par suite les 
(A^jijç)^ (pour (\>^%) ¿00) n e forment qu'un nombre fini de classes d ' iso-
morphie. I l existe donc un ensemble fini T 2 de places de K te l que toutes les 

envisagées aient bonne réduction potentielle en-dehors de T 2 . 

1.5.4.- Pour ( A K ^ K ) e ^ . d « le lieu de mauvaise réduction de Av est 

contenu dans u T2 . La variété AK a donc une structure de niveau n sur une 
extension de degré borné, non ramifiée en-dehors de u T2u {places divisant n}. 
Ces extensions sont en nombre fini (Hermite) et i l existe donc K1 finie sur K 
te l le que les ( A K , ^ K ) K f aient une structure de niveau n, donc ne forment qu'un 
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nombre fini de classes d'isomorphie. On conclut par un argument galoisien standard: 
le groupe r= Aut^, (Â f )(5£,) étant f in i , i l en est de même de l'ensemble 
H^K'/K^) . • 

1.6.- La finitude de -.(K) implique trivialement celle de -, (K) pour 
tout n . I l reste à établir celle de M̂ QO et l 'assertion (ii) de 1.3. On u t i l i se 
pour cela les faits suivants (où et BR désignent des variétés abéliennes sur 
le corps de nombres K) : 

a) hdif(AKxBK) = hdi£(AK) + hdi£(BK) (immédiat) 

b) hdif (AK) = hdif (A )̂ (VII , §2) 
t 4 

cHA^xAjç) admet une polarisation principale (VIII,Prop. 1). 
d) l'ensemble des classes d'isomorphie de K-variétés abéliennes facteurs directs 

de B„ est fini (VIII,Prop. 2). 

Le lecteur pourra s'assurer que la démonstration des assertions ci-dessus n 'u t i l i se 
pas le présent exposé. Les assertions a ) , b) , c) et (1.4.1) impliquent l 'assertion 
(i i) du théorème (avec CCT=i CG J . Pour Av parcourant , les variétés 
abéliennes B^ = (A^xA )̂ ne forment qu'un nombre fini de classes d'isomorphie 
(à cause de a ) , b ) , c) et de la finitude de Mg ^(K)) . On conclut grâce à d). | 

2 .- LA PROPRIÉTÉ DE PROLONGEMENT 

DÉFINITION 2.0.- Soit S un schéma. Un S-schéma en groupes A >S ел1 dit 
¿ejfrU.-6ta.bte. si : 

(i) A ejbt commutatlf, libse et sépaAé лил S . 

(i i) Роил tout s €S , la composante, neutre. A0 de. A : = ABLK (S) eJbt exten-
sion d'une, vaAiété abélienne рал un toAe. 

( i i i ) Il exibte un ouveAt U de S tel que la. KestAictÀon A^ boit un U-schéma 
abélien eX que роил tout s e S \ U Vanneau local 0^ s soit noAmal excellent. 

Un S-A cinéma semi-abélien est рал définition un S-schéma en QHxjupes semi-stable 
à fibAes connexes. 

2 . 1 , - Dans tout le §2 on fixe t rois entiers g ^ 1 , d>1 ., n ^ 3 . Tous les 
schémas en groupes semi-stables envisagés, sauf évidence du contraire, sont suppo­
sés de dimension relative g . 

Soient S un schéma de caractéristique 0, A ^ >S un S-schéma semi-abélien, 
et soit UcS un ouvert dense comme en ( i i i ) ci-dessus. Donnons-nous, sur le 
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schéma abélien A^ , une polarisation de degré d et une structure de n i ­

veau n, notée Vy . On obtient ainsi , avec les notations de 1.0, un morphisme 

(2.1.1) jy = JCAy,^, V u ) : S M = M A 

ainsi qu'un isomorphisme de U-schémas abéliens 

[K':Q] 
[K':Q] 

d foù un isomorphisme de ©ĵ -modules inversibles 

(2.1.2) aU 1 ^U^' \ / U - ( A , A/S } U * 

Cela étant, soient M une compactification de M , m un entier ^ 1 , 32 un 

faisceau inversible sur M , prolongeant u? m (c'est-à-dire que l'on se donne 

un isomorphisme -^^o)0111) 

DÉFINITION 2.1.3.- Avec IQA kypothèbeb et notation* de 2.1, noua dlnonb que 

(M,m;$) a la propriété de, prolongement роил (A—^>S , £^ , Vy) ¿1 

(i) le, morphtbme j y : U *M de, (2.1.1) 4e prolonge en un morphisme 

j : S > M (unique, puisque, U ebt bckematjjquement denhe dan* S ) ; 

(ii) Visomorphisme o^m (2.1.2) 4e prolonge en 

в : j * # - ^ ; s 

(compte tenu de l ' identification = ш®ш) 

Но ил diront que, (M,m,1ë) a la propriété de, prolongement ^ Il a ladite propriété 
роил tout (A—>S, , 5 ^ , VJJ) corme ct-deAlub. 

THEOREME 2.2.-

(i) Il existe (M,m,"3S) commme en 2.1, ayant la propriété de prolongement et tel 

que 3ê boit ample ьиг M . 

(ii) Tout (M,m,JÔ comme en (i) ci-dessus vérifie 1ел condition* (i) et (ii) 
du. théorème 1.1. 

2 .3 . - La partie (i) de 2.2 sera établie au §3. Soit (M,m,%) comme en (i) 

ci-dessus, et montrons que la métrique p m sur = ^m est à singularités 

logarithmiques. Il suffit pour cela de trouver un morphisme ÏÏ : S — p r o p r e 

et surjectif te l que тг*рт soit à singularités logarithmiques. Or le lemme de 
Gabber ( Exposé IV ) implique qu ' i l existe un diagramme 
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S <= ^->S 

M 

où ÏÏ est propre surjectif, i une immersion ouverte, et S propre sur 
Spec Q , te ls que le S-schéma abélien ^ = T\*A, se prolonge en un S-schéma semi-
abélien jtg- . On peut supposer (et l'on suppose) que S est normal : la proprié­
té de prolongement implique alors l'existence d'un diagramme commutatif 

s « — 

M<= [K':Q] 

et d'un isomorphisme 

[K':Q] O). 0 M _ 

prolongeant 11isomorphisme in i t ia l sur S et par suite respectant les métriques 

sur S . I l suffit donc de montrer que la métrique habituelle sur u> 
[K':Q] 

est à singularités logarithmiques le long de S-S ; ceci a été vu en I , Th.3.2 

2 .4 . - Montrons maintenant que (Mjin,^) vérifie la partie (ii) de 1 . 1 . Pour cela 
soit (M^ ^ 1X11 m°dele eirtier de (M,rîê) et soit h la hauteur sur M((Q) 
associée (pour la métrique p®m sur . Toujours d'après le lemme de Gabber, 
i l existe un diagramme 

[K':Q] i 
'X7L 

[K' 

V 
M 

Spec Q< Spec 7L 

(où TTQ est propre et surjectif, et où i induit une immersion ouverte de 
dans : = X z ® z Q) , et un schéma semi-abélien sur X^ prolongeant 

TTQA . De plus, quitte à modifier X^ , on peut supposer qu ' i l existe un diagram­
me commutâtif 
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y 
[K':Q] [K':Q] 

[K':Q] 
1 

[K':Q] 

V 
M 

M [K':Q] 

SpecQ Spec 2Z 

( i l suffit de remplacer Y par l'adhérence de [K':Q] dans [K':Q][K':Q][K':Q] 

On suppose de plus [K':Q] normal. Si x est un point de [K':Q] à valeurs dans un corps 
de nombres K , i l se prolonge en une section x : Spec 3r [K':Q] . L'image 
réciproque A77 est un modèle semi-abélien sur (¥v de la variété abélienne 
J x̂ = x*jt sur K ; c 'est donc le "modèle de Néron connexe" de cel le-ci , et par 
suite la hauteur stable de -A. (c 'est-à-dire, avec la notation (1.0.2), le réel 
hs(Tr^(x))) n 'est autre que la hauteur de xe)L(K) , relativement au modèle en­

t i e r et au faisceau inversible [K':Q][K':Q][K':Q][K':Q][K':Q] 

D'après la propriété de prolongement am 
0)77 

s'identifie au-dessus de Spec (D 
avec 17*$ • Par suite les hauteurs sur X (̂3J) définies par TT̂  et 
aS? ont une différence bornée. Finalement la différence 

|hs(7Tç(x): 1 
m 

h(7T(n(x))| (XEX^Q)) 

est bornée, et i l en est de même, puisque 7rm est surjectif, de la différence 

|hs(y) - 1 
m 

h(y)| (y€M((D)) . 

Remarque 2.5.- On peut montrer une réciproque de la partie (ii) de 2.2 : s i 
(Mjm,^) est comme dans le théorème 1.1, alors (M,m,3ê) a la propriété de pro­
longement. En fai t ceci n 'u t i l i se que la propriété (i) de 1.1 (singularités lo­
garithmiques) et l'amplitude de % , de sorte que la propriété (ii) de 1.1 est 
conséquence du reste. 

3 . - CONSTRUCTION DE LA C(M>ACTIFICATION 

3.0.- On garde les notations de 1.0. On note [K':Q] te la polarisation 

naturelle de degré d sur le schéma abélien universel J4 sur M , et 

vM : ( S / n S ) ^ A la structure de niveau n naturelle. 
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3.1 . - Construction d'un faisceau inversible sur Jt 

Soit (A,;S) un schéma abélien polarisé sur un schéma S . On définit un 
faisceau inversible L(;§) sur A de la façon suivante : s i P désigne le 
faisceau de Poincaré sur Ax A1" , on considère le morphisme 

[K':Q] 
[K':Q] 
[K':Q] 
[K':Q] 

: A >АхАг 

et l 'on pose 

(3.1.1) L ( ^ ) : = ( " J / C P ) * 2 • 

Le faisceau L ( 5 ) sur A est symétrique (et même "totalement symétrique"), 
rigidifié (c'est-à-dire muni d'une tr ivialisation le long de la section unité 
ед : S—>A) , très ample relativement à S , et la polarisation Фцч^ : ^ — * A t 

associée n 'est autre que 

Appliquant cette construction au schéma abélien polarisé (A>,^t^) sur M , 
on obtient un faisceau inversible 

(3.1.2) ¿6 : =LC§M) 

sur Л ; le sous-schéma en groupes 

(3.1.3) K(«):= Кег(Ф<£ : A > А г ) = Ker(4^M) 

de Л est fini étale sur S de rang 4 2^d 2 , et est contenu dans ^ 2 A . Notons 
que vu l'hypothèse 8d 2 |n , on a 

(3.1.4) K ( ^ ) c K ( 5 ê e 2 ) c N A . 

3 .2.- L'évaluation aux points d'ordre n 

Considérons le morphisme naturel de restriction des sections 

(3.2.1) F**f > F*teT| n ^) : 

c 'est un morphisme de ^-module localement l ibres, respectivement de rang 
4 ^ d e t n 2 S . 

PROPOSITION 3 .2.2.- Le morphisme (3.2.1) est tnjectlf et fait de F**5 un sous-

falAceau localement facteur direct de F*(s£|n<^.) . 

Démonstration : la formation de (3.2.1) commute à tout changement de base. 

Comme d'autre part К(.*б)апЛ, , on est ramené au lemme suivant : 

LENME 3 .2 .3 . - Soient A une variété abélienne бит un corps k , L un faisceau 
Inversible ample et engendré par ses sections sur A . Alors le morphisme 
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natu/ieJt de, restAÂjcXton 

H°(A,L) >H°(K(L),L|K ( L )) 

est inje,ctt^. 

Démonstration : Le groupe de Mumford ^ ( D QM1], [M2]), extension centrale de 
K(L) par (Bm , opère sur les deux membres du morphisme envisagé, qui est 

<^(L)-équivariant. On sait de plus que H°(A,L) est un < (̂L) -module irréductible 
(voir [M2], §1 pour le cas "séparable", qui suffit à nos besoins ; pour le cas 
général voir [SPC], VII, 5.2.2). Par suite notre morphisme est injectif ou nul, 
or i l n f es t pas nul puisque L est engendré par ses sections. • 

L'étape suivante va consister à t r ivia l iser F*(ô£ |nifc) (après un changement 
de base idoine), pour interpréter le morphisme (3.2.1) comme un"point" d'une 
grassmannienne. 

3.3.- Construction d'un revêtement M de M 

Comme ¿6 est symétrique et r igidif ié , le théorème du cube fournit un isomor­
phisme canonique 

[n£(*f) ^ 9 n 2 

respectant les rigidifications. En particulier, pour tout xe ( 2 / n 2 ) ^ 
identifié à une section de A (M) grâce à la structure de niveau, on a une 
tr ivialisation canonique du (^-module x*o£ , d'où un revêtement "kummérien" 

M ^ S g e c ^ ( 0 ^ © x*o£~1 0 . . . © x*£~n +1) 

qui est étale sur M de groupe /Mn2 • Q*1 pose alors 

(3.3.1) « : = T Q « K > 

le produit étant étendu à xe (2/nZ) g -{0} . 
C'est un revêtement principal de M , de groupe 

n 2 g -1 
(3.3.2) r:=8u 9 )

 1 . 

3.4.- Le plongement grassmannien de M 

Si l 'on désigne par A , oc , etc. les données sur M déduites par change­
ment de base de , etc , la restriction à ^fc du faisceau <£ est munie 
canoniquement d'une tr ivialisation que nous noterons a (remarquons que <à? est 
déjà t r ivia l isé sur la section unité de A : ; c 'est pourquoi nous avons omis 
x = 0 dans la définition (3.3.1)) . Considérons la suite de morphismes de 
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^-modules M 

(3.4.1) ?J •F .Ce ^ — s - ^ F . C O ^ l — *n2S 
; j *-v/ -

où la première flèche est la restr ict ion, la seconde est déduite de la t r iv ia l isa­

tion a et la troisième de la structure de niveau Vĵ  . Comme la première flèche 

est déduite par changement de base de (3.2.1) , le composé (3.3.1) fait de 

FUT, d faprès 3.2.2, un sous-faisceau localement facteur direct de > et 

par suite définit un morphisme de Q-schémas 

(3.4.2) t : M >(E:=(G „ 0 r r 

4 g d , n 2 M 2 g 

où G désigne la grassmannienne des sous-espaces de dimension 4 gd de Q N 

THÉORÈME 3.4.3.- Le moiphÂsme. t de (3.4.2) est an plongeme.nt. 

La démonstration est donnée dans [MB], chaprtre VII, §2. Indiquons simplement 
comment l 'on reconstitue le schéma abélien A sur M à part ir du sous-fibré 
V : - F .£de <y$ 2 g . Conme Z est très ample relativement à F , A . s ' identifie 
à un sous-schéma de PC00 . D'autre part les formes coordonnées sur C^jj^ don­
nent par composition n 2 g homomorphismes surjectifs T7" , donc n 2 g 

sections de PflJ^) dont la réunion n 'est autre que nJt^ rem On montre alors 

que le sous-schéma A de Pft>) est défini par l ' idéal homogène engendré par 

Ker(p.O' p c V ) (2) »P.C©- p c i r )C2) l n X ) 

où p : PCI?*) >M est le morphisme structural. En d'autres termes, J-b est , 
localement sur M , l ' intersection des quadriques de PO?0 contenant A . 

9 2 ^ C'est ic i que l'on u t i l i se le fait que K(«s£ ) o *A , conséquence de l'hypothèse 
8d z |n . 

3.5.- Construction de M et^jp 

La grassmannienne (E est munie d'un faisceau inversible très ample C ^ O ) , 

définissant le plongement de Plùcker de G . Explicitement, C^(-1) est le déter-

minant du sous-fibré universel de &^ : par suite, vu la définition du plonge­

ment t , on a un isomorphisme canonique 

(3.5.1) t * ( y c ( 1 ) - ^ - » (de tF*<£R 1 . 

Le groupe r de (3.3.2) opère sur M (le quotient étant M ) , et aussi sur 

n 2 g -1 
(E, de sorte que t est r-équivariant. En fa i t , r = ÛU 2 ) opère sur l ' e s -

n 2 g n z 

pace vectoriel Q par multiplication sur les coordonnées (sauf celle indexée 
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par 0 € ( Z / n Z ) 2 g ) de sorte que le faisceau ^ ¡ 0 ) est r-équivariant ; de plus 
1?isomorphisme (3.5.1) ci-dessus est compatible aux "actions" de r (l 'action 
sur le second membre résultant du fait que celui-ci provient de M) . I l existe 
donc un entier m̂  > 1 , un faisceau inversible ample Q sur le quotient (B/T , 
descendant £^,(m.j), et un isomorphisme 

(3.5.2) t *Q — ^ (det F* d j* ~m1 
où t désigne le plongement 

(3.5.3) t :M = M/r < »G/ r 

déduit de t par passage au quotient. On pose alors 

(3.5.4) M = adhérence de t(M) dans (E/r 

de sorte que M est une compact if icat ion de M et que ^ est ample sur M et 
prolonge, grâce à (3.5.2) le faisceau (det F*O^)®

 m1 sur M . 

THEOREME 3.5.5.- la icuActau InveAAÂJble. 

(det F.a£)« 2 8 w * 4 g d 

OAt d'otebio. fÂjU. dans Pic (M) . En d'amtnzs teJun&s IL <LxU>t<L un zntivi ô £ 1 
vt un lsomo*vphu>m<L da O^çmoaulcs AJIVQAAÂJQIQA 

t : d e t ( F . ^ ) - 2 6 - - - > a,*4**6 . 

Pour la démonstration, voir [MB] , chapitre VIII. 
Posons 

(3.5.6) %=tf* 

m = 4%ôm^ : 

alors, une fois choisie la tr ivialisation t de 3.5.5, le faisceau32(qui est ample 
sur M) prolonge oJ*m . Pour établir l 'assertion (i) de 2.2 i l reste à voir que 
(M,m,$é) a la propriété de prolongement. 

3.6.- Démonstration de la propriété de prolongement 

Reprenons les hypothèses et notations de 2.1 : i l s 'agit de montrer que 
(M,m,$) a la propriété de prolongement pour (A——>S , vtP * ^ous Pou~ 
vons pour cela supposer S normal, excellent et intègre. 

LEMME 3.6 .1 . - SOÂX ÏÏ: S'—»S un moiphamo. fini SuKjzctif. Si (M,m,3ê) 

V1 = Q M 
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a la ptwphlito. de. pswlongejmnt роил. 1ел données ьил S1 déduAXzA рал ckangw&nt de 
baôe du (A, Sy, , a£o>̂ 6 ÀZ a la. pKopKÀ,o.ti de. ptwlonqmant роил (A, v^) . 

Démonstration : Remplaçant S' par une composante de S' dominant S , on peut 

supposer S' intègre . 

a) Posons U* =7T~4u). On a par hypothèse un diagramme commutât if 

U! c » s; 

ILS— >S \ 

^ M 

Considérons dans SxM l'adhérence Z du graphe de j ^ . C'est un S-schéma 
propre et birationnel sur S et i l est dominé par le graphe de j ' dans 
S' xM , qui est isomorphe à S' donc fini sur S . Par suite Z est fini b i ­
rationnel sur S normal, donc s ' identifie à S et est le graphe d'un morphisme 
j : S—*>M prolongeant ; de plus on a nécessairement j ' = j©ÏÏ par densité. 

b) On dispose maintenant sur S des faisceaux inversibles et j*<3£ , 
ainsi que d'un isomorphisme entre leurs restrictions à U , résultant de ( 2 . 1 . 1 ) . 
Comme S est normal et ir surjectif, un te l isomorphisme se prolonge sur S 
s i et seulement s i i l se prolonge "sur S1 " , ce qui résulte de la propriété de 
prolongement sur S' . I 

3 . 6 . 2 , - Quitte à remplacer S par un S-schéma S' >S fini surjectif, ce qui 
est loisible d'après ce qui précède, on peut supposer qu ' i l existe : 

a) un S-schéma en groupes semi-stable (2.0) A 1 — — t e l que A ' ° =A et 

A'JJ = AJJ , et un isomorphisme 

v : ( Z / n 2 ) 2 | ^ » N A ' 

prolongeant la structure de niveau Vy sur A^ ; 

b) un faisceau inversible L sur A ' , prolongeant LCfy) (cf. ( 3 . 1 . 1 ) ) , muni 

d'une rigidification prolongeant celle de L(^y) et vérifiant le théorème du 

cube sur A' . 

L'assertion a) est démontrée dans [MB],IV, §8, et l 'assertion b) dans [MB] ,11. 

Le faisceau L de b) est unique ; i l est symétrique et ample relativement à S . 

On a comme en 3 .3 un isomorphisme canonique 

[n]*L-L 0 n 2 
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résultant du théorème du cube et de la symétrie, d foù comme dans loc. c i t . , une 

tr ivial isat ion de L T , d'où un revêtement étale 'S de S , de groupe 

n 2 g 1 -r = 9) • De plus, si l'on pose U = Ux S , on a un diagramme cartésien 
n ^ S 

U >M 

u — i l * M 

de sorte que, remplaçant S par S , on peut supposer que l'on a un relèvement 

: U *M de : U *M . Le morphisme t ° j y : U > (G correspond à un 

morphisme de ^-modules localement libres 

(f ' D y C — ( L | n A l ) u _ ^ £. ( ^ . ^ - ^ © n 2 8 

déduit de (3.4.1) par le changement de base • ®T on dispose maintenant sur 
S d'une tr ivial isat ion de L| A i (prolongeant j ^ a , où a est définie dans 

3.4) et de 1 'isomorphisme v de a) ci-dessus, d'où une suite de morphismes 

(3.6.2.1) £;L »fi(L| A , ) « -* f j (Or A f ) _ ^ ^ g 

prolongeant la précédente. 

THEOREME 3.6.3.- ([MB],VI, théorème 3.5). Le morphisme (3.6.2.1) fait de fJL 
«2g 

un sous-faisceau ¿0calment facteur direct de & Q [en particulier f{L est 

localement Libre, automatiquement de rang 4gd) . | 
On obtient ainsi un morphisme S * (G , et par composition un morphisme 

h : S >€/r , rendant commutatif le diagramme 

u « » s 

M c * (Б/Г 

de sorte que (par densité) h se factorise par j : S s>M prolongeant jy . 
C'est la partie (i) de la propriété de prolongement 2.1.3. 

Par construction, j*Gfê) n 'est autre que (det fJL)®~2<Sm1 ; la partie (ii) 

de 2.1.3 résulte donc du théorème ci-dessous : 

THEOREME 3.6.4.- On peut choisir Ventier 6 et Visomorphisme t de 3.5.5 

de telle sorte que pour tout (A' —>S, L, , 5 ^ , v ) vérifiant les propriétés 

a) et b) de 3.6.2, Visomorphisme 

« ?a ® 4 g d 6 

j*x : (det f - L ) ™ — - » t t A u / u 
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A2. prolonge, en an i&omorpkibme. 

(det f'*L) A/S 

C'est la"formule clé canonique" notée FCC(Spec Q, g, d) dans [MB] . • 

Remarque 3.7.- On peut montrer, par des méthodes analytiques, la partie (i) de 
2.2 en prenant pour M la compactification de Satake de M . On aurait pu aussi, 
au lieu du revêtement M , u t i l i se r les schémas de modules avec "structures 
thêta" de Mumford [M2] , le plongement grassmannien étant remplacé par le plonge-
ment projectif de loc. c i t . 

4.- REMARQUES ET COMPLEMENTS 

L'auteur s 'est rendu compte un peu tard qu'on pouvait simplifier les arguments 
qui précèdent. La propriété de prolongement de 2.1.3 peut être avantageusement 
remplacée par la version affaiblie suivante, que nous appellerons "propriété de 
prolongement faible" : avec les notations de 2 . 1 , on AuppoAe. de plus l'existence 
de j : S—^M prolongeant : U—» M , et on exige alors que la propriété 
2.1.3 ( i i) soit vérifiée, i .e que j * % coïncide avec a)®̂ )g . 

Avec cette modification le théorème 2.2 reste valable : 

- partie (i) : l'avantage est que l 'on est ramené au cas où la base S est un 
trait. La démonstration est celle de 3.6, mais les résultats de [M.B] ut i l i sés 
en 3.6.2 et 3.6.3 sont bien moins chers dans ce cas. 

- partie (i i) : la partie "prolongement du morphisme" de la propriété de prolon­
gement n 'é ta i t u t i l isée qu'en 2.3, et de façon inessentielle puisqu'il suffit de 
remplacer S (notation de loc. c i t . ) par le normalisé de l'adhérence du graphe 
de TT dans SxM (comme on le fait d 'ailleurs en 2.4). Le reste de la preuve 
est inchangé. 

Un autre bénéfice est que la propriété de prolongement faible s'étend immédia­

tement au cas où, avec les notations de 2 . 1 , A—»S est seulement un "espace 

algébrique semi-abélien" sur le schéma S : en effet on se ramène au cas où S 

est un trait, auquel cas A est automatiquement un schéma. Le lemme de Gabber 

n 'est donc u t i l i sé que dans sa version "espaces algébriques", plus simple. 

Bien entendu, la remarque 2.5 reste valable, de sorte que la propriété de 

prolongement faible et l'amplitude de impliquent la propriété de prolongement 

de 2 .1 .3 . 

Enfin on peut montrer VanixiÂXé. (pour m fixé) de (№,m9%) vérifiant la 

propriété de prolongement faible, lorsque l'on impose à *% d'être ample et à M 
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d'être normal. Plus précisément, on laisse en exercice au lecteur le résultat 
suivant : 

PROPOSITION.- Soient MLj et M2 deux compactif^ication* normales de, M , munies 
respectivement de faisceaux inversibles ^ et $2 Prolongeant oj®m (nU1) . 
On *uppo*e que (Mi,m, véhi^ie la propriété de prolongement faible (pour 
i = 1,2), et que %^ est ample *ur ÎÂ^ . Alons il existe un unique morphisme 
ÏÏ : M2 — • M| induisant Videntité *ur M , et Von a TT* ^ = ^ [comme 
prolongements de a)®m) . 

En conséquence, NL est la compact if icat ion de Satake de M . 
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