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J. FRESNEL

Appendice

UNE BASE NORMALE POUR L'ALGEBRE DE BANACH DE REICH
par

Jean FRESNEL

Le but de cet appendice est de trouver une base normale pour l'algebre de
Banach de Reich }."£ A g définie au §2 de 1l'article précédent '"The Reich trace
formula' de M. Boyarsky, base qui essentiellement ne dépend pas de € et de 4.

Au § 2 (A.2) on montre que cette algébre d'éléments analytiques est une algébre
affinotde et pour cette dernidre on construit au §1(A.1) une base normale en

utilisant des propriétés classiques des algeébres affinofdes et en particulier la di-

vision de Weierstrass.

Les calculs qui suivent n'ont rien d'original, ils sont bien connus des ""géometres
rigides' ; nous les avons écrits pour aider le lecteur peu habitué au maniement

des algebres affinofdes.

A.0.- Quelques rappels sur les algébres affinofdes

DEFINITION 1 (et propriétés).- Soient K un corps valué complet pour une valeur

absolue non archimédienne, K<T,,T.,... ’Tn> la sous-algebre des séries for-

\)1 \)2 AY 1
melles T a T, T°...T." telles que lim [a [ =0 . Cette algebre est de
Vl’ \;Z“,, \)n 1 72 n v
Banach pour la norme ” . ” définie par " = a, TV || = max ,av | , cette norme

est multiplicative. L'algeébre K<T1, TZ’ cees Tn> est souvent appelée 1'ageébre de
Tate, c'est un anneau noethérien ([1], II.3.1), factoriel ([1], II.3.2) dans lequel

tout idéal est fermé ([1], 11.3.3).
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UNE BASE NORMALE

DEFINITION 2 (algébre résiduelle).- Si K estun corps valué, on note K° son
anneau de valuation, K° son idéal de valuation, K=K° /K son corps rési-
duel. Si (A, ||.]]) estune algtbre normée on note A° = facA| |als1},

A* ={acA| |la]l<1} et A =A°/A* s'appelle l'algebre résiduelle de A et

et on note arsa la surjection canonique de A® sur A . En particulier on a

°o _ ° - v
(K<T,;, T, ..., T >) =K°<T, Ty, T >={ D2 T | ,avlsl, a,+0} et
K<T1,T2....,Tn>=K[TI.TZ....,Tn].

DEFINITION 3. - Un élément f¢ K<T,,T,... T > avec llf]]=1 est dit régulier

1" "2

- - d-1 d .
en Tn de degré d si f est de la forme f-c0+c1Tn+...+cd_1Tn +)‘Tn ol
cieK[Tl,...,Tn_l], reR-fo0}.

THEOREME DE DIVISION DE WEIERSTRASS ([1], II.2). - Soient K un corps

valué complet, f¢ K<T1,T2, ’Tn> régulier en Tn de degré d,

geK<T1,T2,...,Tn>. Alors il existe qu<T1,T2....,Tn>, re K<T1""'Tn-]>[Tn]

uniques tels que g=qf+r et deg, r<d. Enplusona lell=max(|lall,ll=ll).
n

A.1.- Une base normale pour une algebre affinofde

PROPOSITION 1. - Soient K un_corps valué complet, m,R¢cK avec

o<|m|=1<|R], geK[Tl,TZ,..., Tn], régulier en T  de degé d (considéré

comme élément de K<T,,Tp ..., T,>) etavec d=deg (g) . Soient
K< T,/R L T/R,S> total
s 1Ty = _._L
A(g,T,R) 2 S-1) ITT R induite par
la norme | . ”R de K< TI/R yeees Tn/R ,S> et o :K<§ , 8> — A(g,7,R)

muni de la norme | .

la surjection canonique. Alors A(g,7,R) est une algebre intégre et

-1
vn_l)e N

n-1

(vl,...,

(ul....,un_l)e]N

0sv<gd, Osu <d
n n

iz0, j>o0

T v, T v ; T, u, T oy .
&g, ™, R) ={ ol(gD) .. () M) o) L@ )
R

est une base normale de A(g,7,R) pour la norme || . ”n R"
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J. FRESNEL

T T
Remarque. - Les éléments de K<§. vees '—E , S> sont les séries de la forme
T, v T v

1 1 n. n n+1 .

3 a =) (=) avec lima =0 et
VyV,eeo V R R v
1 ZT n+l T v
1\’1 _nn n+1 _
HZav(R) e (Rg) S \IR_ m\?x,avl
T1 T T

Démonstration. - Puisque K<'R— s eees Er; , S> (noté briévement K<E ,S5>)

est factoriel (A.0) on a donc A(g,m,R) intégre si et seulement si Sg-m est

T
un élément irréductible de K<E,S> .

Ona 1-= H || ; considérons une factorisation de 'gas - 'H'& .
R R
(1) gEs-—7=(a (T)+a,(T)S+...)(b_(T)+b (T)S+ ...).
R R
Comme [|-gas I hR- 1 etque . "R est multiplicative on peut supposer que
R R :

1 = max “ai”R = max “bi”R

On regarde (1) dans l'algebre résiduelle K<% , S>= E[—; ,8], ona

( )s( )—(a +aIS+ )(b°+bls+...).

On a (par exemple) 1= degs(;°+3 S+...), 0= degS(‘T:TQ+F S+...) puisque

1 1
£ . . . = =% =% =
d”! 0 ; ceci implique b°¥0 , 0 -b1 b2 cee o
N - it - =
Ainsi Hbo“R- 1 et r1n>ai,c Il bi“R<1 . De (1) on déduit -Rd- a b, , donc b

T
est un inversible de K<, 5> et comme "bi”R<1 = "bo"R il suit que
b°+ b,S+b Sz+ ... estun élément inversible de K<—R ,S>. Ainsi gS-m est

1 2 K< T/R., S>

irréductible et par suite A(g,T,R)= est un anneau integre.

(g8-m)
T
Soit g = «(1) , alors g_ estun élément de K<I> régulier en -2 ge
R Rd R R R
degré d . On a donc dans K<§> une division de Weierstrass par gg si
a€K<'T1i> il existe q,r€ K<%> uniques tels que
(2) a=gpatr ov fally = max(llzlly . llally) et
T. T T, T T T T
dés 1 -1 1 n-1 n 1 n-1_ . nd-1
reE = K<R » ,-ﬁ—>®K<E,._,—1;:—> (] ..@K<R veees ?( R)
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UNE BASE NORMALE

En utilisant (2) successivement, il existe r ,r_,...,r ¢E, q eK<I> tels que
o' 1 n n R
n n+l
(3) a-= r°+r1gR+..‘+rngR+qngR avec “a”R—max("rouR, vees ”rnHR, ”qn“R)
I1 suit de (3) et de la relation g_S = (g_S- )+ que a s? s'écrit
R R R Rd

n i n J m
4 s™ = T 8) +(g.s- = T,S), ou u,, v.eE,
4 igoul R j§1 Y3 (g Rd) +(T.9) ou 1y vy€

”a”R = max(”ui”R ) ”vj”R s e ”R) et 0 = 11_1.12 Il ui”R
. T T
Soit feK<%p . ,S8>, il suit de (4) qu'il existe g, v €eE, ¢ 6K<R,S> tels que
(5) £= % u, g + Z: vS +(g,S-"=)¢ , avec ||f” =max (Ju.l.llv.ll.. 2 l)
BT o5 o (Il Bl 12 g

et 0 = lim ”ui”R = lim “vj”R

Dans la décomposition (5) u,, vj et { sont uniques. En effet, si

0= X u g1 + Z.‘ VS + (gRS- d)(, , on peut supposer que

iso i R
1 = max ( ”ui“R , ”lel e l] . Ainsi résiduellement on a
- —_ =i —

. - _= N _ k =r X
Si k = deg L, ona 0 —vk+1+gRLk ol 4-4,°+4,ls+. .+¢ks , “iGK[R]‘

Or deg(Tn)/R Vi+1 <d implique Vier1" 0, ce qui est impossible. Ainsi donc

0= u, = vj pour tout i =20 et pour tout j>O0 .

Soient toujours ¢ : K<‘ET ,S>——=» A(g,7,R) la surjection canonique de

_d._é_.).a__ s
A(g,T,R)= KST/R),S> . Soient f,f’€K<I S> et

I
K<Z ,S> sur = (gs-m) R’

R

- = ey -
(6) f= zou gR+ ): vS+(gRS d); , £ zou gR+ b vJS+(gRS Rdn.
leur décomposition selon (5). Alors ona ®(f)= @(f') si et seulement si

ui=u'i , vJ.= vti pour tout i,j; c'est essentiellement 1l'unicité de (5).
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J. FRESNEL

Il suit alors de (5) et (6) que

ol =1 2 gt E VS = max (g fivylg) -
! j>0 i,j
Ceci montre bien que 4
(Vp Vpseens v 1)EINn
n-1
(T e
T, vl(Tz v, T T,y T, M, (_n)“nsJ i20, j>0 ‘s

®(g. ™ R) {0l R) (R ...(;“) (ﬂ-n cp«R) ol

0sv<d,Ospy <d l
n n
1
est une base normale de A(g,m,R) pour |. ”rr
Remarque. - On peut montrer que toute algeébre affinofde réduite sur un corps K
algébriquement clos admet une base normale pour la norme spectrale (C31)

(voir définition 4 ci-apres). Mais on ne peut dire que ce résultat permette d'ex-

hiber "explicitement'' des bases normales.

A.2.- Une base normale pour une algébre d'éléments analytiques

DEFINITION 4. - Soient K un corps algébriquement clos, valué camplet,

A(g,m,R) 1l'algebre définie par la proposition 1. On appelle spectre maximal de
A(g,m, R), et on le note Spm A(g,m, R), l'ensemble des idéaux maximaux de A(g,mR).
Si MeSpm(A(g,m, R) on a A(g,mR)/M =K ([1],11.3.5 en tenant compte de K algé-
briquement clos) ; ainsi il existe un élément unique f(M)cK tel que f-fft)ch. On appel-

le semi-norme spectrale de A(g,m, R) la semi-norme définie par ”f“ sup |f@)] .

EmGSPH‘A( gmR))

LEMME 1. - La semi-norme spectrale de 1'algebre A(g,T,R) définie par la

proposition 1 est une norme équivalente 3 la norme

” . “n,R *

Démonstration. - En effet A(g,T,R) estune algébre (affinotde) intégre (pro-
position 1), donc réduite et on sait alors que la semi-norme specirale est une
norme et que toute norme de Banach sur A(g, m,R) est équivalente 2 la norme

spectrale ([1], 1I.6.1 ou [2]).

144



UNE BASE NORMALE

LEMME 2. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,

T
q:’.K<R

x(g,rr,R)dff {(x,8)= (xl,xz,...,xn,s)eKn+1 [[x,]=<|R|], 1<isn, |s|[<1}.

, 8> A(g,m,R) définis par la proposition 1 ,

T T
Alors (xl,xz,...,xn, s)-—o‘mx B=cp((T1-x1)K<T S> +. +(T -x )K<-‘ ,S>+(S- s)K< ,S>)
est une bijection de X(g, m,R) sur Spm A(g,m,R). Pour tout £(T, S)€K<T S)

ona o(f)(M, _)=f(x,s). Ainsi ”cp(f)”sp ( sup( | f(x,8) ] .
’ x,8)e X(g, m,R)

Démonstration. - Soient (x,s)¢ X(g,m,R),

T T T . .
- - = - = - =,
me' . (T1 xl) K<R,S> +...+(Tn x ) K<R,S> +(S-s) K<R S> alors la surjection

R R
-m=0, - ! , insi ' = i
Comme g(x)s-T=0, ona gS-m esmx’ g+ 2ainsi cp(!mx’ s) !IRx’ s ©stun idéal

canonique T : K<I 1 S>—w K<I , 5> /:m;‘ . est définie par 1({(T, S))=f(x, 8).

maximal de A(g,m,R) puisque fm‘x g Jker .

Soit M un idéal maximal de A(g,m,R) on a le diagramme commutatif

K<—§,S> —2 . A(gT.R)
<l B
T
K<§ , S ~ A(g,7,R)
-1 m =K
® @

~

ol T,p sontles surjections canoniques.

Comme cp-l(mz) est un idéal maximal de K<“§ ,S> il existe
(xl,xz,...,xn,s)eKn'Hl avec ,x |<|R], |s|]<1 tels que
Qo‘l(‘D?)=(T1-xl)K<§,S>+. .+(T -x )K<'I S>+(S- s)K<RI S> (C1], n 4.4),
De plus T est défini par 1 (£(T, S))- f(x,s), comme gS-Te® (O)Ccp (ﬂUt),

ona 0=9.9(gS-m)=t(gS-m)=g(x)s-T. Ainsi l'application (x,s) +=— ™ est
surjective. Elle est clairement injective. De plus on a |®(f) (fmx s), =| f(x, s)|
et donc |[|o(f) ”s = sup |f(x,s)]

(x,8)e X(g,m,R)
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J. FRESNEL

DEFINITION 5. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,

g, T, R défmls par la proposition 1,

D(g, m, R) {'x (g %y e ,xn)eK | [xi[s[k] ,1si<n, |gx)| 2|7] }, X (D) 1les
fonctions ratlonnelles déﬁnies sur D(g,m,R), c'est-a-dire les éléments
geK(Tl,TZ, ,Tn) tels que Q(x)#0 pour tout xe D(g,m,R). L'algebre

déf P(x)

X (D) est normée par ”—“ up IQ( ) | (norme de la convergence uniforme
sur D(g,m7,R)). L'algébre des él ments analytiques sur D(g,m,R) estle complété

de X (D) pour la norme |. ”D et on la note X (D).

PROPOSITION 2. - Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,
g, T,R, A(g,m,R), ¢ définis par la proposition 1.

1°) L'application (x,s) ++ x de X(g,m,R) dans D(g,7,R) estune bijection

(définition 5 et lemme 2).

2°) Soit QeK[Tl,Tz,...,Tn] tel que Q(x)#0 pour tout x¢ D(g,7,R), alors

©(Q) est un élément inversible de A(g,7,R) ; ainsi 1'application P @(P)

de K[T] dans A(g,m,R) se prolonge en une application § :X(D)— A(g,7,R)

et | est une isométrie de (X(D), ||. ”D) dans (A(g.m.R), | . ”sp) .

3°) L'application § se prolonge par continuité en un isomorphisme de 3C(D)
sur A(g,m,R).

Démonstration
1°) Si (x,8) e X(g,m,R) ona [xilSIR[ , |s|s1 et g(x)s=m , ainsi
|g(x)] = |m| ., ce qui montre x¢D(g,7,R). Il est immédiat que (x,s)~ x est bijectif.

2°) Tout idéal maximal de A(g,7,R) estun ™, . ou (x,8)e X(g,T,R) et
ona ©(Q) (.‘D'lx e Q(x) (lemme 2) ; or d'apres 1°) xe¢ D(g,m,R) ainsi Q(x)#0 ,
ce qui veut dire que ®(Q) (:mx s (lemme 2). Puisque ¢®(Q) n'appartient a

aucun idéal maximal de A(g,T,R), il est inversible.

L'application Pwe=s @ (P) de K[T] dans A(g,m, R) se prolonge en une ap-
plication ¢ : % (D(g,m,R))— A(g,m,R) définie par ¥ (—) =y (P) (W(Q))
Ainsiona y (@) (m )= @(®) (B Jx (o) (3 Py (@) (temme 2).

- ||15‘||

I1 suit de 1°) et du lemme 2 que ”—”
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UNE BASE NORMALE

3°) D'apres le lemme 1, l'algébre A(g,7T,R) est compléte pour la norme
spectrale, ainsi | se prolonge par continuité en une isométrie 'i; de X(D)
dans A(g,m,R). Il reste 2 montrer que I; est surjective, c'est-a-dire que

¢ (% (D)) est dense dans A(g,7,R).

Or (K[ T,S]) est dense dans A(g,7,R) pour la norme | . ”1;_ g donc
pour la norme spectrale (lemme 1), de plus y§ (K[ T, g]) =p(K[T,8]) et
T
K[T,‘g"] cX (D).

Remarque. - On peut montrer que toute algébre affinotde réduite A peut 8tre
considérée comme une algeébre d'éléments analytiques sur Spm A (considéré

comme sous-ensemble d'un polydisque unité).

D'autre part 1'algebre des éléments analytiques sur un ensemble D de la
- - on < l<is<s
forme D= {x (xl,...,xn)eK | [fi(x)[ >, [gj(x),_l ISjSt} est une

algeébre affinofde réduite.

COROLLAIRE 1.- Soient K un corps algébriquement clos, valué, complet,
g, ™, R définis par la proposition 1, D(g,m,R) défini par la _définition 5.

Alors

-1
(vl, Vorees V) J)€E nN°

-1
T, v Tv g. T, n T . (Mg sMos eee s i )e]N’n
171 1 -
® (g R) = (1) o () NP () () = oSy <a . 20
R ~'n ’

OSun<d , j=20

est une base normale de 1'algébre ¥ (D) des éléments analytiques sur D(g,7,R)
pour une norme équivalente d | . ”D .

Démonstration. - C'est une application immédiate des propositions 1 et 2.
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COROLLAIRE 2. - Soient K un _corps algébriquement clos, valué, complet pour

une valuation de rang 1 notée ord, K° son anneau valuation. Soit

_ \)1 \)2 ¥n
g(Tl, TZ' vees Tn) =5 a, | v T1 T2 Tn eK[Tl, vees Tn] un polyndme de
1’2’ ¥n

degré total d avec 0= inf ord(a )= inf orda_ . Soient e=0, A=0,
- v V'y tels que VvV T

v1+... +vn=d

m(e)=m , R(A)= ReK avec e=ordm(e), -A=ord R(A) et 1 =m(0)=R(0) ,

D(e, A g)= {’x:(xl,...,xn)eKnl ord g(x)<e , ord xiE-A pour i=1,...,n} et
F(e,A,g) l'algebre des €léments analytiques sur D(e,A,g). Alors il existe n
formes linéaires Li(T) =5 aijTj ,» 1=isn avec (a.ij)e Gln(K“ ) et telles que

n-1
(vy» ...,vn PED

neg M TaFnmg | e e
) ¢ (g6 1

)
R OSvn<d , 120

le

Ln\)
a(e’A’g)= R) X (R)

osp <d, j>0
soit une base normale pour une norme équivalente 2 la norme de la convergence

uniforme sur D(e,A,g).

Seit 3 - 211-12 ot £=N"Lfo,1,..,d-1}x NN,

22=1N X{O 1,...,d-1} x(N-{0}) on pose
L v L v
- (-1,1 _n n 8 i
ns,e’A-(R) - (R) Q) 8l osex
L u .
1 1 n"n Tj
Ms,e, 8" ( Ry (g7 &L sex,
Alors on a les propriétés suivantes
-(1+}:v )
D Mg e,a%B%,e,0Ms,0,0 & Ps e, "
J s8i 5=(U-:j)€22

gi s=(v,i)exy, by o 4=

2) ona ns’E’AeKET] si sex, ans,e,AeKETJ si a:(“,j)ezz

3) i e'<e, A'<A ona lim b_ A/ s, e, p"0 O soe signifie
8 - ® 8,

limite selon le filtre des comglémentan-es des parties finies de ¥ .

N cK[T] le sous-espace des polyndmes de degré total
au plus N . Alors B (e, A, g)ﬂEN est une base de EN .

4) Soient N=20, E
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UNE BASE NORMALE

Démonstration. - Ona g = g°+ g1+...+gd ou g; est la composante homogene
de g de degré i. Soit g, 1'image de g, par la surjection canonique de K°[T]
sur K[T], Ei est un polyndme de degré i ou estnul, g, estun polyndme
homogene de degré d . Comme K est infini il existe (aij)e Gln('l_{') tel que

(z . 2., £B,.2,,...,2B_. 2, soit homogeéne de la forme
g4 513 f BZJ 5 Bn_; J) g o
u (Zgsenn 2 )tu(Zhn 2 )2 Heituy (24002 ) Z ) +z . Soit
(bij)g Gln(K°) un relédvement de (sij) , il est alors clair que
g(x blj Zj , 3 sz Z‘j yeees O bnj Zj)= h(Zl, ZZ' vees Zn) est de degré total d et

régulier en Zn de degré d. Ainsi

-1
(vl,...,v l)enl:\ln
Z Vl van i 21“1 I (“1 My l)c
®(h,m, R) = (——) (R (-ga) ey ...(R () 0sv_<d, 0su <d
1>0 , j>0

est une base normale de X (D(h,7,R)) pour une norme €quivalente a

Il - ”D(h,rr, R) (corollaire 1).

Soit (aij)e Gln(K" ) la matrice inverse de (bij) alors

(zl,z .,zn)t--o (r a,.2 ,Ea Z.,eees 3 anjzj) définit une bijection de

1 2jj

D(h,7,R) sur D(g,m,R) et donc un isomorphisme isométrique de

20

X(D(h,m,R)) sur X(D(g,m,R)). Ce qui montre que
n-1
(\)1, v )€ N

v L u N (TR )eN""
oe 4,0 (oL ( (-5-> ,(Li LR rEpf U e
R g OSvn<d, OSun<d

i=o0 , j>o0

est une base normale de ¥ (D(g,m,R)) = F pour une norme équivalente 2

8.8
la norme de la convergence uniforme sur D(e A,g)=D(g,7,R).

Le reste du corollaire est immédiat.
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Remarque. - La condition degtotal g = degtotal'g' du corollaire 2 n'est pas

restrictive. Si g¢ K[TI’TZ' .Tn] avec |lgfl=1 il existe g'¢ K[T] tel que

[ e
total & degtotal & -
assez proches de 0 ona D(e¢,A,g)=D(e,A,g') puisque ”g-g'”<1 ; ainsi

lg-g'll<1 et deg On montre facilement que pour ¢, A

X(D(e,A,g) =X(D(e,A,g')) etainsile corollaire 2 est applicable.
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