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Y. FÉLIX 

ESPACES FORMELS ET Π-FORMELS 

Yves FELIX (*) 

I - DEFINITIONS ET EXEMPLES 
A chaque C.W.-complexe 1-connexe de type fini X, on peut associer canoni-

quement 2 modèles minimaux. Le premier Lx , dit de Quillen ([Q] ), est une a.l.d.g. 

(algèbre de Lie différentielle graduée) (]L(V) ,d) vérifiant V = s H^(X;Q) et 

Ĥ (3L(V),d) = TT#(ŒX) ® Q . La différentielle d se décompose sous la forme 

d = d 2 + d 3 + . . . où di(V) C 3L
1(V) . [lL1(V) : crochets de longueur i] . d 2 munit 

l'espace vectoriel dual (sV) # d'une structure d'algèbre isomorphe à S(*(X;Q). Le 

second modèle, W , construit par Sullivan ( [Su]), est une a.d.g.c. (algèbre diffé-

rentielle graduée commutative) (AZ,d) vérifiant Z = |TT̂ (X) ® Q|ffet H (AZ,d) = 

H* (X;Q). De nouveau, la différentielle d se décompose sous la forme 

d = d 2 + d 3 + ... où d I(Z) C A
1Z [A XZ : mots de longueur i]. d 2 munit (s 12$ 

d'un crochet qui en fait une algèbre de Lie graduée isomorphe à TT^(ŒX) ® Q. 

Ces deux modèles sont reliés par les foncteurs C et L de Quillen ( [ Q ] , 

[B-L]). Si (A,d) est une algèbre différentielle graduée commutative de type fini, 

L(A,d) désigne les primitifs de la cobar construction sur la coalgèbre duale. 

i-(A,d) = dL(s-1A^) ,d). Si (L,8) est une a.l.g.d. , C(L,8) désigne l'algèbre des 

cochaînes sur L . 

C(L,8) = (A(sL#),d) 

(*) Chercheur qualifié F.N.R.S. 
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ESPACES FORMELS ET Π- FORMELS 

PROPOSITION.- Il existe des quasi-isomorphismes 

(AZ,d) —^C(TL(V),d) 
(3L(V),d) — ^ > L((AZ,d)) . 

Pour plus de détails, le lecteur est invité à se réferrer à [Su], [Q], [H], [B-L] , 

[M-N] OU [F2] . 

DEFINITION.- Un espace X est dit formel (resp. ir-formel) sTil existe un quasi- 

isomorphisme ^ •> (H*(X;Q),0) (resp. L x (̂ (ftX) ® Q,0)). 

PROPOSITION.- [M-N|[SU] . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

1 ) X est formel, 

2) L x a une différentielle purement quadratique, 

3) L x L(H*(X;Q),0) . 

De façon duale, les conditions suivantes sont équivalentes : 

11 ) X est TT-formel, 

2?) ^ a une différentielle purement quadratique, 

3') I7fx CCTT^X) 0 Q, 0) . 

Un espace formel est entièrement défini par sa cohomologie, un espace ir-formel 

par son homotopie. 

EXEMPLES D'ESPACES FORMELS. 

a) Les variétés kalheriennes compactes connexes |~D] . 

b) Les sphères, les espaces K(Z,n), tout wedge et produit d'espaces formels, 

toute somme connexe de variétés formelles de même dimension. 

c) Tout squelette d'un C.W.-complexe formel instable ; tout retracte d'un espace 

formel. 

d) Tout espace dont la cohomologie est le quotient d'une algèbre symétrique 

libre par une suite régulière de relations (nombreux espaces homogènes [Su]). 

EXEMPLES D'ESPACES TT-FORMELS. 

1) Les sphères, les espaces K(Z,n), tout wedge et produit d'espaces TT-formels. 

2) Les étages de Postnikov d'un espace -rr-formel. 

3) Tout espace obtenu en rajoutant une cellule à un espace ïï-formel X le 

long d'une application f : S N ^ •+ X telle que l'application induite X -̂ *>- X U e1 

soit surjective en homotopie rationnelle. 

4) Tout espace dont 1'homotopie est quotient d'une algèbre de Lie libre par une 
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suite "régulière" de relations exemple : S 3 V S 3 V S 3 U e 8 u e 8 ; co, = ra[b,c|l, L a b c 03 j 032 ' 1 L L 9 J J 9 

o)2 = | _ c > C b > c ] ] - • Une suite de relations a. dans une algèbre de Lie L est 

dite régulière, ou un ensemble fortement libre |_An], si les 2 conditions suivantes 

sont vérifiées 

1) UL Q<ai> 

2) UL - Q<ou) * U(L/(ou)) comme espace vectoriel gradué. 

Dans |An], D. Anick donne des critères explicites pour qu'une suite soit 

fortement libre. Ainsi par exemple la suite 

an= [ady adn-1 x(x,y],[x,y]] 
n ̂  0 

est une suite fortement libre dans L(x,y). Lfespace 3 3 
S > S° i; e ) 

n 

est un 

espace 7T-formel. 

DEVELOPPEMENT DE L'EXEMPLE 3. 

La détermination de ces applications f a fait l'objet d'une étude 

plus générale de J.M. Lemaire ([Le]). Le problème posé était le suivant : soit 

X un C.W.-complexe, a = •> X une application continue. Sous quelles conditions 

a-t-on TT^(CQ^ ® Q = ^^C^) ® Q/ (cO ? Pareille situation correspond à un "meurtre" 

(celui de la classe a), "parfait" (tuer la classe a ne fait apparaître aucune 

nouvelle classe d'homotopie).Le premier exemple de meurtre parfait est du à Labute. 

PROPOSITION [La] .- Si on rattache à un wedge de sphères impaires une cellule le 

long d'une application non rationnellement homotope à zéro, on a toujours un 

crime parfait. 

Dans [Le] et dans [An], le lecteur intéressé peut trouver des critères 

explicites pour qu'un meurtre soit parfait. 
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II - AUTOMORPHISMES DE GRADUATION 
Soit H une a.g.c. Les automorphismes $ de H définis par tft(x) = t

 | x |x , 

x e H , t c Q {0, ± 1} s'appellent les automorphismes de graduation de H. 

THÉORÈME.- ([Su], [Sh]). 

Soit X un C.W.-complexe nilpotent de type fini, alors les propositions sui­ 

vantes sont équivalentes : 

1) X est formel , 

2) ]t e Q \ (0, ± 1) avec $ t réalisable par un automorphisme de X Q , 

3) Le morphisme canonique Aut(X^) Aut H(X Q;Q) est surjectif. 

III - LE PRINCIPAL OUTIL : LE MODELE BIGRADUE D'HALPERIN-STASHEFF ( [H-S]) 

Le modèle bigradué d'une a.g.c. H est une résolution de H par une a.d.g.c. 

libre (AZ,d) dans le sens de Tate-Jozefiak [jo]. (AZ,d) est une a.d. bigraduée 

(Z = © Z ) munie d'un quasi-isomorphisme p : (AZ,d) ->• (H,0) et vérifiant 
p*0 P 

1) H+(AZ,d) = 0 

2) d ( ZP) C ( A« Z)£j • 

L'étude de ce modèle permet d'établir diverses propriétés des espaces formels 

([H-S]). 

Propriété 1 : Tous les produits de Massey définis et d'ordre supérieur à 3 sont 

nuls. 

Propriété 2 : L'homomorphisme de Hurewicz 

TT^(X) 0 Q • Ĥ (X;Q) a pour image les primitifs de 

H^(X;Q) pour sa structure de coalgèbre. 

Propriété 3 : La suite spectrale d'Eilenberg-Moore de la fibration SIX -> EX ->• X 

E 9 = Extu(Q,Q) = > H (ŒX;Q) collapse au terme E. . 

Si maintenant (A,d̂ ) est une a.d.g.c. de cohomologie H , alors il existe une 

différentielle D sur AZ et un quasi-isomorphisme i/) : (AZ,D) (A,d ) vérifiant 
00 A 

D = d + Y d . où d.(Z)C (AZ) . . 
i=2 1 1 P p _ 1 

Pareil modèle s'appelle un modèle filtré de (A,d^). 

Les déformations d̂  "représentent" les opérations cohomologiques d'ordre supé­

rieur. Un exemple illustrerait mieux ce propos. Soit (AZ,d) le modèle bigradué 

de H(S3 v S 3 V S 8 ; Q) . 
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Z o : a,b,u |a| = |b| = 3 , |u| = 8 

Zj : ' vy i' v 2 ' V3 dy = ab , dv] = au , dv2 = bu , dv^ = u 

dz = ya . 

ya est un cocycle représentant le triple produit de Massey <a,b,a>. Dans 

(AZ,d) , il est nul. Dans (AZ,D) où D = d + d ? avec d?z = u , il n'est plus 

nul. Il est rendu cohomologue à u. (AZ,D) est en fait le modèle filtré de l'espace 

S 3 V Si U e 8 . 
a b a) 

Point de vue dual : Une construction du modèle bigradué et de modèles filtrés 

d'une algèbre de Lie TT a été faite par Oukili avec des résultats similaires [ou] . 

IV - OBSTRUCTIONS A LA FORMALITE 

Soit H une a.g.c. et (AZ,d) son modèle bigradué. Soit X un espace de 

cohomologie rationnelle H et (AZ,D) un modèle filtré de X. 

PROPOSITION [H-s] . - X est formel ssi il existe un isomorphisme i|) : (AZ,d) (AZ,D) 

de la forme $ = 1 + + i|L + . . . où if). (Z ) C (AZ) . . 1 z — 1 p p—1 

Ecrivons D = d + d + d0 + ... où d.(Z ) C (AZ) . . 
z J î p P _ 1 

d̂  est une dérivation de AZ commutant à d. L'existence d'un \j? vérifiant 

ij?D = d$ entraîne que d̂  = d ijlj - ip ̂  d . 

Considérons l'algèbre de Lie graduée Der^(AZ). d la munit d'une différentielle 

d par d(0) = d0 - (-1)1 1 8d . d̂  est un cocycle de cette algèbre de Lie. S'il 

existe un il doit être cohomologue à zéro. 
d 2 = d tfj - iPj d < = > [d2] = 0 dans H^Der(AZ) ,d) 

[d0] représente la première obstruction 0 (X) à la formalité de X. 

Si [d?] = 0 , alors X admet un modèle du type (AZ, e De ) avec 

*1 r 1 1 e De =d + d^+....La classe |_d̂J dans H^(Der(AZ) , d) fournit une 

seconde obstruction 02(X). On obtient de cette façon une suite 0 (X) d'obstruc­

tions naturelles, ne dépendant pas des choix antérieurs ([Fl] ,[H-sJ). 

Leur étude permit d'exhiber de nombreux critères de formalité ([H-S], [M-N] , 

[S-S] , [Fl] , [p] , . . .) . Citons en deux : 

Z 2 : z 

2 

q 'v ^ lel 
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Critère 1 : ([H-s]) Si X est un C.W.-complexe n-connexe et de dimension 

$ 3n+l , alors X est formel. 

Critère 2 : ( [M-N]) Si X est une variété n-connexe de dimension $ 4n+l , 

alors X est formel. 

Ces obstructions ont été construites de deux autres façons. La première est due 

à Lemaire et Sigrist ( [L-S]) et se fait comme suit : soit H une a.g.c. Notons 

L = L(H,0) un modèle de Quillen de l'espace formel de cohomologie H. L =(L(V),d0) 

Tout espace X de cohomologie H admet un modèle L x de la forme 

L x = (1L(V), d 2 + d 3 + d 4 + . . .) où d̂ (V) C 3L1(V) . d 3 est une dérivation de 1L(V) 

commutant à à^. C'est donc un cycle de l'a.l.d. (Der̂ (]L (V) , £ yà^\) . Les classes 

[d̂ ] e H^^j (Der (]L(V) ) , |~ >d̂ ] fournissent une suite d'obstructions à la formalité, 

de la même façon que ci-dessus. 

Par le même principe que [H-S] , Stasheff et Schlessinger ont construit une 

nouvelle suite d'obstructions en travaillant sur l'algèbre C(L(H,0)) = (A 3L(V),d) 

( [s-s] , [Ta]). Ces obstructions appartiennent à l'espace H^CDer C(/.(H,0))). 

L'existence d'un quasi-isomorphisme bigradué (AZ,d) -+ C(L(H,0)) montre 

([s-S] ) que les obstructions du premier et du troisième type sont les mêmes. Quant 

aux obstructions du second et du troisième type, un simple calcul sur le foncteur C 

montre qu'elles sont les mêmes. 

La meilleure façon de décrire ces obstructions consiste finalement à introduire 

les cohomologies de Hochschild et de Harrison de H à coefficients dans H, £.ToT| 

Hosch(H,H) et Harr(H,H). Hosch(H,H) désigne la cohomologie du complexe 

Hom(0P H, H) Hom(0P+1 H, H) • 

3f(X 0 ... 0 X ) = X, f(X. 0 ... 0 X + l f(X. 0 ... 0 X. X. . ... X .) 
1 p+1 1 2 p+1 1 î î+l P+l 

+ f(X, 0 ... 0 X ) X t . 
1 p p+1 

r - - K l " 1 -, 
LH = idéal d'augmentation de H , X̂  = (-1) X̂ J . 

La cohomologie de Harrison est celle du sous-complexe 

Homg(0
P H , H) • Hom g(0

P + 1 H , H) • 

où l'indice s signifie que les applications linéaires s'annulent sur les décompo-

sables du shuffle produit. 

Munissons l'élément hj 0 ... 0 h^ du degré (£ |ĥ |) - p+1 . Le complexe de 

Harrison se décompose en sous complexes 
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Homq(®P H, H) H. Hom q + 1(® P + 1 H, H) 
s s 

dont la cohomologie se notera Harrp *,q(H,H) . 

A partir des isomorphismes Homq(®P H , H) - Der q(L(H)) on montre facilement 
s p-1 _ 

que le complexe de Harrison est isomorphe au complexe. (Der (L(H),[̂  9d^\) . 
Les obstructions CK(X) appartiennent donc aux espaces Harr1+*'^(H,H). 

PROPOSITION 1.- Si H 2̂(Der(AZ), d) = Harr^
2'1(H,H) = 0 , alors tout espace de 

cohomologie H est formel, on dit alors que H est intrinsèquement formelle. 

La réciproque n'est pas vrai : il se peut que H soit intrinsèquement formelle 

et que Harr^^'^(H,H) / 0. Un exemple est donné dans [Fl] : 

(S~* x S^) # (S^ x S^) # (S/on) ou sJo^ désigne le second espace produit réduit 

de James de S 

Sur une extension k algébriquement close de Q, les perturbations d̂  + d̂  +... 

du modèle de Quillen forment une variété algébrique V sur laquelle opère un groupe 

algébrique G = Aut H x où Ĝ  est le groupe des automorphismes de 1L(V) de la 

forme 1 + + iP2

 + ••• où iJL (V) C IL 1 + 1 (V) . Le quotient V/G représente l'espace 

des différents types d'homotopie de cohomologie H. ( [L-s], [s-s], [Fl]). 

PROPOSITION 2.-
>2 1 

a) Harr^ ' (H,H) est isomorphe au quotient au point "espace formel" de l'es­ 

pace tangent à Zariski à V par l'espace tangent à l'orbite de l'espace formel. 

* 2 * 1 
b) si_ Harr * (H,H) = 0 alors la variété V est lisse et Harr ' (H,H) = 0 

ssi H est intrinsèquement formelle. c) L'espace formel est rigide ssi H est intrinsèquement formel. 

Pour plus de détails sur cette variété, le lecteur est invité à se référer à 

[L-S], [S-S], et [Fl]. 

La cohomologie de Harrison se plonge dans la cohomologie de Hochschild [Bar]. 

(D Harr*(H,H) y Hosch*(H,H) . 

En utilisant cette injection, Tanré a pu démontré que les espaces p /p sont 

intrinsèquement formels [Ta]. Ce second anneau est appelé par Gerstenhaber ([Ge] ) 
1 * 

l'anneau infinitésimal de H. Gerstenhaber montre que Hosch ' (H,H) mesure les 

déformations infinitésimales de la loi d'algèbre de H. 
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Hosch (H,H) mesure en fait les déformations infinitésimales de la différen­
tielle du modèle d'Adans-Hilton de l'espace (H,0) 

U L(H,0) . 

L'injection (1) envoie toute déformation infinitésimale du modèle de Quillen sur la 

déformation correspondante de son algèbre enveloppante. En particulier Hoscĥ '̂  

mesure les déformations infinitésimales quadratiques de la différentielle. On 

retrouve et on généralise ainsi le résultat de Gerstenhaber. 

V - TYPE D'HOMOTOPIE : CONSEQUENCE FORMELLE DE LA COHOMOLOGIE 

Si X est un espace formel de cohomologie H, alors son algèbre de Lie d'homo-

topie rationnelle TT^C^X) 8 Q est isomorphe à H(L(H,0)). 

TT^(ŒX) ® Q peut également se calculer comme suit : 

TT̂ CftX) 0 Q = PCĤ ftX ; Q)) = P(ExtR(Q,Q)) . 

Cette algèbre Ext (Q,Q) contient une sous-algèbre Ext ^(Q,Q) , algèbre envelop-

pante de l'algèbre de Lie engendrée par les générateurs fermés du modèle de Quillen. 

Cette algèbre Ext^^(Q,Q) se calcule comme suit [r] . Soit m l'idéal maximal H+. 
H 

Ext^(Q.Q) = T((m/m2)#) / (I) 

où I est l'idéal bilatère engendré par l'image de l'application 

(m /m ) > (m/m ) ® (m/m ) duale de la multiplication . 

PROPOSITION.- [Lo] 

4 
Si m = 0 , alors il existe un espace vectoriel gradué V tel que T(V) soit 

une sous-algèbre de Hopf de Ext (Q,Q) et que ri 

Ext (Q,Q) =Ext£1)(Q,Q) 0 T(V) comme Ext^^CQ.Q) 

module à gauche et T(V) module à droite. 

7rn(X) ® Q est encore isomorphe à l'espace vectoriel (Zn)^ où (AZ,d) dési­

gne le modèle bigradué de H. Halperin et Stasheff établissent alors la formule 

suivante : 
- Y (-l)q dim Z q 

00 00 P 
1 (dim HP) t

P = !r (l-(-Dr tr) P + q = r 

p=0 r=2 
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d'où l?on peut tirer une approximation du rayon de convergence R de Ĥ (ftX;Q). 

R $ inf {|ẑ | parcourt les zéros de la série de Poincaré de X}. [F-T] . 

En particulier, si X est de dim n , alors 

R S [dim Hn(X;Q)] 1 / n 

VI - HOMOTOPIE DES ESPACES TT-FORMELS DE CATEGORIE FINIE 

Peu de choses connues,citons seulement : 

PROPOSITION.- Si X est un espace -n—formel de catégorie finie et si a e 7T2x^X^ 

est non nul, alors [a,a] est aussi non nul. 

VII - LES t± 

Notons e. = dim Z. 
i i 

2 e = dim Z = dim m/m 
0 o 
e, = dim Z, = dim H.(H ® AZ ) . 
1 1 I o 

Les résultats principaux actuellement connus sur les sont les suivants : 

PROPOSITION 1.- [F-H] 

Si X est un espace formel et si TT (X) 8 Q < «> , alors e. = 0 pour i 2. - * i 
Autrement dit, H (X;Q) est le quotient d'une algèbre libre par une suite régulière  

de relations. 

PROPOSITION 2.- [Koszul] E = 0 ===> e. = 0 i :> 2 . 
L J 2 i 

PROPOSITION 3.- Si H = H P
a l r et si e 2 i + 1 = 0 pour un i > 1 , alors = 0. 

En particulier = 0 = > e 2 = 0. 

PROPOSITION 4.- ([F-T]) Si e2 + 0 , alo rs il n'existe qu'un nombre fini d'e.-nuls. 

Conjecture : Si un = 0 i > 2 , alors = 0 pour i :> 2 . 

Cette conjecture est équivalente à dire que l'application p : Zfî (Zq © Zj)
ff 

est injective sur le sous-groupe des éléments de Gottlieb. 

Une conjecture plus forte (Jacobson [ja]) veut que p soit injective sur le 

centre. 

Problème dual. Soit (3L(V),d) le modèle bigradué d'une algèbre de Lie ir. 
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Notons = dim . Il peut se faire que en ̂  0 et e£ = 0 i > n , n 
arbitrairement grand et dans ce cas ï 0 pour j £ n . 

Question : si = 0 est-ce que = 0 i > 2 ? 

VIII - ALGEBRES A DUALITE DE POINCARÉ 

L'existence de la dualité de Poincaré sur la cohomologie d'un espace augmente 

le caractère formel et TT-formel de cet espace. Nous n'en donnerons pour preuve que 

les deux théorèmes suivants : 

THÉORÈME 1. [st] (Formalité de l'application d'attachement). 

a) Si_ X et_ Y sont deux espaces de dimension n vérifiant la dualité de  

Poincaré , si_ X < n et_ Y < n ont même type d'homotopie, alors il en est de même  

de X et de Y. 

b) Soit (lL(V),d) le modèle de Quillen d'un espace à dualité de Poincaré, 

alors la différentielle du générateur de degré maximal est quadratique. 

COROLLAIRE.- Si X est une variété de dimension n et si X < n est formel, 

alors X est formel. 

THÉORÈME 2. (fT-formalité de l'application d'attachement). (*) 

2 

Si X est un espace formel à dualité de Poincaré, si dim m/m > 1 

(m = H+(X;Q), et si f : S n ' X' est l'application d'attachement de la classe 

fondamentale (X' = X ), alors : 
1) Π*(x) = Π*(x') / (f) 

2) TT (X') = ir (X) * TT (Sn S comme espace vectoriel gradué. 

Remarques : 1) Ce théorème fournit un exemple de "meutre parfait" au sens vu 

au § 1. 

2) Tr̂ (X') contient toujours une sous-algèbre de Lie libre. 

2 

COROLLAIRE 1,- S^ dim m/m > 1 et si X' est formel et TT-formel, alors X est  

formel et TT-formel. 

COROLLAIRE 2,- Sî  X et̂  Y sont deux variétés formelles et ir-formelles, alors il  

en est de même de leur somme connexe. 

COROLLAIRE 3.- [M-NJ Les variétés m-connexes de dimension £ 3m+l sont 

TT—formelles. 

(*) cf. aussi Avramov conf. ibid. 
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COROLLAIRE 4.- P(H# £3X',t) = P(H^ QX , t) . [l - t
n 2 PCH^ fìX, t)~] 1 . 

Ce corollaire 4 permet de calculer facilement P(H^ ŒX,t) quand X est une 

intersection complète de r hypersurfaces dans (Cn+r . En effet dans ce cas 

X < 2 n - v S" vp n _ 1(Œ) . ([Ne] [BaJ). 
a a 

Démonstration du théorème : Dans [AV] , Avramov montre que si X est un espace 

formel, si dim m/m2 > 1 et si H(X;Q) = H p a i r(X;Q) vérifie la dualité de Poincaré, 

alors : 

H # № ' ) = Ĥ CiîX) ® T(sn 2 Í2X) . 

(on montre facilement que l'hypothèse H = H p a i r peut être supprimée). 

Il en résulte que la suite spectrale d'homotopie rationnelle de la cofibration 

S n _ 1 •> X* X collapse au terme E 2 et donc que "^(X1) ® Q + %(X) ® Q est 

surjectif. 

Problème : L'hypothèse de formalité dans ce théorème 2 peut-elle être enlevée ? 
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