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S O U S - V A R I É T É S DE RANG CONSTANT D 'UNE V A R I É T É SYMPLECTIQUE 

Charles-Michel Marie 

au Professeur Georges Reeb, 

en hommage respectueux 

1. INTRODUCTION. 

1 . 1 . BUT DE CE T R A V A I L E T P R I N C I P A U X R É S U L T A T S . 

Soit (M,fi) une variété symplectique de dimension 2m, et N une 

sous-variété de dimension n de M. On considérera dans cet exposé le 

cas où la 2-forme ^ induite par Œ sur N, est de rang constant. Si ce 

rang, nécessairement pair, est 2p, on conviendra de dire que N est une 

sous-variété de rang constant 2p de la variété symplectique M. 

On se propose d'étudier et de classifier les voisinages, dans une 

variété symplectique, d'une sous-variété de rang constant donné. Le 

cas des sous-variétés coisotropes sera considéré d'abord, dans le 

paragraphe 3; puis le cas général sera traité paragraphe 4. On étudie

ra notamment le problème suivant. Soient (M^fi^ et (M2,^2) deux vari

étés symplectiques de même dimension 2m, IŜ  et N 2 deux sous-variétés 

de même dimension n, et de même rang constant 2p, respectivement de M^ 

et de M2» On désigne par et ^ 2 ^ e s 2-formes induites, respective

ment, par £ll sur N 1 et par ^ 2 sur N 2. On suppose qu'il existe un dif-

féomorphisme f : N 1 N 2 , tel que : 

f * % 2 = % x / 

et on cherche à quelle condition f se prolonge en un symplectomorphisme 
A 

f, d'un ouvert U 1 de M 1 contenant N 1, sur un ouvert U 2 de M 2 contenant 

N 2. Une réponse est donnée par le théorème 4.5 : f se prolonge en un 

symplectomorphisme f si et seulement si les deux fibres vectoriels 

symplectiques orth Tl^ / TN^ n orth TN^ et orth TN 2 / TN 2 n orth TN 2 

69 



C-M. MARLE 

sont isomorphes, au dessus du difféomorphisme f : N N 2 de leurs 

bases. Ce résultat étend un théorème de A. Weinstein [14, 15] relatif 

à la classification des voisinages des plongements isotropes dfune 

variété dans une variété symplectique. 

Lorsqu'on se restreint à l'étude purement locale du voisinage 

d'un point d'une sous-variété de rang constant d'une variété symplec

tique, on peut déduire du théorème précédent l'existence de cartes 

adaptées (corollaire 4.6). On peut voir ainsi, notamment, que toute 

sous-variété de dimension n et de rang constant 2p d'une variété symp

lectique est localement (mais en général pas globalement), une feuille 

d'un feuilletage local de cette variété symplectique en sous-variétés 

de rang constant 2p. 

On étudie ensuite le cas particulier où la sous-variété de rang 

constant est une orbite N de l'action d'un groupe de Lie de symplecto-

morphismes de la variété symplectique (M,fi). Moyennant certaines hypo

thèses restrictives (et, notamment, en supposant l'action du groupe de 

Lie G hamiltonienne), on construit dans le paragraphe 5 un modèle d'un 

voisinage de l'orbite N, dans la variété symplectique (M,Œ); on montre 

en effet qu'il existe un symplectomorphisme d'un ouvert de M contenant 

N, sur un ouvert de l'espace total F* d'un certain fibre vectoriel de 

base N, dont la restriction à N est la section nulle de F*; le groupe 

de Lie G agit sur le fibre vectoriel F* , et le symplectomorphisme dont 

on établit l'existence est équivariant, pour les actions de G sur M et 

sur F*. On peut d'autre part expliciter entièrement, en termes ne 

faisant intervenir que les propriétés du groupe G et de son algèbre de 

Lie, la 2-forme symplectique sur F* (ou plus exactement, sur un ouvert 

de l'espace total de ce fibre) , et le moment de l'action du groupe de 

Lie G sur F*. Ces résultats peuvent, en un certain sens, être considé

rés comme une généralisation du théorème d'existence des variables 

actions-angles C2, 3] pour les systèmes hamiltoniens complètement 

integrables. 

Les démonstrations reposent sur une généralisation de la forme de 

Liouville, présentée dans le paragraphe 2, et surtout sur les théorèmes 

de Weinstein Cl4, 15]. 

Le présent travail est à rapprocher de celui de P. Libermann £7]. 

La formulation de certains des problèmes traités ici, et plusieurs 

idées jouant un rôle important dans les démonstrations, ont d'ailleurs 

été suggérées par P. Libermann; l'auteur lui exprime sa très vive 

gratitude. D'autre part, l'auteur a également été fortement influencé 

70 



SOUS-VARIÉTÉS D'UNE VARIÉTÉ SYMPLECTIQUE 

par le travail de P. Dazord [4, 5]; il le remercie chaleureusement, 

pour plusieurs discussions qui l'ont beaucoup éclairé. 

1 . 2 . HYPOTHÈSES GÉNÉRALES E T NOTATIONS. 

Les variétés considérées sont à base dénombrable, différentiables 

de classe C°°. Une même lettre (par exemple, E), sera utilisée pour 

désigner un fibre vectoriel et son espace total; si x est un point de 

la base, on notera E la fibre de E en x. ' x 

La terminologie et les notations concernant les variétés symplec-

tiques sont celles de l'ouvrage d'Abraham et Marsden Cl] . 

2 . FORMES DE L I O U V I L L E G É N É R A L I S É E S . 

2 . 1 . Soit N une variété différentiable de dimension n, et F un sous-

fibré vectoriel de rang k du fibre tangent TN. On appellera projecteur 

de TN sur F, un morphisme X du fibre vectoriel TN sur le fibre vecto

riel F, tel que la restriction de H F soit l'application identique. 

Il existe toujours de tels projecteurs: il suffit en effet de munir la 

variété N d'une métrique riemannienne g; TN est alors somme directe de 

F et de son orthogonal F1, relativement à g; cette décomposition défi

nit un projecteur ayant F 1 pour noyau. 

2 . 2 . D É F I N I T I O N . Soit X : TM F un projecteur (2.1) . On appelle  

forme de Liouville généralisée associée au projecteur X, la 1-forme 

ou sur l'espace total du dual F de F : 

a x = ( X) a , 

où fcX : F* T*M est le morphisme transposé de X , et où a désigne la 

1-forme de Liouville sur le fibre cotangent T M. 

2 . 3 • PROPOSITIONi La forme de Liouville généralisée associée au pro-

jecteur X vérifie les propriétés suivantes. 

1 ) Pour tout v e TF , on a si p : TF -•F 

désignent les projections canoniques : 

• et n • 
F •> N 

a x (v) = < p(v) , X o TTT (V) > . 

2°) Pour toute section 0 du fibre vectoriel F*, on a 
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B*aY=tY.B , 

et est l'unique 1-forme sur F* vérifiant cette propriété. 

En effet 1°) est une conséquence immédiate de la définition, et 

2°) se démontre comme la propriété correspondante de la forme de 

Liouville d'un fibre cotangent (voir par exemple [1]). 

3 , V A R I É T É S PRÉSYMPLECTIQUES E T S O U S - V A R I É T É S COISOTROPES, 

3 , 1 . Soit (N,i2N) une variété présymplectique (Souriau [13]), c'est-à-

dire une variété différentiable N, de dimension n, munie d'une 2-forme 

fermée de rang constant 2p. On pose : 

n = 2p + k . 

Le noyau F = ker de la 2-forme est un sous-fibré vectoriel 

de rang k, complètement integrable, du fibre tangent TN. Soit un pro

jecteur X : TN -> F ; on note ou la forme de Liouville généralisée 
• A * 

correspondante sur le dual F de F (2.2) , et ir : F -> N la projection 

canonique. 

3 I 2 I PROPOSITIONi Avec les hypothèses précisées en 3.1, la 2-forme : 

V = + d a * 

est fermée, et l'ensemble W des points de F* où elle est non dégénérée 

est un ouvert contenant l'image de la section nulle. La variété N, 

identifiée grâce à la section nulle à une sous-variété de W, est une 

sous-variété coisotrope de la variété symplectique (W,n * ) , et la 
F 

2-forme induite sur N par S2 * n'est autre que fi^. 

Démonstration. D'après le théorème de Darboux, tout point de la varié

té N possède un voisinage U, domaine d'une carte de coordonnées locales 

x 1, ... x k, y 1, ... y 2 p, telle que £2 ait pour expression : 

AN p 
r i=l 

dy p + 1 A dy1 . 

Soient x , ... x k, y , ... y p, p , ... p les coordonnées 

• 
locales dans la carte correspondante de F .Un champ de vecteurs Z 

tangent à F*s'exprime dans cette carte sous la forme : 
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Z = 

k 

i = l 
x 1 

e 

Sx1 

2p 

j=1 

yj 3 

9yJ 

k 

S = l I 
3 

9Ps 

où X 1, , P g sont fonctions de (x
1, ... x k, y 1, ... y 2 p, p^, ... p k ) . 

On a : 

Tir o Z = 
k 

i = 1 
X 1 3 

Sx1 

+ 
2P 

0 = 1 

yj 3 

9yJ 

X o T?r o Z = 
k 

i = 1 
(X1 + 

2r> 

j = 1 
.1 

3 

Sx1 

où les A3: sont des fonctions de (x1, — x k, y 1, — y 2 p) . On a donc, 

d'après 2.3, 1°) : 

<ox , Z) = 
k 

i = 1 
Pi 

(X1 + 
2P 

j = 1 
A^ Y j) 

Ceci montre que la forme de Liouville généralisée ou est : 

ay K 

1 = 1 
p. (dx1 + 

2p 

j=1 
A 1 dyj) 

J 

Par conséquent : 

dax 

k 

i=l 
[dPi A (dx1 + f A* dyj) 

2j> k 3A* 2p 3A* . 

1 j=l s=l 3x r=l 3y 

On en déduit l'expression locale de & * : 

V = ? d ^ p + i A dyi + ! dPi A < d x i + Y A- dy j) 
F i=l i=l 1 i=l J 

k 2_p k 3A* 2p 3Â  
+ I Pi( ï ( I —± d^ S + l — ì dyr) A dyJ) . 
i=l 1 j=l s=l 3x r=l 3y 

La 2-forme est évidemment fermée, et on voit immédiatement 

qu'elle est non dégénérée sur l'image de la section nulle de F , car 

celle-ci est, dans la carte considérée, définie par les équations 

p.̂  = 0 (1 < i < k) . On voit aussi que Sl^* induit sur N (identifiée 
grâce à la section nulle, à une sous-variété de F*), la 2-forme 

et que N est coisotrope. 

3 . 3 . REMARQUE. 0 n convient, comme en 3.2, d'identifier, grâce à la 

section nulle de F*, N à une sous-variété coisotrope de la variété 

symplectique (W,^) . Soit x un point de N. Le noyau ker X x du 
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projecteur X au point x, est un sous-espace vectoriel de T N, donc 

aussi de T W. On peut vérifier que ker X est un sous-espace vectoriel 
X x 

symplectique, de dimension 2p, de l'espace vectoriel symplectique T W. 

Avec les notations de la démonstration de 3.2, ker X est en effet 
x 

engendré par les 2p vecteurs, valeurs au point x des champs : 

-H- - ! A* -K , (1 < j < 2p) . 
3yJ i=1 J 3x 

L'orthogonal symplectique (relativement à ftp*) orth(ker X^) de 

ker X^, est donc un sous-espace vectoriel symplectique, de dimension 

2k, de T̂ W; il est engendré par les 2k vecteurs, valeurs au point x 

des champs : 

-K- , (1 < i < k) ; , (1 < i < k) . 
8X1 3 pi 

On voit ainsi que F (fibre en x du sous-fibré vectoriel F de TN) 
* x * 

et T

X (
F

X ) (espace tangent en x à la fibre de F au point x), sont 

deux sous-espaces lagrangiens supplémentaires de l'espace vectoriel 

symplectique orth(ker X ), engendrés respectivement par les valeurs 
g x 3 

en x des champs —T- (1 < i < k) et (1 < i < k) . 
8 x i 

3 . 4 , P R O P O S I T I O N . Toute variété présymplectique (N,^) peut être  
plongée, en tant que sous-variété coisotrope, dans une variété symple
ctique (M,fl), la 2-forme symplectique £2 induisant sur N la 2-forme f^. 

Cette proposition est en effet une conséquence immédiate de 3.2, 

puisqu'on peut prendre (M,£2) = (W,^*) 

3 . 5 . E n v u e d'applications développées dans le paragraphe 4, on va 

généraliser la proposition 3.2; on conserve les hypothèses et notations 

précisées en 3.1, et de plus on considère un fibre vectoriel H, de 

base N et de rang 2q (q e ]N ) . On suppose donné un morphisme biliné-

aire antisymétrique : 

co : H ® H IR 
ri 

qui fait de H un fibre vectoriel symplectique. 

Un théorème d'extension, dû à A. Weinstein [15], permet d'affir

mer qu'il existe une 2-forme différentielle fermée f définie sur 

l'espace total du fibre vectoriel H, vérifiant les propriétés suivantes: 

i) pour tout point x de N, et tous v e T N, W G TxH, on a 

Î2 (x) (v , w) = 0 
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ii) pour tout point x de N, et tout couple (v,w) d'éléments de la 

fibre H r on a x ' 

ftR(x) (v , w) = coH(x) (v , w) 

Dans le membre de gauche, le point x de N est considéré comme un 

point de H (l'origine de la fibre H x), car N est identifiée à l'image 

de la section nulle; on a également identifié avec le sous-espace 

vectoriel T H de T H ; v et w sont donc, dans ce membre, considérés x x x 
comme deux éléments de T H. 

x 

3 . 6 . PROPOSITIONI Les hypothèses et notations étant celles précisées  
en 3.1, 3.2 et 3.5, on définit, sur l'espace total du fibre vectoriel 

H © F* , une 2-forme fermée ^HeF* en posant : 

AHoF*= TT*1AH + TT*2AF* AHoF*=TT*1AH+TT*2AF* 

7r et ÏÏ2 désignant les projections de H © F*, respectivement sur H et  

sur F*. 

Alors l'ensemble V des points de H © F* où la 2-forme fermée  
n

H e F * est non dégénérée, est un ouvert contenant l'image de la section  

nulle. La variété N, identifiée grâce à la section nulle à une sous-

variété de V, est une sous-variété de rang constant 2p de la variété  

symplectique (V,Œ H e F*), et la 2-forme induite sur N par
 n

H e F * n'est  

autre que 

Démonstration. Les propriétés indiquées sont des conséquences directes 

de 3.3, 3.5, et de la décomposition en somme directe de l'espace tan

gent en un point x de N à l'espace total H © F* : 

T (H © F*) = T N © T (H ) © T (F*) x x x x x x 

= T F* © T (H ) x x x 7 

La proposition 3.6 admet un corollaire, qui généralise 3.4 : 

3 . 7 . COROLLAIRE. Soit (N,^) une variété présymplectique de dimension 

n = 2p + k , munie d'une 2-forme fermée ^ de rang 2p. Pour tout entier 

q G ]N , la variété N se plonge, en tant que sous-variété de rang  

constant 2p, dans une variété symplectique (M,Œ) de dimension 2(p+k+q), 

la 2-forme symplectique Œ induisant sur N la 2-forme Sl^. 
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Il existe en effet un fibre vectoriel symplectique H de base N et 

de rang 2q : par exemple le fibre trivial N x 1 2 c f. Il suffit alors 

d'appliquer la proposition 3.6, et de faire (M,í2) = (V,i2HeF*). 

4 . S O U S - V A R I É T É S DE RANG CONSTANT D 'UNE V A R I É T É S Y M P L E C T I Q U E . 

4 . 1 . Soit (M,iî) une variété symplectique de dimension 2m, N une sous-

variété de dimension n et de rang constant 2p (définition en 1.1) de 

la variété^ M, et la 2-forme induite par Í2 sur N. On a toujours : 

n = 2p + k ; 2m = 2p + 2k + 2q , 

avec k et q G UN . On a considéré dans le paragraphe précédent le cas 
où N est coisotrope, c'est-à-dire le cas où q = 0. On va maintenant 

traiter le cas général q > 0. 

On désigne par TNM le fibre vectoriel symplectique, restriction 

de TM à N. Le fibre TN, tangent à la sous-variété N, en est un sous-

fibré vectoriel. On note orth(TN) l'orthogonal symplectique de TN 

dans T^M, et on pose : 

F = ker Í2N = TN n orth(TN) . 

Comme en 3.1, F est un sous-fibré vectoriel de rang k, complète

ment integrable, de TN. 

4 . 2 . LEMMEi Avec les hypothèses et notations précisées en 4.1, le  
fibre vectoriel symplectique T^M se décompose (de manière non unique)  

en une somme directe : 

T̂ M = F © G © H © K , 

où G et H sont des supplémentaires de F, respectivement dans TN et  

dans orth(TN); G, H et leur somme directe G © H sont des sous-fibrés  

vectoriels symplectiques de T^M, de rangs respectifs 2p, 2q et 2(p+q); 

l'orthogonal symplectique orth(G © H) de G © H dans T^M est un  

sous-fibré vectoriel symplectique de Tĵ M, et F en est un sous-fibré  

lagrangien; enfin K est un supplémentaire lagrangien de F dans 

orth(G © H). La 2-forme £2 établit alors un isomorphisme j de K sur le  

dual F* de F, si l'on pose pour tous x G N, v G K^, W G F x : 

< j (v) , w > = ft (x) (v , w) . 

Démonstration. L'énoncé même de ce lemme donne le schéma de la 
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démonstration: on choisit, d'une manière quelconque (par exemple en 

utilisant 1'orthogonalité relativement à une métrique riemannienne 

auxiliaire), des supplémentaires G et H de F, respectivement dans TN 

et dans orth(TN); les rangs de G et de H sont respectivement 2p et 2q 

et, puisque F = TN n orth(TN), les restrictions de aux sous-fibrés G 

et H sont non dégénérées; G et H sont donc bien des sous-fibrés vecto

riels symplectiques de ainsi que leur somme directe G © H. 

L'orthogonal symplectique orth(G © H) de G © H dans T^M, est donc 

aussi un sous-fibré vectoriel symplectique de T^M. D'autre part, on a: 

orth F = TN + orth(TN) = F © G © H , 

donc : 

orth F D G © H , 

F C orth(G © H) 

Comme la restriction de la 2-forme îî à F est nulle, et que les 

rangs de F et de orth(G © H) sont respectivement k et 2k, on voit que 

F est un sous-fibré lagrangien de orth(G © H). Un théorème de Weinstein 

[14] permet alors d'ffirmer l'existence d'un supplémentaire lagrangien 

K de F dans orth(G © H). Enfin puisque la restriction de n à orth(G©H) 

est non dégénérée, la formule indiquée dans l'énoncé définit un iso-

morphisme j de K sur F*. 

4 . 3 . Dans les hypothèses et avec les notations du lemme 4.2, on choisit 

pour projecteur X : TN = F © G -> F, le morphisme de fibres vectoriels 

dont la restriction à F est l'identité, et dont le noyau est G. Soit 

Œp* la 2-forme sur F* qui lui est associée, et ft^une 2-forme fermée 

définie sur l'espace total du fibre vectoriel symplectique H, obtenue 

comme indiqué en 3.5. La 2-forme fermée ̂ jjep* définie dans la proposi

tion 3.6 est, d'après cette même proposition, non dégénérée sur un 

ouvert V de H © F contenant l'image de la section nulle, et elle 

induit sur N (identifiée, grâce à la section nulle, à une sous-variété 

de V), une 2-forme égale à ft^. 

4 . 4 . LEMME. Avec les hypothèses et notations précisées en 4.3, il  

existe un symplectomorphisme y d'un ouvert U, contenant N, de la vari
été symplectique (M,£2) , sur un ouvert ^ (U) de la variété symplectique 

(V,£2HeF*) , dont la restriction à N est la section nulle de H © F*. 

Démonstration. Puisque H © K est un supplémentaire du sous-fibré 
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vectoriel TN de il existe un voisinage tubulaire de la sous-vari

été N de M, à valeurs dans H © K, c'est-à-dire un difféomorphisme 0 

d'un ouvert W de M contenant N, sur un ouvert i//(W) de H © K, dont la 

restriction à N est la section nulle de H © K. On impose de plus à \jj 
de vérifier, pour tout point x de N et tout élément v du sous-espace 
vectoriel H © K de T M : x x x 

(*) Txi//(v) = v . 

On a convenu d'identifier H © K avec le sous-espace vertical 
x x ^ 

de T^( x)(H © K), ensemble des vecteurs tangents à la fibre © K x 

en son origine ^(x); au second membre de l'expression ci-dessus, v 

est donc considéré comme un élément de ̂ ( xj (H © K) . On pose : 
(**) * = (idH © j) o * , 

où j : K F* est 1 ' isomorphisme de fibres vectoriels défini dans le 

lemme 4.2. 

En restreignant si nécessaire W, on peut supposer $(W) contenu 

dans l'ouvert V. On a alors sur l'ouvert W de M deux formes symplec-

tiques, Œ et /(îî^^) . Afin de vérifier que ces deux formes sont 
ri® r 

égales sur la sous-variété N, on considère un point x de N, et deux 

éléments v et w de TxM. On a : 
( ĤeF*) (x) (v,w) = n R e F *( ï(x)) (Txï(v) , Txï(w)) . 

Si v et w appartiennent tous deux à TxN = F x © G x , le second 

membre de cette expression est égal à SI (x) (v,w) , car la 2-forme 

induite par fl

Hep* sur N (identifiée à l'image de la section nulle) 

n'est autre que X2N# 

Si v appartient à H x, la propriété (*) de \j/, et la définition 
(**) de i//, montrent que Tx>//(v) est égal à v; si de plus w est élé
ment de TN © K , on voit compte tenu de la définition de X2._ _* (3.6) 

x x ' - H®F 
et des propriétés de (3.5), que le second membre de l'expression 

ri 
ci-dessus est nul; 0, (x) (v,w) est nul aussi, puisque T xN ® K x est 

l'orthogonal symplectique de Hx» 

Si v et w appartiennent tous deux à H x, (v) et T ̂ (w) sont 

égaux, respectivement, à v et w, et le second membre de l'égalité ci-

dessus est égal à SI (x) (v,w) . 
Si v appartient à Kx, Tx$ {v) est égal à j (v) , d'après (*) et 

(**); si de plus w appartient à G

x

 e K

x ' les propriétés de la 2-forme 
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X2_* établies en 3.3 montrent que le second membre de l'expression ci-
F 

dessus est nul; SI (x) (v,w) est nul aussi car l'orthogonal symplectique 
de K est G © H © K . 

X X X X 

Enfin si v appartient à K x et w à F , on a d'après les propriétés 

de a p* : 
aHeF*rô(x)) (TxJ(v) , Tj(w)) = < j(v) , w> =n(x)(v,w) . 

En utilisant la bilinéarité des deux 2-formes considérées, et la 

décomposition en somme directe de TxM, on voit que Q, et \p ( ĤeF*) sont 

égales sur la sous-variété N. Un théorème de Weinstein [14, 15] montre 

alors qu'il existe un difféomorphisme x d'un ouvert U de W contenant 

N, sur un autre ouvert x(U) de W contenant N, dont la restriction à N 

est l'identité, vérifiant : 

x * ( ï * » H e F * > ) = « • 

On voit ainsi que : 

</> = ï o X 

possède les propriétés désirées. 

4 . 5 . THÉORÈME. Soient (M^Q.^) et ^2,^2^ deux variétés symplectiques  

de même dimension 2m, N^ et N2 deux sous-variétés, de dimension n et  

de rang constant 2p, respectivement de M 1 et de M 2, et & N les 

formes induites, respectivement par ¿2̂  sur N^ et par £1^ sur On 

suppose qu'il existe un difféomorphisme f : N^ N

2 ' tel que : 

N 2 N x 

A 

Le difféomorphisme f se prolonge en un symplectomorphisme f d'un  

ouvert U 1 de contenant N 1, sur un ouvert U 2 de M 2 contenant N 2, si  

et seulement si les deux fibres vectoriels symplectiques : 

orth(TN1) / TNX n orth(TN1) , et orth(TN2) / TN 2 n orth(TN2) , 

sont isomorphes, au dessus du difféomorphisme f : N 1 •> N2 de leurs  

bases. 

A 

Démonstration. Si le symplectomorphisme f prolongeant f existe, les 

deux fibres vectoriels symplectiques orth(TN^) / TN^ n orth(TN^), 
(i = 1 ou 2), sont évidemment isomorphes. Réciproquement, on suppose 

ces deux fibres isomorphes. On pose F. = ker ft.T , F 0 = ker X2„T . On 
- * 1 N1 ' 2 N2 
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choisit un supplémentaire G 1 de F̂  dans Tî^, et on pose : 

G 2 = Tf(Gx) . 

G 2 est alors un supplémentaire de F 2 dans TN2. En appliquant le 

lemme 4.2, on obtient les décompositions en sommes directes : 

T M = F ® G ® H ® K N x 1 1 1 1 1 ' 

T X T M 0 = F 0 ® G 0 ® H 0 ® K 0 . N2 2 2 2 2 2 

Le fibre vectoriel symplectique , supplémentaire de 

TN 1 n orth(TN1) dans ortMTN.^), est isomorphe au fibre symplectique 

quotient orthprï^) / TN^ n ortMTî^). De même, H 2 est isomorphe à 

orth(TN2) / TN 2 n orth(TN2). D'après l'hypothèse faite, H 1 et H 2 sont 

deux fibres vectoriels symplectiques isomorphes, au dessus du difféo

morphisme f : N 2 de leurs bases. D'après le lemme 4.2, les 

2-formes ¿2̂  et ̂ 2 définissent des isomorphismes j 1 et j 2, respective

ment de sur F*, et de K 2 sur F2» Mais la restriction de Tf à F 1 

est un isomorphisme de F., sur F~; le transposé de (Tf | F )
 1 est un 

isomorphisme de F, sur F ~. On obtient donc ainsi un isomorphisme, noté 
~ • * 
f, de H 1 ® F 1 sur H 2 ® F 2 , au dessus du dif f éomorphisme f :N1 -*• N 2. 

Les deux 2-formes fermées &rr et Œ • non dégénérées respec-

tivement sur un ouvert de © F1 et sur un ouvert V*2 de H 2 ® F 2, 

obtenues grâce à la proposition 3.6, peuvent être choisies de telle 

sorte qu'elles vérifient : 

£*VE eF*> =
 a

H ®F* » 

Soient d'autre part ^ (i = 1 ou 2) les symplectomorphismes d'un 

ouvert U. de (M.. ) sur un ouvert v.(U.) de (V.,̂  * ) , obtenus 1 1 1 1 1 1 i j_ 
par application du lemme 4.4. En restreignant convenablement les 

ouverts \Jl et U 2, on peut faire en sorte que l'application : 
A 

f = V>2 o f o 

soit un symplectomorphisme de U 1 sur U 2, possédant les propriétés 

désirées. 

On peut déduire du théorème précédent une propriété purement 

locale, présentée dans le corollaire : 

4 . 6 . C O R O L L A I R E . Soit N une sous-variété de dimension n et de rang  

constant 2p, d'une variété symplectique (M,H) de dimension 2m. On pose 
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h = 2p + k, m = 2(p + k + q) . Tout point x de N possède un voisinage 

ouvert U dans M, domaine d'une carte de M dont les coordonnées locales 
/ 1 k 1 2p 1 2qx i n sont notées (x , ... x , y , ... y , z 1, ... z k, w , ... w ^) , telle 

que la forme symplectique SI ait pour expression : 
n = l àyi+v A dy1 + f dz. A dxj + ï dw r + q A dwr , 

i=1 j=1 3 r=1 

et que N n u soit défini par les équations : 

z. = 0 , (1 < j < k) ; w = 0 , (1 < r < 2q) 
J 

Démonstration. Soit M 1 un ouvert de M, contenant le point x, SI ̂  la 
restriction de SI à M 1, et = N n En restreignant si nécessaire 

M 1, on peut supposer contractile; tous les fibres vectoriels de 

base N.̂  rencontrés dans l'application du théorème 4.5 sont alors 

triviaux. Soit °-N la 2-forme induite par SI sur N 1. Le théorème de 

Darboux, appliqué à la variété présymplectique ( N 1 ) , montre qu'il 

existe sur N 1 un système de coordonnées locales (x
1, ...xk,y1,...y2p) 

tel que ait pour expression : 

AN1 E 

i = 1 
dyi+p ^^dyi 

On prend alors M 2 = N 1 x ]R
k + 2 ( 1, et on désigne les coordonnées 

locales usuelles sur le facteur ]R k + 2 q par (z1 , ... zfc, w
1 , . . .w2q-) . 

On prend pour sous-variété N2 de 1^ : 

N 2 = N x x {0} , 

et pour forme symplectique ̂ 2 sur Mo 

°2 
1 
i=1 dy Ì + P A dv1 k 

j = 1 
dZ. A dxJ 4 

q 

r=1 
iwr + Q- A dwr 

Le fibre vectoriel symplectique orthOTlŜ ) / n orthClN^, de 
rang 2q, est trivial; il s'identifie au produit x ]R 2q- , muni d'un 

morphisme bilinéaire de ^ x ]R 2 q x 1 2 < 1 dans 3R : 

(nx , v , v' ) coCn^ (v , v' ) , 

(avec n̂  £ , v et v' £ 3R ̂  ; n 1 ^ w(n1) est une application diffé-

rentiable de N 1 dans l'ensemble des formes bilinéaires antisymétriques 

non dégénérées sur TR ^) . 

Mais puisque est contractile, on peut en utilisant un automor-

phisme convenable du fibre vectoriel trivial N1 x jr ^ , se ramener 

au cas où uin^) est une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée 

fixe sur ]R 2<^, indépendante du point n 1 de N 1 considéré. 
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On voit ainsi que les deux fibres vectoriels symplectiques 

orthCTI^) / TN^ n orth(TN1) et orth(TN2) / TN 2 n orth(TN2) sont 

isomorphes. Le théorème 4.5 donne alors le résultat désiré. 

4 . 7 . REMARQUES. 

I o). Le théorème 4.5 et son corollaire 4.6 permettent de retrou

ver certains résultats dûs à Lichnerowicz [8], concernant les hamil-

toniens adaptés à une sous-variété, et à Sniatycki [12], concernant 

les sous-variétés de rang constant d'une variété symplectique. Le 

lecteur pourra pour cela se reporter à [9]. 

2°). Avec les notations de 4.6, les sous-variétés d'équations : 

z = a , (1 < j < k) ; w r = b r , (1 < r < 2q) , 

j J 
où les a. et b r sont des constantes, forment un feuilletage local de 

J 
la variété symplectique M, en sous-variétés de dimension n et de rang 

constant 2p, dont N n u est une feuille. 

5 . V O I S I N A G E D'UNE O R B I T E D 'UNE ACTION HAMILTONIENNE. 

5 , 1 , Soit (M,Œ) une variété symplectique connexe, de dimension 2m, et 

G un groupe de Lie de dimension n agissant à gauche sur M par symplec-

tomorphismes. On note cette action : 

(g , x) g.x , 

et on la suppose hamiltonienne : cela signifie qu'il existe une appli

cation J de M dans le dual G¡* de l'algèbre de Lie Gj de G, appelée 
moment (Souriau [13]), telle que pour tout X G Gj, on ait : 

i (XM)îl = - d < J , X > . 

On a désigné par X^ le champ de vecteurs fondamental sur M associé 

à X, défini par : 

XM(x) = A . (exp(-tX).x)|t=Q , (x G M). 

On sait [13] qu'il existe une action affine a de G sur (g*, dont 

la partie linéaire est l'action coadjointe, qui rend le moment J équi-

variant. Cette action s'exprime par : 

a (g , M) = Ad* ju + 0 (g) (g G G , M G ) , 
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où 0 : G Cj* est un 1-cocycle symplectique. On a noté Ad* la repré

sentation coadjointe de G dans § , contragrédiente de la représenta
tion adjointe : 

<Ad* n , X> = </i , Ad x X> , (/i G (g*, g G G, X G Çj ) . 

5 , 2 • Soit % G (j* une valeur régulière de J, telle que J 1(£) soit non 

vide. On pose : 

= (a (g , n | g e g} ; G{ = (g e G | a(g,|) =11; 

Mç = J" 1 ( n ; = J " 1 ^ ) . 

L'orbite Ofc est une sous-variété immergée (pas nécessairement 

plongée) de ^ . D'après le théorème de Kirillov-Kostant-Souriau [6], 

elle possède une structure symplectique. Sa dimension, nécessairement 

paire, sera notée 2p. 

est une sous-variété de dimension 2m-n de M. Pour tout point x 

de , on montre (Marsden et Weinstein [11]) que l'orthogonal symplec

tique de TxM^ est : 

orth(TxM^) = (XM(x) | X G g} . 

Ce résultat permet de montrer que l'action de G sur M est locale
ment libre au voisinage de N̂  . On vérifie également que est une 

sous-variété coisotrope (en général immergée, pas nécessairement plon

gée) , de dimension 2m+2p-n, de la variété symplectique (M,£2) . 

5 , 3 . Outre les hypothèses déjà indiquées en 5.1 et en 5.2, on fera 

pour simplifier les hypothèses additionnelles suivantes : 

i) le groupe G, et son sous-groupe Ĝ  , sont connexes; 

ii) l'action de G sur est simplement transitive; 

iii) est une sous-variété fermée de M. 

On choisit, une fois pour toutes, un point x Q de M . L'application: 

g g.x 
^ ^ o 

est alors un difféomorphisme de G sur , appliquant le sous-groupe Ĝ  
sur , et l'élément neutre sur X q . On conviendra dans la suite 

d'identifier G à N̂  au moyen de ce difféomorphisme. D'autre part, 

l'orbite s'identifie à l'espace homogène G/G^ , et la restriction 

de J à N. s'identifie alors à la projection canonique de G sur G/Gt . 
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5,4i Puisqu'on a convenu d'identifier G à la sous-variété coisotrope 

de M, on note ftç la 2-forme induite par n sur G, et F le noyau de 

Œ G. Comme en 3.1, on choisit un projecteur X de TG sur F; mais dans le 

cas présent, le groupe G agit sur lui-même par translation à gauche, 

en laissant Çl^ invariante; le relèvement canonique de cette action à 
TG laisse le sous-fibré vectoriel F invariant, et on doit choisir le 

projecteur X de telle sorte qu'il soit équivariant. Puisque le point 

x s'identifie à l'élément neutre e de G, la fibre F s'identifie à o x Q 

l'algèbre de Lie g du sous-groupe Ĝ  de G. Le choix d'un projecteur 

(également noté X) de l'algèbre de Lie Gj (considérée comme un espace 

vectoriel) sur son sous-espace vectoriel Cĵ  , détermine donc le projec

teur X à l'élément neutre; sa valeur en tout point de G s'en déduit 

par équivariance. 

D'après la proposition 3.2, on peut alors définir sur l'espace 

total du dual F* de F, une 2-forme fermée n * , et l'ensemble W des 

points de F où £2 * est non dégénérée est un ouvert contenant G (iden-
tifié à une sous-variété de F au moyen de la section nulle).On a vu 

que G agit sur le fibre vectoriel F. Par dualité, on en déduit une 

action de G sur F*, qui relève l'action de G sur lui-même par transla

tion à gauche. On vérifie que la 2-forme £2F* , et l'ouvert W, sont 

invariants par cette action. On peut même voir que l'action de G sur 

la variété symplectique (W,£2 *) est hamiltonienne, et déterminer un 
moment J : W de cette action. 

L'action de G sur F* permet de trivialiser ce fibre vectoriel et 

de l'identifier à G x (j* , où (j* désigne le dual de l'algèbre de Lie 

du groupe G^. On note : 

7T F • -> G X : F -> §j 

les applications correspondantes. La 2-forme £1^ 

sont alors donnés par les expressions suivantes 
'F* ' 

A 

et le moment J, 

n p *( A 0 (Z1 , Z2) = <! - ^fi , [TL X x , TL _x X2] > 

- 0(TL _x X, , TL _! X 9) 

+ <r?1 , X 0 TLg_x X2> - <T?2 , X 0 TLg_i X 1 > ; 

J(n) = Ad* U - ^0) + $ (g) 

On a désigné par ju un élément de F , par Z± et Z-2 deux vecteurs 

tangents à F* en ju ; © = Te0 est considéré ici comme une forme bili-
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néaire sur g ; on a posé : 
7T (/i) = g G G 

T ( ZI ) = XI G T G i' î g 

x (л ) = ß e ç£ 

Tx(z.) = ч ± e (i = 1 ou 2). 

5 . 5 . L a variété présymplectique (G,^G), identifiée à , apparaît 

comme une sous-variété coisotrope, d'une part de (M,£l), d'autre part 

de (W,flp*). On peut lui appliquer le théorème 4.5. Si de plus on 
r 

suppose qu'il existe sur M une connexion linéaire invariante par 

l'action de G (ce qui est en particulier le cas lorsque G est compact), 

on peut construire un voisinage tubulaire de , dont la rétraction 

sur (par homothétie sur les fibres) commute avec l'action de G. En 

utilisant une version équivariante des théorèmes de Weinstein [15], on 

peut préciser le résultat obtenu par le théorème 4.5, et prouver 

11équivariance du symplectomorphisme dont il affirme l'existence. On 

obtient ainsi : 

5 . 6 . THÉORÈME. Dans les hypothèses précisées ci-dessus, il existe un 

symplectomorphisme ii, équivariant pour les actions de G, respective

ment sur M et sur F , d'un ouvert U de M contenant G (identifié à ISL ) , 
if * 

sur un ouvert ^(U) de F contenant l'image de la section nulle et 
contenu dans l'ouvert W de F sur lequel £2 * est une 2-forme symplec-

* 
tique, dont la restriction # à G est la section nulle de F . 

5 . 7 . Le théorème 5.6 peut, en un certain sens, être considéré comme 
une généralisation du théorème d'existence des variables actions-angles 

(Arnold et Avez [3], Arnold [2]), auquel il se réduit lorsque le groupe 

de Lie G est le tore T n, avec n = m. Ce point de vue est développé 

dans [10]. 
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