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INTRODUCTION 

Le Chapitre I expose la théorie due à Birkhoff. Nous avons inclus 

ce chapitre pour la commodité du lecteur et aussi pour donner des démonstra-

tions complètes là où Birkhoff donne seulement une idée, voir une esquisse 

de démonstration. Dans l'appendice, Albert Fathi donne une démonstration 

plus topologique du théorème de Birkhoff (1.3). 

Chacun des chapitres comporte une introduction, et a été rédigé, 

dans la mesure du possible, pour pouvoir être lu indépendamment. 

Une variété difféomorphe à x  F es t appelé cylindre ou anneau 

(ouvert) et une variété difféomorphe a TT̂  x [0,1] est appelée anneau (sous-

entendu à bord). 
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CHAPITRE I 

LA THEORIE DE BIRKHOFF 

INTRODUCTION. 

Nous exposons les résultats de Birkhoff [1, § 44 - § 47] tels que nous les 

utiliserons ultérieurement. Le lecteur peut aussi consulter Birkhoff [2] et 

[3]. Les résultats 2.2 et 2.3 = B[l,p.l96], 2.4 = B[1,p.200-201], 3.1 = B[l, 

p.195-196], 5.7 ~ B[l,§ 46], 5.9.2 ~ B[1,§ 47]. Les résultats 5.1 à 5.6 sont 

énoncés dans Birkhoff [3]. Nous exposerons en 5.8 et 5.9 les zones d'insta-

bilités de Birkhoff [3] en nous appuyant sur les résultats de généricité de 

Robinson [l] et le théorème de J. Moser [l] (on peut aussi consulter Herman 

[2] pour une démonstration du théorème de Moser). 
2 

Pour un exposé élémentaire dans S d e la dualité d'Alexander, le lecteur 

peut consulter Wall [l]. Pour la démonstration du théorème de Jordan voir 

Wall [l], pour celle du théorème de Jordan-Schbnflies, voir Newman [l,VI], et 

pour la démonstration du théorème de la représentation conforme le lecteur 

peut consulter Rudin [l]. 

NOTATIONS. 

On note le tore de dimension n par TTn = IRn/Z5n , Homeo+(ir1) es t le grou-
1 k l pe des homéomorphismes de TT préservan t l'orientation et Diff+(IT ) est le 

k 1 
groupe des difféomorphismes de classe C d e TT préservan t l'orientation. 

Une fonction C °(E) est lipschitzienne, si 

sup "  CPjy) * = Lip i<p)<+œ. On note LipClT1) = {<P€C°(lDl<P est Z-périodi-
x̂ y , X " y l 

que et Lip(9)<+»). Une application h Ç C°(1T1, TT1 ) est dite lipschi tzienne si 
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M. R. HERMAN 

elle est lipschitzienne pour la métrique de groupe de TT̂  (notée || || ) quotient 

de la métrique standard de F. L e rapport de Lipschitz de h est alors noté 

LipCh). (On rappelle que si (X^,dL), i= 1,2 sont 2 espaces métriques 

f : (X̂, d̂  )-» (X̂ , d2) est une application lipschitzienne s'il existe K>0 tel 

que l'on ait dg(f (x) ,f (y) ) < Kd^(x,y) pour x,y£X^.) 
k l k l On note par C (H ) , k € IN , l'espace des fonctions de classe C d e 1T . Si 

k l k 

f6 C (ïï ) , D f désigne la dérivée d'ordre k de f. 

Si X est un espace topologique séparé, un cercle de X est l'image C d'une ap-

plication continue injective (i-e. un plongement topologique) de TT dan s X. 
C est aussi appelé cercle plongé ou encore courbe fermée simple, C est homéo-

1 
morphe a TT . C est dit invariant par un homéomorphisme f de X si on a f(C) = C. 

Soit n  ̂1 et soit 9: X -» Fn un e fonction continue, on note ||<P|| =  Sup ||<P(x)||, 
C° x6X. 

où, si y = (ya, - - . ,yn) G ]R
n , ||y|| = sup lyj. 

2 r  / \  2  I 2 2  i On note par 3D l e disque [(x̂ Xg) 6 F I  x̂  +x2^lj . 

1 1 1 1.1 A  désigne une des variétés suivantes : 1T xlR, T£ x[0,+»[ o u TT x[0,l]. 
k 

f sera un difféomorphisme de classe C (k ^ lj de A supposé homotope a l'iden-

tité. Pour 0< e <, Cj(e) est le cône de de s demi-droites OD vérifiant 

langle (OD,O0) I -  e . 

On note le cône opposé Cj^(e) = -C^(e). 

r=0 

CI(e) 

Figure 
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THÉORIE DE BIRKHOFF 

Df v  6 CTT(e) ( resp- CT(e)) x x  I I r I 

Df"1 v <ECT(e) ( resp. CTT(e)) . x x  I  * - I I 

Si f dévie la verticale à gauche, alors f dévi e la verticale a droite. 

Le difféomorphisme f dévie la verticale à gauche s'il existe C>0 tel que, 

si Df = x 
a(x) 

c(x) 

b(x)i 

d(x) 
alors pour tout x, on ait b(x)< -C et 

a(x)d(x) - b(x)c(X) ;> C. 

1-3 Exemples :  a ) Soi t t(r) € Ck(F) , k ;> 1, véri f i ant ^r^- > £Q > 0, alors 

le dif féomorphisme ( 9 , r ) Ç TT1 x 1R( 0 + t ( r ), r ) dévie la verticale à droite. 

b) Soi t 9(0) Ç Ck(lT1) et f(0,r) = (6 + r, r + 9(9 + r)), 

f"1(6,r) = (9 - r + 9(6), r-9(9))-

Le difféomorphisme f de IT* x TR préserve la mesure de Lebesgue dô Adr, f 

est homotope à l'identité et f dévie la verticale à droite- f est un dif-
1 

féomorphisme globalement canonique si et seulement si f* 9(6)d6=0, f a 
0 

alors la propriété d'intersection (voir Herman [2, § 2] . 

On peut aussi remarquer que f définit un difféomorphisme de 
2 1  2  2 TT = (TT xIR)/(9,r)~(9,r+l) qui est isotope à (9,r)£ H -4( 9 + r,r)Ç ïï . 

1-4 Remarque :  S i f est un difféomorphisme de A qui dévie la verticale, 

alors il existe T) > 0 tel que, si g est un difféomorphisme de A vérifiant 

sup lllDf - Dg II I < 7], alors g dévie la verticale (II I II I est une norme de 
x€A x x 

£(I*2, K2) ). 

1.-2 Soi t f un difféomorphisme de classe C 1 de A, Df l'application tangente 

de f, l'espace tangent de A étant muni de sa trivialisation canonique. Le 

champ de vecteurs vertical de A est le champ de vecteurs v =̂ (0,1), xÇ A . 

L'application Df au point x est notée Dfx et on a Dfx : {x} x R
2 -» {f (x) } x ]R2 . 

Définition :  Le difféomorphisme f de_ A dévie (ou tourne) la verticale à  

gauche (resp- à droite) s'il existe 0 <ε < t / 2 tel que, pour tout x£ A, on ait 
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M. R. HERMAN 

1 1 La C -topologie uniforme sur Diff (A) est la topologie de la conver-

gence uniforme sur A plus la topologie de la convergence uniforme des 

matrices jacobiennes. 

1-5 Si f est un difféomorphisme de A qui dévie la verticale à gauche, alors 

il existe T] > 0 tel que pour tout x£A, on ait 

^ >  angle(Ôe , Df OD ) > 1 2 & '  x  +  2 

- I < angle(Ô0 , Df 1 Ôïf ) < | 

où D+ = (1,7]), D _ = (1,71) 

Figure 

r=n0 r=T]e 

(remarquer que Df (5r )£C (e) , Df .  D f 1(Ôr)=Or, Df 1(Or)ÇC (e) et X J- -L r, ~~ 1 . v X X X i (x ) 

qu'une matrice B6GL (2,F) agissant sur les directions des demi-droites 

(i.e. Sx) préserve l'ordre). 

Df (Oit ) 
x + 

Figure 
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THÉORIE DE BIRKHOFF 

On vérifie que si f est un difféomorphisme de A homotope à l'identité 

et que si f vérifie la propriété ci-dessus, alors f dévie la verticale 

à gauche. 

2.1 O n se donne un difféomorphisme f de classe C1 de A homotope à l'iden-

ti té. 

On suppose qu'il existe 9£C°(ir1) tel que le graphe de 9 : 

C = {(9,9(9)) I  9 € TT1} soit invariant par f . Soit p1(0,r) = '8 la première 

projection. On pose g= P^fjç) i g e st un homéomorphisme du cercle TT1 pré-

servant l'orientation puisque f est homotope à l'identité. On a 

f(9,9(9)) = (g(9),9(g(9))) 

puisque le cercle C est invariant par f (i.e. f(C) = C) . 

2.2 O n suppose que le difféomorphisme f de 2.1 dévie la verticale (à gau-

che). Soit le nombre T) > 0 défini en 1.5-

Proposition :  Si le difféomorphisme f qui dévie la verticale laisse in-

variant un cercle C qui est le graphe de 96 C°( ' ir 1) , alors 9 est lipschi tzienne 

et on a même 

l9(e)-9(9')l <  T i H e - e ' H pour ||e - e- H *  \  , 

où, si 9 € IT1 et. 9 est un relèvement de 9 à E 

||e|| = inf l e + pl • 
pGZ 
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M. R. HERMAN 

Démonstration :  On se place dans le revêtement universel A = ExI de A 

(difféomorphe à TT*xI , où I= R ou F+ ou [0,l]), et on désigne par f un 

relèvement de f. f laisse invariant C qui est le graphe de 9 où 9= W ° p 

et p: AA est la projection, g se relève en g£Homéo+(lO vérifian t 

g( 0 + 1 ) = 1 + g( 0 ). La propriété de dévier la verticale à gauche est aussi 

vérifiée pour f . 

L'homémorphisme g préserve l'ordre et l'orientation de R (o n choisit une 

orientation de !R) . 

On a, si e < et , 

I angle(ÔÎ,yy1) I < : - ~ 

avec y  = f(e/p(e)) = (g(e),<p(g(e)), y t = f ( e1 , ï ( e 1 » =  ( g ( e 1 ) , î ( g ( e 1 ) ) ) 
Pour tout 0 6 TT , il existe e(e)>0 tel que 

(-e(e) < e - e t < o) > 
î ( e J - ï ( e ) 

e 1 -  e 
< TI -

D? (OD ) x + 

graphe de <P 

y 1 =(g(e 1),M>(g(e 1 ) ) ) 

' (g(e),^(g(e)))= y 
x=(e,^(e)) 

( e 1 , ï ( e 1 ) ) 

TT̂ IR 

o g(e ) g (e 1 ) e 0 t e 
Figure 

(Ceci résulte du fait que f est de classe C et , si on supposait, par 

l'absurde, qu'il existe une suite 6^>0, 0j -» 9 vérifiant 
7(0. ) - ï ( e) 

eA -  e 
* TI, 
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THÉORIE DE BIRKHOFF 

on aurait par 1.5 angle (OO,yy)>TT/2 ce qui est impossible.) 

On a de même, pour tout 0 £ TT , il existe e (e)>0, tel que 

(e1(e) >  e - 0t> 0) 
<p(e )  -<?<e) 

e i ' e 

<n 

En faisant le même raisonnement pour f~*, on a, pour tout 0 G TT* , il existe 

e 2(8)
> 6» t e l <l ue 

(o <  l e - e 1 l < e2(e» = => l<?(e ) - ï ( e 1 ) I  *  ti le - e 1 l . 

En considérant un recouvrement fini de TT1 par des intervalles 

]6. - e (0. ) , 0. + e (0. )[ , 1 £ i <; N, il existe e_ > 0 tel que si 0< l e - G. I < e, 
1 < 5 1  1  ¿ 2 1  u  1  3 

on ait k ( e ) - (P(0i ) I  ̂T] le - e 4 I , pour i=l,2,...,N. Donc il existe >  0 

tel que, si 0 < I 0 - 0 1 I < o n ait |<P( 0) - 9( 0' )  I <; 7] I 0 - 0 ' I  . 

La fonction cPGC°(îT^) est donc lipschitzienne. M> est presque par-

tout dérivable pour la mesure de Lebesgue d0 et on a D<P 6 L°°, ||D<P|| -s T) 
L°° 

(puisque c'est vrai localement). On a donc pour 0 et 0' dans F, 9(0) -9(0') e 

e' 
D9(t)dt et donc 

l<p(e) - 9(0«)| ^  nie - e* I • 

Sons les mêmes hypothèses que 2.2, les homéomorphismes 
-1 1 1 g et g sont des applications lipschitziennes de T£ dans TT ( pour la 

Corollaire :  2.3 

métrique de groupe définie par ]| || ). 

Démonstration On désigne par k le supremum des rapports de Lipschitz 

de f|ç et de f|̂  (on munit A de la métrique induite de 

d((0,r),(e\r')) = sup(||e - e ' ||, lr - r' I ) . On a 

g = Pt
 0 f lc

 0 $ 

-1 _- l , 
g =  Pi 0 f  l e °  $ 
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M. R. HERMAN 

où $(9,r) = (6,9(e)) et p1(0,r)=e (i.e. la 1ère projection). 

Il en résulte l'inégalité suivante : 

sup(Lip(g),Lip(g"a)) £ k sup(l,Lip(9)) 

2.4.1 Soi t f un difféomorphisme de A qui dévie la verticale à droite. On 

suppose que f laisse invariants deux cercles e t qu i sont les graphes 

de W et 2̂ éléments de C°(1T*) . Soit f un relèvement de f à A. On pose 

f. = f ,7: ,  f. e D°(1T1) = {f 6 Homéo (K) I f - Id Ç C°(1T1 ) }, où on note par C. 1 I  C». l  +  1 1 
le relevé de C. à A . 

1 
Si gÇD^TT1) , p(g)ÇE es t son "nombre de rotation" (cf. Herman [l, II]). 

Puisque le nombre de rotation est indépendant du point, si H 4 0 , 

alors on a p(f )= P(f2) • 

2.4.2 Proposition :  On a, si  ̂<  q>2, p(f )^p(f2>-

Pémonstration :  I l suffit, par (Herman [l, III.4] de démontrer que pour 

tout 8 6 E , on a g1(e) < g2(9), où gi(9) = Pa(f(9,cPi(e))) (g . est C°-conju-

gué à f±). Or , si f(e,r) = (f1(e,r),f2(9,r)) et 0 € K, on a 

g 2 (e)-g 1 (e) =  / -57 - (6,9^6) + t(92(e)-tP1(e))(92(e) - 91(e))dt 

df ^  „ 

mais -j -̂ (e ,9(e) + t(92(e) - tP 1(e) ) > O, puisque f dévie la verticale a 

droite. • 

2.4.3 Pa r (Herman [l, III.4]), si p(f1)^d ou si p(f2)^Q, on a 

p(ft)< P(f2) . 

2.4.4 Complément :  Sous les mêmes hypothèses que 2.4.1, si on suppose 

10 



THÉORIE DE BIRKHOFF 

de plus que f préserve la mesure de Lebesgue, on a, si  ̂<  ̂ 2 ' P(f^)^P(̂ 2^ " 

Démonstration Par 2.4.2 et 2.4.3, on peut supposer que p(f )=p(f2) q 
où £ç 4, q 1̂ et (p,q) = 1 - Soit x. = (e.,r.) un point fixe de R °  f? , q i l l ^ - p î  1 

x. Ç C. , pour i = 1,2 et tel que xQ soit le premier point fixe de R «  f̂  
1 1 £ —  p 4t J 
sur C2 à droite d e la droite (ô^lxE . (On n'exclut pas 6̂  = Q2

 a priori.) 

On pose ya = C2 fl ({6̂  x K) , y 2 = Ct H ( { e2 ) x F) . Si x2^ y1 , soit R le disque 

bordé par [x^ŷ  U (ArcCŷ Xg) sur Z^) (J [x2,y2] U (Arc(y2,x1 ) sur C1 ) . 

R-p° 7 q [ xl^l> 

R 

yl 

X2 

C2 y a + ( i , o ) 

Xl 

y2 

Cl 
x1+(l,0) 

Figure dans IT1 xlR 

Par un raisonnement analogue à 3.5.6 (iii) (puisqu e 

R p° f q( [x̂, ŷ] ) est un chemin négatif de classe C1 à partir de x € ,  que 

f laisse invariant chaque courbe ,  i = 1,2, ainsi que l'orientation sur 

chaque ,  que f dévie la verticale à droite et que R 0 f (ŷ ) est le 

premier point d'intersection de R 0 f̂ CCx^y ]̂) avec s i on pose 

R p f q ( y 1 ) = (G',r'), on a e i < 0 ' < 6 2 . I l suit que 9 1 = 02
 e st impossible. 

Par 3.5.6 (i), R J x i »  y^C ) e s^ contenu dans l'intérieur du domaine R. 

La même conclusion est valable pour R 0 f̂ (]x0,y0[) . Les courbes C son t 
— p £ £ 1 

de mesure de Lebesgue nulle ainsi que les intervalles [x^,y^], i= 1,2. 

Ce qui contredit le fait que f préserve la mesure de Lebesgue. • 
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M, R. HERMAN 

Remarque :  E n général, si nÇ IN est grand, le difféomorphisme fn ne dévie 

pas la verticale à droite. (Par exemple, il suffit de supposer que f possède 

un point périodique elliptique irrationnel dans le domaine limité par 

et C^)• En contrepartie, si n^l, le chemin fn([x,y^]) est un chemin néga-

tif à partir de ^(x^)6 (i.e . l'angle de la verticale ët de la tangente 

de la courbe t—>9(t) = fn( ( 1 - t)x +  ty1 ), 0* t <s 1, angle<vx ,
 d ^ t ) )  , x= 9(t), 

est toujours algébriquement négatif, ceci en ayant choisi une détermina-

tion d'angle dans le revêtement universel (ad hoc) à partir de t=0 le long 

de <P(t) et satisfaisant la condition pour t=0). 

§ 3. UN THEOREME DE BIRKHOFF. 

k 1 

3.1 O n se donne un di f f éomorphi sme f de classe C , k̂  1, de TT x IR+ 

(R+=[0,+œ[) q Ui dévie la verticale à gauche (f laisse invariant ÎT*x{0}). 

On suppose que f préserve une mesure de Radon "ji > 0 vérifiant 

support(p-) = TT1 x 1R+ e t on suppose que : 

-Fr(U) 

U 

r=0 

U est d'adhérence compacte dans TT x 1R+ (on note 

l'adhérence par U) ; 

U est difféomorphe à TT1 x 3R+ ; 

Il existe 6>0, tel que (O^r^ôlcU -, 

U est l'intérieur de son adhérence (i.e. Int(U)=U) ; 

U est invariant par f (i.e. f(U) = U). 

Figure 
On note C = Fr(U) la frontière de U dans TT1 x IR+ -

Théorème :  Sous les conditions ci-dessus, Fr(U) est le graphe d'une  

fonction \|/ÇC°(TT1) . 

3-2 L e théorème 3.1 sera démontré en 3.6. 

12 



THÉORIE DE BIRKHOFF 

Si on ajoute un disque 1D2 à 1T1 x JR+ le long de TT
1 x {O} , (H1 x IR+) U JD

2 

2 2  2 est homéomorphe à R ;  UljD es t un ouvert simplement connexe de F 
2 2 

(d'adhérence compacte) et donc la frontière de UU 1D dan s K es t un com-

pact connexe (voir Wall [l, 14.10]). 

Figure 
lT1x{0} 

U 

(Il est à noter que Birkhoff appelle "courbe" ce que nous appelons aujour-

d'hui continuum : un compact connexe mais pas forcément localement connexe). 

Remarques :  A  priori, Fr(U) est assez compliqué. 

graphe de sin-1 

contenu dans Fr(U) 

Fr(U) 

"peigne contenu dans Fr(U) 
(ce qui ne se produit pas ici puisque U=Int(ÏÏ)). 

Figure 

On doit nécessairement supposer que U^S x̂ E . En effet, sur 

1 2 H x[0,l ] , un champ de vecteurs induit d'un hamiltonien sur S venan t 
2 

d'une fonction de Morse de S ayan t 4 points critiques possede une région 

V invariante vérifiant TI^ (V ) = Z * Z5 et telle que le bord dV n'est pas le 

graphe de \|f 6 C°(1T1) . 

13 



M. JR. HERMAN 

Di f féomorphe 

à © 
V = (TT1x[0,l])-ID2 

D)2 

fonction de 
Morse hauteur 

Figures 

3.3 Nou s allons commencer par des préliminaires. 

3.3.1 Soit , pour 0 6 TT1 , 9(0) = Inf{y I (0,y) e (H1 x JR+) -  u } . 
1 *  / La fonction 9: IT -* IR est semi-conti nue inf erieurement (en effet, on a — +  • 

9(a) - lim inf 9(0),puisque (TT x JR ) - U est fermé, ou 
fi-a 

lim inf 9(0) = lim ( in f (9(0))) cf. (Bourbaki [l, § 6 n°2 et Ex. § 6, 
0-.a e-. 0 9£]a-e,a + e[ 

n°8]. 

Figure 

3.3.2 I I suit que V = {(e,y)G!T1xlR+ I  9 (e )>y} est ouvert. V est l'ensem-

ble des points de U accessibles par les verticales à partir de TT̂  x {o} . 

3.3.3 Puisqu e 9 est de 1ère classe de Baire, l'ensemble G des points de 
1 

continuité de 9 est un Ĝ  dense de TT . 

1 
3.3.4 Soien t les fonctions définies pour 0Ç H a  valeurs dans F : 
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<p+(e) lim sup 9(y) 
y->O,yEG 

<Me) lim inf <P(y) 
y-0,y€G 

On a, pour tout 9 € TT1 , 9(9) 9̂ (0)£*P (e ) . Les fonctions 9+ et 9 son t 

respectivement semi-continue supérieuremen t et semi-continue inférieurement. 

3.3-5 I I suit de 3.3.3 et de la définition de la lim inf que l'on a 

adhérence de (V) = V = {(G.,y) I  <P (e) * yl 

et 

int(v) =  { ( G ,y) I  <Me) > yl 

(noter que 9 es t la plus grande fonction semi-continue inférieurement  ̂9 ). 

On a, pour tout G  € IT1 , <P(e) £ Fr(U) et 9 (G) € Fr(U) . 

3.3.6 O n rappelle que si X est un espace topologique et U un ouvert de X, 

alors W=Int(U)oU et l'ouvert W est l'intérieur de son adhérence. 

3.4 

3-4.1 O n se donne un espace topologique X métrisable et complet. X est donc 

un espace topologique de Baire. On se donne un homéomorphisme f de X. 

3.4.2 O n se donne un sous-ensemble A de X et on suppose que f(A) = A • 

Alors on a 

f(A) - A ,  f(Int(A) ) = Int(A) e t f(Fr(Int(A) ) = Fr(Int(A)) • 

3.4.3 On suppose que Q(f), l'ensemble non errant de f, est égal à X 

15 
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(i.e. si U est un ouvert de X vérifiant f(U)cU, alors U-f(U) est un fermé 

dans U sans point intérieur). Si V est un ouvert vérifiant f(V)czV, alors il 

existe un G& dense A de V tel que f(A) = A- (Il suffit de prendre 

A= H f n(V) .) 
n£]N 

3.4.4 O n se donne un difféomorphisme f, un ouvert U vérifiant les hypo-

thèses de 3.1 (beaucoup moins suffit). Alors f|̂  préserve la mesure de pro-

babilité v = "̂ĵJJ e"t o n a support( v) = U . On a donc, par le théorème 

de récurrence de Poincaré, 

Q(f(u) = U . 

3.4.5 O n se place sous les mêmes hypothèses que 3.1, et on considère 

l'ouvert V défini en 3.3. On suppose qu'il existe un ensemble AcV, dense 

dans V et vérifiant f(A) = A • 

Proposition :  Sous les hypothèses ci-dessus, Fr(U) fest le graphe de 

• € C°(1T1). 

Démonstration :  Par 3.4.2, on a f (V) = V et f (Int(V) ) = Int(V). On a VcU . Nous 

allons montrer que 9+= 9 (voi r 3.3.5). Il suivra que <P+ £ C°(T£^) , 

V= {(9,y) I y^(P+(9)}- On a aussi 1 (0,y) I  y = cP +(e)} cFr(U), mais puisque 

U (et U) sont connexes, UcV et donc, puisque Int(U) = U, U=Int(V) . 

Pour montrer que pour tout 0  € TT* on a <P+(0) = 9 (0) , nou s allons raisonner 

par l'absurde. 

Le segment [<P (0),<P (0) ] CFr(Int(V) ) c Fr(V). On peut supposer 

qu'on a une des éventualités suivantes :  si z £ [9 (8),*P (9)] , 

a) il existe une suite x . = (9 . ,y. ), 9 . > 0, 0 . 0  si i -» +«>, x. = (0.,y ) — z , 
1 1 1 1 1  i l i 

(9i,y.)€Ac:V ; 
b) il existe une suite comme en a) vérifiant 0̂ < 0» mais à part cela, 

16 
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les autres conditions de a) sont vérifiées. 

Nous allons exclure la possibilité a) (le cas b) étant analogue 

en considérant f ). 

Puisque f dévie la verticale à gauche, et que f est de classe C ,pour z 

assez voisin de 9 (ô), f est très proche de D f̂  q> (Q)) è^ o n peut schéma-

tiser les choses comme dans la figure ;  de plus on a f(x.)6 A, f(x^)-»f(z). 

f(e, cP +(e)) 

f(z> 
f(x.) 

f(e,9(e)) 

L(e). 

(e,<p +(e)) 

x. • 1 
•xl 

(9,9.(9)) 

k (9,0) IT1x{0} Figure 

Comme f(x.) Ç AcV, le segment vertical vérifie =  [ ( 9j , 0), f ( )  ] c V 

où Pl(f(x.))= 9 ? . 

Pour i assez grand, f] f ( L( 9 ))^ 0, où L(9) est le segment 

L(9) =  [(9,9_(9)),(6,9+(9))] (cf . la démonstration de 2.4.2). Ceci est absurde car 

L(9) cFr(Int(V)) cFr(V) et que f(Fr(Int(V)) = Fr(lnt(V)). Il suit que a) 

est impossible. Le cas b) est analogue. • 

3.5 Domaine s à droite et à gauche de V. 

3.5.1 Soi t 9  € TT1 , alors 9(9) * 9+(9) et de plus 9(9)€ Fr(U) et <P ( e )€ Fr(U). 

On suppose qu'il existe [A,B]c{9}x[9(9),9 (9) ] vérifiant 

A, B € Fr(U) et ]A,B[ f] Fr(U) = 0  . 
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3.5.2 L e segment ]A,B[ sépare alors U en deux parties e t ,  avec 
1 2  • » U 1 difféomorphe à IT x K + et U2 difféomorphe à F . (On considère 

F a;U(jn) cS =F U{+œi » alors ]A,B[ (J {+œ] est un cercle plongé, et 

il suffit alors d'appliquer le théorème de Jordan-Schtinflies (cf. Neumann 

[!])• 

domaine à gauche de V 

à droite 

de V 

(e,o) 

]A,B[u{+<») 

uu{+»} 

/ 2 

FIGURE 

On dit que [A,B] borde un domaine à gauche (resp. à droite) de V si  

le domaine simplemen t connexe est à gauche (resp. à droite) de V . 

5.5.5 Lemme :  On se donne 2 segments [A,B]c {9 } x [9(9),9| (9)] et 

[A',B']c{9}x[9(9),9+(0)] vérifiant l'hypothèse de 3.5.1. Si [A,B] borde 

un domaine à droite, i1 en est de même de [A',B']. 

Démonstration :  Il faut montrer que les figures I et II ne sont pas 

possibles. 

Il existe une suite -» 9 telle que 9jG G (points de continuité 

de 9) et telle que 9+(9f) - 9 +(9)• Par définition de V, { 9t } x [0,9+(9j )[ <= V 

et ce segment ne peut intersecter les frontières de e t U'2 . Or, pour 

i assez grand, ceci serait nécessairement le cas si U2 et n'étaien t 
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pas du même coté de V . • 

(e. ,9(e. ) ) i + i i (e,<p.(e» 

U2 

(e,9(e)) 

(e . ,o) 

Figure I 

(9,9 (9)) 

U2 

B' 

A1  
A2 

Fr(U2) 

*U2 
(e,?(e)) 

(9,0) 

Figure II 

3.5.4 Pa r un argument de connexité, on a les faits suivants : 

Soit un chemin dans U joignant un point de ÎT* x {o} à  un point dans 

un domaine à gauche de V défini par [A,B]c{elx[9(9),9+(9)], alors 

ce chemin intersecte ]A,B[ . 

Un chemin dans U joignant un point de V à un point de U - V doit 

intersecter un segment {93x]9(9),9 (9)[ . 

Défini tion :  Soit  ̂: [0,1] - U un chemin plongé de classe C1 véri fiant 

$(0) e H1 x {0} . 
On dit que le chemin 9 (plongé de classe C*) est positif (resp. négatif) si, 

en choisissant une détermination algébrique* d'angle le long de 9(t), t £ [ 0,1 ] , 
a 1  d9(t ) a partir de 9(0) £ ÏT x{ o ) , l'angle de — —— avec la verticale v = (0,1) est 

toujours algébriquement strictement supérieur à 0 (resp. strictement inférieur 

à_ 0) en supposant que pour t = 0 il es t dans l'intervalle ]0,—[ (resp. ,0[) . 
2 2 

Un chemin de classe C plong é positif est aussi appelé un chemin 

qui tourne la verticale à gauche. 
• 2 
On suppose que le cercle unité de F es t orienté dans le sens inverse des 
aiguilles d'une montre. 
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Chemin positif immergé Chemin positif plongé 

<p(t) A 
9(1) 

v ( 0 ) i rMo î 

9(1) 
9(t) 

v=(0,l) 

lT1x{0} 

Chemin > 0 
dans Tï^xJR 

q(1) 

1T1x{0} 

<P(t) 
Figures 

Remarques :  Tou t point de V est accessible par un chemin de classe C* 

plongé positif (resp. négatif). 

Le chemin :  [0,l]-»U doit être plongé (i.e. d9 ( t ) 
dt 

i 0 et sans 

A* 1 
point double) et vérifier 9(0) G TT x [o] 

3.5.5 O n se donne ]A,B[C{0}x[9(G),9+(0)] qui borde un domaine ouvert 

à droite de V . 

Lemme :  Pour tout chemin 9 plongé de classe C positif,on a 9(1)j£ • 

Démonstration :  O n se place dans le revêtement universel FxlR d e 
*" + 

1 ~  „  / N 
T£ x IR+ , et on note 9 le relevé du chemin 9 . Soit tQ le plus petit 
t € [0,1] vérifiant 9(tQ) € ]A,B[ , et il existe e> 0 tel que 9(]tQ,tQ+e[)£ U2 . 
On a 

I angle (ÔG*, 
d9(t ) o 
dt 

mod(27î) | «s 
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9(t ) o 

9(t+e) o 

U2 

(0,0] ]Rx{o} 
Figure 

3.5.6 O n a les propriétés suivantes du chemin de classe C1 plongé positif  ̂: 

i) si _ a = 9(0), et si t> 0, alors p1(M>(t))< a (pt(0,r) = 0) 

ii ) sj _ est le plus petit t tel que 9(t )̂ = (©^y )̂ intersecte (9^ x E+ , 

alors on a algébriquement (en considérant une détermination à partir de 9(0) ) 

0 < angle(v , 
d9(t ) 

dt 
* Tï , où x = 9(t) 

d9(t,) 

dt ( 0 ^ ) 

BxfO) (e1,0) a=9(0) 
Figure 

iii ) De plus, si t2 £ t1 vérifie 9(t2) = (81,y2), alors y2 £ . 

9(1) 
( e 1 , y 1 ) 

(o1,y2) 

(0^0 a=9(0) Kx{0) 

dans F x IR 
+ 

Figure 

21 



M. R. HERMAN 

Les affirmations ii) et iii) impliquent i). ^ 
_^ d9(t 1) 

Si ii) est faux, l'angle algébrique de a= angle(08 , — — —) vérifi e 

7£+k27ï£a£-̂ Tï + 27ik avec kÇ IN (k £ l). Si on ferme l'arc (a,b) en un 

cercle comme dans la figure, on contredit le fait que pour tout cercle 

2 
plongé dans E l a variation algébrique de l'angle de la tangente vaut 2% . 

(O1,y1)=0 

a=9(0) 

Figure 

La démonstration de iii) est similaire (par l'absurde). 

9(t) 

Figure 

Figure impossible pour un chemin positif, car cela contredirait que  

la rotation de l'angle de la tangente = 2K . 

Fin de la démonstration de 3.5.5 :  S i on avait 9(1) £U2, alors le point 

9(t +e) (e>0 petit) contredirait 3-5.6 ii) et iii) et le lemme 3.5.5 suit 
o 

par 1'absurde. • 
On a un lemme analogue en remplaçant U2 par un domaine a gauche 
/s 

de V et 9 par un chemin négatif. 

Pour que la proposition 3.5.5 soit vraie, les figures suivantes montrent 

qu'on doit supposer que $ est un chemin plongé de classe positi f et que 
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9(0) e ir1 x {0} . 

chemin 

immergé 

V9(0) 

IT1x{0} 

9(0) 

chemin positif plongé 
mais 9(0) Ç TT1x{0} 

Figure 

3.6 Démonstratio n de 3.1 :  Soien t : 

V + = (x£U| il existe un chemin plongé de classe C
1 positif 9: [0,l]-»U 

tel que 9(1) = x] . 

V =  {xÇUl il existe un chemin plongé de classe C négati f 9: [0,l]-»U 

tel que 9(l) = x] . 

V + et V son t des ouverts de U, car si 9̂  : [0,l]-»U est un chemin plongé 

1 A 

de classe C positi f (resp. négatif) et si 92 : [0,l]-»U est un chemin de 

classe C1, C1-voisin de 9̂  et vérifiant ^,(0) £ 1T* x {0} , alors 92 est un 

chemin plongé positif (resp. négatif). On a V DV, V oV, et V f|V =V par 

3.5.3 et 3.5.5. 

Puisque f est un difféomorphisme qui dévie la verticale à gauche, on a 

f(V+)cV+ e t f _ 1(VjcV_ . 

9(0) 

ïï x{0} 
Figure 
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Par 3.4-3 et 3.4.4 , il existe un dens e A+ (resp. A ) de V+ (resp- V ) 

tel que l'on ait f(A+) = A+ (resp. f(A ) = A_) -

A = A fl A es t un G. dense de V et on a f (A) = A -
+ o 

Le théorème de Birkhoff 3.1 suit de 3.4.5. • 

1 

4.1 Soi t f un diffeomorphisme de TT x 1R+ qui dévie la verticale, et 

qui laisse invariant la forme volume Q= d0 Adr . Soit l'anneau 
A

ô = f(6,r) <E H
1 xlRl O^r^ô], 

Proposition :  f laisse invariant un cercle homotope à r=c^e (n'intersectant 

pas TTlxf )  si et seulement s'il existe 6 > 0 tel que V = |J (  fn( A ) ) soit 
nça 

d'adhérence compacte. 

Démonstration :  L'ensemble V est connexe puisque fn(A^) l'est et que 
nl n2 1 f (A^) C\ f (A^)3Ï T x f O} pour tous entiers n̂  et n̂  car f laisse invariant 

ÎT̂  x fo] . La condition est évidemment nécessaire. Inversement, comme V est 

compact et connexe, soit W+ la composante connexe de +<» de (TT*xlR+) -V ; 

par la dualité d ' Alexander * *} (cf. Wall [l]) H (W ,Z) = ffi, W+ est difféomor-

phe à TT̂  x 1R ; on a de même que l'ouvert U^, composante connexe contenant 

TT xfO] de l'ouvert (TT x 1R+) - W+, est difféomorphe à TT xlR+, et on vérifie que 

IT x]R+dA^ . On a aussi Û rrlntdJ )̂ (si X est un espace topologique métri-

sable localement connexe si UcX est un ouvert, alors chaque composante 

connexe V de X-ÏÏ vérifie V = Int(V)). Comme f(W+) = W+ et f ( U ) = U par 

3.1, FrdĴ  ) est le graphe de \|/GC°(rir1) et donc FrdJ )̂ est un cercle inva-

riant par f homotope à r = ct e (distinct de IT^xfO}) . Par 2.2, ^ est une 

fonction lipchitzienne. • 

(•) -  2 
Si F est un compact connexe de la sphère S , alors chaque composante 

2 2 connexe U S  -F est simplement connexe, et si 0  ̂F / S , par le théo-
2 

rème de la représentation conforme, U est difféomorphe a 1R . 
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1 k 4.2 O n se donne un di f féomorphisme f de TT x IR de classe C (k^l ) 

homotope à  l'identité préservant la forme volume Q= de /\ dr et qui dévie la 

verticale. On suppose que f vérifie les conditions (+) suivantes : 

pour tout a>0, il existe un di f f éomorphi sme g de classe C préser -

vant Q et qui dévie la verticale et tel que 

( + ) 
gl{r*-a} = f |{r*-a] • 

et il existe a >̂ a tel que g({r= -a^})= {r= -â } . 

g({r=-a1} ) = {r=a ] f = g sur {r > -a} 

Figure 
-al -a 0 r 

te 

Alors, si f laisse un cercle C invariant homotope a r = c ,  C est le graphe 

d'une fonction qu i est lipchitzienne. (Utiliser 2.2 et 3.1.) 
Si l'ensemble U  f n({lrl^6)) (ô>0) est d'adhérence compacte, alors f 

n€ZZ Q 1 

a un cercle invariant qui est le graphe de \|/ 6 C (ÎT ) (par le même rai-
sonnement qu'en 4.1). 

4.3 Exemple :  Soi t f̂  = hn avec t(9 , r ) = ( 0 + r,r ) et h(0)= (9,r+9(9)) 

k 1  ^ ou 9ÇC (TT ) et vérifiant P 9(9)d9 = 0. 
J o 

Proposition :  Si k£l, alors f vérifi e les conditions (+) de 4.2. 1 —  < p — 
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Démonstration (En s'inspirant de Mather [2 ] - ) Soit 

• ( e ) =  f 9 (t)dte c k + 1 ( i r 1 ) * 2 On se place dans le revêtement universel H d e 

TT xJR. On écrit f^(Q^r) = (€>,R). On choisit pour nouvelles coordonnées (9»v) 

où v = ®~ 9, 0= 6 + r, r + j£ (0) _  r. La 1-forme Rd - rd9 = Rdv + (R-r)d9 est 
v 2 

exacte (i.e. -2"+\|̂ (9+v) est une fonction génératric e de f^)-
Soient T] > 0 et x Ô des fonctions appartenant à C°°(!R,]R) vérifiant : 

d2 
Tl(v) = 1, si v>-2, 7](v) = 0, si v < -3 ; x(v) = 0, si v^-1, ^x(v)> 0 pour 

H 2 A H7 1 d V 

tout v, et -2-̂ x(v) = c , si v <; -2, où c > Sup 1^ (^ (v).^(e + v) ) I . 
dv 9, v V V

 y 2 
Soit g l'application de fonction génératrice i ( 9 , v ) = +  7j( v ). \J/( Q +v ). On a, 
si g(9,r) = (0,R), v = ©- 9, 

R(9,v) = ô 
dv 

4(9,v) r(9,v) el 
dv 

el 
d9 

( 9 , v) = v -f dx 
dv 

(v) d'il 
dv 

[v). \| K 9+v) 

Pour tout 9 et v, on a 

v ,  s i v  > 0 

(1 + c)v ,  s i v   ̂-3 

k 2  a Ceci détermine une application de classe C , g= (g^gg) de F dan s lui-même 

vérifiant 

g(e + i,r) =  (g 1(e,r) + i ,g2(9,r) ) 

puisque par (T ) on peut résoudre v en fonction de 9 et de r. L'application g 

induit donc une application de TT1 x IR dans lui-même homotope à l'identité. 

L'application g préserve la forme-volume d0 adr puisque la 1-forme Rdv - rd9 

est fermée. L'application g est bien un difféomorphisme puisque 

H(9,r) = (0,g1(9,r)-0) l'est par (T ) et g o H(0,r)= (9 + r,r + <P(0,r)) vérifie 

det D(g°H) = l+ "J":^ e/erq-eq/eo > 0 . Il en résulte que 1 ' application 

g ° H ° t 1(9,r)=(9,r + 9(9-r,r)) est un di f f éomorphi sme (car 

1 + 0-r,r)) > 0 et c'est le cas si |r| est assez grand) et donc finale-or 
ment g. Par (T ) , le difféomorphisme g dévie la verticale. On a, si v> -1 

© £(v) >  0 dv et r(9,v ) = 
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(i.e. si r>-l), g( 9,r) = f̂ (9,r ) et, si v £ -3 (i.e. si rs-3(l + c), 

g( Q, r ) = ( 9 +  "YTc" ' r  ̂" ^n se r a m e n e a u c a s o ù a > 0 est arbitraire en remarquant 

que f ° L = L o  f s i p 6 S ave c L (9,r) = (9,r+p). • y p  p  9  p  »  r -

Remarque :  Dan s la proposition nous avons utilisé le formalisme des 

fonctions génératrices (voir par exemple Arnold et Avez [l, Annexe 33], 

et aussi Zehnder [l]). Le même raisonnement montre que la propriété (+) est 

vérifiée par un difféomorphisme f qui est homotope à l'identité, qui préser-

ve la forme-volume Q, qui est globablement canonique (i.e. f w-w=dS, ou 

1 

w=rd0) et qui est C -uniformément voisin du difféomorphisme t (ou plus géné-

ralement d'un difféomorphisme complètement integrable qui dévie la verticale). 

4.4 Soi t f(e.r)=(e + r,r + <P(9 + r)), où 9G Ck ( ir 1 ) , k > 1, avec 
1 

'0 
9(9)ôQ = 0, alors 

f a un cercle invariant homotope à r = c si et seulement si 

sup sup lf|J(e,r) - rl < +œ, où fn(9,r) = <í"(e,r),í;j(e,r)). 
nçz e,r 

(Cela résulte de 4.2 et 4.3 et du fait que, si C est une courbe invariante 

par f, alors il en est de même de L̂ (C) si p 6 2Z , avec L̂ (9,r) = (9,r + p)). On 

a même mieux : il existe k > 0 ne dépendant que de ||<P|j te l que f ait un 
te C 

cercle invariant homotope à r=c s i et seulement si sup sup lfp(9,r)-r| <k 
nÇZS9,r 

(cela ne résulte que de 2.2 et du fait que f a la propriété d'intersection, 

cf. chap. II, 1.2) . 

5. CONSEQUENCES. 

Pour simplifier nous nous limiterons à la variété lT*x[0,l] mais les 

résultats se généralisent très simplement à x  IR+ e t aussi à TT* x 1R s i on 

considère les difféomorphismes globalement canoniques (cf. 4.3). 

On désigne par Di f f^TT1 x [0, l] ) le groupe des di ff éomorphi smes de 
k l 

classe C d e TT x[0,l] qui préserve la forme volume Q=d9Adr. 
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5.1 O n se donne un gQ € Di f f ^(TT
1 x [0, l] ) qui dévie la verticale à droi-

te . Soit Vk un voisinage ouvert de gQ dans Diff^(TT
1 x[0,l]) (V k est 

induit par la C -topologie) tel qu'il existe >  0 et K>0 tels que pour 

tout g € V o n ait 

le nombre T] de 1-5 vérifie T| < T|̂  ; 

les rapports de Lipschitz de g et g" su r TT x[0,l] sont < K 

(on munit H x[0,l ] de la métrique de 2.3). 

k 

5.2 II suit de 3.1, 2.2 et 2.3 que si g 6 V possède un cercle invariant 

C homotope à r = ct e alors C est le graphe de \|/€ LipdT1) et on a 

g(9,\|/(e)) = (h(9),^(h(e)) avec h € Homéo+(IT1) et de plus 

Max(Lip(\|/),Lip(h),Lip(h"1)) < Ka 

où K1 = Max(2T},2T)K). 

5.3 S i g est un relèvement de g £ V à  TT x[0,l]=Kx[G,l], 

g | ç = h G D^TT1), et C est le graphe de ^ = ^ op Gù p:lT
1x[0,l]-.rir1x[0,l] 

est la projection. 

On a, par 2.4, 

p(g|Rx{0}<p(h)<p(g|Rx{1} . 

Si a £ » (resp . a £ TT1), et 0 «s r £ +«>, on désigne par =  {f 6 Dr(TT1) I p(f )=a] 

(resp. F̂  = {f £ Dif f^TT1) I p( f )=a} ). Les ensembles F̂  sont fermés pour la 

Cr-topologie, la fonction p étant continue pour la C°-topologie (cf. Herman 

[1,11]). 

5.4 Soi t J un ensemble fermé non vide de 1T1 et Gk = {f£ Vk | pour tout 

|3€ J il existe un cercle C homotope a r = ct e (dépendant de p et de f) inva-

riant par f et vérifiant p(fjc>=p} -
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k k  k  A o Proposition :  G j est un fermé de V (G j est même fermé pour la topologie C 

induite sur y**) . 

k k  o Démonstration :  Soi t (f̂ ) u n e suit e de V , f. f 6 V , dans la C -topologie 

k 
ou f est de classe C (k è 1). 

Soit (\|/. ,h. ) e C^IT1) xHoméo (TT 1), p(h. ) G  J définissant le cercle Yi i  + i 

0̂  invariant par f̂  . Par le théorème d'Ascoli et l'inégalité 5.2 (et le fait 

que si) , pour une sous-suite d'entiers (que l'on note encore i € IN) , 

on a, si i -» +<», - » \|/, ĥ -»h, h^-*g, dans la C°-topologie ; on a g = h * 

(puisque h.'h^h^oh.rld), p (h)Ç J, ainsi que f(0,\|/(9)) = ( h ( 9 ), \|/( h ( 9 ))) 

(puisque f.(9,\|/i(e)) = (h.(e),\|/i(hi(9))) • • 

k 

5.5 Pou r f6 V , on désigne par Ĉ . l'ensemble des cercles invariants 

par f : 
C f = {(\|/,h) € C

0*!!1) xHoméo+(TT
1)|f(9,\k(9)) = ( h( 9 ), \|/( h( 9 ) ) 3 , et on met 

sur Cf la C°-topologie. 

Proposition :  L'ensemble Cf est compact-

Démonstration :  E n utilisant 5.2, on vérifie que Cf est fermé pour la 

C°-topologie dans C°(TT1) x C°(Tï1 ,rE1) ,  équicontinu (et borné puisque 0 £ \|f £ 1 ) 

et le résultat suit du théorème d'Ascoli. • 

5.6 O n note p(Cf)clT
1 l'imag e de l'application ( h  ) Ç Cf - p ( h ) € TT

1 -

P(Cf) est un sous-ensemble compact de IT
1 . 

5.7.1 Proposition :  Si _ f Ç V , alors f a au plus une courbe C invariante  

dans K x [0,1] qui est le graphe de  ̂tel que p(f |£) = a ̂  $ . 
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Démonstration :  Pa r l'absurde, on suppose qu'il existe deux courbes C 

et C ' , graphes de e t \|/' , telles que p(f |~) = p(f |£, ) . 

Par 2.4, on a nécessairement CfïC'/jfl, et donc CflC'^0, où C=p(C), 

C'=p(C). On peut donc trouver deux arcs, (acb)cC, (ac'b)cC', 

(acb) D (ac'b) = (a,b) et le cercle (acb)U (ac'b) borde un disque D . Puisque 

TT1x[0,l] 

Figure 

f est récurrent, il existe n l̂ tel que f n( Int (D) ) f) Int(D) £ fÔ et, puisque 

f (C) = C et f (C ) = C , on a fn( (acb) ) = (acb). Il suit donc que 

p(f |~) = p(f |£, ) € Q. Par l'absurde, C est unique. • 

5.7.2 Remarque :  Soi t f un difféomorphisme comme en 5.7.1. Si f laisse 

invariant deux cercles C et C homotope s à r = ct e et vérifiant Cf)C' ^ 0 , 

alors P( f | ç) = P(f |£, ) € <H -

k 

5.7.3 O n suppose que le difféomorphisme gQ de classe C (k^l ) qui dévie 

la verticale est tel que, si gQ est un relevé de gQ à IRx[0,l] alors 
l p (SolRx{0} )- p (So|]Rx{l) ) l < 1-

On suppose que le voisinage V d e gQ est assez petit pour que 

cette propriété soit encore vraie pour g 6 . Alor s pour tout a G -  (Q/E) 

et gGV ,̂ il existe au plus un cercle invariant (\|/,h) ÇC°(1T̂ ) x F° par g 

(i.e. g(9,\|/(e)) = (h(e),\|/(h(0)) , P(h) = a). 
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Proposition :  L'application g£ Gk -» (\|̂,h) Ç C°(IT1) xF° est continue si  

on munit ces espaces de la C°-topologie. 

Nous laissons la démonstration en exercice, puisque cela suit très 

simplement par un argument de compacité. 

5.8.1 Proposition :  On se donne 1 £ k  ̂+<» . Alors il existe un dens e 

k k  k  k G d e V pour la C -topologie, tel que, si f € G , il n'existe pas de cercle 

C invariant par f homotope à  r=ct e, C^H^xfo) o u C  / ïï 1 x  (l) tel que 

P(f |C) GQ/Z . 

Remarque :  L a propriété suivante est vraie sur un ouvert dense de V°°, 

si f. = f pou r i = 0, 1, alors f e t f. sont des difféomorphismes 
1 I i t M i J 0 1  

structurellement stables et donc vérifient P(f ),p(f )ÇQ/Z . (En effet, 

l'application f G Diff*(lT1x[Ofl]) -.(fQff1) Ç (Diff^Cff
1))2 est continue 

ouverte et surjective.) 

Démonstration de 5.8.1 :  Pa r Robinson [l], les propriétés suivantes sont 

vraies sur un G. dense de V : 
o 

a) Tou t point périodique a un spectre générique : si x6 IT1 x[0,1] 

est un point périodique de f 6 V ,̂ fq(x)= x alors le spectre de la matrice 

Dfq(x) € SL(2,F) est générique (i.e. -1, 1 Ç Spectre (Dfq(x)) et si e2 l I l c x, 

a6 E ,est une valeur propre de Dfq(xQ) alors a G I* - Q) . 

b) Tou t point périodique hyperbolique xGTT*x]0,l[ es t tel que les 

variétés stable et instable s'intersectent transversalement. 

Soit C un cercle invariant par f et tel que P ( f |  ̂) = p/q € Q/Z ,  f|c a un 

point x q périodique . Si a) est vérifié, x q est un point périodique hyper-

bolique de f . En effet, C est le graphe de ^ÇLip(lT )̂ , C est donc contenu 

dans un cone passant par x , il suit que Dfq(x ) n'est pas ronjugué dans 
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SL(2,E) à une rotation irrationnelle. C est nécessairement une réunion 

de variétés stables et instables de points périodiques hyperboliques de f . 

v=(0,l) 

\|/(x ) 
o 

!T1xfO,l} 
Cas générique 

Figure 

Si on suppose la propriété b) le cercle C ne peut pas exister (si 

TD1 x [i] , i = 0,1). • 

Remarque : La propriété suivante est vraie sur un dense de 

Di f f^dT1 x [0,l]) pour la C t̂opologie : f ne laisse pas invariant un cer-

cle C (distinct de TT1 x {i) , i = 0,l) tel que P ( f | c ) € Ol/Z . (On ne suppose 
te 

pas ici que C est homotope à r = c . ) 

La démonstration est presque identique à celle de 5.8.1, à cette 

différence qu'on suppose en plus que les points périodiques elliptiques 

ont leur 1er invariant de Birkhoff non nul (i.e. f̂ ( x ) s'écrit en coor-
o 

données polaires (0,r)-*(8 + a + a^r^+O(r^), r + O(r^)), a^ Ô et *g~€ K - Q ) -

Il suit alors du théorème de J. Moser [l] que f̂  laisse invariant chaque 

cercle C. d'une suite de cercle(C) de classe C°°, C.-»x e t vérifiant 1 ^  1  1 0 
p(f̂ ç ) € TT -(<5/Z). Ceci implique qu'il n'existe pas de courbe plongée 

i 

passant par X q et invariante par f . La démonstration de la remarque est 

alors identique à celle de 5.8.1. 
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ci-1 

ci 
xo 

Figure 

Il est à remarquer que le 1er invariant de Birkhoff dépend des 

trois premières dérivées de fq en X q . Pour une discussion plus complète, 

le lecteur peut consulter J. Mather [l] . 

5.8.2 Soi t f£G , alors l'ensemble compact p(Ĉ ) est contenu dans 

TT* - ((ft/Z5) . Il suit que si l'on considère f, alors il existe a<b, e t 

\|̂  € C°(Tr* ) , des courbes invariantes C&, graphe s de \|̂  et \|̂  tels que 

p(fi~ ) = a, p(f|̂  )= b, mais il n'existe pas de courbe invariante C qui soit 
a b  ^ 

un graphe et vérifiant p(f|ç)€ ]a,b[ . 

5.8.3 Soi t (fi> une suite de Diff^TT
1 x [0, l] ) telle que, si i -+», alors 

fi -» t dans la C°°-topologie où t(0,r) = (G + r ,r). 

Il suit du théorème de J. Moser [l] que, si i est assez grand, 

p(Cf ) contient un ensemble de Cantor de nombressatisfaisant à une condi-
i 

tion diophantienne. 

5.9 Zone s d'instabilités. 

5.9.1 S i on suppose que la suite (f̂ ) de 5.8.3 vérifie 5.8.1 pour tout i, 

fi6G
a°cVœ, il suit de 5.8 qu'il existe g€V°°, [a,b]c» ,  a/b, a et 

bÇ I*- $ ,  il existe des courbes invariantes de g C ^ , C^ , graphes de 

fonctions lipschitziennes, telles que l'on ait P(g|ç )= a, P(g|ç )= b, mais 
a .  t e b 

il n'existe pas de cercle C invariant par g (homotope a r= c )  tel que 

p(g|c)€ ] & » b C •  P a r 2 - 4 » o n a  c

a n Cfc = 0 . 
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- r f f 1 x{l l 

TT*x{0} 

zone 
d'instabilité 

Figure 

L'anneau déterminé par C& et Cfe est appelé un domaine d'instabilité pour g . 

5-9.2 Proposition :  On se donne un domaine d'instabilité de g € V (k^l ) 

bordé par et_ .  Soit W un voisinage ouvert connexe de C& et_ 

H = (J g n(W) . On a l'inclusion C flH^0. 
nÇZ 

Démonstration :  Si Ĉ flĤ , soit U la composante connexe de (H x[0, l] )-H con-

tenant .  Par le même raisonnement qu'en 4.1, on peut appliquer le théorème 

de Birkhoff 3-1 (et 2.2), et donc C= Fr(U) serait le graphe d'une fonction 

de LipdT1) , mais C est contenu dans le domaine d'instabilité et donc C = CL 
b 

(puisque P(g|£)=b avec bG E -fll , on peut appliquer 2.4 et 5.7.1). Il suit 

que H f| =  0 est absurde. • 
5.9.3 Remarques : 1) On peut remplacer dans 5.9.2 11W est un voisinage ouvert 

connexe de C& " par "W est un voisinage ouvert et connexe d'un point y€ , 

y Ç W " . En effet, soit H = U  g n(WUC ) , H es t connexe et donc aussi H . 
n€Z a 1  1 

Si Ĥ f|Ĉ  = 0, alors par le même raisonnement qu'en 4.1, la composante connexe 

contenant x  {0} de l'ouvert (TT^xtOjl]) -V , où V est la composante connexe 

contenant d e l'ouvert ÏT*x[0,l] - R ,vérifi e les hypothèses de 3.1 . Par 

le même raisonnement qu'en 5.9.2 ceci est absurde. 

2) S i Cfe f) (IT
1 x {1 }) = 0 alors dans 5.9.2, on a 1' inclusion 

C rH . 
h 
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5.9.4 E n utilisant 2.4.4, on n'a pas besoin dans 5.9.2 et 5.9.3 de supposer 

que a et b Ô . Si l'on choisit les courbes invariantes par e t Ĉ ,pour 
te 

que, si C est une courbe invariante par g, homotope a r=c ,  contenue dans 

le domaine d'instabilité bordé par C& et C ,̂ alors p(g|~)=a (resp. b) 
implique que C = C& (resp. Ĉ ) . 

C^, si b Ç H, s'il y a des 
connexions homocliniques on doit 
choisir d e façon appropriée. 

Figure 
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A P P E N D I C E 

UNE INTERPRETATION PLUS TOPOLOGIQUE 

DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE BIRKHOFF 

par A . FATHI 

§ 1. Quelques rappels de topologie. 

Notion_de gauche_et de_droite. 

Si M est une variété orientée de dimension 2 et a un arc orienté dans M, 

i.e. un plongement a: [0,l]-»M, on peut définir la droite et la gauche de a 

dans un voisinage de ot(]0,l[). Une des façons de le faire est, à l'aide du 

théorème de Schoenflies, de prolonger al]0,l[ en un plongement ouvert 

oc : ]-l,l[x]0,l[-M te l que a|fo}x]0,l[=al]0,l[. Si ex préserve l'orienta-

tion, la région a(]0,l[ x]0,l[) est dite à droite de a et a(]-l,0[x]0,l[) 

est dite à gauche de a. Il est facile de voir que si a' est un autre prolonge-

ment de a, les notions de droite et de gauche définies par a' coïncident avec 

celles définies par a. 

- 1 0 1 

a 

gauche droi te 
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Si a: H M  est un plongement d'image fermée qui disconnecte M, on sait 

que M-a a deux composantes connexes ; on peut les distinguer par le fait que 

l'une est à droite de a et l'autre à gauche-

Notion de transversali té-

Soient a: [0,l]-»M et a' : [0,l]-*M deux arcs plongés- Supposons que 

t, t ' 6 ]0, l[ vérifient m = a(t) = a(t'), nous dirons que m est un point d'inter-

section transverse, si on peut trouver pour e assez petit un homéomorphisme 

H de ]t-e,t+e[x ]t'-e,t'+e[ sur un voisinage de m dans M, tel que 

H|]t-e,t+e[ x {f } = oc|]t-e,t+e[ et H I {t} x ]t'-e, t' +e[ =  a' I ]t' -e,t» +e[ -

H 

a 

a' 

On peut voir, à l'aide du théorème de Schoenflies, qu'il est équivalent 

de dire que pour e assez petit a ' ( ]t '-e, t ' +e[ ) f) a( [0, l] ) = m et que l'un des 

deux ensembles a'(]t'-e,t'[), a'(]t',t'+e[) est situé à droite de a et 

l'autre à gauche-

Nous dirons que a' traverse a de gauche (resp- droite) à droite (resp-

gauche), si c'est a'(]t'-e',t'[) qui est situé à gauche (resp- droite) de a-

Les arcs a et a' seront dits transverses si tous leurs points d'intersec-

tion sont transverses, ceci recouvre aussi le cas ou a et a' sont disjoints. 

§ 2- Homéomorphismes déviant les verticales et théorème de Birkhoff. 

Considérons un homéomorphisme H de l'anneau A = IT1 x [0,<»[ sur lui-même. 

Nous dirons que H dévie les verticales, si pour tout 0 , 0 ' dans TT1 , l'arc 
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H({0} x [0,»[) est transverse à {0'}x[0,»[, i.e. si l'image de toute vertica-

le est transverse aux verticales. 

Munissons A de son orientation naturelle, et orientons une verticale 

f©)x[0,œ[ par l'orientation naturelle de [0,»[. On peut voir que l'image par 

H d'une verticale traverse toutes les verticales qu'elle coupe dans le même 

sens. On dit que H dévie les verticales à droite (resp. gauche) si l'image 

d'une verticale par H traverse une verticale de gauche à droite (resp. droite 

à gauche). 

H 

H dévie la verticale à droite. 

Remarques :  1 ) S i H conserve l'orientation et dévie les verticales à droite, 

alors H * dévie les verticales à gauche. 

2) L'homéomorphism e H dévie les verticales si l'image d'une 

verticale est localement le graphe d'une application de TT* dans [0,œ[. 

3) L a définition donnée ici de dévier les verticales est plus 

large que celle donnée dans le chapitre I. 

Théorème de Birkhoff :  Soit H un homéomorphisme de A conservant l'orienta-

tion et déviant les verticales. Supposons que U soit un ouvert relativement  

compact de A et homéomorphe à ArrTT^xfO,^ . Si_ U est invariant par H 

(i.e. H(U) = U) et est contenu dans l'ensemble non-errant de H, alors la fron-

tière de U est le graphe d'une application continue de TT1 dans [0,» [ . 
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La démonstration du théorème occupe le reste de l'appendice. 

On peut supposer sans perte de généralité que H dévie les verticales à 
1 

droite. Comme U est un ouvert de A homéomorphe à IT x [0,a>[ , par le théorème 

de l'invariance du bord d'une variété, on a Vz>T£^x[o] l e bord de A. 

On pose V = {(0,t) I  V- t' € [0,t],(e,t')€U}, c'est-à-dire que V est le 

sous-ensemble de U formé des points de U accessibles dans U par les vertica-

les. Il est facile de voir que V est ouvert et connexe car il contient 

TT^xfo). Notre but est de montrer V = U. 

Lemme 1 :  Soi t a un arc compact c d ' extrémi tés 0 ^ e t 0̂  • Si_ (8̂ »t) 

et (e 2,t)ÇV e_t oc x {t} CU alors UQocx[0,t]. 

!T1x{t] 

Ü 

KO a 

Démonstration :  Noton s C la courbe simple formée par 

a x {O} U {92} x [0, t] U a x {t} U {01} x [0,t] (voir figure). Par hypothèse CcU. 

De plus A-C est formé de deux composantes connexes dont l'une des deux est 

l'intérieur de ocx]0,t] et l'autre est non bornée. Puisque U est homéomorphe 

à TT1x[0,œ[ e t qu'il est relativement compact, on a que A-U est connexe et 

non borné .  Comme CcU, il en résulte que A-U est contenu dans la composan-

te non bornée de A-C et par conséquent U contient la composante bornée qui 

est 1'intérieur de a x ]0,t] . • 

Si X est un sous-ensemble de U, nous noterons Fr^(X) (resp. Ad^(X)) la 
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frontière (resp. l'adhérence) de X dans U, pour pouvoir la distinguer de 

celle de X dans A qui sera notée FrA(X) (resp. Ad^(X)). 

Lemme 2 :  Fr^(V) est une sous-variété de dimension 1 constituée d'un cer-

tain nombre de segments verticaux disjoints ( i  ̂Ici) : 

S. = (e.îxlt.^.t.^C avec « X t . ^ t .̂  . On_a (e.,t.(1) et (Q. , t. ̂  2>€FrA(U). 

De plus (dans un voisinage de dan s U) un des cotés de S., dans U est conte-

nu dans V et l'autre est contenu dans le complémentaire de V. En particulier 

V (J Fr̂ (V ) est une sous-variété de codimension 0 dans U . 

Démonstration :  Soit (0,t) £ Fr̂ (V ) ; sa composante connexe dans Un{0}x[O,œ[ 

est de la forme {©JxJt ^t^C avec 0<t^<t2<°°, puisque (0,0) Ç V et que U 

est borné. De plus (0,t̂ ) et (8,tg)€ Fr^(U), et aucun point de {9}x]t^,t2[ 
1 0 

n'est dans V. Soient a un arc de TT qu i contient 9 dans son intérieur a et 

e>0 tels que W = a x ] t-e, t+ e[ C U, on a bien sur J t-e, t+ e[ c ] t  ̂, t̂C , et donc 

[0 } x ]t-e,t+e[ est dans le complémentaire de V. Si ( 0 ' , t ' ) 6 W f| V, on a par 

définition { 0 ' )  x ] t-e, t+e[ C  V , donc Vf|W est constitué d'une famille 

de segments verticaux [0' ] x ]t-e,t+e[ ,  qui contiennent [0}x]t-e,t+e [ 

dans leur adhérence, en particu lier [e )x]t-e,t+e[cFru(V). Il en résulte que 

Fr^(V) fi {0} x ]t^,t2[ est ouvert dans {©IxJt^tgC , il est aussi fermé car 

{0}x]t^,t2[aU et Fry(V) est fermé dans U. Par connexité de ]t ,t2[, on a 

Fr[J(V) 3 f 9} x ]tt,t2[ . Le lemme 1 montre que si (9,t) et (9',t')£WnV alors 

V contient [9,9']x]t-e,t+e[, où [9,9'] est le sous-arc de a d'extrémités 9 

et 9'. Il en résulte facilement que V couvre exactement un des deux cotés de 

{0 } x ] t-e, t+e[ dans W. • 

Si les Ŝ  sont les segments donnés par le lemme 2, on a Fr^(V) = (J S. . 
i€l 1 

Comme U est homéomorphe à lT*x[0,«[ , chaque Ŝ  coupe U en deux régions, 11 une 
1 2 homéomorphe à T£ x [0,»[ et l'autre à H ,  nous notons h\ celle des deux qui 

2 
est homéomorphe a F .  On a Ad̂ (h\ ) = (J ,  et VnAdjj(H^)=0 car V est con-
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nexe et contient le bord de U, c'est-à-dire TT* x  {0} . 

Lemme 3 On a U = V U ( U A d (H.)) . 
i€I U 1 

Démonstration :  Soi t x i V (J ( U Ad.,(H.)) , xÇ U, si un tel x existe. On a 
i<EI 1 

x^Ady(V), donc par connexité de U, on peut trouver un arc a d'extrémités x et 

y avec y£Adjj(V) et tel que a ne rencontre Ad^(V) en aucun autre point. Il est 

clair que yÇFr^(V), il appartient donc à un S. . Comme 

a - {y } CU - Ad^(V) cU - e t que H.. (J Ŝ  (J V, couvre un voisinage de y, on 

obtient que le connexe a - ycH . e t donc H . , ce qui est absurde. • 

Lemme 4 :  Les H \ sont deux à  deux disjoints. En fait les HL sont les compo-

santes connexes de U - Ad^(V). 

Démonstration :  Le s H. sont ouverts, donc ouverts dans U-Ad¥T(V). Ils sont i U 

aussi fermés dans U-Ad^V) car Fr^hV ) = SA c Ad V̂ ). • 

Lemme 5 Les AdIT(H.) sont les composantes connexes de U-V . U i  * -

Démonstration Ces ensembles sont fermés d\ans U donc dans U-V. Ils sont 

ouverts dans U-V car V(JAdjj(H\) contient un voisinage de Fr^(H )̂ par le 

lemme 2. • 

Nous distinguons deux types de régions h\ suivant que s e trouve à 

droite ou à gauche de Ŝ  (qui est orienté puisque vertical). Nous noterons 

D̂  . . . D̂  . . . les régions h\ qui se trouvent à droite de leur frontière et 

. . . •  • • celles qui se trouvent à gauche de leur frontière. On pose 

D= U D. et G= U G. . i i 
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Remarque fondamentale :  U n chemin partant de TT^ x {o} e t contenu dans U ne 

peut entrer dans une région du type (resp . )  qu'en transversant la pre-

mière fois sa frontière de gauche à droite (resp- droite à gauche). 

Lemme 6 :  On a Ad^D) = U AdyCD.), et Ad^G) := U Ad^G.) . 

Démonstration :  Montron s par exemple que UAd^(D^) est fermé dans U. Son 

complémentaire est VU ([J Ad̂ (Ĝ )) qui lui est ouvert par le lemme 2 . • 

Lemme 7 :  On a H(V) f| AdlJ(Gi ) = 0 • De même H~
1 (V ) f) A du ( ) = 0 par échange  

de droite et gauche. 

Démonstration :  S i (v,t)ÇV, l'arc H(v,s), O^s^t, part du bord de U, 

est entièrement contenu dans U et traverse les verticales de gauche à droite 

par la remarque fondamentale i1 ne peut jamais entrer dans Ĝ  . • 

Corollaire 8 :  On a H *(Ad^(G))cAd^(D) U Ad^(G). 

Lemme 9 :  On a H~1(AdlJ(G) ) (1 Ad^D) = 0. De même H(Ad̂ {D) ) n Ad^G) = 0 . 

Démonstration :  Pa r le corollaire 8. et le fait que les AdTT(D.), Ad..(G.) n U  i  U  j 

soient deux à deux disjoints et connexes, ̂ i H * ( Ad̂  ( G . ) ) fl Ad̂  ( D̂  ) / 0, alors 

— 1 —  1 H (  AdIT(G . ) ) <z AdTT(D. ) . Puisque H (Fr IT(G.)) est transverse aux verticales U j  U  i  U  j 

et Fr^(D^) est verticale, on a nécessairement H *(Fr^(G^)) fl D̂  / 0 . Il en 

résulte que H~ ( V ) f 1 D . / 0 - C e qui est impossible par le lemme 7. • 

Lemme 10 :  On a H"1(AdlJ(G)) cG . De même HUd^D)) CD . 

Démonstration :  Pa r le corollaire 8 et le lemme 9, on a 
H (Adjj(G ) ) c Ady(G). 
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— 1 1 Le fait que H (Ad lJ(G))cG résulte alors aisément du fait que H~ (Fr^G)) 

est transverse à FrIT(G) qui est verticale. • 

Lemme 11 :  O n a U = V . 

Démonstration :  E n effet, si FryV/0, alors soit D/ 0 soit G/ 0 . Dan s le 

premier cas D-H *(Ad̂ (D)) serait formé de points errants et dans le second 

cas G-H(Adjj(G)) serait formé de points errants. Remarquons que si D est non 

vide, alors D Ĥ ^(Ad^D)) , car, par exemple, U est connexe et différent de D. 

Même raisonnement si G est non vide. • 

Fin de la démonstration du théorème de Birkhoff :  I l suffit de voir que la 

1 1 

projection TT x[0,»[-. U es t injective sur FrAU (la surjectivité résulte 

aisément du fait que U est relativement compact et contient IT^xfO}) . Soient 

alors deux points (0,^) et (8^2 )6 FrAU. Supposons que <  .  Puisque 

V=U, on obtient que {ejxft^t^] est inclus dans Fr̂ U . Comme H conserve 

l'orientation et dévie les verticales à droite, un point proche de 

V * 2 -  -
(0 , ^— ) e"t situé à gauche a une image qui est au-dessus de Fr̂ U et ne 

«, - 1 peut appartenir donc a U, puisque V= U . De même en utilisant H o n voit qu' 
V * 2 

un point proche de (0 , )  et situé a droite ne peut pas appartenir a U . 
Ceci est contradictoire avec le fait que {9 ]x[t1,tp]cFrAU . • 

Université Paris-XI 
Département de Mathématiques 
Bât. 425 
91405 ORSAY Cedex 
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CHAPITRE II 

CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE C3-ε ET À NOMBRE DE ROTATION FIXÉ 
AU THEOREME DES COURBES INVARIANTES 

[I] = La théorie de Birkhoff, par M.R. Herman (Chap. I). 

Les autres références sont celles de [I]- On reprend aussi les notations 

de [1]. 

O. INTRODUCTION-

1 
Aux paragraphes 1 et 2, on introduit les di f f éomorphi smes de TT x JR de 

* k l 
la forme f: (0,r)-.(0+r,r + (P(e + r)) ou^PÇC (TT ) , k£l, vérifie 
1 

J cP(0)d0=O. On note aussi f par f̂  . Un di ff éomorphi sme f̂  a la propriété 

d'intersection. Par [I], la théorie de Birkhoff s'applique, et tout cercle C 

(homotope à {r = Cte}) invariant par f̂  est le graphe d'une fonction 

\J/GLip(TT1) . On montre au § 2 que si C = graphe de \J/ ( \|f (= C° ( H1 )) est invariant 

par f̂  alors g= Id+ \j/ (mod l) est un homéomorphisme de préservan t 

l'orientation et on a 

• ( g + g"1)/2= Id + -| *P ; 

• f̂ IC est conjugué par la 1ère projection à 1'homéomorphisme g (et donc 

p(fcp|C) = p(g)) . 

L'étude des courbes invariantes des difféomorphismes f qui sont des graphes 
o 1  ~1 o  1 revient à étudier l'application $: g€D0(Tr ) -» — £ D°(1T ), et à essayer 

de comprendre son image. Au § 2 on décrit quelques propriétés de l'applica-

tion § . 

Il y a deux problèmes : 
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a) comprendr e l'image Í(D°(1T1)) fl Dk(lT1) (kil ) ; 

b) comprendr e §(F°) f| Dk(TT1 ) , 

où F°= {gÇ D°(TT*) I p(g) = a} (i.e. on fixe le nombre de rotation sur la courbe 

invariante)-

Au § 3, on construit une suite de difféomorphismes 
1 

f.(G,r) = (0 + r , r + 9.(0 + r)) de classe C°°, où f  9 . (e)de = 0, pour tout e> 0, 
2-e 1 0  1 

9.-»0 dans la C -topologi e mais f. ne laisse invariant aucun cercle homo-î i 

tope à IT^xfO}. Il revient au même de dire que Id + 9̂   ̂$(D0(1T'1)). Pour un 

contre-exemple en classe C a u théorème des courbes invariantes, le 

lecteur peut consulter Takens [l]-

Le théorème 4.9 est un contre-exemple (à nombre de rotation fixé) à une con-

jecture de J- Moser (Stable and random motions in dynamical Systems , Annals 

of Math. Study, Princeton Univ. Press, Princeton, page 53). Il affirme que si 

a Ç ]R et £>0 sont fixés, il existe une suite de di f f éomorphi smes de classe C 

f̂  (définis comm e ci-dessus) telle que, si i -» +», f̂  -* t dans la C*' ^topolo-

gie (où t(0,r) = (9+ r,r) est un difféomorphisme "twist" "complètement inte­

grable"), mais f̂  ne laisse invariant aucun cercle (homotop e à {r = Cte]) 

tel que l'on ait p (f |C )=a- Par la théorie de Birkhoff [1.5.9] il en résul-

te que a est dans un domaine d'instabilité. 

Une autre démonstration de ce résultat se trouve dans Hermán [3]. 

La méthode donnée au § 4 est très sensible à l'arithmétique du nombre 

de rotation sur la courbe invariante. Le théorème 4.11 montre que le théo-

rème de Rtissmann [l] ou de Moser [2] (en utilisant R. Douady [l]) est le 

meilleur possible. (Pour une démonstration de Moser [2] voir Pbschel [l])-
f 0 0 

Comme les difféomorphismes f̂  sont de classe C , les exemples construits 

en 4.9 ont une infinité de courbes invariantes. C'est aussi le cas en 4.11, 

pour P> 1, comme conséquence du théorème des courbes invariantes en classe 

C^ + £ (voir Hermán [4]). 

L'importance de considérer —-f+f-1/2 a ete trouvée dans un autre contexte 

(i.e. l'étude d'exemples de certains points fixes elliptiques) par E.M. Mac 

Millan [1] . 
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1.1 Nou s allons étudier les difféomorphismes de f de ïï x 1R de la forme 

f(0,r) = (0 + r , r + 9(0 + r)) , 

k 1  * 
<P € C (1T ), k  ̂1, f 9(0)d0=O. Dans la suite on identifierai et f. On 

J0 
écrira aussi f . 
f e s^ homotope à l'identité et préserve la forme volume Q = d0 Adr . Le 

difféomorphisme f définit par passage au quotient un difféomorphisme de 
2 1 

TT = TT x R/(0,r) ~ (0,r + 1) isotope à ( G, r ) -» ( 0 + r, r ), préservant la mesure 
o 

de Haar de H . 

1.2 f  est un difféomorphisme globalement canonique, par Herman [2, § 2], 

f a la propriété d'intersection : si C est un cercle plongé dans TT* x TR 

(homotope à r = Cte) alors f(C)f|Ĉ 0. 

1.3 Pa r [I, 1.3 et 2.2], f dévie la verticale à droite et donc tout cer-

cle C invariant par f qui est le graphe de \|/€C°('ir1) vérifi e :  ̂est une 

fonction lipschitzienne de (i.e . il existe K>0, tel que pour tout x 

et tout y dans H1 o n ait I  \|r(x) - \|̂(y)|£ K ||x-y|| où, si x € H1 et x est un 

relèvement de x à F , ||x|| = Inf Ix +pl, la métrique de groupe standard 
p€Z 

de TT ) . D e plus, la constante K ne dépend que de ||<P|| 1 . 
C 

1.4 Pa r [I, 4.2 et 4.3], pour tout ô> 0, si 

^€^5 = {id+tPÇD̂ ir1), f <P (e)d0=O, ||<P|| ^ 6 ], alors tout cercle invariant 
0 C 

par f̂ est le graphe d'une fonction \[r  ̂Lip(TT*) . 

Par [1, 4.4], il existe K > 0 tel que, si V^ , f̂  ait une courbe 

invariante si et seulement si 
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sup sup If^GiiO-rl £K 
nçz e,r 

où f£(e,r)= (f^(e,r),f^(e,r)). (Par 2.2.1,pour tout 6> 0, K = 4 convient.) 

1.5 S i f a un cercle invariant C homotope à r=Cte alors pour Lebesgue presque-

tout point de TT̂  x 1R est récurrent par f (en effet, f laisse invariant les 

courbes Lp(C), pÇ Z5 où L̂ ( 0 , r ) = ( 0 , r + p) et il suffit d'appliquer le théo-

rème de récurrence de Poincaré). 

C L (C) 
P 

Figure 

Exemple On se donne 9 Ç C^TT1) 
1 
9(G)dG=0, 9(0)=1 et -l<iS(0)<0. 

d0 
Soit f(0,r) = (0+ r,r+9(0+ r)). 

On vérifie que si n Ç Z, fn(0,0) = (0,n). 

Si on considère f le difféomorphisme induit sur H pa r f, le point 

(0,0)= (0,1)^11 es t un point fixe elliptique de f. Quitte à perturber 

9 (vérifiant 9(0) =1), on peut supposer que le 1er invariant de Birkhoff 

du point fixe (0,0) de f est non nul et que les valeurs propres de Df(0,0) ne 

sont pas des racines 3ème ou 4ème de l'unité. Il suit du théorème de 

J. Moser [1] que f laisse invariant un disque D 3(0,0). En remontant le 
~ 1  ~ 

disque D en en Dc TT xlR, on obtient que le disque D est errant pour le 

dif féomorphisme f de TT1 x TR . 

• 3  3 
On peut prendre par exemple, 9( 0 ) = 1 + a0 + c0 +o(0 ) si 0 0  . 
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2. 

2.1 Nou s allons chercher un cercle invariant qui est le graphe de \|/£C°(TT*) 

pour le difféomorphisme 

f(0,r) = (0 + r , r + 9(0 + r)) . 

On a l'équation fonctionnelle 

0 + \|/(9) = g(0) € Homéo+(Tr ) 

<p-(g(e)) + \|/(0) = +(g(e)) 

h(0) = g ( e ) + g " 1 ( 8 ) 
2 

Figure 

Soit 

0 + +(e) = g(0) 

g"1(0) = 0 + \|/_(0) , ave c \|/_(0) = -\|/(g_1(0)) 

9(0) = >|r(e) - \|r(g (e) ) • 

2.2 O n considère D̂ (1T*) = [gÉDiff^dO I  g - Id 6 Ck(TT1 )} le revêtement uni-

versel de Diff̂ Cir1) . On note p : D°( TT* ) 1 R l a fonctio n nombr e d e rota -
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tion qui est continue pour la C°-topologie (cf. Herman [l,Il]). 

L'équation s'écrit, si g€D°(Tr*) , 

1 
2 -1 
g + g 

= h 

où g+g"
1 

2 
z D°(TT ) et 

h(e) =  e - 2 
2 

4>(e) 

2.2.1 Remarque :  Comm e h 6 Homéo+(TT ) , 9 est a variation bornée et on a 

Max 1 2 9 Min 1 2 
9 < 1 

2.3.1 Pou r étudier les cercles invariants, qui sont des graphes, par 

1 ' application (0,r)-»(0 + r, r + 9(0 + r)) on est ramené à étudier 1 ' appli-
k • » cation continue pour la C -topologie (elle est continue si k6]NU{+°°]) 

$ : Dk(lT1) ^D k(TT1) 

-1 . 
g ^^^f — = Id + | 9 

2.3.2 Lemme 
Si Id +1/2Q=g+g-1/2 

on a 
1 

J". 
9(0)09 = 0 . 

_ \ 
Démonstration :  I l suffit d'utiliser le fait que les graphes de g et g 

sont symétriques par rapport à la 1ère bissectrice et, si 
1 

^(g) = P (g(0 ) - 0)d0 , X(R o  g o R )  = \ + \ + i(g), Si A. et X, C K - • 
J 0 1  1 
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k 1 
2.3.3 Remarque :  A  tout dif f éomorphisme g=Id+\|/£D (TT ) , on peut 

k 
associer un 9 et un difféomorphisme "twist" f̂  de classe C ayan t pour 

k ,  ^ 

cercle C invariant le graphe de e t vérifiant : f\p|c est C -conjugué a 

g (mod l). 
2.4 Inégalités . 

2.4.1 O n se donne f̂ CGjr) = (0 + r , r + cP(0 + r)) de classe C , k  ̂1 ;on suppose 

que 

-1 

2 
Id + 1 

2 9 

pour g€D° ( i r 1 ) . Pa r [I, 2.2 et 2.3], g et g 1 sont des applications lips-

chitziennes de !R dans 1R pour la métrique standard. On dit que g est un 

homéomorphisme lipschitzien et on note 

D0,1(IT1) = [g e D°(IT1) I g et g"1 sont lipschitziennes}. Si gÇD°, 1(lT 1), alors 

g et g 1 sont presque partout dérivables et on a Dg, Dg 1Ç L°(T£^,d0) . 

On a 

MinessCDg"1) = ||Dg||"2 

et Lip(g) sup -
x/ty 

I g(x) -  g(y)  I 
ix - y l i m l . 

2.4.2 O n pose M=sup(||Dg|| ,  UDg" 1!! )  , on a 
T T , 

1 —  1 
•g£ Min( Min ess(Dg) , Min ess(Dg ) ) et aussi M^l. 

Proposition On a Os M - 1 £-| a+ (a + i a2)1^2, où a = Max (D9(0) ) = Max D9 . 
06ÎT1 

Démonstration : Soit A un ensemble de mesure de Lebesgue pleine de F , 

invariant par g et tel que,pour x6 A, Dg(x) existe et vérifie Dg(x) s ||Dg|| 
-1 L°° 

Quitte à changer g en g ,  on peut supposer que ||Dg|| =  M . 
L°° 
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On a, si x £ A, 

-| (Dg(x) + Dg"1(x)) = 1 + -| W>(x) . 

Or Dg'^x) = 1/Dg g- 1(x), donc 

1 (Dg(x)1/Dgg _1(x)) = 1+ | D9(x) . 

Soient e>0, et y£A tels que Dg(y)*M-e. On a 

| (i + M- e) <; | (Dg(y) + ^<> g"
1^)) <; 1 + | Max D9 ; 

e>0 étant arbitraire on a 

| ( M + i) <: 1 +| Max M> 

soit M- 1 <; | a + v T (l + | a )l / 2 . 

2.4.3 O n a 

Max( ||Dg - l|| œ , ||Dg
-1 - l|| J < : sup(M - 1 , 1 - ±) = M - 1 

L L 

* A 1 1/2/ . 1 1/2.1/2 ou Mil+ - a + a (  1 + a  ) 

2.4.4 O n a, si x £ A, 

1/M<+1/2l*P<x> 

et donc jq  ̂i + | Min m U  D 
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où Min M> = Min 
OETT 

(D9(e)) U  o ) . 

2.4.5 O n a l'inégalité suivante (cf. aussi le Chap. III, § 2.1 à 2.3 et § 9) 

~ 2 Min W <; 1 - -i <; 1 - 1 
^ 1  /  1  ¿2x1/ ^ 
1 + — a+(a + ^-a J 

donc,si Max D9-*0, 

--| Min m < ; VMax D9 + 0(Max D9) 

2.4.6 Pa r 2.4.3, il existe une fonction X telle que, si \\w\\ =  k, 
C° 

Max(Lip(g- Id) , Lip(g"1 - Id)) <: À(k) 

et de plus, si k-0, X(k)-0, car\(k) =-| k+ (k + -| k2 ) 1 / 2 . 

o 1 

2.4.7 Comm e g=Id+\|/€D (TT ) , la fonction \j/-p(g) s'annulle en au moins 

un point, d'où il résulte l'inégalité 

sup(||t-p(g)|| ,  U_ - P(g _ 1 ) | l c 0 ) s|M«(||Dg-l|| .^g"
1-!!! ) 

s | \(k) , 

1 1 
(Le facteur 1/2 s'explique : si 9 £ C (1T ) s'annule en au moins un point, 
alors ||<p|| < | .) 

C° *  C ° 
2.4.8 D e l'identité ^ - \|/ 0 g~ = <P, il suit que l'on a 

11*11 o * M . I l * " 1 - ™ » o  * llD+H -  ( l HD+. U l ) • C L C L L 

où oc = P(g) . 
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2.5 

2.5.1 On pose Hk= {g € Dk(ïT1) I g= Id + 9 ,  f  9(0)d 0 = O}. 

k l 
Si a  € K , on considère l'ensemble fermé de D (H ) : 

F k = {h€Dk(lT1) I  p (h) =a ) -a c 

On a HkcF k . 
o 

On désigne par R̂  la translation de F pa r a : Ra(x) = x + a  . 

On pose aussi Okcfh _ 1 0 R • h I h € Dk( TT1 ) } . On a Ok c F k . Pour l'étude 
* a L a a  a 

de F k , le lecteur se reportera à Hermán [l,IIl] . 

2.5.2 O n rappelle que si gÇD^lT1) la fonction g-Id-p(g) s'annul le en 

au moins un point, et on a sup lg(0)-0-p(g)l<l (cf . Herman [l,Il] ). 
1 6 

Si g 6 D (IT ) alors, pour p 6 ZS , R̂  commute avec g et P(Rp ° g) = P + P(g) • 
Soient h et g dans D°(1T*) tels que $(g) = -i (g+g =  h, alors, si p € Z , 

on (( R •  g) + (R o g)
- 1) = h . <s p  p 

2.5.3 Proposition :  Si _ k 2> 1, l'ensemble $(D°(7T*)) f] Hk est fermé dans 
H^ P° u r l a Ĉ -topologie (et même fermé pour la C°-topologie sur toute 

1 k partie C -bornée de H ). 

Démonstration Elle est identique à celle de [I, 5.4] en utilisant 

2.5.2, 2.4.6 et 1.3 puisque §(D°(TT )) f| {Id + 9 6 H I  ||<p| | s  K} est fermé 
C 

dans [ld+9£Hk| ||<p|| £  K} pour la C°-topologie et ceci pour tout KÇB . 
C + 

Pour simplifier les notations dans la suite, on note par $ la restric-

tion de § à un sous-ensemble de D°(T£^) . 
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2-5.4 Proposition :  Si _ a € K - Q , lf application # : F° -» H° est injective. 

La démonstration est identique à celle de [I, 5.7.1] qui s'appuie sur le 
théorème de récurrence de Poincaré, ce qui est possible e n utilisant 1-5- • 

Remarque :  L a proposition n'est pas correcte si oc G  $ • 
00 — \ 0 0 K+f f  ̂"" 1 

Soit g 6 e t donc g Ç  .  On pose h = •&—|— » g et g son t deux solu-

tions de nombre de rotation = 0 de l'équation $(f) = h . Il y aurait même 

une infinité de solutions dans F° si g avait une infinité de points 

fixes sur [0,l] . Pour le cas oc = -£ç(H, on peut utiliser les revêtements 

finis d'ordre q , pour ceci voir 4.8 -

o k  k 2.5.5 Proposition :  Si _ aÇ E et ^ k £ 1, $ ( F̂  ) H H est fermé dans H pour 

la Ĉ -topologie (et même fermé pour la C°-topologie sur toute partie 

1 k C - bornée de H ) . 

La démonstration est identique à celle de [I, 5.4] en utilisant 2.5.2, 

2.4.6 et 1.3 . • 

2.5.6 Proposition :  Si _ a 6 F - <ft et si k  ̂1, l'application inverse ( qui 

est bien définie par 2.5.4) 

§ _ 1 :  §(F°)nHk >D 0'1(ÏT1) 

o k  1 est continue si on munit $(F )̂ fi H de la C -topologie et 

D 0 , 1(Tr 1)= {fÇD°(lT 1)| f et f"1 € Lip(K)} de la C°-topologie. 

La démonstration est très simple en utilisant le théorème d'Ascoli 

(qu'on peut appliquer en utilisant 2.5.2, 2.4.6 et 1.3). • 
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2.5.7 Proposition :  S i k  ̂1 et si h 6 Hk, h)D P"1[0,l] est un ensemble  

compact de D°(1F*) pour la C°-topologie. 

(Pour la démonstration, cf. [I, 5.5].) • 

k k 
2.5.8 Proposition :  Soit k£ 1. Il existe un dens e G de _ H ( pour 

k k  o  1 la C -topologie) tel que si h 6 G et si g € D (TT ) vérifie $(g) = h, alors 

P(f) Ç< * -

Démonstration :  Pa r le même raisonnement qu'en [I, 5.8], il suffit de 

montrer que les propriétés a) et b) de [I, 5.8.1] sont vraies sur un Ĝ  

dense de H (k^l ) pour les orbites périodiques qui sont des graphes. 

Ceci résulte du théorème de transversalité d'Abraham et Robbin [l] 

applique a H . 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'on peut perturber 9 en 

9 + A9 avec A9 C°° petite, f û cP(e)d0=O, A9 s'annulle en des points ad hoc. • 
d 0 

2.6 O n se donne aÇ E satisfaisan t à une condition diophantienne : il 
— 2—P 

existe 0 0, |3 £ 0 tels que pour p/q 6 d , q > 1, on ait la - (p/q) Uc q 

Nous allons esquisser la démonstration du théorème de J. Moser sur 

les courbes invariantes des difféomorphismes "twist" dans le cas parti-

culier que nous considérons. La démonstration est presque la même que 

celle que nous avons donnée dans Herman [2]. Nous adoptons le formalisme 

de R. Hamilton tel qu'il est exposé dans Herman [2, 4]. La démonstration 

donne même un résultat un peu meilleur dans le cas particulier où nous nous 

plaçons, puisque $ est un dîfféomorphisme de 0̂  sur son image. On pose 

Dk(TT1,0) = {g(E Dk(IT1) I g(0) = 0} . 

2.6.1 Théorème :  Si _ a satisfait à une condition diophantienne, 1'appli-
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cation continue (pour la ^-topologie) et injective $  : 0^ -» H 

est un bon di f féomorphisme de classe C°° de_ 0̂  sur $(0̂ ) qui est ouvert 

dans H°° . 

Démonstration Soit l'application h € D^TT1,0) >h _ 1 » • 0 ° et 

F(h) = $Wh)) = (h o Ra o h + h" 0 R

 a

 0 h)/2€ H° ° . F est un bon morphisme de 
œ 

classe C . 
La dérivée de F se calcule comme suit : 

© A\|/ = DY(h)Ah = (Dh_1 « o h)Ah - (Dh"1 o o h)Ah o h ' ^ R ^ h 

et -1 - 1 
D$(g)A\|/ = A\|/- Dg .  A\|/ 0 g 

où g = ¥(h) . 

On cherche un bon morphisme de classe C°,linéaire en la 2ième variable 

(h,T)) Ç D°°(TT*, 0) x {9 £ C^TT1 ) | f <P(9)de = 0}-L(h)T|€C°°(irl) vérifiant 
J o 

DF(h) L( h )T| =  T| , c'est-à-dire 

2 A\|/- Dg 1 . àty Vg""1 = T] . 

-1 1 

Comme g=h ° R »  h et f  T](0)d G = 0 on peut, comme a satisfait à une oc J Q 

condition di ophantienne, résoudre e t l'application T| A\|/ (avec 
1 
J* A\|/(0)d0=O) est un bon morphisme (on peut par exemple dériver 

§ - § o g"1 = T] ) . La solution générale de (2 ) es t A\|/ + liDh avec 1 1 € JR • 

On doit résoudre : 

® A\j/ + liDh = D\|Kh) Ah , 

où D\|f(h)Ah est donnée par ( T ) . 

Pour cel a on raisonne comme en Herman [2 , 5.10 ] en remarquant que Dh est une 
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fonction C°°> 0 (on ne suppose pas ici que la fonction Dh est C°-voisine de 1) : 

On compose 3 à  droite par h pui s on divise (?) par Dh ^ ° , 

(z) devient : 

4 (Dh'1 « R )~ 1 (A\U 0 h"1 + yDh • h"1) = Ah - Ah <> R 
a T a 

avec 

5 A^ 0 h"1 = pDh « h 1 

On détermine pa r (c'est possible puisque Dh>0) 

f (Dh-^oR )"1(A\|̂  0 h"1 + TiDh o h~1)d0 = 0 , 
J0 a 

et Ah en résolvant l'équation aux différences ( î ) (c'es t possible puisque a 

satisfait à une condition diophantienne). Finalement on obtient Ah= Ah ° h 

et si on impose que Ah(0)= 0, Ah est unique (i.e. DF(h) est injective). 

que Ah(0)= 0, Ah est unique (i.e. DF(h) est injective). 

Il suit du théorème des fonctions implicites de R. Hamilton que pour 
00 1 

tout h Ç D (TT ,0) , F est un bon difféomorphisme d'un voisinage de h sur 

un voisinage ouvert de F(h) dans H°°. Comme $ est injective, le théorème 

est démontré. • 

2.6.2 I I suit du théorème fondamental de Herman [1, IX] que, a  satis-

fait a une condition A, alors $ est un bon difféomorphisme de F̂  sur 

$(Fa) qui est ouvert dans H . 
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3. CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE C2-ε AUX THEOREMES DES COURBES INVARIANTES. 

3.1 Topologie C . 

Soient kÇ U e t 0<e<l, une fonction 9ÇC (K) Z-périodiqu e es t de 

classe Ck + e si Dk9 est hBldérienne d'exposant e : 

lDkq>l <  +œ , 
c e 

où D°tp = cp 

et 1*1 e 
C 

sup 
x/y 

l<P(x) - 9(y) I 
lx-y|£ 

3.2 Inégalité s de convexité. 

Si 9 Ç C2(TT1) , on a I|D9|| S 2 IM I o " L o 
et si 9 £ C (H ) et 

0<a<l, M  £ 2 I M I 1 " 8 ||D9|| e (voi r Herman [1, VIII, 3] ) . 
C e C ° C ° 

II en resulte que si (^ i  e s t u n e suit e de C (IT ) veri f i ant 

SUP I|DV|| < +« i U". ||«P H =  0 , 
Ì C i-»+ œ C 

2- e 
alors, pour tout e > 0 , gd i -» +«, 9̂  -» 0 dans la C - topologie. 

3-3 Théorème :  Il existe une suite de difféomorphismes de classe C 
1 

f.(0,r)= (0+ r,r+9.(0+r)), vérifiant f 9.(0)d0=O, telle que pour tout i i  J Q i 
2- £ 

e > 0 , sii_ i -• +oo, ip. -.0 dans la C - topologie, et de plus, pour tout i, 

f̂  ne laisse pas invariant de cercle plongé homotope à r = Cte. 

Démonstration :  S i f± laisse invariant un cercle C., , alors par 1.4, C. est 

le graphe de  ̂<E LipdT1) . Si on pose h. = Id + | 9. et g. = Id-+ >|r. , on a 

MgJ= h. (cf . 2). 
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Par 2.4 on a, pour i  assez grand, 

-•s Mi n W. * 3 VMax m. . <2 i  i 

Donc, pour démontrer le théorème, il suffit de construire une suite 

(Id + -i 9.). de H°° vérifiant 2 i  i 

(*) 

sup ||DV|I C 0 < +• lim ||<P.|| =  0 
i "  1 C° 

- Mi n DM> > 3 VMax D9. , 

00 
Soit 7] une fonction de classe C , 7)^0, 

support(Tj) d ]0,-l[ e t Ma x (71) = 1 -

On suppose que e>0 est petit? soit 

D9£(x) =  e 7](x) si x € [0,|] 

D9£(x) = -10 \/7 7](î  (x-|)) 
6 V e 

si x£ [0,|] . 

1 
On a support(D 9 )c[0,1] et f D9 (9)d9=0 et en prolongeant D9 d e façon 

0 œ i  £ 

2Z-périodique , on définit D9 Ç C°°(ir ) . On pose, si Os 9*1». (e) =  e  0 .. (t)dt -  e 

1 

О 
Бф (t)dt 

La suite 9. =9 ,  e . -»0, e . >  0, vérifie toutes les conditions (*) - • i e . i  i i 

3.4 I I suit que l'ensemble V°° - ($(D°(IT1)) D  H°°) qui est ouvert pour la 
o *  2 — e C -topologie par 2.5.3,est adhérent à t(8»r)=(6+r,r) dans la C ~ -topo-
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logie. De plus, tout difféomorphisme f dans cet ouvert vérifie 

sup sup \f^iQ,r)) - r\ =  +0 0 (cf . 1.4) 
nçz; 0,r 

et donc est analogue à l'exemple de 1.5 . 

2-e 

3.5 Corollaire :  Dans tout voisinage C d e t et pour tout a satis-

faisant à une condition A, il existe un di ff éomorphisme f de classe C°°, 

f ( 0, r ) = (0 + r,r + cP(6 + r)), tel que f laisse invariant un cercle C plongé  

homotope à r = Cte, P ( f |  ̂) = oc , C est le graphe de 6 LipdT1 ) , mais \|/ 
oo 

n'est pas de classe C . 
oo 2 — e Démonstration :  Soi t UcV u n voisinage C ouver t connexe de t . Par 

2.6.2, W= $(F") flU est un ouvert pour la C°°-topologie. Soit W l'adhérence 

de W dans U pour la C°°-topologie. Par 2.5.3, ïc $(D°(1T1 )) D U ; si W=W, 

comme U est connexe, on aurait W=U ; par 3.3, ceci est absurde. On a 

donc W/W, et il suffit de choisir un élément dans W-W. • 

4. CONTRE-EXEMPLE DE CLASSE C3" 6 À NOMBRE DE ROTATION FIXE AU THEOREME  

DES COURBES INVARIANTES. 

4.1 Exemple s de courbes lipschitziennes. 

On se donne \> 0 . O n considère 1'homéomorphisme PL de [0,l] défini 

par 

gt(x) = (X + l)x si 0  £ x £ a 

gt(x) =1/Y+1(x - 1) + 1 si a  x  £ 1 

(X + l)a = T ^ T (a-1) + 1 . 
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Sur l'intervalle [a - e , a + e], a<a-e<a+e<l, e > 0, on peut lisser 

g 1 en g £ Diff°°[0, l] tel que g(x) = g^x) sixe^]a-e,a+e[. 

1 -1 
g définit seulemen t un homéomorphisme de T£ . Soit h=(g+g )/2 = Id + 9 , 

oo 1 

1'homéomorphisme h définit en fait un difféomorhisme de classe C d e I . 

Si g= Id+ \|/, le graphe C de \|/ est un cercle plongé invariant par , 

p(h)= 0. Bien que h soit un difféomorphisme de classe C , la fonction 

t est seulement lipschitzienne . 

4.2 P roposition :  Pour X> 0 assez petit, il existe (g- )» .  une 
* — — — — — — — A . USA SA 1 

O 
famille de di ff éomorphismes de classe C dh e [0,1J vérifiant 

g (x) = (1 + X)x 

gx(x) = 
1 

[X+Î7 
(x-1)+ 1 

si 0 s x s 1 
2 

1 
100 

Si 1/2+1/100<x<1 ;;; 

et de plus, pour tout kÇ I , sî  X -» 0, 

||Dk(gl - Id)|| =  0(A) 
k \  C °([0,1]) 

||Dk(g-1-Id)|| =  OU) 
X C °([0,1]) 

Si 0< K< 1/2 est donné, il existe C(K) > 0, tel que l'on ait de plus, si 

À-.0, Mi n (g (x) - x) *C(K)X . 
x€[K,l-K] 
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(1,1) 

7 I T ï T ( x - 1 ) + 1 

g,(x) 

g(x) g^(x) 

S1(x)+g^
1(x) 

2 

U + l)x 

Figure 

Démonstration :  Il suffit de construire Dĝ  - 1 et ensuite d'intégrer. 
-2 

On choisit 0<e<3ClO (mai s fixé), 

Dg (x) - 1  =  X 1 
si 0 £ x <. - e_ 

Dgt(x)-1 = 1/1+t-1 si +  e £ x £ 1 

avec (-|- e

x ^ + (Î7X- D ( - |- e) = 0, et donc I - e I = 0(X), si X -> 0 . 

Dg"1  

О 
T 1 

2 + e 

1 
1 
2-£X 

1 
2 1/1+T-1 
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1 1  1 

On prolonge ensuite Dĝ -1 sur [-g- ,  -g + e] de façon que J * (Dĝ (t ) - l)dt = 0 

et pour kÇ I , si X -+ 0, 

||Dkgx-l|| o =  OU) . 

Pour construire un tel plongement, on considère une fonction C°°, T)  ̂0, 

T](x) = 1 s i x  s 0 

T)(x) = 0 s i x>Jq 

1 

graphe de T| 

0 e 
10 Figure 

» 1 1 On complète Dg,-1 sur ]rr - e, , T: + e] « pour A assez petit, par : 

Dg^(x) - 1 = (j^- D 7 1 ( - ( x - - | - e)) , si X [1/2?1/2+ [ 

Dĝ Cx) - 1 = A Tl((l+\)(x--|+ e x)) si r ri 1T 
: ^ 2 - E A ' 2 t • 

On a 
(1/2) +e 

11/2)-e 
(Dg (t ) -  Dd t =  0 . 

La minoration Mi n ( g (x) - x)  ̂C(K)A est vraie si K<1/10, mais si 
x€[K,l-K] 

1 v / 1 

Î Ô S K < 2 ° N A 
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(l/lOMl/2) 
i г» 
Ml/lOMl/2) 

(Dg x ( t ) - D d t l = 
|y(1/2- y-1/10) (1/1+y-1)(1/10-1/2+ ) 

= 0 ( \ 2 ) .  • 

4.3 O n pose (cf. 2) 

hy=Id+1/2Qy=1/2(gy+gy-1 h ÇD^TT 1) . 

Si X est assez petit, alors 

h x ( x ) =  \ ( 1 + X si 0 s x s - | - ^ 

h x ( x ) = -| (1 +  X  +  77^) (x - D + 1 si 1 1 
2 + Ï Ï Ï ! £ x S l 

CO . x 
Si A. - .0 , alor s 0  dans la C -topologie (ou g = Id+  ̂). 

A. A . A 

Proposi ti on :  Pour k entier il existe une constante >  0 telle que, 

si X - » 0 , 

||Dw||Co < Ck y2 pour i = 0,1,...,k 

Démonstrati on Par 4.2, on a, pour k 6 IN , si \ - * 0 , 

I | D \ H c „ =  °M 

On pose = Ici + \|̂  , on a 

( + ) Wy-Wy.gy-1 = Qy 
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et donc, par la formule de la moyenne, 

I I M I . o - H ^ o I K ' - ^ o - O C X 2 ) • 

On dérive (+) 

D \ =  D * x - vh ' e x 1 

donc 

U D \ U r o
 s H D *x "  D +x *  + " D * x ° OU H ^ x 1 " * H 

* l |i>\ll o  ll ^-g- 1!! 0 +  o ( x 2 ) =  o ( x 2 ) 

On a aussi 

V\ =  D\ -  J > \ . g-^Dg"1) 2. .  g"1 D2(g-1) 

Dk<Px = D
k ^ - Dk^ x » g'^Dg"

1) 1 1* 0(X2) , 

en utilisant la formule de la moyenne on obtient la proposition. • 

4.4 O n associe à h^ÇD^TT1) l e di f féomorphisme f̂ (9,r)= (9+r,r+9+r)) 

où h_ = I d + -i tP. £ H°° . Si 0 < X < X ,  on a X ¿ 2 K o 

fy(O,r) = Ay(or) 
pour l e T l < i - à 

où A es t la matrict 
1 

2 V 2 

1 

2uy-1 
avec uy i 

2 
(1+y) i 

2+y 
Les valeurs 

propres de A son t 1+X et (l+X)"" , la direction propre associée à 1+X est A. 

(l,X) et celle de (l+X)"1 est ( 1, ( 1+X)"1-!). Soient g =Id+\|^ et 

= graphe C  est un cercle lipschitzien, invariant par f̂  et on a 

P(fx| )  = 0. 
A. 
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pour 9 < 0 l e + r l <i - ^ • 

C =  la variété instable de A , pour 9 > 0, l9 + rl< 1 
2 

_1_ 
10 

C. = la variété stable de A , 
À. A . 

donc 

est la variété stable et instable du point fixe hyperbolique (0,0) 

de f̂  . Ce point fixe est non transversal. 

г 

4WS w u . 

w ws 

1 _ L ' 
~ 2 + 1 0 

Vs 

ay=fy 

WUY 

1 J_ 
2 ' 10 

1 1 

© + r = " 9 4 T Ô 

n, a A 
n, a 

F / A n, a n , a sur D 
n 

F 
n, a 

A = F _̂ n, a n , a 

n, a 

" 2 + 10 1 
" 4 

Figures 
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4.5 O n se donne 

1 < a ,  a . > 2a e t k  un entier > 3 

Pour n 6 IN , n  ̂nQ , on définit la suite de diff éomorphi smes de classe C°° 

*n,a f -a/2 ' An,a A -a/2" 
oo l  1 

On considère, pour n  ̂1, une suite 7] € C (IT ) , vérifiant P  T ) ( 0) de = 0, 

support(T|n) c 1 1 ± 1 л 

n n 

et 

4.5.1 

Max (T ) (9)) 
9 n 

-*1 
z n 

||Nn||Ck -S2 
£ n 

où s^- > S2' > ai" ^ n ^^x e s^ qu'on peut choisir égale à (k+2)a .̂ Soit 

F (e ,r) = (e + r,r + 9 y (e +r) + T I (e +r)). on a F  (e ,r) = f (e ,r) 
n,a -a./ d n  n, a n, a 

-a 
sauf si (0,r)€Dn où Dn ={(e,r) I I  9 + r + -|| < n * } . 
Si n est assez grand, D f] WS c  (domaine fondamental de f 1  ̂)  où & n  n, a n,al w3 

n, a 
W S es t la variété stable de A = f su r I  9 + r I < 77 - -r̂r . n,a n, a n, a 2  1 0 

4.5.2 Le difféomorphisme F̂   ̂a le point (0,0) comme point fixe hyperbolique 

homoclinique (le s variétés stable e t instable on t une intersection non 

1 1 C 
transverse) pour --7+ + 7^<9<0, les di ff éomorphi smes f e t F on t 

4 a  „ a / 2 n, a n, a l n n 3  1  C la même variété stable, et, sur 0 < 9 <-j -̂ 2 l a m^ m e variété instable 
al n 
n 

où C est une constante > 0 indépendante de n (on utilise le fait que pour un 

point hyperbolique les variétés stable et instable sont localement uniques). 

Pour a fixé, l<a, la suite des di ff éomorphi smes F̂  ten d vers le difféo-

morphisme t, si n-»+<», dans la C -topologie. 
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Par 4.2 on a, si n-»+<», 

4.5.3 ||F -  tll , = O(-i-) 11 n,a '1 -3 a L n 

4.5.4 Comm e F

n a  a  (0,0)ÇlT
1x]R comme point fixe hyperbolique homocli-

nique tel que la variété stable coupe transversalement la variété insta-

ble en au moins un point, ^  ne laisse pas de cercle plongé C (homoto-

pe à r = Cte) invariant tel que p (F \„) = 0. 
•*— n,a| C 

4.6 Théorème :  On fixe a>l. Pour tout e>0, il existe un entier N 
Q 

(dépendant de e) tel que, si n  ̂ NQ , F^ & n e laisse pas invariant de  

cercle C plongé homotope à r = Cte tel que P(Fn &lO = a vérifie 
l«l<—73 • 

n a / 2 + e 

L'idée heuristique de la démonstration est la suivante : on se ramène au 
cas où a>0 et on raisonne par l'absurde. Si Fr & laissai t invariante une cour-
be C graph e de >|/ , avec 0<à<—-— ,  pour les inégalités de 2.4, si 

n 6 ^  Yn ' a+ e 
n 

u = (6 ,r ) 6 C ,0 ^ - 7 , alors le cardinal de l'ensemble n n  n  n  n 

{i€wl o*i*[i/a] , Fi(un) = (e n,r n) , e ns|} 

— 1/n̂  

est O(l/oc), si n -•+<». Ceci force à  être proche comme 0(e )  (si n -*+<», 

avec y > 0) de la variété stabl e locale du point fixe hyperbolique de F̂   ̂en 

(0,0). Or, en 4.5, nous avons construit F̂  ave c une connexion homoclinique 

des variétés stable et instable, en un point (Qn»
r

n)~ ^*4
,rn^' ^e ^a * H e s u P e-

-l/nY 

rieure a s i n -»+«>. On aboutit ainsi a une absurdité. 

Démonstration :  Pa r 1-4 et 2.1, on suppose par l'absurde que si Cf 

existe pour n N̂ e t la I  < 1/n, C es t le graphe de \|/ ; on a o n  n  n 
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g = Id+\|/ € F° ,  pour un la I  < n a>^2 £
6n Yn a  '   ̂n  '  , et û vér i fie \l/ - \k ° g 1 = <P Yn Yn Yn Bn n 

n - 1 1 ou F =( G + r,r + (P(9 + r)), ainsi que (g + g )/ 2 = Id + 77 9 • n,a n  n  n  J  n 
Par 4.5.4, on peut supposer que oc^O, et quitte à remplacer gR par gn\ 

\ 
on peut supposer que p (g ) = oc vérifie 0< oc <—775-— • Par 4.5.3, 

n n  n  Ra/ + 
2.4.3 et 2.4.5, on a 

Max(||Dgn-l|| o ,  HDg; 1 -  1|| o) * Cte n"
a/2 

C C 

donc (cf. 2.4.7 et 2.4.8) 

||Dgn-l|| o , HDg;1 - 1|| o) * Cte n"
a/2 

Il en résulte que 

U I I =  ll g -Id| | s  ||g -Id-a || +  (a I  £ Cte n"a / 2 + n"( a / 2 + e) . I I Yn n

co
 M &n " co

 ll&n n C° n 

Il suit 

© I I U . 0 * C N " A / 2 - A / 2 

où C> 0 est une constante indépendante de n. 

Comme p (gn)=ocn > 0, 0n a n̂>°»
 e t ^ n <l

ui es"t Ie graphe de n e rencontre 

pas les variétés stable et instable du point fixe hyperbolique (0,0) de 

Fn a " S i 0 < K < 1 / 2 , pa r 4.5.2 et 4.2, on a 

2 \|Me) ^ C(K) n'a / 2 ,  s i 86]K , 1-K[ 

pour n assez grand (C(K) est une constante dépendant seulement de K et a) . 

Soient [b1,b2] CB , et f € D°(1T
1) tel que 0< p(f ) =  a  < vT^2 "  e, on suppose 

que x <, b̂  < b̂  vérifie f (x)  ̂b̂  , on pose, si n  ̂2, N( [b^bg] ,x,f)=le plus 
N 

petit entier N Ô tel que f (x) > b̂  ; puisque f préserve l'ordre, on a, 

si Xj x 2, 
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lN([b ,b ],x ,f) - N([b ,b2],x2,f)l s 2 

f ^ U ) fN(x) 

x b 1 f(x ) b2 

N=N([b1,b2],x,f) Figure 

On a l'inégalité : 

3 N([b 1 $b 1 + l]fxff) £ n
a / 2 + £- 1 

(car si ii est une mesure de probabilité sur TT1, invariante par l'homéomor-

phisme, induite sur TT1 par f, on a p.( [x, f (x) [ ) = ]i( [ f1 (x), f i + 1(x) [ ) = a 

pour i > 0) . 

Par (2) on a 

© N([K,1 - K],x,gn) s C (K) n
a / 2 

où Ĉ (K) est une constante et n ̂> 1 . 

On a 

N([1/4+1/10,1/8],x,gn N([1/8,11/8],x1,gn)-6 N([1/4+1/10,3/4+1/10],x,gn)-

où ^ 1 1 

X * - 4 + 10 ' e t 

1 
s- et donc par © et 3 il suit que, si n»l, 

© N ( [ - 4 + 1 Ô ' 8] 'x' gn' à C2 n 

ou 0<C2<1 est une constante indépendante de n. 

Par la construction de 4.5, le difféomorphisme ^  a un point homoclinique 

en (0,0). 
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variété stable de F 
n,a 

n, a 
F 
n, a 

n, a 

1 _1_ 
2 ~ 10 " 4 

w u 

n, a Figure 

Par 4.5.1, il existe (9 ,r ) appartenant à la variété instable de F , ' n ' n n, a ' 
tel que, si ^0 ni

r

n^ appartient à la variété stable de A ^  ,  on ait : 
n 

r - r'  ̂n , n n 

(e.r») et (G ,r )<E F ( D ) . n n  n  n  n , a n 

( 6 n' r n ) 

n n 

( e n' r ;> *n-«/2 varieté stable de A / n -a/2 n 

Figure 

On se place dans les coordonnées (Ox ,0y ), où Ôx* = variété stable de ^ n ' 'n ' n 

A . , Ôy = variété instable de A .  . L e point (G ,r ) devient — a/ £ w —  a/  ̂n  n n n 

(t ,u ) avec n' n 

© u >  C, n 1 

n 3 

(où es t une constante > 0 indépendante de n). 

Comme C es t le graphe de \1/ , la fonction \k ( G ) est au-dessus de la n Tn Tn n 
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variété instable Ws e t donc dans les coordonnées (Ox ,0y ) a,n n 7 "n 

b R= (E N,T(9n))) = (wn,zn), et par (ô) 

® 
-Sl z >  u > C, n n n  3 

De plus, on a 

F ( b ) = A ( b ) n,a n  n, a n 

Par o n a 

(s) Nn=N([On,1/8],On,gn)>C2 na/2+||Dgn-e 

Par (T ) , on a, si n » 1 , pour OsisN ,  F (b ) = A ,  (b ) , (puisque v_y ' 7 ^  n  n , a n  -  a/ J n ' n 

A1

 / 0 (b)Ç D (mo d 1), et A1 / (b r i ) Ç  f I 6 + r - i| < L/IO} ) . 
n-a/2 n ^  n n-a/2 n 2 

{ ( E , r ) | L E + r + | Un 1 } =  D 
• 4  n 

F 
n, a 

V e n , i r ( e n » 
n̂ = &r aP n e °*e tn 

bn 

variété instable 

variété instable 
de F 

n, a 

S I N 

variété stable 
de A , n -a/2 n 
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bn= ( e „ ' * ( e n»=<Vz n> 
z 

u 
n 

(e n,r) 
v n n 

C x n 

t 
n 

( V r „ > 

yn 

X 
n 

y n a C 3 n 

r -r'=n n n 

si n>1 

X 
n 

si n»l 

les angles Cte  
na/2 

Figures 

1 1  

9 + r =2-l0 yn=n-a/2O 

N \ 
(k , X )=Fn

n (b ) n n  n, a n b 
n C 

n 

Cn" a / 2 

_i 1 

2+10 
9 „ 

, 1 
^ n o 

I 1 

2~10 

Figure 
kn=gnNn(On)-1/8 x =( i -75- i )e 

n l + n-
a / 2 
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Dans les coordonnées (Ox ,0y ) on a 
n' Jn 

ANnn-a/2(bn) 
1 

1 + l/n
a/2 

N 
n wni (1 

1 
a/Z 
n 

N 
x n z ) . 

n 

On doit avoir (si n ̂> 1 ) 

® (1 + 1 
a/2 
n 

N 
n z < 1 

(puisque F"n

a(b n) =(k n,X n), où I s kn * I +  ̂e t 0<^<Cn-a/ 2 par © ) . 
n 

Or, par (7) et (8) , si n-»+œ, comme 0<a/2 

C 
3 

-s1(1+ 1 
a/2 

1 

r «a/2 + e 

,C2 n 

+00 

(s> 0 étant fixé). 

Il suit que l'inégalité (9 ) est absurde et il ne peut donc pas exister 
-a/2 - e de courbe C tell e que p (F i _ )  = oc vérifie 0<oc <n .L e théo-n ^  n , a C n  n ' n 

rème 4.6 est démontré. • 

4.7 Remarques :  l ) L e théorème 4.6 est une évaluation précise : 

comme, pour n» 1, ^  ne laisse pas invariant de cercle C plongé 

homotope à {r = Cte} vérifiant p (F 1  ) = 0, par 2.5.1, il existe e  >0 
n, a I n 

tel que F̂   ̂ne laisse pas invariant de cercle C plongé homotope à {r = Cte} 
et vérifiant p (F ,  _)€]-e , e [ . Ce que montre le théorème, c'est que n, a IC n  n 

-a/2 - e . . e = n convient . 
n 

2) Comm e le difféomorphisme F̂   ̂a la propriété 

d'intersection (1.2) et comme on peut supposer que, si n-*+«>, F

n a  "* ^ 

dans la Ck-topologie, où t(0,r) = (9 + r,r) (4.5) , par le théorème de 

J. Moser [lj (voir aussi Herman [2]) pour k^kQ, si n est assez grand, 
, 0 0 

F laisser a invariant une infinité de courbes plongées de classe C n, a 
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œ 1 

qui seront des graphes de fonctions de classe C d u cercle IT -

3) C'es t parce que je ne sais pas si le difféomor-

phisme & vérifie le Théorème de 4.6 (avec a  £ 0) qu'il a été nécessaire 
de perturber f e n F .C e que montre la démonstration de 4.6, c'est n, a n , a 
que si le difféomorphisme f laiss e invariant une courbe C vérifian t 

n,a a 
les condìtions du théorème 4.6 (où C vérifi e p (f i„ ) = a > 0), alors a n, a IC a 

-l/nY 

si n-»+<», Ĉ  est "très proche" de C q (i.e. comme 0(e ) , si n-»+« avec y>0). 

4.8 Revêtement s finis. 

4.8.1 O n se donne f(0,r)=(0 + r,r + <P(0+r)) où 96 C°(1T ) , f  9(0)d 0 = 0 . 
1 ° 

Par 2, f a un cercle invariant C, graphe de \|/6 C (1T )j et tel que p (f|^)=a 

si et seulement s'il existe g Ç F° vérifiant (g + g 1)/2=Id + -^cP6D°(lT ) . 

4.8.2 Soi t pour q € IN , q i 1 ,1 ' homothétie de F, ĥ (x) = qx . L'applica-

tion g 6 D°(1T1) -. g = h"1 0 g 0 h^ 6 D°(1T1) est un homomorphisme de groupe 

et on a 

g(x) = x + \Ĵ(qx ) si g=Id+\J / ; 

g c R1 / q =  R1 / q ° g ;  P(g) = P(g)/q 

et si p e 7L p(Rp « g ) = p (g)/q + £• 

(le lecteur pourra consulter Herman [1, XI.2]). 

4.8.3 O n suppose que ( g + g"1 )/2 = I d + -| <P pour g G F° . Soit g = h ^ g « ĥ  , 

on a 

(g+ g"1)/2 = Id + -| 9 

où <P(x) = - <P(qx) • 
q 
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~ o  * 4.8.4 Proposition :  Soient g 6 F̂  , p 6 R - d ejt q 6 IN vérifiant 

#(g) 
~ ~_ 1 
e: + e: 2 

Id + ± 9 et F.R1/q=Q , 

alors, p  € ZZ , il existe g € F°j3_p vérifiant 

(g + g"1)/2 = Id + | 9 ~ - 1 
9 = q 9 o h . 

q 

Démonstration :  Pa r 2.5, g est unique puisque (3 6 3R - $ et comme 

Rî/q ° h ° Rl/q = h '  h = Id + \  ̂' °n a' Pu i s (l u e $ ^ R-i/ q ° S
 0 Ri/ q^ =

 h ' 

R-l/q°S ° Rl/q = « « 

Soient g=h °  g ° h ,  h = h » h 0 h ,  on a, si p 6 Z , & q  & q  ' q  q 

(R •  g+ (R_p o g)"
1)/2 = h , 

mais Rp o g et h 6 D°(1T
1) , et de plus p (R p

 0 g) = qP - p -

k 

4.8.5 Soien t f(e,r) = (e + r , r + 9(9 + r) ), 9€V,k£l, etqÇJN ,  on asso-

cie à f f  (e+r) = (e + r , r + 9(e+r) ), 9(e) =^ 9(q(e)). 
Comme ||D9|| =  ||D9|[ ,  9£Vk, n s uit de 4.8.4 que f a un cercle C inva-

C° C ° 

riant (homotope à r = Cte) et vérifiant P ( f |  ̂) = a £ F - <B si et seulement 

si f laisse invariant un cercle plongé C (homotope à r= Cte) et vérifiant 

p(f |C) = qoc - p, p e 2Z . 

4.9 Théorème :  Soient a G F - Q ejt e > 0 . Alors il existe une suite  

de dif f éomorphismes de classe C°°, f (0,r)=(0 + r,r + 9 ( 0 + r ) ) vérifiant 
1 n _ 3  n 

J* 9 n(0)d0 = 0, telle que, si n-»+o°, f -* t dans la C -topologie 
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(t(e»r) = (0 + r,r)), et pour n assez grand, fR ne possède pas de cercle  

plongé C (homotope à r = Cte) et tel que p(f^|c) = a . 

Remarque :  Par 2.5.8 le théorème reste vrai si aÇQ . 

Démonstration :  Soit (F )  l a suite définie en 4.5. On se fixe n,a n̂ l 

K a < 2, 2-a< e/2 . 

On pose, si i  ̂1, 

f.(e,r) = ( e + r, r + icp (Ke +r))) , 
i i  i, a 

où F. (9,r) = (G+ r , r+9. (0+r)) . i , a i , a 
Par l'analogue de 3.2, si i+oo, f  ̂- t-» 0 de la C3 e-topologie 

<° n a  l l ' i " * » o * 0 1 ^ ' l l D f i - D t " o = 0 ( ^ > '  P ^ i - ^ l o * 0 ^ C i C i C i 

et l|D3f. - D3t|| =  0(—î-rr) et il suffit d'appliquer l'inégalité de conve-lí i  "co .a- 2 

xité de 3.2). 

— 2 
Soit (p /q )  ̂l a suite des réduites de a € K - Q , on a la - (p 7q )  I < q„ *n Hn n£!N n  n n 
et donc lqB

a~Pnl  ̂qn̂ " " 

La suite (f ) es t la sous-suite de ( f. ) 
n n£lN i 

f =  f n q Hn 
si n  € IN , 

en effet, par 4.8.5 et 4.6, la suite (f

n)n£]N vérifie toutes les condi-

tions de 4.9. • 

4.10 Remarques :  - Pour tout a 6 E"1 - (dj/Z), la suite C ^ ) ^ ^ est une 

sous-suite de la suite (f^). 

- En général, la suite (f ) a  une infinité de cour-
n n£JN 

bes invariantes de classe C (pou r voir ceci, il suffit d'appliquer 4.7.2 

et 4.8). 
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4.11 Théorème :  Soient e> 0, P^l, (pÇK) et_ a € Tt - Qt tel qu' il existe  

une infinité de nombre Pn/<ln € $ »
 q

n ^
 1 ' ^ Pn ' qn ^ = 1 véri fiant 

la I  < .  Alors il existe une suite de difféomorphismes de classe 
qn q P 

_ 1 

C", fn(G,r) = (e + r , r + (Pn(9+r)), J" (P n(e)de = O, telle que, si n-. +oo , 
—~ 2B+1— b "~ ~ 
f t  dans la C p ~  -topologie et, pour n assez grand, f  ̂ne laisse 
pas invariant de cercle plongé C (homotope à [r = Cte) tel que l'on ait 

p(f IO = a n 

Démonstration :  O n choisit le nombre k de 4.5 tel que k > 2(3 + 1, et 

le nombre a, 1< a< 2B vérifiant 2B - a > 77 . On définit la suite (F ) 
' r 2  n, a n̂ l 

comme en 4.5 . On définit la suite de difféomorphismes f^ comme en 4.10. 
Par les inégalités d'interpolation de 3.2, si i -» + °° , f̂  t  dans la 

ç2|3 e+l_-k0p0i0giea Comme la —  I < ~ A ,  on a I q a-p I  <q.  ̂. La suite 
q B  + l ̂ n * n n Hn q K 

n _ 
cherchée est la sous-suite de (f.) .  définie par f = f ,  n̂  1 . 1 n̂ l ^  n  q n 
Le reste de la démonstration est analogue à 4.9 . • 

4.12 Pa r le théorème de Rifssmann [l], si le nombre a de 4.11 satisfait 

à une condition diophantienne : il existe y>0 tel que pour p/q€<5, on 

ait la - (p/q)l ̂ y q  ̂\et si la suite (fR) tend vers le di f féomorphisme t, 

n-»+o°, dans la Ĉ  + ^+ £-topologie (pour un e>0), alors pour n assez grand 

fn laisse invariant un cercle Ĉ  (homotope à {r = Cte}) tel que l'on ait 

P(f |C ) = a . n n 

On a ceci pour ||fn-t|| 2p+i+e
 s C(y) , où C(y) est une constante dépen-

C 

dant seulement de y . (Si le nombre a est de type constant, le lecteur 

peut consulter le chapitre IV.) 
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2 
La démonstration montre que la constante C(y) est majorée par Y Ĉ (P) ou 

Ĉ ((3) est une constante ne dépendant que de [3 . Une constante ayant une majo-
2-e 

ration de la forme y C^Cp ) ne conviendrait pas- Pour voir ceci il suffit 
de considérer des nombres ot̂  qui vérifient : étant donné un entier N les 

réduites p /q d e ocXT satisfont *n Hn N 

|aN 
Pn 

qn 
11 

6 + 1+e 
pour 1  ̂n £ N 

|aN 
Pn 

qn 
1 

3 1 N 

si n > N 

On construit facilement de tels nombres oĉ  par leurs développements en 

fractions continues aN=[aQ,a-1,...]en supposant que a^ = 1, si n>N+l. 

On a N q 
YN 

qn+1 
où N< 1 

e 
qN 

(cf. Herman [l, Chap. V, § 7]). I l suffit 

d'appliquer 4.11 en supposant que l'entier N est beaucoup plus grand que 

l'entier à partir duquel le théorème 4.11 est vrai. 

4.13 Rema rque :  O n vérifie que le théorème de 4.6 rest e valable si a 

vérifie lal<l/(n&//2 Log n(Log Log n)) (le point important étant que, 

si n -» +00 , 

C3 n-s1-s1(1+//na/2) na > / 2 Log n (Log Log n) 

Soit 0<£<1, alors pour Lebesgue presque tout a l'inéquation 

|a-P/p| 1 
2 1 - £ q Log q(Log Log q) 

a une infinité de solutions p/q€G puisque la série 

q»l 

1 
x 1 — £ 

q Log q(Log Log q) 
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diverge (c'est un cas particulier du théorème de Borel-Bernstein)-

Soit a un tel nombre (a^Q) et Pn/qni ^Pn
,c*n^ = vérifian t l'iné-

quation. 

Alors il existe une suite de difféomorphismes comm e en 4.9 telle que 
3 

fn t  dans la C -topologie et pour n assez grand fR ne laisse pas 
invariant de cercle plongé C (homotope à{r = Cte}) et tel que l'on ait 

p(f l O = a . n 

(Il suffit de faire la même démonstration qu'en 4.9 en considérant 

a, ou n est la partie entière de q(Log Log q) pou r q ̂> 1 et entier.) 

4.14 Remarque :  E n utilisant 4.13, le théorème 4.9 reste valable si 

2+w • » 
f -» t dans la C -topologie , ou w est le module de continuité de la 

1 1  9 

fonction x -» x(Log —) (Log Log —) pou r x -» 0 et a > 0 . 

Nous retrouverons au chapitre III un résultat analogue. 

•M-
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CHAPITRE III 

CONTRE-EXEMPLES DE DENJOY ET CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE C3-ε 
AU THEOREME DES COURBES INVARIANTES AYANT UN NOMBRE DE ROTATION FIXE 

O. NOTATIONS. 

Pour r = O, ou r £ ]R+, ou r = +œ, o n note 

D r ( i r 1 ) = [fÇDiff^(K) I f-Id est Z-périodique} , 

où Diff̂ (F) est le groupe des difféomorphismes de classe Cr de F préser-

vant l'orientation. Dr(lT1) est le groupe revêtement universel du groupe 
r 1 

des dif f éomorphismes de classe C d e TT = TR/2L qui préservent l'orienta-

tion, groupe noté par Diff^Cff1). On note aussi Homéo+(lT
1) =Diff°(TT1) . 

Si fÇD°(lT1) , p(f)€R es t son nombre de rotation. On note par 
1 r  1 iMe ) =  e+oc les translations de Jl ou TT .On identifie C (H ) et 

[96Cr(K,ffi) I <P est ZS-périodique] . Avec la Cr-topologie, Cr(lT1) est une 

algèbre de Banach. 

Dans l'annexe (A^ à nou s en définissons les espaces Cr + W, avec rÇlN, 

et w un module de continuité, et nous en rappelons les principales pro-

priétés. On définit les groupes D (IT ) (ril) et la C -topologi e en 

A9 e^ A10 " r £ ^ e* ^ÇC1*, Dr9 désigne la dérivé e r-ième de 9 . On 

note aussi,si ^ÇC^IT1) , 

|M| =  sup |<P(x)l -
C° 

On note les fonctions lipschitiziennes ZS-périodiques de B dan s F par 
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LipCff1) = [9<E C° ( i r \ ]R) I  Lip(9) = sup |9(X) - 9(y)I 
lx-y| 

< +00 } 

Pour la norme || || +  Lip( ), l'espace LipdT1) est une algèbre de Banach . 
C ^ 

Sur un sous-espace de C (TT ) la topologie induite par la C -topologie 

est aussi appelée la C°-topologie. 

1. INTRODUCTION. 

On se propose en 5 de donner une nouvelle démonstration d'un résultat 

du chapitre II : soient a £ K - (5 et e>0 fixé, il existe une suite 
•7 _  1  1 

(9.).€C (T T ) vérifiant T  9.(e)de =  0, si i - +», Il9.ll _ - » 0 ; telle 1 1 J  n 1  11 i'3-e 
1 

que la suite de difféomorphismes f̂ (9,r) = (9 + r , r + 9̂ (Q + r)) de f x  ]R 

vérifie pour tout i : f n e laisse pas de courbe invariante Ĉ  homotope à fr = Cte} vérifiant p (f.|c.) = a-L 1  1 
En fait, nous obtenons un peu mieux puisque 

2+w 
Vi^C e t U» ! Il 2+w - ° 

C 1 

avec i -* +°°, où es t le module de continuité de la fonction 

x(Log i )2 + 2 & , s i X-.0, (ô>0). 

Par [I] et [II.2] il suffit de voir que 

h. = id + •! 9. Ç $(F°) 1 2  1   ̂a 

où $ : g<E D°(TT1) -» 
-1 

2 
E D°(TT̂ ) , et Ff= {f € Dr(lT1) I p(f) =a} . 

Le plan est le suivant : 

Au § 2, on montre que si g £ F° est un contre-exemple de Denjoy (a^Œ) 

1 1 et si h = Id + -5- 9 = $(g) est tel que Lip̂  9) est assez petit, on peut per-
1 

turber ¿9 e n ~ 9 en -i (9 + A9) ( avec A9 Ç C°°(ir1) f  A9( 9 )de = 0, A9 est 2 2  2  ^ Q 

aussi C°°-voisin de 0 que l'on veut) pour que l'on ait h + A9è̂ $(F°) . 
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Ceci donne un exemple très simple d'un ensemble de Cantor invariant 

par un difféomorphisme de IT1 x IR qui est l'unique ensemble de Cantor mi-

nimal associé à celui de g, mais néanmoins le difféomorphisme 

(f + Af ) (Gir) = (0 + r,r + (̂P+ÂP) (9 + r) ) ne laisse pas de courbe invariante C 

homotope à {r = Cte} vérifiant p(flO = a- Voi r à ce propos l'article de 

J. Mather [M] . 

Au § 3, nous rappelons la construction d'un contre-exemple de 

Denjoy g, P(g) = a, obtenu en perturbant la rotation R̂  et tel que 

Dg|^= 1 où K est l'unique ensemble minimal non vide invariant par g. 

Le lecteur se rapportera à [H, X.3] pour plus de détails. On peut 

supposer en construisant K et g de façon ad hoc que g£D* + w(lT*) où 

w(x) = X(LOK — s i x-*0, où &>0 et tel que g soit C1 + W-voisin de R .  On x a 

a de plus 

Dg - 1 = E k + , 
nfZ n n 

où k € F ,  et les \|f sont de classe C°° et ont leurs supports deux à deux n '  n 

disjoints. 

Au § 4, on montre que si g est un contre-exemple d e Denjoy construit 

en 3 alors 

2+w 
§(g) € D 1(TT1) , 

où es t le module de continuité de la fonction x(Log —) + ,  ô>0. 
1 3 1 

On gagne une unité et on a $(g) € D (T T ) cD " (TT ) (pou r tout e>0). 
On peut faire dépendre g d'un paramètre k» 1 et s'assurer que §(g)(k) 

2 + Wl o est C -born é et,si k-»+», §(g)(k)-*Id dans la C -topologie. Toute la 

démonstration se ramène, en utilisant 3.5.1, à estimer 

!|k ^ - k H \J/ «  g"1!! A  11 n Yn n+ 1 Yn+1 to 1 1 1 +w 
C 1 
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Au § 5, on démontre le résultat cité au début (qui suit immédiatement 

du § 2 et du § 5). 

Pour étudier les difféomorphismes f(0,r)= (0+ r,r+9(0+r)) qui ont 

une courbe invariante de nombre de rotation a, tout revient par [II, 2] 

à étudier §(F°) . 
1 1 

Soit vT={h=Id + 96DR( RIR) I  P 9(0 ) d0 = 0 , ||<p|| < £ ô} ,  ô > 0 . 
0 c r 

On rappelle que, pour tout 6> 0, si le difféomorphisme 

f(0,r) = (0 + r,r + 9(0 + r)) vérifie Id + 9£ V* , alors la théorie de Birkhoff [I] 

s'applique. 1 - 1 
On montre par exemple en 6 que, si ot Q et si 0<ò , )f |V̂  

1 1 

est nulle part dense dans pou r la C -topologie. 

Au § 7, on montre que si oc  ̂Q et 0<6 , $(F°)nV2+^ n'est pas con-

vexe (0<P<1) et $(D0(ir* )) D V* ne l'est pas non plus. 

Au § 8, on montre que $(F°) 0 n ' e st pas étoile par rapport à 

1'i dentité. La remarque 2 de 8.9 montre que $(F̂ ) HV* peut devenir grand pour la 

C* + e-topologie (e>0) dans certaines directions. 

L'exemple 8.2 suggère qu'il n'y a pas de critère simple pour savoir si 

h 6 ̂ (F°) . On peut même conjecturer que $(F°) f| D (TT̂ ) OV* a  des proprié-

tés topologiques tératologique s (cf. 7.4). 

Le § 9 contient des remarques sur les chemins t  ̂0, g^=Id+-^9. 

Dans un contexte différent de R. Hall [HA] a obtenu l'existence d'un difféo-

morphisme de classe C°°, F laissant invariante une courbe lipschitzienne C 

telle que F|C soit un contre-exemple de Denjoy. J. Harrisson [HS] a obtenu 
2 

un résultat analogue, F étant seulement de classe C e t la courbe C seulement 

de classe C°. 

2. MODIFICATIONS DES CONTRE-EXEMPLES DE DENJOY. 

1 1 
2.1 O n se donne 9£Lip(TR ) , vérifiant f 9(0)d0 = O. A  la fonction 9 

J0 
on associe 1'homéomorphisme "twist" de TT* x JR qui préserve la mesure 
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de Lebesgue d9 <S> dr : 

f(e,r) = ( e +x,r + 9(e+r)) 

On suppose que \|/6C°(TT̂ ) est telle que le graphe de  ̂est invariant par f. 

soit g(e) = e + e) e Homéo+(ir
1) . on a 

• (g) = 1 
2 (g + g"

1) Id + 1 
2 

ve H°c=D0('ir1) 

i 
(i.e. on a par [II, 2.3.2] f 9 (e)d6 = 0) 

- O 

2.2 Lemm e :  Soi t M = 1 + -i a + (a +4 * a2) l y^ 2, où a = o 2  +  +  4  +  '  — + sup 
y-x/0 

<P(y) - <P(x) 
y - x 

(a+ <. a = Lip(
(P)), alors on a, pour tout x et̂  yÇ E , 

r±- Ix-yl <; lg(x) - g<y) k Mjx-yl . 
o 

Démonstrati on Soit M sup 
x/y 

(Max( lg(x) - g(y)I 
Ix-yl 

le: 1 (x) - e:"1 (y) I- *, 

Ix-yl 

M£ [1,+œ] -

Si x < y, on a 

2 
-six) + g(y) 

y - x + -
er *(y) - ff *(x), 

y - x 
£ 1  H 

a 
+ 

~2~ 

et donc 1 
2 

1 a+ ('•jj + M) £ 1 + — ,  d'où il résulte 

M <; M .  • 
o 

2.3 Corollaire :  Il existe > 0 tel que, si a = Lip(<P) < , 

sup (Lip(g- Id) , Lip(g"1 - Id)) < i . 

Démonstration :  Ell e est semblable à [II, 2.4.7] . • 

89 



M. R. HERMAN 

2.4 Modification s des contre-exemples de Denjoy. 
-

Soit tpÇLipCir ) vérifiant f <P (e)d0 = 0 et Lip(<P) < e < 1 . On perturbe 
i 1 

9 par A^ÇLipdT ) ,  P  A9(0 )de =  0, Lip(q> + A<P) < e e t 
0 

supporte A<P) c ] e O - T | , e o +  T|[ ,  T ]> o . 

Soient f(9,r)=(e + r,r + 9(e + r), et f(9,r)=(9 + rtr + 9(9 + r) + A^(e + r)) . 

On a : 

f(9,r) = f(e,r) 

si (9,r)Ç{(9,r)| le + r-e^ l ^ Î I } = A . 
o 9 o,f] 

Si C est le graphe de \J/ £ LipdT )̂ , et si C est un cercle invariant par f, 

on a 

© I = Cfl Art _  est un intervalle de C (les droites 9 + r-9 =  -T) coupent C 9o,T| o 

en un seul point car C est un graphe et f(A )  = {(9,r) I  1.9 - 9 I  < T|}) ; 
o , f | ° 

@ f| c<x) =
 f | C

( x ) s i ' 

f'1|c(x) = f"
1|c(x) s i x$f(l ) 

On suppose que g=Id+\|/ est un contre-exemple de Den joy, P ( g) = a  ̂(J/Z, et 

que K est l'unique ensemble de Cantor qui soit minimal et invariant pour 
1 1 l'action de g sur TT . Soit I un e composante connexe de (Idx\j/)(TT - K) 

dans (idx^MlT1) où ( I d x )̂ ( 9 ) = ( 9 , 9  ) ) - On note K = (Idx \j/)(K) . 

2.5 Théorème :  On suppose que e >0 est donné par 2.3. On se donne g, 
-1 1 

un contre-exemple de Denjoy et 9 tels que —  = Id + -̂9 avec Lip(9) < . 

On perturbe f(e,r) = (G + r , r + <P(e+r) ) en f par A9 / 0, avec A9 6 LipdT1), 
1 

J* A9(9)d 0 = 0 ; Lip(9 + A9) < e . 
0 

On suppose que I C I c: (C = graphe \|/) - K . Alors f n'a pas de courbe  

invariante Ĉ  qui soit le graphe \|̂  6 C°(1T1) tel que 1 ' on ait 
p(f|C j) = a . 
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Démonstration :  Pa r [II, 2] on a f (9,\|/(9) ) = (g(9), \|Kg(9))) puisque la 
courbe C est invariante. Ceci s'écrit : 

g(e) = e + \|Ke) t(g(e)) = i(e) + 9(g(e)) 

ou encore 
-1 

6+g 2 
Id 1/2 Il suit que l'ensemble de Cantor K= (Idx\)/)(K) est 

invariant par f . 

Á 0o' n 

I 
o C = graphe ( )̂ 

e0-T| V o 
e +T] o 

C = graphe ( \|/ ) 

C = graphe ( \|/) 

I 
n 

A 
n 

i v a ; n 

droite // à 
x- y = O 

.droite // à 
x + y = 0 

f*(A ) n \1 . n+i 

C 
Ficpires 

Noter que les extrémités de 1̂  sont dans K, f j  ̂= f* j  ̂. 

K= (Idx\|/)(K) ensemble de Cantor invariant par f et f . 
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Supposons par l'absurde que existe . Alors 

g a (e ) =  e + \k1(e) € Homéo+(ir1) P(gt) a 

Soit K l'unique ensemble de Cantor invariant et minimal pour l'action 

de g sur TT1 ; f et f laissent invariant l'ensemble de Cantor K = (Id x \|/) (K) . 

2.6 Lemme :  On__ a C ^ C D K, avec 

C = graphe f e t C  =  graphe \|̂  . 

Démonstration :  I l existe par [H, II 4.15] un 0̂ € TT1 tel que l'on ait 

\|/(e i) = \|/1(01) puisque p(g) = P(g1) = a ^ / Z. 

Si ( 0 ^ , 6^ ) ) <z K, le lemme est démontré. 

Soient I = fn(I ), nÇZS; ces intervalles sont deux-à-deux disjoints, n o ' 

On a aussi, pour tout xÇlT1 , a (x) = K et ou (x) = K, où a (x) (resp. oo (x)) 
S S  g  g 

désigne l'ensemble a-limite (resp. uu-limite) par l'action de g sur x . Comme 

f)c(x) = f|c(x) si x^I o 

f"1,c(x) = f"
1|(,(x) si xÇf( I ) 

si (6 1,>|r1(.ei))^ U  I  ,  comme f (C) = C, f (C ) = C , alors 
1 1 1 nÇ Z n 

f n(0 1,i 1(9 1))€C inC, V-nÇZi et donc Cfl^oK (f|K=
f|K

 e st u n homéomorphis-

me minimal). Si ( 91 » (  01 ) ) € U I n» on a, pour n s> 1, 
n>l ^ 

fn(61,+1(ei))€C OC , et donc C D C 3 K (car f.j =f|j pou r n2>l). 
n n 

Si (6 1,>|f1(el)) € U I  ,  alors, si n^O, f n( 6 ̂, (  G  ̂)  )  G  Ĉ  fl C, et donc 
n<0 n 

C 1HC3K, (car f|j =f|j pou r n^O). • 
n n 
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Fin de la démonstration du théorème 2.5 Comme 

f|c(x) = f,c(x) si X  & I ^ o 

fjl(x) = ïj ^(x) si xf c f(I ) ^ o 

et que A9/0, i l existe 9  £ U1 te l que l'on ait (9,\|/(0))£I et vérifiant 

N1/̂ (6)̂ (̂9) î car sinon, puisque f possède une unique courbe Ĉ  , graphe 

de \|̂ €C°(TT*) , invariante telle que P (f|ç ) = a Ç Q/Z5 , on aurait \|̂  = \|/ 

et donc A9 = 0  . 

Si (9,\|/(9)) € Ir $ ni 1, le s graphes de e t  ̂limiten t une régio n A^ 

d'aire finie non nulle et comme \|K 9) =  ^ 9  ) » si 9  € K, on peut supposer par le 

lemme 2.6 que A s'appui e sur I. Comme les extrémités de I .  sont dans K, n n+ i 
i Ç ZZ, on a 

si i *±« . longueur dn+j_)—^0 

Puisque \|/ et \Ĵ  vérifient Lip(\)/)<1 et Lip(\Ĵ )<l, il suit que la mesure de 

Lebesgue de l'ensemble ^ 1^ n^ tend vers 0 si i -* +<». Ceci n'est pas possible, 

f préservant la mesure de Lebesgue, et donc par l'absurde la fonction \|/, ne 

peut exister. (On utilise Lip(\|f)<l et Lip(\|̂ )<l pour s'assurer que l'ensem 

ble f (A ) ne recoupe par A ,  si kiO). 
n 9 o,Tl 

Le cas \|/(9)€In» n  £ 0 est analogue en remplaçant f par f"1 . • 

2.7 Remarque :  Le Théorème 2.5 reste valable sans supposer que 9 et 

A9 vérifient Lip(9) < e t Lip(9 + A<P) < e , mais seulement 9 et A9 Ç LipClT1). 

La démonstration est la même que celle de 2.5, à cette différence-près 
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qu'il faut voir que l'ensemble f (A ) n'intersecte l'ensemble Â  ~ que 
n 6  Q i H 

si n+k = 0. Pour voir ceci, il suffit de remarquer que si 1'homéomorphisme 

ĝ  = Id + existe , alors par 2.2, on a pour tout x et y Ç E , y>x, 

(Mq - l)(y- x) ^t1(y)-^1(x) > 
. 1 
M 
o 

l)(y - x) > -(y - x) , 

avec 
K K 2 1/2 

M = 1 +-| + (b + -V ) 
o 2  4 

où b = Lip(9 + A9) . 

3. CONTRE-EXEMPLES DE DENJOY. 

Pour ce paragraphe, le lecteur se rapportera à [H, X.3]. 

3.1 O n se donne Ra , a Ç Q/ZZ , 6>0, et k»l (k»l veut dire 

k 6 E est grand). On pose 

© JÒ = n 
AK 

(Ini + |kl)(Log(lnl +  lkl)) 1 + Ô 

le nombre a étan t choisi tel que 
nÇZS 

4 =  1 n et donc 

© 
1 

ak 
< 1 pour k ̂> 1 

On pose 

© k = n 
'»•1 
n 

- 1 

On a, si nÇ I , 

© k =  ± 
±n 

-1 
lnl+k 

e(±n,k ) 
( InUk)2 

-(1 + 6) 
(Ini + k)(Log(lnl+k)) 

avec sup le(±n,k)l = c < +» 
n,k̂ l 

Il en résulte que, si n -» ± » , 
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(D Ik -  k  J  £ 
n n  —1 

cl 

(Inl+kr 

où es t une constante indépendante de k -

3.2 On considère un e fonction sur F d e classe C°°, vérifiant : \|/̂ 0, 

support ( \|f) c •4 
3-
4-

et 
1 ~ 

C 
(t)dt = 1 . 

On pose t (x) = Yn +<r-> 
n 

On a 
1 

u o 
x]/ (t)dt = i ; Yn n  ' 

Cl * ll*„ll .o S C  ' 

T 1 *  I K I I o *  f  ; 

n C  n 

nT1 * IKIIo * f  ; 

n C n 

T1 * IKIIo * f ; 

n C n 
où C = IÎ H _ et C > 0 sont des constantes dépendant seulement de . 

C 
1 1 + 6 

On désigne par w(x) le module de continuité de la fonction x(Log —) , 
1 + 6 X 

0£x£l> Si x-*0, on a w(x) = x(Log -) .  On pose, si 9 € C°(T£ ) , 

sup 
x¿y 

l*P(x) - <P(y) I 
w(lx-yl) c w 

On a (voir l'inégalité de convexité de l'annexe A7), étan t une cons-

tante 

|D>|r I <; 
n c w 

2C 
* w(c_ a ) 
n 2  n 
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+ Yn w 
2C 

¿2 n 
<: 2C / w< 

C2 

(|nUk)(Log(|n|+k))1 + Ô 

(puisque n̂ ^ 
1 

(|n|+k)(Log(lnl+k))1+° 
ceci résultant de ce que, si k ̂> 1 , 

alors >  1 et de ce que la fonction w est croissante sur [0,1]). 

3.3 O n suppose que k ̂> 1 est choisi assez grand pour que l'on ait 

k C < 1 . n 
Soit h : [0,4 ] - [0,4 J , n L ' nJ L  ' n+lJ ' 

h (x) = n 
X 

I 
0 

(1 + k ù  (t))dt n Tn 

h es t un di f féomorphisme de classe C°°, et on a h (<# ) = 4 .  puisque n r '  n  n n+ 1 * H 

© Si + k i = & A n n  n n+ 1 

On a (en utilisant 3.1 © et 3.2 Q ) 

© sup I k \|/ I  <  +oo n T n w 
n€Z,k»l C w 

3.4 Constructio n des contre-exemples de Denjoy . 

Etant donné la suite (4 ) e t a & Q/Z , on construit, comme en 

[H, X.3], un ensemble de Cantor Kc[0,l] modulo 1, de mesure de Lebesgue 0, 

tel que les composantes connexes de TT -K sont notées (I ) ordonnée s 

sur IT* comme la suite fnoc l ,  et vérifient : longueur (I ) = i . On cons-
L nÇ Z ' G n  n 

truit d'abord la semi-conjugaison h : TT1 - IT1 du contre-exemple de Denjoy g, 

que nous allons construire, à la translation R̂  . 
On définit h- 1(x), si x€{naln£ZS}, par la formule 

h_1(x) = f X dvi (t) , 
J0 
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où u est la mesure de probabilité p. = 2  X  6  , 6 étan t la masse 
n € Z n  na ' n a 

de Dirac au point na • 
~ 1  1 

L'application continue h: TT -» TT es t de degré 1 et préserve l'ordre 

de H1 e t on a h(In) = na, (voir [H, X.3]). 

3.5 O n construit ensuite, comme en [H, X.3], un difféomorphisme de TT* , g, 
1 + w 

de classe C qu i laisse invariant K, tel que K soit l'unique ensemble 

minimal de g, vérifiant p(g)=a et h • g = Ra
 0 h. On pose, si n Ç 7L , 

giT =  g , on a nécessairement g (I )=I 11 n  " n n  n+ 1 n 
Pour cela on suppose que 

Dgn=Dg|In=(1+kn |n).R-yn 

ou ( I ) = [0,4 1, et que le di ff éomorphisme g : I I  .  est défini par X n  n  n  n  n+ 1 n 
g = R. °  h 0 R , . 6n X . n -X n+1 n 
On pose 

i - 1 = E (k |)o R n Tn -A n€2Z n 

où \|f et k son t définis en 3.1 et 3.2, voir aussi [H, X.3]. n n 
Pour voir que  ̂est de classe CW, on utilise le lemme suivant : 

3.5.1 Lemme :  Soi t (I ) un e suite d'intervalles de TT deux-à-deu x 
1 n  ntz£L 1  

disjoints et (\k ) une suite de fonction de classe (̂ (IT1) vérifiant 
pour tout n, support(̂  )  c I ,  ||\| / I l 0  si_ n - i», C = sup I  \L I < + oo . 

n n n C° n€ Z C w 

Alors £  \| / converge uniformément vers \|f € C°(TT1 ), et on a 
n€Z5 n 

1*1 w *  2 C ' 
C 
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Demonstration : O n vérifie sans peine que, si N +œ S, T = £  û conver-
I n I 

ge uniformément vers \1/ = T, \1/ et on a, pour tout entier N, I S_T I £ 2C (puis-
n N  ç W 

que les supports de fonctions sont deux-à-deux disjoints. • 

Remarque :  L a condition sup | I  £  C <+œ implique que lim ||\} / || = 0 
n€2Z n C W n-* » n C° 

(puisque la longueur de l'intervalle In tend vers 0, si n-» ± °°). 

Pour voir que g est bien de classe e t que Dg = i , il suffit de remar-

quer que 1'homéomorphisme g est absolument continu et de raisonner comme 

en [H, X.3.13]. Il résulte alors du lemme que le difféomorphisme g est 

de classe C^+W. 
Dans [H, X.3.14 et 3.17] nous avons montré que, si k»l varie , comme 

tout dépend de k» l'ensemble de Cantor % les difféomorphismes g(k) de 

classe C^+ W (construit en 3.5). La famille de difféomorphismes g(k) vérifie : 

pour tout k»l , g(k) est un contre-exemple de Denjoy (g(k) est construit 

comme en 3.4), et si k-»+œ, g(k)-»R^ dans la Ĉ -topologie. 

Par 3.3 (2) ,  on a 

sup I g(k) - R I  <  +œ 
k>l a c w 

4.1 O n considère les difféomorphismes g(k) de classe C* + W, k ̂> 1 , 

construits en 3.5 :  p(g (k)) = a, g(k) est un contre-exemple de Denjoy 

obtenu en perturbant la rotation R̂  en explosant {na I nÇï) e n des 

intervalles (I (k)) e t sur l'ensemble de Cantor minimal K(k) invariant n n£5 Z 

par g (k) on a 

Dg(k)(x) = 1 s i x € K(k) . 

Soit le module de continuité w. (x) = x(Log —) 1 x 

2+26 
pour x -» 0, 6 > 0 

étant choisi comme en 3.2. 
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On pose 
g(k) + g *(k) 

2 
Id + -| <P(k) 

2+w 
4.2 Théorème :  On a 9(k) 6 C (T T ), et la fonction 9(k) vérifie, si k-. +», 

4.3 ||<P(k)|| »  O , 
c° 

4.4 sup 
k>l 

|D29(k)l 
Wl 
C 

<+oo 

4.5 Démonstration :  Pou r alléger l'écriture nous allons supprimer 

l'indice E + , k ̂> 1 , le seul indice que l'on garde est l'indice n £ 5Z 

pour désigner la restriction d'une fonction à l'intervalle I o u à l'in-

tervalle [0,4 ] . 
n 

On écrit g=Id+\|f et on a 

-1 
\J/ - \J/ 0 g = 9 

avec 9<E C1 + W(TT1) et 1 1 + 0 

w(x) = x(Log —) , x 
ô > 0 . On a 

= S  (Dg - 1) , =  E (Dg - 1) 
n£7L n  n£Z Z 

où Dĝ  - 1= (Dg - l)j es t une fonction de classe C à  support dans Ir (et 
n 

=0 dan s un voisinage de ôl =fa ,b } dans I = [a ,b ], cf. 3.2). 
to n  L n n  n  L n n  ' 

Comme g(K) = K et que D\J/|̂ =0, on a D91  ̂= 0 (où K est l'unique ensem-

ble de Cantor invariant par g). 

2+w 

4.6 Pou r voir que 9 est de classe C ,  par 3.5.1, il suffit de démontrer 

la proposition suivante : 
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Proposition :  On a 

4.7 lim 
|DQ|Inn C° 

= 0 

4.8 sup 
n£Z |DQ|InnП wl 

С 1 

= С < +œ 

où la constante es t indépendante de KÇK+ , k » 1 . 

Remarque :  C'est ici qu'on "gagne en gros une unité" de dérivée. L'idée en 

-i 2 + wi 
est très simple : il faut évaluer (\[f-\J/°g )| j e n norme C .  Pour cela on 

n 
amène, par la translation R̂  ,  1̂  sur [0,4^]. On dérive deux fois et on éva-

n 
lue les termes en utilisant e t la formule de moyenne (i.e. pour évaluer 
V^). Ce qui est important, c'est que ( \|/ - \|r 0 g )  | j es t une différence. 

n 

La démonstration qui suit est complètement élémentaire, mais un peu pénible 

à cause du nombre de termes. 

Bien que l'inégalité 4.7 résulte de 4.8, nous incluons aussi la 

démonstration de 4.7. 

Démonstration de 4.7 et 4.8 : 

4.9 Changemen t de coordonnées. 

Pour faire des évaluations, on se ramène à l'intervalle [0,4̂ ] . 

Soit R- l a translation telle que l'on ait R.. (I ) = [0,4 ] . On a À. A . n  n n n 

(D̂  - Щ • g'1Dg"1) ,_ «R» =  к Ж - к . ù e h"1

 л Dh"
1 . , v 6  I I -\ n  Yn n- 1 Yn-1 n- 1 n- 1 n n 

où ĥ  :̂ [0,4̂  ]̂ [0,4̂ ] est le di f féomorphisme défini par : 

h„-i ( x ) = l ( 1 + k„-i V i ( t ) ) d t • 

On pose f (x) = h л  n n- 1 
/n-1 

n 
x)) et h"1 Лх) n-1 

n-1 

n 
f_1(x) n 

Alors f : ГОД ]-»[0,4 ] est un di f féomorphisme de classe C°° et on a n n  n 

100 



CONTRE-EXEMPLES DE DENJOY 

Yn-1 n~ 1 n-1 
* «  f"1 
Yn n 

( 1 + k .  >|f • f ' ) n-1 Yn n 

Df (x) = n 
*„-1 
n 

(1 + k . 4 (x)) n-1 Yn 

Df"1 

n 
je 

n V l 
(l + k .  \|r • f"1)" 1 

n-1 Yn n 

4.10 Calcu l de D <P i T ° R - =B su r [0,4 ] . II - \ n  L n n n 

On a 

B = k - k . o f"1 Df"1(l + k \ V o f" 1)" 1 + n n  Yn n -1 Yn n  n  n- 1 n  n 

+ k „ ù ° f"1 k 4

 0 f~1(l + k . ù o f" 1)" 2 Df"1 . n-1 Tn n  n- 1 Tn n  n- 1 7n n  n 

On pose B =II + III + IV +V ,  avec v n  n  n  n  n 

II =  (k - k j. )Dù n n  n- 1 Tn 

III = -k A D\l/ • f"
1(Df"1(l + k .  \|r o f" 1)" 1 _ i) n n- 1 Yn n  n  n- 1 Yn n 

IV = k 2 . D\|/ • f_1(l + k .  >|r • f" 1)" 2 ù • f*1 Df"1 

n n- 1 Yn n  n- 1 Yn n  Yn n  n 

V = k D\J/ — k D\|/ o f"1 . n n- 1 Yn n- 1 Yn n 

4.11 Dan s la suite, C>0, >  0, C >0 désignent des constantes indépen-

dantes de k » 1 et de n 6 7L . 

On note par les mêmes lettres C, C ,̂ C de s constantes différentes. 

4.12 Inégalité s sur ty^ . 

Par 3.1 et 3.2, on a | (x) = (x/l)» pour 0^x 4̂ ,  ainsi que les 
n 

inégalités : 

© II* I l *  ( 

l l Y n c ° 
l llYnii o ' 
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© r ^ I N J I / f » 
n C  n 

3 
7 *  l | o 2 . " » c » '  7 
n n 

© 
n7 *  l|o2."»c» ' 7  n 

Par o n a 

© |Wn 
Cw1 

< C 

1 in 
Yn w 

c 1 

< C 

*n *l«Vn > 

4.13 Inégalité s sur e t 4̂  . 

On a 

SL = n 
ak 

(Inl + k)(Log(lnl + k ) )
1 + Ô 

avec _1_ 
ak 

n EZZ (Inl +k)"
1(Log(ln| ^k))"1" 6 

et donc C1(Log k)5 > ak > C 

d'où 

© 4 * n 
C 

(Inl +k)(Log(lnl +k)1 + Ô 

© 
lim (su p 4 ) = 0 . 
k_»+oo n£ZZ 

On a aussi 

© Ik I = i V ^ - l l *  2 etKN+1/KN s i n-± - ; 
n (lnl +k) kn 

© Ik - k J £ £ 5- et Ik - k |  <; C1 k̂  . 
n (InUk) 2 n n" 1 1 n 
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On a, en utilisant 

0 
* 2 , 

n — 1 4 w „ e  *  ) 
n 1  î  n 

£ C 
k 2 

n 
n 

<C' et lim 
n-.i» 

* 2 1 
n-1 4 
n 

= O 

(En effet 

* 2 , 
n —1 ni i n 

< 1 
(InUk)2 

(lnl+k)
2(Lo*(lnUk))2+25 

(Log(C (lnl+k)(Log(\n\+k))1+b)¿+¿0 

<; C . ) 

4.14 Inégalité s sur f̂  . 

Des inégalités sur  ̂i l suit les inégalités suivantes : 

10 Max(||Df - lll ,  llDf"1 -lll )  <; C k i  11 n  "ç O ' 11 n  " co n- 1 

11 Max(Lip(fn) , Lipif"
1)) <s C et HDI^h ^  c  . 

11 n  MçO 

Par e t o n en déduit 

© 
|Df_1 

n wl 
C 1 

< 
C k 

n B1(C1ln) 

L' inégalité 
10 implique 

© Max(||(l + k .  ù •  f"1)"2!! 
11 n- 1 Yn n  "ç O 

||(i + k .  >ir • f"1)"1!! )  £ C 
11 n- 1 Yn n  '' o 

Les inégalités © et © impliquent 

© ||Df"1(l + k „  vl/ «f"1)" 1-!!! £  C k . 11 n  n- 1 Yn "ç O n- 1 

L'inégalité e* A7 impliquent : 

© |Df"1(l + k ,  j •  f"1)" 1 - il n n- 1 Yn n wl 
C l 

Ckn-1 

V C l V 
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Par 
© 

et 
© 

, on a 

© 
||D.f"1(i + k .  ^  •  f " 1 ) " 2 ! ! < ; c 
11 n  n -1 Yn n  "ç O 

et par une démonstration analogue à celle de l'inégalité © 

© 
|Df"1(l + k „  ù °  f"1)""2 

n n- 1 Yn n wl 
C 1 

C k , n-1 

1 i n 

4.15 Démonstratio n de lim 
n-»±co 

l l l l +  III +  IV I I =  0 . 
11 n  n  n c ° 

Par 8,2,1,14 et 16, on a 

H11 +  III +  IV I I £ 11 n  n  n ç° 

C k 2 , n-1 
n 

et il suffit d'appliquer (5) pour démontrer 4.15 . 

4.16 Demonstration de sup sup I I I + III + IV I  = C<+» . 
^ . * n n  n  w 

k>l nÇZ r 1 Par (V) et (V) , on a : 

l(k - k JD^ I  £ n n- 1 Yn w 
C 1 

C k2 , n-1 
i viAC I ) n 1 In 

et par les inégalités en annexe, A ,̂ Â , Â  en utilisanl 5, 12, 14 

( « ) ,  ( î s ) e t @ 

I III + IV I  <; n n  w . 
C 1 

C k 2 , n-1 

n 1 1 n 

et il suffit d'appliquer (9) pour voir 4.16. • 
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4.17 Démonstratio n de lim V  =0 . il n1' o 
n-.iœ C 

On a f"1 : [0,4 ]-[0,4 ] n L '  nJ L  '  nJ et par 
© 

( 2 1 n C°(I ) n 

K 1 
<; f n HDf" 1- 1|| d t <: C k . t J Q

 1 1 n  " co n- 1 n 

Par la formule de la m o y e n n e , 1 8e * 3 i o n a 

(3 ) ||V II s  k ,  ||D2^ || ||f_1-Id|| s 11 n"co n- 1 11 n

 c°
 n C ° 

C k 2 , n-1 

n 

et il suffit d'appliquer pou r voir 4.16. • 

4.18 Démonstratio n de sup sup I V I  < +œ . 
k>l n€Z5 n

 C

W1 

On a 

D(V ) = k 4(D
2vl/ - D2^ o  f"1) + k D

2 vj, e f"1(Df"1 - 1) . n n- 1 Yn Yn n  n- 1 Yn n  n 

Par la formule de la moyenne, )̂ e t 1 8, on a : 

k ,  ||D2n|, -D^of" 1 ! ! < ; k ||D
3v), Il llf̂ -Idll £ n-1 11 Y n Y n  n

co n- 1 11 Y n"çO 11 n "ç O 
C k2 , n-1 
i2 

n 

Par ( î ) et ( îo ) ,  on a : 

||k .  D2v|, » f-^Df"1- 1)|| s 11 n-1 Yn n  n  "ç O 
c k 2 , n-1 

n 

Il en résulte que 

© H D ( Vn>ll co * 
C k 2 

n-1 
i2 

n 
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Par (l9 ) o n a : 

21 , 2 

n 
* 2 1 
n-1 

IlV I I s  C l 11 n"co n 

Par l'inégalité de convexité A o n a 

lv I 
n W „ 

c 1 

2 || v l | 
" n c ° 

W J 2 ||V || ||DV II"1) 1 11 n"c<>
 11 n  "co 

P a r 2 0 ' e n utilisan t que es t une fonction croissante, on a 

IV | s n 
c 1 

2 || v I I 
Il n"co 

MÂ2 ||V I I i2 k'2. c- 1 ) 1 11 no n  n- 1 

Pour k>l , par o n peu t écrire 

W L ( 2 I
2 k - 2 C - 1 ||V H ) = 2||V y  i2 k -2., (T ^Log^ 1 n  n-1 11 n"çO 11 n"çO n  n- 1 0 2 

* 2 1 n-1 
X 2 

n 

. 2+2 & 
llvjl"1)) 

(w(x) = x(Log —) 
2+26 

seulement si x est assez petit). 

Par © 
2X 

on a en utilisant que la fonction x -* ( Log —) 

-2-26 
est 

croissante 

|V I  s n W 
C 

C k2 , n-1 

V ^ i V » 

2 - 1 2+2 6 

Pour x assez petit, la fonction x -» x (Log(Ĉ x ) ) es t croissante, et 

comme * 2>l/(|n| +k)(Log(lnl + k ) )
1 + Ô, par © pou r k ̂> 1 , on a 

|V I  s n 
r. 1 

C(Log(lnl + k ) )
2 + 2 6 

(Log(C(lnl +k)(Log(lnl + k ) )
1 + Ô ) 2 + 2 6 

On a finalement 

sup (sup IV I )  < +œ 
k>l n6 Z n

 c

wi 
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ce qui démontre 4.18 . • 

En mettant ensemble 4.10 et 4.15 à 4.18 nous avons démontré 4.7 et 

4.8 . • 

2+w 

Fin de la démonstration de 4.2 :  Pa r la Proposition de 4.6, 96 C e t 

l'inégalité 4.4 est satisfaite. 4.3 résulte de : si k-»+œ, g(k)-»Ra dans 

la C°-topologie (cf. 3.5). • 

5. CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE C (e > 0) AU THEOREME DES COURBES TRANSLATEES. 

5.1 L e théorème suivant donne une nouvelle démonstration d'un cas parti-

culier d'un résultat obtenu dans [II]- En fait on a mieux, on peut remplacer 
3-e 2 + wl la classe C pa r la classe C ,  où es t le module de continuité défini 

en 4.1 (cf. Ag à A1 3 ) . 

Théorème :  O n se fixe e > 0 et a 6 IT1-(ai/ZZ). Il existe une suite (f.). 
— ± x 

de diff éomorphismes de TT x 1R de la forme f.(0,r) = (G + rjr+^.^+r)), où 
1 1 1 

3— £ les 9. sont de classe C e t vérifient P  <P.(0)d9 = O telle que, si i-»+œ, 
x — 4 0 i — J — — 

9̂ -»0 dans la C - topologie et pour chaque i, f  ̂ne possède pas de courbe  

invariante Ĉ  homotope à [r = Cte} telle que 1'on ait P(f ÎC^) = a . 

5.2 Remarque :  l ) I l suit de la théorie de Birkhoff [I, 5.9] et [II, 1.4 

et 1.5] que, si f̂  possède au moins une courbe invariante homotope à {r=Cte}, 

alors il existe un anneau A. invariant par f. bordé par des cercles invariants 
i i 

C.(ocT) et C(oc7) et vérifiant p( f. IC. (ou J = oc7 , a7 < a < at et si a7 < a < ocî , i i i  i i i i ' i i  i i ' 

alors f ne laisse pas invariant un cercle Ĉ (oc) (homotope à {r = Cte} véri-
fiant p (f. I C.(a)) = a . 

i i 

2) Le s difféomorphismes f. sont seulement de classe 
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£, mais on peut supposer que les di ff éomorphismes f̂  sont K-analytiques 

(puisqu'en appliquant la théorie de Birkhoff [II, 2.5.5], l'ensemble 

$(F°) D £(1T1) est fermé dans E pour la Ĉ -topologie et de plus 

l'ensemble H°° est dense dans E pour la e-topologie si e 1 >  e) . 

C.(at) i i 

C(aT) i i 

>e 

Figure 

Démonstration de 5.1 :  Soi t (g^))^! l a famill e de di ff éomorphi smes 

construits en 4.2. Soit g ( k ) g ( k ) / 2

 = + l cp(k) ç D
 1 ( i r 1 ) . Par 4.2, 

et les inégalités d'interpolations Â  et A^, pour tout e>0, si 

k-.+oo, <P(k)-»0 dans la E-topologie- Au di ff éomorphi sme g, on associe 

le di f féomorphisme de TT1 x IR : 

f k(e,r) = ( e + r , r + <p(k)(e + r)) 

On perturbe f^ , comme en 2.5, en 

fk(0,r) = (9 + r , r +CP(k) + A<P(k))(e + r)) 

tel que f - t dans la C3"C-topologie (où t(8,r)= (e+ r,r)> et le difféomor-

phisme f̂  ne possède pas de courbe invariante Cfc qui soit un graphe de 
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\J/kÇC
0(lT1) et vérifiant 

p(f kIC k) =  a 

Le fait qu'on suppose que la courbe Cfc est un graphe n'est pas une restric-

tion par la théorie de Birkhoff [ i ] .  • 

6. QUESTIONS DE DENSITES. 

6.1 Dan s ce paragraphe, on suppose que 0< (3 < 1 . On définit en à  A^ 
1 1+ 3 le groupe D (T T ) qui est un groupe topologique pour la C -topologie. 

1 + P 

De plus D + ( i r 1 ) est l'adhérence de D°D(ir 1) dan s D^Cff1) pour la 

C1+^-topologie. 

z 1 + 8 
n'est un groupe topologique que pour la C -topologie I 

6.2 S i a6 E i on définit l'ensemble 

1 + 3 
F + 

a 
{f € D 

1 + 3. 
(H1) I  P(f ) =a} 

1+P+ t 

qui est un sous-ensemble C -fermé de D (T T ) [H, II.4] • 
» 1 + p + 1+f ì Par 6.1 et [H, III 4.4], F̂  est dense dans F̂  pou r la C -topologi e 

On définit aussi 

a 
1 1 + P  1 = [ g « Ra o g " 1 I  g £ D + ( i r ) } . 

Par [H, II], on a 
1+3 

0 C F 
a a 

On définit 

1+3 1+ 3 
CD + = {f e D +(TT ) I f est un contre-exemple de Denjoy] 

1+3 1+ 3 1+ 3 
CD + = CD + D  F + 

a a 

109 



M. R. HERMAN 

6.3 Pa r [H, X.3], pour tout oĉ G, on a 
1 + P + 

a) C D es t non vide (voir aussi 3). 
a 
1 1 1 

b) C D es t dense dans F pou r la C -topologie. 
a

 %

 a  1 +P+ 1  + P + 

c) S i a satisfait à une condition A, alors CD es t dense dans F 
oc oc 

pour la C1+^-topologie . Démonstration de c) :  i ) Pa r [H, X.3], pour tout a d/ZS , il existe une 

suite (g.).cCD tell e que, si i — +<», g.-*R dan s la C -topologie . l i a i a 1 + p 
ii) Pa r 6.1 et 6.2, F es t dense dans F pou r 

oc oc 

la C1+^-topologie et donc,par le théorème fondamental de [H] et en utili-

sant 6.1, il suit que 

1 + 1 0 +(TT1) a est dense dans 
1 + P + 

F 
a 

pour la C1+^-topologie. 

iii) c ) resuite de ii) et de i) par conjugaison. 

d) L'ensembl e CD est dense dans 
i + P i +P i 
Fj =  { f 6 D + ( TT ) P(f) Ç«3 

pour la C1+^-topologie. 

Démonstration de d) :  Pa r la même démonstration que [H, III.6.3], en uti-
l + (3 + 

lisant 6.1, il suit que l'ensemble U F  es t dense dans F pou r la 

C + -topologie, où A= {a € K I oc satisfait à une condition A], qui est un 

sous-ensemble de K - (ft . L'affirmation d) résulte alors de l'affirmation c). • 

6.4 O n définit 
O: gED°(TT1)-> g+g-1/2ED°(TT1) 

On choisit 0<6, et on définit, si r>0, 
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r ,  1 
H r = {f€Dr ( ir 1 ) I  P  (f-Id )(e)d0 = 0} 

0 

et 

= (f6H
r I  ||f-id|| r £ 6} 

c 

1 1 

On rappelle que pour tout 6> 0, si au difféomorphisme h= Id + -g9 

on associe 

F : (9,r) e TT1 xlR >  (9 + r),r + 9(9 + r)) 6 TT1 xIR , 

F vérifie les conclusions de la théorie de Birkhoff (i.e. si F laisse 

invariant un cercle C (de classe C°), plongé, homotope à {r=Cte}, alors C 

est le graphe de  ̂£ (̂ (TT1) et donc xĵ LipClr1) par 2.2), voir [I] et [II]. 

6.5 O n rappelle que §(D0((IT1)) cH° [II, 2.3.2] . 

1 1 

Proposition :  Soit a £ F . L'ensemble $ ( F̂  ) f| (0< Ô) est nulle part  

dense dans V1 pour la Ĉ -topologie. 

Démonstration :  S i aÇQ, cela vient de [II, 2.5.8]. Si oc  ̂G, soit G1 

l'adhérence de $(F*) dans Vg pour la Ĉ -topologie. Si G1 contenait un ouvert 
1 1 pour la C -topologie, par 6.3 b) il existerait g £ CD̂  tel que 

h=$(g)£U. Or en utilisant 2.5 et 2.7, on peut perturber h en h tel que 

he $(F°) et h e U . 
a 

Par la théorie de Birkhoff [I, 5.4], V* - §(F°) est un ouvert induit 

par la C°-topologie et donc es t absurde. • 

6.6 Pa r la même démonstration, en utilisant 6.3 c), on a la proposition : 
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Proposition :  Soit a satisfaisant à une condition A . Pour tout 0 < 6 e_t 

0 < p < 1 1 ' ensemble §( ) f| V^o1+B est nulle part dense dans V̂  pour la 

C 1 + ̂ -topologie• 

6.7 Remarque :  I l suit du théorème des courbes invariantes que pour 

Lebesgue-presque-tout a € K -Q , l'adhérence de ^(F00) pour la C^+^-topologie 

contient un ouvert dans H pou r la C -topologie . 

6.8 S i 6 > 0, on pose V* ={gÇF 1|(l+ô)""1^Dg^l + ô}. 
ô ,a c o oc 

Si ô>0, soit T)(6)>0 le plus petit nombre tel que l'adhérence pour 
la C°-topologie de $(V* )  dans H1 (que l'on not e A d (§(V * ) ) vérifie 

6,a co 6,a 

Ad (#(V* ))c=V1

 c, . Par 2.2 et 2.3, il existe 4(5) >0 tel que 
co o,a — \\io) 

$ " 1 ( V Î ( 6 ) ) n ^ C v l M 6 ) , a -
Par la même démonstration que 6.5, on a 

Proposition :  Si ^ a  ̂(B et si ô > 0, Ad Q (
v

ô a ) est nulle part dense dans 

1 o  ^ 
VT|( ô ) P° u r * a ^ -topologie. 

Rappelons que par [I, 5.4], si h G Ad (V * ) , h=$(g) avec g € F° . 
ç o o, a a 

F1 

a 

o ,a Ad §(V * ) 
co ô,a 

(sans point intérieur pour 

la C°-topologie) 

boule v j ( 6 ) 

n 
H 1 

Fiqure 
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6.9 Remarque :  Si f Ç F° vérifie sup(Lip(f),Lip(f 1))^ô<+», on peut 

approximer f par une suite ^f i ^ c F

a vérifiant : si i-»+<», f̂  -• f dans la 

C°-topologie, et pour tout i, sup(Lip(f ),Lip(f~1)) «s ô. (Il suffit d'appro-

ximer f dans la C°-topologie par des homéomorphismes P.L. (vérifiant la 

condition sur les rapports de Lipschitz), ensuite de lisser ces homéomor-

phismes et d'appliquer [H, III.4.4].) 

6.10 Par [II, 2.6], si oc £ A, alors l'ensemble $(F") est ouvert dans H*5 

as 

pour la C -topologie. 

Par 5.1, pour tout 0<(3<1 et tout ô > 0, ^F") n'es t pas fermé 

pour la C -topologie (s'il était fermé dans KflH , cet ensemble serait 

ouvert et ferme pour la topologie induite par la C -topologie sur l'en-

semble connexe V̂ ~^nHœ . On aurait donc $(F°°) f| V3"^ = V̂ ""̂  fl H°°, ce qui est 

contraire à 5.1). 

Comme es t dense dans F̂  pou r la C p-topologie (0<|3<l), par 

6.6, il en résulte que $(F") est sans point intérieur pour la C1+^-topologie. 

6.11 Proposition :  Il existe un dens e de [0,l], G, tel que, si oc 6 G, 

alors 11ense mble $(FU) fl H est sans point intérieur pour la C -topologie. 

Démonstration :  Par [II, 2.5.7 et 2.5.8], il existe une suite (^^jy 

de H , dense dans H pou r la C°°-topologie,telle que, pour tout i, l'en-

semble compact 

k. =  p($~1(h.))n[0,1] 

vérifie IL c [0,1] - d . 

Soit Ui = [0,l]-K̂  qui est un ouvert dense de [0,1]. Si aÇU., alors il 

n'existe pas de f € F° tel que l'on ait $(f) = hi . 
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Il suffit de considérer G = f) U. • 
i 

7. GEOMETRIE DE L'IMAGE DE § . 

7.1 S i ô> O, on considère V* = {Id + H 1 I  ^ < b] . On a V1 c H1 c D1 ( H1 ) . 
1

 C 

On dit que BcV& est convexe si pour tout x et y£B et tout Os\<l, 

>.x + (l-\)y€ B 

/ o 

$ ( D°( TT1 )) 

contient un ouvert 
pour la Cœ-topologie 

Figure heuristique dans_1 ̂espace des hêV^fiD ( TT1 ) 
(heuristique = c'est plus compliqué). 

7.2 Théorème :  Pour tout 6 > 0, l'ensemble §(D°(1T1)) f] V* n'est pas  

convexe. 

Démonstration :  Si$(g)=h=I d + ^(P€V 1, avec g€ D^TT1) et si H K  , 

on a 

hy=Ry.h.R-y =Id+1/2Q.R-yEV1o 

et 

= $(RX o g • R_x) € HD^IT
1)) . 
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Si q G 7L - {O} , on définit x

q ( e ) =  q0 et alors 

X ^ o h o i (x ) = Id + - J- <P(qx) e V* q q  2 q ^  ô 
et 

o g  o i )  -  i " 1 o  h  ° i 
q q  q  q 

on en conclut que, si h(x) = x + a sin 2itx et h 6 V1 D §(D0(1T'1 )) pour un a>0 

(ce qui sera le cas si lal est assez petit par le théorème des courbes 

invariantes [II, 2.6]), il en est de même pour les difféomorphismes sui-

vants si -1 £ t £ 1 et q € IN : 

ta .  0 x »  x + — si n 2ti qx 
q 

ta rt x >  x + — co s 2n qx q 

Il suit que, si §(D°(TT1 )) f] V1 est convexe, 

Id + 96 $(D°(1T1)) nvî 
0 

pour tout 9(x) = a 
N 

q=l 

a 
q 

sin 2tc qx + 
b 
_a 
q 

cos 2tc qx) 

vérifiant 
N 
E 
q=l 

la I  +  Ib I  s 1 
q q 

1 1 Soit -r-< 8 < 1, il existe une suite (h. ). c V. , avec h.=Id + 9. ou 1 es t 2 r '  1 1 6 ' 1  1 1 
un polynôme trigonométrique et vérifiant ĥ   ̂$(D°(IT1)) et, si i -» +», 

9i-»0 dans la C
1 + '3-topologie. (Il suffit d'appliquer [II, 3].) 

Or, par un théorème de S. Bernstein [Z, VI.3.1] on a, si 

<P. (x) 1 

N. 1 

q=l 

a (<P. ) 
, q 1 

q 
sin 2tc qx + 

b (9. ) q 1 
q 

cos 2tc qx) , 
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N. i 

q=l 
la <<P.)I + Ib (<P.)| £ C \\W.\\ Q  , q i  q  i  P  11 i " cP 

1 
ou C es t une constante ne dépendant que de p   ̂1 -

P ^ 
Donc, si $(D°(TT1)) DV1 est convexe, on a, pour i assez grand, 

ô 
6 §(D° (TT1 )), or ^  $(D°(rir1 )) et donc par l'absurde le théorème suit-

Remarque :  L a démonstration montre que l'ensemble D (TT1) fl V1 f] $(D°(']T1 )) 
œ 

n'est pas convexe, bien qu'il contienne un ouvert par la topologie C 

(il suffit d'appliquer le théorème des courbes invariantes [II, 2.6]). 

2+ 3 
7.3 O n fixe oĉ <5, O<0<1, on définit, si 0<ô, V '  comme en 6.4. 

o 2 + B 
Théorème :  Pou r tout ô> 0, l'ensemble $(F ) H V. p n'es t pas convexe. 

A 5  C 

Démonstration :  O n suppose que les difféomorphismes ,  pour is 1,2, sont 

des contre-exemples de Denjoy contruits en 4.2, tels que p(g )=oc et 

$(g^)€V2+^ pour i = 0,l. On suppose de plus que 

g± = Id + ty± pour i = 0,1 , 

et que gQ et ĝ  laissent invariant le même ensemble de Cantor K (qui est 

l'unique ensemble minimal invariant par ĝ ) ; de plus il existe une 

composante connexe I de IT* -K telle que 

g l ( x ) ^  g o ( x ) pour un x G I 

mai s g^x) = gQ(x) si x   ̂I 

(Ayant construit gQ comme en 4.2, on choisit g =̂ gQ
 0 f, ou f est un difféo-

morphisme de classe C°° ayant son support c I et C°°-voisin de l'identité.) 
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Soient h. = Id + -i 9. = i 2  i 

g i + «I * 
2 

et si 0< t < 1, 

hA = th4 + (l-t)h =  Id + - î  t 1  o  2  t 

On a 

ht(x) = h2(x) = ht(x) 

sauf si x£ I ou xÇI=g(l) = g0(D-

Soit gt = tgt + (l-t)gQ et ht = Id + 2 
2 

W2 
gt+gt-1 

2 
On a 

^+(x) = <?t(x) s i x Ç Ij 

et 

ï t(x) = v|/(x) - (tv|/1 + (l-t) Q̂) <» g^(x) s i x € It 

<Pt(x) = t ( ^ - >|r1 • g"
1) + (l-t)(\|f- \|fQ » g^Xx) Si X 6 1t 

où \|Kx ) = \|^(x) =  v]/Q(X), si x̂  I . 

Lemme ;  S i h, 6 S(F°) D V* , alors 9, =9, sur I . . — t  a  o  t  t  1 

Démonstration :  Cel a résulte de 2-5 et 2.7 en utilisant que ĝ (K) = K, 

h t = $(gt) et <Pt = 9 sau f sur I . • 

Fin de la démonstration du Théorème 7.3 :  E n général pour tout 0<t<l 
~ o  2+ 8 9^/9^, d'où il résulte que l'ensemble $(F̂ ) H p est non convexe 

puisque le segment h 0  £t£ 1, est tel que h e t h„€$(F°), mais v o  1  a 
hx S $(F ) si 0< t < 1 . Tout revient a voir qu'en général 

g^1 i tg^1+ (l-t)g"1 , 
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Pour cela on choisit g1 = gQ
 0 f avec g1 : I-» I et f un d i ff éomorphi sme 

de classe C°° à support contenu dans I C°°-voisin de l'identité et vérifiant 

f / Id pour un x Çlnt(l), f(x ) = x ,Df(x ) £ \ ; alors, on a ^ o  o  o  o  '  ' 

D«"t 1 («t ( xo ) ) : 
1 

tDg (x )+(l-t)Dg (x ) l o o o 
gt(xo) = g1(xo) = g2(x1) 

qui est pour Dg^(Xq)^ DgQ(Xq) et 0< t < 1, différent de 

t (1-t ) 
Dg.(x ) + Dg (x ) 1 o  o  o 

7.4 S i a satisfait à une condition A, alors par [II, 2.6.2], §(F ) est 
1 a 

ouvert pour la ^-topologie dans H°° = {h £ D°°( TT1 ) I J* (h -Id)de = 0}. Si 
0 

a^Q et si 0<p<l, alors $(F<^) e s t dense dans $(F* ^+) pour la C1+^-topo-

logie (cf. 6.2). 

Propositi on :  Pour tout ô  > 0 et tout a   ̂QL, 11 ensemble $ ( F̂  ) i l n ' est 

pas convexe. 

Démonstration :  Soit Id + ̂ 9, = h, construit en 7.3, où les h.=$(g.), 2 t  t  '  i  ° i ' 

pour i = 0,l sont choisis pour qu'il existe 0< t< 1 vérifiant h^̂  $(F°) . 

Par [I, 5.4] il existe un voisinage (C°-ouvert) U de ĥ. dans v^ +  ̂tel que 

si h£U, alors h^§(F°) . On suppose de plus que ĝ  Ç ^ + ^ c F

a ^
+ pour 

1 + 6 
un |3<(3'<1. Il suffit alors d'approximer dans la C -topologi e gQ et 

t 0 0 0 0 
ĝ  par des difféomorphismes dë classe C £ F̂  . • 
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a ' 
a Ç A, ouvert pour 
la C°°-topologie 

1 « 
• v 6 n c 

Figure heuristisque dans l'espace de h 6 C°°n V? . o 

8. CARACTERE NON ETOILE PAR RAPPORT A L'IDENTITE. 

8.1 O n dit que l'ensemble BcH°° est étoile par rapport à l'identité 

si, h 6 B, (l-t)Id + th e B pour 0 £ t £ 1 . 

8. 2 Théorème :  Pour tout a 6 B - <Q et tout ô > 0, 1 ' ensemble 

$(F°) H V* D Da,(TT1 ) n'est pas étoile par rapport à l'identité. 

Remarque :  S i ô<6 ,  où 6q est le nombre défini en 6.4, la théorie de 

Birkhoff s'applique. On supposera dans la suite que ô<l. 

8.3 Pou r démontrer 8.2, nous allons commencer par une construction d'un 

homéomorphisme PL similaire à celui de [II, 4.1]. 

On suppose que \>1, et que A.-l<ô/4, est aussi petit qu'on veut mais 

est fixé. 

Soit g€D°(lT*) 1 ' homéomorphisme défini par 

g(x) = 
yk si 1 £ x £ a 

i (x-1) + 1 si a £ x £ 1 
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1 „  1 
a v e c as——<- . 

£ (x-1) + 1 

g 

yk 

0 a  1 

Figure 

On a 

g-1(x) 

1 
T X 

\(x-l) + 1 

si £  x £ a* 

si a1 <. x £ 1 

avec a' A. 
\ +  1 

1/2 

Soient \|f=g-Id et C = graphe de  ̂o n définit 

A = (a,\|Ka)) A' = (a',t(a' )) 

On pose 
-1 

R + K 
2 

9 
Id +2 = ht 

et h t = Id-f si O s t £ 1 

On pose 

F t :  (9,r)€TT
1xlR ^  (0 + r ,r + t9( 0+r ) ) € ÏT1 x IR 

F^(0,t) = ( e - r +tv(e) , r-t9(e)) 
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Par [II, 2], F"1 laisse invariant C de F~*|C est conjugué à g 1 . 

On a F"1(AI ) = A et si (Q,r) vérifie a'-l^S â 

F^(6,r) 
e 
r 

où V 

1 + t(~+ X - 2) 
A 

-1 

-t(£+X-2) 1 

»1 
et si (e »r) vérifie a' - 1 £ 9 + r £ a, on a F̂_ = Â_ . 

C = graphe( \|̂) 

A= (a,\|̂ (a)) 

B = (b,>|/(b)) 

A' = (a',̂ (a')) 

0 a  b t a ' 1 

(Noter que ^(a)= longueur (a,a').) 
Figure 

Soit y.̂  la valeur propre de Â  vérifiant ]i^< 1^ p.̂  est solution de l'équa-

tion : 

( + ) p.2 - (t(̂  + \ - 2) + 2)]it +1 = 0 ; 

la pente de la direction propre associée à p-t vaut -  1 et celle associée 

à -7- vaut ]i - 1 . 
t̂ 1 

® " * Proposition :  L'ensemble {ti 1- eits l) tel que F laisse 
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invariante un cercle qu i est le graphe de ^€C°(1T*) tel que 

P(F^|C^) = 0 est réduit à {t = 1} pour e > 0 assez petit. 

8.5 Démonstration :  S i F̂ * laisse invariant ,  comme 0 est l'unique 

point fixe hyperbolique de F~* (l'autre étant elliptique), es t une 

-1 

réunion de variétés stable et instable de F̂  e n 0 . 

On vérifie que nécessairement l'ensemble 

c; =  {(e ,r ) losesa ,  r = (— -1)0} (mod 1) 

— 1 —  1 0 est contenu dans la variété stable en 0 de F̂  (puisqu e F̂  1(e,r) = At(^) , 

si a'-l<0<a) et que l'ensemble 

C» = {(0,r) I btss6<;0 r = (]i - 1)9} (mod 1) 

où =  (b̂ ,d̂ ) est le point d'intersection mo d 1 de la droite d'équation 

0 + r - (-1 + a') = 0 et de la droite d'équation r= (û  - 1)0, est contenu dans 
— 1 —1 0 la variété instable en 0 de F~ (puisqu e F̂ (8ir) = Â  (r), si a>0+r>a'-l). 

Si t - 1, alors Bt- A = (a,f(a)). On doit avoir C^cCt , et CJ|cCt . Donc, 
— 1 * si t-»l, F~ (B.j.) doit appartenir à (mo d l). 

C' droite de pente —— 1 
t̂ 

Bt Bt 

C" droite de pente V-,-1 

Figure 
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Soit u n point voisin de Bt , B^Ç (mod l). 

(*) 

Par l'unicité de la variété stable on doit avoir, si t£ 1-e 

(e>0 petit), F^(B t,B^)cC' . (Puisque, si t-1, B Â et 

F^(A)6CJ . ) 

Si a < 0 < a' 

D Ft = 

1 + 2t(i- 1) 
A. 

-1 

-2t(i-l) 1 

ô + r = -1 + a' 

droite de pente P-̂-l pour 9  s 0 

droite de pente — - 1, 0  ̂0  ̂a 

-1 b  -1+a ' 0  a  1 

B t = ( W 

C = graphe de \|/ 

A 

. A 

0 a  a ' N 

9+r = a' 
Figures 
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La pente de DF~ (B )( )  doit être égale à 1 , soit 
t t )it-l v-t 

1 + 2t(i- 1) + 1 - V 

u t-l-2t( r-l) 
1 

1/ut-1 

d'où 
ut=t(1/y-1)+1 

et en remplaçant dan s l'équation ( + ) on obtient t= 0 ou 1 . 11 en 

résulte que, si t^l-e, t>M, alors (*) n'est pas vérifiée et donc, par 

l'absurde, n' a pas de courbe invariante -  • 

8.6 O n lisse g sur [0,1] en g en modifiant seulement g sur [a-T] , a+T|], 

où Tj>0 est petit tel que g soit de classe c " sur [0,l] et i - T| s Dg( x) £ \+T| . 

£(x-l)+l 

0 a-T | a a+Tl 

Figure 

Soient £1£L_= h = Id + -| e t h . = Id + -| 9 ; alors h £ D°°(Tr1) (bie n que 1' on 

ait g€ D^TT1) seulement). Si 6 > 0 est donné et si X - 1 < 6/4, et si TJ > 0 

est assez petit, on peut supposer que ||<P|| s -| -
C 
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On fixe les nombres A, 6, où O < 6 < 1 et on détermine le nombre e>0 

de 8.4. On fixe t vérifiant l>t^l-e,si 7] > 0 est très petit par rapport 

à t, par le même raisonnement que 8.5 on peut supposer que 

M * ( F o > e t î>t € V6/2 

8.7 Propositi on :  Pour A, t, T), 6, fixés comme ci-dessus, il existe  

un C°-voisinage fermé U (i.e. induit par la C°-topologie) de dan s 

D^TT1) nV /̂ 2 e t y > 0 tel que,si f£U, 

fÇ U *(F° ) 
a€]-Y,Y[ 

Démonstration :  O n suppose que 0<ô<l. On désigne par v^/ 2 l'adhérence de 
Vô/2 dan s H° Po u r la C°-topologie. Par le théorème d'Ascoli v^y 2

 e st c o m ~ 

pact pour la C°-topologie et V ^ 2 - Id = 9  £ Lip(TT1 ) I Lip(-| 9) £ 6/2} . 

On peut supposer (par une démonstration analogue à celle de 1.5.4 en uti-

lisant 2.2) que, puisque h Ç $(FU), il existe un voisinage U (induit par 

la C°-topologie)de ĥ  dans v^/ 2 C°-fermé, et tel que, pour tout f£U, 

f Ç $(F°) . ^ o 
Ceci implique qu'il existe y>0 te l que l'on ait la conclusion de 8.7. 

Pour cela raisonnons par l'absurde. Comme $(D°(TT̂ ))nU est fermé pour 

la C°-topologie (cf. 1.5.4), et donc compact ; si pour tout y>0 i l existe 

I0I < Y et f £§(F°)nÏÏ, alors on peut, par compacité, choisir une suite 6 0 
9̂ -»0 et f - » f̂  dans la C°-topologie, or par la continuité de la fonction 

i _ 
nombre de rotation P dans la C -topologie, on a f £ $(F ) f|U . Par l'absurde 

o o 

ceci démontre l'existence du nombre y>0 .  Il suffit alors de poser 

U = ÏÏfl nD^IT1) . • 
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8-8 Démonstration de 8.2 : On se fixe 0<6, on construit comme en 

8.6 et on détermine le voisinage U et le nombre y de 8.7. 

A) Cas où a est petit (0£ I oc I ^ Y ^ ) -

Soit g défini en 8.6, §(g)= h. Comme g est semi-stable en avant 

[H, III.2.4], on peut approximer g par une famille continue (g^Q^^ » 

ĝ  e D°°(ir 1), pour ̂  >  X2 , g j ê ^ ĝ  ,P(g^)>0, X -»p( g j t ) est continue, et 

si 4 0, gj£ g dans la C°-topologie. On peut supposer de plus que 

$(g^)€ ̂ 35/4 A "̂(Tr*) . (Par ceci on lisse g dans un petit voisinage de 0 

et on peut s'assurer que ̂ ^£^^35/4» s^ e s z assez petit en lissant 

de façon ad hoc). 

g 

g 

4 

o i 

Figure 

Soit t fixé comme en 8.6 et 8.7, et on pose $(ĝ )̂ = ( 1-t )Id + t#(ĝ  ), pour 

0£t£l» Pour ̂  assez petit, $(g^)t€U (puisque, si ̂  -» 0, ĝ  -» g dans la 

C°-topologie et que U est un voisinage de h^= $(g)^ induit par la C°-

topologie) ; de plus, si ̂ -»0, S(gj)-»ĥ  et donc pour i assez petit, 

0< p(*(ix))<Y • 

On obtient finalement en Utilisant 8.7 qu'il existe Y 1 > 0 , Y^<y 

(dépendant de 6 > 0) tel que pour tout 0 £ a < Y 1 il existe
 n

a ^
$ ^ F ^ mais 

(h ) . = (l-t)Id + th $ $(F°) a t a  ^ a 
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On a de plus h t V? (1 D^TT1 ) , et (h ) . $ $(F°) <—> (h ),  ̂$(F° ) . • 
OC O  O C X  O C ^  r o c x —O C 

B) L e cas général. 

On utilise les revêtements finis [II, 4.8]. On suppose que r= 0 ou 

* n /  X 
r^l, r £ K , ou r=+œ. Si q € ZZ soi t *^(0) = q0 et 

g€Dr(lT1) >  gq = 4'
1 o  g o  t ç. Dr(lT1) 

Si g=Id+|, gq(0) = Id + i\|/(9). On a : 

a) g  ° R. , = R / ° g &q 1/ q 1/ q 6q 

b) P(( R «  g) ) = £ M + £ 
p 6 q  q  q 

si p G 2Z . 

c) S i pÇ Z etocè d̂, h € § 
o q 

< S h 6 $(FF ) ^ 7 a  + p voir [II, 4.8] . 

<*) ||Dgq- 1|| Q = ||Dg- l|| Q s i gÇD^lT1) 

e) Soien t h(e) = Id+-|<P(e), O^t^l, pÇZ e t 

h ç $(F°) ̂  ^  h  f $(F° )  \  (h ) ç$(F° ) 
t a  N ^ t  a  + p T  * t  q ° L £ 

q + q 

Les démonstrations sont immédiates (voir [II, 4.8] et [H, XI.2]). 

Soient K  - Q , ô>0 et y^>0 le nombre déterminé en A). On choisit 

q € IN , pÇZS, tels que oĉ  = qa - p vérifie loc^ I < Y  ̂et on construit ĥ  
al 

comme en A). Le di ff éomorphi sme (h )  =h 6 $(F°°) par c) et e), h G V? 
oc^qoc a  '  oc ô 

par d),mais (h ), = (l-t)Id + th £ $(F°) par A) et e). • 
' a  t o c  ̂o c r 

8.9 Remarques : l) L a construction des revêtements finis permet de 

construire g loi n dans la C1 + £-topologie car |Dg - l| =  lq|£ I Dg - l| , 
q q  c e c e 

mais C -proche de l'identité par 8.8 B) d). Ceci permet aussi de construire 
des h£ $(Fœ) tels que ||Dh|| soi t grand (on utilise 8.8 B) e) et c) si 

oc ç  e 
oc^d) . 
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Ceci montre que dans certaines directions $(.F") peut devenir grand 

dans la C* + e-topologie. (Certaines directions veut dire si h Ç MF™), alors 

(l-t)Id+ th€ $(F°°) pour Oât £ 1 .) 
a 

2) Pa r le théorème des courbes invariantes [II, 2.6] 

pour presque tout a, si h £ H°°, alors si Itl est assez petit, 

h^=(l-t)Id+thÇ$(F*)- De plus si a satisfait à une condition A, $(F") 
00 0 0 _  _ 

est ouvert dans H pou r la C -topologie [II, 2.6.2]. 

pas étoile-

Q(Fooa 
aÇ A, ouvert pour 
la C°°-topologie 

1 » 
- v 6 n c 

"directions loin" 

œ 1 
Figure heuristique de h £ C H . 

9. REMARQUE S SUR L'IMAGE GLOBALE DE § . 

9.1 Soi t tpÇLipdT1) , q>/É0. Il existe tQ > 0 (dépendant de 9) tel que 

l'on ait, si on pose pour t i 0, g^=Id + -^cP, 

g t Ç H° s i t> tQ 

g t <E H° s i t<to . 

Proposition :  Il existe un nombre t̂  > 0 dépendant de 9 tel que l'on ait 

t t< t et , si t> t1 , gt Ç $(D°(TT*)). 
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Démonstration On pose a = sup 
+ x/ y 

q>(x) - q>(v) 
x - y 

et a = -inf 
x/y 

<P(x) - <P(y) 
X- y 

alors par 2.2, s'il existe un homéomorphisme h te l que $(h )= g ,  on 
t t  x 

a nécessairement, pour t£ t , 

M t ^ 1 + 
a t + 
2 

+ (a+t+ 
a t 2 1/2 

où Mt= Max(Lip(ht) , Lipfh"
1)) . 

On a, d'autre part, pour tout x et y dans R , x^y, 

ht(x) - ht(y)  ̂ -̂ (x- y) — 1 —  1 1 h t (x)-h t (y)^^j- (x-y) 

et donc (voir aussi [II, 2.4.5]) 

a~t S M t 
1 — i -

On doit avoir l'inégalité a priori pour t9 : 

( + ) 1 
a t 

1 • 
2 

<; 1 H 
a t 
4-2 

•f (a t + 
a t 2 1/2 

2 

Si ĝ  est un homéomorphisme alors 

1 -
at 

2 
2> 0 et don c t = o 

2 
a 

or, si t-»tQ, l/( 1 - a_t/2) -> +« et donc l'inégalité ( + ) n'est pas vérifiée. 

Ceci montre l'existence du nombre t„< t . • 
1 o 

9.2 I I existe un unique nombre  ̂> 0 tel que dans (+) on ait l'égalité. 
1 1 

En effet, si x>l, la fonction x-.^(x+— ) est croissante, ( + ) équivaut à 

1 1 
m̂  ) £ 1 + —g— avec m̂  = 1 ̂ — . Comme m̂  > 0 et t > 0, ceci équivaut à 

t «ct̂  avec 
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S = 

4a 
+ a (2a + a ) - + 

9-3 L'inégalit é (+) est optimale ainsi que le montre l'exemple PL g de 8.3 : 

t t=l, a+=|(\ + i) - 1, \>1, Mt = \ et ( + ) est une égalité. 

9.4 S i a+=a =1 , on obtient ^=4/3 * et l'exemple PL g de 8.3 avec \=3 

montre que t̂  = 4/3 est optimal-

9.5 L e lecteur se rapportera à II.2.4 et II.3. 
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ANNEXE SUR LES MODULES DE CONTINUITE (voir aussi [H, IV.3] 

A^/ Soi t 9: [0,1]-•F une fonction continue. On définit le module de 

continuité de <P par 

w(6) = su p l <P(x) - <P(x+ô) I  ,  0<;ôs l . 
Ô x̂ l 

La fonction w(ô) est monotone non décroissante et continue en 0 (par 

l'uniforme continuité de 9 ). w est une fonction continue et uniformément 

continue (cela résulte de w(6̂  + 6)̂  ̂w(6 )̂ + w(ô )̂ ) • Si 9 : H ]R es t une 

fonction uniformément continue, on définit son module de continuité 

w : H ~*JR avec les mêmes propriétés que ci-dessus. 
+ +  i  1 + 6 

Soit ô>0 est la fonction définie sur [0,1], 9(x) = x(Log — ) 

Si w est son module de continuité, on a, si x est assez petit, 
i 1 + 6 

w(x) = x(Log —) 

A^/ Soi t w un module de continuité, on dit que W€C°(T£^) es t de classe 

C W (i.e. C W(1T1) ) si 

M = s u p M*)-«p (y)l <  . 
C w x/ y w(lx-yl ) 

w 1 

On vérifie que l'espace C (T T ) est un espace de Banach pour la norme 

!|<P|| =  |M| +  M •  Cette topologie s'appelle la CW-topologie. Si 
c w c ° c w 

w(ô)= 6, on obtient l'espace des fonctions périodiques lipschitziennes, 

espace noté LipCff1) (ou aussi Lip^lT1) ). On pose alors Lip( )̂ = M 

w 

A / L'espac e CW(TT^) est une algèbre de Banach pour la norme || || 
3 

w 1 
On a, si 9, i|r€ C (T T )  , 
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ini „ £ M w util 0+||«P|| 0 1*1 w . 
C C  C  C  C 

1 1 

A / S i f : TT -»Tr es t une application lipschitzienne (i.e. Lip) et 

si 9 € CW(TT1) , alors 9 » f € CW et on a 

l<P • f I ^  kl ([k] + 1) 
c w c w 

où k = sup 
x/y 

lf(x) - f(y)l 

Ix-yl 
= Lip(f) = LiPl(f) . 

Aj_ / Soi t f : R -» 1R une fonction lipchitzienne. Alors, si 9 Ç CW, 

f o cp £ c
W et on a 

If « <P| £  Lip(f) kl 
w w 
c c w 

V Il en résulte que, si <P € CW vérifie ||<P|| s- i , alors 
C° 

l + 9| cw<4|Q| cw 

I ^ 1 S  16 kl 
l(l + 9)

2lcW C W 

A^ / Soi t w le module de continuité d'une fonction de C°(ÏT*) , tel que 

la fonction x/w(x) soit croissante. 

si 9 e LipCir 1) , on a 

kl * 

2 ||<p|| Il II o 

w(2 ||<p|| /Lip(9)) 

Démonstration :  E n effet, soit ô> 0, on a 
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kl s  Max(sup k(x+t) - 9(x) I 
w(t) 

sup 
t<6 

k(x+t) - <P(X) I 
w(t) 

s Max 
2 IMI 0 

w(ô) 
Lip(9) ô 

wTô) 

On choisit 6=2 ||<P|| Q/lip(9) (s i Lip(<P)̂ 0, car si Lip(9) = O on a 
kl =  0 et l'inégalité est tri vi a letnent véri f iée ) ; et on remplace. • 

C W 

Ag/ Soien t e t deu x modules de continuité de fonctions de C°(TT*) . 

On suppose que la fonction 
w (x) 
w2(x) 

est croissante et que,si x-»0, 

w (x) 

w2(x) 
0 . 

1 1 
Proposition :  Soit ^ n^ nç]^ une suite de fonctions de C (T T ) véri fiant 

sup k l <  +a> n w „ 
c 1 

alors, si n-»+<», k l o  . 
n w 

c t L 

Démonstration :  I l suffit de démontrer une inégalité de convexité 

analogue à Â  . • 

Exemples 1 1 + 61 
Si ŵ (x) = x(Log — ) s i x -* 0 (ô ^>0), on peut choisir 

1 1 + 62 w2(x) = x(Log —) si X -> О ( 6 2 > 6 1 ) 

w2(x) = x̂  0< p < 1 

Ag / S i rÇ I e t si w est un module de continuité, alors on définit 

C r + W('ir 1) =  {9 6Cr(TT1) I Dr9ÇC W}. Ave c la norme ||<p|| =  ||<P|| +lDr9l , 
c r + w c r c w 
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qù ||<p|| =  sup LLD^H 
C Ozizr C 

, l'espace Cr+vr(IT1) est un espace de Banach et 

qne algèbre topologique et sa topologie s'appelle la GF+W-topologie. 

À1Q/ O n définit pour r 2 1, r € JN , Dr+W(TT1) = {f = Id+̂  6  Dr(IT1) I y £ Cr + W} 

r 1 

qui est un sous-groupe de D (TT ) . (On utilise pour ceci ,  Â  et la for-

mule de Faa-di-Bruno.) 

All^ S i o n c n o i s i t comm e module de continuité hdldérien w(w)= x̂  , 

0<P<1, alors on utilise la notation (si r £ IN) C r + P(TT1) , Dr+P(1T1) pour 

respectivement Cr+W(rff1) et Dr+W(1T1) . On a, si |3'<p, Cr + P cC r + P ' et 

Il || r + p f * || | | r + ( 3 -  Les éléments de C^Cff
1) , 0<p<l, sont appelés fonctions 

C C 
hBldériennes d'exposant (3 • 

Pour ô> 0, on note par w.(x) le module de continuité de la fonction 

x(Log i) 

On a, si r Ç IN et 

ô 
r + w 

c W j c c ^ C I R 1 ) , 

si r  ̂1 , 
ô 

r+w 
D 1(ir1) d Dr+P(1T1) , 

et si 0< 6 < ô', 
ô 6 ' r+w r+ w 1 

C 1(TT1) c C 1 (IT 1) , 

les injections étant continues puisque Il l l c P + p * l l Il 6 . 
r + w. 
C 

* I l I 
r+w1 

C 

A^/ O n rappelle que si O^a^b, il existe une constante C>0 telle 

que si (PÇC b ( i r 1 ) e t 0<\£l, on ait : 

IMIcXa+(l-X)b *
 C H * . 11*11 ^ (voir [Hb\ p. 40]) . 
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A^/ O n se place sous les mêmes hypothèses que Ag et on suppose que 

w2(x) = x̂  pour un 0< p < 1 -

Proposition :  Soient I  , r l̂ et (<P ) ̂ _™T une suite de fonctions de 
* — n nt JN 

r+w 
C (T T ) vérifiant, si n-»+« ||< p II -.0 , sup |D 9 | <  +», alors si 

— II n1' o n  w„ 
C n  r 1 

n -» +œ, 

||<P j l ^  o  . 
11 n" r+w ^ 

C 0 

Démonstration :  Par A _ on a ||DrM> I l - » 0 avec n-.+oo et il suffit d'appli-
12 M n  c ° 

quer Ag . • 

A„>./ Soien t rÇ I et w un module de continuité - On note par 14 
r+w 
C +(1T1) = {9€Cr+W(lT1) I si Ix-yl -0, alors 

l<P(x) - 9(y) I 
wiix - yi ; 

»0 uniformément} . 

Avec la Cr+w-topologie, C +(7T ) est un sous-espace fermé de Cr+W(2T ) 
r+w r+ w 

et C +(TT1) est une algèbre de Banach. Si <P Ç C 1(TT1) , la fonction de 

TT2 - A , (x,y) -l<P(x) - <P(x) I 
w( Ix-yl) 

se prolonge par continuité par 0 sur la diago-

nale A de T£2 

Si w. et w0 vérifient la condition de A , alors 
1 ¿2 o 

r+w 
C 1 CO"*-

A /  S i r^l, r e IN , on définit 15 

r+w 1 1  w 
D +(TT1) = {f = Id + 9 £ D(TT) I Dr9 6C (T T ) } 

r + w+ 1  r+ w On vérifie que D (T T ) est un groupe topologique avec la C -topologie . 

r+w 1  r+ w D (T T ) n'est pas un groupe topologique avec la C -topologie . 

Si rÇ 1 ,  on rappelle qu'avec la CF-topologie le groupe Dr(TT1) 

est un groupe topologique. 
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A^/ O n suppose que le module de continuité w vérifie, si 6-» 0, ô/w(ô)-»0. 
œ 1  r + w 1 

Par A ,  on a C^IT1) C C + (T£ ) . 

œ i  r + w

+ i Proposition :  L'espace C (TT ) est dense dans C (1 T ) pour la 

r+w 
C - topologie. 

1 w+ 1 
Démonstration :  O n peut supposer que r = 0 . Comme a € IT -» 9 0 R € C (T T ) 

w 
est continue si 9 Ç C ,  il suffit d'appliquer [K, 2.12]. • 

œ 1  r+w + 

Corollaire :  Si ^ r̂  1, le groupe D°°(T r ) est dense dans D  +(TT ) pour 
r+w 

la C -topologie. 

A 1 7/ S i w(x) = xP, 0< R < 1 , on note C * (TT ) (resp . D + (T£ )) par 

C +(1T1) (resp. D ""(TT 1)). 
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CHAPITRE IV 

DEMONSTRATION DU THEOREME DES COURBES TRANSLATEES 
DE NOMBRE DE ROTATION DE TYPE CONSTANT 

1. INTRODUCTION. 

Nous nous proposons de démontrer le théorème des courbes translatées 

de Rüssmann [11] en classe C3+B, 0 < B < 1 . Ceci implique le théorème des 

courbes invariantes de J. Moser [8] (voir aussi les annonces [9] et [10]). 

De plus le théorème 5.4 tel que nous l'énonçons implique la stabilité des 

points fixes elliptiques des difféomorphismes de classe Cr, r>ro , du 

plan qui préservent les aires *(f(z) =az(1 + ibIzI2+ icIzI4+ 0(Iz I 6 ) ) , 

locl = l, b 6 P ,  c£Œ ; ceci en utilisant 3.6 et on peut remplacer O(lzl̂ ) 
i 1 4 

par 0(1zl ) si on s'inspire de 5.9). Pou r la stabilité des points fixes 

elliptiques, nous renvoyons à [15]. Notre méthode, qui est très simple, nous permet seulement d'obtenir 

les courbes sur lesquelles le nombre de rotation est de type constant : 

a Ç F , il existe y> 0 tel que pour tout p/q o n ait la - (p/q)I £ Y q 2 • 

Pour les conclusions qualitatives : un ensemble de courbes invariantes 

paramétré par un ensemble de Cantor, stabilité des points fixes ellipti-

ques, etc., c'est amplement suffisant (il faut donc exclure les questions 

de mesure de Lebesgue des courbes, etc.). 

Comme la perte sur l'équation linéarisée est seulement d'une unité 

r+8 *  /  * 
sur les espaces C K, r Ç IN , 0 < |3 < 1 (ceci est implique par le résul-
tat de Rtissmann [12]), nous pouvons appliquer le théorème de 
point fixe de Schauder-Tychonoff \ ce qui est infiniment plus simple que les 
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méthodes d'itérations rapides. De plus la méthode est (assez) générale 

chaque fois que des nombres a £ F d e type constant interviennent, mais 

nous l'avons surtout illustrée avec le théorème local de conjugaison des 

difféomorphismes du cercle, § 4, et le théorème des courbes translatées, 

§ 5, (mais on peut aussi traiter d'autres équations non-linéaires par la 

même méthode). 

Il reste néanmoins que les principes sont les mêmes que pour la démons-

tration "abstraite" que nous avons donnée du théorème des courbes trans-

latées et le théorème des tores invariants [3]. 

A l'exclusion de l'appendice de [5], la version que nous proposons 

(avec probablement beaucoup trop de détails) est (je l'espère) presque 

entièrement "self contained". 

Le plan est le suivant : 

2) Notation s et rappels. (Ce § contient des rappels sur les 
r + B 

fonctions C .  ) 

3) Equatio n linéarisée. (Ce § contient le miracle.) 

4) Théorème s locaux de conjugaison des difféomorphismes du 

cercle. 

5) Théorème s des courbes translatées. 

Un autre chapitre sera inclus au volume 2 e t portera sur les courbes 

translatées des difféomorphismes en classe de Sobolev ou Besov. 

Nous obtenons une amélioration sur [9] et [10] :  pou r un 

diff éomorphi sme de classe Cr +^, rÇlN, rs>3, 0< p < 1, la courbe est de 

classe Cr~ 1 +^ (ce qui n'est pas tout-à-fait évident par les méthodes de 

[9] et [10]). Nous pensons que cela explique plusieurs choses. 

On peut montrer que ces résultats sont en un certain sens optimaux : 
3— B 

a) L e théorème 5.4 est faux en classe C ,  (3 > 0 (voir Chap. II et III). 
b) L a perte de dérivabilité des courbes est en général £ 1-p, p>0. 
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2. NOTATIONS ET RAPPELS. 

2.1 O n désigne le tore de dimension n par TTn = ]Rn/Zn . Les translations 

(à droite) de lTn sont notées Ra : 0 € !T
n -» 0 + a £ TTn , a £ TTn . 

Si 0 Ç TT* , on a la métrique de groupe 

||e|| = inf l e + pl 
P€ZS 

où 0 est un relèvement de 8 à E . 

Sur IT̂ xlR o u TT1x[-ô,ô] , ô > 0, on met la métrique, si x^=(0^,r^), 

i = 1,2, 

d(x1,x2) = sup(||01 - e 2|| , lr1 - r2l ) 

2.2.1 Soi t X un espace compact métrique avec la métrique d et E un espace 

de Banach avec la norme || || . 

On désigne par C°(X,E) l'espace de Banach des fonctions continues 

de X dans E avec la norme ||<P|| = sup ||<P(x)|| . On écrit aussi ||<P|| = ||<P|| 
x£X C ° 

On utilise aussi la notation C°(X) pour C°(X,F) ainsi que pour les sous-

espaces de C°(X) : on écrit CP(X), Cr + (3(X) au lieu de CP(X,F) , Cr+P(X,F) 

quand ces espaces ont un sens. 

2.2.2 S i 0<(3<1, on désigne par Ĉ (X,E) ou encore Ĉ (X,E,d) (si p=l 

Lip(X,E)) l'espace des fonctions <P : X -»E hblderiennes d'exposant P  : 

|Q|CB=|Q|CB sup 
x/y 

l<p(x) - <p(y) I 
(d(x,y)T 

< +0 0 

Pour la norme ||<p|| ^ = ||<p|| + M ^ (s i p =l, on note cette norme | M | L i s  I M I L i ) 
6 C p  P  1 

CR(X,E) est un espace de Banach. Si p  £  P2 , C  2cC 1 et on a 

* Nous utilisons dans les autres chapitres plutôt la notation |<P| _ . 
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R R 
M R s a 2" 1 k L a= diamètre de X = sup d(x,y) . 

x/y 

R > 2.2.3 S i E = I* avec la norme standard, Cp(X,lO es t une algebre de Banach 

et on a 

p *  <IM I U i p

+ i»'p Uti l ) 

2.2.4 O n suppose que le diamètre de X est è 1 . On a les inégalités de 

convexité (voir [2, VIII.3]) si O ^ p ^ p l̂ e t p= (l-\)p +\P 2 avec 

O ^ U l , alors si <P€C^(XfE) on a 

M R S | Q | C B k l j P P t P 2 

avec kl =  sup ||<P(x) - *P(y)|| * 2 ||<p|| . 
° x/ y 

(Si p^= O, on n'a pas besoin de supposer que le diamètre de X est  ̂1.) 

2.2.5 S i (X̂ ,d̂ ) sont deux espaces compacts métriques et si 

f : X̂ -» X2 est Lip̂  : 

sup 
x/y 

d (f(x),f(y)) 

d1(x,y) 
Lip (f) < +» 

alors, si 9€ CP(X2,E,d2), <pof£C
P, et on a 

k • f i *  k l (Li P (f»
p 

Si X =̂ X2, d̂ = d2 et si f est un homéomorphisme lipschitizien (i.e. 

fÇLip̂ ^ et f"16Lip1), alors 

QECB <+> q.Fecb 
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Q 

Il en résulte que l'espace C (X,E,d) reste le même si on remplace la 

métrique par une métrique d̂  lipschitziennement équivalente a d : 

il existe C l̂ tel que l'on ait 

i d(x,y) <; d1(x,y) <; C d(x,y) 

Si <PÇCP(X,lO , avec <P(X)c[atb], -œ s a b  < +«> , si f € LiPl([a,b] ,E), 

alors f • <P€ C^(XtE)f et on a 

If o <pl * Lip.(f) kl 
P 1  P 

Si E = Ê  x Ê  , avec (E^, || i  = l,2, sont deux espaces de Banach, et 

si sur E on met, par exemple, la norme || || = sup(|| ||.»|| ||2)» alors 

CP(X,E,d)  ̂CP(X,E1,d) xC
P(X,E2,d) 

2.2.6 Remarque :  Si le diamètre de (X,d) est s 1 et si <P € (X,B , d) 

est tel que <P(x ) = 0 pour x Ç X, alors n o 

||Q||<|Q|B 

2.2.7 S i (X^d )̂ est un espace compact métrique et (X2,d2> un espace 

métrique, on définit 

cp<x1,x2.,d1,<i2) 

comme l'ensemble des applications 9 : X ^ X2 tel que l'on ait 

sup 
x/y 

d (9(x),9(y)) 

U <x,y))P 

<+oo 
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a 

L'espace Cp(X^,X2,d^,d2) ne change pas si on remplace d̂  et d̂  par des 

métriques Lipschitz-équivalentes. 

Remarque :  S i (X,d) est un espace métrique localement compact (non 

compact) il est plus naturel de définir Ĉ (X,E,d) comme les fonctions 
Q 

localement C . 

2.3 Dan s la suite (M.,d.) sont des variétés de classe C ave c une métri-1 i 
que d̂  induite d'une métrique riemannienne de classe C°°. Les variétés 

peuvent avoir un bord. Si es t compact, on définit pour r Ç I , 0 < ( 3 < 1, 
r + B 
C K(M^,M2) comme l'ensemble des applications f  de dan s d e classe 
r ,  *  r C te l que dans chaque carte la dérivée r-ieme de f, D f, soit localement 

de classe (u n ouvert Kn étan t muni d'une métrique induite par une 

norme de Kn (o u Lipschitz-équivalente)). On définit la Cr+P-topologie. 

On dit que f est de classe Cr + P. 

On vérifie que Cr + p,(M ,F) est une algèbre banachisable et Cr + p,(M ,E) 

où E= es t un espace banachisable. 

Si f : Ma M 2 , et f : M2 -» M3 sont de classe C
r + P" (r * 1), alors 

f2 ° f 1 e s t d e c l a s s e C F +  ̂• 0 n vérifi e que si fÇDiffr(M ) (i.e. le 

groupe des di ff éomorphi smes de classe Cr) et si f £ Cr + P" (r^l, 0< |3<l) 

alors f""1 £ CF + P . Bien que pour rÇ I l'application (^'V" V fl e s t 

r r  + B continue pour la C -topologie, elle ne l'est pas pour la C -topologi e 

(ri 1). 

On suppose que la variété es t compacte et que E est un espace 

de Banach. Si 0 < ( 3 ' <  ( 3 < 1,par 2.2.3 la C -topologie sur les parties 

bornées de Cr + P(M ,E) pour la CF+P-topologie est équivalente à la 
r + B' , r  + B C K -topologie . Pour ril, il en resuite qu e sur les parties C -

r + B ' 
bornées avec la C -topologie , la composition est continue. 

r + R + 

On définit de façon analogue à 2.6.2.1 la classe C (M̂ ,E ) , 
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r + (3 1 

C r + P(M ,M ) ... On a Cr + PcC + s i p' <p . Si r Ç IN* , on vérifie que la 
r + ( 3 + 

composition est continue sur les espaces C ave c la C -topologie 
r+p+ r 

et que Diff (M̂ ) est un groupe topologique avec la C -topologie. 
r+B r +B' Il suit que sur les espaces C (r^l ) avec la C K -topologie (|3'<(3) 

la composition est continue et que le groupe Diffr+^(M^) avec la 
r+B 1 

C -topologie est un groupe topologique. 

Finalement, on montre que si es t une variété compacte sans bord 

et si E = BP , alors l'adhérence d e C°°(M1,E) dans C
r + ^(M1,E) pour la 

+B r +^+ 1 C r + P-topologie est le sous-espace fermé C +(M fE) . (Si =  TT o u TTn 

on utilise des opérateurs de convolutions cf. [14, III.13], et on se 

ramené a ce cas en utilisant des partitions de l'unite de classe C 

de Mt). 

Notations :  O n écrit dans la suite indifféremment Cr+^(M,F) o u Cr+^(M^). 

Si Mt = H
1 , <P £ Cr(lT1,E) où E est un espace de Banach et si i G IV , on 

note par D1(P la dérivée i-ème de <P avec D0cP = <P . 

2.4.1 Nou s allons préciser les normes et les inégalités dans le cas où 

= TT1 , [-6,6], IT1 x [-6,6] et on suppose que sur o n met la métrique 
r+B r 

d̂  définie en 2.1. On pose, si 9 € C K(M^,E), E étant un espace de Banach 

avec la norme II II, 

|M| =  su p HD ÎI Q 

C Osis r C 

où on note par ||Dr9(x)|| la norme induite par celle de E et la norme du 

sup sur KP su r l'espace £g((F
P)r ,E) des applications r-linéaires symétriqu 

de FP dan s E avec p= dimension de .  On a, si 0< p ^ < P 2 , 

|Drq>L £  a^2 ^1 lD r9lQ o ù a= diamètre de M„ 
Pl P2 1 
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Pour r^l, on définit 

H r + p =  I M I P . i i > r » i p 

et on a 

2.4.2 Proposition :  Il existe des constantes ne dépendant que de r 6 IN 

et de M1 telles que l'on ait, pour tout 9, 6̂ C^ÍM^R) et 0< R  < 1, 

l l n l l c r + p -  c r ( | M i c 0 | | t l l c r + p + | | + | l c 0 | | * H c r + p ) 

Démonstration :  Voir [5]. 

2.4.3 Proposition :  Soient 6̂  et_ b^>0. Alors il existe des constantes 

C r dépendant de ,  e t r telles que l'on ait, 

si. f 6 Cr+P(IT1 x[- 61 Ï6 1] , TT
1 x[- ô2,ô2]) et 

si <Pg Cr+P(TT1 x f- 62 , & 2 L TT1 xlR) alors 

pour r i 1, 

H* •  f l l c r + P *
 C r ( I M I c r + P l l f H c

r ; P +  ll»H cl H f l l cr + P

 + H * ' fHco> 

pour r = 0, et 9 ou f€ C1, 

H«p.f|| *  Min(H n fii w ||f||p

1) + ||V. f|| o 

c p C  c p c p C  C 

Démonstration :  Voir [5]. 

2.4.4 Proposition :  Soient C>1, ô > 0 et r  ̂1. Alors il existe des 
r 1 

constantes C dépendant de C, ô et. r telles que si f 6 Diff (TT x[-6,6]) 

vérifie ||f|| 1 + Hf" 1 ! ! t*C, alors Wt'^] p + p S  C r ||f|| r + p . 
c e c e 
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Démonstration :  Voir [5]. 

2.5 Opérateur s d'approximation. 

2.5.1 Nou s allons nous placer sur IT* (le seul cas que nous utiliserons 

dans la suite), mais le cas de T£n serait identique. 

Soit Ti€Cœ(F) vérifiant 

supp(Tl) C [-l,+l] 

7](-x) = îl(x) 

T)(x) = 1 si I x I s -1 

2.5.2 Soi t <P(x)=J e ^ X Tl (§)d§€ Cf(R) ;  on pose, si t>l, 
m 1 <P (x) = t<P(tx). On définit, si \|fÇC0(TT ,JR) (qu'on identifie aux fonctions 

de C°(lO ZS-périodiques ) 

st* = ^ ^ t = S ^< x-y) c p t ( y ) d y^ c° D(' i r l ) 

2.5.3 Pa r la formule d'inversion de Fourier, on a 

S t e
2 K i n 9 = Ti(-f) e2 7 l i n e (nEZZ) 

S^ty est donc un polynôme trigonométrique de degré <> Iti . 

2.5.4 Proposition :  Si ^ a, b sont des réels  ̂0, il existe des constan-

tes C ne dépendant que de sup([a],[b]) (où [a] est la partie entière de 

a ) telles que l'on ait pour t -s 1 e_t * Ç Ca 

(i) I M I b *  C ||*|| bs a . 
C C 
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(ii) Il st t y  b s c  t b " a ¡ti l a 

c c 
a «S b . 

(iii) H*-V» cb *
C 1 ll*ll ca b s a 

Démonstration Voir [5]. [(i) suit de I K M l l 1 N I A 

(ii) et (iii) sont évidents si b=a, et standard si b et a 6 IN ainsi 

que (iii) pour b = 0 et a 6 K+ . Pour b£ R + » (iii) suit par interpolation 

de ||\|/ - s

tM\ D (
entre [b] et inf ( [b] + 1, a) ) en utilisant 2.2.3. 

(ii) s i b=a + k, k € IN , suit de (i) par dérivation . Si a+k £ b £ a+k+1, kÇlN, 
t) &  ̂* k 1 on interpole la norme C entr e C e t C e n utilisant 2.5.5 . Le fait 

que les constantes C ne dépendent que de [a+b] vient de ce que c'est vrai 

pour a et b6 M e t pour (iii) b= 0, a6 E+ e t que les constantes d'interpo-

lation sur un intervalle [a,b] sont majorées par une constante ne dépen-

dant que la partie entière de b.] • 

2.5.5 Inégalité s d'interpolation (ou inégalités_d̂ Hadamard). 

Proposition :  Soit [a,b]CR + , a<b, alors il existe une constante ne  

dépendant que de [b] et telle que si \|f £ C^dT* ) e_t 0< \ s 1, alors 

||{||C(1-y)a+yb < C||{||1-y ||{||cb 

Démonstration :  Voir [5]. 

a 1 
2.6 Décompositio n de fÇC (TT ,1R), a>0, E  . 

2.6.1 O n définit, si k^O, S^ étant les opérateurs définis en 2.5 , 

A*k = ( s

2k-
s

2k-iH 
si k i 2 

A\|/ = S A\|/ Q 

1 
A\|/o = J +(e) d© 
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Si N £ IN , on pose 

N= 
N-1 

k=0 
Ak (= S N 1  s i N> 1) 

2 1 

On a, si k^l, par 2,5.3 

® supp A k̂ c {nÇ ZZ I ~ - <  Ini ^ 2k} 

On a, si k > 1, 

2 ne dépend que de * - A\|/Q (puisque Ŝ c = c si cÇ E ). 

3 D(A*k) = A(Ih|/)k 

En appliquant 2.5-4 (iii) on a, en écrivant 

A * k = s

2k • - *
+ •_ s k-i * 

si a = r+ß, rglN, O s ß < 1 , Osß'sß et k i 1 

© 
||Ak||CB, <C|Dr-|B2-(r+B+B')k , 

ou C est une constante ne dépendant que de r -

On a aussi (en utilisant 2.5.4 (iii) ou (ii)) 

© ||D(AV||cß, ,C lD
r

+l ß a«l -<r+ß-ß'» 

2.6.2 Remarques :  1 . S i \|/ £ C pou r tout ß'<ß, si N->+œ, \|/^ -» * dans 
ß ' 

la C/ -topologie. De plus on a 
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sup 
N '•n'p * c H+H c P 

mais en général, si N->+<», \|̂  ne tend pas vers * dans la Ĉ -topologie. En 

effet, si 0< p< 1, l'adhérence des polynômes trigonométriques dans 

est l'espace C , 

c N l T 1 ) = {^CP(Tr\lR)| lim 
x-yl-0 

U(x) - ù(y) I 
lx-y|P 

= 0} 

lim voulan t dire que la limite est uniforme par rapport à x et y . 
Ix-yl-O p 

Si \|/£C """(TT1) , on a, si k-»+« 

I K H o  = ° ( 2 _ k f 3 ) 

et réciproquement (cf. [14, 111.13]. Zygmund adopte la notation \ft pour 

C ) . De plus si P ' < p on a CKcC 

2. L a théorie que nous avons exposée dépend d'un 

choix d'opérateurs d'approximation. Classiquement on utilise plutôt une 

version intrinsèque : la théorie de la meilleure approximation par les 

polynômes trigonométriques. 

2.6.3 O n se propose de voir la réciproque de (̂  et5pou r r= 0, 

0 £ p ' <  p < 1 et on pose 0 = P - P  ' . 

Proposition :  Soit (Af^^Q une suite de C1 +  ̂dr\]R) et on suppose que  

l'on ait 

(i) sup 2k 6 ||Af k|| p i =  l < +-

(ii) sup 2-k(1-0)||Afk||cl+p, = i 

alors on a 
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f = E Af. € CP 

k:>0 k 

11*11 R * K I 

c p 
K = C ( 21 - P - i r 1

+ 2
e + 1(l-2- e)- 1 , 

où C est une constante indépendante de (3 et^ (3' . 

2.6.4 Remarque :  S i Affc est un polynôme trigonométrique de degré s 2
k, 

alors (ii) est une conséquence de (i) (il suffit d'appliquer 2.5.4 (ii) et 

de remarquer par 2.5.3 que S ^*k ^ = " 

Démonstration de 2.6.3 :  Pa r 2.5.5, on a 

(iii) sup 2~k ( l- p ) ||Af k|| . s CX 
k C 

(C étant une constante). 

On se donne h avec Ihl Si. On peut supposer que 2~^N + 1^ s |h| s 2~N pour 

un N £ IN . On écrit 

lf(x+h) - f(x)I s I + II 

avec 

lll * 
N-1 

k=0 
I Affc(x+h) - Afk(x)I 

llll s 
œ 

k=N 
lAffe(x+h) - AfR(x)I 

On a 

lll s 
N-1 

k=0 
H ^ f

k l l co 
Ihl Ihl ci a*'1"^ 

l u i * y. l|Afk|| p, lhl P' S 

lh|P' * 2"N e 

1-2 6 

et lll + llll £ lhl
P C 

2(1-B)-1 
2 9 

1-2"H 
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d1 où l f l p s  Kt i 

et de plus Il'Il o S  2" k e 

C° k̂ O 

l 

1 - 2"9 

2.6.4 Remarque :  S i p' = 0 et p = 1, f n1 est pas en général de classe C1 . 

Par la même démonstration (voir [14]), f est "smooth" au sens de Zygmund : 

i) f€C 0(TT1) 

ii) sup 
x, ltl/0 

( lf(x+t) + f(x-t) - 2f(x) l/ltl)< +œ • 

et réciproquement si f est smooth au sens de Zygmund, et si on décompose 

f comme 2.6.1, on peut prendre alors (3 = 1 dans 4 e t )̂ . 

2.7 Inégalité s pour la composition. 

2.7.1 Proposition :  Soient rÇ I et^ p Ç 1 , alors il existe des constantes 

C telles que, si 2*ô>0, r Ç I , 0 £ p < 1, r,p 3  

96 Cr + P(TT1 x[-ô,ô] , KP) 

g€C r + Pdr\ H 1 x[-ô,ô]) 

alors, si r £ 1, 

||9.g|| p £ Min(|M| t Ilsll p. W g l|g||P

a)HI*'g|| o • 
c c c c c c 

sj_ r = 0 et 4> € C1 ou g € C1, 

||9.g|| p £ Min(|M| t Ilsl l p . W  g  l|g|| P

a)HI*'g|| o • 
c c  c  c  c  c 

Pémonstrati on Le cas r = 0 résulte de 2.2.4. Pour r^l, on écrit 

D(9 o g) = «  g Dg , 
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et le cas r = 1 suit du cas r = 0 et de 2.2.3. On démontre la proposition 

par récurrence sur la partie entière de a Ç E , ail. On applique 2.4.2 

è Mt = IT
1 , E= »p d'o ù 

||D(<p.g)|| a_ 1 sC(¡|D9og|| ||Dg¡ | 0+||D9og|| o ||Dg| | a_ t) 
c c e c e 

Par l'hypothèse de récurrence 

||IXP.S|| a_, £ C IHI a - 1 (||g| | a . 1 + | | D g | | *- 1).|W o 

C c  c  c  c 

On applique l'inégalité 2.5.5 

ii«wc.-i i w i c i * c [ a ] ( | i , i i < ; - 2 , / ( - 1 , ( i i « i i c ; ) 1 / ( - 1 > ) 

et en remplaçant la moyenne géométrique par la moyenne arithmétique on a 

(en utilisant, si a. < a_ et ô  > 0, IM I <, 4||<P|| )  l'inégalité cherchée. 
1 ¿  a l a2 C C 

Le point important est que ô<2 n'intervient pas dans les constantes. • 

2.7.2 Proposition :  Soient 6 > 0, r £ IN , alors il existe des constantes 

Ĉ  e_t C2 dépendant de r et où C2 est indépendante de ô (si_ 0< 6 s 2) et  

telles que si 9 Ç Cr + |3( [-5 , ô] ,R) , g £ Cr + P (TT1, [-Ô , ô] ) l'on ait 

si r £ 1 , 

»* • «llr+P *
 c l<IMI rr +P " < Î P +  """r 1 l | , l l r-P ) + l | ( P °  g i r ° 

C C C L C \s 

ii»• «iir + P*
c2"'ii r + P < i w r ; p * i w i r, + pï * i i » - « i i o 

C C C L- v> 

si_ r = 0 et si 9 6 C1 ou g 6 C1 , 

||<p.g|| £ Min(||9|| ||g| | ,  ||<P|| ||g ||V + l l * ° s l l o 
C c p c p c  c 
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Démonstration :  Identiqu e à celle de 2-7.1, voir aussi [5]. 

2.7.3 Corollaire :  On se place sous les mêmes hypothèses et on suppose  

que 9 £ Cœ( [ -ô , ô] , K ) , 9(0) = 0, alors il existe une constante dépendan t  

de r, ô êt 9 telle que, si ril, 

l l * - « l l c P + P * ^ ( « « 1 1 ^ * 1 1 . 1 1 ^ ) 

si r = 0 

II» »  s|| p *  c 3 || g|| p 

C c 

Démonstration :  I l suffit de remarquer que ||9 • g|| £  ||D9|| ||g| | 
C C ° C ° 

(puisque 9(0) = 0) et d'appliquer la proposition précédente. • 

2.8 Un e remarque importante. 

Soient r ;> 0 et 0<;R<1, si 9 6 Cr+P(1T1,1R) s'annulle en un point, on a 

M *  2  |D*»I * M 

En effet, 11*11 o  *  M p *  I M I o 
c c 

et donc IMI p  * 2 | c p |

R i 

1 
ensuite on utilise le fait que, si r2>l, Dr9 s'annule puisque P  D 9(e)d0 = O, 

0 
et en utilisant : 

||9|| Q = su p ||D
19|| +  lDr9ln 

" "C

r +P 0*i< r C ° P 
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1 1 
Puisque le diamètre de TT es t o n a, si 0< â  < a£ » a. 6 K 

11*11 .  *  11*1 1 a 

c 1 c  2 

Il suit que sur les espaces 

c r + p ( i r 1 ) =  [ ^ c r + p I  f 1 9(e)de= o} 

f 9 € C P(1T ) |9(0)} la semi-norme |D 9L est une norme définissant la 
P 

r-B 
C -topologie. 

2.9 Difféomorphismes de cercles (Rappels). 

1. Pou r IN , r l̂ et 0£B<1, on définit 

D r + P(1T1) = [Id + 9Ç Diffr + P(F) I  9 est 2-périodique et 9 Ç Cr + (3(1T1) } . 

Dr+P(TT1) est le groupe revêtement universel du groupe de difféomorphis-

mes de classe Cr + P du cercle 1T1 préservant l'orientation (noté 

Diff^dT1)). On définit la Cr+P-topologie sur Dr + P(1T1) et pour r^I 

c'est un groupe topologique. 

2. O n définit les translations par 

R (x) = x + a 
a 

et, si p 6 Z e t si f € D0(1T1) , on a f • Rp = Rp • f . 

3. O n définit le nombre de rotation 

p : D°(1T
1) R 
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par p( f ) = lim 
n-»+oo 

, f n - i d 
n 

et on a 

P est continue pour la C°-topologie, 

p(R ) = oc , 
a 

pCh'1 o R o h) = P(R ) = a , 
a a 

si p(f)=aÇQ alor s p (R »f)=a < >  X = 0 , 

si f = I d + 9 6 D0(TT* ) et p(f) = a, 9 - oc s'annulle en au moins un point. 
Pour les démonstrations, voir [2, I et II]. 

4. Si a^Q, alors il existe une fonction continue 

X : D°(1T*) >  ]R 
a 

telle que X^(f) soit l'unique nombre réel tel que p(f + \a)) = a ([2 , III.4]). 

Si f=Id + 9 on écrit aussi X (f)s\ (9). 
a a 

5. Soi t oc  ̂(5 on définit 

Fr + P 

a 
{f €Dr + P(IT1) I p(f) = a] 

F r + P est un ensemble C°-fermé de Dr+P(TT1) . 
a 
On pose D r + P(ir\o) = [he D r + P(ir1) I h(0) = o} et 
D^PdT1) = {hçDr + P(IT1) | (h-Id)€Cr + P, J 1 (h-ld).de=0} 5 D

r + P( ir \ (» est 
r •« • r + B r  + B ^ 

homéomorphe a pou r la C -topologie par l'application (on peut rempla-
cer Dr + P(IT1,0) par D^CIT1)) 

h = Id + 9€ Dr+P(TT1,0) I $ >  f = Id + 9 + \a<EF^
 + |3 

et $ " 1 ( f ) =  R - f ( o ) ° f • 
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On a §(ld) =  R 
a 

et 
Dh = D(§(h)) 

Comme p(f)=a, la fonction f - R̂  s'annulle en au moins un point et on a, 

si $(h) = Id + 9 + \ (<P) a 

a (q)-a|<11 M çO 

6. Comm e la fonction (f -R ) s'annulle en au moins un point, on a 
a 

Hf-Hj o s !|Df-l|| 
a co co 

r + B et donc, si f€ F ,  on a a 

| |f-R II FT £ 2 |Drfl (voir 2.8) 

On a aussi, si f = I d + 9 + a G D°( H1 ) et si a  ̂« 

l\ (f) - al <; 
a 11 "co 

7. O n se donne rÇlN, 0 < (3 < 1 et 0 < e <-| , et on définit 

Kr + P =  {h€Dr + P(IT1)|h(0)=0, ||h-Id|| r + R £± } 

resp. Kr + P = {9€Cr+P(1T1) I 0= P 1 cP(9)de , lDrq>l se ] 
e 0  p 

Les ensembles Kr+P", K^ + p> sont convexes métrisables pour la Cr-topologie. 

Il sont de plus des ensembles compacts pour la C -topologie par le théo-

rème d'Ascoli (il s sont fermés pour la Cr-topologie car une limite simple 
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a 
de fonctions vérifiant k. (x) - 9.(y) I |x-yl p vérifie la même inégalité). 

8. Finalement , si a & « et si f= h"1 ° R •  h4 = h"
1 « R • hn où h. et fÇD

0(lT1), ^ 1 . a l 2 a 2 i ' 

alors on a ^ = \ °  ni o u ^€H(i»e . le centralisateur d'une translation 

irrationnelle est une translation). Il suit que es t unique si on impose 

que h16 0
o(TT1

f0) où h^D^CH
1)-

3. EQUATIONS LINEAIRES. 

3.1 O n pose L1 = {<P£ L1(TT1,d9,lR) I P  ̂ (9)dG = 0} et on définit o JQ 

Cr(TC1) = Cr(IT1) fi L1 , Wr ' P ( i r 1 ) = Wr,P(lT1) fi L1 , etc. o o  o  o  o 

Si <PÇ Lp(ir 1

fde,lR), on note sa norme par ||<P|| =  ( f M P d e ) 1 ^ -
L P ^ 0 

3.2 O n se donne a 6 IT - ((ft/Z) et on veut étudier l'application linéaire 

L :  Tie^dT1) >T1-T1° R ÇC^IT 1) 
a o  a  o 

Par l'ergodicité de la rotation R̂  , l'application L^ est infective. 

L'application L^ est surjective si et seulement si a satisfait a une con-

dition diophantienne : il existe Y > 0, 5 0̂ tel que pour tout p/q€<ft,q^l, 

on ait la - (p/q)l s Y q •  Voir [2, XIII] pour une discussion plus 

complète. 

3.3 Soi t B un espace de Banach qui est un sous-espace vectoriel de L1 . 

On suppose que B est invariant, par les translations R̂  (t6 ïï^) et de 

plus que, si aÇ ïï1, 

T] € B >  71 o R̂  ç B 

est une isométrie de B. Par exemple (3 = LP (l^p^+œ), B=C r + ' 3 ( i r 1 ) 
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B= Wr,p(TT1) . 

Soient X£ R e t a £ TT* , on définit l'opérateur linéaire continu 

L :  T) € B ^  T] - VT) • R € B 
OC , A. O C 

OnaL ,( B )cB ,  où B = B f) L1 . 
oc,A. o  o  o  o 

Proposition :  Si _ IÀ.I / 1, 1 ' opérateur ^  est un isomorphisme de l'espa-

ce de Banach B (i.e. L~\ est linéaire continu). OC,A. 

Démonstration :  S i a Ç TT , le spectre de l'opérateur T) —• T] 0 R̂  (qui est 

une isométrie de B) est contenu dan s S 1 = [zÇ I I lzl = l}. • 

3.4 O n suppose que les hypothèses de 3.3 sont vérifiées. 

On se donne X £ 1 et bÇ B, soit ê  vérifiant 

L -  (e. ) = e- - Xe. ° R =  b 
oc,À. X X X CL 

On a 

ey 00 

i=0 
X1 b « R. 

îoc 
0< X < 1 

ex = 

00 

i=0 

1 
y2+1 -d + l)a X > 1 

d'où la proposition : 

Proposition On_a sup I ||ex||B s ||b||B . 
À.>0 
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Si aÇF es t une fonction constante, on a 

L"\(a) = a(l-X)"
1 

a , A. 

3.5 Nombre s de type constant. 

Nous allons étudier l'opérateur inverse de dan s le cas particulier 

où a est un nombre de type constant. 

Définition :  Un nombre a 6 K est de type constant s'il existe y > 0 tel  

que pour p/q £ Q on ait I  a - ( p/q ) I ^ Y q 

On supposera dans la suite que y est la constante de Markoff* de a : 

Y = In f q 2 l a - (p/q) I -
p/qeH,q:>l 

On a par le principe de Dirichlet Y  < 1-

On dit que a £ IT* est un nombre de type constant si un releve de a , 

a , a  It est un nombre de type constant. Cela ne depend pas du choix de a. 

II en est de meme de la constante de Markov de a . 

On note par TC = {a £ F I  a  est un nombre de type constant}. 

On a :  l a mesure de Lebesgue de TC est nulle [7]. 

Pour tout intervalle [a,b], a/b, la dimension de Hausdorff de [a,b] f| TC 

est egale a 1 [6] et [13]. 

* Souven t dans la littérature, la constante de Markoff de a est plutôt 

prise égale à Y = üm inf q2|oc- (p/q)|. Mais ce qui intervient dans les 
q-»+œ 

constantes pour les questions de petits dénominateurs est le nombre Y • 
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Tout nombre algébrique de degré 2 est de type constant. 

Soit a un nombre irrationnel, si oc = [ aQ, â  , . . . ] , où les ^
aj^içj^ sont les 

quotients partiels du développement en fractions continue s de a, alors 

a est nombre de type constant si et seulement si 

sup a. = C < +œ 
|x| 

(si i <. 1, â  € IN ) 

et on a C"1 > Y  ̂(C + 2)" 1 [2,V.7.8] 

Si P est un nombre équivalent à a (i.e. (3 = aoc + b 
ca + d 

avec (a )eGL(2,H) ,  alors 

si a est un nombre de type constant, il en est de même de p et on a 

lim inf q2 U - £ | =  lim inf q2 lp-^1 
q>l q q> l q 

Par exemple p = -a et on a Y(- OC) =  Y(OC) . 

3.6 O n se donne y > 0 et considère l'ensemble compact 

Ky = {oc€ [0,1] I  * £<E« la-^|^Yq" 2} • 

On a Kyc[0,l] -« 

Proposition :  11 existe l > 0, tel que pour tout jj-> £ > 0, si [a,b]c[0,l] 

véri fie I b - a I  ̂e alors [a,b] D a la puissance du continu. 

• 
Démonstration :  Soi t a le nombre d'or e t q le s dénominateurs des Hn 
réduites de a . Il existe l<A,„<A. r t tels que l'on ait \% q £ \î? . 

1 2 1 ̂ n 2 
Soit k Ç M ,  on a, pour tout-Jj-ÇQ 

oc= (l+VF)/2 = [1,1,1,...] . 
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l{ka}-£| 
q kq 2 

où y est la constante de Markoff de a et {ka} désigne la partie fraction-

naire de ka . 

Soit nQ la plus petit entier 2 :2 tel que l'on ait e> 4 

<*n 
o 

Il existe 

donc un entier i tel que l'intervalle i 
qn 

O 

i + 1-
qn 
o 

c [a,b] . 

Par [2, V.8-1] il existe 0<k£q 
o 
tel que 

{ka} 6 ]a,b[ 

On a, pour tout p/q € (5, 

Ikct-* I * 
q 

Y 
qn 

O 

2 
q 

Ce 
2 
q 

où C est une constante. 

On écrit ka=[aQ,a^,...]. 

Pour i i iQ (très grand) soit 

R = [bo,bt,...] 

b. = a. i i si i s i 
o 

b. = i 

a. i 
ou 

a. + 1 i 

aléatoirement si i i i 
o 

Alors les nombres 6 ainsi construits ont la puissance du continu. Si i 
o 

est très grand tous les (3 £ ]a,b[ . De plus tous les (3 vérifient, d'après 

[2, V.7], pour p/q€« , 

LP- £ 1 * 
q 

Ce 
1 + 3Ce 

1 
2  
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On choisit X - sup 
0<e<l/2 

C 
1 + 3Ce 

3.7 De s inégalités semblables à la proposition qui suit ont été remarquées 

par Rifssmann [il, § 9] et [12]. 

Proposition :  Soient a un nombre de type constant de constante de Markoff 

Y et p> 1. Il existe une constante dépendan t seulement de p (et indépen-

dante de a) telle que 

sup 
NÇ1N 

sup 
YER N<; I n I <;4N 

1 
In(l-Xe27tina)lp 

1/P 
<Cp Y-1 

Démonstration Si xÇ E , on désigne par ||x|| = Inf I  x + p I 
p6Z 

On a 

E — — <  C v"P NP 

0<nsN „ i|P 
IMI 

où C est une constante indépendante de N et a et dépendant seulement 

de p > 1 . 

En effet, comme pour 0<k<nsN, on a 

i M - i m i i * x 

il suit qu'il y a au plus un nombre llnall , 0<n<N, dans chaque intervalle 
riY 
2N 

(i + l)Y 
2N 

f, 1 s i s N et aucun dans l'intervalle [0»2Jj[ " 1 1 e n résult e que : 

0<n<;N 
1 

||„af 
<; Y_ P(2N) P 

00 

i = 1 i
p 

= c  Y "
p np 

On a 
NsInl^N 

1 
ln(l-e^ina)lP 

<; N"1 

0< I n I <;4N 
1 

|l-e 2 K i n a| P 

(*) S C N~ P 2 
0<4<4N 

||noc|rP <: 2 CC» Y~
P 4  P 
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avec C > 0 une constante telle que pour tout xÇ E on ait 

Il - e2niK\ *(l/C' ) ||x|| (on utilise aussi ||x|| = ||-x|| ). 

La proposition résulte de l'inégalité (*) et de l'inégalité suivante : 

ll-\e27i:^na| = ((l-Â,)2(cos una)2 + ( 1 + \)2(sin Kna) 2) 1^ 2 

> 

( 1 +  X) 2 ||na|| ^  2 ylnl"1 

( 1 - X ) 2 | |na + | | | *  \ Ini"1 

si À . :> 0 

si X <Z 0 

3.8 L e théorème suivant est essentiel pour la suite. Le point important 

est que par un nombre a de type constant la perte de différentiabilité de 

l'opérateur L * sur les espaces Cr + P ( r Ç IN , 0< B< 1) vaut exactement 1. a o 

3 . 8 . 1 Théorème :  Soient a un nombre de type constant de constante de 

Markof f y i r Ç JN e_ t 0 < (3 < 1 . Il existe une constante >  0 dépendant 

seulement de |3 (et pas de a) telle que, pour T) Ç Ĉ  + P(IT1 ) , il existe une 

unique fonction, L"1^ = 9 Ç Cr + P" 1 (TT1 ) solution de 9 - 9 ° R =71 -* ' a ' o  a 

et de plus on a 
|Dr-1Q|B<CB Y-1 |DrN|B 

où si \|/<E C^TT1) , 0< (3< 1 , |^ | sup 
x/y 

U(x) - My) I 
lx-yl P 

Si 1'intervalle 

[P 1 ,P 2 ]c]0,l[ on a 

sup C < + » 
B'E[B1,B2] 

3 . 8 . 2 Remarques :  1 . Si k 6 IN et 0< p < 1, ^ÇC^iïï1)-. ID^I^ est 
k+B 

une norme définissant la C -topologie, voir 2 . 8 . 
2 . S i on veut considérer p= 0, r̂  2, il faut rem-

r 
r "H " f r  — 1 i r — 1 placer les espaces Cq par CQ = (9 £ Cq I  D  9 est "smooth" au sens de 

Zygmund}. 
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Dans le théorème 1. si T|€C ,  r  ̂2, alors L~ T] € C .  Pour ceci voir ' 1 o  a  1 o 

2.6.4. 

Démonstration de 3.8.1 :  I l suffit par dérivation de démontrer le théorème 

pour r = 1 . 

On désigne par le s opérateurs d'approximation définis en 2.5. 

On pose comme en 2.6 

A \ = ( s

2 k
_ V - i ) 7 1 

k ;> 2 

AT] = 0 = o 
1 
0 H(e) d e An1=s1 n 

On a 

supp AT)k c {n€ 2Z I 
k-1 

2 
; Inl s 22k~1} 

T| = E  ATI 
kal k 

I N \ ! l .  *  c lD 'nlp 2" k p 

L 

où C est une constante indépendante de p . 

On considère la distribution 

u= E 
n/0 

1 
27iin( 1 - e2TINA) 

e2ixine 

On a <P = p.*DT] = E  U  * D ATI-
k*l K 

et on a au sens des distributions : 

9 -  ̂° R =  Tl , 
a 

9(0) = 0 ; 

la distribution étant unique. 
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Soit uK 
0k-2 ,  i  0k 2 ^|n |^2 

0 .  / 4 2Ttina 4 27iin( 1-е ) 
1 

On a ]i * DA71k = vk * DATik 

Par 3.7, on a sup hj 2 £  C2 y"1 

k L 
(C^ étant une constante) 

et donc par l'inégalité de Young 

K * D % H œ *  K l l 2 l l D A \ H 2  S C 2 Y _ 1 | D T "p 2 " P k 

L L L 

B 1 
Par 2.6.3 ou [14, III.13.20], ceci implique, si 0< R < 1 , que 9 6 CP(TT ) et 

on a | C P |

P *  C2 Cp Y _ 1 | D T H P 

où es t une constante dépendant seulement de p et vérifiant 

SUp C ' <  +œ Si [P , R ]C]0,1[ . 
P^Cp^Pg] p 1 2 

r + B 
3.8.3 Remarques :  1. On peut remplacer 7) € Cq

 k par 

««P I K A H J 2 k P <  +œ 
kàl k L P 

(p> D 

et ceci implique que 9 = p, * DT) Ç  + P  # 

En effet, par la démonstration de 3.8.1 on peut supposer que 1< p̂  2. Par 

l'inégalité de Young on a 

K * D A \ l l L - *  K H L p . H D A \ l l L p 
avec i + —- 1 

P + P' = 

Par le théorème de Haussdorff-Young [14, XII, 2.3], si l<p£2, on a 

K I I T P . * 2 k - 2 dn| S2
k 

1 
|n(l-e2ltina)P 

1/P 
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Ensuite, en utilisant 3.7, on conlut exactement comme dans la démonstration 

de 3.8.1 . 

2. Pa r 2.6, si 0< R ' < R , alors , pour r=l, on a 

sup l n *DA \ l s  C iDTl L 2 -
k ( p - p , ) , 

kèl 

où Cpf est une constante dépendant seulement de P1 et donc 

T] ç c 1 + ( 3 >  q>6 c p ' 
o o 

est une application linéaire continue si on munit C* +  ̂de la C^+^-topologie 
R » Ri 

et d e la -topologie . 

On peut aussi remplacer C* +  ̂parCr+Bet CB'o par Ĉ  * +  ̂pour cette 

remarque . 

3.9 Proposition :  Soient a, r, R comme en 3.8- On suppose que Â. € H+ • 

Pour tout T)Ç Cr+P(TT1) il existe un unique L~\ 7) = 9, Ç Cr" 1 + P(1T1 ) vérifiant o 3 — a, \ 1 A . o 

<P, - \< P o  R  = -q 
A. A . a 

sup lD r"\ | < C' y- 1 lD rTll , 
+ 

où >  0 est une constante indépendante de a et_ \ et vérifiant 

sup CI, < +• si [PifPo]c]0,l[ . On a de plus,si 0 < p' < p, 

B'E[B1,B2] 

(^,X)€Cr+PxF > ^ € C r - 1 + P" 
O A . O 

est continue si on munit CF +^ (resp. C1 +  d e la Cr + P- (resp. Cr" 1 + |3''-) 

topologie. 
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Démonstration :  Ell e est identique à celle de 3.8.1 en utilisant 3.7. 

La continuité résulte facilement de la remarque 2, 3.8.3. • 

3.10 Proposition :  Soient a un nombre de type constant de constante de  

Markoff Y , rÇH* , 0< R < 1. On suppose que a£ C^dT1) vérifie 

||a-1||c1+B<1/2Y 

On peut écrire a de façon unique 

a = X b « R /b 
a 

1 R  1 1 

où b 6 C + P, b> 0, P  b(e)d9=l;X>0, \€K ( on a Log X = P  Log a(e)de) 
0 0 

Il existe une constante C > 0 telle que 1'on ait 

U - i l s  C ||a - 1|| ; 
C 

||b-1||cB+||1-1/b||cB<C Y-1||a-1||c1+B 

||b-1||cB+||1-1/b||cB<C Y-1||a-1||c2+B 

et une constante Cr +p ne dépendant que de r et_ (3 et telle que l'on ait, 

si r > 3, 

i i b - V i + P

 s C ^ ( Y _ 1 l | a - V r + ( Y _ 1 l | a - V p > r " 1 + P ) • 

Démonstration :  Pa r 3.8.1, on écrit 

Log a = Log X + Log b^0 R̂  - Log b^ , 
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avec Log X = J Log a(e)d9 e t L6 g B

1 ^ C Q " 1 + P 

La solution générale est Log b 1 +C (C6 K) • Si on impose la normalisation 

1 
f b(0 )de = 1, alors on a IlLog b|| £  2||Log b || . 

J o c ° 1 c ° 

Pour voir les inégalités, on applique 2.7.3 avec 9(x)= Log(1+ x), g=a-l, 

ô = 1/2 (on a || a - l|| 1 + p Y   ̂|) d'où il suit 

Il Log a - Log \|| s  C» Y  , 
C 

ou C > 0 est une constante. 

Par 3.8, on a donc 

!|Log b|| £ C« 

où CJJ est une constante. 
P 

On a aussi 

!|Log a-Log A|| s  C;+ p ||a-l|| 

et donc par 3.8-1 

iiL°6 b i i cr-i + P

 s  c; + P v"
1 i i - 1 ^ 

On applique à nouveau 2.7.3 avec <P(x) = eX-l, g = Log b, ô = Cĵ 1 (puisque 

Log b : 1T1 - [-Ĉ 1,0̂ '] ) et nous avons ainsi démontré l'inégalité de 3.10 

pour r  ̂3 . On a 

b* 1-! = L°8 b - l 
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et donc comme la fonction e es t lipschitzienne sur l'intervalle 

c " c i + p , c i + p 3 

Ib^-llp £ C iLo g blp £ C ' C ; + p y"
1 ||a -l|| 

llb^ - l H ^ S C ||Lo g b||cD * C C 1 + p Y"
1 l|a -l||cl + p 

On a de plus 

lDe±L°e b| p S le
±L°K b| p ||DLo g b|| •  U e ^ H ^ ID Log b I ̂  

et il en résulte que l'on a : 

||b+1-1||c1+B<cY-1||a-1||c2+B 

3.11 O n donne un nombre de type constant a, de constante de Markoff Y; 

r € IN, r s> 2 et 0< (3 < 1. Soient a€ Cr + P(rff1) , a> 0 et T | 6 Ck+P(1T1) , kÇ W f 

1  ̂k £ r-1 . On pose 

i 
Log X =  P  Log a(e)d$ 

0 

On veut résoudre 

© >|r - a(>|f • R ) = T | + (1 -+ Vt 

avec p-̂  et jiÇE et \|/6 Ck *  +  ̂. Dans la suite on écrira aussi a( \|/°Ra ) = a\|/°Ra . 

La constante sera choisie pour que 

P 1 >| r da = 0 
HT 
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où da est une mesure de probabilité de TT . 

Pour résoudre 1  o n écrit par 3.10 

© a = Â, b 0 R /b 
a 

avec b€ Cr~ 1 + P, b> 0, 
1 
0 b(0) d6= 1 (la solution générale de (2) est 

cb, c € K ) . 

En remplaçant 1  dan s (T) et en multipliant par b on doit résoudre 

© b>|/-À(b\|/)oRa = b(Tl + (1 - + 

On choisit iî  pour avoir 

1 
P (bT l + li.b)d0 = 0 

J o 1 

Soit 

© 
1 

v.- = -f (bTi)(e)d e 
1 Jo 

et donc 

© lnj * HbTi H *  ||b| | o ||T|| | o 

c° c ° c 

1 

( ^) ne dépend pas du choix J * b(0)d0=l). 

En utilisant, si X £ 0, A .^1, 

L"\((1 - X)]ib) = 11+ L"\((1 - \ ) ( b -D) a, A. a,A , 

1 
et comme P  b(0)d0=l, on a 

J0 

6 
1 

P (bT l + (1 - Àjp,(b - 1) +  u b)d0 = 0 . 
J o 1 
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Mais, si X= 1, on a aussi y.£Ker(L _ ) . 
Ot,A 

Par 3.9,on peut résoudre (5 ) (pour Â.^0), la solution générale de (5) 

dépend d'un paramètre y. £ F e t elle s'écrit 

7 \|r = r (L*1. (bT| + (1 - \ )li(b - 1) + ]i.b) + p.) T]i b  a,A . 1 

Si on remplace b par cb, c Ç ]R , on obtient le même \|/ : 
M-

^ = - L l"\ (cbTl + (1 - Àj-ucCb - l ) + u bc + pc) 
Yp, be oc, A. 1 

Par 3.9, on a ^^^k~^ + ̂* Si l a fonction 

A(9) = b'^b"1 L"1 ( ( 1 - A.) (b - 1) ) 
a, A. 

véri fie 

© A > 0 

alors si a est une mesure de probabilité de TT̂  i l existe un unique 

]iQ £ ]R tel que 

© / 1 >l (e )da(e) =  o 
H ̂ o 

10 uo=-($IIAdo)-1 $II1b-1 L-1a,y(bn+u1b)do. 

Proposition :  Avec les hypothèses ci-dessus, si la condition 8  es t 

véri fiée, il existe un unique iî  , un unique v donné par : 

v = ( 1 - X)y + p, o 1 
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et un unique u0 Ê C ^ P d T 1 ) vérifiant 

J* >| r (e )dcr(e) =  o 
TT o 

tels que l'on ait 

ù -  a \k °  R =  'H + v 
o o 

Démonstration :  L a proposition vient de l'existence (on suppose ici 

que r  ̂2) et de ce que la solution n e dépend pas du choix de b et qu'on 

peut inverser les raisonnements. • 

3.12 Unicit é plus faible. 

On se donne [p ,p ]c]0,l[ , 0< p < 1 et 0< p2< 1 . 

On suppose que P6[ P 1 , P 2 ] , et a>0 vérifie 

© l|a-l|l c l + p o < 6 < ! 

alors par 3.10, on a 

© ~P<l|b-ll| B.||1/b-1||p, IX-ll) « C Y"
1 

où C est une constante dépendant de p̂  et p̂  • 

Par 3.4 on a 

13 ||L ; ; i ( (x-i)(b- . ) | l c P*||b-i | l c B 

On a la proposition 3.12.1 qui est immédiate en utilisant (l2) e t (13) 

3.12.1 Proposition :  Il existe Ô q>0 ( dépendant de p̂  jet p̂ ) tel que 
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si 6 * 6O e t R (E [Plfp 23 

l|a-l||cR + 1 * ôy 

alors la fonction A jde (5 ) ( pour X  ̂0) vérifie 

P-i | l c p s \ 

et donc 
1 K + 1 

3 * A *  1 + 4 " 

3.12.2 Proposition :  Sous les mêmes hypothèses que 3.12.1 étant donné  

une mesure de probabilité a jde TT^ ê t T] 6 C°(TT*), il existe un unique 

vÇE et un unique \|/ÇC°(1T1) vérifiant 

/ 1  • *a = 0 

TT 

et ^-a\|/°Ra = Tl+v 

Démonstration :  I l faut voir que l'équation 

\J/ - aty ° R̂  = v 

a seulement la solution v = 0 et \|r = 0 si J • \|/ da = 0. On écrit 

a = X b « R /b 
a 

(\ :> 0) 

et donc b\|/- \(b\|/) » Ra = vb 

Si X = 1, on a 
1 

0 
vb d e = 0 et donc v = 0 et b\|/ = Cte 
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J ^ àa = 0 impliqu e =  0 

Si \>0, A.^1, alors par (5 ) ,  on a 

* = Ì L"\(vb) = T r̂ (b"1 L"\((l-À)v(b- D) + b"1 v) Y b  a, \ 1- X <x, \ 

Or, par 3.12.1, ì<A<l+ì et f  >| f da= O , d'où v=0 et ^ = 0 . 
3 4  T T 

3.13 Inégalités . 

On se fixe [R ,P2]c]0,l[ , on suppose que P  € C P1» "
 0 n s u PP o s e 

r+B k+ 8 que a6 C ,  r > 2, T| € C ,  r > k+1 . On suppose que a véri fie 

|||a-1||c1+B<yb 

avec ô ^ o , où ô es t choisi comme en 3.12.1. o ' o 

Dans la suite de ce paragraphe, toutes les constantes ne dépendent 

que de k et de l'intervalle [ R ^ ^ ] mais pas de a, y ni de (3 6 [ (31, P^J . 

Par ( i ) ,  3.8, 3.9, 3.10, (l2^ et 2.4.2, on a 

© 
*C! V-^INI^^ IMIco*l|l||lcl + p libila)<cy-1(||bn||cB+1+u1|-b||c1+B) 

* C ! V - ^ I N I ^ ^ I M I c o * l | l | | l c l + p l i b i l a ) 

sc^-Uy-1 ||.-i | l c 2 + p I N I c 0 + l f n l l c l + p ) , 

où C, e t C2 sont des constantes. 

On a de même, si k Ç IN , ki 1 
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© « C " > " » . b V » ^ C * Y - ' ( M c k , B M c 0 . M c k , p | t | l c 0 ) 

où C es t une constante dépendant de k, R  et (3Q -k \  £ 
Par 3.4 on a, si k̂  1, 

16 i i r ; x ( ( i - * ) ( b - l h l o ) | i c k _ l + p s  w o \ i i b - i n c k . 1 + p 

Comm< 1 . ^ 1 
3 ^ A ^ 1 + 4 par 1̂0̂  o n a l'inégalité (qui ne pas du choix de mesure 

de probabilité a) 

© 1-u I  £  3 l|L"\ (bTl + p,b)|| o 11 a,A, 1  "ç O 

S 3  ||L-̂ (bTl + V ) | | c p 

et donc, par ^ ) ,14  e t 3.12.1 

l , o l . Ï C . Y - V 1 l l - l | l c 2 + p H î l l l c 0 * l | î l l l c l + p ) 

Par (̂ 6 ) e t (r? ) 

© i i C , < , - " , ' o < b - , ) i U * K F i U s C

3 ' > • . ' 

où es t une constante (dépendant de ô ). 

On a aussi (C^ étant une constante) en utilisant 

© Ivl =  1 ^.(1 - X ) » o l «  C 4(| | l l | | .  IvJ ) 

Sous les hypothèses ci-dessus en utilisant 2.4.2, 2.7.2 et 2.7.3 et en 

remplaçant on obtient les propositions suivantes et les constantes sont 
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indépendantes de la mesure de probabilité a choisie sur TT . 

3.14 Proposition :  On suppose que k  ̂1, r = k+1 et_ a Ç Cr + ̂ (1T*) vérifie 

||a-1||c1+B<y qo 

||a-1||c1+B<y qk 

alors il existe une constante C dépendant de 6̂  , R  et^ k tel que si 

T) e Ck+P(1T1) il existe un unique \|/ € Ck~ 1 + (3 (TT1 ) (f \| / da = 0) et v  6 F 
TT 

véri fi ant 

I - a to R

a = 

et on a 
||W||ck-1+B+|v|<c y-1||n||ck+B 

3.15 Proposition :  On suppose que k  ̂1, r s k+1 et que 3-12-1 est véri-

fiée. Il existe une constante C (dépendant de ô ej t R) telle que si 

TltC1 + ^(lT1) , alors il existe un unique jÇC^ÏÏ1) e_t v Ç E vérifiant 

/ *  da = 0 

I - a  ^ o R

a = T| + v 

et on a 

m i . m seY-^Y-1 i i - i i i 2 + p «m i 0 . | M l 1 + p > 
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3.16 Proposition :  On se place sous les mêmes hypothèses qu'en 3.15, 

et on suppose que k = +<». Il existe >  0 e_t indépendant de a ê t y 

(mais dépendant de (3) tel que si 

a-1 A N  £  Ô Y ave c ô £ sup(ô ,ô.) , 1 c  P  o  1  ' 

la fonction \|/ jie 3.15 vérifie 

M p  S C1 Y - ^ Y " 1 ||«-1| | 2+p(||DTl|| o + 6 Y Uti l Q ) + 

C c  c  c 

• w r l + p i w i o ' i i m u p ) 
v/ c e 

Démonstration :  O n a évidemment \|/ £ C°° et 

D|-aDf • Ra = DT) - Da t
 0 Ra 

00 
On pose T)^ = DT] - Da \|/ ° R̂  , par 3.15 il existe un unique \|̂  £ C , 

P ^ 1 (e)de =  0 et v vérifian t 

Tl Yl o c ' 1 1 

Par unicité \|̂  = D\|/ et =  0 et par 3-15 on a 

I M c p * C l Y - V 1 l i a - I l^ I h ^ ^ K l l ^ p ) 

Par 2.4.2 , on a 

H V C 1 + P
 S » 1 Hl c2 + P

 + C 3 < I H I c a + p N l c o * W c 0 I W I c l + p . 

ou Ĉ  est une constante. 
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Or, ||Da|| Q ^ C 4 Y Ô , et comme J*  ̂  ̂do = O, s'annul e et par 2.8 on obtient 

||w||c1+B<2||Dv||cB 

Si 6 vérifi e 2 6  < 1/2 , on peut passer le terme 

C^C^y" 1 ||Da|| Q 1  + R dan s l'autre membre et on obtient l'inégalité 

cherchée. • 

3-17 Théorème :  On se donne 0  < R < 1, alors il existe des constantes 

6 g > 0 et C2 > 0 ne dépendant que de p et telles que si a 6 C1 + ^(runl ) vérifie 

I|a-l|lcl + p *  6Y 

avec ô= sup(ô t6^,6rt,l) où ô. est défini en 3.12.1 et ô. en 3.16, si o 1  2  —  o  —  1  — — 
a est une mesure de probabilité de TT1, si, î] € Ĉ ^ C i r 1 ) , alors il existe un 

6 1 
unique \J/ Ç CP(TT ) vérifiant J * |  da = 0, ejtvÇB tel que l'on ait 

\|f - a ^o R

a =  'H +  v 

et de plus on a 

• M  ,  c 2 y"
1 ||t|| | 

Démonstration :  Soi t 0 < P ' < p et on pose P  - P ' =0 • Il suffit de démontrer 
l'existence, l'unicité découlant de 3.12. On peut supposer que ||Tj|| I+R = Y • 

C 
Par 2.6, on écrit 

T| = E  A \ ,  Lo g a = E  A e , 
ks>0 K k̂ O K 

1 1  * 
avec AT] = f T](0)d 0 , Ae = P Log a(e)d0 = Log X . On pose, si N Ç IN , 

° ̂ 0 °  J o 
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N-1 
\ =  S  AT] 

k=0 K 

N-1 
eN = 2  A e k k=0 R 

eN 
aN = e 

Par 2.5, on a si k £ 0, N^l, 

© 

C»AVlca+P. *
c' 2k(l"6) ^° 

»AVlca+P. *
c' 2k(l"6) ^ 

» A V l c a + P . *
c ' 2 k ( l " 6 ) ^ 

P M l l c l + p. *  C' Y 

»AVlca+P. *
c' 2k(l"6) ^ 

et de même en appliquant 2.5 et 2.6 à la fonction a : 

© 

||Aek||c0 s C- 2" k ( 1 + P)

 6 Y 

||Aek||c0 s C- 2"k(1 + P)

 6Y 

||Aek||c0 s C- 2"k(1 + P)

 6Y 

||Aek||c0 s C- 2"k(1 + P)

 6Y 

HeNilc2+p. ^  C ' 2 N ( l " e ) ^ 

On a donc 

© 

||Aek||c0 s C- 2"k(1 + P)

 6Y 

! | . M - H l c 2 + p . * C Y62 N<^> 
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On pose N = aN +l"
aN =  e ( e -  1 } 

On a 

© 

||AbN||Co < C1 yo2-(N+1°51+b° 

||abn||C1+b <c1 YO2-(N+1)o 

où C désign e des constantes indépendantes de k, N, y et de 6 (si ô^l). 

On suppose dans la suite que 

C'ô £ sup(ôQ,ô1) 

Par 3.15,pour N  ̂1, on peut résoudre 

© YN N  YN a  ' N N 

0 0 , 
avec un unique E , \|/̂  £ C vérifian t 

{TT1 WN dO=o AtG =  ̂=  O 
1 

A vo = v i = -/ T]<e)de 
o i o 

On écri t, si N > O, 

© 

WN-WN-1=AWN-1 

VN " VN-1 " AVN-1 

et donc 

© A* N-a N + 1 A* N°R a = A \
+ AvN + (a N + 1-a N)^ N 

On se propose de démontrer par récurrence, pour N^l, 
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© I K - i I I c P . + ' A W 2 " ( N " 1 ) e 

avec C ĵ à C-_2 

9 sup C' = C <  +0 0 , 
N °° 

avec indépendan t de y - Pour N=1 c'est immédiat avec =  y 

7implique 

10 ||wN||Co < C"2 C'N-1 

où es t une constante. 

On applique 3.16 à (E) en utilisant ^) , (?) et 10  e^ e n supposant 

que ô £ 1, d'où 

© 
||wN||C1+B ,<C"3 2N(1-O)(1+QC'N-1) 

où CJj est une constante. 

On applique maintenant 3.15 à )̂ en utilisant 11 »  1  » 3 e* Q) 1 

et en posant f̂  = ATĵ  + ^a^+^~
aj^^jj 1 e^ donc (en utilisant 2.4.2) 

!lf

N!lco * !l
ATtNllco

+l|aN+1-aN||c0 

l|fNllcl+P-
 S llA\llcl + P.

+C'(llaN+l-
aNllcl + P- H* nIIcO

 + 

+ H aN+l-
aNllco KHpl+p^ 

où C es t une constante ; et 

¡ | A V I c p , + lAv Nl . C y V 1 ll«N+1-l|lc2+p. P n ^ O ^ I ^ U P . » • 
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et donc en supposant que 0<ô£ 1 

lAvNl + ||A+Nllcp. *  2- N 6(C^C^ 6 C ^) 

où CV est une constante. 4 
On a donc 

C'N< sup(C"4 +C"4qC'N-1, C'N-1) 

On choisit c » 6 < { , 

et donc C' = sup C» = sup(C , 2C") œ » , N  o  ' 4 N 

et nous avons ainsi démontré (5)  et (9) . 

L'inégalité (H ) impliqu e 

0 3 
||AwN||C1+B, < C"5 2N(1-O) 

où C" est une constante. 
5 

Il suffit maintenant d'appliquer 2.6.3 en utilisant 8  e t (T2) pou r 

conclure que 

k;>0 Awk E CB K 

kèO AVk E R K 

Or si N-»+00,vwN->T)^ -» T| et â  a  dans la C°-topologie, donc en utilisant 

(5) , si N-t +00 , on a 

\|f - a\( r 0 =  7] + v 
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et lim f  4 \lf.T da = P „  ̂da = 0 . 

Or, si N I 1 + p = Y, on a 

H*ll P

+ l v l S  C6 ' 

où C'' est une constante. • o 

4. THEOREME LOCAUX DE CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE. 

4.1 Dan s ce paragraphe, on suppose que I  , r  ̂2, 0<(3<1 et aÇ R es t 

un nombre de type constant de constante de Markoff Y • 

Nous avons montré [2, IX et A] que si f £ Dr + P ( i r * ) vérifie p(f)=oc 

et si ||f-Ra|| es t assez petit, alors 

f = h o R o h"1 , 
a 

avec un unique h£ Dr~ 1 + (3 ( TT1,0) . (Le fait que h € Cr" 1 + P si 0<(3<1 résulte 

de la démonstration [2,A] et de [12].) 

De plus, si ri 3, sans condition de proximité 

f = h ° R «h" 1 

a 
h€ Dr~1 + P ( i r \ o - ) 

Nous allons démontrer d'abord ce théorème sous l'hypothèse que ||f~"R

all r + R 

est petit. Ceci va nous permettre de préciser les constantes. Cette dé-

monstration est infiniment plus simple que celles de [2] . 

Nous allons ensuite utiliser le théorème fondamental de [2] :  S i fÇD°°(ir 1) 

vérifie : p(f) = a est de type constant, alors f=h ° h avec 
a 

h€ D̂ Cff^O) . 
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Ce résultat nous permettra de donner de meilleur.es inégalités. 

4.2 Théorème :  Il existe 1 ^ e r + p
 > 0 (dépendant de r ejt |3) tel que si 

f€Dr'P(TT1) vérifie 

l l f - R I I a * e a y 11 oc'̂ r + p r+ p 

et p (f)=oc, alors 

f = h • R" • h""1 ave c h 6 Dr~1 + (3 (TT1,0) 

On a de plus l'inégalité (c

r+p >
 0 es t une constante) 

||h- Idi| ,  n  ̂C y" 1 ||f-R il Q  -11 ''çr- l + R r  + p 11 aJ'̂ r+ p 

4.3 Démonstration :  Soi t l'ensemble convexe 

r̂+p-l = { h 6 D r-l + P ( l rl t 0 ) |||n.Id|| r _ 1 + p S l } 
c 

Pour la Cr ̂ -topologie, Kr *  +  ̂est convexe, compacte et métrisable. 

Nous allons construire une application 

O:Kr-1+B -> Dr-1+B(TT1,O) 

Si h 6 K r~ 1 + i3 soit 

Mf,h) = 
1 
0 Log Df • hd9 

r-1 
L'application (f,h)^V(f,h)^E es t continue pour la C -topologie . 
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Comme Log Df °h£Cr~ 1 + p, par 3-8 il existe un unique <P € C^~2+'3 vérifiant 

( + ) Log Df • h + \ (f ,h) = (P»R(x-
(P 

Si 9 vérifie ( + ), il en est de même de 9 + C (CÇK) . On choisit C tel que 

l'on ait 

P1 9+C J n 

e de =  1 , 
J0 

1 c p » 1 cp 
on pose $(h) = g où Dg = (f e de) e 

* O 

g(e) = e^ + c d e 
0 

Ceci détermine uniquement g qui vérifie 

Dg « Ra = e
X ( f , h )Df « h Dg 

1 r— 1 + 6 4.4 Lemm e 1 :  S i llf - R || R <, e Y~ , alors f (h) Ç K — 11 a"ç,r+ p r+ p 

Remarque :  C'es t ici qu'on ne pouvait se permettre de perdre plus d'une 

"unité de" dérivée en inversant en 3.8.1 l'opérateur L^ . Si a n'est pas un 

nombre de type constant on perdrait plus "d'une unité" de dérivée, (cf. 

[H, IX.4]) et la méthode de démonstration ne s'applique pas. De plus on est 

obligé de considérer les espaces Cr + P, 0<P<1, avec p/0 à cause de 

[H, IX.4.6]. 

Démonstration :  E n effet, par 2.7.3, on a : 

H Log Df|| ^  C llf - R H 
11 °  " cr-l + p r 11 a H

cr+R 
(Cr est une constante) 

donc, puisque h£Kr~ 1 + P et par 2.7.2 et 2.7.3, 
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IlLog Df » hll „  « * C» 0 llf - R I I Q 'I 6 n
cr-l + R r+ p 11 a M

cr + P 
(C _ est une constante) r + R 

donc, par 3-8, 

||Q||Cr-2+B <C"r+B V-1||f-Ra||Cr+B 

Comme Il f - R I I n - s ^  Y  t pa r 2.7.3 et comme r-1 £ 1, on a, si r  ̂3, 
11 a" cr+R r +p 

||e9- ili . a s ( s n + (e „)
r _ 2 + P) 11 " cr-2+p r+ P r  + p r  + p 

et si r = 2, 

11 "c ? * C " 2 +P 

et si on suppose que er +pil, on a 

il ^ i l " ' 
I I e "  1H r-2+p * Cr + p er + p 

C 

donc ' 4 (e ' -Dde l * c ; " p er + p 

Comme on a, si $(h)= g, 

1 c p _ 1 cp 
Dg = ( P e Y dG) e . 

0 

SiEr+Best assez petit, on a g € Kr (i.e . ||g-Id|| r „ 1 + j3̂ "§) 

4.5 O n a de plus l'inégalité 

!|#(h)-Id||cr_1 + p , C r + p Y- V-H a|| c r + p 

si f vérifie ||f-Rall c r +p*e p +P
 Y ' 
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4.6 Lemme 2 :  Sous l'hypothèse ||f-Rj| r + R *  E

R + R Y » l'application 
Ĉ 

$ : K
r~ 1 + P - Kr" 1 + P est continue pour la Cr~ -topologie. 

Démonstration :  Cel a résulte de l'unicité d e la solution de g  (unici-

té si g€ D r" 1 + P(ir1,0)). En effet, si la suite (l^L tend vers hÇK r" 1 + p 

r-1 

dans la C -topologie, il faut montrer que la suite ($(h^)K tend vers 

$(h). 
Puisque ($(h.)). cKr 1 + P e t que Kr 1 + P es t un espace compact et métri-

sable, il suffit de montrer que toute valeur d'adhérence de la suite 

est égale à $(h), ou ce qui revient au même si h ĥ e t $(ĥ )-»g , 

que l'on a $(h) = g -

Or par *, si $(lu ) = g. , on a 

\(f,h. ) 
Dg. ° R =  e 1 D f » h. Dg. i a  i i 

~ r- 1 si i-»+oo, ĝ  g  dans la C -topologie, et on a donc 

Dg o Ra = eX ( f , h) D f « h Dg . 

Ceci implique, par l'unicité de la solution de l'équation *, que 

g = $(h) - • 

4.7 Fin de la démonstration de 4.2 :  Pa r le théorème de Schauder-Tycho-

noff, l'application continue $ de Kr 1 + P a  un point fixe h (cf. [D]). 

Par * on a 

Dh 0 R =  eX ( f , h ) Df « h Dh 
a 

En intégrant, on a 
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1 

0 
Dh 8 R  d 0 = 1 = 

a 

1 

0 
e X ( f ' h ) D f - h D h d e = eM f ' X ) 

I1 en résulte Dh » R  =  Df o  h Dh 
a 

d'où il suit h o R = f ° h + X 
CL 

(\ € R ) 

d'où f = R •  h • R «h" 1 

-X a 

Comme p(f)=a£R-<B, il suit de [2,111-4] que X = 0 et donc 

f = h ° R • h"1 
a 

L'inégalité de 4.2 résulte de 4.5 . 

4.8 O n se donne fÇD°°(RIR1) vérifian t p(f) = cc;par le théorème fondalental 

de [2, IX] il existe un unique h £ D^ÏT^O) vérifiant f = h 1 °  Ra ° h . On 

suppose que f vérifie de plus 

© ||f-Ra||C2+B<E2+B Y 

où e_ es t la constante de 5.2 . Par 5.2 on a 
2+ p 

2 
» h - I d l l c l + P * C 2 + P

 E 2 + P

 S l 

Sous les hypothèses ci-dessus, on a la : 

Proposition :  Il existe E p > 0 et des constantes Ĉ  et Ĉ ' ne dépendant  

que de R . telles que si f vérifie en plus ||Log Df||  ̂£ £q Y , alors 

||D2h||cP «  y"1 C - ||D 3f||cP 
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||D3h||CB < Y-1 C"B ||D4f||CB 

Démonstration :  O n a 

Log Dh 9 -  Log Dh = Log Df ° h 

Par 3.8, on a, si r>l, 

© I DF Log DhL ^ C. y"1 lD r + 1LogDf o hl 
P P P 

On a 

D2(Log Df » h) = (D2 Log Df ) o  h . (Dh)2 + Log Df o h D2h 

D3(Log Df « h) = (D3 Log Df ) • h . (Dh)3 + 3 (D2Lag Df ) o  h . Dh D2h + 

+ (Log Df » h) D3h 

Par (T ) ,  (5 ) et (S ) e n utilisant le fait suivant que si h £ Dr + P(TT1,0) 

(r^2), il existe une constante C>0 telle que l'on ait 

C^llh - I d U ^ < |DrhlR £ C ||h.Id||cr + p (cf. 2.8) 

on obtient 

iDLog Dhlp <; C£" Y " 1 ||D 3f|| p + C»' Y " 1 H  Log Df|| p |D
2hlp 

C C 

où Ĉ " est une constante. 

On a, (en utilisant (2) ) 

|D2hl £  2 |D Log Dhl ||Dh| | £  3 I  D Log Dh I 
P p  C  p 

On obtient finalement 
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(i-C- y" 1 ||Log Df|| >  lD2hlp s C-" Y " 1 ||D 3f!| p 

C c 

Si C»- Y " 1 ||Log Df|| S C'" e o I 
L 

on a 1 'inégalité 

© |D2hlp s 6 C- Y"
1 ||D3f||cP 

On obtient aussi en utilisant (4^ , (2^ ,  (î) e t (̂ ) 

lD2Log D h lp S C 4 Y "
1 ||D 4f|| p + ^ Y "1 ||Log Df|| p lD

3hlp 

C c 

où C, est une constante. 4 
Par 2.7.3 il existe une constante >  0 telle que l'on ait 

lD3hlp £ C ||e
Log D h-t | l c2 + P * C5(|fi

2Log Dh I p + I D Log Dh|
2) 

Par l'inégalité d'Hadamard et (2) o n a 

ID Log DhI^ £ C6 I  D2 Log DhI 

et finalement 

|D3hlp s C? lD
2 Log Dhlp 

où C_> 0 et C_ sont des constantes. 

On obtient 

lD3hlp(C7-C4 Y " 1 ||Lo g Df H p) S C 4 Y ' 1 ||D 4f|| p , 
C c 
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et on en déduit facilement la 2ème inégalité de 4.8 si £q est assez petit. • 

Remarque :  C e qui est vraiment intéressant dans 4.8, c'est qu'on ne suppose 

3 
pas que ||D f|| es t petit. 

C P 

4.9 Corollaire :  Il existe des constantes C  ̂> 0 ejt C 2 > 0 dépendant seu-

lement de ¡3 telles que si f 6 D3 + P ( TT1) vérifie p( f ) = a ejt 

llf-R I I 0 Q£C4 e _ Q  y"1, alors il existe h £ D2 + P ( 'IT1,0) vérifiant 11 a "ç2+R 1  2 +p '  ' 

f = h ° R • h"1 

a 

H h - I d l l c 2 + p s C 2 *"* H f - R J c 3 + P 

Démonstration :  Pa r 2.5 et 2.9 (voir aussi [2, III.4]), on peut appro-

ximer f par une suite ( f  ̂K c D°°( TT1 ) , vérifiant, p(fi>=a, 

H fi - R a ¡ l c2 + p S E 2 +3
 Y _ 1 ' 

3 
sup ||f.|| _ Q  <+<» et de plus si i-»+», f. -> f dans la C -topologie . 
i C 

Par le théorème fondamental de [2] et par 4.8 il exi ste h. € D (IT ,0) 

f. =  h , «  R  «  hT1 

i 1 a  i 

||hi-Id||C1+B >1/2 

||hi-Id||C2+B<C'B Y-1 ||D3fi||CB 

et donc sup 
i Hhi-Idllc2+P <

 +" • 

Par le théorème d'Ascoli, on peut extraire une sous-suite (h^ K telle 
2 2 + B 1 que, si i - +oo, hi-»h dans la C -topologie, et h G D (TP ,0) . Par passage 
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à la limite de l'égalité f. = h. o R •  h'1 ,  on a f = h ° R • h"1 . 
l i a i a 

4.10 Inégalités . 

On suppose que r 2̂ et 0<(3<1 sont fixés. Les constantes C^C^,... 

dépendent de ce choix. 

On suppose que fÇDr + ^(lT1) vérifie p(f) = a, 

i l f - R J c r + p S S r + P V ' 

où e n > 0 est définie en 4.2. r + p 
On a 

f = h 0 R •  h 
a 

avec 

© H h - I d l l cr-1 + P

 S l 

© l l h - idll <  , s c« Y" 1 llf -R I I « 

Si 9€ Ck + ( 3, k£ IN , O s k i M, on a par ( T ) et 2.7 

© II» •  h ± 1 | l c k + P *
 C2 W c k + P ' 

On se donne a € Cr" 1 + |3(TT1 ) , a>0, vérifiant 

© » a - V P *  V 1 6 P . ° < 6 p 4 

© 
»a-VP * V1 6P . 

où ô>0 est fixé et es t choisi pour que ||a • h - l|| 1 + p ^c ' Ô

R Y  vérifie 
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Cfô 5 £ sup(ôQ,ô^ ,ô9) (cf- 3.14 à 3.17), C' étant une constante universelle. 

Proposition :  On suppose que r  ̂3. On se donne f € D̂^Cff1) vérifiant (T) 

et a e Cr" 1 + |3 vérifiant (3 ) ejt (S) . Soit 71 Ç Cr"2+P(1T1) , il existe un unique 

vç]R et 9 ç Cr"3+P(1T1) vérifiant 
— o  • 

( + ) 9 - a<P « f = T] + v . 

De plus il existe une constante >  0 dépendant de ô  > 0, r, R telle que  

l'on ait 

||Q||Cr-3+B<Y-1C3||n||Cr-2+B 

|v|< C3 Y-1 ||n||Cr-2+B 

Démonstration :  O n écrit f = h 0 R © ,  On compose à droite l'égalité 
a 

par h . On doit résoudre 

<P » h - a o h 9 » h°R =  71 • h + v 
a 1 

en imposant 
1 

f <P (e)de =  f  1 < P • hda 

où a est la mesure de probabilité de TT1 égale à ĥ (̂dG) = Dh(9)d0 • 

C'est possible par 3.14. 

Pour obtenir les inégalités, il suffit d'utiliser (5 ) e t 3.14. • 

4.11 O n se place sous les mêmes hypothèses que 4.10. On suppose ici que 
2+8 1 

r=2. On se donne fÇD K(1T ) qui vérifie les inégalités de 3.10 avec r = 2, 

et aÇC1 + P qui vérifie ( î ) ave c ôp assez petit. 
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Proposition :  Il existe une constante C^> 0 ne dépendant que de (3 et  

telle que, si T] Ç C1 + P (TT1 ) , il existe un unique q> £ C^Cff1) et vÇE véri-

fiant 

<P - a<P • f = T] + v 

et on a I M I c p * M * c 4 v"
1 ||î||| c l + p 

Démonstration :  Ell e est identique à celle de la Proposition de 4.10 

en utilisant 3.17. • 

4.12 Remarque :  S i on écrit a=(l+^)E avec \l\ <-g, on peut écrire la 

condition de 4.10 : 

I I e - ^ u p s 6 P Y 

avec ôjjj assez petit. Ce qui intervient dans la démonstration de 4.10, 

4.11, et de 3.15 à 3.17 c'est le fait que Ô£ est petit, et on peut majorer 

les constantes indépendamment de |L| < 1/2 

5. THEOREMES DES COURBES TRANSLATEES. 

5.1 Courbe s translatées. 

On se donne ô> 0, et on pose A&=TT x[-ô,ô ] . On considère les plon-

1 1 gements F de TT x 1R dans H x  1R d e la forme : 

F(9,r) = (0 + r + a , r + 9(0,r) ) 

où q>G (* + P(A.) f kÇI* , 0< (3< 1, a€ TT
1 , et ||<P|| 1 < \ . 

0 c ( V 
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*i 1 

On cherche une courbe C graphe de C  (TT ) , X 0̂ translatée par F de X : 

il existe X € H te l que l'on ait 

f = Id+\J/+a€ Dif/ciT1) , P(f) = a 

et 

( + ) \|/ + 9( ,\|/ ) = \|/°f + \ 

(i.e. pour tout 0 £ H1 , •(e) + <p(e,>|Ke)) = i(f(e)) + x) 
i 

Le cercle C est plongé de classe C e t homotope à r=Cte. L'équation (+) 

est équivalente à 

L .  o F (C) = C —A. 

où L_^(9»r) = (Q,r - X) et L  ̂° Fĵ  est conjugué par 1ère projection à f 

(p(f) = a) et donc P (L_^°FIc)=OC (on dit que le nombre de rotation de la 

courbe translatée est a). 

5.2 O n se donne k entier > 1, 0 < (3 < (3 ' < 1, ô > 0. Soient t : [-6,6] - B 

une fonction de classe Ck + P vérifian t ^X}T^ > 0, t(0) = 0 et E  . 

dr 
On définit (0,r ) = (0+ t(r) +a,r), qui est un difféomorphisme complètement 

k + R ' 
integrable et "twist" de classe C . 

k + 3 ' 
Soit un plongement de classe C p 

F :  rET1x[-ô,ô] >TT 1xlR 

(0,r) >  (0 + t(r)+a + q>1(0,r) , r + 92(0,r)) 

On suppose que F̂  est isotope à ,  ce qui est impliqué si 

HP-Til est assez petit. 
C 

F̂  a la propriété d'intersection sur A& si tout cercle CcÂ  , de 
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classe C° plongé et homotope à {r=Cte} vérif ie 'F^(C) f] C £ 0 . 

5. 3 Scolie :  On fixe a  £ 1T1. L' affirmation a ) implique l'affirmation b ) . 

a) Il existe k > 1, 0<(3<1 tel que pour tout ô > 0, si le plongement F 

défini en 5-1 vérifie : 

||cK+B(Aq) <C1 

où 0 < ĉ  est une constante dépendant de a, ,  ô r êt p, alors F translate de 

\ une courbe de graphe de d e classe C , (4 < k + R) de nombre de  

rotation a, et de plus, si ||<P|| - » 0, alors q  + \ \ I -» 0 . 

b ) On suppose que R  ' > p et que ô > 0 est fixé- Si le plongement _d e 

classe C vérifie : 

IIF - T H . s e ,  où c >0 est une constante, 
1 1  C K + P (A, ) Z ~  1 

o 
F a la propriété d'intersection, 

i 1 

alors laiss e invariant un cercle C graphe de  ̂€ C (IT ) et tel que  

1' on ait p( F 1 |c ) = a. 

Esquisse de démonstration :  L a démonstration est donnée dans [3]. Nous 

allons seulement donner les grandes lignes- Comme la propriété d'intersec-

tion est "essentiellement" invariante par conjugaison, on peut supposer 

que 1 ' on remplace pa r T(0,r) = (9 + r,r) pui sque T̂  = H°T°H 1 ,  où 

H(9,r) = (9,t(r)). 

F. s'écrit sur A., avec ô' >0 : 1 o ' 

On 

F1(e,r) = (e + r + a + ̂ P1(e,r),r + q>2(e,r)) 

écrit F=H°F1<>H ,ouH (0,r)=(r + cP1(e,r),r). F est un plongement 

1 ~  ^ 
de A M̂ dans TT xffi si I I^ H 1+ H ^i'l 2 G S^ a s s e z petit - F est de la même forme 
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qu'en 5.1, et de plus si ||F-T|| fc+p est petit, ||F1 - T  ̂|| fc+p, l'est puisque 
C C 

k+ R 
la "conjugaison" est continue pour la C -topologi e sur les difféomorphis-

k+B' ~ mes ou plongements de classe C (R ' >R) (cf. 2.4). F a la propriété 

d'intersection sur A& , où es t petit mais fixé si ||F̂  - T̂lj 1 + R, est 

~ i 
assez petit. F a alors par a) une courbe translatée C de classe C , 

C°-petite et donc invariante (i.e. X= 0 résulte de la propriété d'inter-

section) et il en sera de même par conjugaison pour F̂  . On a de plus 

p(F|c)=oc . De plus la courbe C est un graphe puisque la conjugaison par H 

préserve le fait qu'une courbe est un graphe. • 

5.4 Théorèm e des courbes translatées. 

Nous nous proposons de démontrer le théorème des courbes translatées 

sous les hypothèses suivantes : 

k^4 ,  k£]N , 0  < B < 1 , 

a est un nombre de type constant de constante de Markoff Y • 

Les courbes que nous obtiendrons auront seulement une unité de dif-

ferenti abilité de moins que les plongements considérés. 

Théorème :  Il existe des constantes et <, 1 ne dépendant que de 

k + R telles que, si 2 ;> ô  ̂Y et F: IT1 x [-ô ,ô] - TT1 x K , 

F(9,r) = (e + r + a,r + <P(e,r)) où F est de classe C k + P et vérifie 

IMI k + ( 3 ̂ C- j Y2 , alors il existe un cercle C, graphe de  ̂Ç Çk" 1 + |3 ( H1 ) 
ô 

translaté par F de \ 6 » et telle que l'on ait : 

||W||Ck-1+B+|Y| < C2 Y-1 ||Q||Ck+B 

et P(L_ À O F | c ) = a 
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5.5 Démonstration :  1 ) O n suppose que dans la suite 

11*11 k+B * e' y 2 ' 0 < e ' *\ ' 
o 

et choisi ultérieurement. 

2) Dan s la suite, le difféomorphisme 

f € Kk-l + p = f f = I d + a+ ^  D
k-1+P(irl) | p(f) = a ,  |D

k"%| sevi , 

où 0<e^-i sera choisi ultérieurement. 

L'ensemble Kk~ 1 + P est compact métrisable pour la Ck ̂ -topologie, car il 

est homéomorphe à  l'ensemble convexe { + €Ck *  + P(TT*) I I Dk ^ty\^<s y] 
k-1 

qui est compact métrisable pour la C -topologi e (cf. 2.9). 

L'ensemble Kk~ 1 + P a la propriété du point fixe pour les applications 

continues : toute application continue $: Kk *  + P -» Kk *  + P a un point fixe 

par le théorème de Schauder-Tychonoff [l] . 

3) O n suppose que 0< e< ,  où es t la constante définie 

en 4.2. On peut donc écrire 

f = h 0 R « h"1 

a 
h€D k - 2 + e ( i r\0) 

avec ||h- Id|| k _ 2 + p s - | . 

4) Pa r 5.1, on cherche fÇKk _ 1 + P, f=Id+\|r + a véri fi ant 

^ o f _ ̂  = <p( ,^ ) -  X 

soit pour tout 9 £ IT* 

© +(f(e)) - >|f(e) = <p(e,\|r(e)) - \ 
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On dérive et on a 

D\|, ° f Df - D| = 9Q ° G + 9r o G D\|/ 

où <P (e ,r) =H (0,r) , <Pr = |i , G(0) = (9,̂ (9)) et ^ « G r ^ J ' G . 
k 

On a aussi Df = 1 + D* . Pour alléger 1' écriture, si k Ç IN , on écrit D * 0 f 
k 

pour (D f) • f . On dérive à nouveau 

2 D2\|, « f(Df)2- D2\|/(l - D* o f) = 

= 9nû °G + 2 i 0 G +  q> »  G( D\|f ) 2 + 9 «  Q D2\j/ . 00 9  r r  r r 

Puis une troisième fois : 

© D3^ « f (Df )3 - D3\|/(l -Df«f) + 3 D2^ ° f D2^ Df = B+ ^ ' G D3\|, 

B =  cp99r° G + 3 t p

0 e r ° G D t +  3 V r -G< D*> 2 + V

r r r °
G< D* ) 3 

+ 3̂P oGD 2\|/+3̂ P °GD \1/D2* 9r r r 

Ce qu'on peut écrire, si 1 - D\|/ 0 f + ^ 0 G est inversible, 

a(9,^)D3^ « f - D3| = H(<P,\|r) 

où a=(Df) 3A , A  = (1 - D| « f + 9r « G)"
1 , H(<P, \|/) = A(B - 3D2\|/ • f D2* Df ) . 

De plus l'application Kk~ 1 + f3 - (H(<P, >|r), a(9, \|/) ) € Ck" 3 + P x Ck" 2 + | 3 est conti-
k-l+B k- 1 

nue si on munit K£ d e la C -topologi e et l'espace d'arrivée de 

k-2 
la C -topologie . L'application est bien définie puisque ô>y et que 
Util s  e Y <à . 

C° 
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5) O n suppose que e' et e sont assez petits pour que l'on ait 

lla " 1 H Ufi 1 *  Y  Ô R 

où ô _ est définie en 4.10. 
P 

On a alors 

||(A)+|| Ck-2+B<C3Y1 

où C es t une constante. 
3 
6) Pa r 1) , 2) , 5), 2.7.2 et 2.4.2 comme 

||Q||Ck+B <E' Y2>1/2 , ||D3W||Ck-4+B<Ey<1/2, on a 

1И Ф . *М1 k _ 3 + ß !  * 
c K 3 + ß ( i r 1 ) C4(||Q||CK+B(AQ) + ||D3W||2CK-4+B) 

où es t une constante (indépendante de y<l) et ne dépendant que de 

ô e t de k + (3 . 

7) O n suppose fix é et on suppose que 5) est vérifiée. Au difféo-
k—1 + B k— 4 + B 1 morphisme f=Id + oc+\|f6K£

 K  o n associe par 4. 10 un unique C q

 H  ( TT ) 

et F te l que l'on ait 

a(<P,^)\|/- ° f  -  \| f =  H(9,\J/) +  v 

8) Pa r l'inégalité de 6) et par 4.10 on a 

||w||Ck-4+B<C5 Y-1(||Q||Ck+B+||D3w||2Ck-4+B) 

où C_ est une constante. 
o 
9) Soi t \|/ l'unique fonction de c * - i * p ( a p i > 

o 
telle 1'on ait 

3 ~ 
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1 ~ 

2 
10) Pa r 8), si e  +  e' est assez petit, on a 

INiHco *  \ 

et donc Id+ >|r1 € D
k" 1 + P(TT1) 

11) O n note par f=$(9,\|/) l'unique f€Fk~ 1 + P tel que 

f = Id + * 1 +  U C^ ) - a) + a 

où ^(^ Ç̂ e s* l'unique nombre tel que l'on ait 

P(ld + * + \ (* 1)) = a (cf- 2.9). 

12) Pa r 8) et 2.9 on a 

|Dk-1f|B<Y-1(||Q||Ck+B+|Dk-1f|2B) 

où f=Id+\|/+oc. 

13) O n suppose que l), 3), 5) et 10) sont vérifiées dans la suite. 
1 1 Pour cela on doit avoir ef £ e1 s e t £££ ̂ TT-o 2  o  2 

De l'inégalité 12), par l'unicité de * et v (cf. 7) et en suivant 

le même raisonnement qu'en 4.6, on a pour 9 fixé comme ci-dessus le : 

k_ i + s 
14) Lemme 1 :  L* application $ qui a f = Id + f+ aÇ K£

 v  associe 
~ .k — 1 + B k — 1 $(<P,f ) = f € F H es t continue pour la C - topologie. 

15) Lemme 2 :  Pour 0< e£ £q assez petit, il existe une constante 

C^>0, e^>C^, telle que si la fonction <P vérifie 

C'est possible puisque f  \|K 9 ) d0 = 0 . 
0 
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||Q||Ck+B(Ao) <C1 Y2 

* •  i ^-l + P J k- 1 + (3 alors $ envoie K dan s K . 
£ £ 

Démonstration :  O n doit avoir C. £ e' et 1 o 

ID*1"1 7 | S ey e < e 
o 

où e' et e sont définies en 13). o o 
Par 12) on a 

ID11""1 f|p £  C5 Y _ 1(C 1 Y 2 + e2 Y 2 ) , 

si C5e £ -1 et C1C 5 £ e/2 , on a 

ID*"1 ìf l s eY 

16) O n suppose que 9 vérifie la condition de 15). Par le théorème 

de Schauder-Tychonoff l'application $; 1 + P--» 1 + P a un point fixe 

f£K k - 1 + P (cf . 2.9). On pose f = Id + oc + \|/. On dérive trois fois 

^ o f _ ̂  _ cp(̂ ). On a, par 7) et 4) 

D3(\|/ o f _ ̂  _ cp( ̂ )) = v A" 1 , 

où A = 1 - D\|, ° f + ̂ R ° G et A > 0 par 5). Comme pour T] Ç C^TT
1) on a 

1 3 

J D T )(t)dt=0, on a finalement , en intégrant par rapport à la mesure de 
0 

Lebesgue, v=0 et donc 

W.f-w-Q( ,w) = -yER ? 
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où X est une constante. 

17) I l nous reste à démontrer les inégalités. 

On suppose que les conditions de 13) sont vérifiées, ainsi que e < 1/2 . 

Par 12) on a 

l^flp *  C, Y- 1 < H c k + p + l D
k - 1 fl 2) 

or Y"1 C^-'flp «  Y'1 C 5 e Y < f 

d'où 
l^flp * C, Y-1<Hck+p+lD

k-1 fl2) 

et donc | D k - V l p s 2 C 5 Y"
1 | M | c k + p 

18) Puisqu e p (f)^Q, f (mod l) laisse invariant une unique mesure 

de probabilité 1 1 sur TT1 . On intègre sur IT1 par rapport à la mesure ] i 

j « f - | - ^( ,\|r ) = -X 

on a \ =  [  1 ^(E,\^(E))DVI(E ) 

et donc 
1 1 1 *  м л . , 

о 

Remarque :  Comm e r^4, en utilisant 4.10 en 7), on s'appuie seulement sur 

4.2 et sur 3.14 qui est relativement simple. Pour le théorème suivant, nous 

avons besoin de 4.11 et donc de 3.17 qui est moins simple. 

5.6 Théorèm e :  Le théorème 5.4 reste valable si on suppose que k= 3 

et 0< p  < 1. 
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Démonstration :  Ell e est presque identique à celle de 5.4 . On définit 

K 2 + ( 3 comm e en 5.5 l) et 2). Si f € K2 + P o n a 

! l F - R J C 2 + R *  ^  *  E

2 + R Y • 

on suppose que 

||Q|-C3+B(Ao) < E'Y2 

On a, f = h • R •  h'1, h £ D1 + P(TT1, 0) , 

||h-Id||C1+B<1/2 

Si on dérive 2 fois 5.5 (T) o n a par 5.5 (2) 

D2^ « f (Df )2 - D2^ A"1 = B 2 

avec A  = ( 1 - D\|f • f + •  G) qu'o n suppose inversible, 

B2 = t p e e o G + 2 V ° G D f + ̂ r r 0 G ( D ^ ) 2 

on a donc a D2\|/ ° f - D2x|/ = H (<P,>|r) 

avec H2(q>,+) =  AB 2 

a = (Df)2 A 

Si e et e ' sont assez petits, on peut supposer 

© 
||a-1||C1+B < YqB<1/2 

205 



M. R. HERMAN 

où Ôp est défini en 4.10. La fonction A est donc inversible. 

Par 4.11, si f Ç K ,̂ i l existe un unique ^€C2 + P e t v £ F vérifian t 

2 a D2^ • f - D2* = H2(q>,N|/) + v , 

où f=Id+<x+\|f ,  e t on a 

© 

||D2w||CB <C4 Y-1||Q|6C3+B 

où C. est une constante. 4 

Si e et e' sont assez petits (e doit vérifier 1  e t e^e2+R^' 

on définit 

# : K2 + P *  K2+P 
e e 

2 2+ 8 qui est continue pour la C -topologie sur K£

 H telle que si f=Id + oc+\|/ , 

on ait $(f) = \|f+Id + a+(\ a(\ |f)-a), où * vérifie ^) .  L'application $ a 

un point fixe f par le théorème de Schauder-Tychonoff, d'où : 

D2(\|/ • f - <P( ,\|/)) = A"1 v 

En intégrant par rapport à la mesure de Lebesgue on a v= 0. D'où 

* o f  _  * -  q> ( _  X 

Par le même raisonnement qu'en 5.5, 18) o n a 

1*1 *  IMI 0  С° 

et l'autre inégalité résulte de (5 ) 
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Remarque :  S i 0< ô£ 2 ne vérifie pas nécessairement y^ô, alors par 

des démonstrations presque identiques, les théorèmes de 5-4 et 5.6 restent 

valables si on suppose que la fonction <P vérifie ||<P|| j^^^C^ Inf(y »Y°)-

5.7 Courbe s translatées pour les difféomorphismes qui ont une petite 

torsion. 

5.7.1 O n considère 2>ô>0 et des plongements de A =TT*x[-l,l] dans 

TT1 x 1R d e la forme 

F(e,r) = ( e + ôr + a , r + ôq>(e, r)) 

k+(3 

ou a est un nombre de type constant de constante de Markoff Yi 6̂ C ave c 

r > 4, r£ IN , 0< R< 1 . 

On suppose qu'il existe un nombre b fixé dans la suite tel que l'on ait 

Y £  6  ̂by 

Proposition :  Pour k, (3 £t b fixés, il existe deux constantes C > 0 

et c

2 > O (ne dépendant ni de y ni de a) telles que si 

11*11 k+6 *  Cl • 

alors il existe une courbe translatée C qui est le graphe de 

k-1 + B 1 
C (T T ) translatée par F et \ et vérifiant 

P(L_ X»F | C) = a 

I M I ^ U P * 1 * 1 S V ' V l l ^ P ( < 6 ) • 
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Esquisse de démonstration On conjugue F par H(Q,r ) s (9,rô), 

H 0 p o H_1(9,r) = (9 + r + a , r + 629(9,|)) 

La démonstration est presque identique à celle de 5.4. On suppose que 

© C P ( ) ' - < i 

f = Id+a+ €̂ K k" 1 + P 

avec l D k ~ % | < ; e y £  " I Y  • 

On a (cf. 2.8 et 2.9) 

© Util *  lDk"\l p s  6 

Comme en 5.5 on cherche f ë K k - i + P 

E 
et \ vérifiant 

f =  là +  a + j 

\|r • f - \|r = ô29(9,-|) - X 

)n dérive trois fois et obtient 

a6(9,\|/)D
3* » f _ D3* = H (<Pf \|r) 

aô(9,*) = (Df )
3( 1 - D* o f + ô q> r » Gô )

_ 1 

G6(6) = (9,\|/(9)/ô) 

HÔ(<P,*) = (Df )"
3 a 6(̂ P,*)(B - 3D2* « f D2v(/Df ) 
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+ cp oG fM)3

+3^ on A + 3^ oG

 D* A] 
rrr ô ô 0r 6V 6 7 rr 6 e2

 J 

0 

+ cp o G f M ) 3

+ 3 ^ o n A + 3 ^ o G

 D * A ] rrr ô  ô 0 r 6 V 6  7 r r 6  e2
 J 

0 

En utilisant (T ) ,  (2 ) ,  et 6 £ by, on a, si e et e' sont assez petits 

* c 4 ( y 2 IM I k + P

 + l l A l l 2

k . 4 + P

) 

C C L -

où >  0 est une constante ne dépendant seulement que de k + R et b, et 

K " 1Hck-2+p *  6 P Y 

où ô0 est la constante définie en 4.10. 
p 
Le reste du raisonnement est identique à 5.5 : on construit une appli-

k-1 
cation continue pour la C -topologi e 

f 6K
k- 1 + P -  >?6Fk- 1 + P 
e oc 

vérifiant (C_ est une constante) 
5 

i D ^ ï l p * ^ V - M M I ^ p + ||D
3f||ck_4+p) 

-1,,2 2  ,  2  2, < C 5 y (by e» + y e) ; 

qui est bien définie si 

Cg(b
2 Y  e' + Y e2) < I 

, .  „k-l+B , ,  . et envoie K dan s lui-même si e 

2 2 C5(b y e ' + Y e ) ^ y e 
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1 2 e Soit par exemple pour e C^z-^ et b e ' C^̂  — 

5.8 O n se place sous les mêmes hypothèses qu'en 5.4. On suppose que 

F:AcHlT
1xlR ( y < ô  ̂2) s'écrit 

o 
F(e,r) = 9 + p.r + 7l(r) 

où 96 Ck + P(Aj 
o 

Tl€C k + 1 + P([-ô,6]) 

11(0) =  |S (0) =  0 

|u|<1/2 

l l l l lgk.p.l s e ' 

où e est un nombre fixé (mais pouvant être grand). 

Proposition :  Il existe deux constantes ej t ne dépendant que de k+B 

et e (mais pas de a, Y  » b >y) telles que si F(0,r) = ( 9+r+a, r+<P( 9 , r )), 

Q=Q+n 

IMI 2 
"c k +P(A f i ) *

 Cl Y 
0 

il existe un cercle C, graphe de * (E CF "^^(H 1) translaté par F ôe_ \  ̂E et  

satisfaisant aux conditions du théorème de 5.4 . 

Esquisse de démonstration :  Elle est presque la même que celle de 5.4 . 

On cherche f = Id + a + K^" 1 +  ̂vérifiant 

w.f-w=Q(,w)-Y 
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en dérivant on obtient par 5.5, 4), 

a(9,\J/) D 3^- D3* = H(9,\|/) 

où les fonctions aĈ ,*) et H(9,\|f) sont définies en 5.5, 4) . 

On écrit 

a(tP,\J/) = (1 + vi)"1 (Df) E(<P,\|r) 

où E(<P,\|r) =  (1 + (1 + ̂i)"1[-D\}/ o f + «  G + tl •  NI/])"1 

et A" 1 H(q>,\|/) =  A" 1 H(ï,\|f) +  Tir r r °  G(DN^)3 + 3  Tlrr «  G D\)/ D2* 

Comme 1 » \  3 
- £ (1 + TJL > < £ Tj , 

7|r(0) = 0 

on a, par 2.7.3 et en supposant que l l * l l c i
s l l + l l c k - i + p s e Y < 1 « 

K • •IIck-i+p
 s c  ll *»ck-i+p : 

où C est une constante dépendant de e et k+p . 

Si e et e1 sont assez petits, on a 

||E-1||C1+B < Y sB 

et ||E-1||Ck-2+B<C3 Y 

où C_ est une constante. 
3 

On a aussi 

l i " ^ ' ^ k-3 +6 1  * C 4 ( W k +B 1
 + » I ) 3^ 2k-4 +B

) 
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où C4 est une constante, en utilisant 2-7.2 et 2.7.3 

||nrr.G||Ck-3+B<C6 

I U r r r ° GH ck-3 +p *
 C6 

où Cg est une constante. 

On raisonne alors comme en 5.5, 7) ; pour cela on doit appliquer 

4.10 et 4.12. 

La suite du raisonnement est exactement analogue à 5.5. • 

Remarques :  l ) O n ne suppose rien sur \L (sauf |p,| s-^), et la constante 

ne dépend pas de ii, ni d'ailleurs de • 

2) S i on suppose que lp.|^e>0 et si | M I L i p +  I M I L i p *  c < £ ) » 

alors F laisse invariante une courbe invariante lipschitzienne. Il suffit 

de trouver  ̂vérifiant 

^ •f - (1 + =  <P( ,\|/) + T\(y) 

ce qui est aisé par le théorème du point fixe de Schauder-Tychonov : 
1 1 

Si Bg =  Lip(T T ) , l l ^ l l L i p ^  a v e c 0 < e

1

< 4 e t vérifiant 

ĵ-î—< 1 + I ill , alors pour tout \|/£B ,  si f=Id+\|f+a, il existe un unique 
l-et e a 

~ 1 
\|f Ç Lip(lT ) vérifiant : 

^ o f - (l + ii)\|r = <P( ,\|/) + T](̂ ) 

Si la constante C(e)>0 est assez petite, >| r € B e t l'application \|r-.\| r 
Cl 

est continue pour la C°-topologie sur B (qu i est compact convexe) et 
61 

possède donc un point fixe appelé \|/ • 
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~ 1 1 Si les fonctions 9 et T] sont de classe C e t C -voisine de 0, alors par 

la stabilité des variétés normalement hyperbolique alors * est de classe C1 

(voir, par exemple, [4]). 

5.9 O n suppose que 0<R<1 et a vérifient les hypothèses précédentes. 

On se donne F: A.-.TT̂ xIR de la forme 
o 

F(8,r) = (8 + a + <P (e,r) , r  + ^ 2(e,r)) 

et on suppose que ll*Hc3+p =  H»i l l c3 .p + H * a l l c3 + P *  "  v 

avec 0< e' petit. On pose 

R ( ^ , x 2 ) ( 0 ' r ) =  <e 1 +  x l f r + \2) 

où (X ,\2) e TT1 x 1R . On suppose que Y   ̂à < 2 . 

Proposi ti on :  Il existe er t C2, deux constantes telles que, si 

IMI - 0 < C. y, alors il existe (X. ,\0) tel que R,., .  > °F laisse inva-çO+p i i  ¿  4— IA.^,A. 2; 

riant une courbe C graphe de * Ç C2+^(1T*) , et on a 

i x j •  l * a i •  N l c 2 + P ^ V 1 | M i c 3 + p 

p ( R ( x 1 , ^ 2 ) ° F | c ) =  < * 

Démonstration :  O n pose 

K2+B={wEC2+B('TT1)| ||w||C2+B <E Y} 

et on suppose que I M I c 2 + p * * y 

où e et e1 sont choisis assez petits-
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^2+8 2+ 8 A la fonction £̂ K p , on associe g 6 F Y e a 

© g = Id+a + <P( f\|r) + (\ (\|r ) - a) , 

où â(^)
 e s t l'unique nombre réel tel que p(g) =a (cf . 2.9) . 

Par 2.9, on a 

© i v * > - « i *  i h g i c 0 

Si e et e' sont données, on a 

Us- H «1 l c2 +p
 S E" Y 

et on peut supposer que e" ^ e r + R

 e t de plus pour tout ô>0 il existe T] > 0 
tel que si lel+ |e'l<T|=* |e"l<6. L'équatio n de la courbe invariante cherchée 

s'écrit 

© 

g=Id + a + ̂ 1( ,|) + (\ (̂) - a) 

y • g = \2 +  q>2( ,>|r ) + >|r . 

On dérive deux fois, d'où 

© D2\|/ o  g(Dg)2 - D2\|/ A - 1 =  B 

avec 

A = (1 - (^ 2)r

 0  G  + D\|f » g(H>1)r o G)" 1 

B = ^ 1 ) e e ° G +2(9 2 ) 0 r o G Dt + ( ^ ) r r o G(Dt
2). 

- «  g((cP1)e e

 0  G + 2(q>a) «GD f + ^i^r
 0 G(D\J/)2) 
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On écrit 

© 
o 2  ~ 

a D y «g - D t = H(<P,\|() 

avec a = (Dg)2 A 

H(q>,^) =  B A 

Si e et e' sont assez petits, on a 

© 
||a-1||C1+B<qB Y (cf. 4.10) 

et par 4.11, il existe un unique couple ^€CQ +^> V Ç B tel que l'on ait 

© a D2^ ° g-D2\|/ = H(<P,\J/) + v 

et de plus 

© l l * l l c 2 + p -  c v - 1 | | , | | c 3 + p , 

avec C est une constante. 

On construit donc 

Ф : K 2 +ß »K 2 +ß , 

2 

si e* est assez petit, § est continue pour la C -topologie sur 

K 2 +^ et possède donc un point fixe \| r pour le théorème de Schauder-Tychonoff. 

Par le même raisonnement qu'en 5.6 on a v=0 et donc 

W.g=Y2+Q2( ,W)+W 
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Le graphe de \|f est la courbe C cherchée ; et 

Y1= Ya(w)-a. 

Les inégalités résultent de (2^ ,  (S ) e t 5.5, 18). • 

Remarque :  Le s § 5.7 à 5.9 ne sont là que pour illustrer les méthodes 

de 5.4 à 5.6. Par la même démonstration que celle de 5.6, les théorèmes 

5.7 et 5.8 restent valables si k=3, et 5.9 pour k^4. 

5.10 Questio n d'unicité des courbes translatées. 

5.10.1 O n suppose que F: IT* x JR -» IT̂  x 1R est un homéomorphisme (homotope à 

l'identité) de la forme 

F(e,r) = ( e + r + b,r + 9(9,r)) 

où b£ TT1 , 9Ç C^IT^IR). 

On se place dans le revêtement universel F x JR de IT1 x JR et on suppose 

que F possède deux courbes e t 1  où es t le graphe de \|/̂  £ C°(ir\]R) 

et que la courbe es t translatée par F de \. Ç E : 

L _ °F(C.) = C. -X. 1  1 1 

et de plus P* L \ 9F|~ ) = aÇK-(J . 
i i 

(On se place dans le revêtement universel pour éviter des exemples 

comme (9,r) -» (9 + r,r) puisque les courbes invariantes {r= a} et 

[r = a + l) ont le même nombre de rotation mod 1 •) 

On désigne par l a projection de su r TT* x JR . On suppose de plus 

que L _ o  ¥\n es t C°-conjugué à R : TT1 -» TT* . 
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Propositi on :  On a alors X^ = X^i = . 

Démonstrati on :  Pa r l'absurde si ^^ 2̂ e* s* o n P o s e 

F. = L « p 
1 -x1 

F2=L-Y2+Y1.F 

chaque homéomorphisme F ^ laisse invariant e t F^|^ es t conjugué par 
~ ~  o  1  i 

la 1ère projection à f. = Id+\|̂  + b£D {TT ) . 

Comme par [2, II 1.4] P  ( f )  = p ( f 2 ) Ç  Q, f  °  f̂  a  un point fixe, et donc 

C 1f1C 2^0, or si A.t-\ 2^0, F 1(C 2)nC 2 = 0 . I l suit que l'anneau ouvert A bor-

dé dans A par les cercles plongés C2 et F^(C2) est errant par F^ (i.e. pour 

tout entier n>l, F "(A) f] A = 0). Comme F

1 ^
c

1 ^ =
c

1

 e t <l ue F

1 | c e s t u n h o m e ° -

morphisme minimal, on a F (C^flC^/fl car sinon il existerait un entier n>l 

tel que l'on ait F N ( A D )  D A = 0. On a aussi F ^ (Ĉ  H C2> f\C^ / 0 et donc X± £ X2 

est absurde. Comme F^|ç. es t un homéomorphisme minimal de Ĉ  et que F^(C^) = C ,̂ 
F 1 ( C 2 } = C2 e t c

a HC2 ^ 0 , o n a Ct = C2 . • 

C 2 ^ 

C1 

\ F ( C 2 ) 

Figure si Л.̂  / \̂  
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5-10.2 O n se donne une courbe graph e de \|̂ , courbe invariante d'un 

homéomorphisme d e la même forme qu'en 5.10.1, et on suppose que 

est un cercle tel qu'il existe \ Ç F 

W =  GX ( C 2 ) 

O 

ou Ĝ (0,r)= (0 , R + C P ^ (0»r) ) est un homéomorphisme dépendant continuement 
o 

de X e F e t tel que, pour tout X/0, <P.(e,r)^0 et 9 = 0. 
A. o 

On suppose que 

PCFjU^)) = P CG"1 °F|~ ) = ex Ç F - Q , 

alors on a, par la même démonstration que 5-10.1, X = 0, et si F ir es t 

C°-conjugué à Ra : TT
1 -.TT1, alors C1 = C2 -

5.10.3 Un exemple :  Soi t H( 0 , r ) = ( 0 + <P ( 0, r ) , r+92(0,r)) un diff éomor-

phisme de classe C1 de IT1 x 1R vérifian t ||<P || +  ||<PJ| . £ e £ \ avec e>0. 
C C  4 

On pose 

Gx(0,r) = H o lx o  H_1(0,r) = i^e.r) + <^1$?L(e,r),92 (e ,r)) 

Si é est assez petit, on a, si \-»0, 

l l*l . x l l co
+ l l*2,X« co * i U l 

et donc 

GÀ(0,r) = (0,r + X + ^2,X( 9' r ) ) 

vérifie la condition de 5.10.2 (si \-»0). 
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5.10.4 L a courbe translatée pour un homéomorphisme de TT1 x IR dépend 

d'un choix de coordonnées et d'une paramétrisation de la direction de 

translation (i.e. le choix d'une fonction Gλ vérifiant les propriétés 
de 5.10.3). 

•M-
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SUMMARY 

In chapter I we give an exposition of D. Birkhoff's 1920 theory 

of curves invariant by area preserving monotone twist maps of an 

annulus A = T x R (a curve means an C°-embedded circle that we 

suppose non-homotopic to zero). In an appendix to chapter I Albert 

Fathi gives a more topological proof of Birkhoff's theorem about curves 

being graphs. 

Using Birkhoff's theory we show that Moserfs invariant curve 

theorem (improved by H. Rüssmann) is optimal up to £ > 0 : in 

particular we show in chapter II that usually for C fc -perturbations 

of a C°° -complete integrable monotone twist map there exists no inva­

riant curve of a fixed rotation number. We give another proof of this 

result in chapter III, by constructing an area preserving C 

diffeomorphism f of A that leaves invariant a curve C and such 

that f j c is a Denjoy counter-example. 

In chapter II we also give counter-examples to stability for 

C 2 -^ -perturbations and other results on the optimal character of the 

known invariant curve theorem. 

In chapter III, at the end, we give some insight of the geometry 

of the set of "standard-diffeomorphisms" of A that leave invariant 

a curve. 

In chapter IV we prove H. Rüssmann's translated curve theorem in 

class C c , £ > O, if one restricts the rotation number on the 

translated curve to be a number of constant type. (The translated 

curve theorem is a non conservative generalization of Moser's invariant 

curve theorem.) The proof makes use of special properties of numbers 

of constant type, standard facts on Holder functions, and only requires 

Schauder-Tychonoff1s fixed point theorem. We believe that the method 

is simpler than the other existing techniques. 

A volume II is planned and will be about more elaborate existence 

theorems of invariant curves. 

221 


