Asterisque

MICHAEL R. HERMAN

Sur les courbes invariantes par les difféomorphismes
de ’anneau

Astérisque, tome 103-104 (1983), p. 1-221
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1983__103-104__1_0>

© Société mathématique de France, 1983, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1983__103-104__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

PLAN

CHAPITREIllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll
La théorie de Birkhoff

Une interprétation plus topologique de la démonstration du

théoréme de Birkhoff, Appendice au Chapitre I, par A. FATHI.
CHAPITRE II LI I I D D B D R R DN NN N BN R R R RN NN DN DN DN D R DN NN NN NN DN D N RN NN NN RN RO NN N NN NN DO N DN NN R N NN I B B B B )

3-¢ 5 . A
Contre-exemples de classe C et a4 nombre de rotation fixé
au théoréme des courbes invariantes

39
47

CHAPITRE III LN I I D D R DR RO DN D DN R R B B BN DN DL R B R D R D D RO R RO DN D D RO D RN RN NN DN R D BN RN BN BN BN BN B B 85
Contre-exemples de Denjoy et contre-exemples de classes CS-£
au théoréme des courbes invariantes ayant un nombre de rota-
tion fixé

CHAPITRE IV LN R I R R R RN RO I I D R R N DN D U D N R RN NN N I D U R NN DN D R R NN D D D D D DN R N N D I DN BN BN B B RN N | 139

Démonstration du théoréme des courbes translatées de nombre
de rotations de type constant

ENGLTSH SUMMARY YRR N R R ] 221






INTRODUCTION

Le Chapitre I expose la théorie due a Birkhoff. Nous avons inclus
ce chapitre pour la commodité du lecteur et aussi pour donner des démonstra-
tions completes la ou Birkhoff donne seulement une idée, voir une esquisse
de démonstration. Dans 1'appendice, Albert Fathi donne une démonstration
plus topologique du théoreme de Bivkhoff (I.3).

Chacun des chapitres comporte une introduction, et a été rédigé,
dans la mesure du possible, pour pouvoir étre lu indépendamment.

Une variété difféomorphe a ﬂﬂ x R est appelé cylindre ou anneau
(ouvert) et une variété difféomorphe a !« [0,1] est appelée anneau (sous-

entendu a bord).
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CHAPITRE 1

/
LA THEORIE DE BIRKHOFF

INTRODUCTION.

Nous exposons les résultats de Birkhoff [1, §44 - § 47] tels que nous les
utiliserons ultérieurement. Le lecteur peut aussi consulter Birkhoff [2] et
[3]. Les résultats 2.2 et 2.3 = B[1,p.196], 2.4 = B[1,p.200-201], 3.1 = B[1,
p.195-196], 5.7 ~ B[1,§ 46], 5.9.2 ~ B[1,§ 47]. Les résultats 5.1 a 5.6 sont
énoncés dans Birkhoff [3]. Nous exposerons en 5.8 et 5.9 les zones d'insta-
bilités de Birkhoff [3] en nous appuyant sur les résultats de généricité de
Robinson [1] et le théoreme de J. Moser [1] (on peut aussi consulter Herman
[2] pour une démonstration du théoreme de Moser).

Pour un exposé élémentaire dans S2 de la dualité d'Alexander, le lecteur
peut consulter Wall [1]. Pour la démonstration du théoreme de Jordan voir
Wall [1], pour celle du théoreme de Jordan-Schbnflies, voir Newman [1,VI], et
pour la démonstration du théoreme de la représentation conforme le lecteur

peut consulter Rudin [1].

NOTATIONS.

On note le tore de dimension n par n"::m“/z“, Homéo+(ﬂl) est le grou-
pe des homéomorphismes de ﬂJ préservant 1l'orientation et Difff(ﬂA) est le
groupe des difféomorphismes de classe Ck de 1!1 préservant 1l'orientation.

Une fonction ®€ C°(R) est lipschitzienne, si
sup ltp(x))(:q?( )| = Lip (?) < +w. On note Lip(’ll‘i) = {9eC’(R)|9 est Z-périodi-
x£y y
que et Lip(®) < +=}. Une application h€ CO(TP1,TT1) est dite lipschitzienne si
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elle est lipschitzienne pour la métrique de groupe de '11‘1 (notée “ “) quotient

de la métrique standard de R. Le rapport de Lipschitz de h est alors noté

Lip(h). (On rappelle que si (xi’di)' i=1,2 sont 2 espaces métriques

f: (X1,d1)-(X2,d2) est une application lipschitzienne s'il existe K> 0 tel

que l'on ait d2(f(x),f(y))<l(d1(x,y) pour X,y€ X1 .)

On note par Ck(ll‘i), k€ N, 1'espace des fonctions de classe Ck de 'II‘1 . Si

k 1 k ;s P

feC (M), D f désigne la dérivée d'ordre k de f.

Si X est un espace topologique séparé, un cercle de X est 1'image C d'une ap-

plication continue injective (i.e. un plongement topologique) de 'II'1 dans X.

C est aussi appelé cercle plongé ou encore courbe fermée simple, C est homéo-

morphe a ot .

C est dit invariant par un homéomorphisme f de X si on a f(C)=C.

Soit n=1 et soit ®: X= R" une fonction continue, on note ”‘PH 0= Sup H‘P(x)”,
n C xeX

N .

ou si y= (yl""’yn) ER ", HyH = sup lyil-

2 Yo p21.2. .2
On note par D° 1le disque {(xl,xz)E R |x1+x251} .

1.1 A désigne une des variétés suivantes : ! x IR, '’ x [0y+=[ ou ! x[0,1].
f sera un difféomorphisme de classe ck (k>1) de A supposé homotope a 1'iden-
tité. Pour 0< e<%, CI(E) est le cone de Rz des demi-droites OD vérifiant
|angle (0OD,08) | s-T2£- €.

On note le cone opposé CII(e) = -CI(e).

r
D

r €
/’-~\\ -~
=0 >
N r 0 9

] CI(E)
€

Figure
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1.2 Soit f un difféomorphisme de classe C1 de A, Df 1'application tangente
de f, 1'espace tangent de A étant muni de sa trivialisation canonique. Le
champ de vecteurs vertical de A est Ie champ de vecteurs A (0,1), x€EA.

. 2 2
L'application Df au point x est notée Df et on a Df : {x}x R = {f(x)} xR".

Définition : Le difféomorphisme f de A dévie (ou tourne) la verticale a

gauche (resp. a droite) s'il existe 0< e<% tel que, pour tout x€ A, on ait

Df_ v € cH(s) (resp. CI(E))
Df;(1 VXECI(E) (resp. CII(E)) .

Si f dévie la verticale a gauche, alors f_] dévie la verticale a droite.

Le difféomorphisme f dévie la verticale a gauche s'il existe C>0 tel que,

si Df_ =

X

a(x) b(x)
( ) , alors pour tout x, on ait b(x)<-C et

c(x) d(x)

a(x)d(x) - b(x)c(X)=>C.

1.3 Exemples : a) Soit t(r)€C*(R), k=1, vérifiant %—Qz e >0, alors

le difféomorphisme (e,r)E’lI‘1 xR-(p+ t(r),r) dévie la verticale a droite.
b) Soit @(g)eck(m!) et flg,r)=(o+r, r+9(p+r)),

™6, r) = (p-r+9(8), r-9(p)).

Le difféomorphisme f de ’11‘1 x R préserve la mesure de Lebesgue d6 Andr, f

est homotope a 1'identité et f dévie la verticale a droite. f est un dif-

féomorphisme globalement canonique si et seulement si J‘I ¢(p)dg=0, f a

alors la propriété d'intersection (voir Herman [2, § 2] .

On peut aussi remarquer que f définit un difféomorphisme de

'11‘2= (’ll‘lx]l?)/(e,r)~(e,r+1) qui est isotope a (e,r)e’n‘z-.(g +r,r) € ’H‘z.

1.4 Remarque : Si f est un difféomorphisme de A qui dévie la verticale,
alors il existe N> 0 tel que, si g est un difféomorphisme de A vérifiant

sup ”IDfx-DgXIH <M, alors g dévie la verticale (Il |l est une norme de
XEA

(R, B?)).
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La Cl—topologie uni forme sur Diff1(A) est la topologie de la conver-

gence uniforme sur A plus la topologie de la convergence uniforme des

matrices jacobiennes.

1.5 Si f est un difféomorphisme de A qui dévie la verticale a gauche, alors

il existe T>0 tel que pour tout x€ A, on ait

3n —3 - n
5 > angle(06 , Df_ 0D+) >3
T - -1 = b
- < =
5 < angle(06 , Df_ oD_) 5
ou D = (1,m), Db_=(1,M
AT
Figure ]
- - —_> -1 ,=>
(remarquer que Df_(Or)é€ C._(e), Df . Df 1(-()_1?)-_-0r', Df 1(Or)€C (g) et
X II f-l( ) X X I
X

qu'une matrice B¢ GL+(2,R) agissant sur les directions des demi-droites

(i.e. B) préserve 1'ordre).

AI‘

pf_(OD )
X +

oV

Figure
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On vérifie que si f est un difféomorphisme de A homotope a 1'identité
et que si f vérifie la propriété ci-dessus, alors f dévie la verticale

a gauche.

2.1 On se donne un difféomorphisme f de classe C1 de A homotope a 1'iden-
tite.

On suppose qu'il existe ¥ € CO(TT1) tel que le graphe de @ :

c={(e,92(9)) | eE'E1} soit invariant par f. Soit pi(e,r)z ® la premiere
projection. On pose g= p1(flc) ; & est un homéomorphisme du cercle ﬂJ pré-

servant l'orientation puisque f est homotope a 1'identité. On a
£(9,9(8)) = (g(8),9(g(p)))
puisque le cercle C est invariant par f (i.e. f(C)=C) .

2.2 On suppose que le difféomorphisme f de 2.1 dévie la verticale (a gau-

che). Soit le nombre N> 0 défini en 1.5.

Proposition : Si le difféomorphisme f qui dévie la verticale laisse in-

variant un cercle C qui est le graphe de 9¢ Co(ﬂﬂ), alors ¢ est lipschitzienne

et on a méme
1
le(e) -e(e')| <mfle-6'|| pour flo-e'|| <3 ,

ou, si ee’ml et  est un relevement de 6 a R

|l = Inf 15+ pl
pEZ
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Démonstration : On se place dans le revétement universel A= RxI de A

(difféomorphe a mlx1 ,oun I=R ou R_ ou [0,1]), et on désigne par T un
relevement de f. ?" laisse invariant E qui est le graphe de "3 ou $=<P °p
et p:?\'—'A est la projection. g se releve en EE Homéo+(R) vérifiant
E(e+ 1) =1 +E(e). La propriété de dévier la verticale a gauche est aussi
vérifiée pour ; .

L'homémorphisme E préserve l'ordre et l'orientation de R (on choisit une

orientation de R) .

On a, si e<91,

T

langle(ag,ﬁl)l <3

avee y=1(0,9(8) = (£(8),9(2(0)), y, = T(s,,9(8,) = (£(s,),2(g(s,) .

Pour tout g€ m? , i1 existe €(g) >0 tel que

$(el)-$(e)

(-e(9)<6-8,<0) = g— <1 .
1

L

p¥_(OD )
X +

y1=(g(91),$(g(e1»

(2(9),9(g(@ M=y

ya

graphe de [

/1 /177

I n "
' ¥ M A

0o E(e) Ele,) 9 04 )

v

~

(Ceci résulte du fait que f est de classe C1 et, si on supposait, par

w(ei)—w(e)

_——_—2'”
0,-6 !

1'absurde, qu'il existe une suite ei>e, ei—oe vérifiant
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on aurait par 1.5 angle((;‘,);;)>% , ce qui est impossible.)

On a de méme, pour tout 96’11‘1 , il existe €1(B)>0, tel que

®(e,) - @)
(e (8) >9-6,>0) = ———— < 7| .

1 1 6,- 89
En faisant le méme raisonnement pour f—l, on a, pour tout g¢ ! y 11 existe

82(9) >g, tel que

(0 < le-ell < eyle) = l5(9)-5(el)l <7 le-ell .

;s A 1 .
En considérant un recouvrement fini de M~ par des intervalles

]ei-ez(ei), 0, +€5(8,)[, 1sis<N, il existe €;>0 tel que si 0< le-ei|<e

3
on ait Iw(e)-w(ei)lsn le—eil, pour i=1,2,...,N.Donc il existe £,>0

3

~ ~
tel que, si 0<lg-6'l<e, on ait |9o(g) -9(g')l <Tle-06'l.

4
La fonction '(;G Co('11‘1) est donc lipschitzienne. 9 est presque par-
tout dérivable pour la mesure de Lebesgue d§ et on a D?l;E Lm, HD?P’H =T
(puisque c'est vrai localement). v
On a donc pour ¢ et 6' dans R, ZE(e)-?E(ev):fe D't;(t)dt et donc
Yot

[9(e) -9(e')| < nlo-o'l . =

2.3 Corollaire : Sous les mémes hypotheses que 2.2, les homéomorphismes

-1
getg sont des applications lipschitziennes de '1[‘1 dans 11‘1 (pour 1la

métrique de groupe définie par H ”)

Démonstration : On désigne par k le supremum des rapports de Lipschitz
de f|C et de fié (on munit A de la métrique induite de
a((e,r),(8',r')) =sup(floe-0'||,/r-r'1).0n a

g =Py fjc°?

-1 -1
g =pycflge?
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ou #(p,r) = (6,9(p)) et pl(e,r)—_-e (i.e. la 1ere projection).

[1 en résulte 1'inégalité suivante :
sup(Lip(g),Lip(g™")) < k sup(1,Lip(®)) . =

2.4.1 Soit f un difféomorphisme de A qui dévie la verticale a droite. On

suppose que f laisse invariants deux cercles C‘1 et C2 qui sont les graphes

~

de ¢ et ¢, éléments de C°(T!) . Soit funrelévement de f & A. On pose

1
£, =1 £,€0°(m!) = {f€Homéo (R) | £-1aec®(m’)}, od on note par C,

~
i Ic,
1

N

le relevé de Ci a A.
Si g¢ p°(ml) , P(g) € R est son "nombre de rotation" (cf. Herman [1, II]).
Puisque le nombre de rotation est indépendant du point, si C1F‘|C2 £ 9,

alors on a P(f1)= D(fz) .

2.4.2 Proposition : On a, si ¢, <¥,, P(f1)sp(f2) .

Démonstration : Il suffit, par (Herman [1, III.4] de démontrer que pour
tout 6€ R, on a g,(6) <g,(8), ou g;(8)=p,(f(8,9,(a)) (g est c®-conju-
gué a fi). Or, si f(g,r) = (;1(9,1'),’;2(9,1')) et € R, on a

. - 191, . - ~ ~ ~

g,(0) -g,(8) = Io 57 (6,9,(8) + t(9,(8)-9 (8))(¥,(8) - (8))dt

of ~ ~ ~ .
mais -a—rl- (p,0(9) + t(@z(e) -‘Pl(e)) > 0, puisque f dévie la verticale a

droite. ]

2.4.3 Par (Herman [1, III.4]), si p(f1)§Q ou si O(fz)QQ, on a

P(f1)<P(f2) .

2.4.4 Complément : Sous les mémes hypotheses que 2.4.1, si on suppose

10
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de plus que f préserve la mesure de Lebesgue, on a, si ¢1<¢ p(f1)< p(fz) .

29

Démonstration : Par 2.4.2 et 2.4.3, on peut supposer que p(f1)= p(fz) =§ ,
- P _ . . _ . N o £d

ou qu, q21 et (p,q) =1.Soit x; = (ei,ri) un point fixe de R_p £

xiGEi y pour i=1,2 et tel que Xg soit le premier point fixe de R_p° f%

a priori.)

~

sur 02 a droite de la droite {91}XR . On n'exclut pas el= 92

On pose yizczn({e]}xl?) , y2=Clﬂ([92}xR) . Si xz;éyl, soit R le disque

bordé par [xl,ylju (Arc(y1,x2) sur Cz) u [xz,yz]u (Arc(yz,x1) sur Cl) .

¥4
y1+(1,0)
R—
R_of90x,,y,]-
~ x1+(1,0)
x1 C1

Par un raisonnement analogue a 3.5.6 (iii) (puisque
R-—p D?q([xl"yl]) est un chemin négatif de classe C1 a partir de xle‘.(\s1 y que
~f laisse invariant chaque courbe Ei’ i=1,2, ainsi que l'orientation sur
chaque Ei' que T dévie la verticale a droite et que R—p °}'q(y1) est le
premier point d'intersection de R—p ° fq([x1,y1]) avec 62 si on pose
R_p';q(yl) =(8'y,r'), on a 91<9' < P I1 suit que 0,= 8, est impossible.
Par 3.5.6 (i), R_p~fq(]x1,y1[) est contenu dans 1'intérieur du domaine R.
La méme conclusion est valable pour R—p °?q(]x2,y2[) . Les courbes Ei sont

de mesure de Lebesgue nulle ainsi que les intervalles [xi,yi], i=1,2.

Ce qui contredit le fait que f préserve la mesure de Lebesgue. ®

1
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Remarque : En général, si n€ N est grand, le difféomorphisme " ne dévie
pas la verticale a droite. (Par exemple, il suffit de supposer que f possede
un point périodique elliptique irrationnel dans le domaine limité par C1

et 02). En contrepartie, si n2>1, le chemin ?n([x,yl]) est un chemin néga-

tif a partir de fn(x1)€C1 (i.e. 1'angle de la verticale ét de la tangente

ae(t)
dt

de la courbe t—®(t) = £7((1- t)x1+ tyl), 0sts<1, amgle(vx , ), x=9(t),
est toujours algébriquement négatif, ceci en ayant choisi une détermina-

tion d'angle dans le revétement universel (ad hoc) a partir de t=0 le long

de #(t) et satisfaisant la condition pour t=0).

rd
§ 3. UN THEOREME DE BIRKHOFF,

3.1 On se donne un difféomorphisme f de classe Ck, k21, de ’11‘1 ><]R+
(R+=[0,+°°[) qui dévie la verticale a gauche (f laisse invariant mix fol).
On suppose que f préserve une mesure de Radon p> 0 vérifiant

support(p) = ! xR, et on suppose que :

. U est d'adhérence compacte dans 'II‘1 ><1R+ (on note

M’Fr(U) 1'adhérence par U) ;
. U est difféomorphe a m xR %
< +

}r

. . 11 existe 56>0, tel que {Osrs&}cU ;
Tﬂ'ﬂ-ﬂmﬂ . U est 1'intérieur de son adhérence (i.e. Int(U)=1U) ;

. U est invariant par f (i.e. f(U)=0).

Figure

On note C=Fr(U) la frontiere de U dans ! xR, .

Théoreme : Sous les conditions ci-dessus, Fr(U) est le graphe d'une

fonction y¢€ co(mhy .

3.2 Le théoreme 3.1 sera démontré en 3.6.

12
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1 2

Si on ajoute un disque p? am xR_ le long de ! x {0}, ('Il‘lle+)U1D
est homéomorphe a Rz; UUD2 est un ouvert simplement connexe de R2
(d'adhérence compacte) et donc la frontiere de UU]D2 dans R2 est un com-

pact connexe (voir Wall [1, 14.10]).

Tix{0} -
Figure U

(I1 est a noter que Birkhoff appelle '"courbe'" ce que nous appelons aujour-

d'hui continuum : un compact connexe mais pas forcément localement connexe).

Remarques : A priori, Fr(U) est assez compliqué.

graphe de sini—

contenu dans Fr(U)\ \

Fr(U)

Figure \peigne contenu dans Fr(U)

""" (ce qui ne se produit pas ici puisque U= Int(U)).

On doit nécessairement supposer que Uasle « En effet, sur
’]I‘1 x [0,1] , un champ de vecteurs induit d'un hamiltonien sur 82 venant
d'une fonction de Morse de 82 ayant 4 points critiques possede une région
V invariante vérifiant nl(V) =Z *7Z et telle que le bord dV n'est pas le

graphe de V€ C°(’ﬂ‘1) .
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fonction de

Morse hauteur

\ Difféomorphe

a 2 D
, 1 2
giggj_p_gi V= ('ﬂ‘ X[O, 1])"]])
3.3 Nous allons commencer par des préliminaires.

3.3.1 Soit, pour eewrl , ©(p) =Inf{y | (8,y) ¢ (Trlxm+)-u} .

. 1 * . . s pzos
La fonction ¢ : T -a]R+ est semi-continue inférieurement (en effet, on a

©(a) = lim inf ¢(g),puisque (’]I‘1 x]R+) -U est fermé, ou
6-a

lim inf ¢(g) = 1lim ( inf  (9(¢))) cf. (Bourbaki [1, § 6 n°2 et Ex. § 6,
p—a e-0 gcla-e,a+€el

g\gﬁ/ S

Figure VATV TV VRTVVA R VAV

3.3.2 Il suit que V= {(e,y)efll‘lle+ | ¢(8) >y} est ouvert. V est 1'ensem-

ble des points de U accessibles par les verticales a partir de ’11‘1 x{O} .

3.3.3 Puisque ¥ est de lére classe de Baire, 1'ensemble G des points de

continuité de ¥ est un Gb dense de ']I‘1 .

3.3.4 Soient les fonctions définies pour BE’JI'1 a valeurs dans R :
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‘P+(e) = lim sup @(y)
y—0,y€G

¢ (o) lim inf ¢(y) .

y-0,y€G

On a, pour tout ee'ﬂ‘1 , ‘P(S)S‘P_(e)s¢+(e)- Les fonctions ¢ et ¢_ sont

respectivement semi-continue supérieurement et semi-continue inférieurement.

3.3.5 I1 suit de 3.3.3 et de la définition de la lim inf que 1'on a
adhérence de (V) =V = {(g,y) | kP+(e) >y}

et

Int(V) = {(o,y) | ¢ _(p) >yl

(noter que ®_est la plus grande fonction semi-continue inférieurement < ¢+).

On a, pour tout 96'1[‘1 , 9(g) € Fr(U) et ¢+(9)€Fr(U) .

3.3.6 On rappelle que si X est un espace topologique et U un ouvert de X,

alors W=Int(U)D>U et 1'ouvert W est 1'intérieur de son adhérence.
3.4

3.4.1 On se donne un espace topologique X métrisable et complet. X est donc

un espace topologique de Baire. On se donne un homéomorphisme f de X.

3.4.2 On se donne un sous-ensemble A de X et on suppose que f(A)=A.

Alors on a
f(A) = , £(Int(})) = Int(A) et £(Fr(Int(d)) = Fr(Int(R)) .

3.4.3 On_suppose que Q(f), l'ensemble non errant de f, est égal a X

15
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(i.e. si U est un ouvert de X vérifiant f(U)cU, alors U- f(U) est un fermé
dans U sans point intérieur). Si V est un ouvert vérifiant f(V)cV, alors il
existe un GE) dense A de V tel que f(A)=A. (Il suffit de prendre

A= n (V) )
nelN

3.4.4 On se donne un difféomorphisme f, un ouvert U vérifiant les hypo-

theses de 3.1 (beaucoup moins suffit). Alors fIU préserve la mesure de pro-
s sz 1 L, s

babilite v-m Yy et on a support(v)=U. On a donc, par le théoreme

de récurrence de Poincaré,
Q(fIU) =U .

3.4.5 On se place sous les mémes hypothéses que 3.1, et on considere
1'ouvert V défini en 3.3. On suppose qu'il existe un ensemble AcV, dense

dans V et vérifiant f(p) = A .

Proposition : Sous les hypothéses ci-dessus, Fr(U) ést le graphe de

veco(mh.
Démonstration : Par 3.4.2, on a f(V) =V et f(Int(;)) = Int(V). On a VU . Nous
allons montrer que @ =¢_ (voir 3.3.5). Il suivra que ‘P+€C°('II‘1) ’
V={(a,y) | ys<P+(e)]. On a aussi {(8,y) | y=<P+(9)]c:Fr(U), mais puisque
U (et U) sont connexes, UcV et donc, puisque Int(U)=U, U=1Int(V).
Pour montrer que pour tout € 'll‘1 on a ‘P+(9) =‘P_(6), nous allons raisonner
par 1'absurde.
Le segment [‘P_(e),‘h(e)]CFr(Int(-\T))cFr(V). On peut supposer

qu'on a une des éventualités suivantes : si z¢€ [‘P_(G),‘PJS)],

a) il existe une suite x; = (Gi,yi), 8;>8, 6,0 si i+, x; = (ei,yi)-‘z ,
(ei,yi)EAcV 3

b) il existe une suite comme en a) vérifiant ei<e, mais a part cela,

16
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les autres conditions de a) sont vérifiées.

Nous allons exclure la possibilité a) (le cas b) étant analogue
en considérant £ 1).
Puisque f dévie la verticale a gauche, et que f est de classe Cl,pour 2
assez voisin de ‘P_(e), f est tres proche de Df(e,‘l’_(e)) ét on peut schéma-

tiser les choses comme dans la figure 3 de plus on a f(xi)EA, f(xi)—'f(z)-

N (e,¢+(e))
(x.) (o) \\t
f(x, L(g
f(z i \i
fe,¢ (o) il mf(e ?(g)) NE X
N X1
\ (8,2(8)
]
|
]
I

PN N AN A VE R AR DR R DAY P

------ 6,0)

Comme f(xi)EAcV, le segment vertical vérifie Si = [(eil.O),f(xi)]cV

s 1

ou pl(f(xi))z 8, -

Pour i assez grand, Siﬂf(L(e)))é $, ou L(g) est le segment

L(g) = [(6,¢_(9)),(9,‘P+(6))] (cf. 1a démonstration de 2.4.2). Ceci est absurde car
L(p) cFr(Int(V)) cFr(V) et que f(Fr(Int(V)) =Fr(Int(V)). Il suit que a)

est impossible. Le cas b) est analogue. =

3.5 Domaines a droite et a gauche de V.

3.5.1 Soit g€ T!', alors ®(8) <@ () et de plus ¥(8) € Fr(U) et @ (p) € Fr(V).

On suppose qu'il existe [A,B]C{Q}x[‘P(G),‘PJG)] vérifiant

A, B € Fr(U) et JA,B[ NFr(U) =g .

17



M. R. HERMAN

3.5.2 Le segment ]A,B[ sépare alors U en deux parties U1 et Uz, avec
N 2 .
U1 difféomorphe a HJ xR _ et U2 difféomorphe a R“ . (On considere

2 2

R =_‘UU]D2cS =R2U{+°°} , alors JA,B[ U {+»} est un cercle plongé, et

il suffit alors d'appliquer le théoreme de Jordan-Sch¥nflies (cf. Neumann

[1]).
U3 droit $= 1A, B{U{ +o}
2 a roite ‘
\UM

Z

AAWHRIANPANIINN /2

domaine a gauche de V
B" B'

\\j\U

On dit que [A,B] borde un domaine a gauche (resp. a droite) de V si

le domaine U, simplement connexe est a gauche (resp. a droite) de V.

3.5.3 Lemme : On se donne 2 segments [A,B]c {g} x[¢(9),¢+(9)] et

[A',B'Jc{e}x[tv(e),<0+(e)_'j vérifiant 1'hypothese de 3.5.1. Si [A,B] borde

un_domaine a droite, il en est de méme de [A',B'].

Démonstration : Il faut montrer que les figures I et II ne sont pas
possibles.

Il existe une suite ei—.e telle que eie G (points de continuité
de ¢) et telle que <p+(ei)-<P+(e). Par définition de V, {ei}x[o,w+(ei)[cv
et ce segment ne peut intersecter les frontieres de U, et U . Or, pour

2 2

i assez grand, ceci serait nécessairement le cas si U2 et Ué n'étaient

18
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pas du méme coté de V. ®m

(ei,¢+(ei)2 (8,9 (e (0,%,(8)
B":D\ .
Al S \U'z U‘z‘{ A
\ B DFr(UZ)
Ua g vy
(6,9(8)) (6,9(8)

e, 0\ VY INRRAMARNNN

Figure I Figure II

3.5.4 Par un argument de connexité, on a les faits suivants :

. Soit un chemin dans U joignant un point de ﬂq'x{O} a un point dans
un domaine a gauche de V défini par [A.BJ(:[G} x[¢(9),¢+(9)], alors
ce chemin intersecte J]A,B[ .

. Un chemin dans U joignant un point de V a un point de U-V doit

intersecter un segment {e} x]¢(e).@+(e)[.

Lps s A .
Définition : Soit ©: [0,1]-U un chemin plongé de classe ¢l vérifiant

P0)em! x {0} .

On dit que le chemin ) (plongé de classe cl) est positif (resp. négatif) si,

. ~
en choisissant une détermination algébrique d'angle le long de ®(t), t€ [0,1],

a®(t)
at

a partir de $(0) e m? x {0}, 1'angle de avec la verticale v=(0,1) est

toujours algébriquement strictement supérieur a O (resp. strictement inférieur

2 0) en supposant que pour t=0 _il est dans l'intervalle JO,%[ (resp. ]-%,0[).
Un chemin de classe C1 plongé positif est aussi appelé un chemin

qui tourne la verticale a gauche.

. . 2 . ; .
On suppose que le cercle unité de R” est orienté dans le sens inverse des
aiguilles d'une montre.
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Chemin positif immergé Chemin positif plongé
[IEV N s
?(t) \\N
A \'4
P(t) 1) ?

®(0) p1,10) AR NNNRNR RN R RN R AT \\\\\;1‘1x{0}

A
®(1)
Chemin > O 1
Lhemin —
dans T xR T x{0}
/N
?(t)
Figures

Remarques : Tout point de V est accessible par un chemin de classe C1

plongé positif (resp. négatif).

N
de(t)
dt

N - .
Le chemin ¥ : [0,1] ~+U doit étre plongé (i.e. £0 et sans

, ~ 1
point double) et vérifier ®(0) € T x{0}.

3.5.5 On se donne ]AqB[C{G}x[‘P(e),‘P+(6)] qui borde un domaine ouvert

U2 a droite de V.

A A
Lemme : Pour tout chemin ¢ plongé de classe c? positif,on a ‘P(l)EUz.

Démonstration : On se place dans le revétement universel RxIR+ de

’ll‘1 ><IR+ , et on note :P' le relevé du chemin {P\ Soit to le plus petit

te [0,1] vérifiant tl;(to) €JA,B[ , et il existe €> 0 tel que $(]to,to+e[)e U, -
On a

ae(t )
|angle (0_6),—(1?9—)mod(2u)| sg .

20
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B
Q P®(t+e€)
~ N 2.
et ) §
A
| 'y
|
|
) I .
figure Vit (\e\'s)\ T ;R‘X‘{‘O ‘}'

1 , L .
3.5.6 On a les propriétés suivantes du chemin de classe C” plongé positif (N

i) si a=$(0), et si t>0, alors p1((P(t))<a (pl(e,r)=e)

ii)  si t, est le plus petit t tel que ‘P(t1)= (8

alors on a algébriquement (en considérant une détermination a partir de 9(0) )

1,yl) intersecte {el}XB+ ,

ae(t )
0< angle(vx,——a—i——)sn y ou x=9(t)

""" Rx{0} (6,,0) a=?(0)

iii) De plus, si t,2t, vérifie ®(t,)=(6,,y,), alors y,<vy, -

dans R x ]R+

(91,}’2)

IAARRNRRNR AR LR DR AR A A
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Les affirmations ii) et iii) impliquent i).

~

ae(t_ )
at

%+k2n3a s—g-n+2nk avec kEIN (k=21). Si on ferme 1'arc (a,b) en un

Si ii) est faux, 1'angle algébrique de a = angle(09’, ) vérifie
cercle comme dans la figure, on contredit le fait que pour tout cercle

plongé dans R2 la variation algébrique de 1'angle de la tangente vaut 2mn.

(91’y1’:b

/<
/

{
|

\
ANN\\M \\\\\\\\\\\, N o)

Figure .7

9(t)

rigure TITT IR R TRTRRRRY

-—-—

Figure impossible pour un chemin positif, car cela contredirait que

la rotation de 1'angle de la tangente = 2n .

Fin de la démonstration de 3.5.5 : Si on avait ®(1)¢€ U, , alors le point

¢(to+e) (e>0 petit) contredirait 3.5.6 ii) et iii) et le lemme 3.5.5 suit

par 1'absurde. ®

On a un lemme analogue en remplagant U2 par un domaine a gauche
~

de V et ¥ par un chemin négatif.

Pour que la proposition 3.5.5 soit vraie, les figures suivantes montrent

qu'on doit supposer que Q'est un chemin plongé de classecipositif et que
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e mlxfo}.

chemin positif plongé
N
mais 9(0) § 'll‘lx{o}

e

chemin
—_
immergé
A
P (0)
AR RN N NN R R D R R R R D Y )
MR MW o) Figure
3.6 Démonstration de 3.1 : Soient :
v, = {x€U| il existe un chemin plongé de classe ct positif ®: [0,1]-U
tel que $(1)= x} .
V= {x¢ Ul il existe un chemin plongé de classe c? négatif ¢: [0,1]-U

"
tel que ©(1) = x} .
A
V+ et V_ sont des ouverts de U, car si ¢1: [0,1] ~+U est un chemin plongé
A
de classe C! positif (resp. négatif) et si @, [0,1] U est un chemin de

1 1 o s e
classe C°, C ' -voisin de ¢

, N '1 ~
, et vérifiant ¢2(0)E T x{0}, alors ¢, est un

2

chemin plongé positif (resp. négatif). On a V DV, V DOV, et V,NV_=V par
+ - -

3.5.3 et 3.5.5.

Puisque f est un difféomorphisme qui dévie la verticale a gauche, on a

£V )V, et v eV .

v
T
2
:
®(0)
Figure AVVVVL LV VNNV VY

ﬂix{O}
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Par 3.4.3 et 3.4.4, il existe un G, dense A _(resp. A_) de V_ (resp. V_)

o]
tel que 1'on ait f(A ) =A_ (resp. f(A)=A_) .
A=A _NA_ est un Gb dense de V et on a f(A)=A.

Le théoreme de Birkhoff 3.1 suit de 3.4.5. [ ]

4.1 Soit f un difféomorphisme de ’ll‘1 ><]R+ qui dévie la verticale, et

qui laisse invariant la forme volume Q= de Adr . Soit 1'anneau

A= {6 €T xRI 0sr<5],

Proposition : f laisse invariant un cercle homotope a r:cte (n'intersectant

pas Tﬂ‘lx{O}) si_et seulement s'il existe 6>0 tel que V= U (£™(A
n€z

)) soit

o}

d'adhérence compacte.

Démonstration : L'ensemble V est connexe puisque fn(Ab) 1l'est et que
™ ) 1
f (Ab)nf (Ab)D‘II‘ x {0} pour tous entiers n, et n, car f laisse invariant
'11‘1 x {0] . La condition est évidemment nécessaire. Inversement, comme V est
compact et connexe, soit W _ la composante connexe de += de (’I.[‘1 ><1R+) -V,

o)
par la dualité d'Alexander( ) (ef. wall [1) Hl(w1'Z) =7, W, _ est difféomor-
phe a ’II‘1 xR ; on a de méme que 1'ouvert U1, composante connexe contenant

! x{0} de 1'ouvert ('ll‘1 ><1R+) -W+, est difféomorphe a ! xR , et on vérifie que

! xR DA, -0n a aussi U, = Int(ﬁl) (si X est un espace topologique métri-

sable localement connexe si UcX est un ouvert, alors chaque composante

connexe V de X-TU vérifie V=1Int(V)). Comme f(W+) =W, et f(U1) =U_ par

1
3.1, Fr(U1) est le graphe de V€ CO('II‘1) et donc Fr(Ul) est un cercle inva-
riant par f homotope a r= c® (agistinct de m’ x{0}) . Par 2.2, | est une

fonction lipchitzienne. L]

@)

Si F est un compact connexe de la sphere S2, alors chaque composante
connexe U ge S2_F est simplement connexe, et si B £AF#£ 82, par le théo-

reme de la représentation conforme, U est difféomorphe a R .
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4.2 On se donne un difféomorphisme f de ! xR de classe ck (k>1)
homotope a 1'identité préservant la forme volume Q= dgAdr et qui dévie la
verticale. On suppose que f vérifie les conditions (+) suivantes :

pour tout a> 0, il existe un difféomorphisme g de classe C1 préser-

vant Q et qui dévie la verticale et tel que

(+)
Bl{r>-a} * f|{rz-a} '

et il existe a, > a tel que g({r:—ai})z{r=—a1} .

— 1
g({r:—ai})= {r:al} f=g sur {r=>-a}

\ \\ \
\ \ \
| \ \
! |
! ! ¢ ,l
/ / /

/ / /

z 7 7/

-al -a 0 r

Alors, si f laisse un cercle C invariant homotope a r = cte. C est le graphe

d'une fonction y€ co(mh) qui est lipchitzienne. (Utiliser 2.2 et 3.1.)

Si 1'ensemble U f™({lrl <6}) (6>0) est d'adhérence compacte, alors f
nezZ

a un cercle invariant qui est le graphe de {¢€ Co(’ll‘l) (par le méme rai-

sonnement qu'en 4.1).

4.3 Exemple : Soit f,=het avec t(6,r)=(6+r,r) et h(8)=(g,r+%(8))
1

on 9eck(ml) et vérifiantj ®(p)ap =0 .
0

Proposition : Si k21, alors f‘P vérifie les conditions (+) de 4.2.
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Démonstration : (En s'inspirant de Mather [2].) Soit

k+1

6
v(e) =I e(t)ate c* 1wl . on se place dans le revétement universel R de
0

'11‘1 xR. On écrit f¢(e,r)= (®,R). On choisit pour nouvelles coordonnées (9,v)

ou v=@-¢,@®=9+r, r+g—‘ek (@) =R. La 1-forme Rd - rdg=Rdv + (R-r)dg est
2
exacte (i.e. v?+ ¥(8+v) est une fonction génératrice de f).

Soient N>0 et x>0 des fonctions appartenant a C"(R,R) vérifiant :

Mv)=1, si v2-2, NMv)=0, si v=<-3 ; x(v)=0, si v2-1, d—zx(v) >0 pour
2 dv
tout v, et d—zx(v) =c, si v<-2, ou c> Sup |4 (d—T]-(v).\;,(e+v))l .
dv “dv
dv 9,V 2

Soit g 1'application de fonction génératrice £(p,v) :%—+ N(v). y(p+v). On a,

si g(g,r) = @,R), v=@- o,

Ro,v) = 2 4(g,v) , T(o,v) = (-g-’é-%)(e,v) vad% (o) Q)L yieen)

Pour tout ¢ et v, on a

d; ~ v , si v=0
@ E(V) >0 et r(g,v) =
(1+¢)v , si vs<-3 .

s a2z . . . k 2 .
Ceci détermine une application de classe C, g= (gl,gz) de R dans lui-meme
vérifiant

gl +1,r) = (gl(e,r) + I,gz(e,r))

puisque par @ on peut résoudre v en fonction de 6 et de r. L'application g
induit donc une application de ’11‘1 x IR dans lui-méme homotope a l'identité.
L'application g préserve la forme-volume d6 Adr puisque la 1-forme Rdv - rde
est fermée. L'application g est bien un difféomorphisme puisque

H(e,r) = (6,g,(8,r)-6) 1'est par (1) et geH(g,r) = (g+r,r+®(o,r)) vérifie
det D(g°H)=1 +aa—rkp—%>0 . I1 en résulte que 1'application

geHe t_1(9,r) =(g,r + (6-r,r)) est un difféomorphisme (car

1+—aa-;(¢(e-r,r))>0 et c'est le cas si Ir| est assez grand) et donc finale-

ment g. Par @ , le difféomorphisme g dévie la verticale. On a, si v=-1
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(i.e. si r>-1), g(e,r)=fq)(e,r) et, si v<-3 (i.e. si rs-3(1+c),

glo,r) = (8 + r). On se raméne au cas ou a> 0 est arbitraire en remarquant

r
1+c?

que fcp°Lp= Lp°f¢' si pEZ avec Lp(e,r)=(9,r+p). n

Remarque : Dans la proposition nous avons utilisé le formalisme des

fonctions génératrices (voir par exemple Arnold et Avez [1, Annexe 33],

et aussi Zehnder [1]). Le méme raisonnement montre que la propriété (+) est
vérifiée par un difféomorphisme f qui est homotope a 1'identité, qui préser-
ve la forme-volume Q, qui est globablement canonique (i.e. f*w-w= ds, ou
w=7rdf) et qui est c!_uniformément voisin du difféomorphisme t (ou plus géné-

ralement d'un difféomorphisme complétement intégrable qui dévie la verticale).

N k
4.4 Soit f(g,r)=(g+r,r+9(6+r)), ou PeC ('n;l), k=21, avec
1
_r ¢(g)do =0, alors
0

. s te . .
f a un cercle invariant homotope a r=-c si et seulement si

sup sup Ifg(e,r)- rl<+o, ot f'(g,r) = (f?(e,r),fg(e,r))-
n€EZ 6,r

(Cela résulte de 4.2 et 4.3 et du fait que, si C est une courbe invariante
par f, alors il en est de méme de Lp(C) si p€EZ , avec Lp(e,r): (g,r+p)). On
a méme mieux : il existe k> 0 ne dépendant que de ”‘P” 1 tel que f ait un

C

cercle invariant homotope a r = 4.:te si et seulement si sup sup lfn(e,r)-rl <k

n€EZ g,r 2
(cela ne résulte que de 2.2 et du fait que f a la propriété d'intersection,

cf. chap. II, 1.2).

5. CONSEQUENCES.

Pour simplifier nous nous limiterons a la variété T! x[0,1] mais les
résultats se généralisent tres simplement a ! xR et aussi a ! xR si on
considere les difféomorphismes globalement canoniques (cf. 4.3).

On désigne par Diffl(;('[[‘1 x[0,1]) 1le groupe des difféomorphismes de

classe Ck de 11‘1 x[0,1] qui préserve la forme volume Q= doAdr .
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5.1 On se donne un gOEDif‘f:.()(’].l‘1 x[0,1]) qui dévie la verticale a droi-
te . Soit V¥ un voisinage ouvert de g dans Diffl;.:('ll‘1 x[0,1]) (Vk est
induit par la Ci-topologie) tel qu'il existe 1]1>0 et K> 0 tels que pour
tout g€ Vk on ait

e le nombre T de 1.5 vérifie T]<'|']1 3

e les rapports de Lipschitz de g et g—1 sur ‘]I‘1 x [0,1] sont < K

(on munit ! x[0,1] de la métrique de 2.3).

5.2 11 suit de 3.1, 2.2 et 2.3 que si gEVk possede un cercle invariant

. . 1
C homotope a r = ct® alors C est le graphe de Y€ Lip(T") et on a

g(o,y(8)) = (h(8),y(h(g)) avec hGHoméo+(’ﬂ‘1) et de plus

Max(Lip(v),Lip(h).Lip(h-I)) < K,

ou K, = Max(27,27K).

ki mlx[o,1]- Rx[0,1],

5.3 Si g est un relevement de g€V
g|c=h¢ Do('ll‘l), et C est le graphe de y=y°p ou p: 'll‘lx[O,l]—o’H‘1x[0,1]

est la projection.

On a, par 2.4,
p(glllx{o}) s p(h) < p(glle{1}) .

Si a € R (resp- ae’ﬂ‘1), et 0<r<+», on désigne par F;: {fEDr(’]I‘l)lp(f)=a]
(resp. F;: {fte Diff:(ﬂ1)|9(f)=<x} ). Les ensembles F; sont fermés pour la
Cr—topologie, la fonction p étant continue pour la Co-topologie (cf. Herman

[1,11]).

5.4 Soit J un ensemble fermé non vide de ’1!‘1 et Gf;: {fe Vkl pour tout
B€J il existe un cercle C homotope a r= cte (dépendant de B et de f) inva-

riant par f et vérifiant p(i}c)=6}.
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Proposition : Glj est un fermé de Vk (G; est méme fermé pour la topologie c®

induite sur V¥) .

k f,-f€ vE, dans 1a C°-topologie

Démonstration : Soit (fi) une suite de V
ob f est de classe C* (kz1).

Soit (\yi,hi)ECO(’ll‘1) xHoméo+('II‘1), D(hi)EJ définissant le cercle
Ci invariant par fi . Par le théoreme d'Ascoli et 1'inégalité 5.2 (et le fait
que O0< A < 1), pour une sous-suite d'entiers (que 1'on note encore i € IN) ,

on a, si i-+w, \yi-n]/, hi-oh, hi-1-og, dans la Co-topologie y on a g:h_1

(puisque h_ ° h;1= hi'1 oh, =1d), #(h)€J, ainsi que £(0,4(8)) = (h(e),y(h())

(puisque fi(e,wi(e)) = (h;(6),y;(h,(8))) . =

5.5 Pour fEVk, on désigne par Cf 1'ensemble des cercles invariants

par £ :

Co={(ysh) € (") xHoméo (M) £(5,(6)) = (h(6),y(h(8))]}, et on met

sur C_ la Co-topologie.

f
Proposition : L'ensemble Cf est compact.
Démonstration : En utilisant 5.2, on vérifie que Cf est fermé pour la

o . 1 P : .
c°-topologie dans C°(Tr )xCo('ﬂ‘1,‘]I‘1) s équicontinu (et borné puisque Os<ys<1)

et le résultat suit du théoreme d'Ascoli. =

5.6 On note P(Cf)c’]l‘1 1'image de 1'application (\y,h)GCf-oP(h)E’ﬂ‘1 .

P(Cf) est un sous-ensemble compact de .

~

Cs . k i
5.7.1 Proposition : Si fE€V", alors f a au plus une courbe C invariante

dans R x[0,1] qui est le graphe de y tel que P(?,E‘):cx&@ .
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Démonstration : Par 1'absurde, on suppose qu'il existe deux courbes E
et C' » graphes de ; et E' , telles que D(‘;l'é') = P(?"E,) .

Par 2.4, on a nécessairement Eﬂg' AP, et donc CNC'£P, ou C= p(E),

(A =p(E'). On peut donc trouver deux arcs, (acb)cC, (ac'b)cC',

(acb) N (ac'b) = {a,b} et le cercle (acb) U (ac'b) borde un disque D. Puisque

'Il‘1x[0,1] —

Figure

f est récurrent, il existe n>1 tel que M (Int(D)) NInt(D) £ B et, puisque

£(C)=C et f(C')=C', on a f'((acb)) = (acb). Il suit donc que

D(fl’(‘:')= D(fIE,)EQ- Par 1'absurde, C est unique. =

5.7.2 Remarque : Soit f un difféomorphisme comme en 5.7.1. Si f laisse
invariant deux cercles C et C' homotopes a r= cte et vérifiant CNC' £9,

alors D(fl'(‘:') = P(fl'(‘:’, Jea.

5.7.3 On suppose que le difféomorphisme g, de classe Ck (k> 1) qui dévie
la verticale est tel que, si g, est un relevé de g, a Rx[0,1] alors
lp(go|Rx{0]) - "(‘%Imx{ﬂ)I <t

On suppose que le voisinage Vk de g, est assez petit pour que
cette propriété soit encore vraie pour gevk . Alors pour tout a€ 'II‘1 -(0/2z)

et gEVk, il existe au plus un cercle invariant (y,h) eCo('Il‘l) xFZ par g

(i.e. g(o,9(0)) = (h(9),¥(h(8)), p(h) =a).
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Proposition : L'application g€ G:—o(\{:,h)eco(’ﬂ‘l) XF: est continue si

on munit ces espaces de la Co-topologie.

’ . s : 3 hd
Nous laissons la démonstration en exercice, puisque cela suit tres

simplement par un argument de compacité.

5.8.1 Proposition : On se donne 1sk<+». Alors il existe un Gb dense

Gk de Vk pour la Ck-topologie, tel que, si f¢ Gk, il n'existe pas de cercle

te

, CAT % {0} ou C£T! x {1} tel que

C invariant par f homotope a r=c¢

p(f'C)EQ/Z.

‘4z . . ©
Remarque : La propriété suivante est vraie sur un ouvert dense de V ,

si f, = pour i =0, 1, alors f0 et f1 sont des difféomorphismes

i f 1
I x{i}
structurellement stables et donc vérifient P(fo),P(f1)€Q/Z . (En effet,

1'application f€ Diff;('ll‘1x[0,1]) - (fo’fl) € (Diffj('l![J))2 est continue

ouverte et surjective. )

Démonstration de 5.8.1 : Par Robinson [1], les propriétés suivantes sont

vraies sur un G& dense de Vk

a) Tout point périodique a un spectre générique : si x€ 'II‘1 x[0,1]
est un point périodique de fGVk, f9(x) = x alors 1le spectre de la matrice
pf9(x) € SL(2,R) est générique (i.e. -1, 1% Spectre (Df3(x)) et si eznia,
a € R ,est une valeur propre de qu(xo) alors a € R-Q) .

b) Tout point périodique hyperbolique x¢€ ']1‘1 x ]0,1[ est tel que les
variétés stable et instable s'intersectent transversalement.
Soit C un cercle invariant par f et tel que P(flc)=p/q€Q/Z ’ flC a un
point X, périodique. Si a) est vérifié, x, est un point périodique hyper-

bolique de f. En effet, C est le graphe de Y€ Lip(’ll‘1) , C est donc contenu

dans un cone passant par X, il suit gue qu(xo) n'est pas conjugué dans
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SL(2,R) a une rotation irrationnelle. C est nécessairement une réunion

de variétés stables et instables de points périodiques hyperboliques de f .

v=(0,1) x
x4 [
X, W(Xo)
- - C
mlx{o,1]}
Cas générique
Figure

Si on suppose la propriété b) le cercle C ne peut pas exister (si

cAM x{i}, i=0,1). =

Remarque : La propriété suivante est vraie sur un Gg dense de

Diff;(ﬂa’x[o,lj) pour la Cm-topologie : f ne laisse pas invariant un cer-

cle C (distinct de '1[‘1><{i] , i=0,1) tel que P(f'C)EQ/Z . (On_ne suppose

pas ici que C est homotope a r = cte)

La démonstration est presque identique a celle de 5.8.1, a cette
différence qu'on suppose en plus que les points périodiques elliptiques
ont leur ler invariant de Birkhoff non nul (i.e. fq(xb) s'écrit en coor-

données polaires (9,r)-=(g+a+a r2+ 0(r4), r+0(r4)), al;éO et %6]&-0 ).

1
I1 suit alors du théoréme de J. Moser [1] que £ laisse invariant chaque

cercle Ci d'une suite de cercle(CB de classe Cm, Ci-axO et vérifiant

p(fTC )E’II‘1 -(@/Z). Ceci implique qu'il n'existe pas de courbe plongée
i
passant par X, et invariante par f. La démonstration de la remarque est

alors identique a celle de 5.8.1.
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I1 est a remarquer que le ler invariant de Birkhoff dépend des
trois premieres dérivées de 9 en X, Pour une discussion plus complete,

le lecteur peut consulter J. Mather [1] .

. k
5.8.2 Soit f€ G, alors 1'ensemble compact P(Cf) est contenu dans

~

1 .
T -(®/Z). Il suit que si 1'on considére f, alors il existe a<b, V. et
a

[ 1
\leE C (') , des courbes invariantes Ca’ Cb graphes de \ya et \yb tels que

P(fl’é’ )=a, P(fl'(‘:' )=b, mais il n'existe pas de courbe invariante C qui soit
a b ~
un graphe et vérifiant p(f"é’) € Ja,b[ .

5.8.3  Soit (f,) une suite de Dif.fg('ﬂ‘1 x[0,1]) telle que, si i-+®, alors
[ . .
f, ~t dans la C -topologie ou t(g,r) = (g +r,r).
I1 suit du théoreme de J. Moser [1] que, si i est assez grand,
F-’(Cf ) contient un ensemble de Cantor de nombressatisfaisant a une condi-

i
tion diophantienne.

5.9 Zomes dlinstabilités-

5.9.1 Si on suppose que la suite (fi) de 5.8.3 vérifie 5.8.1 pour tout i,
) @ . ©

fiEG cV , il suit de 5.8 qu'il existe g€V , [a,b]JcR , agb, a et

beER-Q , il existe des courbes invariantes de g Cal , Cb y graphes de

fonctions lipschitziennes, telles que 1l'on ait O(gl’(‘:' ) = a, D(gl'E ) = b, mais

il n'existe pas de cercle C invariant par g (homotope a r= c®) tel que

p(gl'E)E]a,b[ . Par 2.4, on a CaﬂCb=ﬂ-
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'Il‘ix{ﬂ

zone

d'instabilité

L'anneau déterminé par Ca et Cb est appelé un domaine d'instabilité pour g.

. k
5.9.2 Proposition : On se donne un domaine d'instabilité de geV (k=z21)

bordé par Ca et Cb . Soit W un voisinage ouvert connexe de Ca et

H= U g"(W). On a l'inclusion C, NH#.

neZ
4 . - . 1
Démonstration : Si CbﬂH;éﬂ, soit U la composante connexe de (T x[0,1])-H con-
tenant C, . Par le méme raisonnement qu'en 4.1, on peut appliquer le tkéoreme

b
de Birkhoff 3.1 (et 2.2), et donc C=Fr(U) serait le graphe d'une fonction

de Lip('ll‘l) , mais C est contenu dans le domaine d'instabilité et donc C=Cb
(puisque P(gl'é’):b avec b€ R-®@ , on peut appliquer 2.4 et 5.7.1). Il suit
que HN Cb=ﬂ est absurde. =

5.9.3 Remarques : 1) On peut remplacer dans 5.9.2 "W est un voisinage ouvert

connexe de Ca " par "W est un voisinage ouvert et connexe d'un point y€ Ca ,

YEW" . En effet, soit H, = U gn(WUC ), H, est connexe et donc aussi H_ .
1 neZ a 1 1
Si ﬁiﬂcb=ﬂ, alors par le méme raisonnement qu'en 4.1, la composante connexe

contenant T x {0} de 1'ouvert (’1[‘1 x[0,1]) -V, ou V est la composante connexe

contenant C, de 1l'ouvert ’I[‘1 x [0,1] _El ,vérifie les hypotheses de 3.1 . Par

b
le méme raisonnement qu'en 5.9.2 ceci est absurde.

2) Si Cbﬂ ('].I‘1 x{1}) =@ alors dans 5.9.2, on a 1'inclusion
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5.9.4 En utilisant 2.4.4, on n'a pas besoin dans 5.9.2 et 5.9.3 de supposer

que a et bX®. Si 1'on choisit les courbes invariantes par g,Ca et Cb,pour

te

que, si C est une courbe invariante par g, homotope ar=c , contenue dans

le domaine d'instabilité bordé par Ca et Cb' alors P(gl'z) =a (resp. b)

implique que C=C_ (resp. Cb) .

Cb’ si be@, s'il y a des

connexions homocliniques on doit
choisir Cb de fagon appropriée.

Figure
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APPENDICE

UNE INTERPRéTATION PLUS TOPOLOGIQUE

DE LA DéMONSTRATION DU THéOREME DE BIRKHOFF

par A. FATHI

§ 1. Quelques rappels de topologie.

Notion de_gauche et de droite.

Si M est une variété orientée de dimension 2 et a un arc orienté dans M,
i.e. un plongement o: [0,1] +M, on peut définir la droite et la gauche de a
dans un voisinage de a(]0,1[). Une des fagons de le faire est, a 1'aide du
théoréme de Schoenflies, de prolonger alJ]O,1[ en un plongement ouvert
Py J-1,1[ x JO,1[ = M tel que ;l[O}><]O,1[ =allo,1[ . si ; préserve 1l'orienta-
tion, la région 3(10,1[ x ]0,1[) est dite a droite de a et Q(J-1,o[ x J0,1[)
est dite a gauche de a. Il est facile de voir que si ;' est un autre prolonge-

ment de o, les notions de droite et de gauche définies par a' col¥ncident avec

celles définies par o.

1

Fem————- b ————— "

: 1

X !

| ! ~
] ' o
| ! _—
. 1

' |

| '

1 1

' 1

I J |

-1 0 1

gauche droite
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Si a: R-M est un plongement d'image fermée qui disconnecte M, on sait
que M- o a deux composantes connexes ; on peut les distinguer par le fait que

1l'une est a droite de a et 1'autre a gauche.

Notion de transversalité.

Soient a: [0,1]-M et a': [0,1] - M deux arcs plongés. Supposons que
t, t' € J0,1[ vérifient m=a(t) =a(t'), nous dirons que m est un point d'inter-
section transverse, si on peut trouver pour & assez petit un homéomorphisme
H de Jt-e,t+e[ x Jt'-e,t'+e[ sur un voisinage de m dans M, tel que

HlJt-e,t+e[ x {t'}=allt-e,t+e[ et HI{t}x Jt'-e,t'+e[ =a'l]t' -e,t" +e[ .

r-=—=—""r-—=-"

On peut voir, a 1'aide du théoreme de Schoenflies, qu'il est équivalent
de dire que pour € assez petit o'(Jt'-e,t'+e[) Na([0,1])=m et que 1'un des
deux ensembles a'(]t'-e,t'[), a'(Jt',t'+e[) est situé a droite de a et
1'autre a gauche.

Nous dirons que a' traverse a de gauche (resp. droite) a droite (resp-
gauche), si c'est a'(]Jt'-e',t'[) qui est situé a gauche (resp. droite) de a.

Les arcs a et o' seront dits transverses si tous leurs points d'intersec-

tion sont transverses, ceci recouvre aussi le cas ou o et o' sont disjoints.

§ 2. Homéomorphismes déviant les verticales et théoreme de Birkhoff.

Considérons un homéomorphisme H de 1'anneau A=’ x [0, sur lui-méme.

Nous dirons que H dévie les verticales, si pour tout @, 6' dans HJ , 1'arc
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H({e} x [0,o[) est transverse a {8'}x [0,o[, i.e. si 1'image de toute vertica-
le est transverse aux verticales.

Munissons A de son orientation naturelle, et orientons une verticale
{e}x [0,o[ par 1'orientation naturelle de [0,~[. On peut voir que 1'image par
H d'une verticale traverse toutes les verticales qu'elle coupe dans le méme
sens. On dit que H dévie les verticales a droite (resp. gauche) si 1'image
d'une verticale par H traverse une verticale de gauche a droite (resp. droite

a gauche).

H dévie la verticale a droite.

Remargues : 1) Si H conserve l'orientation et dévie les verticales a droite,
alors H_1 dévie les verticales a gauche.

2) L'homéomorphisme H dévie les verticales si 1'image d'une
verticale est localement le graphe d'une application de HJ dans [0,x[.

3) La définition donnée ici de dévier les verticales est plus

large que celle donnée dans le chapitre I.

Théoreme de Birkhoff : Soit H un homéomorphisme de A conservant 1'orienta-

tion et déviant les verticales. Supposons que U soit un ouvert relativement

compact de A et homéomorphe a A= ! x[0y®[ . Si U est invariant par H

(i.e. H(U) =U) et est contenu dans 1'ensemble non-errant de H, alors la fron-

tiere de U est le graphe d'une application continue de ﬂJ dans [0,=[ .

41



A. FATHI

La démonstration du théoreme occupe le reste de 1'appendice.

On peut supposer sans perte de généralité que H dévie les verticales a

droite. Comme U est un ouvert de A homéomorphe a ’11‘1 x [0, , par le théoreme
de l'invariance du bord d'une variété, on a UD ’Il‘ix[O} le bord de A.

On pose V={(8,t) | % t'€[0,t],(6,t') €U}, c'est-a-dire que V est 1le
sous-ensemble de U formé des points de U accessibles dans U par les vertica-
les. I1 est facile de voir que V est ouvert et connexe car il contient

’I!‘1 X{O}. Notre but est de montrer V=0U.

Lemme 1 : Soit a un arc compact C '11‘1 d'extrémités 6] et 92. Si (ej,t)

et (8,,t) €V et ax {t}cU alors UDax[0,t] .

-~ - 1
- — T x{t}
I
U e S

1(C) '\cx

Démonstration : Notons C la courbe simple formée par

ax {olu {92} x [0,t]JUax {t}u {61} x [0,t] (voir figure). Par hypothese CcU.
De plus A-C est formé de deux composantes connexes dont 1l'une des deux est
1'intérieur de ax ]O,t] et 1'autre est non bornée. Puisque U est homéomorphe
a ’ﬂ‘l x[0,o[ et qu'il est relativement compact, on a que A-U est connexe et
non borné . Comme CcCU, il en résulte que A-U est contenu dans la composan-
te non bornée de A~C et par conséquent U contient la composante bornée qui

est 1'intérieur de ax ]JO,t] . =

Si X est un sous-ensemble de U, nous noterons FrU(X) (resp. AdU(x)) la
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frontiere (resp. 1'adhérence) de X dans U, pour pouvoir la distinguer de

celle de X dans A qui sera notée Fr,(X) (resp. Ad,(X)).

Lemme 2 : FrU(V) est une sous-variété de dimension 1 constituée d'un cer-

tain nombre de segments verticaux disjoints Si (i€IcWN) :

S, = [ei}x]ti’1,ti’2[ avec O<ti’1<ti,2 . On a (ei,ti’1) et (ei’ti,z)eFrA(U)'

De plus (dans un voisinage de S, dans U) un des cotés de S, dans U est conte-

nu_dans V et 1'autre est contenu dans le complémentaire de V. En particulier

\' UFrU(V) est une sous-variété de codimension O dans U.

Démonstration : Soit (g,t)€ FrU(V):, sa composante connexe dans UN{e} x [0,
est de la forme {e}x]tl,tzf avec 0< t1<t2<m, puisque (§,0) €V et que U
est borné. De plus (G,tl) et (e,tz)EF‘rA(U), et aucun point de {9}X3t1,t2[
n'est dans V. Soient o un arc de ’lI‘1 qui contient § dans son intérieur ooc et
€>0 tels que W:c;x]t-e,t+s[<:U, on a bien sir ]t-e,t+e[c]t1,t2[, et donc
{6} x Jt-e,t+e[ est dans le complémentaire de V. Si (§',t')EWNV, on a par
définition {e'}x Jt-e,t+e[ €V, donc VN W est constitué d'une famille
de segments verticaux {8'}x Jt-e,t+e[ , qui contiennent {6} x Jt-g,t+el
dans leur adhérence, en particulier {g}x ]t-s,t+e[CFrU(V). I1 en résulte que
FrU(V) n {e}x]t1’t2[ est ouvert dans {e}th1,t2[, il est aussi fermé car
{9}x]t1,t2[cU et F'rU(V) est fermé dans U. Par connexité de Jtl’t2[’ on a
FrU(\’)D{e}x]t1,t2[ . Le lemme 1 montre que si (®,t) et (®',t') e WNV alors
V contient [¢,9']x Jt-e,t+e[, ou [¢,9'] est le sous-arc de a d'extrémités ¥
et ©'. Il en résulte facilement que V couvre exactement un des deux cotés de
{6} x Jt-e,t+e[ dans W. =

Si les Si sont les segments donnés par le lemme 2, on a FrU(V)= U Si .

i€l

Comme U est homéomorphe a ! x[0,2[ , chaque S; coupe U en deux régions,1'une
homéomorphe a ! x[0,o[ et 1l'autre a R? » nous notons H, celle des deux qui

est homéomorphe a R2 . On a AdU(Hi) = Hi U Si, et V ﬂAdU(Hi) = car V est con-
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nexe et contient le bord de U, c'est-3-dire T} x {0} .

Lemme 3 : On a U=VUyU( U Ad

(H)) -
i€l

U

Démonstration : Soit xgVUy ( U Ad
i€l
x g AdU(V), donc par connexité de U, on peut trouver un arc o d'extrémités x et

U(Hi)), x€U, si un tel x existe. On a

y avec y€ AdU(V) et tel que o ne rencontre AdU(V) en aucun autre point. Il est
clair que y¢€ FrU(V), il appartient donc a un S; - Comme

a-{ylcu- AdU(V)cU- Si et que Hi USi UV, couvre un voisinage de y, on

obtient que le connexe oc—yCHi et donc x¢€ Hi y ce qui est absurde. [ ]

Lemme 4 : Les Hi sont deux a deux disjoints. En fait les Hi sont les compo-

santes connexes de U - AdU(V).

Démonstration : Les Hi sont ouverts, donc ouverts dans U—AdU(V)- Ils sont

aussi fermés dans U-AdU(V) car FrU(Hi) = SiCAdU(V). [

Lemme 5 : Les AdU(Hi) sont les composantes connexes de U-V.

Démonstration : Ces ensembles sont fermés dans U donc dans U-V. Ils sont
ouverts dans U-V car VUAdU(Hi) contient un voisinage de FrU(Hi) par le

lemme 2. []

Nous distinguons deux types de régions Hi suivant que Hi se trouve a
droite ou a gauche de Si (qui est orienté puisque vertical). Nous noterons
D1 cesDyoee les régions Hi qui se trouvent a droite de leur frontiere et
G, .-G ... celles qui se trouvent a gauche de leur frontiere. On pose

1 k
D=UD, et G=U G, .
1 1
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Remarque fondamentale : Un chemin partant de '11‘1 X [0} et contenu dans U ne

peut entrer dans une région du type Di (resp. Gi) qu'en transversant la pre-

miere fois sa frontiere de gauche a droite (resp. droite a gauche).
Lemme 6 : On a Ad;(D)=U Ady(D,), et Ady(G)=U Ady(G,) -

Démonstration : Montrons par exemple que UAdU(Di) est fermé dans U. Son

complémentaire est VU (U AdU(Gi)) qui lui est ouvert par le lemme 2. =

Lemme 7 : On a H(V)nAdU(Gi)=ﬂ. De méme H—j(V)nAdU(Di)=ﬂ par_ échange

de droite et gauche.

Démonstration : Si (v,t)eV, 1'arc H(v,s), O<s<t, part du bord de U,
est entierement contenu dans U et traverse les verticales de gauche a droite

par la remarque fondamentale il ne peut jamais entrer dans Gi . =

Corollaire 8 : On a H_](AdU(G))CAdU(D) U Ad,(G).
Lemme 9 : On a H'1(AdU(G))nAdU(D)=¢. De_méme H(Ad,(D)) N Ad,(G)=p.
Démonstration : Par le corollaire 8, et le fait que les AdU(Di), AdU(Gj)

soient deux a deux disjoints et connexes, si H_l(AdU(Gj)) ﬂAdU(Di)fﬂ, alors
H_I(AdU(Gj))cAdU(Di) . Puisque H—l(FrU(Gj)) est transverse aux verticales
et FrU(Di) est verticale, on a nécessairement H_1(FrU(Gj)) ﬂDi;éﬂ. 11 en
résulte que H—I(V) ﬂDi;éﬂ. Ce qui est impossible par le lemme 7. ®

Lemme 10 : On a H™'(Ad (G))cG. De mdme H(Ad,(D))cD.

Démonstration : Par le corollaire 8 et le lemme 9, on a H-i(AdU(G))cAdU(G)-
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Le fait que H-i(AdU(G))CG résulte alors aisément du fait que H_1(FrU(G))

est transverse a FrU(G) qui est verticale. =

Lemme 11 : On a U=V.

Démonstration : En effet, si FrUV;éﬂ, alors soit DZ£ @ soit G#@. Dans le
premier cas D-H—I(AdU(D)) serait formé de points errants et dans le second
cas G-H(AdU(G)) serait formé de points errants. Remarquons que si D est non
vide, alors D #£ H-1(AdU(D)), car, par exemple, U est connexe et différent deD.

~ . . .
Meme raisonnement si G est non vide. [ ]

Fin de la démonstration du théoreme de Birkhoff : Il suffit de voir que la

projection '’ x [0y — m! est injective sur Fr,U (la surjectivité résulte

A

aisément du fait que U est relativement compact et contient 'ﬂ‘l x {0}) . Soient

alors deux points (6,1:1) et (e,tz)eFrAU . Supposons que t1<1t2 . Puisque

V=U, on obtient que {e}x[tl,t2] est inclus dans Fr,U. Comme H conserve

l'orientation et dévie les verticales a droite, un point proche de
t1+t2

(e ,—T—) et situé a gauche a une image qui est au-dessus de Fr,U et ne

peut appartenir donc a U, puisque V=U. De méme en utilisant ™! on voit qu’

t +t
un point proche de (8 ,—Lz—-—) et situé a droite ne peut pas appartenir a U.

Ceci est contradictoire avec le fait que {e}x[tl,tz]CFrAU. [ ]

Université Paris-XI
Département de Mathématiques
Bat. 425

91405 ORSAY Cedex
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CHAPITRE 1I1I

- ’
CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE Cs € ET A NOMBRE DE ROTATION FIXE

AU THEOREME DES COURBES INVARIANTES

[1] = La théorie de Birkhoff, par M.R. Herman (Chap. I).
Les autres références sont celles de [I]. On reprend aussi les notations

de [I].

0. INTRODUCTION.

Aux paragraphes 1 et 2, on introduit les difféomorphismes de '1[‘1 xR de
la forme f: (8,r) = (p+r,r+@g+r)) ob ®cc®(w!), k=21, vérifie
f ©(p)de = 0. On note aussi f par f

Un difféomorphisme f, a la propriété

@ - @
d'intersection. Par [I], la théorie de Birkhoff s'applique, et tout cercle C
(homotope a {r:Cte}) invariant par f;p est le graphe d'une fonction
VE Lip('Il‘l) . On montre au § 2 que si C=graphe de § (V€ c®(m')) est invariant
par fq) alors g=Id+ y (mod 1) est un homéomorphisme de '11‘1 préservant
1'orientation et on a

. (g+g_1)/2=1d+%¢ ;

. fwlc est conjugué par la 1ére projection a 1'homéomorphisme g (et donc
p(fq,lc) =p(g)) -
L'étude des courbes invariantes des difféomorphismes f qui sont des graphes
revient a étudier 1'application ¢: g€ Do(’11‘1) - Eg——ie D°(']I‘1), et a essayer
de comprendre son image. Au § 2 on décrit quelques propriétés de 1'applica-

tion ¢ .

I1 y a deux problemes :
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a) comprendre 1'image §(D°(’ll‘1))nDk(ll‘1) (k21) ;

b) comprendre @(F:)f)Dk(ﬂJ),
ou F;: {ge DO(ﬂJ)'P(g) -a} (i.e. on fixe le nombre de rotation sur la courbe
invariante).

Au § 3, on construit une suite de difféomorphismes

fi(e,r) =(g+r, I‘+‘Pi(e+r)) de classe C~, ou ‘r:) ‘Pi(e)de=0, pour tout €> 0,
Wi-oO dans la Cz-e—topologie mais fi ne laisse invariant aucun cercle homo-
tope a ']I‘lx{O}. I1 revient au méme de dire que Id+% ¢i§Q(D0('ﬂ‘1)). Pour un
contre-exemple en classe 01 au théoreme des courbes invariantes, le

lecteur peut consulter Takens [1].
Le théoréme 4.9 est un contre-exemple (4 nombre de rotation fixé) a une con-
jecture de J. Moser (Stable and random motions in dynamical systems, Annals
of Math. Study, Princeton Univ. Press, Princeton, page 53). Il affirme que si
aERet €>0 sont fixés, il existe une suite de difféomorphismes de classe c®
fi (définis comme ci-dessus) telle que, si i - +», fi—'t dans la Cs—e-topolo—
gie (ou t(p,r) =(p+r,r) est un difféomorphisme "twist" "completement inté-
grable"), mais fi ne laisse invariant aucun cercle Ci (homotope a {r =Cte})
tel que 1l'on ait P(fi|Ci) =a. Par la théorie de Birkhoff [I.5.9] il en résul-
te que o est dans un domaine d'instabilité.

Une autre démonstration de ce résultat se trouve dans Herman [3].

La méthode donnée au § 4 est trés sensible a 1'arithmétique du nombre
de rotation sur la courbe invariante. Le théoréme 4.11 montre que le théo-
reme de Rilssmann [1] ou de Moser [2) (en utilisant R. Douady [1)) est le
meilleur possible. (Pour une démonstration de Moser [2] voir PYschel [1]).

Comme les difféomorphismes fi sont de classe Cw, les exemples construits
en 4.9 ont une infinité de courbes invariantes. C'est aussi le cas en 4.11,
pour B> 1, comme conséquence du théoreme des courbes invariantes en classe
¢3*® (voir Herman [4]).

a été trouvée dams un autre contexte

f+f—1
L'importance de considérer 5
(i.e. 1'étude d'exemples de certains points fixes elliptiques) par E.M. Mac
Millan [1].
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1.1 Nous allons étudier les difféomorphismes de f de '11‘1 xR de la forme
f(p,r) = (g+r,r+9(g+r)) ,
k 1 1
eeCc(T’), k=21, j‘ ©(p)de=0. Dans la suite on identifiera ¥ et f. On
0
écrira aussi f .

¢

f est homotope a 1'identité et préserve la forme volume Q= de Adr. Le

difféomorphisme f définit par passage au quotient un difféomorphisme de

1r2='n‘1xR/(e,r)~(e,r+1) isotope a (6,r)=(8+r,r), préservant la mesure

de Haar de '11‘2 .

1.2 f est un difféomorphisme globalement canonique, par Herman [2, § 2],

f a la propriété d'intersection : si C est un cercle plongé dans ’lI‘1 xR

(homotope a r=Cte) alors f(C)NCAP.

1.3 Par [I, 1.3 et 2.2], f dévie la verticale a droite et donc tout cer-

cle C invariant par f qui est le graphe de € Co('ll‘l) vérifie : ¢ est une

fonction lipschitzienne de 'II‘1 (i.e. il existe K> 0, tel que pour tout x
1 . N . 1 ~

et tout y dans T  on ait |y(x) - y(y)l<K ||x-y|| oi, si x€ T et x est un

relevement de x a R, ”x” =Inf |x+ pl, la métrique de groupe standard
PEZ
de ') . De plus, la constante K ne dépend que de ||®|| 1"
C
1.4 Par [I, 4.2 et 4.3], pour tout 5> 0, si
1 1,1, o
@€ Vg = (Id+ved (T ),I’ 9(p)ap =0, ||?| 156], alors tout cercle invariant
0 C

par f(pest le graphe d'une fonction y€ Lip(']l‘l) .

Par [I, 4.4], il existe K> 0 tel que, si ‘PEV:, f, ait une courbe

invariante si et seulement si
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sup sup |f;(9,r)-r| <K
n€Z o,r

ou fg(e,r) = (f';(e,r),f;(e,r))- (Par 2.2.1,pour tout 6> 0, K= 4 convient.)

1.5 Si f a un cercle invariant C homotope a r =Cte alors pour Lebesgue presque-
tout point de 'lI‘1 xR est récurrent par f (en effet, f laisse invariant les
courbes Lp(C), PEZ ou Lp(e,r)= (6yr+p) et il suffit d'appliquer le théo-

h z . .
reme de récurrence de P01ncare).

C L (C)
/ Vi
4 I3
/ /
I !
| |
\
\
\
N \
Figure
1 1 dy
Exemple : On se donne eec®(m’) , f ®(p)de =0, $(0) =1 et -1<:1—0-(0) <0.
0

Soit f(e,r)=(p+r,r+9(g+r)).

On vérifie que si ne Z, £°(0,0) = (0,n).

Si on considére f le difféomeorphisme induit sur '11‘2 par f, le point
(0,0) = (0,1) € 2 est un point fixe elliptique de f. Quitte a perturber.
¢ (vérifiant 9(0) = 1), on peut supposer que le ler invariant de Birkhoff
du point fixe (0,0) de T est non nul et que les valeurs propres de D?(0,0) ne
sont pas des racines 3eme ou 4éme de 1'unité. Il suit du théoreme de
J. Moser [1] que f laisse invariant un disque D 3(0,0). En remontant le
disque D en en 3C’11‘1 xR, on obtient que le disque S est errant pour le

di fféomorphisme f de T! xR .

* on peut prendre par exemple, ®(§) =1+ ab + c93+ 0(93) si -0.
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2.
2.1 Nous allons chercher un cercle invariant qui est le graphe de y}¢€ Co('ll‘l)

pour le difféomorphisme

f(e,r) = (g+r, r+9(p+r))

On a 1'équation fonctionnelle

6+ y(8) = g(8) € Homéo (")

¢(g(e)) + y(g) = y(glp)) .

h(o) - E(8)+g 1 (0)
B 2

Figure

Soit

o+ Vy(e) = glo)

g_1(9) =0+vy_(8) , avec w_(e):-w(g"1(e))

0(9) = y(o) - y(g 1 (9)) .+

2.2 On considére DX(T?) = {ge€ DiffI:(R) | g-1a¢ Ck(’ﬂ‘j)} le revétement uni-

versel de Difflf(’.ll‘1) . On note p: Do('ﬂ‘1)-o]R la fonction nombre de rota-
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tion qui est continue pour la C°-topologie (cf. Herman [1,I1]).

L'équation s'écrit, si g€ p°(m!) ’

1

1 -
-2-(g+g ):h

. -1
ou %G Do('ﬂ‘1) et

h(g) = e+%¢(e) .

2.2.1 Remarque : Comme h€ Homéo+('].l‘1) , ¢ est a variation bornée et on a

1 .1
MaxE‘P—M1n§¢<1 .

2.3.1 Pour étudier les cercles invariants, qui sont des graphes, par
1'application (6,r) = (p+r, r+®(6p+r)) on est ramené a étudier 1'appli-

cation continue pour la Ck-topologie (elle est continue si k€ ]NU{+m})

8 : pM(mw!) —>¥(1!)

-1
g-)ﬂg—— = Id+-;—<P .

-1

1
2.3.2 Lemme : Si Id+—9-B£ _  op a [ @(glde=0.
~emne 2 2 2 ==,

Démonstration : Il suffit d'utiliser le fait que les graphes de g et g-l

sont symétriques par rapport a la lere bissectrice et, si

1
z(g)=f (g(e) -0)de, £(R, °g°R )=x+x1+z(g), siletA CR. =
0

A
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2.3.3 Remarque : A tout difféomorphisme g=1Id+ (€ Dk('ﬂ‘i) , on peut
associer un ¢ et un difféomorphisme "twist" f‘P de classe Ck ayant pour
cercle C invariant le graphe de y et vérifiant : fﬁPlC est Ck—conjugué a

g (mod 1).

2.4 Inégalités.
2.4.1 On se donne fq)(e,r) =(p+r, r+9(pg+r)) de classe Ck, k > 1;0n suppose
que

greg  _ 1

5 = Id+ 5 @

pour g€ Do(’II‘I) . Par [I, 2.2 et 2.3], g et g'-1 sont des applications lips-
chitziennes de R dans R pour la métrique standard. On dit que g est un
homéomorphisme lipschitzien et on note
Do’l('ll‘1) = {gGDO(’H‘l) | g et g_l sont lipschitziennes}. Si g¢€ Do’l(’ﬂ‘1) , alors
g et g_l sont presque partout dérivables et on a Dg, Dg_le Lm('ll‘1,de) .

On a
Min ess(Dg-l) = Ingl\—i
L

g —e]
et Lip(g) = sup —E—jx—_;‘;r!-— = ”DBHLm .

x£y

2.4.2 On pose M= sup(||Dgl| ®? ”Dg—1|| o) s on a
L L

-sl-s Min(Min ess(Dg) , Miness(Dg-l)) et aussi M21.

Proposition : On a Os<M- 1s% a+ (a+% a2)1/2, ou a:Max1 (DP(p)) = Max D¥ .

CISs

Démonstration : Soit A un ensemble de mesure de Lebesgue pleine de R,
invariant par g et tel que,pour x€ A, Dg(x) existe et vérifie Dg(x) s |Dg| _ .
L

Quitte a changer g en g-l, on peut supposer que ”Dg]] = M.
L
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On a, si X€A,

1

3 DP(x) .

2 (0g(x) +Dg™ (x)) = 1+
or Dg_l(x) =D_1g° g_1(x), donc

3 De(x) s poe g™ (x)) = 143 D0(x) .

Soient €>0, et YEA tels que Dg(y)2M-€. On a

(S

1 1 1 -1 1
(ﬁ+M-€) <3 (Dg(y)+D—g°g (y)) = 1+ Max D¢

€> 0 étant arbitraire on a
1 1 1
E(M+ﬁ)s 1+§ Max D¢

soit M-1 s%a+\/:(1+%a)1/2 . L

2.4.3 On a

-1 1
Max(||Dg- 1| _,[Dg” -1] ) < sup(M-1,1-3) = M-1
L L
ot M<1+4a+ 1-11/2(1+l a1/2)1/2 .
2 4
2.4.4 On a, si x€A,
%sl+-12-l)‘9(x)
1 1.
et donc 3 S 1+3 Min D¢ (< 1) ,
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ou Min D¢ = Min (D¢ (9)) (< 0) .
peT

2.4.5 On a 1'inégalité suivante (cf. aussi le Chap. III, § 2.1 a 2.3 et § 9)

1

1 .. 1
-EMlnDﬁPsl-Ms1- 1 1T 2.1/2
1+§ a+(a+za

donc,si Max D9 -0,

—% Min D9 < YMax D¢ + O(Max D®) .

2.4.6 Par 2.4.3, il existe une fonction A telle que, si [D9] =k,
c
Max(Lip(g - Id) , Lip(g_l— 1d)) < A(k)

et de plus, si k-0, A(k)~0, cark(k):% k + (k+% k2)1/2 .

2.4.7 Comme g=1Id+ V€ p°(mh) , la fonction Y- P(g) s'annulle en au moins

un point, d'ou il résulte 1'inégalité

sup(ly-2 (@] o llv_ - P<s'1)llco) < 3 Max(||pg - 1| P - 1l

LW

s%?»(k) .

(Le facteur 1/2 s'explique : si 9¢€ CI('II'1) s'annule en au moins un point,
1,
alors ”‘P”C‘)s-é ilD(p”CO .)

2.4.8 De 1'identité y-yeog =9, il suit que 1'on a
-1 1
el < |pb -1d] <D 5 oy_ || o+ T
Il lc° Il ‘lrlch.a le llco I WHLG, 5 [IPv_ . )
ou = P(g) .
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2.5

1
2.5.1 On pose ¥ - {g€ p*(m!) | g=Id+¢ , I ©(g)de =0} .
(o)

Si o € R, on considere l'ensemble fermé de Dk('lrl) :
P - fhen®m’) | p(n)=al .

On a HkCFk B
o
On désigne par ch la translation de R par a : Ra(x)=x+a .
On pose aussi Ofc{h"' R oh|hed* ()] . on a ofcFX. Pour 1'étude

de F§ , le lecteur se reportera a Herman [1,III] .

2.5.2 On rappelle que si g€ Do('ﬂ‘1) la fonction g-Id- p(g) s'annulle en
au moins un point, et on a sup lg(p)-6-p(g)l <1 (cf. Herman [1,II]).
. o,ml 9
Si g€D (") alors, pour p€Z, Rp commute avec g et p(Rp° g)=p+r(g).
Soient h et g dans Do(’ll'i) tels que &(g) E% (g+g-1)=h, alors, si peEZ ,

on a% ((Rpog)+(Rp°g)_1)=h-

2.5.3 Proposition : Si k21, 1l'ensemble Q(Do(’ll‘i))nﬂk est fermé dans

Hk pour la Ci-topologie (et méme fermé pour la Co-topoloﬂe sur toute

partie C1-bornée de Hk).

Démonstration : Elle est identique a celle de [I, 5.4] en utilisant

2.5.2, 2.4.6 et 1.3 puisque e(p°(m')n {Ida+9e€ | e}l 1sK} est fermé
c

dans {Id+9€ Hk' ||| 15](} pour la Cc°-topologie et ceci pour tout K¢ R . =
C

Pour simplifier les notations dans la suite, on note par ¢ la restric-

tion de & & un sous-ensemble de D°(m!) .
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2.5.4 Proposition : Si a€ R-@, 1'application &: F, +H® est injective.

La démonstration est identique a celle de (I, 5.7.1] qui s'appuie sur le

z b ” . ’ . . s s
théoreme de récurrence de Poincaré, ce qui est possible en utilisant 1.5. =

Remarque : La proposition n'est pas correcte si a€Q.

. © -1 © + -1 -1
Soit gEFO et donc g € Fo - On pose h= 5 , getg sont deux solu-
tions de nombre de rotation = O de 1'équation €(f) =h. Il y aurait méme
une infinité de solutions dans Fg si g avait une infinité de points

fixes sur [0,1] .« Pour le cas a:EG @, on peut utiliser les revetements

finis d'ordre q 4 pour ceci voir 4.8 .

2.5.5 Proposition : Si a€R et k21, #(FO)NH est fermé dans H* pour

la C1—topologie (et méme fermé pour la Co—topologie sur toute partie

1 k
C - bornée de H") .

La démonstration est identique a celle de [I, 5.4] en utilisant 2.5.2,

2.4.6 et 1.3. ®

2.5.6 Proposition : Si a€R-Q et si k21, 1'application inverse (_ggi

est bien définie par 2.5.4)

-1

¢ e(F0) nu* —— 0%l

est continue si on munit @(FZ) ﬂHk de la C1-topologie et

p%'3(m?) - {rep®(m!) | £ et 71 eLip(R)} de la C°-topologie.

La démonstration est tres simple en utilisant le théoreme d'Ascoli

(qu'on peut appliquer en utilisant 2.5.2, 2.4.6 et 1.3). =
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2.5.7 Proposition : Si k21 et si llEHk, i_i(h)r]P—i[O,lj est un ensemble

compact de Do(Tl) pour la Co—topologie.

(Pour la démonstration, cf. [I, 5.5].) =

s s . . . k k
2.5.8 Proposition : Soit k>1. Il existe un Gé dense G de H (Bour

1a Ck-topologie) tel que si h€ GX et si g€ D°(1r1) vérifie (g) = h, alors

p(f)g@.

Démonstration : Par le méme raisonnement qu'en [I, 5.8], il suffit de
montrer que les propriétés a) et b) de [I, 5.8.1] sont vraies sur un G6
dense de Hk (k2 1) pour les orbites périodiques qui sont des graphes.

Ceci résulte du théoreme de transversalité d'Abraham et Robbin [1]
appliqué a Hk.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'on peut perturber ¢ en

1
P+ AP avec AY c® petite , IO 29(p)de = 0, A? s'annulle en des points ad hoc. =

2.6 On se donne o€ R satisfaisant a une condition diophantienne : il

-2-
existe C>0, B20 tels que pour p/q€® , q>1, on ait la- (p/q)!l =C q ﬂ.

Nous allons esquisser la démonstration du théoréme de J. Moser sur
les courbes invariantes des difféomorphismes "twist" dans le cas parti-
culier que nous considérons. La démonstration est presque la méme que
celle que nous avons donnée dans Herman [2]. Nous adoptons le formalisme
de R. Hamilton tel qu'il est exposé dans Herman [2, 4]. La démonstration
donne méme un résultat un peu meilleur dans le cas particulier ol nous nous
plagons, puisque ¢ est un difféomorphisme de O: sur son image. On pose

p¥(mt,0) = {gedX(m!) | g(0)=0].

2.6.1 Théoreme : Si a satisfait a une condition diophantienne, 1'appli-
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cation continue (pour la Cw-topologie) et injective ®:0 -~ H

est un bon difféomorphisme de classe C* de 0: sur Q(O:) qui_est ouvert

dans H” .

v
Démonstration : Soit 1'application hEDm('IlJ,O)—)h_

1

ToR ohe0” et
o e

F(h) = (¥(h)) = (h_1 ° ROL coh+h o R-cx, °oh)/2€H”.F est un bon morphisme de
@

classe C .

La dérivée de F se calcule comme suit :

1

@ AV = D¥(h)ah = (Dh™ 1o R °h)gh- (Dh™" °R e h)ahe ntle R °h

et Dé(g)ay = Ay-Dg . ayeog !

ou g=Y(h) .
On cherche un bon morphisme de classe Co,linéaire en la 2ieme variable

1
(h,m) enp™(m!,0) x{wec“’(qﬂ)lj ¢(g)a8 =0} ~L(h)Ne c™(m') vérifiant
0

DF(h) L(h)N =T, c'est-a-dire

® sy-pg tiayeg = .

1
Comme g:h_1 °Roc °eh et I N(e)de = O on peut, comme a satisfait a une
0
condition diophantienne, résoudre @ et 1'application M- Ay (avec
1
I Ay(9)de = 0) est un bon morphisme (on peut par exemple dériver

E-€ og_lz T]1) . La solution générale de @ est Ay + pDh avec L€ R .

On doit résoudre

@ Ay + wDh = Dy(h) Ah

ou Dy(h)Ah est donnée par @ .

Pour cela on raisonne comme en Herman [2, 5.10] en remarquant que Dh est une
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fonction C°> 0 (on ne suppose pas ici que la fonction Dh est C%-voisine de 1) :

On compose (:) a droite par h—1, puis on divise (:) par ph~!

(:) devient :

oRa’

@ @h o R ) ayen Tt wDh o h7Y) = ah-ah e R
avec
® Ayen ! = pphen™t
On détermine p par (c'est possible puisque Dh> 0)
1 -1 -1 -1 -1
[ (on °R )" (Ayeh™ +uPhoh”)de = O
0

et A; en résolvant 1'équation aux différences (:) (c'est possible puisque a
satisfait a une condition diophantienne). Finalement on obtient Ah= &;o h
et si on impose que Ah(0) = O, Ah est unique (i.e. DF(h) est injective).
que Ah(0) = 0, Ah est unique (i.e. DF(h) est injective).

I1 suit du théoreme des fonctions implicites de R. Hamilton que pour
tout he Dm(ﬂJ,O) , F est un bon difféomorphisme d'un voisinage de h sur
un voisinage ouvert de F(h) dans E”. Comme & est injective, le théoreme

est démontré. =

2.6.2 1I1 suit du théoreme fondamental de Herman [1, IX] que, si a satis-

fait a une condition A, alors ¢ est un bon difféomorphisme de F: sur

@(F:) qui est ouvert dans )
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3. CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE C2-e AUX THEOREMES DES COURBES INVARIANTES.

3.1 Topologie Ck”:.

Soient kKEIN et 0<e<1, une fonction ‘PECk(R) Z-périodique est de

classe CK*€ si DKy est hYldérienne d'exposant € :

K
|D‘P|e<+m,

c
ou D% = ¢
lo(x) - 9(y)|
1] = sup BRAL. VRV LLE .
[
et C xAy |x—y|6

3.2 Inégalités de convexité.

si ecc3(m!), on a ||| Os'\/z el ||D2w|| o » et si eecl(m!) et
c c c
0<a<1, lel <2 ||o|*=% |p¢||® (voir Herman [1, VIII, 3]).
c® c® c®

I1 en résulte que si (‘Pi)iem est une suite de 2(M!) vérifiant

b

2 . . \
sup ”D ‘PiH o < 4 3 lim ||’~Pi||
i C i

it

0:0
C

alors, pour tout €>0 , si i-—+x, ‘Pi-o() dans la C2_E—topologie.

3.3 Théoreme : Il existe une suite de difféomorphismes de classe c”

1
fi(e,r)= (e+r,r+’~Pi(e+r)), vérifiant f ‘Pi(e)de=0, telle que pour tout
0

€>0 , si i=+®, 9. +0 dans la c2 ®_topologie, et de plus, pour tout i,

fi ne laisse pas invariant de cercle plongé homotope a r = Cte.

Démonstration : Si fi laisse invariant un cercle Ci y alors par 1.4, C, est
—_— i

1 . 1 . 1

e graphe de V; € Lip(T~) . Si on pose hi = Id+§ ‘Pi et g; = Id=+ V;» ona
i>(gi)=hi (cf. 2).
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Par 2.4 on a, pour i assez grand,
-3 Min D9, < 3 VMax DO .

Donc, pour démontrer le théoreme, il suffit de construire une suite

(Id+-% ©.); de H” vérifiant

2 .
stilp ”D (pi“CO < 4o lim ”\Pi”Co =0

- Min D‘Pi > 3 VMax D*Pi .

Soit T une fonction de classe Cw, N=0,
suppOI‘t(T])C](),% et Max (1) =1 .
On suppose que €> 0 est petit; soit

D?_(x) = & M(x) si x€ [o,%]

pe _(x) = -10 Ve n(\}—% x-%)) si xZ[O,%J .

1
On a support(D‘Ps)C[O,l] et J‘ D‘Pe(e)d9= 0 et en prolongeant D9 _ de fagon
0

Z-périodique , on définit D¢s€ Cm(’ll‘1) . On pose, si O0<sp<1,
] 1
¢ (8) = j‘o D‘PE(t)dt—fO Do _(t)dt .

La suite ¢, =¢_, € ~0, ¢ >0, vérifie toutes les conditions (*) . =
i

3.4 I1 suit que 1'ensemble Ve - (@(Do('].l‘l)) ne®) qui est ouvert pour 1la

Co-togologie par 2.5.3,est adhérent a t(p,r) = (e +r,r) dans la Cz_s-topo—
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logie. De plus, tout difféomorphisme f dans cet ouvert vérifie

sup sup lfg(e,r))-rl = +o  (cf. 1.4)
n€EZ g,r

et donc est analogue a 1'exemple de 1.5 .

3.5 Corollaire : Dans tout voisinage C2-e de t et pour tout a satis-

faisant a une condition A, il existe un difféomorphisme f de classe Cm,

f(e,r)=(p+r,r+@®(6+r)), tel que f laisse invariant un cercle C plongé

homotope a r=Cte, P(f;.)=a,C est le graphe de € Lip(']l‘l) , mais
lc mais

n'est pas de classe c®.

Démonstration : Soit UcV™ un voisinage C2_s ouvert connexe de t. Par
2.6.2, W= @(F:)HU est un ouvert pour la Cm-topologie. Soit W 1'adhérence
®© . - o 1 . w
de W dans U pour la C -topologie. Par 2.5.3, Wc ¢(D (T ) NU ; si W=W,
comme U est connexe, on aurait W=U j; par 3.3, ceci est absurde. On a

donc WA W, et il suffit de choisir un élément dans W-W. =&

RS
4. CONTRE-EXEMPLE DE CLASSE C3-e R NOMBRE DE ROTATION FIXE AU THEOREME

DES COURBES INVARIANTES.

4.1 Exemples de courbes lipschitziennes.

On se donne A>0. On considere 1'homéomorphisme PL de [0,1] défini

par

gl(x) = (A +1)x si O<x<a
g, (x) = 1 (x-1)+1 si a<x<1
1 A+1

1
(1+1)a=m (a=1) + 1.
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Sur 1l'intervalle [a-e,a+€], a<a-€e < a+e<1, €¢>0, on peut lisser

g, en gEDiffm[O,i] tel que g(x) = gl(x) si x§Ja-€e,a+e[.

g définit seulement un homéomorphisme de 'Il‘1 . Soit h=(g+ g-1)/2 =Id+@,
1'homéomorphisme h définit en fait un difféomorhisme de classe c” de ml.
Si g=Id+ y, le graphe C de y est un cercle plongé invariant par f‘P ,

p(h) = 0. Bien que h soit un difféomorphisme de classe Cm, la fonction

V est seulement lipschitzienne .

4.2 Proposition : Pour A> 0 assez petit, il existe (gk)OS?\slo une
famille de difféomorphismes de classe c” de [0,1] vérifiant
g (x) = (1+X)x si 0osx<si--L
A 2 100
1 .1 1 .
g)\(x) =-(m-)-(x-1)+1 s1 -§+T6'6$x51 H

et de plus, pour tout ke N, si A0,

[D¥(g, - 1) = o(n)
K }1 c®([0,1])
D™ (g " - 1d)|| o = o(n) .
A c®([0,1])

Si 0<K<1/2 est donné, il existe C(K)> 0, tel que 1'on ait de plus, si

A=0, Min (gh(x)-x)zC(K)A.
x€[K,1-K]
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-(ﬁ)-(x-l)n

(K+1)x\

Figure

Démonstration : Il suffit de construire Dg)\- 1 et ensuite d'intégrer.

On choisit 0< ek 10_2 (mais fixé),

si Ostl-e

Dg}\(x)—1=7\ 5° &
Dg (x) =1 = =21 sit+esx<1
A 1+A 2

1 1 1 .
avec (-—2-- E)\)K*r (m-ﬂ(g— €) =0, et donc le)‘-el =0(A), si A=0.

-1 1

D =

g)\ \ 2+5
0 + ¢

-

rol = 4
-

-
T
>
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1
On prolonge ensuite Dg)\-1 sur [-%— € s %+ €] de fagcon que j (Dg}\(t) -1)dt=0
0

et pour ke N, si A=0,
k
Ip"e, - 1||Co = 0(A) .

. . b . @
Pour construire un tel plongement, on considere une fonction C , M =20,

Mx) =1 si x=<0
. €
M(x) = 0 si X295 -
1
graphe de 1)
0 £

10

On complete Dg, -1 sur . € ,l+ €], pour A assez petit, par
A 2 A2

Dg, (x) -1 = (gix-1) M-(x-3-¢)) , si x€[g,5+el

Dg, (x) -1 = A M((1A)(x-F+6)) , si x€lg-e .30 -

(1/2)+¢€
On a (Dg?\(t)- 1)dt = 0 .
(1/2)-5)\
La minoration Min (g)\(x) -x)2C(K)A est vraie si K<1/10, mais si

x€[K,1-K]

1
—sK<-2- on a
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I(1/1o)+(1/2) ( l hd 1, L |
Dg, (t) - 1)dt] = IN(5-¢, -=5) + (===~ 1)(s5-5+¢)
_(1/10%(1/2) M 2- A7 10 T+A 102
= 0(7\2) . =

4.3 On pose (cf. 2)
_ 1, _1 -1 o 1
hy =Id+5 @ _2(g)\+gh) , h)\ED('H‘) .

Si A est assez petit, alors

1 1 . 1 1
h)\(x) :5(1+7\+m)x ) si OSXSE—E
1 1 . 1.1
hK(X):§(1+)‘+1+K)(x'1)+1 » si g+ggsxs1 .
Si A -0, alors \}r}\-*O dans la Cm—topologie (ou g)\: Id+ %\)'
Proposition : Pour k entier il existe une constante Ck>0 telle que,
si A0,
i 2 .
IIp Wx”osck)‘ our i=0,1,...,k .
C
Démonstration : Par 4.2, on a, pour ké N, si A-0,

ooyl o = o) .
C
On pose g)\=1d+\y)\, on a

(+) hohoe =%
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et donc, par la formule de la moyenne,

-1 2
II‘P)\HC0 < HDW,\HCO lley -IdHCo = o(x%) .
On dérive (+)
D‘P?\ = D\l/h - D\v}\ ° gk Dg)\

donc

-1 -1
Dol g = 14, -2y = 81l o+ 0wy = 6 o - 1l

2 -1 2 2
<%l , a- gl 400 - 00 .

On a aussi

2 2 2 -1 -1,2 -1 2, -1
DTP, = DTy, - D7y, ° g, (Dgl) +Dy, © g D(g)‘)
k k k -1 -1,k 2
DTP, = DTy, =Dy, © gy (Dgx) +0(0A%)
en utilisant la formule de la moyenne on obtient la proposition. L]

N 1
4.4 On associe a h, € D°(T ) 1le difféomorphisme fx(e,r)= (g +r,r +Wh(e+r))

oi h. =Td++ 9, €. Si 0KA<A_, ona

A 2
- 8 1_1
fx(e,r) = Al( r) pour lg+rl< 5-70 °
1 1 1 1.
ou AX est la matrice avec ul=-§((1+X)+ 1+K) . Les valeurs

2ux—2 2ux-1

propres de A, sont 1+A et (1+A)~1, 1a direction propre associée a 1+\ est

A
(1,A) et celle de (142771 est (1,(1+X)_1-1)- Soient g, =Id+y, e

C, = graphe (WK), C est un cercle lipschitzien, invariant par f, et on a

p(f )=0.

xlcx
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11
210 °

aQ
n

A la variété stable de A)‘ , pour <0, le +rl<

sz s 1 1
CK = la variété instable de Ak’ pour ¢ > 0, lg+rl <§--1—0- , donc

C)\ est la variété stable et instable du point fixe hyperbolique (0,0)

de fl . Ce point fixe est non transversal.

o=
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4.5 On se donne

1<a,al>2a et k un entier > 3 .

Pour n€ N, nano y on définit la suite de difféomorphismes de classe c”

f =f A =A .
n,a n-a/2' n,a n-a/z

1
On considere, pour n> 1, une suite 'ﬂne Cm(']l‘i) , vérifiant I T]r(e)de=o,
0

1
P ST R
n ! n

Max (M _(6)) = n

5 n

4.5.1
-8
2
llﬂnHCk sn

ou $4>8,>a, . On fixe S, qu'on peut choisir égale a (k+2)a1 . Soit

Fn,a(e'r) =(g+r, r+ wn_a/2(9+r) + T]n(e+r)). On a Fn,a(e’r) = fn,a(e’r)

sauf si (e,r)€D_ou D_={(6,r) | |6+r+-}l-|5n 1.

s N
Si n est assez grand, D NW c (domaine fondamental de f | ) ou
n n,a n,a WS
n,a
U est la variété stable de A =f sur lg+rl <-1—-l .
n,a n,a n,a 2 10

4.5.2 Le difféomorphisme Fn 2 2 le point (0,0) comme point fixe hyperbolique
b}

homoclinique (les variétés stable et instable ont une intersection non

1 1 C . ) .
transverse) pour -7t a +n—a7§< 9<0, les diffeomorphismes fn,a et Fn,a ont
n 3 1 c
la méme variété stable, et, sur 0< 9<=-—-—> la méme variété instable
4 a, na/2

n
ol C est une constante > O indépendante de n (on utilise le fait que pour un

point hyperbolique les variétés stable et instable sont localement uniques).

Pour a fixé, 1< a, la suite des difféomorphismes Fn a tend vers le difféo-
9

morphisme t, si n- +», dans la Ck-toEoloEie.
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Par 4.2 on a, si n- +x,

4.5.3 I|F - o) .
na

n,a_ t”C:i

1
4.5.4 Comme Fn,a a (0,0) € T xR comme point fixe hyperbolique homocli-
nique tel que la variété stable coupe transversalement la variété insta-

ble en au moins un point, Fn 5 De laisse pas de cercle plongé C (homoto-
]

pe a r=Cte) invariant tel que p(F )=0.
n,a'C

4.6 Théoreme : On fixe a> 1. Pour tout e> 0, il existe un entier N
—_— o

(dépendant de €) tel que, si nzNo ’ Fn q De laisse pas invariant de
9

cercle C plongé homotope a r =Cte tel que P(Fn [C) = a vérifie
L 4ne a —_—

1
lal < .
a/2 + €
n
L'idée heuristique de la démonstration est la suivante : on se ramene au

cas ou a> 0 et on raisonne par 1l'absurde. Si F‘n a laissait invariante une cour-
k]

be Cn graphe de \yn , avec 0<a< 1 , pour les inégalités de 2.4, si
n
1 . ,
u = (en,rn) € Cn N 6n~ -7 alors le cardinal de 1'ensemble

fien] osis[1/a] , Fr(u) = (oh,rl) , ol <)

Y
l/n ) (Si n - +o,

est 0(1/a), si n=+». Ceci force u a étre proche comme O(e
avec y> 0) de la variété stable locale du point fixe hyperbolique de Fn a €0
k)
(0,0). Or, en 4.5, nous avons construit Fn 5 2vec une connexion homoclinique
9
des variétés stable et instable, en un point (en,rn)~ (-}I,rn), de taille supé-
—1/ny)
]

rieure a O(e si n-+®., On aboutit ainsi a une absurdité.

Démonstration : Par 1.4 et 2.1, on suppose par l'absurde que si Cn

existe pour nzN0 et Ionnl <1/n, Cn est le graphe de \yn; on a
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n-a/2-s -1_o

g, =Td+y € FZ » pour un lcxn|< » et Yy vérifie y -y °8&, n
n

. . . - 1
ou F al=(e+r',r+‘Pn(e+r)), ainsi que (gn+gn1)/2=ld+-§ @ -

n,
. -1
Par 4.5.4, on peut supposer que ocn;é 0, et quitte a remplacer g, par g
s s s 1
on peut supposer que P(gn) =, vérifie 0< an<;T/—2+—e . Par 4.5.3,

2.4.3 et 2.4.5, on a

Max(|g,, - 1] , » D" - 1] ) = cte n=2/2

donc (cf. 2.4.7 et 2.4.8)

1 -a/2
Hgn- Id- an“Co S5 ”Dgn- 1”(30 < Cte n” 2

I1 en résulte que

-a/2 -(a/2+€)
ol o = llsg =1l o = llgy = Ta-c,l| o+ layl < cte a2, n7(2/20 2

I1 suit

-a/2
® H‘l',,llCo sCn

ou C>0 est une constante indépendante de n.
Comme P(gn)=an> O,on a V,> 0, et C qui est le graphe de y ne rencontre
pas les variétés stable et instable du point fixe hyperbolique (0,0) de

Fn a’ Si 0<K<1/2, par 4.5.2 et 4.2, on a
,

@ ¥,(8) = C(K) n~2/2 , si 8€]K, 1-K[

pour n assez grand (C(K) est une constante dépendant seulement de K et a) .
Soient [bl,bz]CR , et f€ Do(’El) tel que 0< p(f)=a<n—a/2- e’ on suppose
que xsb, <b, vérifie f(x)zb1 , on pose, si n22, N([bl,sz,x,f)= le plus

petit entier N> 0 tel que fN(x)>b2 ; puisque f préserve 1'ordre, on a,

si xl;éxz,
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|N([b1,b2],x1,f)—N([b1,b2],x2,f)| <2 .

N 1) N(x)
/-\ /\
L I 1 n ry s
x b, f(x) b,

N:N([bl,sz,x,f)

On a 1l'inégalité :

a/2+ € _

@ N([b,,b, +1],x,f) = n 1

. 1 . . .
(car si 1 est une mesure de probabilité sur M, invariante par 1'homéomor-

phisme,induite sur ! par f, on a u([x,f(x)[)=u([fi(x),fi+1(x)[) =

pour i >0).

Par @ on a

@ N([K,1-K],x,g ) < C (K) n?/2

ou CI(K) est une constante et n>1.

On a
1 1 1 1.1 3 1 1 1
N[z +70°5] %08,) = N+ 75 7+ 700 %08,) - Nllgi1glax hg,) -6
ou xs—l+i- et x s-l— et donc par @ et @ il suit que, si n>1
4770 ° 18 e, !
‘ 1 1 1 a/2+ €
® N([-7+10,5] »xg) 2Cyn

ou 0< C2< 1 est une constante indépendante de n.
Par la construction de 4.5, le difféomorphisme Fn a @un point homoclinique
9

en (0,0).
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variété stable de F
b}
wu
n,a
F
n,a
S
n,a
. R
11 1w °
2710 "3 '

Par 4.5.1, il existe (en,rn) appartenant a la variété instable de Foa
9,

tel que, si (en,r;) appartient a la variété stable de A —afo? OO ait :

1 -sl
r -r' >2n N
n n
1
(en,rn) et (en,rn)E Fn,a(Dn)'
N
(enyrn)
15
(g _,r') LI
n’ n-a/2 variété stable de A
/// n-a/2
2] 0

Figure

’ ! S s 2 a4
On se place dans les coordonnées (Oxn,Oyn), ou Oxn= variété stable de
=-> e . .
An_a/2 . Oyn= variété instable de An-a/z . Le point (Bn,rn) devient

(tn,un) avec

(:) u, > CS n

(=Y

(ou C3 est une constante > 0 indépendante de n).

Comme Cn est le graphe de Wn, la fonction wn(en) est au-dessus de la
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variété instable Wi n et donc dans les coordonnées (Oxn,Oyn)
b}

b =(6_,y(e M= (v ,2), et par ®)

@ z>u>Cn1 .
n  n”~ "3

De plus, on a

F (b)=4 (b) .
n,a n n,a n

1 ,

Par @ on a

1 a/2+ €
Nn = N([en"-g:"‘en’gn) = C2 n

. . i i .
Par @ , ona, si n>1, pour 0<i an , Fn,a(bn) = An_a/z(bn) , (puisque
i

. i . 1
An_a/2<bn)§Dn (mod 1), et An_a/z(bn)§{|9+r—§|<1/10})-

a

1 |
{(6,1")“9+I‘+2|Sn }:Dn
F
n,a
Cn = graphe de \l/n
b.nz(en'\l/(en)) / Yn
variété instable
de A
n—a/2
N1 N\ 0
)
4 n,
variété instable
de F s 24z
n,a variété stable
A x
de -a/2 n
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bn=(en,\y(en))=(wn,zn)

Yn
si n>1
0
\ <}san les Cte
€ ~ a/2
X n
n
Figures
gared o L
2710 -a/2
y _=n o/ 8

X ’
A A T A A N\ RN A A N d NN

T

1
x =(———7—— 1)e
noq4n7? 2

Nn 1
Figure k =g, (o )~§
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, —
Dans les coordonnées (Oxn,Oyn) on a

N
n 1 n 1 n
A (b ) = (( ) wo, (1+ ) Tz ) .
/2" ' n 1+1/na72 n na/2
On doit avoir (si n>1)
N
1 n
@ (1+ a/2) %n <1
n
Nn 1 1 Ct /2
. B .1 1 e -a
(puisque Fn,a(bn)" (kn,frn), ou BSanB+na/2 et O<En<Cn par @ ).
Or, par @ et y 8i n=+®, comme 0<a/2
-5, . C2 na/2+ €
c —_
s (=) —>

(s1 >0 étant fixé).

I1 suit que 1l'inégalité @ est absurde et il ne peut donc pas exister

-a/2-¢€

de courbe C_ telle que p(F )=a_vérifie 0<a_<n Le théo-
n n,alCn n n

reme 4.6 est démontré. m

4.7 Remarques : 1) Le théoreme 4.6 est une évaluation précise :

comme, pour n>> 1, Fn o e laisse pas invariant de cercle C plongé
9

homotope a {r=Cte} vérifiant P(Fn alC)=O" par 2.5.1, il existe ¢ >0
k]
tel que Fn a e laisse pas invariant de cercle C plongé homotope a {r:Cte}
9
et vérifiant D(F;‘,alc)e:l-en,en[ . Ce que montre le théoreme, c'est que

E = l’l-a/z- &
n

convient.

2) Comme le difféomorphisme Fn,a a la propriété
d'intersection (1.2) et comme on peut supposer que, si n- +o, Fn,a“t
dans la Ck—topologie, ou t(g,r)=(p+r,r) (4.5) , par le théoréeme de
J. Moser [1] (voir aussi Herman [2]) pour kzko, si n est assez grand,
Fn a laissera invariant une infinité de courbes plongées de classe c”

9

77



M. R. HERMAN

qui seront des graphes de fonctions de classe C” du cercle ']1‘1 .

3) C'est parce que je ne sais pas si le difféomor-
phisme fn,a vérifie le Théoreme de 4.6 (avec a Z0) qu'il a été nécessaire
de perturber fn,a en Fn,a . Ce que montre la démonstration de 4.6, c'est

que si le difféomorphisme fn a laisse invariant une courbe Ca vérifiant
9

lesconditions du théoreme 4.6 (ou COL vérifie p(f ) =a>0), alors

n,aICa

v
-1/n )

si n- +o, ch est "trés proche" de Co (i.e. comme O(e , si n- +o avec y>0).

4.8 Revétements finis.
1

4.8.1 On se donne f(g,r)=(p+r,r+9(g+r)) ou ‘PECO(’H‘I) , f ¢(p)ap=0.
0

Par 2, f a un cercle invariant C,graphe de V€ Co('ll‘l)} et tel que p(fIC) =a

- 1
si et seulement s'il existe g€ F: vérifiant (g+ g 1)/2:Id+% ¢en’(m) .

4.8.2 Soit pour q€ N, g2 1,1'homothétie de R, hq(x):gx. L'applica-

tion g€ p°(ml) & g= h;l ogo hq € p°(T!) est un homomorphisme de groupe

et on a
E(x)=x+%\y(qx) si g=Id+vVy 3
gcRVq = Ri/qeg 3 p(g) = p(g)/q
et si p€Z p(Rpog) = p(g)/q+£l1

(le lecteur pourra consulter Herman [1, XI.2]).

4.8.3 On suppose que (g+g_1)/2= Id+% ¢ pour g€ F:- Soit g:h;l1 °g°hq ,
on a

(g+g-1)/2 = Id+< @

o=

ot 9(x) =% @(gx) .
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o

~ *
4.8.4 Proposition : Soient gEFB, BER-@ et q€6 N vérifiant

~ o~

2) - B*8 173 3 -9
8(g) = >— =Id+5 @ et ‘PoRl/q_(P .
alors, si pe€Z, il existe gEF:B-p vérifiant
1 et

-1
(g+g )/2=Id+2(P , @:q‘P°hq .

Démonstration : Par 2.5, g est unique puisque BER -@ et comme

1 o~ ~ o~ 1~ ) ~ ~
R1/q°h°R1/q=h,h=Id+§‘~P,on a, puisque @(R_1/q°g Rl/q)—h,
R og o R = .
-1/q°8 " T1/q T 8
Soient g=h ogoh~ !, h=h shoh™!, on a, si p€EZ,
q q q q

-1
R o R ° 2 = h
(_p g+(_p g) )/ ,
mais Rpog et hEDo(']I‘1), et de plus p(R_peg)=qB—p A ]

4.8.5 Soient f(e,r)=(p+r, r+9(g+r)), wevk, k=21, et q€ n , On asso-
cie d £ T(gsr)= (9ot , r+¥(e+r)), ¥(0) = ¢(al0)).

Comme HDE;HCoz ”DLPH'CO ’ $€Vk, il suit de 4.8.4 que ? a un cercle E inva-
riant (homotope a r=Cte) et vérifiant D(?IC) =o€ R-@Q@ si et seulement
si f laisse invariant un cercle plongé C (homotope a r=Cte) et vérifiant

p(fIC)=qOL—Pv PEZ .

4.9 Théoreme : Soient a€ R -Q et e>0. Alors il existe une suite

de difféomorphismes de classe C", _f-n(e,r) =(g+r,r+ <Pn(e +r)) vérifiant

1
. - 3-€ :
IO wn(e)de=o, telle que, si n~+», T =t dans la C” “-topologie
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(t(gyr)=(p+r,r)), et pour n assez grand, ?n ne possede pas de cercle

plongé C (homotope a r=Cte) et tel que p(?nlc) =a .

Remarque : Par 2.5.8 le théoréme reste vrai si a€®@.

Démonstration : Soit (F ) la suite définie en 4.5. On se fixe
—_—_— n,a nz1
1<a<2, 2-a<e/2.

On pose, si i=>1,
1 .
fi(e,r) = (g+r, r+c <Pi’a(1(e+r))) ,

ou Fi,a(e’r) =(g+r, r+‘Pi,a(e+r)).

Par 1'analogue de 3.2, si i- +x, fi ~-t-0 de la Cs-e-topologie

1 1 2 2 1
(on a ||f; - t”co= o(ia+1) » |Iof; —Dt”coz 0(;5) , |[p7f, - D t”c°= o(ia_,l)
et D%, - D%t =0(—l5) et il suffit d'appliquer 1'inégalité de conve-
c i

xité de 3.2).

. . . . -2
Soit (pn/qn)nE]N la suite des réduites de a€ R-@, on a la - (pn/qn)| <qn

-1

|<qn

et donc | q,0-P,

La suite (T)) est la sous-suite de (f.)
n neN i
T =f , si neN ,

en effet, par 4.8.5 et 4.6, la suite (-fn)nE]N vérifie toutes les condi-

tions de 4.9. ]

4.10 Remarques : - Pour tout aG’ﬂ‘1 -(@/7Z), 1la suite (?n)nG]N est une
sous-suite de la suite (fi)'

- En général, la suite (fn)nEIN a une infinité de cour-
bes invariantes de classe c” (pour voir ceci, il suffit d'appliquer 4.7.2

et 4.8).
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4.11 Théoréme : Soient €>0, B21, (BER) et a € R-@ tel qu'il existe

une infinité de nombre pn/anQ, q, 21, (pn,qn) =1 vérifiant

p
la - -2 <—B—1+—1 - Alors il existe une suite de difféomorphismes de classe
n q
n

@©

1
c, f le,r)=(p+r,r+¢ (p+r)), j‘o ¢ (6)do=0, telle que, si n—+=,

2B+1-¢€

?n-ot dans la C -topologie et, pour n assez grand, ?n ne laisse

pas_invariant de cercle plongé C (homotope a {r=Cte} tel que l'on ait

p(? 'C) = o .
n

Démonstration : On choisit le nombre k de 4.5 tel que k> 2B+ 1, et

€

le nombre a, 1<a<2B vérifiant 2B-a>2. On définit la suite (Fn )

ya'nz1

comme en 4.5. On définit la suite de difféomorphismes fi comme en 4.10.

Par les inégalités d'interpolation de 3.2, si i—»+=, fi-tt dans la

p -
CzB_€+1—topologie. Comme la - 2| <—2— ,onalqg oa-pl<q B . La suite
B+1 n n n
noq
cherchée est la sous-suite de (f,) définie par f = f , n21.
i n21 n q

n
Le reste de la démonstration est analogue a 4.9. ®

4.12 Par le théoreme de Rilssmann [1], si le nombre a de 4.11 satisfait
a une condition diophantienne : il existe y> O tel que pour p/q€ @, on

ait la-(p/q)] 2y q P~
2B+1+¢€

l,et si la suite (fn) tend vers le difféomorphisme t,
n-+o, dans la C -topologie (pour un £>0), alors pour n assez grand

fn laisse invariant un cercle Cn (homotope a {r:Cte}) tel que 1l'on ait
p(f lc ) = o .

On a ceci pour ”fn- t|| < C(y), ou C(y) est une constante dépen-
C

2B+1+€
dant seulement de vy . (Si le nombre o est de type constant, le lecteur

peut consulter le chapitre Iv.)
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La démonstration montre que la constante C(y) est majorée par y201([3) ou

Cl(ﬁ) est une constante ne dépendant que de B. Une constante ayant une majo-

R 2-
ration de la forme vy €C2(B) ne conviendrait pas. Pour voir ceci il suffit

de considérer des nombres oy qui vérifient : étant donné un entier N les

réduites pn/qn de a, satisfont

n 1
|ocN qnl < Brire ° pour 1<ns<N
n
p
la ——EI > 1 si n>N
> ) .
N qa, 3qn

On construit facilement de tels nombres oy par leurs développements en

fractions continues ay = [ao,a 1,....] en supposant que a = 1, si n>N+1.

N ou Y
q[3+1 N

sis- (cf. Herman [1, Chap. V, § 7]). 1I1 suffit
N

d'appliquer 4.11 en supposant que l'entier N est beaucoup plus grand que

On a lcxN—gl 2

1'entier a partir duquel le théoreme 4.11 est vrai.

4.13 Remarque : On vérifie que le théoreme de 4.6 reste valable si a

a/2

vérifie lal <1/(n Log n(Log Log n)) (le point important étant que,

si n— +o,

na/2 Log n (Log Log n)

—> +® .

Soit 0< €< 1, alors pour Lebesgue presque tout a 1'inéquation

Ia—gl = 2 - 1-€
q“ Log q(Log Log q)

a une infinité de solutions p/q € @ puisque la série

1

z 1-¢
¢>>1 q Log q(Log Log q)
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diverge (c'est un cas particulier du théoreme de Borel-Bernstein).

Soit o un tel nombre (a§@) et Pn/qn’ (pn,qn)= 1, vérifiant 1'iné-
quation.
Alors il existe une suite de difféomorphismes ?n comme en 4.9 telle que
Tnﬂt dans la Cs—topologie et pour n assez grand ?n ne laisse pas
invariant de cercle plongé C (homotope afr=Cte}) et tel que 1'on ait
p(r lC)=a.

(I1 suffit de faire la méme démonstration qu'en 4.9 en considérant

Foa ou n est la partie entiere de q(Log Log q)E/2 pour q>1 et entier.)
1

4.14 Remarque : En utilisant 4.13, le théoreme 4.9 reste valable si
fn-ot dans la C2+w—topologie, ou w est le module de continuité de la

a
fonction x - x(Log %)(Log Log %) pour x—0 et a> 0.

Nous retrouverons au chapitre III un résultat analogue.

83






CHAPITRE III

CONTRE-EXEMPLES DE DENJOY ET CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE C3-s

’ /
AU THEOREME DES COURBES INVARIANTES AYANT UN NOMBRE DE ROTATION FIXE

0. NOTATIONS.

Pour r=0, ou T€ R, ou r=+», on note
r 1 S o - :
D (M) = {fe€ D1ff+(R) | £-1d est Z-périodique} ,

ou Difff(l?) est le groupe des difféomorphismes de classe C' de R préser-
vant 1l'orientation. Dr('ﬂ‘l) est le groupe revétement universel du groupe
des difféomorphismes de classe c’ de ']1‘1 =IR/Z qui préservent 1'orienta-
tion, groupe noté par Diffi(’]l‘l). On note aussi Homéo+(’ﬂ‘1) =Difff(’ﬂ‘1) .

Si f¢€ Do('ll‘1) , P(f) € R est son nombre de rotation. On note par
Ra(e) = g+a. les translations de R ou ’ll‘1 . On identifie Cr(']l‘1) et
{@ECP(R,]R) | ¢ est Z-périodique} . Avec la c"-topologie, Cr('ll‘l) est une
algebre de Banach.

Dans 1'annexe (Al a A16) nous en définissons les espaces C' %, avec reNN,

et w un module de continuité, et nous en rappelons les principales pro-

r+w

priétés. On définit les groupes D ('11‘1) (r21) et la Cr+w-top010gie en

A9 et A10' Si reNN et ‘PECP, DTy désigne la dérivée r-ieme de ¢ . On

note aussi,si ‘PECO(’El) )
el o = Sup le()l .
C X
On note les fonctions lipschitiziennes Z-périodiques de R dans R par
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Lip(m!) = @€ co(m!,R) | Lip(9) = sup 12 =W 4
x£y [x -yl
Pour la norme | || o+ Lip( ), 1'espace Lip('ll‘1) est une algeébre de Banach .
Sur un sous-espace de Co(’11‘1) la topologie induite par la C°-topologie

est aussi appelée la Co—topologie.

1. INTRODUCTION.

On se propose en 5 de donner une nouvelle démonstration d'un résultat

du chapitre II : soient a € R-®@ et €>0 fixé, il existe une suite
1

(9.),€c®5(mY) vérifiant [ ¢ (8)de = 0, si i-~+m, ||, 0 ; telle
11 0 1 1

“C3-e_‘
que la suite de difféomorphismes fi(e,r)z (g+r, r+ﬁPi(e+r)) de Tl xR

vérifie pour tout i : fi ne laisse pas de courbe invariante Ci homotope

a {r=Cte} vérifiant P(filCi)zon.

2+w
En fait, nous obtenons un peu mieux puisque lPiEC 1 et “‘PIH 2w -0
c 1
avec i — +x, ou Wy est le module de continuité de la fonction
x(Log %)2*25, si x-0, (6>0).

Par [I] et [I1.2] il suffit de voir que

1
hi = Id+§

o
¢, & ¢(F )
-1
ou &:gé€ D°(1r1)—.5ié—‘—e po(ml) , et Fl={f€ p*(mY) | p(£) =a} .

Le plan est le suivant :

Au § 2, on montre que si g€ F: est un contre-exemple de Denjoy (a X @)

et si h=Id+% ¢=12%(g) est tel que Lip(% ©) est assez petit, on peut per-
1

turber -;—*P en % ¢ en -% (¢ +AP) (avec AP € Cw(’ll‘l) Jr AP(p)de = 0, A? est
0

aussi C-voisin de O que 1l'on veut) pour que 1l'on ait h+-;— ALPQQ(FS) .
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Ceci donne un exemple tres simple d'un ensemble de Cantor invariant
par un difféomorphisme de 'Il‘1 xR qui est 1l'unique ensemble de Cantor mi-
nimal associé a celui de g, mais néanmoins le difféomorphisme
(f+Af)(g,r) = (g +r,r+ (P+A9P)(0+r)) ne laisse pas de courbe invariante C
homotope a {r=Cte} vérifiant p(f|C)=a . Voir a ce propos 1l'article de
J. Mather [M].

Au § 3, nous rappelons la construction d'un contre-exemple de
Denjoy g, P(g) =a, obtenu en perturbant la rotation ROL et tel que
Dgle 1 ou K est 1'unique ensemble minimal non vide invariant par g .

Le lecteur se rapportera a [H, X.3] pour plus de détails. On peut
supposer en construisant K et g de fagon ad hoc que g¢ D1+w(’ﬂ‘1) ou
w(x) = x(Log %)1+6 si x—=0, ou 8>0 et tel que g soit c*Y_voisin de Roc « On

a de plus

Dg-1= 3 k Vv ,
nEZnn

ou knE R* , et les \l'n sont de classe c” et ont leurs supports deux a deux
disjoints.

Au § 4, on montre que si g est un contre-exemple de Denjoy construit
en 3 alors

2+w

8(g) €D 1(11‘1) ,

ou w, est le module de continuité de la fonction x(Log -}1()2+26
2+w

On gagne une unité et on a &(g) €D 1(11,1)(:])3-5(,]1,1) (pour tout €>0).

, 6>0.

On peut faire dépendre g d'un parametre k> 1 et s'assurer que ¥(g)(k)
2+w
est C  '-borné et,si k-+», §(g)(k) -Id dans la C°-topologie. Toute la

démonstration se ramene, en utilisant 3.5.1, a estimer

| - o g~
"kn Vo~ Kne1 Vne1 ° 8 d 14w, ’
C
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Au § 5, on démontre le résultat cité au début (qui suit immédiatement
du § 2 et du § 5).

Pour étudier les difféomorphismes f(6,r)=(p+r,r+9(g+r)) qui ont
une courbe invariante de nombre de rotation a, tout revient par [II, 2]
a étudier Q(F:) . ;

Soit Vy = {h=Id+®¢ p"(m!) If @(e)ae=0, [o| =8}, 08>0 .

(0] C

On rappelle que, pour tout 6> 0, si le difféomorphisme
f(e,r)=(g+r,r+9(p+7r)) vérifie Id+¢€Vé , alors la théorie de Birkhoff [I]
s'applique.

On montre par exemple en 6 que, si a §@ et si 0<6 , @(Folc)ﬂVg
est nulle part dense dans Vl& pour 1la C1-topologie.

Au § 7, on montre que si aX® et 0<6 , @(Fg)ﬂv§+s n'est pas con-
vexe (0<B<1) et Q(Do('ﬂ‘l))ﬂvg ne l'est pas non plus.

Au § 8, on montre que Q(FZ) ﬂV; n'est pas étoilé par rapport a
l'identité.
La remarque 2 de 8.9 montre que Q(F:) nV;
1

C +E-topologie (€>0) dans certaines directions.

peut devenir grand pour la

L'exemple 8.2 suggere qu'il n'y a pas de critere simple pour savoir si
he Q(F:) . On peut méme conjecturer que @(F;) ﬂDw(’ll‘l) ﬂV; a des proprié-
tés topologiques tératologiques (cf. 7.4).

Le § 9 contient des remarques sur les chemins t=20, g = Id+1'2- ¢ .
Dans un contexte différent de R. Hall [HA] a obtenu 1l'existence d'un difféo-
morphisme de classe Cm, F laissant invariante une courbe lipschitzienne C
telle que FIC soit un contre-exemple de Denjoy. J. Harrisson [HS] a obtenu

2
un résultat analogue, F étant seulement de classe C~ et la courbe C seulement

de classe c°.

2. MODIFICATIONS DES CONTRE-EXEMPLES DE DENJOY.

1
2.1 On se donne ¢ Lip(']l‘l) , vérifiant J‘ ®(p)dp=0. A la fonction ¢
0

. . . 1 . .
on associe 1'homéomorphisme "twist" de T xIR qui préserve la mesure
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de Lebesgue do® dr

f(e,r) = (p+r,r+@(g+r))

On suppose que V€ Co(’Il‘i) est telle que le graphe de | est invariant par f.
Soit g(e) =6+ V¥(g) € Homéo+('ﬂ‘1) . On a

é(g) = % (g+ g_i) =

Id+%‘PEH°cD°(F1)

1
(i.e. on a par [II, 2.3.2] f ¢(9)de
0

= 0).
2.2 Lemme : Soit M =1++ a + (a 1 a2 1/2, ua = sup 2ly) - 9(x)
—_— —_ 0 2 T+ + 4 T+ —_ T+ y-x
y-x£0
(a+5a=Lip(‘P)), alors on a, pour tout x et yER,

—Ml— Ix-yl < lg(x) - gly) s Molx—y| .
(o]

Démonstration : Soit M= sup (Max(
x£y
Me [1,+=] .

lg(x) -g(y)|  lg~l(x) - g'1(y)|))
Ix -yl

,
Ix -yl
Si x<y, on a

1 (—g(x) +eg(y), g_l(y) -g
2 y-Xx

-1 a
(X)) s 1+-—+
y-x
et donc

1
Gi

Nf=

2 ,
a+
+M)<1+—

3 d'ou il résulte

2.3 Corollaire

I1 existe €,>0 tel que, si a=Lip(<P)<61,

sup (Lip(g-1d), Lip(g-'-1d)) <1 .

Démonstration

: Elle est semblable a [II, 2.4.7].
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1
Soit ¥¢€ Lip(’ll‘1) vérifiant I ?(g)dd = 0 et Lip(EP)<£1<1 . On perturbe
0
1
¢ par APE€ Lip('ll‘l) , f a®(p)de = 0, Lip(‘P+A‘P)<E1 et
"0

support(A?®) < Je,-M,e +1 , M>0.
Soient £(g,r)=(p+r,r+@(g+r), et T(6,r)=(8+r,r+?(g+er)+ a9(g+r)) .
On a :

f(e,r) = ?(e,r)

si (g,r)§ {(o,r) | |e+1"-eolsT]}=Ae n -
o’

Si C est le graphe de (¢ Lip('ﬂ'l) , et si C est un cercle invariant par f,
on a

@ 1 =CNAy o est un intervalle de C (les droites §+r-g =1 coupent C
09

en un seul point car C est un graphe et f(A

@ flc(x)z;lc(x) si xXI

0 m):{(e,r)l |.6—90|5Tl}) 5

o

0 = TG0 st xg ()

On suppose que g=1Id+ ¥ est un contre~exemple de Denjoy,r(g) =a §Q/Z, et
que T(' est 1'unique ensemble de Cantor qui soit minimal et invariant pour

1 —
1'action de g sur m! . soit I une composante connexe de (Idx y) (" -K)

dans (Idx\y)('n‘l)oﬁ (Idx y)(e)=(8,¥(8)). On note K= (Idx\y)(-l(_) .

2.5 Théoréme : On suppose que € >0 est donné par 2.3. On se donne g,
-1

un contre-exemple de Denjoy et ¢ tels que &g—= Id+

1
1
2

On perturbe f(g,r)=(g+r, r+@®(g+r)) 2? par AP £ 0, avec APE€ Lip(']l‘l),
1

J ae(e)dap = 0 ; Lip(®+a9)<e, .
0

@ avec Lip(®)< €.

On_suppose que IcIoc(Cz graphe ) - K. Alors f n'a pas de courbe

invariante C, qui soit le graphe \|/1€C°(’ll‘1) tel que 1l'on ait

D(? ) = a .
Ic1
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Démonstration : Par [II, 2] on a £(9,V¥(8)) = (g(8),y(g(8))) puisque la

courbe C est invariante. Ceci s'écrit

g(e) = o+ y(e) , y(g(8)) = y(8) + ?(glp))

-1

ou encore &g—z Id+%¢ . 11 suit que 1l'ensemble de Cantor K= (Idxy)(K) est

invariant par f.

C = graphe (V)

i
C = graphe (V) A £(A)
n

droite / a

X=-y= 0
droite / a
x+y=0

/ C

Figures ¢t (a) \1mi

Noter que les extrémités de In sont dans K, fIKz flK .

K= (Idx ¢)(K) ensemble de Cantor invariant par f et f.
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Supposons par 1'absurde que \1/1 existe. Alors

p 1
gl(e) = g+ Wl(e)eﬂomeo+('ﬂ‘ ) P(gl)z a .
Soit K 1'unique ensemble de Cantor invariant et minimal pour 1l'action

de g sur ! ;3 f et f laissent invariant 1'ensemble de Cantor K= (IdX\y)(-K-) .
2.6 Lemme : On a ClﬂCDK, avec
C = graphe |y et C1 = graphe 78

Démonstration : Il existe par [H, II 4.15] un 6, € ! te1 que 1l'on ait
\]/(91) = \1/1(91) puisque p(g) = P(gl) =a§Q/Z .
Si (8,,¥(0,)) €K, le lemme est démontré.

Soient In= fn(Io), n€ Z; ces intervalles sont deux-a-deux disjoints.

On a aussi, pour tout x¢€ ! , ag(x) =K et u)g(x):f, ou ag(x) (resp. wg(x))

désigne 1'ensemble a-limite (resp. w-limite) par 1'action de g sur x . Comme

f10(x) = 1) (x) si x§T_

-1

£ -1

lc(x) = f IC(X) si x§ f(Io) ’

si (el,wi(el))\gneuz I, comme f(c)=c, ';(cl)=c

n ~ ’ .
f (91,\1/1(91))EC10C, ¥ n€Z et donc CﬂC1DK (f|K=f|K est un homéomorphis-

10 alors

me minimal). Si (¢,,y,(6,))€ U I , on a, pour n=1,
17171 n>1 n

fn(91,\y1(e1))€ClﬂC, et donc ClﬂCDK (car fIInsz pour n>1).

I
n
Si (e1,w1(el))engo I, , alors, si n<0, £'(8,,y,(8,))€C, NC, et donc

€, NC2K, (car fIIn=f|In pour n<0). =
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Fin de la démonstration du théoreme 2.5 : Comme

flc(x) = flc(x) si xEIo
-1 ~-1 :
fIC(x) = flc(x) si x§ f(Io) ’

et que AP £0, il existe ee'ﬂ‘l tel que 1l'on ait (8,y(9)) €I et vérifiant

\111(9);4 v(8) ; car sinon, puisque f possede une unique courbe C, , graphe

1
de V]GCO(’HJ) , invariante telle que P(fIC )=aXQ/Z , on aurait V=V
1

et donc AP=0.

Si (e,y(8)) € I yn21, les graphes de y et y, limitent une région A
d'aire finie non nulle et comme V(8) = \Vl(e), si €K, on peut supposer par le
lemme 2.6 que An s'appuie sur I. Comme les extrémités de In+i sont dans K,

i€Z, on a
si i —>*® , longueur (In+i)_)0 .

Puisque Y et y, vérifient Lip(y) <1 et Lip(y;) <1, il suit que la mesure de
Lebesgue de 1l'ensemble fl(An) tend vers O si i - +=. Ceci n'est pas possible,
f préservant la mesure de Lebesgue, et donc par 1'absurde la fonction y, ne

peut exister. (On utilise Lip(y)<1 et Lip(\V1)< 1 pour s'assurer que l'ensem.

ble TY(A ) ne recoupe par A , si k20).
n eom

Le cas y(p) € I» nsO est analogue en remplagant T par 1.

2.7 Remarque : Le Théoreme 2.5 reste valable sans supposer que ¢ et

AP vérifient Lip(®)< e, et Lip(¢ + a9) < €.+ Mais seulement ¢ et AP€ Lip('ﬂ‘l).

La démonstration est la méme que celle de 2.5, a cette différence-prés
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qu'il faut voir que 1'ensemble fk(An) n'intersecte 1'ensemble Ae 7 que
9
o

si n+k = 0. Pour voir ceci, il suffit de remarquer que si 1'homéomorphisme

g1=Id+ \111 existe, alors par 2.2, on a pour tout x et yé R, y>x,

M - 1D (y=x) 2y, (y)-y,(x) > (-M1—0-1)(y-x) > (y-x) ,

2 1/2

b ) ou b=Lip(®+ a®) .

b
avec M0:1+-§+ (b+T

3. CONTRE-EXEMPLES DE DENJOY.

Pour ce paragraphe, le lecteur se rapportera a [H, X.3].

3.1 On se donne ROL, a¥Q/Z, 5>0, et k>>1 (k> 1 veut dire

k€ R+ est grand). On pose

a

@ L= = 1+0

D" (Il + lkl) (Log(Inl + Ikl )

le nombre a, étant choisi tel que % Jln= 1, et donc

k nez
® ;
— <1 , pour k>1 .
a
k
On pose
2
@ Kk = n+1_1
n- T :
n
On a, si né NN,
+ =1 e(fn,k ) + -(1+8)
@ k = - + 5 -
n Inl+k  (Inl+k) (Inl + k) (Log(Inl+k))

avec sup le(*n,k)l=c<+o .
n,k>1

I1 en résulte que, si n—*w,
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c

1
® Ik -k | s —21

( "n|+k)2

ou C, est une constante indépendante de k .

3.2 On considere T|/ une fonction sur R de classe C , vérifiant : T]‘/z o,

~ 1 ~
support(\y)c[%, %J , et f y(t)at = 1 .
0

On pose \Lln(x) = ;(i—‘-) .
n
1
On a ‘ro \yn(t)dt = Zn B

Cy = Hw,,llCo sC

C
1 C
2yl <& s
n C n
1 2 C
Tz b Wnllco S E
n n
C
1 3. C
AN IREIC
n n

ou C= ”<P|| 3 et C1> 0 sont des constantes dépendant seulement de v .
C

1+6

On désigne par w(x) le module de continuité de la fonction x(Log %)
1+6

O0sx<1. Si x=0, on a w(x) =x(Log -}(-) . On pose, si (PECO('JI'I) ’

sup l‘P(x)-‘P(x)' = ol
x£y  w(lx-yl) c

w

On a (voir 1'inégalité de convexité de 1'annexe A7), C, étant une cons-

tante

2C
lD\VnICwS Z wiC, Z )
n 2

n
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€y

+k) (Log(Inl+k))

1+6

2C
© g = STy < 2N

1
(Inl+k)(Log(Inl+k))

(puisque an , ceci résultant de ce que, si k>1,

1+0

alors a 21 et de ce que la fonction w est croissante sur [0,1]).

3.3 On suppose que k>1 est choisi assez grand pour que 1l'on ait
k C<1.
n

Soit h_: [O,IL“]—-[O,/L ],

n+1

X
h (x) = fo (1+k oy (t))at .

h est un difféomorphisme de classe C*, et on a hn(ln) =4 puisque

n+1
@ L +k &4 =4 .

n n n n+1
On a (en utilisant 3.1 @ et 3.2 @ )

@ sup lkn\ynl w < 4o .
nezZ, k>1 C

3.4 Construction des contre-exemples de Denjoy -

Etant donné la suite u’n)ne et a XQ/Z , on construit, comme en

Z
[H, X.3], un ensemble de Cantor Kc[0,1] modulo 1, de mesure de Lebesgue O,

tel que les composantes connexes de ’II‘1 -K sont notées (In)nez ordonnées

sur T! comme la suite {na} et vérifient : longueur (In)=fan. On cons-

neZ’
~ 1 .
truit d'abord la semi-conjugaison h: ’ll‘1 -TM" du contre-exemple de Denjoy g,

que nous allons construire, a la translation Roc .
On définit h™'(x), si x€{nalnez}, par la formule :

~_1 x
h™ (x) =f an(t)
0
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ou L est la mesure de probabilité p= 3y £ 6 , O étant la masse
neZ no no

de Dirac au point na .

L'application continue h: '11‘1—o'l!‘1 est de degré 1 et préserve 1'ordre

1
de T et on a h(I )=na, (voir [H, X.3]).

3.5 On construit ensuite, comme en [H, X.3], un difféomorphisme de ’]1‘1 -

1+w
de classe C qui laisse invariant K, tel que K soit 1'unique ensemble

minimal de g, vérifiant p(g)=a et h °g=R °h. On pose, si n€Z,

gllnz g, on a nécessairement gn(ln) =1

Pour cela on suppose que
Dgn = DgII = (1+kn \l/n) °R_)\ [
n n

ou R, (In) = [O,Izn], et que le difféomorphisme g : I -I est défini par

n
gn=Rh ohnan-K )

n+1 n
On pose

L-1= 3 (k_ V¥ )R ,
neZ n 'n -?\n

ou ¥, et k_ sont définis en 3.1 et 3.2, voir aussi [H, X.3].

Pour voir que £ est de classe Cw, on utilise le lemme suivant :

3.5.1 Lemme : Soit (In)nEZ une suite d'intervalles de ! deux-a-deux

disjoints et (\Lln)nez une suite de fonction de classe C'(T') vérifiant

. +
pour tout n, support(y )cI , [y || =<0 si nofw, C=sup I\th <+o.
n n n'lo0 - neZ c¥

Alors 3% \yn converge uniformément vers € Co('ll‘1), et on a
n€z

lyl . = 2¢c .
CW
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Démonstration : On vérifie sans peine que, si N— +o, SN= =
Inl<N
ge uniformément vers Y= X \yn et on a, pour tout entier N, 'SNI ws 2C (puis-
n C

Y _ conver-

que les supports de fonctions sont deux-a-deux disjoints. []

R : PR . . s |
emarque La condition sup I\y | wsC<+m implique que 1lim ||\yn|l

= 0
nEZ n C n-te Co

(puisque la longueur de 1l'intervalle In tend vers 0, si n=tw®),
Pour voir que g est bien de classe C1 et que Dg=£4, il suffit de remar-
quer que 1'homéomorphisme g est absolument continu et de raisonner comme
en [H, X.3.13]. Il résulte alors du lemme que le difféomorphisme g est
de classe C1+w.

Dans [H, X.3.14 et 3.17] nous avons montré que, si k>1 varie, comme

tout dépend de ks 1'ensemble de Cantor K les difféomorphismes g(k) de

Kk *
classe clv (construit en 3.5). La famille de difféomorphismes g(k) vérifie

pour tout k> 1, g(k) est un contre-exemple de Denjoy (g(k) est construit

1
comme en 3.4), et si k- +w, g(k)—oRa dans la C -topologie.

Par 3.3 (:) y Oon a

sup lg(k)-R | < +o
K>1 Y

w
, k>1,

4.1 On considere les difféomorphismes g(k) de classe cl*
construitsen 3.5 : p(g(k)) =a, g(k) est un contre-exemple de Denjoy
obtenu en perturbant la rotation ch en explosant {na IneZ} en des
intervalles (In(k))nez et sur 1'ensemble de Cantor minimal K(k) invariant

par g(k) on a

Dg(k)(x) = 1 si x€K(k)

2+26
Soit le module de continuité wl(x)=x(Log -)1;) , pour x—~0, 5>0

étant choisi comme en 3.2.
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On pose
-1
g(k) +g (k) _ 1
> = Id+ 5 e(k) .
2+w1 1
4.2 Théoreme : On a ?(k)€C (mr’), et 1a fonction ¢(k) vérifie, si k- +=,
4.3 lex)]] —> o ,
c®
2
4.4 sup D% (k)| L S
k>1 1

C

4.5 Démonstration : Pour alléger 1'écriture nous allons supprimer
1'indice k€ R+ , k>1, le seul indice que 1l'on garde est 1l'indice n€ Z
pour désigner la restriction d'une fonction a 1'intervalle I ou a 1'in-
tervalle [O,Aen] .

On écrit g=Id+ { et on a

1+w( 1

avec ?eC ™) et w(x):x(Log-)l?) , 8>0. On a

1]

z (Dgn- 1)

Dy = % (Dg - I)II z
n neg

neZ

ou Dg - 1= (Dg - 1); est une fonction de classe ¢” a support dans I_ (et
n

=0 dans un voisinage de aIn= {an,bn} dans I = [an,bn], cf. 3.2).
Comme g(K) =K et que D\L/lK= 0, on a D¢|K= 0 (ou K est 1'unique ensem-
ble de Cantor invariant par g).
2+w1
4.6 Pour voir que ¢ est de classe C , par 3.5.1, il suffit de démontrer

la proposition suivante :
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Proposition : On a

4.7 lim [{D2<P|I I ,=0
n—te n C
2
4.8 sup IDcP]I Iw =C < 4w,
neZ n . 1

ou la constante C1 est indépendante de K€ R, k>1.

Remarque : C'est ici qu'on "gagne en gros une unité" de dérivée. L'idée en
2+w
est tres simple : il faut évaluer (Y=o g-i)lI en norme C . Pour cela on

amene, par la translation Rh , In sur [0,£n]. gn dérive deux fois et on éva-
lue les termes en utilisant 23 et la formule de moyenne (i.e. pour évaluer
Vn). Ce qui est important, c'est que (Y- o g_l)ll est une différence.

La démonstration qui suit est completement élémentgire, mais un peu pénible

a cause du nombre de termes.

Bien que 1'inégalité 4.7 résulte de 4.8, nous incluons aussi la

démonstration de 4.7 .

Démonstration de 4.7 et 4.8 :

4.9 Changement de coordonnées.

Pour faire des évaluations, on se ramene a l'intervalle [O,En].

Soit R la translation telle que 1'on ait R, (In)= [O,EDJ- On a

A'l'l n
(Dy - Dy g-1Dg-1)|In QR-Kn = kn Wn_ kn—i Wn-l oh;31 Dh;31 ’
ou LI [0,¢n_1]-o[0,£n] est le difféomorphisme défini par :
x
h _,(x) = J‘O (+k v, ,(t))at .
On pose fn(x) =h (f%il(x)) et h;i1(x) = 22;1 f;1(x)

Alors fn: [0,2n]—o[0,ln] est un difféomorphisme de classe c” et on a

100
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4
-1 n -1,-1
Df =Z———(1+kn1\ynofn) .
n-1
2
. = £ 7.
4.10 Calcul de D"¢); R, =B sur [0,4 ]
n n
On a
-1 -1 . e 1y-1
B =%k Dy -k Dy of = Df (Mek oy o f ) "+
-1 -1 -1,-2 -1
+k gV e f kDY e (1+kn_1 Vo f, ")~ Df "
On pose B =II +III +1IV +V , avec
n n n n n
I = (kn'kn—l)wn
-1, -1 -1,-1
== ° o f -1
IIT ==k Dy of "(Df “(1+k 4 ¥, °f ") )
2 -1 -1,-2 -1 -1
IV o=k, Dy of (1+kn_1 A ) Vo £ Df
-1
Vo = Kpog D=k g DV o fy )

4.11 Dans la suite, C> 0, Cl>0‘ C'> 0 désignent des constantes indépen-
dantes de k> 1 et de n€Z .

On note par les mémes lettres C, C C' des constantes différentes.

1,

4.12 Inégalités sur Yy -

Par 3.1 et 3.2, on a \yn(x)= \]/(%) , pour Osxsf:n, ainsi que les
n
inégalités :

® vl gsc v ocps vl o
C C
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C
syl <% s
C n

=

[¢]

1 2
— <o ‘V,,HCO <
n

ESS
= Nln
-

(@]
lo

kS

1 3
3 < “D vn”CO s 43 .
n

<
A
aQ
(=]
<
A

zn w1(C'1£n)

4.13 1Inégalités sur k et ln.

On a
1
avec —= T
%k nez
et donc
d'ou

®

On a aussi

Q)

——————— n

Ak

" (Inl + k) (Log(Inl + k)

2

n 1+6

(|n|+—k)-1(Log(|n| +k))"1-6

C'(Log k)5 za = C

Lz < 1+
n (Inl + k) (Log(Inl + k)
lim (sup Ln) =0 .
k—+o neZ
Ikl:l-i‘-*—l-ﬂs-—c—- et —1'21-1—__,1 si n-te
n n (Inl + k) n
C 2
Ik -k s————— et |k -k | <c, k5 .
n n-1 (|n|-+k)2 n n-1 1 'n
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On a, en utilisant @

k,zl-1 k: kﬁ-1
@ ZW < C 1— <C! et ll:l 7— =0 .
n 1 1 n n n-fw n
(En effet
K2 2 2426
n-1 1 (Inl+k)€(Log(Inl+k)) <c .)

<
fznwl(C L)

1 n (|n|+k)2 (Log(CI( Inl+k) (Log( |n|+k))1+6)2+26

4.14 Inégalités sur f -

Des inégalités sur v, il suit les inégalités suivantes :
-1
Max(|pr_-1]| _, pet -1 ) < c ok
C C
Max(Lip(f ), Lip(f21)) sc et [pfl] <c .
n’ n n .o
Par A, et @ on en déduit
-1 n
lDf I < _T_Ty .
@ n wy vy ¢y
L'inégalité implique
-1,-2 -1,-1
@ Max(||(1+k_ oy ©f ") ”c° B E T2 SRR S ||Co) sC .
Les inégalités et @ impliquent
-1 -1,-1
[pf "(1+k o ¥ o f ) —1||COSCkn_1 .
L'inégalité et A7 impliquent :
Ck
-1 -1,-1 n-1
@ ll)fn(1+kn—1\l’n°fn) -llw A RN
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Par @ et @ s ON a
-1 -1,-2
||1)fn (kv o f ) ”c° <C

et par une démonstration analogue a celle de 1'inégalité @

C k
@ b t(1+k ¢y o H™? g —n1
n n-1 'n n w1 w (G4 )
C 117

4.15 Démonstration de lim ||II +IIT_ +IV | =0.
________________ n n n V]
n—*o C

Par,@,@,et,ona

Ck2

-1
flix o+ 111+ Ivn||Co < ——7:—-— )

et il suffit d'appliquer @ pour démontrer 4.15. [ ]

4.16 ]_)(_'3!11(_)1_1§E£§1:i_(_>g_g§ sup sup |IIn + IIIn + Ian w = C< +o .
k>1 n€Z 1

C
Paret@,ona H

l(kn-kn_l)D\ynl w S
c 1 nl 1n

et par les inégalités en annexe, A3, A4, A6 en utilisant @ N @ N
ORNOXNO
lrt1_+1v | < n-1
n n w

Ci nil 1 n

et il suffit d'appliquer @ pour voir 4.16. =
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4.17 Démonstration de lim |V || =o0.
---------------- + n'.o

n—-—co
-1
On a f *: [o,zn]~[o,/&n] et par
1 Jzn 1
@ fl£-1 - 14| < Ipet-1] atsck . 4 .
. n CO(I ) IO n c° n-1 n
n
Par la formule de la moyenne, et @ , On a
2
Ck
2 -1 n-1
Vol o = kg D2l o llegt -1 < —22
C C C n
et il suffit d'appliquer @ pour voir 4.16. ®
4.18 Démonstration de sup sup [V | = <+o.
k>1 n€Z C 1
On a
2 2 -1 2 -1 -1
D(Vn) = kn_l(D Vo= D7V, o £ ) + k DT, et (pf “-1)

Par la formule de la moyenne, @ et s ON a
2
2 2 -1 3 -1

k 4 [[P%y, =Dy e £ HC0 sk o |p w,,llCo [ —IdllCo < - z;

n
Par@et , ONn a

-1

1

2 - -1
”kn-1 D \l,n ° fn Dfn - 1)”C° <

I1 en résulte que

c K2,
PN o s —2— -
n
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Par on a :
‘n

@ - ”vn”Co sct .
n-1

Par 1'inégalité de convexité A7 on a

2 IIV,,HC(,

= -1
1w, (2 ”vnnCo ”Dvnnco)

Par , en utilisant que LA est une fonction croissante, on a

2 v I o
v | < .
n w -2 -1
C 1 w1(2 ”vn” ozn kn 1 c )
Pour k> 1, par on peut écrire
2
k +20
w2227 e v Il =2 || 22 k2 e (og( 250 v ||‘
n- 1 n' o n'" o n n-1
C C
n
2428
(w(x) = x(Log =) seulement si x est assez petit).
X -2-28
Par @ , on a en utilisant que la fonction x - (Log —)22) est
croissante
C klzl—l
Ian w, =2 1, 2+26
-
c 1 lln(Log(C1 n )
- 2
Pour x assez petit, la fonction x-oxz(Log(CTx 1)) +20 est croissante, et

1+6

comme Enz 1/(Inl + k) (Log(Inl +k))"™", par @ pour k>>1, on a

C(Log(Inl + K))2+20

<
1 (Log(c(Inl + k) (Log(In| + k))

v |
n
C

1+0 2+26
On a finalement

sup (sup lV | w)<+°°

k>1 neZ C 1
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ce qui démontre 4.18. ®

.

En mettant ensemble 4.10 et 4.15 a 4.18 nous avons démontré 4.7 et

2+w
Fin de la démonstration de 4.2 : Par la Proposition de 4.6, 9€C 1 et

1'inégalité 4.4 est satisfaite. 4.3 résulte de : si k- +=», g(k)«ROL dans

la C°-topologie (cf. 3.5). =

- 4 - ’
5. CONTRE-EXEMPLES DE CLASSE C3 € (e>0) AU THEOREME DES COURBES TRANSLATEES.

5.1 Le théoreme suivant donne une nouvelle démonstration d'un cas parti-

culier d'un résultat obtenu dans [II]. En fait on a mieux, on peut remplacer
2+w

la classe CZ’_E par la classe C , ou L est le module de continuité défini
en 4.1 (cf. Ag a A13).
Théoreme : On se fixe €>0 et ocG']I‘1-(Q/Z)- Il existe une suite (fi)i

de difféomorphismes de ’Il‘lx]R de la forme fi(e,r)= (e+r,r+¢i(6+r)), ou

les ¢, sont de classe c3-¢ ot vérifientj‘ ‘Pi(e)d9=0 telle que, si i- +w,
"0

'~Pi-0 dans la Csns-topologie et pour chaque i, fi ne possede pas de courbe

invariante C, homotope a {r=Cte} telle que 1'on ait D(fiICi)zoL .

5.2 Remarque : 1) Il suit de la théorie de Birkhoff [I, 5.9] et [II, 1.4
et 1.5] que, si fi posséde au moins une courbe invariante homotope a {r:Cte},
alors il existe un anneau Ai invariant par fi bordé par des cercles invariants
+ - (o pd B Es - + .= +

C.(a;) et C(a;) et vérifiant p(f, IC. (a;)=a, , a;<a<a, et si o, <qg<a; ,

i i i i 7ii i i i i i
alors f ne laisse pas invariant un cercle Ci(or,) (homotope a {r=Cte} véri-
fiant p(f, [ C,(a))=a .

2) Les difféomorphismes fi sont seulement de classe
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03_8, mais on peut supposer que les difféomorphismes fi sont R-analytiques

(puisqu'en appliquant la théorie de Birkhoff [II, 2.5.5], 1'ensemble

€ pour la Cl—topologie et de plus

- -f!
1'ensemble H” est dense dans H3 € pour la Ca e-topologie si e'>¢).

r
7T T~
P
rd
c.(a})
U o

Q(F‘;) ﬂDs_s(’H‘1) est fermé dans HO-

A, >
/” \\\
/ -
v C'(a')
1 1
—>8
Figure
Démonstration de 5.1 : Soit (g(k))k21 la famille de difféomorphismes
-1 2+w
construits en 4.2. Soit () +2 (k) = Id+% (k) €D 1('.!I‘l) . Par 4.2,

A11 et les inégalités d'interpolations A
3-

k- +o, ¢(k) -0 dans la C

12 et A13, pour tout €> 0, si

E-topologie. Au difféomorphisme g, on associe

le difféomorphisme de ’II‘1 xR
T,(8,r) = (81, r+0)(e+r)) .
On perturbe ;k , comme en 2.5, en
£,(0,r) = (g+r, r+@(k)+a2(k))(e+r))

tel que f -t dans la C3-s-topologie (ou t(g,r)=(p+r,r) et le difféomor-

k

phisme f ne posséde pas de courbe invariante Ck qui soit un graphe de

k
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¥ € Co('ll‘i) et vérifiant

p(fklck) =a -

Le fait qu'on suppose que la courbe Ck est un graphe n'est pas une restric-

tion par la théorie de Birkhoff [I]. =

/
6. QUESTIONS DE DENSITES.

6.1 Dans ce paragraphe, on suppose que 0<B<1.0n définit en A14 a A17
1+

le groupe D +('11‘1) qui est un groupe topologique pour la C1+B-—topologie.
B, 1 ® 1 148, 1

De plus D (") est 1'adhérence de D (') dans D" ""(T") pour la

C1+B—topologie.

1+8

2 D1+B(’11‘1) n'est un groupe topologique que pour la C -topologie !

6.2 Si o € R, on définit 1'ensemble

1+ 1+B

F togrep (Y | () =a}

1+
qui est un sous-ensemble C°-fermé de D +(’]I‘l) [H, I1.4].
. 1+B+ 148
Par 6.1 et [H, III 4.4], ch est dense dans Fa pour la C -topologie.

On définit aussi

1+8 1+p
+ -1 + 1
o, ~=f{g°R cg lgep (W)} .
1+|3+ 1+B+
Par [H, I1], on a O "cF_ *. On détinit
1+[3+ 1+B+ 1
CD = {feD (") | £ est un contre-exemple de Denjoy}
1+8 1+ 1+B
co. *=c0 ‘nr " .
o a
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6.3 Par [H, X.3], pour tout a§@®, on a
1+B
a) CDa * est non vide (voir aussi 3).

b) cp! est dense dans F. pour la Ci—topologie.
a a
1+B 1+B

c¢) Si o satisfait a une condition A, alors CDoc * est dense dans Fa +

pour la C1+B-topologie .

Démonstration de ¢) : i) Par [H, X.3], pour tout a XQ@/Z , il existe une

1+B 1+B
suite (g.),cCD_ ' telle que, si i-+», g, ~R_dans la C ' -topologie.
i’i a i a 1+8
ii) Par 6.1 et 6.2, F: est dense dans FOL * pour

la C1+B—topologie et donc,par le théoreme fondamental de [H] et en utili-
sant 6.1, il suit que

1+8 1+8

0 +(’11‘1) est dense dans F_ '
o o

pour la C1+B—topologie.

iii) c¢) resulte de ii) et de i) par conjugaison. =

‘14»[‘3+ ‘1+B+ 1+[3+ 1 .
d) L'ensemble CD est dense dans F; = {feD (™) | e(f) 5@l
pour la C1+B—topologie.
Démonstration de d) : Par la méme démonstration que [H, III.6.3], en uti-
1+p 1+

lisant 6.1, il suit que 1'ensemble U F * est dense dans FI * pour la
a€A
C1+B-topologie, oi A= {a€ R| a satisfait a une condition A}, qui est un

sous-ensemble de R-@ . L'affirmation d) résulte alors de 1'affirmation c).

6.4 On définit

-1
¢ : gen®(m) —3 EXE_ ¢ p°(m!) .

On choisit 0< &, et on définit, si r=0,
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1
B = {rep’(m') | [ (£-1a)(e)ae=0]
0
et
r r
Ve = {fen | ”f—IdHCr <6} .

p . 1 1
On rappelle que pour tout 56> 0, si au difféomorphisme h= Id+§(P€V6

on associe

F : (e,r)«s’n‘1><IR——)(e+r),r+<P(e+r))e'm1x1R ,

F vérifie les conclusions de la théorie de Birkhoff (i.e. si F laisse

invariant un cercle C (de classe C°), plongé, homotope a {r=Ctel}, alors C

est le graphe de y¢ Co('ll'1) et donc V€ Lip(’ll‘1) par 2.2), voir [I] et [II].
6.5 On rappelle que i>(D0(']1‘1))cHo [11, 2.3.2].

Proposition : Soit o€ R. L'ensemble Q(F;)OV; (0<6) est nulle part

dense dans V; pour la Cl-topologie.

Démonstration : Si a €@, cela vient de [II, 2.5.8]. Si a§@, soit G;
1'adhérence de @(F;) dans Vg pour la Cl—topologie. Si G; contenait un ouvert
U#ZP pour la Cl—topologie, par 6.3 b) il existerait gECDOIL tel que
h=#%(g) €U. Or en utilisant 2.5 et 2.7, on peut perturber h en h tel que
he #(F) et heU.

Par la théorie de Birkhoff [I, 5.4], V;- @(F::) est un ouvert induit

par la Co—topologie et donc U£P est absurde. a

6.6 Par la méme démonstration, en utilisant 6.3 ¢), on a la proposition :

m
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Proposition : Soit a satisfaisant a une condition A. Pour tout 0<% et
1+B 1+B+ 1+B+
0<B<1 1l'ensemble Q(FOL *) nV est nulle part dense dans V6 pour 1la

C1+B

-topologie-

6.7 Remarque : Il suit du théoreme des courbes invariantes que pour

Lebesgue-presque-tout a € R-@ , 1'adhérence de Q(F ) pour 1la C B—topologle
3+B
contient un ouvert dans H * pour la C B—topologie.

6.8 Si 5>0, on pose V, ={g€F | (14+8) ' sDgs1+5}.
Si 65> 0, soit ﬂ(6)> 0 le plus petit nombre tel que 1'adhérence pour

la C%-topologie de Q(V1 ) dans nl (que 1'on note  Ad (Q(Vg )) vérifie
Bya c® a
Ad 0(Q(V ))c:V Par 2.2 et 2.3, il existe £(5) >0 tel que

C n(s) *

—1 1
cV .
) NPV (g
Par la méme démonstration que 6.5, on a
Proposition : Si a§® et si 56> 0, Ad o(V; a) est nulle part dense dans
—_— - — C 2
1 o :
vﬂ(b) pour la C -~topologie.
Rappelons que par [I, 5.4], si h€Ad (v} ), h=298(g) avec g€ F°.
c® 8,0 o

PR e N
¢ 1
‘ boule V,n(ﬁ)

n
/ v

Ad  e(V )

co Sy0

(sans point intérieur pour

la C%°-topologie)
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6.9 Remarque : Si f¢€ F: vérifie sup(Lip(f),Lip(f_l))s 8 < +®, on peut
approximer f par une suite (fi)itzF: vérifiant : si i-+o, fi-of dans la
c®-topologie, et pour tout i, sup(Lip(fi),Lip(fgl))s 6. (I1 suffit d'appro-
ximer f dans la Co-topologie par des homéomorphismes P.L. (vérifiant la
condition sur les rapports de Lipschitz), ensuite de lisser ces homéomor-

phismes et d'appliquer [H, III.4.4].)

6.10 Par [II, 2.6], si a € A, alors 1'ensemble Q(F:) est ouvert dans H”
pour la Cm-topologie.

Par 5.1, pour tout 0<B<1 et tout 5> 0, Q(li‘::)r‘lvg’-B n'est pas fermé
pour la Cw-topologie (s'il était fermé dans Vg-Bf]Hm, cet ensemble serait
ouvert et fermé pour la topologie induite par la Cm—topologie sur 1'en-
semble connexe Vg~anﬂm. On aurait donc @(F:)rwvg'3==vg'ﬂrwum, ce qui est
contraire a 5.1).

1+

Comme F: est dense dans Fa * pour la C1+B-topologie (0<g<1), par

6.6, il en résulte que Q(F:) est sans point intérieur pour la C1+B-topologie.

6.11 Proposition : Il existe un G6 dense de [0,1], G, tel que, si a€ G,

alors l'ensemble Q(F:)ﬁﬂm est sans point intérieur pour 1la Cm—topologie.

Démonstration : Par [II, 2.5.7 et 2.5.8], il existe une suite (hi)iem
de Hm, dense dans H™ pour la Cm-topologie,telle que, pour tout i, 1'en-

semble compact
K, = p(¢7(h,))N[0,1]
vérifie K, c[0,1] -@.

Soit U, = [0,1] - K, qui est un ouvert dense de [0,1]. Si ac€ Ui’ alors il

n'existe pas de f¢ ﬂ: tel que l'on ait &#(f) = h; -

113



I1 suffit de

7. GEOMETRIE DE

M. R. HERMAN

considérer G=N Ui . =u

1

L'IMAGE DE ¢ .

7.1 Si 6>0,

On dit que BcV;

Ax+ (1-A)y€B

8(p°(m')

on

considere v;= {Ta+yent |||y ;<8} - Oonav
C

écchDl('nJ) .

est convexe si pour tout x et y€B et tout O0s<A <1,

-

“.J

PRS-

contient un ouvert

pour la Cw—topologie

<)

(heuristique = c'est plus compliqué).

7.2 Théoreme

convexe.

Démonstration

on a

et

.

Pour tout 6> 0, 1'ensemble @(DO(’El)) ﬂV; n'est pas

Si 8(g) =h=Td+= 9€V) , avec geD°(W') et si AC R,

h

A

hy

. 1 1
RKOh"R—T\ = Id+-2-‘P°R_kEv6

o 1
= é(R)\°g°R_7\)€i>(D (m*) .
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Si g€ Z - {0}, on définit f/q(e) =q6 et alors

-1 1 1

L7 ohok (x) = Id+o5— P(gx) €V

q q 2q 1 €V
et

(4" Vogot )=t enos .
q q q q

on en conclut que, si h(x) = x+ asin 2nx et hEVéné(Do(’llJ)) pour un a> 0
(ce qui sera le cas si lal est assez petit par le théoreme des courbes
invariantes [II, 2.6]), il en est de méme pour les difféomorphismes sui-

#*
vants si -1<t<1 et qe NN

ta .
X —_’X+T sin 27m qx

X ——> x+£qE cos 2T gx .
. : o 1 1
I1 suit que, si $(D (T ))ﬂV6 est convexe,
1a+9¢ 2’ nv}

a b
pour tout P(x)=a I (—él sin 271 qx+—aq- cos 27 gqx)
q=1

vérifiant g lal+lbl <1 .
q=1 1 d

. 1 . . : 4 1
Soit 3<B<1, il existe une suite (hi)icvb ,

avec h, =Id+®, ou ¢, est
i i i
un polynome trigonométrique et vérifiant hiE Q(Do(’ﬂ‘l)) et, si i -+,
¢; 0 dans la C1+B-topologie. (I1 suffit d'appliquer [II, 3].)
Or, par un théoreme de S. Bernstein [Z, VI.3.1] on a, si
Mioa (9 b (¢.)

9. (x) = § (—1—— sin2nqx+ cos 21 qx)
i o1 9 q
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N,
1
q§1 '*’q("’i)' + |bq(<Pi)| s Cg ||1)cpi||CB ,

ou C[3 est une constante ne dépendant que de -;—< Bp<1.

Donc, si @(D°('n.‘1))nv; est convexe, on a, pour i assez grand,

h, € #(°(m')), or hiE@(Do(’ﬂ‘i)) et donc par 1'absurde le théoreme suit. ®

Remarque : La démonstration montre que 1'ensemble Dm(’ll‘l) n V;n Q(DO(TIJ))
n'est pas convexe, bien qu'il contienne un ouvert par la topologie c”
(il suffit d'appliquer le théoreme des courbes invariantes [II, 2.6]).

2

7.3 On fixe a§®, 0<B<1, on définit, si 0<5H, VE)J"B comme en 6.4 .

Théoreme : Pour tout 6> 0, 1'ensemble Q(FZ) ﬂV§+B n'est pas convexe.

Démonstration : On suppose que les difféomorphismes 8;» pour i=1,2, sont
des contre-exemples de Denjoy contruits en 4.2, tels que p(g.) =a et
1

2
Q(gi)EVéH3 pour i =0,1. On suppose de plus que

g; = Id+\1/i pour i =0,1 ,

et que g, et 84 laissent invariant le méme ensemble de Cantor K (qui est
1'unique ensemble minimal invariant par gi) ;3 de plus il existe une

composante connexe I de f[I‘1 -K telle que

gi(x) # go(x) pour un x€1

mais gl(x) = go(x) si x§I .

(Ayant construit g, comme en 4.2, on choisit €,=8,° f, ou f est un difféo-

morphisme de classe c” ayant son support < I et C®-voisin de 1'identité.)
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-1
1 Ei * & | 0<t<
Soient hi=Id+-§<Pi=———2———-, et si t<1,
h, = th,+ (1-t)h_ = Id+= @, .
t 1 o 2 't
On a
h1(x) = hz(x) = ht(x)
sauf si x€1I ou x€ Il=g1(I)=go(I) . -1
~ 1~ 8¢t 8y
Soit gtztg1+(1-t)g0 et hy =Id+35 ¢, = —5— . On a
(Pt(x) = ‘Pt(x) si xEI1
et

$t(x) = Y0 - (g + (-t)y ) e (x) sl xeT

90, (x) = tly=y, og]) + (1-t)(y-y o g ) (x) si x€I,
ou y(x) =y, (x) =y (x), si x§1.
Lemme : Si h €&(FO)NV,, alors ¢ =9, sur I, .

Démonstration : Cela résulte de 2.5 et 2.7 en utilisant que gt(]() =K,

ht=§5(gt) et ¢, =9, sauf sur I . ®

Fin de la démonstration du Théoreme 7.3 : En général pour tout 0<t<1

¢t£@t , d'ou il résulte que 1'ensemble @(F:) I']Vgﬂ3 est non convexe

puisque le segment h,, Osts<1, est tel que h et h ¢ Q(F:), mais

h § @(F‘:) si 0<t<1.Tout revient a voir qu'en général
-1 -1 -1
g £ tgl + (1—t)go ,
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Pour cela on choisit 8,=8,° f avec 8¢ I-»I1 et f un difféomorphisme
de classe C” a support contenu dans I C”-voisin de 1'identité et vérifiant

f£1d pour un x, € Int(1), f(xo)zxo, Df(xo);é 1 3 alors, on a

-1 1
g, (gy(x)) = thg, (x_)+(1-t)Dg_(x ) ’ ge(x,) =g (x ) =g,(x))

qui est pour Dg1(xo);éDgo(xo) et 0<t<1, différent de

t ,__(1-%)
Dgl(xo) Dgo(xo)

7.4 Si o satisfait a une condition A, alors par [II, 2.6.2], @(F:) est

1
ouvert pour la Cw-topologie dans H = {h¢ Dw(’ll‘l) | j‘ (h-1d)de=0}. Si
"0

: o 1+8 1+8
a§®@® et si 0<B<1, alors @(F(x) est dense dans 43(FOL +) pour la C ~-topo-
logie (cf. 6.2).
Proposition : Pour tout 56> 0 et tout a §®, 1l'ensemble Q(F‘:) {’]Vé“3 n'est

pas convexe.

Démonstration : Soit Id+—;— @, =h, construit en 7.3, ou les h; = Q(gi),

pour i = 0,1 sont choisis pour qu'il existe 0<t<1 vérifiant thQ(F&)) .
Par [I, 5.4] il existe unvoisinage (c®-ouvert) U de h, dans V;+B
1+B' CF1+B+
a a
1+B

tel que
si heU, alors h&@(FZ) . On suppose de plus que giEF pour
un B<B'<1. Il suffit alors d'approximer dans la C -topologie g, et

g4 par des difféomorphismes de classe CmE F: . n
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@
Q(Fa),
a € A, ouvert pour — _

la Cm-topologie

Figure heuristisque dans 1'espace de he¢ C°°(‘| V; .

\ ’ V4 \ /
8. CARACTERE NON ETOILE PAR RAPPORT A L'IDENTITE.

8.1 On dit que 1l'ensemble BeH™ est étoilé par rapport a l'identité

si, hé B, (1-t)Id+ théB pour O<st<1.

8.2 Théoreme : Pour tout a € R-@ et tout 6> 0, 1'ensemble

Q(FZ) ﬂVéﬂDm(’ﬂ‘l) n'est pas étoilé par rapport a 1'identité.

Remarque : Si 6<6o , ou 60 est le nombre défini en 6.4, la théorie de

Birkhoff s'applique. On supposera dans la suite que 6<1.

8.3 Pour démontrer 8.2, nous allons commencer par une construction d'un
homéomorphisme PL similaire a celui de [II, 4.1].
On suppose que A> 1, et que A-1<5/4, est aussi petit qu'on veut mais
est fixé.
Soit g€ Do('ll‘1) 1'homéomorphisme défini par
AX si 1<sxsa

g(x) =
(x-1)+1 si asxs1

b

119



M. R. HERMAN

1 1

avec a=-)-\—+—;]-<5 .
~. 1
x(x—1)+1
g
AX—
(0] a 1
Figure
On a
1 . '
- X si sXxs<a
-1 A
g (x) =
A(x-1)+1 sia'<xs1
A 1
| A . —
avec a _)‘+1>2 .

Soient y=g-1Id et C=graphe de y on définit

A = (a,y(a)) , A" = (a',y(a")) .
grg’ @
On pose Pl = Id+§= h1
P .
et ht=Id+7 , si Ost<1 .

On pose

1

F, : (8,r) €M xR ——3 (0 + r,r+te(e+r)) €T xR

in(e,t) = (g-r+tP(g), r-t9(9)) .
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Par [II, 2], F‘_1 laisse invariant C de F;1|C est conjugué a g-1 .

1
on a F-(A")=A et si (g,r) vérifie a'-1<0s<a

-1 6
F, (g,r) = At(r)

1+t(%+7\—2) -1

ou At= )
1

-t(-xn»-z) 1

et si (g,r) vérifie a' -1<g+r<a, on a thA;1 .
A= (a,y(a))
B= (b, V(b))
A= (a',y(a'))

C = graphe(y)

(Noter que y(a) = longueur (a,a').)

Figure

Soit vy la valeur propre de At vérifiant By < 1, By est solution de 1'équa-

tion
(+) ot Eer-2) e u +1 20 ;
t A t !

. 1 .z
la pente de la direction propre associée a py Vaut Iy 1 et celle associée
t

v 1
a H vaut 'P-t— 1.
8.4 Proposition : L'ensemble {tl 1-e<sts<1} tel que Ft laisse
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: . . o, 1
invariante un cercle Ct qui est le graphe de \ytec (L") tel que

p(FtICt)=0 est réduit a {t=1} pour €> 0 assez petit.

8.5 Démonstration : Si F-1 laisse invariant C comme O est 1'unique

t t?
-1
t

réunion de variétés stable et instable de F;1 en 0.

(1'autre étant elliptique), C, est une

point fixe hyperbolique de F t

On vérifie que nécessairement 1'ensemble

c' = {(e,r) |l 0<ps<a, r:(L-ﬂe} (mod 1)
t L

est contenu dans la variété stable en O de F;j (puisque F;‘(e,ﬂ:At(g) ,

si a'-1<@9<a) et que 1'ensemble

C'{:{(e,r)lbtseso . r=(ut—1)9} (mod 1)

ou B, = (bt’dt) est le point d'intersection mod 1 de la droite d'équation

g+r-(-1+a') =0 et de la droite d'équation r=(u, - 1)6, est contenu dans

t

la variété instable en O de F;l (puisque Ft(e,r)= A;1(?_), si a>g+r>a'-1).

Si t-1, alors B, -A=(a,y(a)). On doit avoir C'tCCt, et C:cct. Donc,

t
si t=1, F;l(Bt) doit appartenir a C% (mod 1).

C: droite de pente . 1
t L2 C{ droite de pente p -1

B"
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Soit B'£ un point voisin de Bt , B:EC: (mod 1).

Par l'unicité de la variété stable on doit avoir, si t2= 1-¢

(%) (¢>0 petit), Fy'(B,,BY)cC;. (Puisque, si t—=1, By=4 et
-1 .
Filecy )
Si a<g<a’
1+2t(31\-- 1) -1
-1
pF! -
1
'Zt('i'” 1

C: droite de pente ut-l pour b;:seso

f6+r = -1+a’'

t

'
'
]
'
]
i
A\

C = graphe de y

Figures
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1_1) doit étre égale a ul- 1, soit

-1
La pente de DF (Bt)(ut .

1
14-2t(x-1)+1-p,t 1

1 1
ut-1-2t('i—‘l) u—t-1

d' ou

1
LT t(-x-1)+1

et en remplagant L dans 1'équation (+) on obtient t=0 ou 1. Il en
résulte que, si t21-¢, t£1, alors (%*) n'est pas vérifiée et donc, par

1'absurde, F, n'a pas de courbe invariante Ct . =

t

8.6 On lisse g sur [0,1] en g en modifiant seulement g sur [a-7, a+7],

ou >0 est petit tel que g soit de classe c” sur [0,1] et %-T]ng(x) <A+M .

g\ %(x-1)+1

Ax

b = - - - .- - —— -

A

0 a-T a a+1 1

~ ~_1

Soient ﬂg——=h=ld+—;-¢ et ht=Id+

ait EE p°(!) seulement). Si 6> 0 est donné et si A -1<6/4, et si >0

¢ ; alors htEDm(’]l‘i) (bien que 1'on

ol

~ o]
est assez petit, on peut supposer que ||¢|| 153°
C
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On fixe les nombres A, 6, ou 0<6<1 et on détermine le nombre €> 0
de 8.4. On fixe t vérifiant 1> t21-g,si N> 0 est tres petit par rapport

a t, par le méme raisonnement que 8.5 on peut supposer que

-

~ o 1
htgé(Fo) et ht€V6/2 .

~

8.7 Proposition : Pour A, t, T, 5, ht fixés comme ci-dessus, il existe

un Co—voisinage fermé U (i.e. induit par la Co—topologie) de ht dans

p(m?) nv;/2 et v>0 tel que,si f€U,

£y U Q(F:) .
a€]-v,v[

Démonstration : On suppose que 0<5<1. On désigne par V;/z 1'adhérence de
1 ) ) , N =1
v - ie. ' - -
6/2 dans H™ pour la C -topologie. Par le théoreme d'Ascoli V5/2 est com

o
pact pour la C -topologie et V6/2 -Id= {% Qe Lip('ll‘1) I Lip(%‘?) <6/2} .
On peut supposer (par une démonstration analogue a celle de I.5.4 en uti-
lisant 2.2) que, puisque htE Q(Fg), il existe un voisinage U (induit par

la Co—topologie) de ht dans Vl Co—fermé, et tel que, pour tout feTU,

5/2
g @(Fz) .

Ceci implique qu'il existe y> O tel que 1l'on ait la conclusion de 8.7.
Pour cela raisonnons par 1'absurde. Comme Q(DO('H‘l)) NU est fermé pour
la Co—topologie (cf. 1.5.4), et donc compact ; si pour tout y>O0 il existe
lel <y et fee Q(Fg)ﬂﬁ, alors on peut, par compacité, choisir une suite
ei-oO et f ) -ofo dans la Co-topologie, or par la continuité de la fonction
nombre de r(lytation p dans la Co—topologie, on a fOE @(F‘g) NU . Par 1'absurde

ceci démontre 1'existence du nombre y>O0 . Il suffit alors de poser

U:ﬁnv;nn‘”(n‘i) . =
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8.8 Démonstration de 8.2 : On se fixe 0< 5, on construit h, comme en

t
8.6 et on détermine le voisinage U et le nombre y de 8.7.

A) Cas oi a est petit (0<lalsv,).
Soit E défini en 8.6, Q(;)::- Comme E est semi-stable en avant

[H, I11.2.4], on peut approximer E par une famille continue (El)od<1 )

SEGDm(']I‘i), pour 11222 ’EL z'gz ’ P(g£)>0, £ -p(gy) est continue, et

si £-~0, Eg"g dans la Co-ttl)poloiie. On peut supposer de plus que

Q(EE)GV§6/4an('H‘1) . (Par ceci on lisse E dans un petit voisinage de O

et on peut s'assurer que Q(gz)GV;b/l} y si A-1 est assez petit en lissant

de fagon ad hoc).

x>

Ez\

Figure

Soit t fixé comme en 8.6 et 8.7, et on pose Q(gz)t= (1-t)Id+ té(g,), pour
O0<t<1. Pour £ assez petit, Q(g‘t)tEU (puisque, si £ -0, g, ~g dans la

c%-topologie et que U est un voisinage de h, = Q(g)t induit par la C°-

t
topologie) 3 de plus, si £ -0, Q(gl’)—vh1 et donc pour ¢ assez petit,

0<p(2(gy))<y.

On obtient finalement en utilisant 8.7 qu'il existe v >0, vy <y

1
(dépendant de 6> 0) tel que pour tout 0sa<y, il existe h € Q(F:) mais

1

o
(ha)t = (1-t)Id+ thaié(Fa) .
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On a de plus h €ViND™(W') , et (h ) KE(F)&D (h ) §8(F° ). =

B) Le_cas_général.

On utilise les revétements finis [II, 4.8]. On suppose que r =0 ou

#*
r>1, TR, our=+o. Si q€Z soitfcq(e)=q9 et

gep’ (M) —> g = 4 eget € p*(rl) .

Si g=Id+y, gq(e)=Id+%\y(e). On a :

a) &g Rysq = Rysq8g -
b R o - plg) p i .
) p(( P g)q) e tq S PEZ

. r r .
c) Si peZ et akQ, th Q(FE+B)§11€ @(F(Hp) voir [II, 4.8].

qQ q

1 1
Dg -1 = ||Dg - i D .
a)  [|pg, “c° g 1||Co si g€D (M)

e) Soient ht(e)=Id+%‘P(e), O<t<1, pEZ et a @

o o o
h € 8(F ) &= h € @(FOHP) (—:}(ht)qe &(F +B) .
q

2l

Les démonstrations sont immédiates (voir [II, 4.8] et [H, XI.2]).
Soient a € R-@ , 5>0 et y1>0 le nombre déterminé en A). On choisit

*
qg€EIN , p€Z, tels que a, =qa - p vérifie lcx1l<y1 et on construit h

1
: . . Cl 1
comme en A). Le difféomorphisme (ha1)q=ha€ Q(Fa) par c) et e), haevb

1
par d),mais (h), = (1-t)Id + th ¥ Q(Fg) par A) et e). =

8.9 Remarques : 1) La construction des revétements finis permet de

construire g, loin dans la C1+5-topologie car ngq— 1] = lql® | Dg - 1
C
mais Cl-proche de 1'identité par 8.8 B) d). Ceci permet aussi de construire

€ 1

des he€ Q(F:) tels que [[Dh|| _ soit grand (on utilise 8.8 B) e) et c) si
c

ak@) .
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Ceci montre que dans certaines directions Q(,F:) peut devenir grand
dans la C1+e-topologie. (Certaines directions veut dire si h¢€ Q(F:), alors
(1-t)Id+ the Q(F:) pour 0<t<1.)

2) Par le théoreme des courbes invariantes [II, 2.6]
pour presque tout a, si h¢€ Hm, alors si |t| est assez petit,
h, = (1-t)Id+ the @(F:). De plus si a satisfait a une condition A, Q(F:)

@
est ouvert dans H” pour la C -topologie [II, 2.6.2].

@
e(F_ ), —_—

a € A, ouvert pour

la Cm-topologie

"directions loin"

Figure heuristique de h¢ Cmn V; .

9. REMARQUES SUR L'IMAGE GLOBALE DE ¢ .

9.1 Soit 9€ Lip(']l‘l) , $£0. 11 existe to>0 (dépendant de ?) tel que

l'on ait, si on pose pour t=20, gt=1d+%‘0,

o
i >
gtﬁﬂ si t>t,

o .
gteH si 1:<t0 .

Proposition : Il existe un nombre t1>0 dépendant de ¥ tel que l'on ait

t, <t et, sit>t gts@(n°(1r1)).

1 —_— 2= 1’
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Démonstration : On pose a = sup 2x) - @(y) et a = -inf P(x) - @(y) )
- + X-Y - X-Yy
xAy x£y

alors par 2.2, s'il existe un homéomorphisme ht tel que Q(ht) =g, » on

a nécessairement, pour tsto ’

a+t 2)1/2

a+t
5 )

M <1+ +(a+t+(

t

. . . -1
ou Mt: Max(Llp(ht) , L1p(ht )) .

On a, d'autre part, pour tout x et y dans R, x>y,
1 -1 -1 1
ht(x)—ht(y) > M_t (x-y) , ht (x)-ht (y)zm—t (x-y)

et donc (voir aussi [II, 2.4.5])

1
at =M -

1 - —
On doit avoir 1'inégalité a priori pour t® :

" at a+t21/2
(+) —Tt-s'1+++(a+t+(2)) .

1-=%

Si 8y est un homéomorphisme alors

a_t 2
1-—— >0 et donc t = — ,
2 o a

or, si tot , 1/(1-a_t/2) -+~ et donc 1'inégalité (+) n'est pas vérifiée.

Ceci montre 1l'existence du nombre t1<to- [}

9.2 I1 existe un unique nombre t >0 tel que dans (+) on ait 1'égalité.

1
En effet, si x>1, la fonction x-o-;-(x +-’1?) est croissante, (+) équivaut a
1 -1 a+t a+t

-2-(mt+ my )< 1+ 5~ avec m, = 1—7. Comme mt>0 et t>0, ceci équivaut a

t st1 avec
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4a
+

t, = N
1 a Z2a++ a_s

9.3 L'inégalité (+) est optimale ainsi que le montre 1'exemple PL g de 8.3
1 . caz
ty =1, a+=%()\+x)-1, A>1, Mt1=?\ et (+) est une égalité.

9.4 Si a =a =1, on obtient t1: 4/3 * et 1'exemple PL g de 8.3 avec A =3

montre que t, = 4/3 est optimal.

9.5 Le lecteur se rapportera a I1.2.4 et II.3.
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/
ANNEXE SUR LES MODULES DE CONTINUITE (voir aussi [H, IV.3]

Al/ Soit ¢: [0,1] R une fonction continue . On définit le module de

continuité de ¥ par

w(6) = sup |®(x)-9¢(x+8)] , O0=<6s1 .
Os<x<1

La fonction w(®&) est monotone non décroissante et continue en O (par
1'uniforme continuité de ®). w est une fonction continue et uniformément
continue (cela résulte de w(61+62):5w(61)+ w(bz)). Si : R-R est une
fonction uniformément continue, on définit son module de continuiteé
w: R+-Bh_avec les mémes propriétés que ci-dessus. et

Soit 5> 0 est la fonction définie sur [0,1], ©(x) = x(Log %) .
Si w est son module de continuité, on a, si x est assez petit,

1 1+0
w(x) = x(Log ;) .

A2/ Soit w un module de continuité, on dit que ?¢€ C°UE1) est de classe

c¥ (i.e. vec¥(ml)) si

lo| = sup I@(X)-w(z)l < 4o
' xty wllx-yD)

On vérifie que l'espace Cw(ﬂJ) est un espace de Banach pour la norme

H¢” = ”¢H + el . Cette topologie s'appelle la Cw-topologie. Si

T c® cv

w(d) = 6, on obtient 1'espace des fonctions périodiques lipschitziennes,

espace noté Lip(ﬂﬂ) (ou aussi Lip1(ﬂﬂ) ). On pose alors Lip(®) = |¢] w"
C

A3/ L'espace Cw(ﬂﬂ) est une algebre de Banach pour la norme ” ”

Oon a,si @, yec¥(ml),
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oyl = 191 IVl g 9l o 141,

A4/ Si f: m! - m! est une application lipschitzienne (i.e. Lip) et

si 9ec¥(ml), alors 9o fecY et on a

[¢ o fICw < ltplCw ([k)+ 1)

o k=sup ( L=y _pioe o Lip, () .
x2y Ix -yl

A5/ Soit f: R—-1R une fonction lipchitzienne. Alors, si ‘PECW,

fo(PECw et on a

Ife@| < Lip(f) lel .
w w

C C
A6/ I1 en résulte que, si ‘PGCW vérifie ”‘P” os% , alors
C
1
—— <4 |o]
1+¢|Cw c¥

I__l__z, LS 16 lel .
(1+9)7IcC C

A7/ Soit w le module de continuité d'une fonction de Co('ﬂ‘l) , tel que
la fonction x/w(x) soit croissante-

Si Pe Lip(’ll‘1) , on a

2 |lefl
lol ¢

<
c¥ w2 |9 /Lip(®))
CO

Démonstration : En effet, soit 6>0, on a
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lol < Max(sup J2Gxst) =@l - le(xet) ~ @]
Cw t26 w(t) <6 w(t)
2 ]l

sMax(—ﬂgcr,Lip(‘P)-‘-R%) .

On choisit 6=2 ||¢| o/1ip(®)  (si Lip(®) £0, car si Lip(?) =0 on a
c

lel ws 0 et 1'inégalité esttrivialement vérifiée) ; et on remplace. =
C

AS/ Soient vy et w, deux modules de continuité de fonctions de Co(’ll‘l) .

2
w, (x)
On suppose que la fonction est croissante et que,si x-0,
wzzxs
w,(x)
1 -0
wzlxi :

Proposition : Soit (Wn)nE]N une suite de fonctions de C 1('11‘1) vérifiant

si n- e, “cpnnco_.o,

sup lkPnl v, < 4o ,

n C
alors, si n- +o, lo | -0.
_— = n’ ow,

C

Démonstration : I1 suffit de démontrer une inégalité de convexité
analogue a A . =

1+6

Exemples : Si wl(x)=x(Log %) 1si x=0 (6]>0), on peut choisir

1 1+52
wz(x) = x(Log ;) si x=0 (62> 61)
wz(x)=xB , 0<B<1 .
Ag/ Si réIN et si w est un module de continuité, alors on définit

c™vmt) - feect(m') | p*oec"}. Avec 1a norme |9 = |lol] +ID%0l -,
c c c

r+w
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au ||@|| ,= Sup ||Di¢P|| » 1l'espace c**Y(m!) est un espace de Banach et
c’ osisr c®

une algebre topologique et sa topologie s'appelle la Cr+w—topologie.

A I‘+W}

10/ Onm définit pour r21, ré N, () - {r-Tasyed™(mlyec

qui est un sous-groupe de Dr(’ll‘l) . (On utilise pour ceci AS , A4 et la for-

mule de Faa-di-Bruno.)

A“/ Si on choisit comme module de continuité hBldérien w(w) = xB ,

0<pB<1, alors on utilise la notation (si r & IN) C“B('xrj) ’ Dr+B('ﬂ‘1) pour

r+w T+w

1
respectivement C ('11‘1) et D ('11‘1) . On a, si B'<B, Cr‘LBCCrJ'B et

|| ” r+p! s|| ” rep Les éléments de CB('Il‘l) , 0<B<1, sont appelés fonctions
C C

hYldériennes d'exposant B .

Pour 5> 0, on note par wi’(x) le module de continuité de la fonction
4 2+28
x(Log -;)

On a, si T€IN et

o)
r+w
¢ Ymhecc™Pem!y
P+W6
si ra1, p Ym') < p™P(ml) ,
o) 5!
r+w1 1 r+w1 1
et si 0<6<5", ¢ Ymhec !y ,
les injections étant continues puisque || || rep S I 5 S Il 5 -
C r+w, r+w,
C C

A12/ On rappelle que si O<a<b, il existe une constante C> 0 telle

que si ‘PECb(’II‘l) et 0<A <1, on ait :

A - .
”“’”Cmu-x)b <cC ”"’”Ca ”“’”ébk (voir [HH, p. 40]) .
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AL/ On se place sous les mémes hypotheses que Ag et on suppose que

wz(x)=xB pour un 0<B<1.

Proposition : Soient réN, r21 et (gpn)nelN une suite de fonctions de
r+w

c 1

(M) vérifiant, si n~s+», ||¢ | -0, sup D% | < +o, alors si
yeriliant, si ol o n w alors si
(o} n c 1

n-— +®,

1900 o, —> © -

C
Démonstration : Par A12 on a I‘Dr‘Pn|| o—-O avec n—+o et il suffit d'appli-
C
quer AS . ]
A14/ Soient r€ N et w un module de continuité . On note par
r+w

C +(’11‘1) = {‘PECP+W('H‘1) | si Ix-yl =0, alors l‘p‘(f);:p; )| -0 uniformément} .

r+w

Avec 1la Cr+w-topologie, C +(’11‘1) est un sous-espace fermé de Cr+w('n'1)
l"+w+ 1 I‘+w1 1

et C (") est une algebre de Banach. Si ¢€C (") , 1la fonction de

’11‘2-A , (x,5) IWLX);_W;XH se prolonge par continuité par O sur la diago-

nale A de '11‘2 .
r+w r+w

2+

Si w, et w, vérifient la condition de A alors C cC .

1 2 8’

A Si r21, ré N, on définit

15/

r+w 1 1 r v, 1
p '(m')- {f=1d+9eD"(m) | D'eec ()} .

r+w
On vérifie que D +(']]?1) est un groupe topologique avec la c**Y_topologie .

Dr+w(’ll‘1) n'est pas un groupe topologique avec la c**¥_topologie .

Si ré IN , on rappelle qu'avec la Cr-topologie le groupe Dr(’ﬂ‘1)

est un groupe topologique.
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A On suppose que le module de continuité w vérifie, si 560, &5/w(6) 0.

r+w

16/

Par A ,, on a Cw(’ll‘i) ccC +(’11‘1) .

rew
Proposition : L'espace Cw('ll‘1) est dense dans C +(’1[‘1) pour la

r+w

C -topologie.

Démonstration : On peut supposer que r=0. Comme a € 'Il‘l—o P °RaEC +(’11‘1)
w
est continue si €C ¥, il suffit d'appliquer [K, 2.12]. ®
. o, 1 v, 1
Corollaire : Si r21, le groupe D (M) est dense dans D (") pour
la Cr+w—toEologie.
8 T+W, 1 T+ 1
A17/ Si w(x)=x", 0<p<1, on note C (r") (resp. D *(W")) par
r+ r+B

C +('11‘1) (resp. D +('ll‘1))-
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CHAPITRE 1V

/ 7 N
DEMONSTRATION DU THEOREME DES COURBES TRANSLATéES
DE NOMBRE DE ROTATION DE TYPE CONSTANT

1. INTRODUCTION.

Nous nous proposons de démontrer le théoreme des courbes translatées
de Rlssmann [11] en classe C3+B, 0<B<1. Ceci implique le théoreme des
courbes invariantes de J. Moser [8] (voir aussi les annonces [9] et [10]).
De plus le théoreme 5.4 tel que nous 1'énongons implique la stabilité des
points fixes elliptiques des difféomorphismes de classe Cr, r2 roo du
plan qui préservent les aires (f(z) =az(1 +ib|z|2+-ic|z|4+-0(|z|6)),
lal =1, be R* , CEM ; ceci en utilisant 3.6 et on peut remplacer O(|z|6)

par 0(|z|4) si on s'inspire de 5.9). Pour la stabilité des points fixes

elliptiques, nous renvoyons a [15].

Notre méthode, qui est tres simple, nous permet seulement d'obtenir
les courbes sur lesquelles le nombre de rotation est de type constant :
o€R, il existe y> 0 tel que pour tout p/q€@ on ait la- (p/q)l =¥ q_2.
Pour les conclusions qualitatives : un ensemble de courbes invariantes
paramétré par un ensemble de Cantor, stabilité des points fixes ellipti-
ques, etc., c'est amplement suffisant (il faut donc exclure les questions
de mesure de Lebesgue des courbes, etc.).

Comme la perte sur 1'équation linéarisée est seulement d'une uniteé
sur les espaces Cr+B, ré€ m* , 0<Bp<1 (ceci est impliqué par le résul-
tat de Rissmann [12]), nous pouvons appliquer le théoréme de

point fixe de Schauder-Tychonoff ; ce qui est infiniment plus simple que les
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méthodes d'itérations rapides. De plus la méthode est (assez) générale

chaque fois que des nombres o« € R de type constant interviennent, mais
nous 1'avons surtout illustrée avec le théoreme local de conjugaison des
difféomorphismes du cercle, § 4, et le théoreme des courbes translatées,
§ 5, (mais on peut aussi traiter d'autres équations non-linéaires par la
méme méthode).

11 reste néanmoins que les principes sont les mémes que pour la démons-
tration "abstraite" que nous avons donnée du théoreme des courbes trans-
latées et le théoreme des tores invariants [3].

A 1'exclusion de 1'appendice de [5], la version que nous proposons
(avec probablement beaucoup trop de détails) est (je 1'espere) presque
entierement '"self contained".

Le plan est le suivant

2) Notations et rappels. (Ce § contient des rappels sur les
fonctions Cr+B-)

3) Equation linéarisée. (Ce § contient le miracle.)

4) Théoremes locaux de conjugaison des difféomorphismes du
cercle.

5) Théoremes des courbes translatées.

Un autre chapitre sera inclus au volume 2 et portera sur les courbes
translatées des difféomorphismes en classe de Sobolev ou Besov.

Nous obtenons une amélioration sur [9] et [10] ¢ pour un
difféomorphisme de classe Cr+B, réeN, r>3, 0<B<1, la courbe est de
classe cr-1+P (ce qui n'est pas tout-a-fait évident par les méthodes de
[9] et [10]). Nous pensons que cela explique plusieurs choses.

On peut montrer que ces résultats sont en un certain sens optimaux :

a) Le théoreme 5.4 est faux en classe Cs—B, B> 0 (voir Chap. II et III).

b) La perte de dérivabilité des courbes est en général > 1-8, B>O0.
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2. NOTATIONS ET RAPPELS.

2.1 On désigne le tore de dimension n par 'I.l‘nlen/Zn . Les translations
(3 droite) de T" sont notées R : peM  wg+acm” , acm”.

Si 96'11‘1 , on a la métrique de groupe

lel = Inf lo+pl
PEZ

ou p est un relevement de 9 a R .
Sur T' xR ou ’ﬂ‘lx[-é,é] , 6>0, on met la métrique, si X; = (ei,ri),
i=1,2,

d(xl,xz) = S“p(”91'92” ’ |r1-r h .

2

2.2.1 Soit X un espace compact métrique avec la métrique d et E un espace

de Banach avec la norme || ]

On désigne par CO(X,E) 1'espace de Banach des fonctions continues

de X dans E avec la norme ||‘P|| = sup ||¢(x)| . On écrit aussi H<P|| = ||‘P|| 0"
x€X c

On utilise aussi la notation C°(X) pour CO(X,R) ainsi que pour les sous-
espaces de C%(X) : on écrit cP(X), c™*P(X) au lieu de cP(x,R), c"*P(x,R)

quand ces espaces ont un sens.

2.2.2 Si 0<p<1, on désigne par CB(X,E) ou encore CB(X,E,d) (si B=1

Lip (X,E)) 1l'espace des fonctions #: X—E h8lderiennes d'exposant B :

*
I‘pl = 'wl = sup |*P(x)-(P(B)| < 4+ .
cP xAy (d(x,y))

Pour la norme I|¢]]CB= | @]} + |<P|l3 (si B=1, on note cette norme ”‘P”Lipis ”LP”Lip)

B B
Cﬁ(X,E) est un espace de Banach. Si 1315132, c %cc Yet ona

¢ Nous utilisons dans les autres chapitres plutdot la notation |el

cB
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Ba-By
I¢l61Sa MB

, a= diamétre de X=sup d(x,y) .
2 XAy

2.2.3 Si E=R avec la norme standard, CB(X,R) est une algebre de Banach

et on a

eyl < (o] Tyl + ol ) .

vlg = (ol Tylg+lelg (vl

2.2.4 On suppose que le diametre de X est > 1. On a les inégalités de
convexité (voir [2, VIII.3]) si 0<B,<B,s1 et B= (1-7»)B1+M52 avec

O<A<1, alors si 9¢€ CB(X,E) on a

lol . < ol Jol?

B By Py
avec I‘Plo = sup [|9(x) -@(y)]| s 2 |lo|| -
x£y

(Si 61-_— 0, on n'a pas besoin de supposer que le diametre de X est 2> 1.)

2.2.5 Si (xi’di) sont deux espaces compacts métriques et si

f: xl-.xz est Llp1 :

dz(f(x),f(y))

SUP Ty Lip, (f) < +=
xAy d1 X,y 1

alors, si ‘PECB(Xz,E,dz), Qo fg CB, et on a
° i B
le flB < l¢lB (Lip, (£))" .

29 d1= d2 et si f est un homéomorphisme lipschitizien (i.e.

felLip, et £ '€ Lip,), alors

Si X1=X

oecP &= vorech .
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I1 en résulte que 1'espace CB(X,E,d) reste le méme si on remplace la
métrique par une métrique d1 lipschitziennement équivalente a d :

il existe C21 tel que 1'on ait
%d(x,y) < dl(x,y) < C d(x,y) .

Si ¢ecB(x,R) , avec P(X)c[a,b], ~-osa<b<+>, si f€ LipI([a,b],E),

alors fo‘PECB(X,E), et on a

|f°<PlB < Lip,(f) lwlB .
Si E=E1XE2 , avec (Ei’ ” ”i)’ i=1,2, sont deux espaces de Banach, et
si sur E on met, par exemple,la norme ” ”: sup(” ”1,” ”2)’ alors

cP(x,E,q) = Cﬁ(X,E1,d)xCB(X,E2,d) .

2.2.6 Remarque : Si le diametre de (X,d) est < 1 et si ‘PECB(X,R,d)

est tel que ‘P(xo) = 0 pour xoe X, alors
P .
” ” < 'tPlB

2.2.7 Si (X1,d1) est un espace compact métrique et (Xz,dz) un espace
métrique, on définit
cPx,,x

2’d1’d2)

comme l'ensemble des applications ¥ : X1-0X2 tel que 1l'on ait

a5(9(x),9(y))

sup ——————g—
XAy (dl(x,y))

< 40,
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L'espace CB(Xi,Xz,d1,d2) ne change pas si on remplace d1 et d_, par des

2

métriques Lipschitz-équivalentes.

Remarque : Si (X,d) est un espace métrique localement compact (non
compact) il est plus naturel de définir CB(X,E,d) comme les fonctions

localement CB .

’ ra @ ’ 3
2.3 Dans la suite (Mi’di) sont des variétés de classe C avec une métri-
’ . . . @ s’ -’
que di induite d'une métrique riemannienne de classe C . Les variétés Mi

peuvent avoir un bord. Si M, est compact, on définit pour rée N, 0<B<1,

1

Cr+B(M1,M2) comme 1'ensemble des applications f de M1 dans M2 de classe

c’ tel que dans chaque carte la dérivée r-ieme de f, Drf, soit localement

de classe CB (un ouvert R" étant muni d'une métrique induite par une

B

norme de R" (ou Lipschitz-équivalente)). On définit la ¢t -topologie.

On dit que f est de classe Cr+B.
P r+B . . r+8
On vérifie que C (M1,R) est une algébre banachisable et C (M1,E)
ot E= RP est un espace banachisable.

Si f: M, ~M,, et f,:M,~M; sont de classe c**B (r=1), alors

£, f, est de classe c**P . on vérifie que si f€ Diffr(Mi) (i.e. le

groupe des difféomorphismes de classe c’) et si i‘éCr*B (r>1, 0<B<1)

-1 c Cr+B .

alors f Bien que pour r€ N 1'application (f2,f1)—of o f, est

2

continue pour la Cr-topologie, elle ne 1l'est pas pour la Cr+B-topologie
(r=21).

On suppose que la variété M1 est compacte et que E est un espace
de Banach. Si 0<B'<B<1,par 2.2.3 la Cr—topologie sur les parties

bornées de Cr+B(M1,E) pour la Cr+B-topologie est équivalente a la

B

. '
ct P -topologie. Pour r21, il en résulte que sur 1es parties crrh.

r+p"'

bornées avec la C -topologie, la composition est continue.

r+p
On définit de fagon analogue a 2.6.2.1 la classe C +(M1’E) ,
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P+BL 3
cC si B'<B. Si réN , on vérifie que la
r+[3+ r+p
composition est continue sur les espaces C avec la C -topologie
+
B

cr+B(M1,M2) ... On a C**P

r
et que Diff +(M1) est un groupe topologique avec la Cr+B—topologie.

1
I1 suit que sur les espaces Cr+B (r>1) avec la CNB -topologie (B'<B)

la composition est continue et que le groupe Diffr+B(M1) avec la

r+f8'

C ~topologie est un groupe topologique.

Finalement, on montre que si M, est une variété compacte sans bord

1
et si E= RP, alors 1'adhérence de Cw(M1,E) dans Cr+B(M1,E) pour la

r+ 1

Cr+B-topologie est le sous-espace fermé C +(M‘1’E) . (Si M1='II‘ ou "

on utilise des opérateurs de convolutions cf. [14, III.13], et on se

e > s 3 . . 3 re @
ramene a ce cas en utilisant des partitions de 1'unite de classe C

de Ml)'
Notations : On écrit dans la suite indifféremment CP+B(M,R) ou Cr+B(M1).
Si 141='1131 , 9ec™(T',E) ol E est un espace de Banach et si i € N, on

note par D'® la dérivée i-eme de ¢ avec D°9=9.

2.4.1 Nous allons préciser les normes et les inégalités dans le cas ou
M1='Il‘1 , [=6,6], ! x[-6,6] et on suppose que sur M1 on met la métrique
d1 définie en 2.1. On pose, si (PECr+B(M1,E), E étant un espace de Banach

avec la norme || ”a

i
lell .= sup [ID7e] |
C Osisr C
ou on note par ||[D*®(x)| la norme induite par celle de E et la norme du
sup sur RP sur 1'espace .ES((Rp)r ,E) des applications r-linéaires symétriques
de RP dans E avec p = dimension de M1 . On a, si 0< B1<B2 ,
P,-B

IpTel < a 1 |p%e| ou a=diamétre de M, .
By By 1
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Pour r>1, on définit
r
||w||CNB = ||<|>“Cr+ ID «plB
et on a

2.4.2 Proposition : Il existe des constantes ne dépendant que de r€ N

et de M telles que 1'on ait, pour tout @, y€ Cr+B(M1,R) et 0<B<1,

194 5 = €00 g I¥1_pp s 191 191 1,00
Démonstration : Voir [5]. ®

2.4.3 Proposition : Soient 61 et 6,>0. Alors il existe des constantes

2

Cr dépendant de 61 ) 62 et r telles que 1l'on ait,
. r+ 1 1

si fec™P(m x[-6,,6,7, ! x[-5,,6,]) et

si eec™Pm! x[-6,,6,], M xR) alors

pour r2>1,

r+B
028l pop = € Clel g lel

TPl el g+ oo 2l )

pour r =0, et ¢ ou f€C1,
oo £ o= min(loll , o0 oy llell o 1£1P,) + Yoo 1]
cP et BT R Tt c°
Démonstration : Voir [5]. m

2.4.4 Proposition : Soient C>1, 6>0 et r>1. Alors il existe des

constantes Cr dépendant de C, & et r telles que si f¢€ Diffr(’I[‘1 x[-6,6])

vérifie [l ,+ 7Y | sc, alors ||£7)
C

1
”Cl cr+B s C, ”fucn-ﬁ :
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Démonstration : Voir [5]. =

2.5.1 Nous allons nous placer sur ﬂq (le seul cas que nous utiliserons
dans la suite), mais le cas de T serait identique.

Soit M€ CT(R) vérifiant

supp(M) < [-1,+1]

N(-x) n(x)

Mx) = 1 si lxls% .

é2n1§x

2.5.2 Soit 9(x)=[ n(g)dee F(R) ; on pose, si t=1,
R

¢t(x)= t®(tx). On définit, si V€ COCE1,B1) (qu'on identifie aux fonctions

de C°(R) Z-périodiques)
s *Q (x-y) @ (y) dyec™(mh)
V=V t—j'R\l'X-y L¥) dy€ .
2.5.3 Par la formule d'inversion de Fourier, on a

2ning
St e =T

(-9 2mind (nez) ,

Stw est donc un polyndme trigonométrique de degré < [tl .

2.5.4 Proposition : Si a, b sont des réels > 0, il existe des constan-

tes C ne dépendant que de sup([a],[b]) (ou [a] est la partie entiere de

a) telles que 1'on ait pour t=21 et yecC?

(i) S <cC |y bsa .
Is ¥l = © VI,

147



M. R. HERMAN

(i) |Is.v] . sc t°® |y ashb .
¥l b I Ilca

(iii) [lxy-stWIle <c th? ”“’”Ca bsa .

Démonstration : Voir [5). [(i) suit de ||cpt*\y|]Cbsl|¢|1L1 Mlca ,

(ii) et (iii) sont évidents si b=a, et standard si b et a€ N ainsi

que (iii) pour b=0 et a€ R _. Pour bER , (iii) suit par interpolation

de HW_StW”Cb (entre [b] et inf([b] + 1,a)) en utilisant 2.2.3.

(ii) si b=a+k, ké N, suit de (i) par dérivation . Si a+tksb < a+k+1, k€ N,
on interpole la norme C° entre c®*¥ et ¢®*¥*! ¢n utilisant 2.5.5. Le fait
que les constantes C ne dépendent que de [a+b] vient de ce que c'est vrai
pour a et b€ N et pour (iii) b=0, a€ R+ et que les constantes d'interpo-

lation sur un intervalle [a,b] sont majorées par une constante ne dépen-

dant que la partie entiere de b.] =

2.5.5 1Inégalités d'interpolation (ou inégalités d'Hadamard).

Proposition : Soit [a,b]CR+ , a<b, alors il existe une constante ne

dépendant que de [b] et telle que si V€ Cb('ll‘l) et 0<As<1, alors

1-A A
”W”C(‘l—l)a+7xb <C ”‘cha ”\‘,”Cb *

Démonstration : Voir [5]. =

2.6.1 On définit, si k=20, S, étant les opérateurs définis en 2.5,

t
Ay, = (8, -8 )y si k22
k ok T T k-1
IR A RN
1
Ay = (g)ae .
Y, jo v
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Si N¢ IN, on pose

N-1
V= £ Ay (=8 ¥, si N>1) .
N k=0 k 2N 1
On a, si k=21, par 2.5.3
k
o)
@ supp A\ykc{nezl 2TS Inl < 23

On a, si k21,

@ Ay ne dépend que de V- oy, (puisque Sie=c si c€R ).

® D(ay,) = (DY),

En appliquant 2.5.4 (iii) on a, en écrivant

Ay =S L V=¥+¥=5, . ¥
k 2k 2k1
si a=r+B, rée N, 0sB<1, O<B'<P et k21

r -(r+pB-p')k
® lawgll g = © 10"yl 2

ou C est une constante ne dépendant que de r .

On a aussi (en utilisant 2.5.4 (iii) ou (ii))

r k(1-(r+p-p'))
©) “D(Awk)ucﬁ, <c Ipyl, 2
2.6.2 Remarques : 1. Si y¢ Cla pour tout B'<B, si N- +=», \yN-.\y dans

1
la CB ~topologie. De plus on a
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Iy l, <€ ,
sup Lyl < ¢ IVl g

mais en général, si N- +o, ¥y ne tend pas vers y dans la CB-topologie. En

effet, si 0<B<1, 1'adhérence des polynames trigonométriques dans CB

B

est 1'espace C +,

+

B
¢ tml) = fyechrl, ) 1im LMD - (B” -0} ,
|x-yl-0 Ix -yl

| l%m voulant dire que la limite est uniforme par rapport a x et y .
x-y | -0

si yec *(m!), on a, si ko+o
_ -kp
”A‘l’knco - 0(2 )

et réciproquement (cf. [14, ITI.13]. Zygmund adopte la notation A
B B!

+

C *). De plus si B'<p on a CPcc *.

our
B P

2. La théorie que nous avons exposée dépend d'un
choix d'opérateurs d'approximation. Classiquement on utilise plutot une
version intrinseéque : la théorie de la meilleure approximation par les

polynomes trigonométriques.

2.6.3 On se propose de voir la réciproque de (:) et (:) pour r =0,

0<B'<B<1 et on pose g=Pf-B'.

)
Proposition : Soit (Afk)kzo une suite de cl+P (Tl,m) et on suppose que

l'on ait

(i) sup zke “Af = 4 < 4o
k

g

-k(1-9)

(ii) SEp 2 ”Afk”C1+B'

alors on a
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k>0 K

lell 5 < ke, K= c(2Poqyt, 2041y 2781 |
C

ﬂ C est une constante indépendante de B et B' .

. ~ . PO p k
2.6.4 Remarque : Si Afk est un polynome trigonométrique de degré < 2,
alors (ii) est une conséquence de (i) (il suffit d'appliquer 2.5.4 (ii) et

de remarquer par 2.5.3 que Szk+1(Afk)=Afk)-

Démonstration de 2.6.3 : Par 2.5.5, on a

-k(1-B) ”Af

(iii) sup 2 kn 4 S cL (C étant une constante).
k C

-(N+1)

On se donne h avec |hl <1. On peut supposer que 2 < |nl SZ-N pour

un NéE N. On écrit

| f(x+h) - f(x)]| < I +1I

avec
Il < 5 | |
Il < g laf (x+h)-Af (x)
k=0 k k
@
I11] < £ laf, (x+h) - Af, (x)] .
k k
k=N
On a
N-1 N(1-B)
1l < = |par ]l | Inl < [nl ct E-B
k=0 C 2 -1
B! 2 -Ng
1
11l = 5 far] , InP s Il L2
k=N C 1-2
9
et Il + 11l < InlP C 2 )

(
2(1-5) -1 1-279
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s
d'ou lfIBsK1£
- L
et de plus el g s £ 27 -—— . u
c k=0 1-278

2.6.4 Remarque : Si B'=0 et B=1, f n'est pas en général de classe 01 .
Par la méme démonstration (voir [14]), f est "smooth" au sens de Zygmund :
i) fec’(mh)

ii) sup (If(x+t) + £(x-t) - 2£(x) [/ 1th< s+
x, [tl£0
et réciproquement si f est smooth au sens de Zygmund, et si on décompose

f comme 2.6.1, on peut prendre alors P =1 dans @ et @ .

2.7 1Inégalités pour la composition.

2.7.1 Proposition : Soient r¢IN et p€ N, alors il existe des constantes

(o} telles que, si 226 20, re N, 0<B<1,

r,p

vec™P(mlx[-5,6], RP)

gcc™ P!, m! x[-5,57)
alors, si r=21,
o r+f o
192 6l yp = € p 190 pp Clel g e 6173 llo el
sir=0et9cc’ ou gect,
o+ gl o < MinClel , lell oo ol o lell®p +le el o -
”CB |C1 H CB ’ CB ” “C1 I Co

Démonstration : Le cas r=0 résulte de 2.2.4. Pour r>1, on écrit

D(Peog) =DPeog Dg ,
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et le cas r=1 suit du cas r=0 et de 2.2.3. On démontre la proposition
par récurrence sur la partie entiere de a€ R, a21. On applique 2.4.2

1

aM =1, E=RP d'on

1
Ip(e el ,_ sclpeegl| . lvgll j+lpe-ell , lvell , )
c c c c c

Par 1'hypothese de récurrence

-1
[[pe gllca_1 s¢C HD‘PIICa_1 (|I5||Ca_1 + ||Ds|lci ) + IID“f’IlCo
On applique 1'inégalité 2.5.5

(a-2)/(a-1) a,1/(a-1)
Hgﬂca_l ||s||C1 < C[a](llgllca (||E||C1) )

et en remplagant la moyenne géométrique par la moyenne arithmétique on a

(en utilisant, si a,<a

1 9 et 5>0, H‘P” a s4||<PH az) 1'inégalité cherchée.

1
C C
Le point important est que 5< 2 n'intervient pas dans les constantes. =

2.7.2 Proposition : Soient >0, r€c IN, alors il existe des constantes

, est indépendante de & (si 0<6<2) et

C,hetcC, dépendant de r et ou C

telles que si ®€C™*P([-5,6],R), gec™*P(m?,[-5,6]) 1'on ait
sir21,

r+f

1908l yp = €409l g el

+ II¢,,C1 “g”CI‘*B) + ""’ ° S”Co ’

r+p o
94 pug = € Iol g el Nl g+ llow el o

si r=0 et si @ECI ou gECi,
| . B
9o gll < Min(]|®] g . [P g Y+|eeg
l I I IC1 ” “CB I HCB l ”01 l “CO
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Démonstration : Identique a celle de 2.7.1, voir aussi [5]. =

2.7.3 Corollaire : On se place sous les mémes hypothéses et on suppose

que 9ec™([-65,6],R) , ®(0) =0, alors il existe une constante C. dépendant

3
de r, 5 et ¢ telle que, si r21,

r+B) .

f[@e g”Cr+B < Ca(“g”0r+a+ HgHC1

I‘P°g <C “gl .
o< el g = < lsl g

Démonstration : Il suffit de remarquer que ”‘P ° g” 1s||D‘~PH ° Hg” °
C C C

(puisque ¥(0) = 0) et d'appliquer la proposition précédente. =

2.8 Une remarque importante.

Soient r>0 et 0<B<1, si wec”B('lrl,m) s'annulle en un point, on a

T
||<P||Cr+B <2 |p wls < “wucr+ﬁ .
En effet, H¢HC0 < lwlB < “D@HCO
et donc “\P”CB < 2 Wlﬁ )

ensuite onutilise le fait que, si r21, D'9 s'annule puisque f DP‘P(e)de= 0,
0

et en utilisant :

su

i r
p |[p7e|l +1IpTel .
<i<r | ”C° P

190 rog =
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Puisque le diametre de ']I‘1 est =

=

on a, si 0<a1<a2, aiGR

el , s llell , -
c! c 2

Il suit que sur les espaces
r+p 1 r+p 1
c.*F(m) = {eec V[ @(e)e=0}
° 0

{<P€Cr+B(’ﬂ‘1) | ¢(0)} 1la semi-norme |DI“P|B est une norme définissant la

Cr_B—topologie.

2.9 Difféomorphismes de cercles (Rappels).

1. Pour ré N, r>1 et 0<B<1, on définit
" P(ml) - {1a+ve Diff:*B(R) | ¢ est Z- périodique et 9cc™*P(mh)} .

p"*P(ml) est le groupe revétement universel du groupe de difféomorphis-

r+p

mes de classe C du cercle 11‘1 préservant 1l'orientation (noté

Diff£+6(']1‘1)). on définit 1a c**P_topologie sur D**P(m!) et pour re W
c'est un groupe topologique.
2. On définit les translations par

R (x) = x+a
a

et, si p€Z et si £€D°(TY), on a foR =R of.

3. On définit le nombre de rotation

p : p°(ml) —>R
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n
par p(f)= lim (f—;—I—d-)

n-+®

, et on a

. P est continue pour la Co-topologie,
. D(Ra) = a
. ph"YeR eh) = p(R) =@,

a a

. si p(f)=0§@ alors P(Rlof)=(x &A=0,

. si f=Id+@€ Do('ll‘j) et p(f)=a, ®-a s'annulle en au moins un point .

Pour les démonstrations, voir [2, I et II].
4. Si aX@, alors il existe une fonction continue

A, ¢ p°(r!) — s R

telle que ?\a(f) soit 1'unique nombre réel tel que P(f+)\a))-.-oc ([2, 11I.4]).

Si f=Id+¢® on écrit aussi ?\a(f)s?\a(@)-
5. Soit a§® on définit

F;“”B - {rep™PmY) | o(£) = o)

F;+B est un ensemble C°-fermé de D**P(mw?) .

on pose D**P(mw?,0) = {hed™*P(m!) | h(0) =0} et

DZ+B('II‘1) =thep™P(mY) | (n-1a) e c™*P, J‘l (h-1d)ae=0}; D"*P(m!,0) est
homéomorphe a F;+B pour la CP+B—topologig par 1'application (on peut rempla-

cer Dr+5(’ﬂ‘1,0) par D;+B('ﬂ‘1))

h=1Td+9ep™*P(mt,0) —— ¢ - Id+¢+xaeF;+ﬁ

-1
et 77 (fF) =R_f(0)°f .
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On a $(1d) = R
a

et
Dh = D(&(h)) .

Comme p(f) =o, la fonction f—Ra s'annulle en au moins un point et on a,

si @(h)=1d+¢+ha(‘P)
A (@) -al < |lo| .
a o
C
6. Comme la fonction (f-Rcr.) s'annulle en au moins un point, on a

- | -
le-m < ol
. r+f
et donc, si fGFa , On a
“f-Ra”Cr+B <2 |Drf|B (voir 2.8) .
On a aussi, si f= Id+¢+aEDo(’ﬂ‘1) et si a §Q@
I (£) -al s flof -
(o}

7. On se donne ré N, 0<B<1 et 0< €<-;— , et on définit :

K5 {he p™P(rly|n(o) =0 y ||h-14| r+p = %}
C
Tr+p r+f8, .1 1 r
resp. K = {eec™™(m) | 0=[ w(glae , D0l <e]) .
€ 0 B

Les ensembles Kr+B, K:"a sont convexes métrisables pour la Cr—topologie.
I1 sont de plus des ensembles compacts pour la Cr—topologie par le théo-

reme d'Ascoli (ils sont fermés pour la Cr—topologie car une limite simple
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de fonctions vérifiant I‘Pi(x) -‘Pi(y)| <C |x-y|'3 vérifie la méme inégalité).

8. Finalement, si a§@ et si f= h;i °R_oh = h;l °R_oh,
alors on a h2=R}‘ o h1 ou 7\16 R (i.e. le centralisateur d'une translation
1

irrationnelle est une translation). Il suit que h1 est unique si on impose

oii h. et fep®(ml),

o 1 < o 1
que hleb (" ,0) ou hIEDo('ll‘ ).

3. EQUATIONS LINEAIRES.

1
3.1 On pose L(1)= feert(r!, a5, m) | [ @(e)ap = 0} et on définit
0
c“ (ol = ct(rh nit, WP - WPl nit, ete.
[¢] (o] (o] [¢] o]

1
Si ¢¢€ Lp('11‘1,d9,]R), on note sa norme par ||| p= (J‘ lolP de)l/p .
L 0
3.2 On se donne OLE’II‘1 -(Q/Z) et on veut étudier 1'application linéaire
L : nec™(m!) —>n-n°r_ ec(mh)
o« o a~ o )

Par 1'ergodicité de la rotation Roc y 1'application ch. est injective.
L'application Loc est surjective si et seulement si a satisfait a une con-
dition diophantienne : il existe y>O0, 56>0 tel que pour tout p/q€®,q=>1,
on ait la- (p/q)| =2y q_2_6 . Voir [2, XIII] pour une discussion plus

complete.

3.3 Soit B un espace de Banach qui est un sous-espace vectoriel de L1 .

On suppose que B est invariant, par les translations Rt (te ']1‘1) et de

plus que, si a € ’11‘1,
neB _>n°RaEB
. P P r+p 1
est une isométrie de B. Par exemple p=L" (1<p<+»), B=C ()
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B=vw"P(ml) .

Soient A€ R et one'll‘1 , on définit 1'opérateur linéaire continu
Lot MEB—3TN-ATR €B .

onal .(B)cB , oun B =BNL'.
ALyA O o o o

b

Proposition : Si [al £1, 1'opérateur La A est un isomorphisme de 1'espa-
1

ce de Banach B (i.e. L;l)\ est linéaire continu).
,

Démonstration : Si a€ ’11‘1 , le spectre de 1l'opérateur T-=T1 °Ra (qui est

une isométrie de B) est contenu dans B = {zetl lzl=1}. =

3.4 On suppose que les hypotheses de 3.3 sont vérifiées.

On se donne A £1 et be B, soit ex vérifiant

b e R, 0<A<1

«©
1
e. = - ¥ —2—DboR ,, A>1
ico Ai+l -(i+1)a

d'ou 1la proposition :

Proposition : On a supl1-allells s |Iblly -
A>0 lexlls s
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Si a€ R est une fonction constante, on a

L;}k(a) = a(1-0)"1 .

3.5 Nombres de type constant.

Nous allons étudier 1'opérateur inverse de Loc dans le cas particulier

ou a est un nombre de type constant.

Définition : Un nombre a € R est de type constant s'il existe y> 0 tel

que pour p/q €@ on ait la- (p/q)l =y q_z-
On supposera dans la suite que vy est la constante de Markoff' de a

Yy = Inf q2 la - (p/a)] -
p/q€l,q=1
On a par le principe de Dirichlet y< 1.
On dit que a € 'ﬂ‘l est un nombre de type constant si un relevé de a ,
;, a R est un nombre de type constant. Cela ne dépend pas du choix de ;.
11 en est de méme de la constante de Markov de ’c:.
On note par TC= {0 € R | « est un nombre de type constant]}.
On a : la mesure de Lebesgue de TC est nulle [7].

Pour tout intervalle [a,b], aZb, la dimension de Hausdorff de [a,b] N TC

est égale a 1 [6] et [13].

Souvent dans la littérature, la constante de Markoff de a est plutot
.®
prise égale a vy = 1lim inf q2|a.- (p/q)|. Mais ce qui intervient dans les

q-et®
constantes pour les questions de petits dénominateurs est le nombre v .
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Tout nombre algébrique de degré 2 est de type constant.
Soit a un nombre irrationnel, si a:[ao,a1,...], ou les (ai)iEN sont les
quotients partiels du développement en fractions continues de a, alors

o est nombre de type constant si et seulement si
*
sup a, = C < += (si i<1, aiEIN)
i21

et on a clsy s+t [2,v.7.8] .

. b
Si bre équivalent j.e. p=222
i B est un nombre équivalent a a (i.e. B card

avec (: :;) € GL(2,Z) , alors

si a est un nombre de type constant, il en est de méme de B et on a

lim inf q2loa -2 = 1im inf 2 Ip-2| .
q>1 1 q>1 !
Par exemple B=-a et on a y(-a)=vy(a) .
3.6 On se donne y> O et considére 1'ensemble compact
-2
K = {ac[0,1] % 2ca la- 2|> .
v { [ ) ] q ql Y q }

On a KYC[O,lj-Q .

Proposition : Il existe £>0, tel que pour tout -;—) €>0, si [a,b]c[0,1]

vérifie |b-al 2 € alors [a,b] ﬂKze a la puissance du continu.

Démonstration : Soit a le nombre d'or & et a, les dénominateurs des

réduites de a . Il existe 1<7\1<A tels que l'on ait k;‘sqnslg.

2
*
Soit k€N , on a, pour tout ‘EEQ

L

a = (1+w/g)/2 = [1,1,1,...].
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-P X _
| {ka} q| > qu ,

ou v est la constante de Markoff de a et {ka} désigne la partie fraction-

naire de ka -

Soit n, la plus petit entier >2 tel que 1l'on ait e> 4| Il existe

n
o

donc un entier i tel que 1'intervalle [-q;-,l‘”] c [a,b] .

n n
o (]

Par [2, V.8.1] il existe 0<k5qn tel que
o

{ka} € ]avb[ .

On a, pour tout p/q€@,

ou C est une constante.
On écrit ko= [ao,a1,-..] .

Pour i2i (tres grand) soit

B = [bo,bl,...]

b, = a, si ix<i
i o

b, = ou aléatoirement si i 2 io .

a, +1

i
Alors les nombres B ainsi construits ont la puissance du continu. Si io
est tres grand tous les B€ Ja,b[ . De plus tous les B vérifient, d'apres
[2, V.7J, pour p/q€@,

- Bl , -t _ L
e q|21+3ceq2
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On choisit £= sup -1+—C3C—€

0<e<1/2

3.7 Des inégalités semblables a la proposition qui suit ont été remarquées

par Rilssmann [11, § 9] et [12].

Proposition : Soient a un nombre de type constant de constante de Markoff

Yy et p>1. Il existe une constante Cp dépendant seulement de p (et indépen-

dante de o) telle que

1/p
sup sup (: ;Ttina ) <C Y-l
# A€R NsInl<aN In(1-2e )| P P
NEN
Démonstration : Si x€ R, on désigne par ||x” =Inf Ix+ pl . oOn a
PEZ
z 1 =P \P
—< C N
0<ns<N “na”p Y !

ou C est une constante indépendante de N et o et dépendant seulement
de p>1.

En effet, comme pour 0<k<n<N, on a

lnal - lalll = 35

il suit qu'ily a au plus un nombre ||n<x”, 0<n< N, dans chaque intervalle

[iY (i+1)y

. . Y ,
SN BN [, 1<i<N et aucun dans 1l'intervalle [O,W[ . Il en résulte que

(=]
1 _ v Pem? g L.ocy Py .
0<nsN Hnoc”p i=1 iP

1 -p 1
On a —_—— < N —_————
Nsinis4N |n(1-e2mnm)|p 0<inis4N |1_e2n1na|p

—
(*) < NP2 [na| P < 2ccry®a?

0<4<4N
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avec C' > 0 une constante telle que pour tout x€ R on ait
I1-e2™X| 31/¢") ||x]| (on utilise aussi [|x|| = ||-x||)-

La proposition résulte de 1'inégalité (%) et de 1'inégalité suivante :

I1-2e2™0%) - ((1-2)%(cos )2+ (14+21)2(sin nna)?)1/2
(1+2) 2||naf = 2 vInl™? si A20
2
(1-2) 2flna+gf =% Inl™? si As<0 .

3.8 Le théoreme suivant est essentiel pour la suite. Le point important
est que par un nombre o de type constant la perte de différentiabilité de

- *
1'opérateur La1 sur les espaces CZ+B (réeéIN , 0<B<1) vaut exactement 1.

3.8.1 Théoreme : Soient o un nombre de type constant de constante de

#*
Markoff v, ré N et 0<p<1. Il existe une constante CB>'0 dépendant

seulement de B (et pas de o) télle que, pour TE€ C£+B(1Tl), il existe une

r+pg-1

o (T') solution de ¥ -9 R =T

unique fonction, L;1n= Pecc

-1 -1
et de plus on a Ip*® @'B < CB Y lDrT]IB ,

ou si V€ Pty , o<p<i, Iyl = sup ly(x) - (-B)l . Si 1'intervalle
B x2y Ix -yl

[31752]C]0’1[ y QN a
sup CB' < 4o
B'elB,18,)
. . K+B orl K
3.8.2 Remarques : 1. Si k€N et 0<p<1, ®€C (W)~ ID <|>|B est
une norme définissant la Ck+B-topologie, voir 2.8 .
2. Si on veut considérer B=0, r22, il faut rem-
r

#* - -
placer les espaces Cz par Co ={Pe€ CZ 1| p* 1¢ est "smooth" au sens de

Zygmund}.
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. r, -1 (r-1),
Dans le théoreme 1, si T]ECO , r>2, alors LOL T\GCO . Pour ceci voir

2.6.4.

Démonstration de 3.8.1 : Il suffit par dérivation de démontrer le théoreme

pour r=1.

On désigne par S, les opérateurs d'approximation définis en 2.5.

t

On pose comme en 2.6

AMy = (8 =S L M k22

On a
k-1
Tl -
supp A'ﬂkc{nezl 22 < Inl 522k 1}
= &

k=1
. -kB
nnAle‘.lL,, sC Il)nlB 2 ,

ou C est une constante indépendante de B .
On considere la distribution
1 2ning

L= % - e .
n£0 2min(1 - e2™1N%)

On a @ =u*DN = T n#*D A7
k
k21

et on a au sens des distributions :

A
‘P-‘P"Ra:n ’ ®(0) =0 H

la distribution étant unique.
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Soit uoo= 2 ' 1
k . 2nino )
2k 2s|n|s2k 2nin(1-e )
On * - *
a " DAT]k =y DAT]k

-1

Par 3.7, on a sup ”uk” 5 S C2 Y (C2 étant une constante)
k L

et donc par 1l'inégalité de Young
-1 -Bk
g # e = Il Ioan ]l 5 s cp " ol 2P
L L L
1
Par 2.6.3 ou [14, I1I1.13.20], ceci implique, si 0<B<1, que kPEC(B)('Il‘ ) et

-1
on a lel < c. ct Ipnl
) 2 “p Y n B [}

ou Cé est une constante dépendant seulement de B et vérifiant

sup C['a, < 4o si [81,32]C30o1[ + =

BrelBy4B,]
3.8.3 Remarques : 1. On peut remplacer nEC§+B par
sup ”DrAT]kH ZkB < +® (p>1)
k>1 P
s s . r-1+8
et ceci implique que ?=nu*DNEC .

(]

En effet, par la démonstration de 3.8.1 on peut supposer que 1<ps< 2. Par
1'inégalité de Young on a
1
Huk* DAnklILQ < ”'}lk”Lp' ”DAnk”Lp 9 avec ;-0- Y =1 .

Par le théoreme de Haussdorff-Young [14, XII, 2.3], si 1<p<2, on a

S . 1/p

el o0 < : .
k I_,p' 2k-25|n|52k ‘n(1_e2n1na),p
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Ensuite, en utilisant 3.7, on conlut exactement comme dans la démonstration
de 3.8.1.

2. Par 2.6, si 0<B'<B, alors, pour r=1, on a

-k(B-B')
sup lp%pan |, < c., Ionl, 27K
k>1 k B B B

ou C est une constante dépendant seulement de B' et donc

Bl
mec*P —5 gecP
(o] [o]

est une application linéaire continue si on munit C:)+B de la C1+B-topologie

Bl Bl
et C0 de la C" -topologie.
1+B

' -
On peut aussi remplacer C;+B par C£+B et C(B) par Cz pour cette

remarque .

3.9 Proposition : Soient a, r, B comme en 3.8. On suppose que A€ R+ .

1
A

n=0, € 02'1+B(m4) vérifiant

Pour tout M€ CZ+B('1[‘1) il existe un unique L;

WA-K(PA°R(1 = TI

r-1 | r
sup |D @ | gCBy Ip Tl'B y

AER AR
R

ou C'B>O est une constante indépendante de a et A et vérifiant

sup Cé,<<+w si [51'52]C:]°'1[' On a de plus,si 0<B'<B,
B'G[B1,523

r-1+8'
[¢]

r+B

(M,A) € C,

x R —>‘P7\€C

- ' - [
est continue si on munit C:;J'B (resp. CZ 1+p ) de la CP+B- (resp. c’ 1+8 =)

topologie.
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Démonstration : Elle est identique a celle de 3.8.1 en utilisant 3.7.

La continuité résulte facilement de la remarque 2, 3.8.3. =

3.10 Proposition : Soient o un nombre de type constant de constante de

*
Markoff v, r€é N , 0<B<1. On suppose que a€ Cr+B(’II‘1) vérifie

1
”a - 1”C1+B = 2 y -

On peut écrire a de fagon unique

a=ADbeR /b
o

1

1
r-1+l3, b>o0, j‘ b(e)de=1 3 A>0, Aé€R (on a Log x:j Log a(g)ds) -
0 0

ol beC

Il existe une constante C> 0 telle que 1l'on ait

-1l sC”a-]”Co ;
-1
b-afl q+fl1-2 . <cy™' [a-1]
cP TP cl*P
1 -1
- - C -1
o=l gglt=5l 1 =€ v lla I 26

et une constante Cr ne dépendant que de r et B et telle que l'on ait,

+p

si r>3,

r—1+B)

c v fa-1|

-1
I[o - 1”Cr—1+B < Crip Ber G a- 1||C2+3)

Démonstration : Par 3.8.1, on écrit

Log a = Log A + Log b1°Ra—Log l:v1 ’
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r-1+8

1
avec Log A = f Log a(p)ds et Log bleCO
0

La solution générale est Log b, +C (CER) . Si on impose la normalisation

1
I b(8)de =1, alors on a ||Log b| 0= 2”Log bl“ 0"
0 (o} C

Pour voir les inégalités, on applique 2.7.3 avec ¥(x) = Log(1+x), g=a-1,

6=1/2 (on a ||a~-1| 1+Bs%y s%) d'ou il suit
c

||Log a - Log )\”C“B <C'vy ,

ou C'> 0 est une constante.

Par 3.8, on a donc

lLog b|| . < c!
BB

ou C'B' est une constante.

On a aussi

”Log a - Log )\”CYWB < C;‘+B ”a— 1”C1‘+B )

et donc par 3.8.1

-1
Y ”a' 1”Cr+B

”Log b”CY‘-1+B < C;"*B

On applique 2 nouveau 2.7.3 avec ®(x)=e -1, g= Log b, 6=CE (puisque
Log b: ! [-CE,CEJ) et nous avons ainsi démontré 1'inégalité de 3.10

pour r>3. On a

+
1_ =e* Logb_1
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et donc comme la fonction e* est lipschitzienne sur 1l'intervalle

[_Ci+B’C'1+BJ

-1
-1l, < C' |Log bIB < C' C'1+B Y lla - 1“C1+B

-1
< C' ||Log b”c° <C'C! v “a'lllchﬁ .

C0 1+B

On a de plus

flog b tLog b | *b
IDe IB < le 'B |ID Log b,[co+ lle ”c° ID Log bIB
et il en résulte que 1l'on a :
1 -1
™" - 1”01+‘3 sCvy " |a- 1||C2+B . ]

3.11 On donne un nombre de type constant a, de constante de Markoff v;
réelN, r>2 et 0<B<1. Soient aECr+B(’ﬂ‘1) , a>0 et T]ECk+B(']I‘1) , keNN,

1<ks<r-1. On pose
1
Log A = f Log a(g)ag -
0
On veut résoudre

@ W-a(\y°Ra)=Tl+(1-?\)u+u1

k-1+8

avec u1 et hER et y€C . Dans la suite on écrira aussi a(\yoRm):a\y«ROL .

La constante sera choisie pour que

jn1¢/dc=o ,
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ou do est une mesure de probabilité de !,

Pour résoudre @ on écrit par 3.10

@ a=7\b°Ra/b )

1
avec bECr-1+B, b> o0, I b(p) do=1 (la solution générale de @ est
0

#*
cb, cé€R ).

En remplagant @ dans @ et en multipliant par b on doit résoudre
® by - A(by) eR_ = b(M+ (1-A)p+n,)
On choisit ¥, pour avoir

1
Io (b'T]+u1b)de =0

Soit
1
w, = - (bN)(p)de
® =
et donc
® lu, I < IIbﬂHCo s HbllCo IlnHCo

1
( @ ne dépend pas du choix‘r b(g)de =1).
0

En utilisant, si A 20, A £1,

1

-1 -
La’)\((l-?\)ub) = u+La’)\((1-?\)(b-1))
1
et commej‘ b(p)dp=1, on a
0
1
® [ N+ (1=M)ub-1) +u blde = 0

0
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Mais, si A=1, on a aussi R€ Ker(La )\).
,

Par 3.9,0on peut résoudre @ (pour A 20), la solution générale de @

dépend d'un parametre p€ R et elle s'écrit

@ \yp=%(L;}}\(b’ru(1-K)u(b-1)+u1b)+u) .

* -
Si on remplace b par cb, ¢c€ R , on obtient le meme \yu

v, = = L7 (ebT+ (1-A)ue(b=1) + 3

R bc + pec) .

1
Par 3.9, on a \yueck'“B. Si la fonction

1 -1

- -1
A(B) =b " +Db La,)\((l-K)(b—ﬂ)

vérifie

A>0 |,

alors si o est une mesure de probabilité de ml i1 existe un unique

uoe R tel que
® fu’ wpo(e)do(e) =0

-1 -1 . -1 "
b = _(J‘H1 A do) f,_,rlb Ly (b4 b) do

Proposition : Avec les hypothéses ci-dessus, si la condition est

vérifiée, il existe un unique B, s un unique v donné par :

v = (1-K)u°+u1
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et_un unique vy, ek 1*B(ml) vérifiant
°

'r'n'l \ypo(e)da(e) =0

tels que 1'on ait

V., —ay °R =T+v .
uo 110 o

Démonstration : La proposition vient de 1'existence (on suppose ici
que r>2) et de ce que la solution @ ne dépend pas du choix de b et qu'on

peut inverser les raisonnements. @®

3.12 Unicité plus faible.

On se donne [51132]C]0’1[ , O<[31<1 et 0<p,<1.

On suppose que B € [Bl’B2]’ et a>» 0 vérifie

1
@ Ha-1[|cl+Bs6Y » 0<B<3

alors par 3.104 on a

1 -1
sup(l|b -1 y == 1 ,Ir=1l) scy a-1 ,
@ ” ”CB “b HCB “ ”C-l,,,B

ou C est une constante dépendant de [31 et Bz .

Par 3.4 on a
-1
L, ((x=-1)(b-1) <|b-1 .
() (e (o=l 5= lv-1] 5
On a la proposition 3.12.1 qui est immédiate en utilisant @ et @ .

3.12.1 Proposition : Il existe 6o>0 (dépendant de B, et [32) tel que
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si 556 et BEB,,B,]
”a-ll'CB*'l < by

alors la fonction A de (pour A >0) vérifie

A1) 4 <3
CB 4

1 1
et donc 3SAS]+Z'
3.12.2 Proposition : Sous les mémes hypotheses que 3.12.1 étant donné

une mesure de probabilité o de m? et 'I]ECO(’IIA), il existe un unique

vVER et un unique V€ c®(m!) vérifiant
\y do = O

J s
et \l/—a\y°Ra='n+v .
Démonstration : Il faut voir que 1'équation

y-aye ROL = v
a seulement la solution v=0 et =0 si f-\y do = 0. On écrit

a=AbeR /b (A =20)

et donc by -A(by) °R = vb .

1
Si A=1, ona [ vb dg=0 et donc v=0 et by=Cte :
0
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j‘\ydczo implique ¢ = 0 .

Si A>0, A#1, alors par @ , On a

-1 1

-1
w:%L K(vb): 1 (b v) .

-1 _
o, Ey La'x((i—l)v(b-ﬂ)\»b

1

Or, par 3.12.1, 3

<A<1+1 et [ Yy do=0, d'ou v=0et y=0. =
1 ol

3.13 1Inégalités.

On se fixe [Bi,BZJCJO,l[ , on suppose que B € [Bl,[}z] . On suppose

que aECr+B, r=2, TIECk+B, r>k+1 . On suppose que a vérifie

l|a - 1”C1+B <v6

avec 6560 s ou 60 est choisi comme en 3.12.1.

Dans la suite de ce paragraphe, toutes les constantes ne dépendent

que de k et de 1'intervalle [BI’B2] mais pas de a, Yy ni de BE€ [61,82] .

par (5) , 3.8, 3.9, 3.10, @ et 2.4.2, on a

-1 -1
I3, com +u1b)!|CB <Cy (]Ibﬂ[lCB+1+u1 ubncw)

-1
< 0y v Bl g Il g+ 1T g 01 )

<c vy iy?

. =1l g U1 o+ I 1)

ou C, C, et C, sont des constantes.

On a de méme, si ke N, k21
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-1 -1
() I gl gy Sy v e I g I e 0l )

ou C, est une constante dépendant de k, B, et B, -

Par 3.4 on a, si k21,

-1
(ENICERSICE ”“o)”Ck-uB < In, I |b- 1|lck_1+ﬁ

Comme %SAS 1+% par on a 1'inégalité (qui ne pas du choix de mesure

de probabilité o)

-1
@ lu I <3 llLOL’k(anu1b)||C0

RUE ud)l g

et donc, par @ ) et 3.12.1

-1, -1
Iyl =3 ¢ v 0T flamtlgg I g I 1) -

- ® o @

-1 1
”La’)\((l-h)uo(b- 1)||CB + g T"”CB <Cqlu l

<3 |1,

ou C est une constante (dépendant de 6).

On a aussi (C, étant une constante) en utilisant @

4

vl = |u1+(1-7\)u0| < C4(||n“Co+ Iuol)

Sous les hypotheses ci-dessus en utilisant 2.4.2, 2.7.2 et 2.7.3 et en

remplagant on obtient les propositions suivantes et les constantes sont
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indépendantes de la mesure de probabilité o choisie sur ol

3.14 Proposition : On suppose que k>1, r=k+1 et a€Cr+B('ll‘1) vérifie

la - 1|]C1+B v 6,

lla- 1”Ck+1+B <Y o

alors il existe une constante C dépendant de 6k y B et k tel que si

T]ECk+B('II‘1) il existe un unique \VECk_1+B(’II‘1) (f 4V do=0) et vER
iy

vérifiant
Vy-a \1/"ROL =TM+v

-1
w ”‘l’”ck_1+5 * lv' <Cy “n“Ck‘*B °

3.15 Proposition : On suppose que k>1, r>k+1 et que 3.12.1 est véri-

fiée. I1 existe une constante C (dépendant de 60 et B) telle que si

mne C1+B('Il‘1) , alors il existe un unique Y€ CB(’ll‘l) et vER yérifiant

"
o

d
f,n,ﬂ' o

\y—a\yﬂROL N+ v

et on a
1

! 1y fla- ! + )
||w‘lcﬂ+ vl s ¢y (v Jla ’”02+B nITlIICo IITIHCm)
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3.16 Proposition : On se place sous les mémes hypothéses qu'en 3.15,

et on suppose que k= +o. Il existe 61>O et C1 indépendant de a et v

(mais dépendant de B) tel que si

|la- 1||C1+B < &y avec 65sup(60,61) ,

la fonction y de 3.15 vérifie

-1, -1
]lD\y“CB sC v 'y

fla- 1”C2+B‘“"“”Co + By INHC0> +
D ) .
Il g 141 o+ 11 g,
Démonstration : On a évidemment € c” et

Dy-aDye Rot = DT - Da \yﬂRa .

On pose T, =DN-Da y°R , par 3.15 il existe un unique \ylec‘”,

1
[ v,(8)ap = 0 et v €R vérifiant
o 11 1

\yl-a \onR =T]1+\)1 .

Par unicité \y1=D\y et v1=0 et par 3.15 on a

-1, -1

IDvl g = €3 v o= 1) gug Iyl g Nyl 00

Par 2.4.2, on a

1,0 g = 10 g+ C5CU0al_yug I¥1 g+ I0al o ¥ 1.p

ou C; est une constante.
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or, ||Dal| 0SC4v 6, et comme J' 4V d0=0, ¥ s'annule et par 2.8 on obtient
C T

¥l 1vp = 2 lI0¥l 5 -

Si 61 vérifie 2C1 C3C461< 1/2 , on peut passer le terme

C1C:,’y_1 HDa"Co HW”C“B dans 1'autre membre et on obtient 1'inégalité

cherchée. =

3.17 Théoreme : On se donne 0<B<1, alors il existe des constantes

62>0 et C2>0 ne dépendant que de B et telles que si a€ C1+B(']1‘1) vérifie

a1l y.p < ov

avec 6=sup(60,61,62,1) ou 6.0 est défini en 3.12.1 et 6, en 3.16, si

1

o est une mesure de probabilité de ’11‘1, si Me C1+B('H‘1) , alors il existe un

unique V€ CB('II‘1) vérifiant f 1\1/ do=0, et vER tel que l'on ait
T

\l/—a \J1°Ra = Tl+\’

et de plus on a

Il g+ o1 = e vl g

Démonstration : Soit O0<B'<PB et on pose B-PB'=0.1I1 suffit de démontrer

1'existence, l'unicité découlant de 3.12. On peut supposer que ”'ﬂ” 1+ =Y «
C

Par 2.6, on écrit

M= I AT]k , Log a = I Ae

1
k>0 k>0 k

1 1 ) *
avec A'nozj' N(e)do , be, =j' Log a(g)de=Log A . On pose, si Ne NN,
0 0
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Par 2.5, on a si k20, N>1,

, o-k(1+8)
lany = ¢ 20

-k
”Aﬂk”01+B, < ¢ 27kK8

©) HAnkH02+B, < cr ok(1-0)
”Tancl"'B' <C' vy
”nN”C2+B' < cr oN1-0) |

et de méme en appliquant 2.5 et 2.6 a la fonction a

Nae.ll | =< c 2 k(1+B)
C
_ke
”Aek;C1+B' sC' 2 Y
, ok(1-9)
® oyl pp =t 2 6
||eN“C1+Bv < C' by
N(1-9)
lexll_z.g = ' 2 by
On a donc
”aN- 1||C1+B' < C' vd
<:> N(1-9)

llay - 1”c2*B' < C' v62
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exn AeN
On pose bay = ay  -ay =e (e -1) .
On a
lsayll , s ¢t yoar (R (1+8)
o
® i
<c ye2-(MDe

ou C' désigne des constantes indépendantes de k, N, vy et de & (si 6<1).

On suppose dans la suite que

C's < sup(50,61) .

Par 3.15,pour N>1,0on peut résoudre

® Yn-ay Wy Ry = Miy+ vy

avec un unique VNE R, WNE c” vérifiant

1
IE1¢ng=o v Ay, =¥ =0 Avozulz-j‘on(e)de .

On écrit, si N> O,

YT VNog T BV

= 0Vy_4

et donc

@ Ay -ay,q Ayy o R = ANy +dvy s (ay o -apgdyy -

1

On se propose de démontrer par récurrence, pour N2=21,
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-(N-1)
”A“'N—incﬁ' slavy I scp 2 ¢
avec Ct"J-IZC]'\I—2
@ s;p CI'\I = CO'D < 4o,

avec C) indépendant de Y. Pour N=1 c'est immédiat avec C('):y

@ implique
ol o = 5 Chy

ou C'é est une constante.

On applique 3.16 a @ en utilisant @ , @ et et en supposant

que 5<1, d'ou

N(1-
® Ivll 1.0 = €5 2 U Geoy

ou Cg est une constante.

On applique maintenant 3.15 a @ en utilisant @ ) @ ) @ et @ )

et en posant fy = AT]N+ (aN+1‘ aN)\yN , et donc (en utilisant 2.4.2)
HfN!lco < !lAﬂNllco +lay,q - aNHCo H‘VNHCO

”fN”C1+B' s ”AT]N”C1+5' +C! (“3N+1 - aN”C1+Bv ”‘VN“CO *

+ IlaN+1 - aN“CO lH’N”C1"‘B' ),

ou C' est une constante ; et

1( -1

Y “aN+1- 1”C2+B' Hf

“AWN”CB' * 'AVNl sCy N“C°+ “fN”c1+B') ’
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et donc en supposant que 0<56<1

-N
|AvN| + “AWNHCB, < 2 e(C:l'+C2 6 Cl"J-i) ,

ou C:l' est une constante.

On a donc

" ” 1
Cy = sup(C4+C460 _1,C' ) .

N N-1
On choisit c" 6 < 1
4 2
et donc C, = sup Cy = sup(C(‘) , ZCX)

et nous avons ainsi démontré et @ .

L'inégalité @ implique

. nw oN(1-8)
@ 1|Alelcl+B. scy 2 ,

ou CZ est une constante.
11 suffit maintenant d'appliquer 2.6.3 en utilisant et @ pour

conclure que

v=z sy ecP
k=0
v:zAvkER.

k>0

Or si N- +o, \yN-.\y, T|N-»T] et a, - a dans la Co-topologie, donc en utilisant

@ y 8i No +», on a

N

y-ayeR =T+v
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et lim \]/ do = \‘I do = 0 .
Neco f’]l‘l N J"ﬂ‘l

Or, si HT]”C1+B=V, on a

i + vl < cv ,
¥l .

ou Cg est une constante. [ ]

s\ ’
4. THEOREME LOCAUX DE CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE.

4.1 Dans ce paragraphe, on suppose que r€ N, r>2, 0<B<1 et a€ R est
un nombre de type constant de constante de Markoff vy .
Nous avons montré [2, IX et A] que si f¢€ Dr+B('11‘1) vérifie p(f) = a

et si ”f—Ra“ est assez petit, alors
C

2+B

f-hoR oh! ,
o

avec un unique he D' 1*B(m! 0) . (Le fait que hec® 1*P

si 0<B<1 résulte
de la démonstration [2,A] et de [12].)

De plus, si r2 3, sans condition de proximité
f=heR oh , hed" Bl 0 .

Nous allons démontrer d'abord ce théoreme sous 1'hypothese que ”f_Ra” r+f
C

est petit. Ceci va nous permettre de préciser les constantes. Cette dé-

monstration est infiniment plus simple que celles de [2] .

Nous allons ensuite utiliser le théoreme fondamental de [2] : Si f¢€ Dm('ﬂ‘i)
1

vérifie : p(f) = est de type constant, alors f=h" °Ra °h avec

hep”(mt,o0) .
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Ce résultat nous permettra de donner de meilleures inégalités.

4.2 Théoréme : Il existe 12 €rip” 0 (dépendant de r et B) tel que si

red™B(mw!) vérifie
”f..Ra“Cr+B = er+B Y

et p(f) =a, alors

f = hoR‘a°h-1 avec he D" 1*P(ml o) .

On a de plus 1'inégalité (Cr >0 est une constante)

+B

[[n- 14| Coup ¥ lIE=R]|
c C

r-1+p = r+p r+p

4.3 Démonstration : Soit 1'ensemble convexe

-1 -1 1 1
gF¥B-1 _ {heD® B ,0) | ”h-Id”CP'1+B s-E} .

r-1+3

Pour la Cr—1-topologie, K est convexe, compacte et métrisable.

Nous allons construire une application
¢ : KNP — pT-1+B(pl o) .
si he K7 1P goit
1
A(f,h) = -[ Log Df chde -
0

L'application (f,h) «A(f,h) € R est continue pour la Cr—1-topologie-
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r-1+8 r-2+8

o

Comme Log Df e he C , par 3.8 il existe un unique € C vérifiant

(+) Log Df o h + A(f,h)

PR -¢ .
o

Si @ vérifie (+), il en est de méme de ¥ + C (CE R) . On choisit C tel que

1'on ait

1
Ju e‘P-&C de -1 ,
0

¢ ¢

1
N -1
on pose $(h) =g ou Dg= (‘f e dsg) e
0

6 c
g(9) =f e e .
0

Ceci détermine uniquement g qui vérifie

A(f,h)
e

* Dg°R_ = Df o h Dg .

-1 r-1+8

4.4 Lemme 1 : 8i [[f-R || rep S Cpyp Y o alors #(h) €K
- - c

Remarque : C'est ici qu'on ne pouvait se permettre de perdre plus d'une
"unité de" dérivée en inversant en 3.8.1 1'opérateur ch - Si o n'est pas un
nombre de type constant on perdrait plus "d'une unité" de dérivée, (cf.

[H, IX.4]) et la méthode de démonstration ne s'applique pas. De plus on est
obligé de considérer les espaces Cr+B, 0<B<1, avec B£ O a cause de

[H, IX.4.6].

Démonstration : En effet, par 2.7.3, on a

||Log Df”cr'“B < Cr||f- Ra||cr+B (C, est une constante)

donc, puisque h€ l(r-lﬂ3 et par 2.7.2 et 2.7.3,
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r-1+ = Crup l

||Log Df o h”c |f - Ra”CI‘+B (CI"+B est une constante)

donc, par 3.8,

191 r_20p = €} v"nf-nancw :

Y, par 2.7.3 et comme r-121, on a, si r=3,

Comme ”f - ROL”C!'+B - 5P+l3

LY " r-2+8
He - 1”Cr-2+B = Cr+B(Sr+B r+B) )

et si r=2,

lle? - 1||CB sc” ey,

et si on suppose que € <1, on a

r+p

LY
”e - 1|lcr-2+ﬁ = Cr+B €r+[3

1 "
donc IIO (e(p— 1)del < Cr+B EI‘*’B

Comme on a, si %(h) =g,

Si e est assez petit, on a g€ k1R (i.e.

1
r+p |g-Id”Cr-1+BS§) - "

4.5 On a de plus 1'inégalité

C

||&(n) - IdHCr_1+B <

-1
r+f \ ”f - RocHCr+B

< .
r+p € Y

si f vérifie ”f'Ra”C B+r
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4.6 Lemme 2 : Sous 1'hypothese Hf-'Ra”Cr+Bs Crp ¥ 1'application

5: K- 1B k™" 1*P o5t continue pour la c*~'_topologie-

Démonstration : Cela résulte de 1l'unicité de la solution de *, g (unici-

té si ge D" 1*B(mw!,0)). En effet, si la suite (h,), tend vers he kF-1+B

dans la Cr-1~topologie, il faut montrer que la suite (Q(hi))i tend vers

d(h).

r-1+8 1+8

Puisque (Q(hi))i(:K et que K'~ est un espace compact et métri-
sable, il suffit de montrer que toute valeur d'adhérence de la suite
(Q(hi))i est égale a ¥(h), ou ce qui revient au méme si h;~h et Q(hi)-g ,
que 1l'on a Q(h):;.

Or par *, si Q(hi)= g;» ona

x(f,hi)

Dgi °Ra = e Df o hi Dgi

si 1=+, g, -8 dans la Cr—l—topologie, et on a donc

A(f,h)
e

Dg°Ra= Df oh Dg .

Ceci implique, par 1l'unicité de la solution de 1'équation *, que

~

g = é(n) . [ ]

4.7 Fin de la démonstration de 4.2 : Par le théoreme de Schauder-Tycho-

r-1+8

noff, 1'application continue ¢ de K a un point fixe h (cf. [D]).

Par #* on a

M(Esh)

DheR = Df e h Dh .
o

En intégrant, on a
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1 1
J DhoR dg=1-=[ MEh) by bhoag = M(F0D)
0 bt 0
I1 en résulte Dh°Ra=Df°h Dh ,
d'ou il suit heR = feh+nr , (AER) ,
. -1
d'ou f=R_,°heR oh .
-A o

L'inégalité de 4.2 résulte de 4.5. ®

4.8 On se donne f¢€ Dm(’ll‘I) vérifiant p(f) = ajpar le théoreme fondalental

-1
de [2, IX] il existe un unique h€ Dw('ll‘l,O) vérifiant f=h °Roc° h. On

suppose que f vérifie de plus

@ ”f-Raucz.,,B = 62"5 Y ’
ou € est la constante de 5.2 . Par 5.2 on a
2+B
1
® ]]h-Id[]C1+B < Chp €oup <3 -

Sous les hypotheses ci-dessus, on a la :

Proposition : Il existe eB>0 et des constantes Cé et Cb’ ne dépendant

que de B telles que si f vérifie en plus “Log Df|| BS e,Y s alors
c

2 -1 3
D ]
I
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-1

3 " 4 .
0% g = v g ol g

Démonstration : On a
Log Dh°R - Log Dh = Log Df o h .

Par 3.8, on a, si r>1,

® | D Log DhlB s Cg vy 1 Ip" o nf «hlB .

On a

D2(Log Df e h) = (D2Log Df) e h. (Dh)2+Log Df o h D2h

D2(Log Df e h) = (D° Log Df) o h. (Dh)° + 3 (D2Leg Df) o h . Dh D2h +

+ (Log Df o h) p%h .

Par (:) ’ (:) et (:) en utilisant le fait suivant que si h¢ Dr+BUE1,O)

(r=2), il existe une constante C> 0 telle que l'on ait

-1 r
c ”h-Id”Cr+B <Ip hlB <C ]|h-Id||Cr+B (cf. 2.8)

on obtient
ID Log Dhlg < cp' y? |]D3f[|C5+CI'3" v~ ||Log Df||CB InzhlB ,

ou CE' est une constante.

On a, (en utilisant (:) )

Ip%hl . < 2 |D Log Dhl| ||Dh < 3 | D Log Dhl .
B B
B C B

On obtient finalement

190



THEOREME DES COURBES TRANSLATEES

_1__ m -1 L D2 cm -1 D3 | .
(3 CB v~ ||Log Df”CB) I h|B sCyty | fﬂca

i -1 " l
Si Cé" v~ ||Log DfHCB < cB € % y
on a 1'inégalité
2 -1 .3
® I°nlg s 6 cpr v™ D f]]cB .

On obtient aussi en utilisant (:) ) (:) ) (:) et (:)

4

2
D
ID° Log Dh|BsC 4

-1 4 -1 3
vy~ %] ,+C, vy  |Log Df|| . ID"nl
B 1B B

ou C4 est une constante.

Par 2.7.3 il existe une constante Cs> 0 telle que 1l'on ait

Log Dh

|D3h|B < C e sCs(lﬁzLog Dh|B+|DLog Dh|§) .

- 1||C2+B

Par 1'inégalité d'Hadamard et (:) on a
2 2
ID Log DhlS < Cc. |D® Log Dhl
g Dhig < Cg g Dhlg
et finalement
3
Ip°nl, < ¢C
B

2
” ID° Log I)hlB

ou C6> 0 et C, sont des constantes.

On obtient

D3l (¢, -c, v~ ! ||Log Df|| ) < c, v ! |pg|
p(C7C4 o = B
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et on en déduit facilement la 2eme inégalité de 4.8 si e, est assez petit. =

Remarque : Ce qui est vraiment intéressant dans 4.8, c'est qu'on ne suppose
femarque q q

pas que HDsfH g est petit.
C

4.9 Corollaire : Il existe des constantes C1> 0 et C2> 0 dégendant seu-

lement de B telles que si fé€ D3+B(ﬁq) vérifie p(f) =a et
-1

, alors il existe he D2*P(mw!,0) vérifiant

lIf- Ra”C2+B <Cy eo4p Y

IIh - 14| <c, vy |£-r
c

2+ 2 OLHC3+B

Démonstration : Par 2.5 et 2.9 (voir aussi [2, III.4]), on peut appro-

ximer f par une suite (fi)i<:Dm(TP1), vérifiant, p(fi)z oy

-1

1
ey _Ra‘lC2+B = fa,p Y ’

sup “f.ﬂ < +o et de plus si i+ +=, f - f dans la C3-topologie.
i 1'C3+B i
Par le théoreme fondamental de [2] et par 4.8 il existe h, € Dm(ﬂJ,O)

-1
£, = hj eR_oh;

1
Ing-1al_y. <3

cr v~ |p°,

“hi 'Id”02+5 s B IHCB

@ .

- <
et donc s:p ”hi Id”02+5 +

Par le théoreme d'Ascoli, on peut extraire une sous-suite (hi)i telle

que, si i=+=, h. ~h dans la c2-topologie, et he D2*P(w!,0) . Par passage
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4 la limite de 1'égalité f,=h,oR °h>l ona f=heR oh !, =
1 1 o 1 [0 4

4.10 Inégalités.

On suppose que r>2 et 0<B<1 sont fixés. Les constantes Cl,Cz,...

dépendent de ce choix.

On suppose que f€ Dr+B(’II‘1) vérifie p(f) =a,

|
l|f.Ror.”Cr+B = freg ¥ 0

ou € >0 est définie en 4.2.

r+pB

On a

f=hoR oh”
o

avec
1
©) I - Id“Cr-1+B =73
-1
@ In - Id”Cr-1+B sCyv £ - ch”Cr+B

si vec*P, KkeN, 0Osk<r-1, on a par D et 2.7
‘ £q
@ ”&P °h “Ck+B < Cg ”q)“Ck+B *
On se donne a€ Cr_1+|3(’ﬂ‘1) , a>0, vérifiant
-1 1
@ ”a' 1”C1+B sy 63 ’ O<6BS-§

-1
® la=tl pogp ¥ 0

ol 6> 0 est fixé et 6, est choisi pour que ||a°h - 1] 14 SC' b5 v vérifie
B c1+B B
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C'ESB < sup(bo,él,éz) (cf. 3.14 a 3.17), C' étant une constante universelle.

Proposition : On suppose que r=>3. On se donne f€ Dr+B(’11‘1) vérifiant @

et a€ cr-1+B vérifiant @ et @ . Soit T]GCr_2+a(’lI‘l) , il existe un unique
VER et <PeC§_3+B('ll‘1) vérifiant

(+) P-aPef = TN+v .

De plus il existe une constante C3>0 dépendant de 6>0, r, B telle que

1'on ait
-1
19 r_5p = V7" Coll x_2p

vl = eg vl o

Démonstration : On écrit f=zhe°R o h_1 . On compose a droite 1'égalité
Zemonstration o

par h. On doit résoudre
@eh-ach®cheR = TNeh+v
en imposant f ¢(p)de = J“ 1 ® °hdo ,
T

ou o est la mesure de probabilité de ’11‘1 égale a h;l(de) =Dh(g)de -
C'est possible par 3.14.

Pour obtenir les inégalités, il suffit d'utiliser (3) et 3.14. =

4.11 On se place sous les mémes hypothéses que 4.10. On suppose ici que

2 L i ps . )
r=2. On se donne f€D +B('1!‘1) qui vérifie les inégalités de 3.10 avec r = 2,

B

et aEC1+ qui vérifie @ avec GB assez petit.
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Proposition : Il existe une constante C4>0 ne dépendant que de B et

telle que, si T\ECI+B(’H‘1) , il existe un unique ¥€ CE('H‘I) et vVER yvéri-

fiant
Q~-aPof = n+\’

-1

et on ¢ +lvl sc, v

et on a H ”CB 4 llnl,c1+ﬁ

Démonstration : Elle est identique a celle de la Proposition de 4.10

en utilisant 3.17. [ ]

4.12 Remarque : Si on écrit a=(1+%£)E avec |21 <l, on peut écrire la

condition de 4.10 :

|E - 1||C1+B by v

avec &' assez petit. Ce qui intervient dans la démonstration de 4.10,

B

4.11, et de 3.15 a 3.17 c'est le fait que 6é est petit, et on peut majorer
1

les constantes indépendamment de 2] < 5

5. THEOREMES DES COURBES TRANSLATEES.

5.1 Courbes translatées.

On se donne 5> 0, et on pose A ='11‘1 x[-6,6] . On considere les plon-

6
gements F de ’11‘1 x R dans '11‘1 xR de la forme :

F(p,r) = (p+r+a,r+®(g,r)) ,

ou ‘PECIHB(AO), k€ lN*, 0<p<1, aE'll‘i, et ||@] 1 <% .
C

(Ag
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On cherche une courbe C graphe de V€ c"(’n‘l) y £ 20 translatée par F de A :

il existe A€ R tel que 1'on ait

&
f = Id+\y+a€Diff+('II‘1) y P(f)=a
et

(+) Y+ @ ,¢) = yof+

(i.e. pour tout 96’11‘1 y V() +9(p,y(8)) = y(£f(0)) +A) .
£ .
Le cercle C est plongé de classe C et homotope a r=Cte. L'équation (+)

est équivalente a

L_)\ s F(C) = C

ou L_}\(e,r)z (g,r-2) et L,

(p(f) =a) et donc P(L_)\"FIC):a (on dit que le nombre de rotation de la

°F|. est conjugué par lere projection a f

courbe translatée est o).

5.2 On se donne k entier > 1, 0<B<B'<1, 5>0. Soient t: [-6,6] R

1
une fonction de classe Ck+B vérifiant ﬁtd(T!‘) >0, t(0)=0et a€ER.

On définit Tl(e,r)z (g +t(r) +a,r), qui est un difféomorphisme completement

. 4z . k+B'
intégrable et "twist" de classe C .

Bl

k
Soit un plongement de classe C *

F o m!x[-5,6] — T' xR

(gyr) —— (6 + t(r) +a+‘P1(e,r) , r+q>2(e,r)) .

On suppose que F1 est isotope a T1 , ce qui est impliqué si
[F-1|| , est assez petit.
C

F‘1 a la propriété d'intersection sur Ab si tout cercle C<:A6 , de
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classe C° plongé et homotope a {r=Cte} vérifie 'F1(C) NCAP.

5.3 Scolie : On fixe a€ ’]1‘1- L'affirmation a) implique 1'affirmation b) .

a) Il existe k>1, 0<B<1 tel que pour tout 6>0, si le plongement F

défini en 5.1 vérifie :

¢ <ec ,
” “c“*f’(A&) !

211 0<c, est une constante dépendant de a, ,6 r et B, alors F translate de

1

£
A une courbe de graphe de { de classe C , £ <k+ B) de nombre de

rotation a, et de plus, si ”‘PH k+B—oO, alors H\VH o IAl=o0.
C C

b) On suppose que B'>p et que 6>0 est fixé. Si le plongement F1 de
k '
classe C i vérifie

ch’ﬂc
5)

. F‘1 a la propriété d'intersection,

2>0 est une constante,

° “Fl'T1”Ck+Bv(A

£
alors Fl laisse invariant un cercle C1 graphe de \VIGC (’11‘1) et tel que

1'on ait p(F a .

):
1|c1

Esquisse de démonstration : La démonstration est donnée dans [3]. Nous

allons seulement donner les grandes lignes. Comme la propriété d'intersec-
tion est "essentiellement" invariante par conjugaison, on peut supposer
que 1'on remplace T,k par T(e,r) = (g + r,r) puisque T =HeTe nt , ou
H(e,r) = (8,t(r)).

F1 s'écrit sur Ab' avec 6'>0 :

Fl(e,r) = (e+r+a+¢1(e,r),r+¢2(e,r)) .

~ o~

On écrit F=HeF °H-1, ou H(g,r) = (r+‘01(e,r),r) . F est un plongement

de A_, dans T xR si lo )l ,+le,l| , est assez petit. F est de la méme forme
6 2' c1 1 C2
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qu'en 5.1, et de plus si “F-—T“ e+ est petit, ”Fi— T1” 1'est puisque
c c

k+B!

la "conjugaison'" est continue pour la Ck+B—topologie sur les difféomorphis-
] ~

mes ou plongements de classe Ck+B (B'>p) (cf. 2.4). F a la propriété

d'intersection sur A, , ou 61 est petit mais fixé si ”Fl- Tl“ est
C

6

1 1+B"

~ £
assez petit. F a alors par a) une courbe translatée C de classe C ,
Co—petite et donc invariante (i.e. A =0 résulte de la propriété d'inter-

section) et il en sera de méme par conjugaison pour F On a de plus

1"
p(FIC) =a . De plus la courbe C est un graphe puisque la conjugaison par H
préserve le fait qu'une courbe est un graphe. ®

5.4 Théoreme des courbes translatées.

Nous nous proposons de démontrer le théoreme des courbes translatées

sous les hypotheses suivantes
k>4 , keN , 0<B<1 ,

o est un nombre de type constant de constante de Markoff vy .
Les courbes que nous obtiendrons auront seulement une unité de dif-
férentiabilité de moins que les plongements considérés.

Théoreme : Il existe des constantes 01 et C,<1 ne dépendant que de

2

k+pB telles que, si 22062y et F: '11‘1x[-6,6j-']1‘1xll ,

F(e,r)=(g+r+oa,r+®(g;r)) ou F est de classe ck+P

l

et vérifie

@H <C y2 , alors il existe un cercle C, graphe de (€ Ck—1+B(ﬂJ)
By !
¢}

translaté par F de A€ R et telle que 1'on ait :

+Inl s c, vyt ||
2 c

”W”Ck-1+a e+ B

et P(L_K °F|C) = o .
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5.5 Démonstration : 1) On suppose que dans la suite

< €' y2 N O<e's% s

I

e
Ck+B(A5)

et choisi ultérieurement.

2) Dans la suite, le difféomorphisme

k-1

= {f=Td+a+ye D *B(mly lo(£) =a, ID

k-1+8
fEKE

\ylﬂssv} )

ou 0< es% sera choisi ultérieurement.

k-1+8

Las k- . .
c est compact métrisable pour la C 1-topolog1e, car il

L'ensemble K
N - k-
est homéomorphe a 1'ensemble convexe {Vy€ Cl(; Bl | Ip 1\HBS € v}

qui est compact métrisable pour la Ck_l-topologie (cf. 2.9).

k-1+8
€

L'ensemble K a la propriété du point fixe pour les applications

- k-
continues : toute application continue ¢: Kl; 1+l3--oKE 148

a un point fixe
par le théoreme de Schauder-Tychonoff [1] .
3) On suppose que 0< e< Ek-1+5 , ou Lo est la constante définie

1+

en 4.2. On peut donc écrire

- k-
f=h°Ra°h1 , hep* 2Bl o) ,
avec ||h—Id|[ k_2+Bs%.
C
k-1+8 s s oo
4) Par 5.1, on cherche f¢€ Ke y f=Id+ y+a vérifiant

pet-y = 0( -2
soit pour tout g€ '11‘1
©) V(£(8)) - y(8) = @(a,y(8)) -A .
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On dérive et on a

Dy fDf-Dy = @ G+@ °GDy

; i iyl - o G= o
ou ‘Pe(e’r)‘ae (e,r) , ®=357 0 G8)=(o,y(0)) et ® G=(® )°G.
On a aussi Df=1+Dy. Pour alléger 1'écriture, si k€ N, on écrit Dk\yo f

pour (Dk\y) o f. On dérive a nouveau

® D2y o £(D)2-D2y(1-Dyo £) =

2 2
= Pt Gr2 @ GDY @ G(DY)T 4@ o GDTY

Puis une troisieme fois
® D3y e £(Df)° - Dy(1-Dye £) + 3 D2y o £ D2y DF = B+® G D3y

2 3
B = @opy® Ge30, o GDY 43P, cG(DY) T+ @ o G(DY)

2 2
+ 30, ©GD Y+ 39 o GDyD7Y
Ce qu'on peut écrire, si 1-Dye f+kPr ° G est inversible,

a(®,y)D3y o £ - D2y = H(P,y)

-1

ou a=(Df)3A, A=(1-D\|,°f+'~Pr°G) , H(w,\y)=A(B-3D2\yofnzq,Df).

-1+ k-3+Bka—2+B

k
De plus 1'application K_ - (H(9,y),a(®,y))€C est conti-

nue si on munit Kt-“B de la Ck-l-topologie et 1'espace d'arrivée de

la Ck—g-topologie. L'application est bien définie puisque 5>y et que

Wl o= v <s -
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5) On suppose que €' et € sont assez petits pour que 1l'on ait

la = 1| <Y 6

cB(mt) B’

ou 5. est définie en 4.10.

B

On a alors

1] t 1
| (a) -IHCk-2+B sCiv

ou C3 est une constante.

6) Par 1), 2), 5), 2.7.2 et 2.4.2 comme

2_1 3 1
l‘wllck+ﬁs e vo<3, ||p “'”Ck—4+BS ey <5, ona

3,2
s ¢, (o]l +|Io%y] )
!l c**Pa) | ch-4+P

(2, ¥)
I ”Ck-3+B(,n,1) .

ou C, est une constante (indépendante de y<1) et ne dépendant que de

6B et de k+pB .

7) On suppose ® fixé et on suppose que 5) est vérifiée. Au difféo-

k-1+8

~ k—
. on associe par 4.10 un unique y€C_ B (m?)

morphisme f=Id+a+ Y€K

et vER tel que 1l'on ait

a(o,y)ye -y = HOy) + v

8) Par 1'inégalité de 6) et par 4.10 on a

~ -1 3.2
IV g = O VU9l g 1)

ou C5 est une constante.

9) Soit ¥, 1'unique fonction de C§_1+B('ﬂ‘1) telle 1'on ait

3 ~
Dy, = v -
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1.
C'est possible puisque f v(e)de=0.
0
10) Par 8), si e2. €' est assez petit, on a
1
IDv,ll o s 3
1 c® 2
et donc Td+vy, € pk-1+B(pl)

11) On note par f= &(9,y) 1l'unique ?6 F:-“B tel que
f=TId+y,+ (A (y)-a)+a ,
ou Ka(\y1)€ R est l'unique nombre tel que 1l'on ait

p(Id+ "’1”&;”’1” = a (cf. 2.9).

12) Par 8) et 2.9 on a

k-17 k-1_,2
D™ Yrl k+l3+I1) le) R

-1
g = Cs ¥ (||<P||C

oun f=Id+y+a.

13) On suppose que 1), 3), 5) et 10) sont vérifiées dans la suite.

Pour cela on doit avoir €' g €' s-l et e<e sl.
o~ 2 o~ 2

De 1'inégalité 12), par l'unicité de ¢ et v (cf. 7) et en suivant
le méme raisonnement qu'en 4.6, on a pour ¢ fixé comme ci-dessus le :

. k.
14) Lemme 1 : L*application ¢ qui a f=Id+ V+a€ K6 1+p associe
~ k-1+8
a

(e, f)=f€F est continue pour la Ck—l-topologie.

15) Lemme 2 : Pour 0<es €, assez petit, il existe une constante

C1>0, e&zcl s, telle que si la fonction ¢ vérifie
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2
|| <C, v
| ICk+B(A6) ’

alors ¢ envoie K:—“B dans K:‘“B .

Démonstration : On doit avoir Cls e:) et

ko1 ~

ID 1f|BS€Y . e<e,
ou s(’) et €, sont définies en 13).
Par 12) on a

|Dk‘1 ?' < C V_1(C \/2+ 52 2)

B 5 1 Y 1]
. 1
si C5€ <5 et C1C5 < €/2, on a

k- ~
Ip fl < ev . []

g

16) On suppose que ¢ vérifie la condition de 15). Par le théoreme

k=148 k-1+B
€

e a un point fixe

de Schauder-Tychonoff 1'application ¢: K

k—‘]+ﬂ s s N .
fe Ks (cf. 2.9). On pose f=Id+a+ VY. On dérive trois fois
yef-y=-®(y). On a, par 7) et 4)

D2 (yof-y-9( ,4)) = v Al |

ou A=1-Dy°f+¢® °Get A>0 par 5). Commepour'ﬂecs(’ﬂ'l) on a

1
3 : p s
J'o D "N(t)dt =0, on a finalement , en intégrant par rapport a la mesure de

Lebesgue, v=0 et donc

vef-y-90( ,¢) = -A€ER

203



M. R. HERMAN

ou A est une constante.
17) I1 nous reste a démontrer les inégalités.
On suppose que les conditions de 13) sont vérifiées, ainsi que C5 e<1/2.

Par 12) on a

ll)"’lflB s ¢ y'1(”wllck+5+ |pk-1 flg) ,
or \(_1 CSIDk_1fI‘3 < Y—l Cy ey <‘12" ’
d'ou Il)""flB s ¢ y'1||w||ck+6+% le'lflB
et donc le_lflﬁ < 2 Cg Y_l Hwnclﬁﬁ

18) Puisque P(f) K @, f (mod 1) laisse invariant une unique mesure

de probabilité u sur 'Il‘1 . On integre sur ’1!‘1 par rapport a la mesure u
vef-y-9( ,¥¢) = -x
on a A= 1 ©Ce,y(e))ante)
iy

et donc Ial < ||‘P|| . []
C%AM

Remarque : Comme r>4, en utilisant 4.10 en 7), on s'appuie seulement sur
4.2 et sur 3.14 qui est relativement simple. Pour le théoréme suivant, nous

avons besoin de 4.11 et donc de 3.17 qui est moins simple.

5.6 Théoreme : Le théoréme 5.4 reste valable si on suppose que k=3

et 0<pB<1.
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Démonstration : Elle est presque identique a celle de 5.4 . On définit

K§+B comme en 5.5 1) et 2). Si f¢ Ki+ﬁ on a

£ - RaH (2B SeY S ey Y

on suppose que

2
o] sev?
c3+B(A5)

Ona, f=hoR on !, ned'B(mt,0) ,

1
h-1I = .
In-tall 1 =3

Si on dérive 2 fois 5.5 (:) on a par 5.5 (:)

%y o £(0r)%-0%y a1 - B,

avec A=(1-Dyof+ ‘Pr ° G)-1 qu'on suppose inversible,

2
B, - wee ° G+ 2 wer GDy+® °G (Dy) H

on a donc a D2\y° f—szy = Hy(@,y)
avec Hz(‘P,\y) = AB,
a= (% .

Si € et €' sont assez petits, on peut supposer

1
@ ”a_ 1HC1+a <y 6[3 < 2
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ou 5  est défini en 4.10. La fonction A est donc inversible.

B
Par 4.11, si f¢€ K§+B, il existe un unique V€ 0(2,"'[3 et VER vérifiant
o g
® a Dy e £-D%y = Hy(®,y) +v
ou f=Id+a+Vy , et on a
P4 -1
Dl 5 < ¢y vl )
(:) CB 4 C3+B

ou C4 est une constante.

Si € et €' sont assez petits (e doit vérifier @ et €s€2+B),

on définit

2+B 2+B

—> K
. . 2 : 2+8 .
qui est continue pour la C -topologie sur Ke telle que si f=Id+a+ vy,

on ait ¢(f) = ¢+ Id+a+ (Ka(\j/)-oc), ou y vérifie @ . L'application ¢ a

un point fixe f par le théoreme de Schauder-Tychonoff, d'ou
p2(yof-0( ,4)) = AT v .
En intégrant par rapport a la mesure de Lebesgue on a v=0. D' ou
yef-vy =9 ,¢)-2 .
Par le méme raisonnement qu'en 5.5, 18) on a

A< el

et 1'autre inégalité résulte de @ . =
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Remargue : Si 0<8<2 ne vérifie pas nécessairement y <6, alors par
des démonstrations presque identiques, les théoremes de 5.4 et 5.6 restent

valables si on suppose que la fonction ¢ vérifie ||<P” k+BSC1 Inf(yz,yb).
C

5.7.-1 On considere 2> 6> 0 et des plongements de A1='II‘1 x[-1,1] dans

'Il‘lx]R de la forme

F(o,r) = (g+6r+a, r+89(g,r)) ,

P

N k

ou oo est un nombre de type constant de constante de Markoff y, ®¢€C * avec
r>4, reIN, 0<B<1.

On suppose qu'il existe un nombre b fixé dans la suite tel que 1l'on ait

Y <6 < by .

Proposition : Pour k, B et b fixés, il existe deux constantes C1>0

et C,>0 (ne dépendant ni de v ni de a) telles que si

2

flell <C
Ck+B(A1) 1

alors il existe une courbe translatée C qui _est le graphe de

k-
veC 1+B('Il‘l) translatée par F et A et vérifiant

p(L °F')=oc

-A C

-1
Ml ieaag = 1A= Cov Tl e (<00
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Esquisse de démonstration : On conjugue F par H(g,r)= (p,rd),

H°F°H_1(e,r) = (9+r+a,r+62¢(e,%)) .

La démonstration est presque identique a celle de 5.4. On suppose que

”@] < g' < 1
(:) |Ck+B(A1) 2

k-1+8

f =Id+a+ ¥y € Ks

k-1 1
avec Ip \ylﬁseysEy .
On a (cf. 2.8 et 2.9)
k-1
® ||\1,||Co < Ip W'B <6 .

k-1+8
€

Comme en 5.5 on cherche f€K et A vérifiant

f=Id+a+y
yef-y = 52tP(e,-gk)-x .
On dérive trois fois et obtient

ag (2,00« £-0% = B, (9,y)

ag(@,y) = (Df)3(1-w= f+6 tprocb)‘1
Gg(8) = (,v(8)/8)

Ho (@,y) = (n£)~3 ab(‘P,W(B&—:SDz\lM f D2\1/Df)
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2
Bé(ﬂP,\y) = 52[<p °G. +3 @ on(%‘khs ¢ ,Gé(%:k)

060 6 err orr

3 2 2
Dy D%y Dy D
+tPrrr°G6(6) +3‘Per°Gé(5)+3tPrr°G6—\kb%J

En utilisant @ , @ , et 5<by, on a, si € et €' sont assez petits

2 3,12
“Hf)(q)"l/)”ck_s,,_e < C4(Y ”(P”Ck‘*B + “D ‘I/”Ck_4+ﬂ) ,

ou C4> 0 est une constante ne dépendant seulement que de k+p et b, et

”a()" 1”Ck—2+B < 65 Yoo

ou 6, est la constante définie en 4.10.

B

Le reste du raisonnement est identique a 5.5 : on construit une appli-

cation continue pour la Ck_1—topologie

- 5~ -
33 SHL LIPS
vérifiant (C5 est une constante)
k-1 7 -1 3
ID flB s Cgy (HLPHCIHB + ||p f”Ck—4+B)
< Cg v ImEyZ e sy e?

qui est bien définie si

1

2 2
C5(b ys+ye)<2

et envoie Kt_“B dans lui-méme si

C5(b2y €' +y 62) < ve .
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: 1 2 _, €
Soit par exemple pour € CSSE et b € CSSE . =

5.8 On se place sous les mémes hypothéses qu'en 5.4. On suppose que

F: A6|-.'u‘1 xR (y<6<2) s'éerit

F(g,r) = $+ ur + N(r)

N ~ k+B
9ecC (Aé)
neck B 5,87)

d
10 =41 (0) - o

1

lul < 5

”n”Ck+B+1 =€

ou e est un nombre fixé (mais pouvant étre grand).

Proposition : 1I1 existe deux constantes C1 et C2 ne dépendant que de k+8

et e (mais pas de a, v, 62y) telles que si F(g,r) = (g+r+a,r+®(g,r)),

[t 2
Ck+B(A6) sClY N

il existe un cercle C, graphe de € Cr_1+B('II‘1) translaté par F de A€ R et

satisfaisant aux conditions du théoreme de 5.4 .

Esquisse de démonstration : Elle est presque la méme que celle de 5.4 .

On cherche f=Id+a+ y€ Kl:-1+B

vérifiant

vef-y =90 ,¢)-1 ,

210



THEOREME DES COURBES TRANSLATEES

en dérivant on obtient par 5.5, 4),

a(®,y) Dz\y- D3\y = H(®,y)

ou les fonctions a(®,y) et H(®,y) sont définies en 5.5, 4) .

On écrit
a(®,y) = (1+m)7 1 (p)® E(9,V)
ol E(0,9) = (1+ (1) ' [-Dye£4@ oGen oy
et A e,y = AT RO e ey 3T« 6 Dy Dy
Comme %s(l+u)s% , nr(0)=0 ,

.7. | <
on a, par 2 3 et en supposant que HWchs ”W“Ck'1+ﬂs ey<1,

I, - ‘chk—1+B <€ lN“Ck-1+B J

ou C est une constante dépendant de e et k+B .

Si € et €' sont assez petits, on a

||E - 1] SY 5
|C1+B B

et ”E_ 1“Ck'2+B s C3 Y

ou C3 est une constante.

On a aussi

~ 3,12
IOl s s = a0 g+ PP a)
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ou C, est une constante, en utilisant 2.7.2 et 2.7.3

”nrr ° G”Ck-3+B =Cs

“nrrr ° G“Ck—3+[3 = CG ’

ou C6 est une constante.

On raisonne alors comme en 5.5, 7) ; pour cela on doit appliquer

4.10 et 4.12.

La suite du raisonnement est exactement analogue a 5.5. =

Remarques : 1) On ne suppose rien sur p (sauf [pl S%), et la constante
Cl ne dépend pas de 1, ni d'ailleurs de C2 .
2) Si on suppose que |pl=2e>0 et si ”‘P”Lip+ ”T]HLipsC(s),

alors F laisse invariante une courbe invariante lipschitzienne. I1 suffit

de trouver y vérifiant

Yo f-(1+p)y = @( ,¢) + N(y)

ce qui est aisé par le théoréme du point fixe de Schauder-Tychonov :
ol 1 (e
Si B€1= {y; V€ Lip(T™) , \W”Lips 51} avec 0< 81< 1 et vérifiant

1;<1+ |u|. alors pour tout V€ Be , si f=Id+ y+a, il existe un unique
-€
1 1

Tye Lip('II‘1) vérifiant :
Tyo f—(1+u)Tl/ = W)+ MY .

Si la constante C(g) >0 est assez petite, V€ Be et 1'application y—-V
1
est continue pour la Co-topologie sur Be (qui est compact convexe) et
1

posséde donc un point fixe appelé V.
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Si les fonctions ? et T sont de classe 01 et Cl—voisine de 0, alors par

1
la stabilité des variétés normalement hyperbolique alors | est de classe C

(voir, par exemple, [4]).

5.9 On suppose que 0<B<1 et a vérifient les hypothéses précédentes.

On se donne F: A —o'Il‘1x]R de la forme

¢}

F(g,r) = (9+a+¢1(e,r) y T+95(6,r))

et on suppose que ”KP”C:,H!3 = H(P1“03+B+ [|€P2”C3+B <e' v ,

avec 0< e' petit. On pose

R(k],hz)(e'r) = (91+7\1,r+7\2) ,

on (?\1,)\2)6’11‘1x]R. On suppose que Y<&6<2.

Proposition : 11 existe C1 et C

29 deux constantes telles que, si

Il 3.

sCl Yy, alors il existe ()\1,7»2) tel que R()\1 o F laisse inva-

"‘2)

1
riant une courbe C graphe de V€ c2P(mh , et on a

-1
h\ll + I)\zl + ”‘J’“C2+B < Cz Y ll¢|lC3+B .

P(R o F).) = a .
(A ang) e
Démonstration : On pose
T2+B 2+ '11‘1 <
Ko = {yec T )'||W|102+5 ev)
et on suppose que “‘PH 24P < ey
C

ou € et €' sont choisis assez petits.
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A la fonction Y€ K?B , on associe g¢€ F§+B

@ g = Id+a+¢1( ,\ll)**(?\a(\w—a) )

ou xa(\y) est 1'unique nombre réel tel que p(g)=a (cf. 2.9).

Par 2.9, on a

® 0 -al <oyl , -

Si £ et €' sont données, on a

Hg- RaHC2+9 <se"vy

et on peut supposer que e"<e¢ et de plus pour tout 6> 0 il existe >0

r+8

tel que si lel + le'l <m= le"l <8. L'équation de la courbe invariante cherchée

s'écrit

g =Td+a+@ (,y)+Q (y)-a)

®

Veg = A+ @0 4, 9) vy
On dérive deux fois, d'ou

® P2y e g(pg)2-02y 271 - B

avec

-1

>
}

= (1- (<P2)r °G+Dyo g(wl)roe)

[=-14
]

2
(9,) g * G+ 2(9,) oG DY+ (9,) o G(Dy?) -

-y g((9) 0 Ge2(9) e G DY+ (9) o c(dp?) .
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On écrit
® a D2y og - D2y = H(P,y)
avec a = (Dg)2 'X
H(o,y) =B A .
Si € et €' sont assez petits, on a
® fla- 1HC1+B s6g v (cf. 4.10)

B

~ 2 .
et par 4.11, il existe un unique couple V€ Co+ s, VER tel que 1'on ait

@ a D% ° g—Dz’\]‘/ = ;(LP,\y) + v
et de plus
~ -1
Y
¥ aup s o' ol 50 s

avec C est une constante.

On construit donc

— K

9

b 'I‘(’2+B T2+
£ €

si €' est assez petit, ¢ est continue pour la Cz-topologie sur

K§+B et possede donc un point fixe Yy pour le théoreme de Schauder-Tychonoff.

Par le méme raisonnement qu'en 5.6 on a v=0 et donc
Veg = 7\24-4’2( W)y -
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Le graphe de V¥ est la courbe C cherchée ; et

7\1 = )\a(\V)-—oc .

Les inégalités résultent de (é) , (8 ets.5, 18). =

Remarque : Les § 5.7 a 5.9 ne sont 1a que pour illustrer les méthodes
de 5.4 a 5.6. Par la meéme démonstration que celle de 5.6, les théoremes

5.7 et 5.8 restent valables si k=3, et 5.9 pour k>4.

5.10 Question d'unicité des courbes translatées.

5.10.1 On suppose que F: 'll‘1 ><]R—o’11‘1 x IR est un homéomorphisme (homotope a

1'identité) de la forme
F(e,r) = (g+r+b, r+%(e,r))

ou bem', vecc’(wr!,Rr).

On se place dans le revetement universel R xR de '11‘1 xR et on suppose

~ ~

que F possede deux courbes Ciet Cyy ou C, est le graphe de vV, -’—;Co(’ﬂ‘l,]R)

~

et que la courbe Ci est translatée par F de )‘i €ER

L, °F(Cy) = ¢
1
et de plus FJ(L_Ki °F|Ci) =a€ER-Q .

(On se place dans le revétement universel pour éviter des exemples
comme (g,r) — (p+r,r) puisque les courbes invariantes {r=a} et

{r=a+1} ont le méme nombre de rotation mod1.)

On désigne par Ci la projection de Ci sur ’lI‘1x]R . On suppose de plus

que L oF est C°-conjugué a R : n!.m!.
A, ey a
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P iti H = .
roposition On a alors ?\1 )‘2’ 1 2

Démonstration : Par 1'absurde si 7\1;47\2 et si on pose

F,=L_ «F , F =L oF
-)\24—7\1

chaque homéomorphisme Fi laisse invariant Ci et Fi I'E est conjugué par
~ ~ i
la lere projection a f,=Td+y, +be Do('11‘1) .

) ~ ~ ~ o~
Comme par {2, I11.4] p(f1)=p(f2)§0, f,°f, aun point fixe, et donc

- 1
C1nC2;£ﬂ, or si ?\1—?\2;4 0, Fl(Cz)ﬂC2=¢. I1 suit que 1'anneau ouvert A bor-
dé dans A par les cercles plongés C2 et FI(CZ) est errant par F1 (i.e. pour
tout entier n>1, FL(A)NA=0). Comme F_(C_)=C_, et que F | est un homéo-
1 11 1 1 C1
morphisme minimal, on a F1(C2) ﬂClzﬂ car sinon il existerait un entier n2>1
tel que 1'on ait F?(AHC1)HA=ﬂ. On a aussi F1(ClﬂC2)ﬂC1£ﬂ et donc 7\1;5?\2

est absurde. Comme FllC est un homéomorphisme minimal de C1 et que Fl(cl) =Ci’
1

F1(C2)=C2 et ClﬂC2;£¢, on a C1=C2. M
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5.10.2 On se donne une courbe C1 graphe de \yi, courbe invariante d'un

homéomorphisme F, de la méme forme qu'en 5.10.1, et on suppose que C

1 2

est un cercle tel qu'il existe ?\OE R

FI(CZ) = G, c,) ,

o

2

ou G)\(e,r) = (8, 4@, (64yr)) est un homéomorphisme dépendant continuement
o
de A€ R et tel que, pour tout A £0, ‘P)\(e,r);éo et # =0.

On suppose que
~ ~ 1 _
p(F1(Ci)) = p(G}\ F|C2) =a€ER-@ ,

alors on a, par la méme démonstration que 5.10.1, A =0, et si F est

1|c1

o . P 1 1
C -conjugué a Roc' T -MT , alors C1=02.

5.10.3 Un exemple : Soit H(g,r)= (9+‘P1(9,r) , r+‘P2(e,r)) un difféomor-

phisme de classe C1 de m? xR vérifiant H*P + H‘P avec €> 0.

1”01 2"C1‘55%

On pose
~ -1
Gh(e,r) =HeL oH (g,r) = Lx(e'r)* (“’1,7\(9'”""2,)\(9"“” .
Si € est assez petit, on a, si A-0,
1
P P ! <= Il
I 1’)LHC°+ I Z,KIICO P ’
et donc
Gk(e,r) = (9,r+7\+€92’)\(e,r))

vérifie la condition de 5.10.2 (si A ~0).
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THEOREME DES COURBES TRANSLATEES

5.10.4 La courbe translatée pour un homéomorphisme de nJ><m dépend
d'un choix de coordonnées et d'une paramétrisation de la direction de
translation (i.e. le choix d'une fonction GA vérifiant les propriétés
de 5.10.3).
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SUMMARY

In chapter I we give an exposition of D. Birkhoff's 1920 theory
of curves invariant by area preserving monotone twist maps of an
annulus A =T x R (a curve means an c®-embedded circle that we
suppose non-homotopic to zero). In an appendix to chapter I Albert
Fathi gives a more topological proof of Birkhoff's theorem about curves
being graphs.

Using Birkhoff's theory we show that Moser's invariant curve
theorem (improved by H. Rissmann) is optimal up to &€ > 0 : in
particular we show in chapter II that usually for C3-& -perturbations
of a ¢ -complete integrable monotone twist map there exists no inva-
riant curve of a fixed rotation number. We give another proof of this
result in chapter III, by constructing an area preserving C3_E -
diffeomorphism f of A that leaves invariant a curve C and such

that f£{C is a Denjoy counter-example.

In chapter II we also give counter-examples to stability for
Cz_é -perturbations and other results on the optimal character of the

known invariant curve theorem.

In chapter III, at the end, we give some insight of the geometry
of the set of "standard-diffeomorphisms" of A that leave invariant

a curve.

In chapter IV we prove H. Riissmann's translated curve theorem in
class C3+é , €> 0, if one restricts the rotation number on the
translated curve to be a number of constant type. (The translated
curve theorem is a non conservative generalization of Moser's invariant
curve theorem.) The proof makes use of special properties of numbers
of constant type, standard facts on H6lder functions, and only requires
Schauder-Tychonoff's fixed point theorem. We believe that the method

is simpler than the other existing techniques.

A volume II is planned and will be about more elaborate existence

theorems of invariant curves.
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