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THÉORIE PROBABILISTE DES NOMBRES 

par 

Hubert DELANGE 

On m'a demande de donner un aper^u de ce que l'on appelle la "The*orie pro-

babiliste des nombres". Je commence par dire que, si ce terme est consacre' 

par l'usage, il ne me paraft pas bien approprie*. II vaudrait mieux dire "The'orie 

probabiliste des fonctions arithmetiques". 

II existe une litte*rature extremement abondante sur ce sujet, sur lequel 

P. D. T. A. Elliott a publie recemment un ouvrage en deux volumes, de 700 pages 

en tout. Je ne pourrai done donner ici qu'un aper^u tres sommaire. 

Je viens de dire qu'il s'agit de "fonctions arithmetiques". 

Une fonction arithmetique est simplement une fonction -le plus souvent re*elle-

de*finie sur IN . On s'interesse naturellement a celles dont la definition depend 

de proprie'te's arithmetiques de l'entier n . 

Exemples : d(n) = nombre des diviseurs de n ; 

0)(n) = nombre des diviseurs premiers de n ; 

Cp(n) = nombre des m £ IN tels que m <n et (m,n)= 1 ; 

p(n) = nombre des partitions de n . 

Certaines fonctions arithmetiques ont un comportement re*gulier quand n 

tend vers +<» . 

Par exemple, p(n) „ 
1 

4nVT 
n72n73 

" e 
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H. DELANGE 

Par contre, cu (n) = 1 quand n est premier, tandis que, quel que soit e > 0 , 
on a cu(n) > (log n)* £ pour une infinite de n . (Le th^oreme des nombres p re 
miers montre qu'il en est ainsi pour n e*gal au produit des k premiers nombres 
premiers des que k est assez grand. ) 

D'une fagon g^n^rale, les fonctions arithmetiques dont la valeur depend de la 
structure multiplicative de n ont un comportement tres irre*gulier. C'est le cas, 
en particulier, des fonctions additives et des fonctions multiplicatives. 

La fonction arithme*tique f est dite "additive" si l'on a 

f(mn) = f(m) + f(n) quand (m,n)= 1 . 

Elle est dite "multiplicative" si l'on a 

f(mn) = f(m) f(n) quand (m,n)= 1 , et f(l)= 1 . 

On voit imme'diatement que, dans les deux cas, la fonction f est complete-
ment determinee par ses valeurs sur les puissances des nombres premiers . 

Une fonction arithme'tique est dite "fortement additive" si elle est additive et 
en outre, pour chaque nombre premier p , f(pr) = f(p) pour tout r > 2 . On voit 
que l'on a alors 

f(n) = 
p/n 

f(p) 
(1) . 

Les fonctions d et cp sont multiplicatives. La fonction ou est fortement additive. 

La plus grande partie des re*sultats de la the'orie probabiliste des nombres 
concerne les fonctions additives re*elles, et je me bornerai ici a celles-ci. (A 
noter que le cas d'une fonction multiplicative > 0 se ramene a celui d'une fonction 
additive en prenant les logarithmes. ) 

Vu le comportement irr^gulier d'une telle fonction, au lieu de considerer f(n) 
pour une valeur isole*e de n , on considere globalement les valeurs 
f( l) , f(2) , ... , f(N) et on examine comment se re*partissent ces valeurs quand N 
est tres grand. 

Le premier re'sultat qui ait 6t6 etabli dans ce domaine a 6t6 obtenu par Hardy 
et Ramanujan en 1917. C'est le suivant : 

(*) II est entendu ici que la lettre p est utilised pour repre*senter les nombres 
premiers . 
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THEORIE PROBABILISTE DES NOMBRES 

Soit g une fonction > 0 c ro i s san te et tendant ve r s +» avec x . 

Quand x tend ve r s -h» , 
/2 

# {m^IN : m < x et |u)(m) - log log x | > g(x) ^/loglog x} = o(x) 

(II est a noter que, comme log log x var ie tres lentement avec x , on pour ra i t 

r e m p l a c e r au p r e m i e r m e m b r e log log x pa r log log m . ) 

Ceci peut se t r adu i re de la fagon suivante : 

Si on choisit au h a s a r d m p a r m i les e lements de TN au plus e*gaux a x , 

tous ayant la mSme probabi l i te d ' e t r e chois is , la probabi l i te pour que l 'on ait 

|ou(n) - log log x j> g(x) ^/loglog x 

tend ve r s ze*ro quand x tend ve rs +<» . 

On r emarque de suite l 'analogie avec la loi faible des grands n o m b r e s . 

Mais Hardy et Ramanujan n 'employaient pas une me'thode p robab i l i s t e . 

TT (x) designant le nombre des n < x tels que cu(n)= v , i ls mont ra ien t que, quel 

que soit v € ^ , on a pour x ^ 2 

TT (x)<A 
x 

log X 

( l o g l o g x + B ) ^ 1 
(v -1) ! 

ou A et B sont des constantes independantes de v , et le re*sultat se de*duisait 

de cette in^gali te . 

En 1934, Turan a donne* une demonst ra t ion tres s imple du resu l ta t de Hardy et 

Ramanujan. II mon t r e - tres fac i lement- que 

m < x 
2 

(ou (m) - log log x) = 0(x log log x) , 
soit < Mx log log x pour x ^ 3 par exemple . 

II es t c la i r que ceci en t r ame que, pour x ^ 3 , 

/ {m£]N* : m < x et | ou(m) - log log x | > g(x) ^ log log x} < Mx 
/ 2 ' 

g(x) 

Ici, il apparaft une me'thode probabi l i s te ! 

(2) E etant un ensemble fini (ou v ide) , $ E de*signe le nombre des e lements 

de E . 
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En effet, cette demonstration est semblable a la demonstration classique de la 
loi faible des grands nombres au moyen de l'm^galit^ de Tchebychef. 

En fait, Turan n'en e*tait pas du tout conscient. D'apres une lettre £crite en 
1976, cite*e dans le livre d'Elliott, en 1934 il ignorait ce qu'est l'inegalite de 
Tchebychef. 

J'indique en passant que le calcul de Turin a e*te* etendu par Kubilius au cas 
d'une fonction additive quelconque. On obtient l'ine'galite' connue sous le nom 
d' "ine'galite' de Turin-Kubilius". 

En r^alite*, on a pour la fonction OJ un resultat beaucouj? plus precis que celui 
de Hardy et Ramanujan : 

Quand x tends vers +», pour tout t re*el, 

1 
x # {n£TN* : n<x et qj(n) -loglog x 

/ l o g log x St} tend vers 1 
72µ 

t 

-00 
e 
-u 2 

' /2 du . 

Autrement dit, les nombres win) - loglog x 
^loglog x , ou n parcourt l'ensemble des 

entiers strictement positifs < x , tendent a se repartir suivant la loi normale 
de Gauss. 

Ceci est un cas particulier du the*oreme d'ErdOs et Kac (1939) qui s'e*nonce 
comme suit : 

Soit f une fonction arithme*tique re*elle fortement additive. 

On suppose que f(p) est borne* et que f(pL2 
P 

= +00 , On pose A(x) = 
p<x 

HP) 
P 

et B(x) = 
p<x 

ffpj2 
P 

4 (done B(x) tend vers +» avec x ) . 

Alors, quand x tend vers +°°, pour tout t re*el, 

1 
x 

/ {n£ IN : n<x et f(n) - A(x) 
B x) 

<t } tend vers 1 
/2TT 

t 

-oo 

-U 
e 

2 
/2 du . 

On voit facilement que le re*sultat subsiste si on remplace A(x) et B(x) par 
A1(x) et B1(x), ou 

B1(x)^B(x) et Ax(x)-A(x)= o(B(x)), 

d'ou le resultat indique' plus haut pour la fonction ou , en tenant compte de reva
luation bien connue de 

p<x 
1 
P . 
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THEORIE PROBABILISTE DES NOMBRES 

La demonstration d'ErdOs et Kac utilise la the'orie des sommes de variables 
aleatoires inde*pendantes, et c'est la le point de depart de la the'orie generale de-
velopp^e par Kubilius dans son livre "Probabilistic methods in the theory of 
numbers". 

Apres ce rappel des origines de la th^orie probabiliste des nombres, je vais 
maintenant donner un apergu des problemes fondamentaux de cette the'orie. 

II est entendu que dans toute la suite f sera une fonction arithme'tique reelle. 

Ces problemes peuvent s'exprimer indifferemment en termes de probabilite 
ou en termes de mesure. 

Si on veut parler en termes de mesure, on associera a chaque n£ IN* une 
mesure u sur IR de*finie par n 

^n = 1 
n m <n 6f(m) ' 

ou 6 designe la mesure de Dirac au point a , c'est-a-dire, pour tout E c R , 
A 1 1 

n 
# { m £ l N * : m<n et f(m) £ E] . (a (E) peut s 'interpreter comme n 

e*tant la probability pour que f(m) £ E si on choisit au hasard un entier m 
entre 1 et n , tous ayant la m§me probabilite* 1 

n 
d'etre choisis. 

Un probabiliste pointilleux prefererait sans doute presenter les choses de la 
fagon suivante : 

On prend comme espace de probabilite l'ensemble { 1, 2, ... , n] , la probabi
lity de chaque e*ve"nement elementaire etant ~ , et on introduit une variable ale*-

n 
atoire , qui est la restriction de f a l'ensemble { l , 2 , . . . , n } . 

fj^(E) est la probabilite pour que X^^E . 

La fonction de repartition a de X est donnee par 
n n 

a (t) = u ( ] - » , t ] ) = n n 
2 
n 

# { m £ IN : m<n et f(m) <t } . 

Le premier probleme que l'on se pose naturellement est le suivant : 

PROBLEME 1. - La suite {Un3 est-elle faiblement canvergente vers une mesure 
\A telle que \d (IR) = 1 ? ou , ce qui est Equivalent, la suite {X^} possede-telle 
une loi limite ? (c'est-a-dire existe-t-il une fonction de repartition cr telle que 
0" (x) converge vers a (x) en tout point de continuite de a ? ) . n 
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Si la r^ponse est positive, on dira que f possede une distribution limite. 

Si la r^ponse est negative, on pourra se poser la question suivante : 

PROBLEME 2. - Peut-on, en faisant subir a chaque mesure |j une translation 
convenable, obtenir une suite {n'n} faiblement convergente vers une mesure ja 
telle que JJ(IR) = 1 ? 

Autr«ment dit, peut-on trouver une suite {0Cn} telle que la suite des variables 
al^atoires X -a ait une loi limite ? n n 

Si ceci a lieu, on dira que f(m) - an possede une distribution limite. 

Le probleme 2 est visiblement une generalisation du probleme 1, qui cor res
pond a a = 0 . 

n 
On peut gene*raliser encore en posant la question suivante : 

PROBLEME 3 . - Peut-on trouver deux suites fa } et {(3 } , avec R > 0 , 
n v n Kn 

telles que la suite des variables aleatoires (X - a )/ft ait une loi limite ? 

S'il en est ainsi, on dira que (f(m) - a ) / 8 possede une distribution limite. 

n n 

Les problemes 1 et 2 sont completement re*solus pour les fonctions additives. 

La re*ponse au premier est fournie par le theoreme d'Erdos-Wintner (1939) : 
Pour u r^el, definissons ||u|| par ||u|| = u si | u| < 1 , 

1 si | u | > l . 
f a une distribution limite si, et seulement si, les deux series 

l l f (p) 11 
p 

et llf(p) I I 2 
P 

sont convergentes. 

Erdos avait etabli que ces conditions sont suffisantes dans trois articles suc-
cessifs (ou les conditions allaient en s'elargissant) parus dans le "Journal of the 
London Mathematical Society" (1935-37-38). II utilisait des me*thodes purement 
arithmetiques, sans aucune consideration de probabilite. 

Erdos et Wintner ont montre en 1939 la necessite de ces conditions. 

Le theoreme d'Erdos-Wintner montre en particulier que les fonctions log 
ç(n) 

n 
et log Gin) 

n 
possedent des distributions limites, d'ou il resulte immediatement 
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THSORIE PROBABILISTE DES NOMBRES 

qu'il en est de mSme pour <P(n) 
n 

et oinl 
n 

L'existence d'une distribution limite pour <Pfa). 
n 

avait d^ja ete demontr^e en 
1928 par Schonberg, a l'aide d'une generalisation de la theorie de H. Weyl pour 

la distribution modulo 1, et celle d'une distribution limite pour a j n l 
n avait dejh. 

ete etablie en 1933 par Davenport, par un procede purement arithmetique. 

Schonberg avait aussi donne en 1939 une solution partielle du probleme general 
bas6e sur le theoreme de Paul Levy d'apres lequel, pour qu'une suite de variables 
aieatoires possede une loi limite, il faut et il suffit que la suite de leurs fonctions 
caracteristiques converge vers une fonction continue al 'origine. 

J 'ai montre en 1961 que la solution complete du probleme pour les fonctions ad
ditives, par le theoreme d'Erdos-Wintner, peut s'obtenir a l'aide du theoreme de 
Paul Levy. 

La fonction caracteristique d'une variable aieatoire X est la valeur moyenne 
itX 

de e , ou t est une variable reelle. Pour la variable aieatoire X definie 
n 

plus haut, la fonction caracteristique est 
1 
• 

n 

m=l 
F ( m ) , ou F^(m) = e 

aitf(m) 

D'apres le theoreme de Paul Levy, f a une distribution limite si, et seule-
ment si, la fonction F̂  possede une valeur moyenne pour tout t reel, et celle -
ci est une fonction de t continue pour t = 0 . 

F est une fonction multiplicative de module 1 . 

Ma methode consiste a utiliser un theoreme donnant une condition necessaire 
et suffisante pour qu'une fonction multiplicative F de module <1 possede une 
valeur moyenne non nulle. (La condition est que la serie £ 1-F(p)/p soit con-
vergente et que F ( 2 r ) / -1 pour au moins un r ; la convergence de la serie suf
fit a assurer l'existence d'une valeur moyenne. ) 

Le probleme 2 est aussi completement resolu a l'aide du theoreme de Paul 

Levy et des resultats de Halasz sur les fonctions multiplicatives de module < 1 . 

Le theoreme de Paul Levy montre que, pour que f(m) - a possede une dis
tribution limite, il faut et il suffit qu'il existe une fonction $ continue pour 
t = 0 , telle que, quand n tend vers l'infini, 
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1 
n 

n 

m=l 
e 
it(f(m)-an) 

= #(t) +o(l) , 

ce qui Equivaut a 
1 
n 

n 

m=l 
F(m)=*(t) e 

ita 
m + o(l) . 

C'est ici qu'on utilise les resultats de Halasz. 

On arrive au resultat suivant : 

Pour qu'il existe une suite {cXn} telle que f(m) - oĉ  possede une distribution 
limite, il faut et il suffit qu'il existe un a r6el tel que, si g(n) = f(n) - a log n , 

l l s (p ) i l 2 
P 

<+°° . 

S'il en est ainsi, f(m) - a possede une distribution limite si, et seulement si, 

a = n , p< n 
l k ( p ? l l 

p 
+ a log n + C + o(l) . 

Ce resultat a ete obtenu inde*pendamment par Elliott et Ryavek, Kubilius, 
Timofeev, et moi-m^me. 

Un probleme annexe des problemes 1 et 2 est l'e*tude de la distribution limite 
lorsqu'elle existe. On sait que, si 

f(p) # 
1 
P 

<+°° , la distribution limite existe 
et correspond a. une mesure atomique. Si la distribution limite existe avec 

f(p)/0 
1 
P 

= +00 , elle est continue, soit absolument continue, soit singuliere. On ne 

connaft que des conditions suffisantes pour un des deux cas, mais pas de critere 
general. 

Venons en ma in tenant au probleme 3. 

Le theoreme d'Erdos et Kac fournit une reponse positive dans le cas particulier 
des fonctions fortement additives born^es sur les nombres premiers et telles que 

f(p)2 
P 

=+°° . 

L'id^e de base de la demonstration est la suivante : 

Pour chaque p premier, conside*rons la fonction de*finie par 

pp(n) = 
f(p) si p/n , 

0 si pĵ n . 
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THEORIE PROBABILISTE DES NOMBRES 

On a f(n) = £ p (n) (la somme ne contenant qu'un nombre fini de termes non 
P 

nuls) . 

L'ensemble des n tels que p/n a une densite* egale a ~ et l'ensemble des n 
tels que ip Jf n a une densite e*gale a 1 - i- . 

Ceci conduit a conside*rer que p prend la valeur f(p) avec la probabilite* — 
P P 

et la valeur 0 avec la probabilite* 1 - — . 
P 

Les fonctions p apparafssent comme "statistiquement independantes" car, 
si Pi > P<-»>•••» Pi » P*i » P o » • • • » PV. sont des nombres premiers distincts, l 'en-1 L k 1 Z h 
semble des n tels que Pj>P2>"-» P .̂ divisent n mais p^ , p'^, . -. , p'^ ne 
divisent pas n a une densite e*gale a (1 - _ J L ) ( 1 - J y ) ... (1--i--) . 

P l P 2 - p k Pl P2 Ph 
En fait, ceci n'est pas correct car 

ft 
- les parties de TN posse*dant une densite* ne forment pas une tribu, 
- la densite n'est pas totalement additive. 

Mais on peut arranger les choses en introduisant une "fonction tronque*e" 

f = 
y p<y 

¤p (i .e. f (n) = 
p/n 
p<y 

f(p)) , oh y ^ 2 . 

La fonction f prend un nombre fini de valeurs distinctes. 
y 

Si P est l'ensemble des p < y , ce sont les sommes 
y 

f(p). ou E^P(P^). 

Si a est une de ces valeurs, l'ensemble des nglN* tels que fy(n) = a pos
sede une densite, car c'est la reunion des ensembles 

{n^ IN* : p/n si p ^ E et p / n si p £ P ^ \ E } , 

ou E parcourt l'ensemble des parties de P^ telles que 
p€E 

f(p) = a . 

Introduisons des variables ale*atoires independantes X , ou X prend la 
1 P P 1 valeur f(p) avec la probability — et la valeur 0 avec la probabilite* 1 -— . 
p P 

On voit que la densite de l'ensemble des n tels que f^(n)= a est la probabi

lity pour que X = a . 
P 

II en re*sulte que, pour y fixe*, tel que B(y) > 0 , l'ensemble des n tels que 
fy(n) - A(y) 

B(y) < t 

p<y 
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a pour densite c (t) , ou a est la fonction de repartition de 
y y 

1 
B(y) p<y 

Xp-A(y)). 

On montre que, si x et y tendent simultanement vers +00 de fagon que 
iPJLX 
log x 

tende vers zero, la difference 

1 
x 

4 { n£ IN* : n <x et 
fy(n)-A(y) 

B(y) 
< t } - a (t) 

y 
tend vers zero. Ceci se fait par une me'thode de crible -en fait a l'aide du crible 

de Brun. 

On montre d'autre part que, si en outre log x 
log y qui tend vers +<» , est 
— © J 

o(B(x) ) , la fonction de repartition de l'ensemble des nombres 
fy(n)-A(y) 

B(7) , ou 
n < x, approche celle de l'ensemble des nombres f(n)-A(x) 

B(x) 

On choisit done y fonction de x tel que loK y 
log x 

tende vers zero et 
log x 
log y = o(B(x)), et on obtient le resultat voulu en appliquant le theoreme central 

limite pour les sommes de variables aleatoires independantes, qui montre que 
1 

B(y) p<y 
Xp-A(y)) a une distribution limite qui est la distribution normale de 

Gauss, c'est-a-dire que a (t) tend vers 
y 

1 
2TT 

t 

-00 

-u e 
2 
' /2 du . (En effet, la valeur 

moyenne de Xp est f(p) 
p 

et sa variance est (1- 1 
P 

f(p)2 

P 
de sorte que la som-

me des valeurs moyennes pour les p^y est A(y) et la somme des variances 
est B(y)2+ 0(1)). 

L'idee d'introduire des variables aleatoires independantes est de Kac. La mise 
au point de la demonstration a l'aide du crible de Brun e Jt due a Erdos. 

Kubilius a systematise cette methode de demonstration. Elle peut Stre utilisee 
pour etablir la suffisance des conditions du theoreme d'ErdOs-Wintner. 

Pour les fonctions fortement additives telles que 
f(p)2 

p 
= +00, elle conduit 

au resultat general que je vais indiquer maintenant, ou A(x) et B(x) sont de-

finis comme plus haut. 

Disons qu'une fonction fortement additive appartient a la classe (H) si B(x) 

tend vers +0° avec x et B(x^)~ B(x) pour tout \> 1 . 

Si f appartient a la classe (H), pour que f(m) -A(n) 
B(n) 

ait une distribution 

limite, il faut et il suffit qu'il existe une fonction de repartition K telle que, 
quand x tend vers +» , 1 

B2(x) p< x 
f(p)<uB(x) 

f(p)2 
P 

converge vers K(u) en tous les 
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THEORIE PROBABILISTE DES NOMBRES 

points de continuity de K . 

La distribution limite a pour fonction caractyristique 

exp( 
+ 00 

-00 

itu „ e - 1 - itu 
2 

u 

dK(u)). 

Les distributions limites possibles sont les lois infiniment divisibles de variance 
1 . 

Ici les suites { 0CnJ et [g ] sont donnees a priori. 

Le probleme posy initialement ytait l'existence de suites convenables. II a ety 
etudie specialement par Levin et Timofeev, et surtout Elliott. 

On montre que doit necessairement tendre vers une limite finie ou vers 
+00 . On voit que, dans le premier cas, on peut remplacer par 1 , ce qui 
ramene au probleme 2 . 

Pour le cas ou R tend vers +00 , il est commode de prendre a et fl Hn r n Kn 
sous les formes a(n) et g(n), ou les fonctions a et 3 sont supposees definies 
sur l'ensemble des nombres reels au moins egaux a un certain x^ . 

On obtient des conditions nycessaires et suffisantes pour qu'il existe des 
fonctions a et 3 telles que f(m> - a(n) ait une distribution limite, avec la 
condition que, quand x tens vers +00 , R(X) tende vers +00 et 

B(x\) 
13 (x) tende 

vers 1 uniformement pour a < \ < b , avec a et b quelconques tels que 
0 < a < b . 

Ces conditions sont trop compliquees pour que je les ynonce ici. 

On peut obtenir comme lois limites toutes les lois stables. Par contre, on 
montre que certaines lois ne peuvent pas 8tre obtenues. 

On a aussi des rysultats pour le cas ou on impose la condition que 
B(x\) 

e(x) 6 pv ' 
converge vers X uniformement sur tout ensemble compact contenu dans l'in-
tervalle 3 0, +»[ . 

Pour terminer, j 'indiquerai que l'on peut considerer beaucoup d'autres pro
blemes que ceux que j ' a i citys. On peut, par exemple, examiner la rapidity de 
la convergence vers les lois limites lorsqu'elles existent, ytudier la distribution 
des valeurs de f(n) lorsque n parcourt certaines suites d'entiers telles que la 
suite des valeurs d'un polyn6me a coefficients entiers sur les entiers >0 ou bien 
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sur les nombres premiers , etudier la distribution modulo 1 de f(n) , etc. 

Le temps dont je dispose ne me permet pas d'aborder ces questions. 

-:-:-:-

Hubert DELANGE 
University de Paris-Sud 
belt. Mathematiques 425 
F 91405 ORSAY 
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