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INTRODUCTION 

1 . Le thème du séminaire : 

Sur une variété différentielle M, de dimension m,considérons un opérateur diffé­

rentiel L dTordre 2, hypoelliptique, tel que Ll = 0, Soit p(t,x,y) , t >0 , 

x,y £ M la solution fondamentale positive minimale de (-7̂7 - L) , associée à un vo­

lume riemannien arbitraire TT sur M. Si ? est l'unique processus de diffusion 

(sur M) de générateur infinitésimal L, alors p est la densité par rapport à TT 

du semi-groupe de transition de S . 

La signification géométrique du comportement de p(t,x,y) quand t 0, mise en 

évidence par Kac [4] et Me Kean-Singer [5] a suscité une littérature fournie. Le but 

de ce séminaire était de faire le point sur l'approche probabiliste de ces questions, 

à partir des résultats de Varadhan [81, Molchanov [6], Gaveau [2][3~l. Il s'agissait 

aussi de préciser l'impact sur ce problème des estimations à la Ventcell-Freidlin [9] 

et de leurs extensions (Azencott [1]). 

Ce travail a permis de clarifier certaines obscurités non triviales de [ 2 ] [6], 

d'améliorer plusieurs preuves, de mieux cerner les problèmes ouverts. La rédaction, 

volontairement extensive pour être d'accès plus aisé, présente séparément différen­

tes techniques pertinentes (diffusions, paramétrix, opérateur hypoel1iptiques, éner­

gie, géodésiques, transformées de Cramer, etc...)* Les nombreuses discussions entre 

les participants actifs au séminaire, un effort éditorial collectif, ont permis de 

donner cohérence à ce travail, bien que chaque auteur reste responsable de son texte. 

Les auteurs remercient D. Meyer pour un efficace soutien moral, et Mme S, Force 

qui, avec l'aide de Mmes B. Chaouche et C. Éradier, a mené à bien un lourd travail 

dactylographique. 

2. Structure de l'exposé : 

Le chapitre 1, après quelques rappels sur les intégrales stochastiques brownien-

nes et le problème des martingales, donne la formule de changement de drift de 

Cameron-Martin. Le chapitre 2 expose les théorèmes d'existence et unicité pour les 

diffusions sur une variété, les résultats de régularité sur leurs densités de tran­

sition, et une formule de localisation (à la Doob) liant la densité d'une diffusion 

à celle de la diffusion induite sur un ouvert. Le chapitre 3 résume les éléments de 

géométrie riemannienne : connexions, exponentielles, géodésiques. 

Au chapitre 5, l'opérateur L est elliptique de classe 4, et on lui associe une 

distance riemannienne naturelle d sur M. Suivant Molchanov [ 6 1 on prouve que 

pour x,y fixés suffisamment proches dans M, on a 

(O p(t,x,y) ^ t 
— J3 

2 F(x,y) exp [" 
d2(x,y) 

2t J 

où F se calcule explicitement à partir du jacobien de l'exponentielle et du travail 

du drift naturel de L le long de la géodésique joignant x à y. Une amélioration 
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R. AZENCOTT 

du procédé de localisation évite le recours au résultat de Varadhan, qui pour x,y 

suffisamment proches prouve (sur 3R m ) 

(2) 1 im 

t + 0 

t log p(t,x,y) = - \ d 2 ( x , y ) . 

L'interprétation géométrique de F(x,y) dans (1) utilise une étude des champs de 

Jacobi et coordonnées semi-géodésiques, qui est présentée au chapitre 6. Un autre 

ingrédient de la preuve de (1) est fourni par le chapitre 4, où M = K. m , L est 

uniformément elliptique à coefficients bornés (dépendant du temps), et où la méthode 

de la paramêtrix donne des majorations classiques pour p et ses dérivées partielles, 

ainsi que, suivant [ 6 1» un équivalent de p(s,t,x,x) quand 0 < s < t, t 0. 

Contrairement à une assertion trop générale de Molchanov [ 6 ]» pour x,y non con­

jugués et joints par une unique géodésique minimisante, l'équivalent (1) et même son 

corollaire (2) peuvent être faux - avec L elliptique - lorsque M n'est pas com­

plète pour la distance d . Au chapitre 8 on construit en effet des diffusions ellip-

1 2 

tiques telles que lim t log p(t,x,y) > - d (x,y) , pour x,y dans un ouvert de 

t-*0 

M x M. Une itération méticuleuse propage cependant 1'équivalent local (1) en majora­

tions globales de p(t,x,y) du type C(x,y) t N ^ x » y - ^ e X p [- f L - ^ L i Z i - ] ^ pourvu que 

(relation toujours vraie si M est complète) 

(3) d(x,y) < max [ d (x ,oo) , d (y ,«>) ] 

Le chapitre 9 utilise (1) et ces majorations, pour montrer, toujours avec L ellip­

tique de classe 4, que si (3) est vraie on a 

( 4 ) p ( t , x , y ) ~ n, h x y e x p C - H(f) d тг (f) n 

où fin' est la variété m n dimensionnelle des géodésiques f brisées n fois 
x,y 

1 2 

joignant x à y en temps unité, et d'énergie E(f) < y d (x,y) + h, avec n,h> 0 

convenables. Précisant avec soin la démarche de Molchanov [ 6 ]> à l'aide des résul­

tats du chapitre 7, on étudie l'intégrale de (4) pour t ^ 0, suivant la nature des 

minima de E sur ^ n ' ^ . Ainsi, pour x,y vérifiant ( 3 ) , non conjugués et joints 

par une unique géodésique minimisante, l'équivalent (1) est vrai. Lorsque x,y sont 

conjugués (et vérifient toujours (3)), les équivalents du type 

(5) p(t,x,y) ^ G(x,y) t 

m+o 
~ 2 I Log ti exp Г _ d 2(x,y) -, 

2t J 

avec $ e 3N } a £ Q ? 0 < a ^ m-1 , recouvrent tous les cas en classe analytique, ainsi 

que toutes les situations génériques en dimension inférieure à 10 en classe cf° , 

sans toutefois épuiser les possibilités en classe C°° . 
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INTRODUCTION 

La relation (4) introduit la fonctionnelle énergie E(f) = {J 0 ll
f; llf dt , où f 

est un chemin (absolument continu) sur la variété riemannienne M. Au chapitre / on 
considère l'espace Q des chemins d'énergie finie joignant x à y comme varié-

x» y 

té modelée sur un espace de Hilbert, les points critiques de E sur Q ^ étant 

les géodésiques de M joignant x à y. Les notions de points conjugués, cut-locus, 

etc.. s'interprètent par la nature des minima de E sur ^ ^ , et plus spéciale­

ment sur la sous-variété \̂J'y ' pour les métriques C on montre que toutes les 

dégénérescences de E à priori possibles sont réalisées. 

Lorsque L est elliptique, l'énergie E(f) d'un chemin f non explosif coïncide 

avec X(f), où À est la transformée de Cramer de f définie par 

(6) A(f) 
" 2 J 0 

Qf ( t ) [ f ' ( t ) ] d t ; 

ici Q* : TM -> [0,+°°] est une forme quadratique naturellement déterminée par L, et Ç 

est le temps d'explosion de f. Le ch. 12 résume d'après [1] l'extension au cas hypo-

elliptique des estimations à la Ventcell-Freidlin 

(7) t l o s P ( x C 0,t] 6 A ) - - inf X(f), pour t -> 0, 
f e A 

où XJ-Q ̂ est la trajectoire sur [0,t] d'une L-diffusion sur M, et A est un paquet de 

chemins y : [0,t] M u {°°}. Avec la définition 

(8) E(x,y) = inf {À(f) I f(0) = x, f(l) = y}, où x,y e M u {°°}, 

on passe de (7) à la conj ecture 

(9) t log p(t,x,y) ~ — E(x,y), pour E(x,y) fini majoré par E(x,°°) • 

1 2 

celle-ci est vraie dans le cas elliptique, où E(x,y) = - d (x,y), cf. ch.9. Pour le 

cas hypoelliptique, des éléments de réponse sont apportés par les ch. 10 à 15. 
Ayant rappelé (ch. 10) quelques aspects essentiels de 1'hypoellipticité à la 

Hormander, et de la théorie du potentiel associée (Bony), on considère (ch. 11) le 

groupe de Lie nilpotent libre G d'ordre 2, à r générateurs ; on calcule selon 
r d 1 F 2 

Gaveau [2] la solution fondamentale de (TT~ ~ L) avec L = - ) X. où les champs X. 
dt z . u, 1 1 

i=l 

sont les générateurs de l'algèbre de Lie de G^. L'étude du cas r = 2 (groupe 

d'Heisenberg de dimension 3) se poursuit au ch. 13, où un calcul de Gaveau [2] donne 

un équivalent explicite de p(t,x,y) et identifie J(x,y) = lim [-t log p(t,x,y)] avec 
t̂ O 
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l'action de la bicaractéristique de L joignant x à y ; on prouve J(x,y) = E(x,y), 

d'où (9) dans ce cas particulier, et on clarifie l'interprétation de J comme action 

minimale, interprétation esquissée trop succintement dans Gaveau [2] [3]. 

La méthode de Molchanov [6] repose en partie sur les estimations du ch. 4 obtenues 

par la méthode de la paramétrix. Une éventuelle construction de paramétrix pour le cas 

hypoelliptique, basée sur l'approximation de L par des opérateurs invariants à gauche 

sur un groupe nilpotent, à la Rothschild-Stein [7], est esquissée avec pessimisme au 

ch. 14. 

Enfin le ch. 15 étudie en détail une classe particulière de diffusions hypoellip-

tiques, les diffusions gaussiennes sur lRm ; les calculs explicites permettent de vé­

rifier (9) dans ce cas, et surtout d'explorer les situations où 1'hypoellipticité de 

L est due essentiellement à la présence d'un drift ; en effet on a alors E(x,y) = + 00 

pour presque tout x,y e 3Rm, et on trouve des équivalents du type 

(10) log p(t,x,y) - _ R(x,y) 
tr(x,y) 

log P(X[0jt],A) _ C(A) 
" tr(A) 

avec R(x,y), C (A) finis, et r(A),r(x,y) entiers impairs. Les résultats du ch. 15 sug­

gèrent bon nombre de conjectures ; en particulier, avec les notations de (6) (7), on 

devrait avoir, pour t -> 0, 

(11) log P(Xr_ e A) ~ - inf Xt(f) 
L0'tj feA 

(12) log p(t,x,y) ~ - inf {Àt(f)|f(0) - x, f(t) = y} 

si on pose 

(13) AC(f) = { 
ftAÇ 

,0 Qf(s)Cf'(s) - Yf(s)]ds 

1 r 2 après avoir écrit L = - ) Z. + Y. 2 v î î 

Lorsque 
<i РФ 

1 

est aussi hypoelliptique (à la Hormander), il est plausible de 

tenter de déduire (11) de (7) et (12) de (9) ; par contre si ce n'est pas le cas, 
toujours avec L hypoelliptique ainsi que (TT— - L ) , une preuve de (11) et à fortiori 

d t 
de (12) semble pour le moment difficile à atteindre dans le cas "général" ; signalons 
des résultats (à paraître) de M. Chaleyat-Maurel et L. Elie qui abordent les situa­
tions "bien approchables" par des diffusions gaussiennes. 

Robert Azencott 
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CHAPITRE 1 

UNE INTRODUCTION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES 

ET AU PROBLÈME DES MARTINGALES 

par 

Mireille CHALEYAT-MAUREL 

Le but de ce premier chapitre est de démontrer la formule de Cameron—Martin qui 

joue un role important dans l'existence et l'unicité des solutions du problème des 

martingales, surtout dans le cas non dégénéré ; et qui, dans le travail de 

S.A. Molchanov [5] sert à changer de coefficient de drift. 

Auparavant, nous allons donner une brève présentation de l'intégrale stochas­

tique par rapport au mouvement brownien dans un cadre élémentaire ; puis nous énon­

cerons un théorème d'existence et d'unicité pour les solutions d'équations différen­

tielles stochastiques browniennes dans le cas où les coefficients dépendent du temps. 

Nous rappelerons ensuite quelques propriétés du problème des martingales, pour 

terminer enfin par la démonstration de la formule de Cameron-Martin. 

1 . Déf ini tions 

Soit (̂ ,$,P) un espace de probabilité complet muni d'une filtration (& ) sa-
t t>0 

tisfaisant aux conditions habituelles de P.A. Meyer, c'est-à-dire : 

i) les sous-tribus J * t de & sont croissantes et continues à droite, 

ii) J* Q contient les ensembles négligeables de $. 

Nous supposerons connues quelques notions élémentaires sur les martingales et 

pour ceci on pourra consulter le cours de M. Yor [8Ü• 

9 



M. CHALE YA T-MA UREL 

Cependant nous allons rappeler la notion de processus croissant associé à une 

martingale dont nous aurons besoin dans notre exposé. 

Si lï̂  désigne l'espace des martingales continues de carré integrable et A l'es­

pace des processus croissants continus, adaptés, integrables, nuls en zéro, pour tout 
2 

M de 1̂ , il existe un A unique appartenant à A tel que M - A soit une martingale ; 

ce résultat découle immédiatement de la décomposition de Doob-Meyer des surmartin­

gales, et on note A = <M,M>. 
Par exemple, si M est un mouvement brownien réel 3 , alors <3 ,3>t = t et le mou­

vement brownien réel est caractérisé par le fait que c'est la seule martingale con­

tinue de processus croissant t. 

On définit également des classes plus générales de ces processus en les 

"localisant" "^Xqc et ̂ loc (l°cal^ser veut dire qu'il existe une suite croissante 
de temps d'arrêt (T ) tendant vers l'infini tels que lesprocessus arrêtés en T 

n ndN n 
vérifient la propriété voulue). 

2. Intégrale stochastique 

2 

Nous allons donner une idée, dans le cadre L , de la construction de l'inté­

grale stochastique par rapport au mouvement brownien. 
Soit (3 ) un mouvement brownien réel, et soit f : (s,to) —* f (s,u)) une fonc-

t t>0 
tion continue, adaptée telle que : 

(t 2 E[ f (s,0))ds] 
J 0 

< 00 pour tout t. 

Nous allons donner un sens dans 
2 (t 

L à f 
J 0 

s ,oo ) d$ s ) bien que 3g(oj) ne soit pas 

à variation bornée. 

2.1. PROPOSITION. Soit an = {0 < t¡? < <...< tn < t} une subdivision de C0,tü^ 
U 1 n 

alors 
l(an) = I f(t*) (6 n 

n t . , 
a i+1 

t . 
i 

converge dans L vers une limite 

lorsque te -pas de o tend vers zéro. 

Pour démontrer cette proposition, on utilise essentiellement la propriété 
2 

caractéristique du mouvement brownien : @ et $t - t sont deux martingales ; on 

montre alors que ^ (cjn) converge dans L^ vers une limite qu'on appelle (f.$)9 inté­

grale stochastique de f par rapport à 3- (f«3) est une martingale qui vérifie l'éga­

lité isométrique : 
E(f.3>t = EC f f2(s)ds] 

J n t-
et on a : <f . 3 , f. $> f (s)ds. 

•>o 
(Pour un exposé complet voir [4]) 
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GÉODÉSIQUES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT I 

3. Equations différentielles stochastiques 

L'intégrale stochastique définie au paragraphe 2 permet de donner un sens à des 
équations différentielles stochastiques du type : 

dxt = a(t,xt)d3t + b(t,Xt)dt, 

dont la résolution permet dTobtenir l'existence et l'unicité de diffusions dont le 
générateur différentiel est donné. La proposition 3.1 explicitera exactement cette 
relation. 

Rappelons tout d'abord que si ô désigne le point à l'infini du compactifié 
d'Alexandrov de Rm (ou d'un ouvert U de ]Rm), on appelle temps de mort d'une fonc­
tion Y : [0,°°[ —> ]Rm U ô (ou U U ô) , le temps d'atteinte de ô défini par 
Ç(Y) = inf(t > 0 : Y(t) = 6}. 

3.1. PROPOSITION. Soient respectivement o et h des applications de 1R+ x U dans l'es­
pace des matrices (m,k) et dans lRm vérifiant les conditions suivantes : 

i) pour tout x de U_, a(.,x) et b(.,x) sont mesurables et localement bornees. 
ii) pour tout entier n3 pour tout t de nR+j il existe des fonctions 

cn : R+ —-> ]R+j bornees sur tout compact et telles que si ||x|| < n., ]|y|| < n., on ait : 

||a(t,x) - a(t,y)|| < cn(t)||x-y|| 
et ||b(t,x) - b(t,y)|| < с (t)||x-y||. 

Et soit $t : 0, —> Ж un mouvement brownien. Considérons sur U lféquation diffé­
rentielle stochastique : 

(1) dx = a(t,x )d3 + b(t,x )dt, 
et notons Ç le temps de mort de X^_. Alors pour chaque (s,x) de Ж+ x И,, il existe une 
solution X de (1) telle que X = x_, solution qui est unique sur [ s ,Ç [. La collec-

L s + 
tion des solutions de (1) issues des différents points de Ж x И définit une dif­
fusion sur U de générateur différentiel : 

1<i,j <n 
э2 

Эх. Эх . I ь. (t,.) • 
1<1<П r 

où :aij(t,x)] = a(t,x)a*(t ,x) , b(t,x) = (bj(t,x) , . . ., bn(t,x). 

Preuve : Renvoyons à H. Doss et E. Lenglart [2] pour l'existence et l'unicité des 

solutions de (1) , à D. Stroock et S. Varadhan [7] et A. Friedman [3]pour le reste. 

Une fois prouvées l'existence et l'unicité des solutions de (1), la propriété 

de Markov forte du processus qu'elles définissent se déduit de l'unicité des solutions 
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M. CHALEYA T-MA UREL 

de (1) et de la possibilité de les recoller à un temps d'arrêt. 

Pour trouver le générateur différentiel on utilise la formule de Ito et le pro­

blème des martingales que nous allons rappeler ci-dessous. 

4. Problème des martingales 

Soit (£2,3% î ) l'espace canonique usuel où £7 est l'espace des fonctions continues 

de 1+ dans ]Rm : £(R+ JR™) , X (OJ) = O) , Or = a(X ,s ^ t) , = V $ avec les tribus 
t t t s £ t. 

complétées et rendues continues à droite. 
Soient a : -TR x ]R —* zf et b : 1 x ]R —> 3R deux fonctions bornées, mesurables 

m 

avec pour tout (t,x) de 1+ x lRm, a(t,x) = {a^(t,x)} et b(t,x) = {b^(t,x)} ; où ^ 

désigne l'ensemble des matrices symétriques positives, c'est-dire 
) a..e.e. > 0 pour tout 8 de 1 . 

On définit pour tout t positif, 

1<1,1<Г1 Эх.Эх. 
i J l 

l<i<n 

b.(t,.) э 
Эх. • 

i 

Etant donné (s,x) appartenant à 3R x ]Rm, une solution du problème des martin­
gales pour L partant de (s,x) (en abrégé PBM (s,x,a,b)) est une probabilité P sur 

(ft,3\) telle que : 

i) P[X = x, 0<t<s] = 1 

ii) f(Xt) - f(Xg) - f L f(X ) u u 
J s 

lu est une P-martingale pour toute f de 
^ 2 .m. 
CbCR ). 

Cette formule en termes de martingale est due à D. Stroock et S. Varadhan ; 

pour plus de détails on pourra consulter leur récent livre [7]. 

Nous allons rappeler un théorème d'équivalence qui nous servira dans la formule 

de Cameron-Martin. 

4.1. THEOREME. Soit (s,x) appartenant à 1R+ x lRm et P une probabilité sur telle 

que P[X = x , 0 < t < si = \;il y a équivalence entre : 

i) P résout le PBM(s,x,a,b). 

ii) pour tout 0 de ]Rm_, 

expC<9,X -X 
ft 
b(u,X )du> 

J s 
2 

rt 
<G,a(u,X )0 > du] u J s 

est une p-martingale. 

Donnons quelques indications sur la démonstration : 

i) — * Ü ) 

Il y a deux étapes : d'abord on montre que i) entraîne que : 

12 
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pour tout 6 de IR™, M6 = <6,X -X ^ t t s 
rt 
b(u,X )du> 

J s 
est une P-martíngale de processus 

croissant : <6,a(u,X )9 > du. 
^ s 

En effet, on passe des fonctions de à celles de C par appro­
ximation, on prend f(x) = <0,x> et on montre que les martingales locales qui inter­
viennent sont de vraies martingales car les coefficients sont bornés. 

La formulation ii) est alors la conséquence de la propriété suivante : 
Soient A appartenant à et M un processus continu tel que MQ = 0 , il y a 

équivalence entre : 
a) M e ̂ loc et <M,M> = A. 

b) pour tout X de 1R, exp(ÀM Va) " к о с 

De plus, 
E 

rt 
exp(2AM )dA J0 s s 

< oo ^ A2 
exp(AM - Y A ) e 

Si, pour tout X et t, exp(ÀM - —A) e ̂  et E(expÀMt) < 00 , alors M appar­

tient à /VR. 

(Pour les détails de ce théorème et la démonstration du lemme, voir le cours de 

P. Priouret [6J). 

ii) ==» i) 

On utilise un théorème de classe monotone pour obtenir un résultat sur les 
2 

fonctions de à partir de la propriété sur les exponentielles. 

Remarquons que si P est solution du PBM(s,x,a,b), les intégrales stochastiques 

par rapport à X de processus progressivement mesurables ont bien un sens car alors X 

est la somme d'une martingale et d'un processus à variation finie. 

(On rappelle qu'une fonction f de M x Q est progressivement mesurable si pour 

tout t de TR+, la restriction de f à [0,t] x Q est $ © CF - mesurable, où S>rn 
L O, t J t l_0,tj 

désigne la tribu borélienne de [0,t].) 

On peut alors énoncer : 

4.2. PROPOSITION. Soit P solution du PBM(s,x,a,b)3 alors pour tout h(u) processus à 

valeurs 3R™progressivement mesurable_, borné 
rt 

exp[ < h(u),dX > 

rt 
<h(u),b(u,X ) > 

* s 
du 1 f" 

" 2 < •> s 
h(u),a(u,X )h(u) > du] 

est une ~?-mar ting aie. 

Pour démontrer ceci, on approxime h par des fonctions simples et on applique 

l'équivalence ii) du théorème 4.1 (voir le livre de D. Stroock et S. Varadhan [7] 

p. 100). 

13 
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5 . Formule de Carneron-Mar t in 

Avant d'énoncer le résultat, rappelons un résultat d'existence de probabilités. 

Soit (̂ ,£,ft) l'espace canonique considéré au paragraphe 4 et Z une (J^,P) mar­

tingale telle que Z soit positive et E(Zt) = 1 ; alors la formule 

Qt(A) Z dP pour A appartenant à J» , 

derinit une probabilité sur &̂  qui peut se prolonger en une probabilité Q sur \f 

telle que Q/rrr = Q • En effet, la propriété de martingale de Z prouve que la res — 
*t t 

triction de Qt à 3*u pour u inférieur à t est ; l'existence de Q sur J* résulte 

alors d'un théorème de C. Dellacherie et P.A. Meyer [1J (p. 112) sur les limites 

projectives de mesures régulières ; la régularité provenant du fait que l'espace ca­

nonique est polonais. 
Pour la démonstration de la formule de Cameron-Martin nous suivons de près le 

cours de P. Priouret [6] qui traite le cas homogène. 

5.1. THÉORÈME. Soient a : 1+ x 1™ - > / , b : TR+ x ]Rm —->lRm, c : 3R+ x IR™ —»-]Rm trois 
m 

fonctions mesurables bornées et P une solution du PBM(s,x,a,b). 
On définit : 

R = exp[ f < c(u,X ) ,dX > u u 
} s 

f <c(u,X ) ,b(u,X ) > u u J s 
du 

i rc 

2 
J s 

< ac(u,X ) ,c(u,X ) > du] u u 

Soit Q la probabilité définie par -ji/^ = R _, alors Q est solution du 
dr vJ*j_ t 

PBM(s,x,a,b+ac). 

Preuve : La proposition 4.2 assure que R est une martingale d'espérance 1, donc 

l'existence de Q est garantie par la remarque ci-dessus. 

Pour montrer que Q est solution du PBM(s,x,a,b+ac), il suffit de vérifier 

d'après le théorème 4.1 que, 

pour tout 6 de IR , 

X6 = exp[< e,x -x > 
t t s 

- ( < e,b(u,xu) 
J s 

> du - 2 * 
•> S 

6, (b+ac)(u,Xu; > du] 

est une Q-martingale. 

Or P résout le PBM(s,x,a,b) ; donc en appliquant le résultat de la proposition 

4.2 avec h(u) = 0 + c(u,X^), on a : 

M^ = exp[ 
rt 
<9 + c(u,X ) ,dX > 

J s 

rt 
< e 

J s 
+ c(u,X ),b(u,X ) > du 

- i h 
J s 

+ c(u,X ),a(u,X )(0+c(u,X )) > du] 

14 
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est une P-martingale, mais elle vaut : 
X6R dP donc, pour tout A de avec s < v < t, 

X6R dP X6R dP 
' A t ü 

M9dP 
J A Ü 

= f M6dP = f XGdQ. 
J A V J A V 
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CHAPITRE 2 

DIFFUSIONS SUR LES VARIÉTÉS 

GENERALITES 

par 

Robert AZENCOTT 

O. Introduction 

Nous esquissons dans ce chapitre quelques définitions équivalentes des diffu­

sions sur les variétés différentiables, les principaux théorèmes d'existence et uni­

cité, les théorèmes d'existence de densités régulières pour ces diffusions. Nous 

donnons une formule de localisation, généralisant une formule de Doob, qui relie la 

densité d'une diffusion sur M à celle de la diffusion induite sur U. Le cadre adopté 

englobe celui des générateurs différentiels L elliptiques (à coefficients continus, 

ou localement hôlderiens suivant les résultats cherchés) et celui des générateurs 

différentiels L hypoel1iptiques à coefficients C œ. 

Le point de vue adopté insiste sur la bijection entre générateur différentiel L 

et classe d'équivalence de L-diffusions, sur une variété donnée. Tout l'aspect 

"équations différentielles stochastiques", à base de semimartingales sur une variété, 

a été laissé de coté pour minimiser le vocabulaire probabiliste à utiliser. Renvoyons 

à L. Schwartz [16] , à Bismut [Cours St Flour 1980], et à P. Malliavin [13], où 

d'autres points de vue sont largement développés. 

Nous nous sommes bornés au cas de générateurs différentiels indépendants du 

temps pour simplifier l'exposé, bien que la plupart des résultats énoncés s'étendent 

au cas de diffusions non homogènes dans le temps. 
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1. Processus de Markov fort : 

Soit M une variété différentiable connexe, de dimension m, de classe au moins 

2. On note 6 le point à l'infini du compactifië d'Alexandroff M u 5 de M (6 est isolé 

si M est compacte). Toute fonction numérique f sur M sera implicitement prolongée à 

M u 6 en posant f(6) = 0. 

Pour toute fonction y : [0,+°°[ > M u ô appelons temps de mort de y le temps 

d'atteinte de ô défini par 

Ç(y) = inf { t > 0 j y(t) = 6} 

Appelons S(M) l'ensemble des fonctions y : [0,+oo[ > M u ô qui sont continues 

sur [0,ç(y)[, et qui, pour ç(y) fini, admettent une limite à gauche en ç(y) et sont 

constantes égales à S sur [ç(y),+oo[. Notons Xt = 3(M) —-> M u ô les applications 

coordonnées, ¿F_ la a~algèbre de parties de¿)(M) engendrée par les Xg, 0 < s < t, et 

(f la Q-algebre engendrée par tous les X. , t ̂  0. 
oo t 

Tous les processus considérés ici seront des processus de Markov forts (cf. 

Meyer [14]) sur M, à trajectoires presque sûrement dans S)(M) . Soient P̂, (P1 deux 

tels processus ; notons P^, P̂_ les lois des trajectoires de oP , issues de x e M 

au temps 0. On dit que et J7' sont équivalents si pour tout x e M les probabilités 

et P^ coincident sur ( S (M) , ^F^) - Un classique rituel de complétient des tribus J"^ 

fait de {©(M), ( CFt),(Xt)(Px)} un processus équivalent à 

Le semi-groupe de transition (Rfc) de (P est défini par R^f(x) = j^^f(Xt)d P^, 

f fonction borélienne bornée sur M. Une liaison faible entre la structure diffêren-

tiable de M et le semi-groupe (Rj_) va permettre de préciser la forme du générateur 

infinitésimal de (R ). 

2. Quelques définitions des diffusions 

2.1. Opérateurs différentiels : Nous allons considérer, sur la variété M, des opé­

rateurs différentiels L d'ordre 2, semi-elliptiques, à ceofficients mesurables et 

localement bornés, vérifiant Ll < 0. Pour toute carte locale (j) : U >]Rn, U ouvert 

de M, l'image L. de L par dp s'écrit donc 

* l<i,j<n 
a . . (x) -K ~— + 
il dx.dx. 

i J 

l V x ) ¿ r + c(x) 
l<i<n i 

où : 

- pour chaque x e (f)(U), la matrice a(x) = [a^j(x)] est positive au sens large, 

et c(x) < 0 

- les coefficients a.., b., c sont mesurables et localement bornés sur d)(U). 
il i 

Cette famille d'opérateurs s'introduit naturellement comme suit. 
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2 
2.2. THEOREME. Soit M une variété et soit C^(M) l'espace des fonctions de classe 2 à 
support compact sur M. Soit $ un processus de Markov fort à trajectoires p.s. dans 

2 
C(M),, de semi-groupe de transition (R.). Supposons que pour chaque f e C (M) les 

1 

fonctions gt = -(Rtf-f) restent uniformément bornées et convergent simplement sur M. 

lorsque t > 0. Alors il existe un opérateur différentiel L vérifiant 2.1 et tel que (1) lim £[R f(x) - f(x)] = Lf(x) pour tout x e M, f e Ck(M) 

De plus on a alors 

Rtf(x) - f(x) 
f t 

R 

Jo s 

2 

Lf(x)ds pour tout x e M, f e C (M), t > 0 

Preuve : Renvoyons à Azencott [3] pour une(longue) démonstration. Un coup d'oeil à 

Bony-Courrège-Priouret C6l permettra d'apprécier le rôle essentiel du principe du 

maximum. 

2.3. COROLLAIRE. Soit (Ç(M) lrensemble des trajectoires Y e e3(M) qui sont continues 

sur [ 0 , + ° ° [ . Si un processus S* vérifie l'hypothèse du théorème 2.2, et si de plus ses 

trajectoires sont p.s. dans &(M)_, alors l'opérateur L du théorème 2.2 vérifie Ll = 0 . 

Preuve : Renvoyons à [3] . Notons en passant que sur <*(M) , le temps de mort ç est en 

fait un "temps d'explosion" car {y e <5(M) , ç(y) fini} implique lim y(t) = 6". 
t/rç(y) 

2.4. DEFINITION. Soit M une variété. Appelons diffusion sur M tout processus de Markov 

fort sur M, à trajectoires p.s. dans (M), dont le semi-groupe de transition 

vér i f ie 

fort sur M, à trajectoires p.s. dans (M), dont le semi-groupe de transition 

veri f ie 

(2) Rtf(x) - f(x) 
- O 

R Lf(x)ds s pour tout X £ M, f c Ck(M), t > 0 où L est un opé­

rateur différentiel du type 2.1. 

L'opérateur L est appelé générateur différentiel de S. Nous dirons aussi que 

est une h-diffusion sur M. Clairement tout processus équivalent à une L-diffusion est 

encore une L-diffusion. 

Remarquons que, si L est à coefficients continus, et si f est un processus de 

Markov fort à trajectoires p.s. dans S)(M) , la condition (2) équivaut à imposer que 

lorsque t — - > 0 , les fonctions p(R f-f) restent uniformément bornées et convergent 
2 

simplement vers Lf sur M, pour chaque f e C (M). 

2.5. PROPOSITION. Soit Sun processus de Markov fort à trajectoires p.s. dans S>(M), 

et soient (P ) w les lois de ses trajectoires. Soit L un opérateur différentiel sur x x £ M r 
M vérifiant 2.1. Pour que soit une L-diffusion, il faut et il suffit que & soit 

2 
solution du L-problème des martingales c'est-à-dire que pour chaque f e C (M) et 

. _ — ~ • ft . k 
chaque x e M_, le processus H = f(X ) - Lf(X )ds sott une martingale pour la pro-

t t J0 s 
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habilité P . 
x 

Preuve : Si H est une martingale, on a E (̂j.) — ^ ) > ce qui prouve immédiatement 

(2). La réciproque est presque aussi simple (cf. PriouretCl5l par exemple). 

2.6. Equations stochastiques et diffusions : Soit U un ouvert de ]Rm ; soient resp. 

cr,b des applications localement 1ipschitziennes de U dans les matrices (m,k) et dan 

]Rm. Soit $ un brownien dans TR^. Les solutions de l'équation stochastique 

dx̂ _ = 0(xt)d$t + b(x^)dt issues des différents points de U définissent une L-diffu-

sion sur U, avec L 
1 <i, j <m J 

3* 
3x. 3x. 
i J 

, J < b i ( x ) 
1 <i <m i 

où 

[a..(x)] = A(x)A*(x), b(x) = (b (x), b (x)). Renvoyons à Priouret [15] et à 'm 
M. Chaleyat-Maurel, ch. 1. 

3. Existence et unicité des diffusions 

Introduisons deux bonnes classes d'opérateurs L sur la variété M. Soit L un 

opérateur différentiel d'ordre 2 sur M. 

3.1. Cas elliptique : On suppose que dans toute carte locale cf) : U — 3Rn, les coef­

ficients de L (voir formule 2.1) vérifient 

- pour chaque x e (p(U), la matrice a(x) est définie positive et à coefficients 

continus en x 

- les coefficients b^(x), i=l...n, c(x) sont mesurables et localement bornés sur 

4>(U) > de plus on a c(x) < 0. 

3.2. Cas hypoelliptique : (condition de Hormander locale) : on suppose M de classe 
oo 
C et l'existence d'un recouvrement ouvert de M tel que pour chaque ouvert U du re-

V 2 . c o 
couvrement, L puisse s écrire L = £ Y^ + Y + c, ou c < 0 est une fonction C sur 

^ ^ ^ ^ °° 
M, et où Y, Yj ... Y^ sont des champs de vecteurs de classe C sur U, qui par cro­

chets de Lie engendrent l'espace tangent T (M) en tout point x de U ; bien entendu 

r, Y, Yj ... Ŷ_ dépendent de U à priori. Renvoyons à Chaleyat-Maurel ch.10 pour une 

forme explicite de cette hypothèse en coordonnées locales. 

3.3. THEOREME. Soit M une variété et soit L un opérateur différentiel sur M. Sous 

les hypothèses du "cas elliptique 3.1rr ou bien du "cas hypoelliptique 3.2" ̂ il existe 

une L-diffusion sur M., unique à équivalence près. 

3.4. Bibliographie : Dans la situation elliptique, le cas crucial {M =]Rn, A à coef-
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ficients bornés} étudié par Stroock-Varadhan [17] permet de traiter le cas général 

par une méthode de localisation (Karoui [12] Azencott [1]). Pour la situation hypo­

elliptique, le cas {M =TRn, condition de HÖrmander globale} a été traité par Bonami 

et Altri [4]. La méthode de localisation se heurte à un problème d'unicité. La preuve 

du théorème 3.3 est esquissée en 3.7, après quelques rappels. 

3.4. Processus induits : Soit U un ouvert d'une variété M ; soit ̂  un processus de 

Markov fort sur M, à trajectoires p.s. dans ©(M) (cf.l). Soit t le temps de première 

sortie de U pour J5. Si est la "position" de S au temps t, on "définit" le proces­ 

sus <jP̂  induit par jP sur U en posant Y^ = Yt pour t < et Y^ = ô pour t > t^. Le 

processus 3^ est alors un processus de Markov fort sur U, à trajectoires p.s. dans 

®(U) (cf. Dynkin [10]). 

Soit (U^)-^ e T un recouvrement ouvert de M ; pour chaque i e I soit ^ un proces­

sus de Markov fort sur U. à traiectoires p.s. dans £)(U.). Posons U.. = U. n U.. 
i i i J 1 J 

D'après Courrège-Priouret [7], pour qu'il existe un processus de Markov fort éP sur M 

à trajectoires p.s. dans 9(M) , induisant sur chaque un processus équivalent à \P^<> 

il faut et il suffit que J ^ ^ J et Jj ^ J soient équivalents pour tout i,j e I. Le 

processus o est alors unique à équivalence près lorsque les sont donnés. 

3.5. PROPOSITION. (Karoui \_12] Azencott [7]j. Soit M une variété et L un opérateur 

différentiel sur M du type 2.1. Soit & un processus de Markov fort sur M à trajec­

toires p.s. dans 3(M). Soit (U.). T un recouvrement ouvert de M. Pour que (p soit 
i i e I U 

une L-diffusion it faut et il suffit que pour chaque i e l_, le processus induit 

soit une L-diffusion sur . 

Preuve : Il s'agit de localiser le problème des martingales. Renvoyons à [12][1] où 

à Priouret [15]. 

3.6. LEMME. Soit @ une diffusion sur M et soit L son générateur différentiel. Alors 

pour toute fonction f de classe 2 sur M., tendant vers zéro à l'infini, et telle que 

Lf soit bornée sur on a R f (x) - f(x) E R Lf(x)dsJ> où (R ) est le semi-groupe 

2 
Preuve : On se donne un ouvert relativement compact Û _de M et une fonction g e C^(M) 
coïncidant avec f sur U. La martingale H = g(X ) - Lg(X )ds, arrêtée au temps de 

J 0 s 
sortie x , fournit pour x e U l'égalité 

0 = E (H - H ) 
X tATn O 

= E [f(X^ ) 
U 

ftAT 
Lf(X )ds] - f(x) 

j 0 s 

Il suffit de faire croître U vers M pour conclure. 
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3.7. Preuve du théorème 3.3. Le cas elliptique est complètement traité dans Azencott 

[1] Priouret [15]. Bornons nous a étudier "le cas hypoel1iptique 3.2". Soit U un ou-
v 2 

vert de M sur lequel on a L = l Y. + Y contenu en 3.2. Soit 4> une carte locale de 
l<i<n 1 

domaine V inclus dans U. Soient v^(x) ... v̂ _(x) les champs images de Y^ ... Y^ par 
(f). La matrice (rectangulaire) G(x) ayant pour colonnes v^(x) ... v^(x) est à coef-

00 * 1 
ficients C et vérifie a(x)a(x) = a(x), en notant ^ a(x) la matrice des coefficients 

du 2nC*-ordre de L dans la carte cp. La résolution d'une équation différentielle sto­

chastique sur (J)(V) garantit alors (cf. 2.6) l'existence d'une L-diffusion sur V. 

L'ensemble B des ouverts de M sur lesquels il existe une L-diffusion est donc une  

base (topologique) de M. 

Soit Bj l'ensemble des ouverts W de M tels que pour tout À > 0, pour toute fonc­

tion f £ CJ^(W), il existe une fonction continue h sur W, de classe 2 sur W, vérifiant 

(3) (L-X)h = f sur W, et h = 0 sur 3W. 

D'après Bony [5] (cf. Chaleyet-Maurel, ch. 10), B^ est une base (topologique) 

de M. D'après la proposition 3.5, toute partie ouverte d'un élément de B est encore 

dans B ; par suite B n B est encore une base de M. 

Soient W e B n B , f e C^(W), X > 0. Fixons une fonction continue h sur W véri­

fiant (3). Considérons une L-diffusion arbitraire sur W, et soit (S ) son semi-groupe 

de transition. La relation (3) montre que h = 0 sur 3W et que Lh est borné sur W. 
ft 

Donc (lemme 3.6), on a S h(x) - h(x) = S Lh(x)dx, x e W, t > 0. Multiplions cette 
relation par e ^t et intégrons de 0 à +<» pour obtenir, en posant G ' e"Xt S dt 

J0 t 

Gxh(x) - I h(x) = 
f +oo 

dt 
J 0 

e Xt [ ds S Lh(x) = 7 G Lh(x) 
J 0 s XX 

Comme Lh = Àh + f, on en conclut que G f(x) = - h(x) pour x e W. Ainsi si (R ) 
À t 

est le semi-groupe de transition d'une autre L-diffusion sur W, les fonctions conti­

nues (de t) R^f(x) et S^f(x) ont même transformées de Laplace, et donc coïncident, 

ce qui prouve R = S pour t > 0, et l'équivalence de nos deux diffusions. Finalement, pour tout W e B n B , il existe sur W une L-diffusion unique à 

équivalence près, que nous noterons &y- Soit maintenant V un ouvert quelconque de W 

Soient vîP et GL deux L-diffusions sur V. Puisque B n Bj est une base, on a V = 

où les sont dans B n B^. Nécessairement, 0 et Q sont équivalents, pour tout 

i e I, ce qui (cf. 3.4) entraîne l'équivalence de \P et Sur tout ouvert de M (et 

sur M en particulier !) il existe donc au plus une L-diffusion à équivalence près. 

En particulier si W, W' e B n B]5 les diffusions induites (3cw) et 

(vRw,)W n W sont équivalentes. D'après 3.4, il existe donc un processus de Markov 

fort sur M induisant 51 ̂ sur W, pour chaque W e B n Bj. Le processus S\, est alors 

une L-diffusion grâce à 3.5. 
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4. Relation entre semi-groupe local et semi-groupe global 

4.1. Oscillations entre deux fermés : Soient V,U deux ouverts de la variété M, tels 

que V c U. Soit une diffusion sur M, de temps de mort Pour ̂ définissons la 

suite de temps d'arrêt suivants : 

T est le temps de première sortie de U 

est le temps de première entrée dans V après 
m+1 . ̂  ^ m . 
T est le temps de premiere sortie de U après r) , avec la convention 

m+ 1 . m 
T = + 00 si n = + 00. 

r]m+1 est le temps de première entrée dans V après xm+1 , avec la convention 
m+ 1 m+1 m+1 ^ 1 . 1 . m . m , D = + °°siT = Ç ou si T = + oo. On a T < n < . . . < T < n ...et les 

temps nm marquent les retours successifs de dans V après sortie de U. 

Nous allons démontrer une formule permettant le calcul du semi-groupe de tran­

sition de cP à partir de celui de ; une formule analogue a été introduite par Doob 

[8] dans le cas du mouvement brownien sur un espace de Green. 

4.2. THEOREME. (Azencott [11). Soit & une diffusion sur une variété M soit U un 

ouvert de M. Notons (R ) le semi-groupe de transition de (P, et (RU) celui de la 
U - ^ 

diffusion induite J3 . Soit V un ouvert vérifiant V ^ U et ayant une frontière 8V 

compacte. Alors pour chaque x e M_, il existe une mesure de Radon positive v sur 
+ x 

E. x 3V ayant la propriété suivante 

(4) R.f(x) = I (x) R^f(x) + 
J [ о , t[xdv 

^ _ g f ( y ) dv x(s,y) 

pour tout x e M, t > 0̂  f fonction mesurable bornée sur M, avec la convention 
I R^ = 0 hors de U. 

La mesure v est définie par 

(5) 
f +00 

g dV = E Y 1 g(rim, X ) ] L+ ~TT& x x L, r m_. . -i0 r)m' J]R x 3V m= 1 in fini } 1 

où g est une fonction borélienne bornée quelconque sur H+ x 3vj et où les T)m sont 

les temps de retour dans V après sortie de IL, définis en 4.1. 

De plus, pour tout compact K de 1R+ x 3 V_, la fonction x — > VX(K) est bornée sur 

M. 

Preuve : Voir plus bas en 4.6, après quelques lemmes techniques. Notons d'emblée un 

utile corollaire. 

4.3. COROLLAIRE. Soit $ une diffusion sur une variété M. Soit (U.). ^ un recouvre-
i i e I 

ment ouvert de M. Soit TT une mesure de Radon positive sur M. Pour que le semi-groupe 

de transition de & admette une densité p(t,x,z) par rapport à TT, il faut et il suffit 
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que pour chaque i e I3 le semi-groupe de la diffus-ion induite 1 admette une densité 

par rapport à TT. 

Lorsque cette situation est réalisée, on peut alors choisir p(t,x,z) mesurable 

en (t,x,z). De plus si U est un ouvert de M_, la diffusion induite fi^ admet une den­

sité mesurable q(t,x,z) vérifiant 

(6) p(t,x,z) = lyCx) q(t,x,z) + q(t-s,y,z)dv (s,y) 
J[0,t[xV x 

pour x e L, t > 0,, ̂ -presque tout z e V, où l'ouvert V et la mesure associée sont 

comme en 4.2. \_par convention, le terme IyCu) q(t,x,z) est nul si x i U]. 

Preuve : La première partie se déduit de 4.2 et de l'inégalité immédiate 

(7) R^f(x) < Rtf(x) x e U ; t > 0 ; f > 0 mesurable, nulle hors de U. 

L'existence de versions mesurables pour p et q résulte de la possibilité de cons­

truire concrètement une dérivée de Radon-Nicodym en approchant la tribu borélienne 

par des tribus localement finies (cf. Doob [9]). La relation entre p et q se déduit 

alors directement de 4.2. 

4.4. LEMME. Soit ffl une diffusion sur M, et soit d une distance riemannienne sur M. 

Netons B(x,r) la boule de centre x e M et de rayon ry et ^ le temps de lere sor­

tie de cette boule. Pour tout compact K de M et tout r > 0 il existe alors C > 0 

tel que 

P (x < t A ç) < Ct x x, r 
t > 0, x e K 

Preuve : On se ramène trivialement au cas où K est inclus dans le domaine U d'une 

carte locale, et où r est assez petit pour que [ ̂ *~J B(x,r)J soit une partie com-
U x e K 

pacte de U. Comme les processus \P et $ sortent alors de B(x,r) au même instant, il 

suffit d'étudier le cas = sfP̂ . Supposons donc M = U ouvert de ]Rn, et 
[ xyKB(x,r)] partie compacte de U. 

Il existe alors u > 0 tel que x e K, y e M, et ||x-yj| < u, entraînent 

d(x,y) < ̂ r. Fixons une fonction g de classe 2 sur 3R+ telle que g(0) = 1, 
2 2 

0 < g < 1 o , et posons f (y) = g(||x-y|| ). La fonction f est dans C (M) et vérifie 
[0,u ] x x k 

(8) f < 1 pour x e K 
B(x,|) 

(9) |Lfx(y)I < C pour x e K, y e M 

OÙ C est une constante, et où L est le générateur différentiel de <P. 

Pour x e K, l'événement {T^ r < t A implique {xtAT é. B(x,|)}. D'après (8) 
' x. r 
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on a donc 

(10) P (T < t A Ç) < 1 - E [f (X )] ; x e K. 
X X,r X X tAT 

La martingale Ht = W 

rt 
Lf (X )ds vérifie E [H - H ] = 0, et donc, I ̂  x s x tAT o 

J 0 x , r pour X £ K, 

(11) 1 - E [f (X )] = - E ( X,r f (X )ds. 
X X tAT X |_ XV S x , r J O 

Le résultat annoncé est conséquence directe de (9)(10)(11). 

4.5. LEMME. (d'après Dynkin 1101) Fixons viP, M,U,V comme en 4.2. Soient rf1, n ^ lj ^es 

successifs temps de retour de $ dans V après sortie de U (déf. 4.1). A chaque inter­

valle borné J c R+ associons j pour le processus <^ le nombre aléatoire d1 oscil­

lations entre UC et V dans l'intervalle de temps J N est le cardinal de l'ensemble 

des n > 1 tels que r}n e J. Alors pour J fixé, il existe des constantes positives 

C,D, avec D < 1, telles que 

P^(NJ > k) < C D pour tout k > 0, x £ M 

Preuve : Pour chaque b > 0 posons 

CF>h(y,t) = P ("Ì.1 < b-t) ye3V, 0 < t < b 

La propriété de Markov forte (dans l'espace-temps) donne pour k > 1, x £ M, 

b > 0 

(12) PCnk+1 < b| (J* k] = $b(x k,nk) 
n n 

relation vraie P p.s. sur {n < b}. 

Fixons une distance riemannienne sur M. Puisque est compact, il existe r > 0 

tel que pour y e 8V les boules B(y,r) soient contenues dans U. Pour y £ 3V, le temps 

de sortie T^ ^ de B(y,r) est majoré par n1, d'où grâce à 4.4, l'existence de C véri­

fiant 

<f>b(y,t) < py(Tyjr < b A ç) < Cb pour y £ 3V, 0 < t < b 

De (12) on déduit alors, pour k > 1, X £ M , b > 0 

Px(n H < b) < cb Px(rik < b) 

Fixons alors b 1 

" 2C 
pour obtenir 

(13) p (nk < b: 
x 

k- 1 
pour x e M, k > 1. 

Etant donné un intervalle borné J de ]R fixons un entier p et une partition 
k 

dI ... J de J en p intervalles disjoints de longueurs inférieures à b. Comme <b} 
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équivaut a {N[Q b] > k}, la relation (13) entraîne 

(14) Px(NJ. â k) S (2> 
1 

pour x e M, k > 1 , i= 1 p. d'où, pour x e M, k > 1 

P (N > k) = P (N 
X J X J ̂  

.+ N > k) 
Jk 

S S P x ( N J . 

1= 1 1 

к ч , 1 ч Р ce qui 
prouve le lemme. 

4.6. Preuve du théorème 4.2. (Notations de 4.1, 4.2, 4.5). Fixons un intervalle 
borné J de 1R et posons h(t,y) = l^(t) pour (t,y) e ]R x 3V. Le lemme 4.5 fournit 

des constantes C,D < 1 telles que pour tout x < M on ait 

(15) E l l 1 x u , r m,. . . -i m>l {n fini} 
h(nm,x r m n m > 1 

La formule (5) définit donc bien une mesure de Radon sur 1R x 3V, et (15) 

montre que pour tout compact K de 1 x 3V, ̂ X(K) reste borné quand x décrit M. 

La propriété de Markov forte entraîne, pour f fonction borélienne bornée sur M, 

et m > 1 

(16) E[f(X )1 , J 
t r m m+1 1 mn 

in <t<T n ] 
= IP(N >X M ) » PX~P •s • sur lTl < ^ 

n 
où- l'on a posé 

*(s,y) = Ey[f(Xt_s l{t_s<T,}] pour s < t, y e 3V 

Imposons maintenant {f nulle hors de V}, ce qui implique {f nulle hors de U} 

et donc 

(17) IP(s,y) = R^_gf(y) pour s < t, y e 3V. 

La définition de x >N donne, pour m > 1 

(18) f(X ) 1 t r m m+1 -
{T <t<T 

= f(X ) 1 
t r m m+ K 

in <t<x } Les relations (16)(17)(18) impliquent pour x e M, m > 1 

(19) E [f(X ) 1 . ] 
x t r m m+ K 

{T <t<x } 
= Ex[R^mf(Xm) >[0>t[(nm)] 

grâce a VIJJ, on peut sommer en m, ei oDcenir pour x e ivis L > u 

(20) E x C f ( X t ) 1 1 ] 

{т <t} m 1 N 
1 m ] 
(N fini} 

= + g dVx Jl x3V x 

où l'on a posé g(s,y) = Rt_sf(y) 1 j-Q t [ ^ ' 

Par définition on a d'autre part 

(21) E [f(X J 1 , n ] 
x t 1 t<T 1 s ' { t < T l } ] 

IyCx) K^f(x) pour x e M, t > 0 

avec la convention {IuRt nul hors de U}. Il suffit d'additionner (20) et (2 1) pour 

prouver (4) et donc le théorème 4.2. 
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5. EXISTENCE DE DENSITES LISSES 

Rappelons qu'une fonction f est dite localement holderienne sur un ouvert U de 

]Rn, si pour tout compact K de U on peut trouver a > O, C > 0 tels que 

|f(x) - f(y)| < C||x-y|f* pour x,y e K. 

5.1. THEOREME. Soit M une variété et (P une diffusion sur M,, de générateur différen­

tiel L. Soit 7T un volume riemannien sur M. 

i) Si L vérifie les hypothèses du "eas elliptique 3.1", alors le semi-groupe de 

transition de 9 admet une densité p(t,x,z) par rapport à tt_, mesurable en (t,x,z). 

ii) Si L est elliptique et à coefficients localement hôlderiens, le semi-groupe 

de ¿P admet par rapport à tt une densité p continue sur K x M x M., et pour chaque 

z 6 M_, la fonction p(t,x,z) est de classe 2 en x e M,, de classe 1 en t > 0, et 

vérifie (comme fonction de t ,x) 

(22) (~r L)p(t,x,z) =0 (t,x) e ]0,+°°[ x M 

iii) Supposons M de classe C , et L de la forme (localement) L = ][ Y . + Y + c, 
1 <i<r 

avec c fonction C c < 0, Y ... Ŷ_ champs C , et où l ''algèbre de Lie \f engendrée 

par Y Y. ... Y a la propriété suivante : 
et {Yj Y^} suffisent à engendrer l'espace tangent à M en tout point 

(du domaine où sont définis Y Y^ , . . , Y^). 

Alors le semi—groupe de la L-diffusion admet par rapport à M une densité p(t,x,z), 
oo 

de classe C sur ]0,+°°[ x M x M., qui pour chaque z e M vérifie (22) en t,x. 

5.2. Démonstration de 5.1 (iii). Notons que l'hypothèse sur L revient à supposer que __ „ ^ 
L et TTT ~ L vérifient, sur M et E x M resp., l'hypothèse du cas hypoelliptique 3.2. a t 
La démonstration est alors calquée sur celle de Bonami et Altri [4] qui traitent le 

cas M = ]Rn avec une condition de Hormander "forte" et globale. Comme en [4] on peut 

d'ailleurs aussi prouver que pour chaque x e M, p(t,x,z) vérifie en (t,z) l'équation 
adjointe (—7 - L*)p = 0, où L* est l'adjoint de L par rapport à tt . o t 

5.3. Démonstration de 5.1 (i) (cas elliptique 3.1). Le cas crucial où M = lRn et où 

L est à ceofficient bornés, avec Ll = 0, a été étudié par Stroock-Varadhan [17j . Une 

double application de 4.3 permet de passer au cas M = ouvert de ]Rn puis à celui d'une 

variété quelconque M, avec L vérifiant 3.1 et Ll = 0. Pour passer au cas de (L+c) où 

Ll = 0, L vérifie 3.1, et c < 0 est une fonction mesurable localement bornée sur M, 

il suffit de remarquer que le semi-groupe (Sj.) ue la (L+c)-d i f fus ion et le semi-groupe 

(R̂ _) de la L-diffusion vérifient pour x e M, f > 0 mesurable, 

S f(x) = Ex{f(Xt) exp[ c(X )ds]} < R.f(x) 
Jo s t 
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5.4. Démonstration de 5.1 (ii) (cas elliptique, localement holderien). La difficulté 

ici vient du fait qu'on ne peut pas employer la méthode de Mac-Kean, utilisée dans 

le cas (iii) par Bonami et altri [4], car on ne peut pas utiliser l'adjoint L* de L. 

Plaçons nous dans la Situation ( n ) . Soit U un ouvert relativement compact de M, 

à bord lisse, tel que U soit contenu dans le domaine d'une carte locale (J). L'image 

de L par $ est un opérateur D, uniformément elliptique, à coefficients uniformément 

bornés et uniformément holderiens sur (fi(U). D'après Friedmann [11] la D-diffusion 

sur (j)(U) admet une densité r(t,£,n) continue sur ]0,+co[ x (J)(U) x c[)(U). 

Soit Dj un opérateur différentiel uniformément elliptique, à ceofficients uni­

formément holderiens et uniformément bornés sur ~RU, tel que D̂  coïncide avec D sur 

(J)(U). D'après Friedmann [11] la D^-diffusion sur IRn admet une densité k(t,r,n) con­

tinue en (t,Ç,n) et vérifiant 

(23) k(t,Ç,n) < A t n exp[-
t pour £,n e lRn, 0 < t < T où T est ar­

bitraire fixé, et A,B sont des constantes positives strictes dépendant de T. L iné­

galité 4.3 (2) donne 

(24) r(t,£,n) < k(t,£,n) pour t > 0,Ç,n e (j)(U). 

Fixons une distance riemannienne d sur M ; transportés par le dif f éomorphisme <j>, 

les résultats précédents montrent que la L-diffusion sur U admet une densité q(t,y,z) 

continue sur ]0,+oo[ x U x U, et que pour chaque T > 0, il existe A, C > 0 tels que 

(25) / \ A ~n/z r q(t,y,z) < A t expL C dÇy,z) -
t 

pour y,z e U, 0 < t < T. 

Donnons nous arbitrairement t > 0, z e U ; fixons T > t et deux ouverts W,V 
o o o 

de M tels que z e W, W <= V, V ci U. Soient v » x e M, les mesures de Radon sur 
+ o x 

]R x 3V introduites en 4.2. Soit e > 0. La fonction q(t —s,y,z) est continue en 
s,t,y,z, et donc uniformément continue sur le compact 

K = {O < s < t-e, t < T, y e 3V, z e W} 

Comme v ([0,T] x 3V) reste borné quand x décrit M (cf. 4.2), on voit que pour 

chaque e > 0, l'intégrale 

J[O, t-e[x3\; 
q(t-s,y,z)d x(s,y) 

est continue en z e W, uniformément lorsque (t,x) décrit [2e,T] x M. 
D'autre part la majoration (25) et celle de la fonction x > Vx([0,T] x 3V) 

montrent que lorsque e —-> 0, l'intégrale 

.[t-e,t[q(t-s'y'z)dVx(s'y) 

tend vers 0, uniformément lorsque (t,x,z) décrit [e,T] x M x W. Ces deux remarques 

impliquent que l'intégrale 

F(t,x,z) = q(t-s,y,z)dv (s,y) 
j[0,t[x3V 
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est continue en z e W, uniformément lorsque (t,x) décrit J x M où J est un compact 

de 30,+°°C. De plus le même argument montre que la fonction F(t,x,z) reste bornée 

lorsque (t,x,z) décrit J x M x W, avec J compact fixé de ]0,+°°[. 

Le corollaire 4.3 montre que la densité mesurable p de la L-diffusion iP sur M, 

(densité qui existe d'après l'étude de (i) par exemple) vérifie pour t > 0*, x e M, 

et TT-p . 11. z e M 

(26) p(t,x,z) = IyCx) q(t,x,z) + F(t,x,z) 

Les ouverts W,V,U étant arbitraires, on en conclut aisément qu'il existe une 

version (nécessairement unique) p(t,x,z) continue en z e M, uniformément en 

(t,x) e J x M, J compact de ]0,+<»[ ; de plus pour chaque z e M, p(t,x,z) reste bornée 

lorsque (t,x) décrit J x M x L, J comme ci-dessus, L compact de M. 

Fixons t > 0 et z e M. La fonction g(x) = p(t,x,z) est mesurable bornée sur M. 

D'après la proposition 5.5 ci-dessous, si (Rg) est Ie semi-groupe de £P, la fonction 

R g(x) est de classe 2 en x e M, de classe 1 en s > 0 et vérifie 

(27) (Ĵ  L) R g(x) = 0 pour s > 0, x e M 
O s s 

Mais puisque Rs^t = ^s + t' ^ eSt ^v^^ent <lue Pour chaque s,x donnés, les den­

sités p(s + t,x,z) et i|;(z) = p(s,x,y) p(t,y,z) dTr(y) doivent coïncider Tr-pp. en 
J M 

z e M. Comme p(t,y,z) reste bornée pour(t,y,z) £ J x M x L, J x L compact de IR x M, 

le théorème de convergence dominée montre que \p(z) est continue en z, donc coïncide 

avec p(t+s,x,z) pour tout z. Finalement on voit que R^g(x) = p(t+s,x,z) pour tout 

s > O, t > 0,x,z e M. On en conclut, grâce à (27), que p(u,x,z) est de classe 2 en 

x e M, de classe 1 en u > 0 et vérifie en (u,x) 

(-r— - L) p(u,x,z) = O pour u > 0, x e M 
n U 

ceci pour chaque z e M. La fonction p(u,x,z) est continue en (u,x) pour chaque z, et 

uniformément continue en z lorsque (u,x) décrit un compact de 1R x M ; par suite p 
+ 

est continue sur 1R x M x M. 

5.5. PROPOSITION. Soit M une variété ; soit fi une L-diffusion sur K, de semi-groupe 

de transition (R ). Supposons que L soit elliptique à coefficients localement 

holderiens, ou bien que L et - L vérifient ta condition de Eôrmander locale (hy­

pothèse 5.1 (iii). Alors pour toute fonction mesurable bornée f sur M_, P^f(x) est de 

classe 2 en x e M̂  de classe 1 en t > 0 et vérifie 

(-j£- - L) R f (x) = 0 pour t > 0, x e M 

Preuve : Pour le cas elliptique localement holderien, nous renvoyons à Azencott [2]. 
2 

Considérons le cas hypoelliptique 3.2. Si f e C^(M) le résultat se démontre comme 

dans le cas M = JRU, condition de Hormander globale pour lequel nous référons à 
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la preuve du théorème V.2 dans Bonami et altri [4]. Pour passer au cas où f est me-
3 +

surable bornée, on remarque que l'ensemble des solutions de (-~— - L)g = 0 sur 1R x M 
3 

est stable par passage au limites croissantes localement bornées, car (— - L) étant 
3 hypoelliptique, les solutions faibles de (— - L)g = 0 sont aussi solutions forteso t 

(cf. Chaleyat-Maurel ch. 10.). 
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CHAPITRE 3 

GÉODÉSIQUES ET CONNEXIONS 

par 

Philippe BOUGEROL 

Etant donné un opérateur différentiel elliptique du second ordre sur une varié­

té M et {p ,t e 1R } la famille de densités du semi-groupe associé, nous allons voir 

dans les chapitres suivants que l'on peut munir M d'une structure riemannienne qui 

permet d'exprimer géométriquement un équivalent de p quand t tend vers zéro. Aussi 

allons nous rappeller les premières propriétés des variétés riemanniennes, en parti­

culier celles qui concernent les géodésiques sous les hypothèses de différentiabilitë 

que nous utiliserons ensuite. On trouvera plus de détails dans Cheeger Ebin (1) ou 

Milnor (2) par exemple. 

1. Introduction

1.1. Soient M une variété de classe 8^, k > 1, de dimension m, T^M son espace tangent 

au point x, TM son fibre tangent, c'est-à-dire (JT M. 
xeM 

Considérons une carte (U,(f)) de M où U est un ouvert de M et (j) une application 
m 9 

de U dans 1R . Pour tout x de U on note ^ (x) , 1 < i < m, l'élément de T M qui à la 
dx. x n 

fonction f de o (M) associe la i dérivée partielle de f o (p calculée au point 

4>(x) et x. l'application de U dans H égale à la i e m e composante de (f). Si v est un 
1 M 9

élément de T M il est égal à £ v(x^) ^ (x). On en déduit que l'application 
i= 1 i

33 



P. BOUGEROL 

(j) : U T M —-» (|)(U) x Rm 
x^U X 

qui à v dans T^M associe <j)(v) = ((j) (x) , v(x̂ ) ,. . . , v(xj) est 

une bijection. Nous munissons TM de la structure de variété de classe définie à 

partir des applications (j). 

Si n est un entier positif inférieur ou égal à k-1, soit g) (M) l'ensemble des 

champs de vecteurs (tangents) de classe 6n sur M, c'est-à-dire l'ensemble des appli­

cations X de M dans TM, de classe \ fn , telles que si x e M, X(x) noté aussi X appar-
3 X

tient à T M. Localement X(x) s'écrit alors Y a.(x) -r—(x) , où les applications a.x ^ i 3x. FF i
sont de classe ̂  . 1

1.2. Une structure riemannienne g (on dit aussi métrique riemannienne) sur une va­

riété M est la donnée en chaque point x de M d'un produit scalaire g^ sur TXM* Pour 

v,w dans T M on note <v,w> ou <v,w> l'expression g (v,w). On dit que g est une struc-
x ^ h X (h ) 

ture riemannienne de classe 6 , (h < k-1), si pour X et Y dans & (M) la fonction 
h 3 3 x »—-> <X,Y> (= <X ,Y >) est de classe Ç . Si localement < -r , • •> = g. . (x) , ce

x x x 3x^ 3x-̂  x ij 

que l'on écrit parfois ds^ = £g.. dx.dx., cela revient à dire que les fonctions g., 

sont de classe S . 
Pour abréger on appellera variété riemannienne de classe & , r > O, une variété 

r+1 . r 
de classe *C munie d'une structure riemannienne de classe *6 . Sur une sous-variété

M de ]Rn on peut par exemple définir une structure riemannienne en restreignant à 

T^M le produit scalaire usuel de lRn. 

1.3. Si M et N sont deux variétés et f une application de M dans N diffêrentiable 

au point x soit dfx sa différentielle en ce point. On note alors df la fonction de 

TM dans TN qui à v dans T M associe df (v) si celui-ci existe. 
X X 

On appelle courbe sur M une application c d un intervalle I de JR dans M, con­

tinue, par morceaux. Si c est différentiable en t, son vecteur vitesse c(t) est 

l'élément dĉ -pjj) de ^c(t)^* La l°n§ueur ^e ^a courbe c sur I est L(x) = j ||c(t)||dt. 

Si x et y sont dans M on appelle distance riemannienne entre x et y le nombre d(x,y) 

égal à la borne inférieure des longueurs des courbes d'extrémités x et y. Nous verrons 

que si M est connexe on définit bien ainsi une distance. 

Au paragraphe 3 nous allons introduire les géodésiques à partir des connexions. 

Pour comprendre à quoi correspond ce nouvel objet examinons le cas d'une variété 

riemannienne de dimension deux de façon heuristique. 

Appelions dans ce cas géodésique une courbe différentiable c : I > M telle 

que, sur I, ||c(t) || est constant et pour t et t' assez proches, c réalise la distance 

entre c(t) et c(t'). Soit X un champ de vecteurs sur M et x un point de M. Supposons 

qu'il existe une géodésique c définie sur un voisinage de 0 vérifiant c(0) = x, 

c(0) = X(x) . A un élément Z de 3 ^ ̂  (M) et à t assez proche de 0 on associe le vecteur 
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Zt de T M de même norme que Z , . et tel que <Zt,X(x)> soit égal à <Z , s,c(t)>. (On x c^t) c^tj 

peut interpréter Z*" comme le transporté parallèle de ^c^t^ Ie i0ng de c). On consi-

Zt-Z(x) 
dère alors le vecteur de T^M défini par V^Z(x) = lim — . Admettant que cette 

X t->0 
limite existe et que x t-—>V Z(x) est un champ de vecteurs, on montre facilement que 
l'application qui à X,Z dans l'espace vectoriel réel © (M) associe V Z est bili-

X 

néaire et que si f est différentiable, Vv(fZ)(x) = f(x)VvZ(x) + Xf(x)Z(x). 
X X D'après notre définition V^Z(x) ne dépend que de X^, on peut le noter Z . 

x 
Remarquons que si Z est parallèle le long de c (i.e. Z =: Z ), V.- VZ est nul et 

X c ( t ) 
qu'en particulier ceci est réalisé si ^c^t^ = ê(t). 

En général nous allons commencer par définir un objet V vérifiant les conditions 

au dessus et une géodésique sera, approximativement, une courbe c telle que si 

Z , . = ê(t), SI Z est nul. Nous en retrouverons plus tard la définition "naïve" 
c(t) c(t) 
que nous avons donnée. 

2. Connexions 

2.1.DEFINITION.Soient n et k deux entiers, k > 3, 1 < n < k-2 et M une variété de 
k n classe £ . Une connexion de classe C sur M est une application bilinéaire V de 

£)(1)(M) x g)(1)(M) dans fi^0)(M) vérifiant 

a) V Y(x) = f(x)VxY(x) et V (fY)(x) = f(x)V Y(x) + X(f)(x)Y(x) 

si X,Y sont dans &K (M), f dans C (M) et x dans M. 

b) VVY est dans£)U)(M) si X e $ (M) et Y e 2) + (M) 
X 

V̂ .Y s'appelle la der>-lvee covariante de Y dans la direction X. 

Soient U un ouvert de M, X un champ nul sur U, f une fonction différentiable 

égale à 1 en un point x de U, à 0 hors de U. Alors, si Y e $f ^ (M) , 

VxY(x) = f(x)VxY(x) = VfxY(x) = 0 

De même si Y est nul sur U, pour tout X de £^ ̂ (M) , 

VxY(x) = X(f)(x)Y(x) + f(x)VxY(x) = Vx(fY)(x) = 0 

donc en général V Y ne dépend, sur U, que de X et Y sur. U. 
X 

Soit U, domaine d'une carte (U,(()) , on peut alors définir sans ambiguïté 

V -SL-
3 3 x . Si, sur U 

V _J>_ y г к Э 
Э Эх. f ij Эх, ' 

1 
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k 

les T.. s'appellent les symboles de Riemann Christoffel, le b) de la définition 

montre que ce sont des applications de classe Q . Réciproquement les I\ j caracté 

risent la connexion et s'ils sont de classe v£n la connexion est de classe fen. 

Soient X et Y deux éléments de «9^^ (M) s'écrivant, sur U 

X 

XXX1 
4 = 1 ^ ¿ . On obtient à l'aide de a) : Si x e U, 

(*) VxY(x) = 1(1 X^x) | f-(x) 
k i i 

' ' 3 
+ I r (x) X^x) YJ(x)l k (x) 

i,j 1J dXk 

= I (X (Yk) + 
k X 

I r^.(x) X X ( x ) Y j ( x ) } 
i » j 1 ̂  k 

Remarquons que cette expression ne dépend que de X au point x ce qui nous permet 

d'introduire la notation V Y pour V Y(x). Cette relation montre aussi que V Y(x) ne 
X X X X 

dépend que de Y sur une courbe c vérifiant c(0) = X , ce qui nous amène à généraliser 

cette notion de connexion. 

2.2. Dérivée covariante le long d'une application. 

Si M et N sont deux variétés, N 

éventuellement à bord, et f : N — > M une application de classe on appelle champ 

de vecteurs le long de f de classe ̂Ç,n» où n est un entier inférieur ou égal à h, une 

application W : N > TM de classe vérifiant, pour tout x de N, W(x) appartient à 
3 

T^^M. Si, localement, W(x) = (x) ̂  ̂  [f (x) ] , les applications W1 sont alors de 

classe €,n. 1 Un cas particulier important est le suivant : Etant donné un champ de vecteurs 

X de classe &r sur N on définit un champ le long de f, noté df(X), par 

df(X)(x) = df (X(x)). Il est de classe r A (h-1). 

Si v est un élément de T^N et Y dans $ (M), on a localement, d'après la re­

lation (* ) du 2.1. 

Vdf (v)Y =I{v(Yk o f) + l r^.{f(x)} v(x. o f) YJ(f(x))} J - [ f ( x ) ] 
x V; k i,j k 

Puisque cette expression ne dépend que des valeurs de Y "le long de f", il est 
naturel de la généraliser à un champ W de classe ^ç) le long de f en posant, si loca­
lement W(x) = Tw1(x) [f(x)] , si v e T N : 

L dx. x 

vfw = Y {v(wk) 
v k 

+ l rk.{f(x)} 
1>J 

/(x. o f) Wj(x)} -i-[f(x)]. i 3xk 
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V_̂ W s'appelle la dérivée covariante de W le long de f dans la direction v. 

Si X est un champ de vecteurs sur N on note alors V ̂ÏW le champ le long de f qui 
f «»» ( 1 ) 

au point x de N est égal à Vv W. Remarquons que s'il existe un élément W de *0 (M) 
X 
x 

tel que, pour tout x de N, W = W ( (c'est toujours le cas si f est un plongement) 
x t (xj 

on a, siv e T N : x 

vfw = SJ w 
v df (v) x 

Parfois, quand il n'y a pas d'ambiguïté, on écrira au lieu de V . 

2.3. Parailélisme. 

DEFINITION. Si I est un intervalle de 1R et c : I > M une courbe différentiable, 

un champ W le long de c de classe est dit parallèle le long de c si, pour tout t 
c 

de I, V , W est nul. 

Localement, si W(x) = Y WX(x) ~-[c(x)], cette condition s'écrit : 
v dX . 

Pour tout k, 

(*) 
dW o k 
dt .L . îj 

d(x o c) . 
est nul sur I. 

2. 3. 1. PROPOSITION. Soit c : [a,b] > M une courbe différentiable. Pour tout v de 

Tc(a)M il existe un champ WV le long de c de classe &^ et un seul, parallèle le 

long de c tel que = v. L'application de T ^ ^ M sur T ^ ^ M Qui à v associe est 

un isomorphisme linéaire appelle transport parallèle de c(a) à c(b) le long de c. 

Pour montrer cette proposition il suffit de raisonner localement. C'est alors 

une conséquence du fait que les équations différentielles (*) que doit satisfaire WV 

sont linéaires du premier ordre. 

Remarque : Si on note X> 1'isomorphisme introduit dans la proposition on peut 
a ( 1 ) démontrer que si Y est dans S (M), 

V., N Y = lim — M £ (Y , N) - Y } 
c(a) + t-aLUa,tv c(tr c(a)J 

retrouvant la définition intuitive que nous avons donnée dans l'introduction. 
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2.4. Connexions riemanniennes 

DEFINITION. Soient k et n deux entiers, k ^ 3, 1 < n < k-1, M une variété de classe 

portant une structure riemannienne g de classe "Çj1. Une connexion V sur M est dite 

compatible avec g si 

a) V est de classe £ n * 

b) Si X,Y sont dans & (M) , V__Y - VVX = [X,Y] 

X Y 

c) Le produit scalaire est conservé par transport parallèle. 

k k 

La relation b) se traduit localement par = r^^ pour tout i,j,k. La relation 

c) est équivalente à celle apparaissant dans le lemme suivant, et c'est sous cette 
forme qu'on l'utilise. 

LEMME.(Identité de Ricci) 

Si V est compatible avec g_, pour tout X^YjZ dans îf^(K), 

X<Y,Z> = <VVY,Z> + <Y,VVZ> 
X X 

Démonstration. Montrons cette relation au point x de M. Si X est nul elle est claire 
1 X 

sinon soit c une courbe 6̂ partant de x avec la vitesse X et P P des champs 
x 1 ' m ^ 

le long de c obtenus en transportant parallèlement une base orthonormale de T M 
x 

grâce à la proposition 2.3.1. 

Si Yc(t) " K ( T ) Pi(t) et Zc(t) = £ 3£(t) Pi(t) on a 

<Y,Z> = Iai(t) 6i(t) d'où 

X <Y,Z> = c(0)<Y,Z> = 1{OL. (0 ) 3 1 (0) + a!(0 ) 3-(0)}. 

X . 1 1 1 1 

D'autre part vx Y = vCd 

dt 

(^a.P .MO) = £a!_(0) P£(0) + Ioii(0) VCd Pi(0) 

= la[(0) Pi(0) 

d'où <VX Y,Z> = l a!(0) 3i(o; 
x i 

et de même <Y,VX Z> = ^ ( 0 ) 3 ! (0) . 

Si f : N > M est une application suffisamment différentiable on peut vérifier 

que 

b') Si X et Y sont dans & (N) , 

V^df(Y) - V^df(X) = df[X,Y] 
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c') Si v est un élément de TN et W , deux champs le long de f de classe ̂  

<vfw1,w0> + <w1,vfw0> = v<W,,W0>. 
v 1 2 1 v 2 1 2 

THEOREME. Pour toute structure riemannienne g sur M il existe une unique connexion v 

compatible avec g appellée connexion riemannienne associée. 

La démonstration se fait à partir du lemme précédant. On obtient en particulier 

que localement, si ( g1"̂ ) est la matrice inverse de (g. .) : 

ij 2 3x. 8x. 3x. 1 ë 
l i i 1 

Dorénavant, si sur une variété riemannienne on emploie une connexion, c'est de 

celle ci qu'il s'agit. 

Exemple. Sur , ds^ = £(dx.)^ est ^a structure riemannienne canonique et la connexion 

Vassociée vérifie : T. ̂  est identiquement nul. Si M est une sous—variété deRm, puis— i j 3 r 

que T^M est plongé dans Tx^n on peut lui restreindre la structure canonique. La con­

nexion V associée est alors donnée par : Si X,Y sont dans â^^(M), Y est la pro-
x 

jection orthogonale de Vv T sur T M. 
X X 

3. Géodésiques et exponentielle 

Fixons une variété riemannienne M de classe£n, n > 2. 

DEFINITION. Une courbe c : I > M, de classe "6^ est une géodêsique si son vecteur 

vitesse est parallèle le long de celle ci, c'est-à-dire si c est nul sur I. 

Une géodêsique est donc une courbe qui vérifie localement l'équation : 

dt 

. dx. dx. 
Y rk. — — 1 

. 1 . îj dt dt 
1 » 1 

0 (1 < k < m). 

(Il suffit d'appliquer la relation (*) du 2.3 et de remarquer que 

c(t) = l c(t)(x.) g~7[c(t)] 
d(x.oc) 

! 2—at-3Îr*c<t):) 
i i 

3.1. PROPOSITION. Pour tout v de TM,, il existe un voisinage 0" de v dans TM et e > 0 

tels que : 

Si w appartient à Qril existe une unique géodêsique c(t;w) définie sur un 

intervalle contenant 1-z9zl3 vérifiant c(0;w) = x si w e TxM et c(0;w) = w. De plus 

l'application c : 3-£, e[ * TM — * M est de classe^,11'1. 
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Démonstration. Cela résulte immédiatement du fait que, pour que c soit une géodésique 

il faut et il suffit que la courbe t —-> (c(t),c(t)) soit, localement, solution du 

système : 

~dF = yi 
Z± -
dt Y T.. y.y. ou T.. est de classe ^ 

i, j J 

3.2. COROLLAIRE. Si x est dans M,, il existe un voisinage U de x dans M et e > o' tels 

que : Si y appartient à v à T^M et ||v|| < c(t;v) est défini sur ]-2,2l. 

Démonstration. Appliquons la proposition au vecteur v de TM égal au vecteur nul de 

TxM. Il existe U, £]9 tels que, si y e U, v e T^M, ||v||̂  < £]9 c(t;v) est défini 

sur ]-e25e2^* Puisclue c(e2t;-~-) est une géodésique Y vérifiant Y(0) = y, Y(0) = v 

et définie sur ]-2,2C le résultat est clair. 

DEFINITION. Soit v un élément de T M, si la géodésique t »—-> c(t,v) introduite dans la 
proposition 3..1 est définie sur un intervalle ouvert contenant [0,1], on note exp v 
l'élément c(l;v) de M. 

Considérons la fonction exp : TM ^M x M définie par, si v est dans 1 M et si 

exp^v a un sens, exp v = (x,expxv). D'après le corollaire la fonction exp est définie 

sur un voisinage de {X e TXM» x e M, 11X11^ = 0} et y est de classe çj1 . En fait le 

domaine de exp est ouvert et l'application exponentielle y est .̂ 

Remarque. Si c est une géodésique définie sur un intervalle I contenant 0, 

c(t) = exp^Q^t c(0) pour tout t e l . 

La norme du vecteur vitesse est constante, donc la longueur de c sur [a,b] est 

égale à || c(a)|| (b-a) . 

4. Géodésiques et distance riemannienne. 

Nous voulons montrer l'existence de voisinages où les géodésiques réalisent la 

distance. Montrons d'abord le théorème suivant. 

4.1. THEOREME. Pour tout x de № il existe un voisinage W de x et e > 0 tels que : 
a. Si y appartient à W, exp^ est un difféomorphisme de classe * de 

{X e TyM> llxlly < e^ sur un ouver>~t contenant W. 

h. Deux points ,y2 de W peuvent être joints par une unique géodésique c de 

longueur inférieure à £. 
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Remarque. Chaque fois que l'on parle de géodêsique unique, on sous entend à un chan­

gement affine de paramètre près. 

Démonstration. Il est facile de voir que l'application exponentielle exp : TM >K 

est régulière au point de TM égal au vecteur nul de T M. Il existe donc un ouvert U 

de M contenant x et e > 0 tels que exp soit un dif f éomorphisme de {X e T M, ||X|L < E} 

sur un ouvert C7. 

Si W est un voisinage de x tel que W x W soit contenu dans il est clair que 

a. est vérifié. Soient et deux éléments de W. Puisque W est contenu dans l'image 

de (X £ T^M, ||X||y < E} par exp^ , il existe un unique élément v de cette boule tel 

que exp v = y9. L'unique géodêsique cherchée est alors c(t) = exp tv, t e [ 0,1]. 
y 1 Z y 1 

On peut préciser ce théorème en montrant que tout point de'M admet un voisinage 

V tel que deux points de V peuvent être joints par une unique géodêsique contenue 

dans V. 

(H) Fixons un point x de M et e > 0 tel que exPx soit un difféomorphisme de 

{v e T M , ||v|| < e) sur son image. 

L'application exponentielle n'est pas en général une isométrie mais elle con­

serve 1'orthogonalité radiale comme le montre le lemme suivant : 

4.2. LEMME. Sous (H) pour ô inférieur à E, les géodésiques issues de x sont ortho­

gonales aux surfaces exp^{v e TXM> HVLLX = ^ * 

Démonstration. Soit t » >X(t) une courbe dans T^M telle que, pour tout t, ||X(t)|| 

Si f(r,t) = exp r X(t), nous devons montrer que le produit scalaire des deux champs 
X 8 9 

le long de f, df (-ĝ-) et df(-g-p) est nul. En utilisant les relations b' et c' du 2.3, 

on peut écrire que 

v i df(À> - v i df <£> " 0 et 

3r 8 t 

Fr < d f ( ^ > df(£)> = <v|_df(Aì, 

Эг 

df(fr), 
+ <df(f r), 

a rDF 
Puisque r i > f(r,t) est une géodêsique le premier terme de cette somme est nul 

alors que le second est égal à 

<df(£), 
v i d f ( £ } > 

dt 

= ! J L 
2 dt 

<df<£), df(£» = { 3Tllx(t)H • 0 

Donc <df(-̂ —;), df > est indépendant de r. Mais df(—) (0,t) est égal à zéro 
d r St dt 

donc ce produit scalaire est nul. 
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Considérons une courbe co : [a,b] > M, dont l'image est contenue dans 

exp {v £ T M, 0 < Il vil < e}. On peut l'écrire sous la forme 0)(t) = exp r(t)X(t) où 
*x x " "x x 

j|X(t)|| est égal à un, r(t) > 0, de façon unique. 

4.3. LEMME. La longueur de OÒ, ||(fi(t)||dt est supérieure ou égale à |r(b) - r(a)|. 
J b 

Il n'y a égalité que si X est constant et r monotone. 

Démonstration. Remarquons que si f(r,t) = exp r X(t) , ô)(t) = r'(t) df(—) + df(—) 
2 2 a 2 

et d'après le lemme ||cl)(t)|| = |r'(t)| + ||df(-̂ )|| . Ce qui donne le résultat. 

On dit qu'une courbe c : [0,1] > M peut être paramétrée par sa longueur si 

il existe une application <f> : ro,11 -*- a,b continue croissante et une courbe 
II) : [a,b] -> M telles que : 

1) (I)(t) = 1, pour tout t e [a,b] 

2) c(t) = u)(cf)(t)), pour tout t e [0,1]. 

On dit alors que u) est "la courbe c paramétrée par sa longueur". 

On déduit immédiatement des lemmes précédents: 

4.4. THEOREME. Pour chaque point de M il existe e > 0 et un voisinage V de ce poini 

tels que chaque couple de points de v peut être joint par une unique géodésique de 

longueur L inférieure à e. La longueur L' de toute courbe joignant ces deux points 

vérifie L > L'. De plus L = L' si et seulement si cette courbe peut être paramétrée 

par sa longueur et est alors une géodésique. 

4.5. COROLLAIRE. Si une courbe réalise la distance entre ses extrémités elle peut 

être paramétrée par sa longueur et est alors une géodésique. 

En effet toutes ces proprités sont locales et il suffit alors d'appliquer le 

théorème 4.4. 

Notons aussi que, d'après le théorème, la distance riemannienne introduite est 

tien une distance si M est connexe et que la topologie associée est la topologie de 

H. 
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CHAPITRE 4 

PREMIÈRES MAJORATIONS DE LA DENSITE D'UNE DIFFUSION SUR IRm 

MÉTHODE DE LA PARAMETRIX 

par 

Paolo BALDI 

Nous verrons dans le chapitre 5 (L. Elie) que l'étude du comportement en temps 

petit et pour des points proches de la densité de transition d'une diffusion sur 

une variété est un problème local et qu'à l'aide d'une carte, nous pouvons transporter 
_̂ m 

cette étude sur K . 
Nous allons donc dans cet exposé rechercher des majorations de la densité de 

transition d'une diffusion sur ]Rm. 

1 . La solution fondamentale 

Soit D = L 9 = 1 y 
"8t 2 . 4 . 

a. . (t ,x) -^—^ * 
il dx.dx. 

l J 

1 bi(t'x) i t 'JE 
1= 1 1 

un opéra­

teur semi-elliptique défini sur U = [0,T] x ]R . 

On appelle solution fondamentale de D (au sens de Cauchy), une fonction 

p(t,t,x ,0 définie sur [0,T]2 x x lRm avec 0 < t < t < T telle que : 

i) pour tout (T,0 appartenant à U, p vérifie Dp = 0 en tant que fonction de 

(t,x) avec x appartenant à IRm, t < t < T. 

ii) pour toute fonction f continue bornée sur lRm on ait : 

f 
lim p(T,t,x,Ç)f(£)dÇ = f(x) 
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On va d'abord construire une solution fondamentale de D, sous des hypothèses 

sur les coefficients que l'on précisera, par un procédé analytique (méthode de la 

paramétrix) qui nous fournira en même temps une majoration explicite de cette solu­

tion. On identifiera ensuite la solution fondamentale ainsi obtenue avec la densité 

de transition de la diffusion associée à L , dont on démontrera en même temps l'exis­

tence . 

L'idée de cette méthode de construction est très ancienne et remonte à E.E. Levi 

(1907). Ici on suivra de près l'exposition de A. Friedman [2] (chap. I et IX) simpli­

fiée là où il a été possible et adaptée à nos besoins spécifiques. Pour le dernier 

paragraphe, les sources sont l'exposé d'Azencott sur les diffusion (chap 2) et l'ar­

ticle de R. Azencott [1]. 

2. La méthode de la paramétrix. 

Soit l'opérateur obtenu à partir de D en "gelant" en z la variable spatiale 

et dont les coefficients, donc, ne dépendent que du temps. 

1 m 
Dzf(t,x) = { l 

i, j = l 

a. .(t,z) 
ij ' ax.dXj 

m 
:t,x) + i b 

i=i 1 
( t ' z ) 3^7 (t,x) - || (t,x). 

Soit WZ(x,t,x,Ç) une solution fondamentale pour et posons 

q(x,t,x,^) = W (x,t,x,Ç) ; q s'appelle la paramétrix et l'idée est de chercher une 

solution fondamentale de la forme : 

(O p(x,t,x,Ç) = q(T,t,x,Ç) + da q(T,a,x,y)cf)(a, t ,y,ç)dy 

où cf) est une fonction à déterminer. Posons : 

q * (J>(x,t,x,Ç) da mq̂ T,a,x,y)(j)(a, t ,y,^)dy. 

Si on pouvait effectuer toutes les dérivations sous le signe somme, on aurait : 

0 = Dp(T,t,x,Ç) = Dq(T,t,x,£) + D(q * (t , t, x, £) 

= Dq(T,t,x,£) + (Dq) * <|>(T , t, x, £) - c|>(t , t, x, £) 

où le dernier terme vient de la dérivation de l'intégrale par rapport à la borne 

d'intégration. (f> doit donc satisfaire à l'équation : 

(2) $ = Dq + (Dq) * , 

et on est donc amené à chercher une fonction de la forme : 

(3) 
oo 

<f> = l (Dq)*n 
n=l 
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Il faut donc : 

a) calculer q ; 

b) prouver que la série de (3) converge ; 

c) prouver que l'on peut effecteur les dérivations sous le signe somme et donc 

que p définie par (1) est une solution fondamentale. 

d) montrer que la solution fondamentale ainsi obtenue est la densité de transi­

tion de la diffusion associée a L^. 

Dans cette exposition on se contentera de prouver a), b) et d). La démonstration 

du point c) est en effet assez laborieuse et technique, la difficulté résidant sur­

tout dans le fait que les q et (j) ont des singularités qui compliquent les opérations 

de dérivation sous le signe somme. Pour une preuve complète, on pourra se reporter 

à A. Friedman [2] (chap. I et IX). 

On fera dorénavant les hypothèses suivantes : 

A : les a.. et b. sont continuessur U. Les a.. sont uniformément continuesen t pour 
1 lj L ij 
(t,x) e U. 

A^ : les coefficients sont bornés sur U et holderiens d'exposant a > 0 en x, unifor­

mément pour (t,x) e U ; c'est-à-dire qu'il existe des constantes positives a5M et k 

telles que : 

|bi(t,x) I < M, I ^(t,x) I < M, pour tout (t,x) de U, i,j = l,... m. 

|a..(t,x) - a . - U . y ) I < k | |x -y | f \ 

|b^(t,x) - b_j.(t,y) I < k||x-y|P, pour tout x,y de IR™, t appartenant à [0,T], 

i,i=1,...m. 

A^ : les matrices (a^j(t,x)) sont symétriques et définies positives uniformément en 

(t,x) appartenant à U. On supposera donc que toutes les valeurs propres sont comprises 

entre deux constantes y et y avec 

O < y j < y2 < M. 

3. Calcul de la paramétrix. 

Il s'agit de trouver une fonction q(T,t,x,Ç), (x,^) appartenant à IR™ x 3Rm, 

0 < x < t < T, telle que : 

(4) 3q = I 
at 2 

m 

I 
i,j = l 

Эх.Эх э 2 , 
Эх.Эх . 

i J 

+ 1 & 
1=1 1 

(5) lim q(T,t,x,0 = ô (Ç). 
t * T 

Si on calcule formellement la transformée de Fourier des deux cotés par rapport 
à x, on trouve : 
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^ q(x,t,e,D = q(x,t,e,ç) 
m 

{ - 2 l 
h,k=l 

ahk(t'ç)eh9k 
m 

i l b (t,Ç)9 } 
h=l 

Il s'agit d'une équation ordinaire du premier ordre en t dont l'intégrale est 
donnée par : 

q(x,t,6,Ç) = c exp 
' T 

1 ш 

с- 5 I 
h,k=l 

a h k ( s ' Ç ) 9 h e k 

m 

1 l Vs'°6h]ds 
h= 1 

et la condition (5) entraîne que c = exp i9*^. 

Posons Ahk(T,t,y) : ahk(s>y)ds 
' T 

Bh(t,t,y) bh(s,y)ds 

A(X,t,y) = {Ahk(T,t,y)}hjk, B(T,t,y) = {Bh(T,t,y)}h 

On écrira A et B pour A(X,t,y) et B(X,t,y) respectivement pour alléger la nota­

tion dès qu'il n'y aura pas de confusion possible. 

Par la transformation de Fourier inverse, on a alors : 

q(T,t,x,Ç) = (2tt) exp(-ie*x)exp(ie*£)exp[- ^6*A6 - i9*B]d9 

et un calcul standard donne : 

q(T,t,x,£) = 1 
m 

(27T)2(det A) 1/2 

exp[- i(Ç-x-B)*A Vç-x-B): 

Et comme en tant que fonction de x, q est dans ainsi que ses dérivées jus­

qu'à l'ordre 2, la transformation de Fourier était justifiée et il s'agit effecti­

vement d'une solution de (4) et (5). 

4. Calcul de la solution fondamentale. 

4.1. Convergence de la série. On va d'abord montrer que la série £ (Dq) n converge 
n=l 

et pour cela on commence par majorer chaque terme et on concluera grâce à un lemme 

technique. 
On a pour t > X> 

Dq(T,t,x,Ç) = (D-D )(q(T,t,x,Ç)) = 

ì . Ì /a (t.x) " aij<t-S>33v5T(T't'x'ç) 

m 
h V [b (t,x)-b (t,^)] |3_(Tjt>x,ç) 
i=l 1 1 9 i 

On commence par majorer les dérivées de q : 

9q_ 
3x. 

(T,t,x,Ç) 
1 1 

(det A(T,t,Ç))1/2 
!A 1(T,t,Ç)[Ç-x-B(T,t,ç)]] 
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X exp[ - ±(Ç-x-B(T,t,Ç))*A 1 ( T , t,C)(^-x-B(T , t,Ç))]. 

Comme -r- r- = ^ et —r r- sont respectivment en minorant et un majorant 
y (t-x) t-x y (t-x) 

-1 
de l'ensemble des valeurs propres de A (x,t,Ç)> on obtient : 

|||-(T,t,x,Ç)| 

i (2^)m/2 

1 1 

[y^t-x)]1"72 p, (t-T) 

X ||Ç-x-B(T,t,Q H exp{- 2(^_t) ||Ç-x-B(x,t,Ç)||2} 

||x II désignant la norme ( \ | x, | ^ ) ^ ^ 

k=l 
La fonction y » yaexp -ey2 étant bornée sur ]R+ si (e,a) appartient à ]R X ]R 9 

on en déduit, en posant X = A-2e, qu'il existe une constante c' de JR+ telle que : 

iffyCx.t.x.Ol 
i 

c' 

(t-T)2 2 

X 2 
exp{" 2(^_T) |U-x-B(T,t,C)|| } 

Mais on a : 

||Ç-x-B(T,t,0||2 > ||Ç-x||2 - 2 
m 
l B (T)t,Ç)(Ç-x) 

? m 
> M C-x M - 2M(t-T) l |Ç-x| 

k=l k 

> ||Ç-x||2 - M'(t-T)||Ç-x|| 

avec M' constante positive. 

D'où : 

lUrCr.t.x.oi 
i 

< C exp] 

(t-T)2 2 
2(t-T) 

||Ç_X||2 + «^||ç-x||} 

c" 

(t-T)2 2 

exp{ 2 ^ y | | C - x | | 2 } 
{ | | C - x | | S n> 

c' 

5 4 
(t-x)2 2 

exp 
\Jfe-*ll2 

1 2(t-x) 
_ M ' ( t - T ) 

n ' i||Ç-x|| > n> 

ou n e 1R . En choisissant n suffisamment grand, on obtient si X = X ~ ̂ e, 
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|-^-(т, t,x,Ç) I 
i 

< exp [ 
m J_ 

(t-T)2+2 

x lk-xi i2 -, 
2(t-T) J' 

où c = sup(c T,c"). 

Par le même type d'arguments on a : 

|b.(t,x) - bi(t,Ç) ||a-(T,t,x,Ç)| < kHç-xin^T.t.x.Ql 

с 
< 

m 1 _а 
( t - T ) 2 2 2 

exp[- A\ï-*\f 3 
expL 2(t-x) J" 

Et pour les dérivées secondes : 

i (2tf i 

1 
m 
2 1/2 

(2tf) (det À) 

Í(A-).. + 

+ [A '(Ç-x-B)]i[A '(Ç-x-B) ].}exp{ - |(£-x-B)*A '(Ç-x-B)} 

d'où 

|a (t,x) - a..(t,Ç)| i Э g  1 Эх. Эх. T , t , x , 0 j - e x p L 
2 + 1 - 2 

Гг--тЛ? ? 

nie-*lf 3 
2(t-T) J 

D'où finalement : 

(6)|(D-D )q(T,t,x,Ç)| < c 

(t-T)2 2 

exD r_ X1l̂ "xll -i 
exp L 2(t-T) J 

Remarque : un regard plus attentif aux majorations qu'on vient d'établir montre que 
. . . . -> * ^ 

dans 1 inégalité ci-dessus, c ne dépend que de k, M, A, , et T ; A peut être 
choisi aussi proche que l'on veut de X = au prix de faire croitre c. Cette remar-

y2 

que étant utile dans le théorème sur les suites d'opérateurs que 1 on verra à la 

fin. 

LEMME. Si on pose N (x,t,x,0 = (t-x)^ exp 
2(t-T) " zvec 0 < Y < 2 + * » 

0 < B < ? + 1 et h > 0, a l o r s : 

N * N (x,t,x,Ç) 
Y p 

m 
r(f-v+0r(f-B+D 

r(m-Y-6+2) 
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m ^ , 

(t-T) x exp[_ Hle-xlPj 
eXp L 2(t-x) J * 

Preuve : par la propriété de semi-groupe des densités gaussiennes, on a : 

_m _m 

(t-a) 2(a-x) 2 ,xp[_ H|y-*ll2]exp[_ hlfe-yll2]dv 
-xpL 2(t-a)JexpL 2 ( a - x ) Jdy 

= ( ^ L ) 2 ( t - x ) 2 exp[_ h||g-x|L2 
6XpL 2(t-x) J 

D'où : 

Y 3 

m m 

= (^)2(t-x) 2 exp[ 
0 m m 

- 2(t-x) ] J (t_a) (a_T) da* 

Mais cette dernière intégrale est égale à : 

(c_T)™+i-Y-e 
m m 

f1 2"Y 2~3 
(1-P) p dp = (t-x)m+1-Y-3 

r(f-Y+l)r(|-3+D 

r(m+2-y-3) 

ce qui prouve le lemme. 

On peut alors montrer par récurrence grâce à cette formule que : 

|(Dq)*n(T,t,x,Ç)| 

nu 
cnr(|)(t-T) 2 1 

exp m , r 
(t-x)2 

L A 2(t -x )J 

La série (3) est alors absolument convergente et sa somme cj> vérifie : 

|<J>(T, t,x,£) | c 

^ + 1 - 3 
(t-x)2 2 

exp E _ À*ll̂ -Xll2 : . 
exp l A 2(t-T) J 

De plus (|) satisfait à l'équation 2 . 

4 . 2 . THEOREME. Sous les hypothèses A., A2, A^, existe une solution fondamentale 

p qu^ vérifie pour tous (x,t,x,Ç) de [0,T]2 x ]Rm x IRm, T < t 

(7) p(T,t,x,Ç) < — ~ — -

(t-x)2 

2 
exp L A2(t_T)J 

C8) |f^(x,t,x,Ç)| ; ~ J exp C 

(t-x)2+2 
A 2(t-T) J 
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(9) 1 д р ( :,t,x , 0 I < eXp [ _ 
m , ^ 

(t-x)2+1 

* Hg-x||2 
A 2(t-x) J 

De plus, lorsque tQ tend vers zéro uniformément en x < t < tQ_, x appartenant 
à 3Rm̂  on a : (cf. S. Molchanov, Russian Math. Surveys, 30, 1975) 

(10) p(T,t,x,x) 1 . 

(2TT) [det a(s,x)ds] 
T 

Donnons quelques indications sur la démonstration. 
Nous posons p = q + q * 4 > e t renvoyons à A. Friedman [ 2 ] pour montrer que les 

dérivations sous le signe somme sont possibles ; c'est-à-dire que : 

3 p _ 3q + 3q 
3x. 3x. 3x. 
i i i 

эр = Эд Эд 
d t 3 t * ф - ф. 

3 x . 3 x . 
2 2 3 q + 3 q . 

3 x . 3 x . 3 x . 3 x . ^ 
1 J 1 J 

La fonction p est alors une solution fondamentale ; en effet, Dp = Dq + Dq * cj) -(J), 
cette dernière expression étant nulle grâce à ( 2 ) . 

En appliquant à nouveau le lemme on obtient : 

|q * <J)(T, t,x,Ç) I 

a 
X2 
m 

(t-T)2 

exp [ - Л* I l s - * I I 2 n 
2(t-T) J 

Donc on a : 
|p(x,t,x,0 I < ! r 1 

exp [ - - ^-x-B)*A 1(Ç-x-B) ] 

(2TT) 2(det A) 1/2 

a 
+ ^(t-x)2 

m 
(t-T)2 

exp [ _ л * l l g - x | l 2 ] 
Л 2 ( F T ) ] 

ce qui donne : 

|p(x, t,x,0 I < _ E 
m 

(t-x)2 

2 
exp C - X 2Tt-x) ] 

Par contre, si x = Ç, 
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p(T,t,x,x) 
m 

(2TT)2[det A(x,t,x)]1/2 

expC- 2B(T,t,x)^A B(x , t , x ) ] 

+ q * (|)(T,t,x,x) 

Et comme q * (J)(T,t,x,x) 

a 
c(t-T)2 

m : 
(t -T)2 

alors que 

[det A(T,t,x)]1/2 ^ [det &I.(T,X)]1/2(t-T)2 : on a : 

( 1 0 ) p(T,t,x,x) ̂  
t 

(27T)2[det j a(s,x)ds]1/2 

Le même type d'arguments permet de montrer (8) et (9) 

5. Passage à la densité de transition 

Dans ce paragraphe, on prouve que la solution fondamentale p que l'on vient de 

construire est la densité de transition de la diffusion associée à L^. C'est-à-dire 

(voir R. Azencott [ 1 ] ) que si l'on pose : 

( 1 1 ) R^g(x) = p ( s , t , x , O g ( O d £ , 

pour g appartenant à C, 0RM) , alors on a pour toute f de C2 0RM) , 

Rtf(x) = f(x' 
s 

+ f R L f x du. s u 
J s 

On utilisera le théorème suivant, valable même sous des hypothèses plus faibles 

pour L . 

5 . 1 . THEOREME. Soit R^ un semi-groupe sous-markovien qui satisfait à : 

Jt Rs^(x) = LtRstg(x) 

( 1 2 ) 

lim R^g(x) = g(x) 

.m 

pour toute g de C^^IR ) 

T > t > s, 

et qui est minimal dans eette elasse, dans le sens que pour tout autre semi-groupe 

Q.1" semi-markovien vérifiant ( 1 2 ) , on ait : 
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Q^g(x) > Rgg(x) pour toute g de ck0Rm) 

Alors il vérifie également : 

Rtf(x) = f(x) + RUL f(x)du. s s u 
J s 

Ce théorème se trouve démontré dans le cas homogène dans R. Azencott ([1]). 

Il faut donc démontrer que : 

a) R^ défini par (11) est solution de (12) 

b) quT il est un semi-groupe sous-markovien 

c) qu'il est minimal dans cette classe. 

Le point a) vient du fait que p est une solution fondamentale et que, grâce aux 

majorations (9) et (10), on peut dériver sous le signe somme ; b) et c) sont des 

conséquences classiques du principe faible du maximum que nous emploierons sous la 

forme suivante : 

5.2. THEOREME. Soit V un ouvert de 3Rm, Q = V x [T,,Tj, Q = 9V x [T,,TJ U V x {T,}, 

1 m d2 
M = ^ Y a..(t,x) r 

2 . h , ii ' Bx.3x. 

m 

+ l ъ. 
i=l 1 

. , _э э_ 
t , x ; Эх. 3t 

un opérateur différentiel sur Q tel que les matrices {a^j(t,x)}^ ^ soient définies 
positives. Soit u une fonction sur Q deux fois derivable en x_, une fois en t et 

telle que Mu > 0 dans Q. Alors : 

sup u < sup u. 

Pour une démonstration, on peut voir par exemple A. Friedman [2]. 

5.3. LEMME. Avec les notations du théorème 5.2, soit v une fonction sur 

[Tj x T^] x IR™, deux fois derivable en x_, une fois derivable en t et telle que : 

v(Trx) > 0 pour tout x de TR 

Mv < 0 sur [T T2] x 3Rm 

lim v(t,x) > 0 

I x I 

uniformément en t e [T^,!^]. 

alors v > 0 sur [Tj,T2] x ]Rm. 

Démonstration. D'après les hypothèses, pour tout e > 0, on a : v(t,x) + e > 0 pour 

tout t e [T jT^] et x hors d'un compact K. Pour tout ouvert V Z> K, on a donc : 
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v(t,x) + G > 0 pour tout (t,x) e [T^T^j x 3V. Le théorème 5.2 appliqué à la fonc­

tion u = - (v+e) donne alors pour Q = V x [T ,1^], 

inf(v+e) = sup - (v+e) = sup - (v+e) < 0 
Q Q Q„ 

donc inf (v+e) > 0 et comme e: et V sont arbitraires, on a le résultat. 
Q 

5.4. Démonstration de b) et c). Il est clair d'abord que est un opérateur positif 

car si g € Ĉ (IRm) , et g > 0, alors grâce au point a) et à (7), R^g(x) en tant que 

fonction de (t,x) vérifie les hypothèses du 1emme 5.3 avec = s, = T, M = D. 

Deuxièmement, (Rg)s t est un semi-groupe sous-markovien. L'équation de Chapman-

Kolmogorov vient du fait que si on pose : 

v(t,x) = R^R^g(x) - R^g(x), 

alors v et -v vérifient à la fois les hypothèses du lemme 5.3 pour M=D, = T, 

T = T, d'où v E 0 sur [x,T] X ]Rm ; donc on a : 

R V 8 ( X ) = Rgg(x). 

Analogue sera la démonstration du fait que R^ est minimal. Si est un autre 

semi-groupe sous-markovien qui est solution de (12), et g e C^QR™), le lemme 5.3. 

appliqué à M=D, v(t,x) = Q^f(x) - R^f(x), = s, T^ = T donne le résultat, ce qui 

prouve en même temps que R^ est une contraction. 

Comme conséquence du théorème 4.2, de la remarque du paragraphe 4.1 et des 

résultats de ce dernier paragraphe, on peut énoncer : 

5.5. THEOREME. 

t dt 
1 m 

2 l- , 
r , J = 1 

aT . ( t, x) TT ~ 

il 9x.dx. 
i J 

m _ _ 
* bi(t'x) 9x7 - 37 
1= 1 1 

y e F, une famille d'opérateurs qui satisfont aux hypothèses A^, A^, A^ de façon 

telle que les constantes a,k,M,y^ et y2 puissent être choisies indépendamment de 

Y e F. Alors les densités de transition p (x,t,x,Ç) associées aux Dr vérifient les 

relations (7) et (8) uniformément en y e Y. 
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CHAPITRE 5 

ÉQUIVALENT DE LA DENSITÉ D'UNE DIFFUSION EN TEMPS PETIT 

CAS DES POINTS PROCHES 

par 

Laure ELIE 

1 . Introduction. 

k+ 1 

Soit M une variété connexe de classe C (k > 4), de dimension m. On considère 

sur M un opérateur différentiel du second ordre elliptique L vérifiant Ll = 0. Alors, 

sur tout domaine U d'une carte locale (U,(j)), L s'écrira selon les notations du cha­

pitre 3, sous la forme 

L = i . 1 . 
1 <i,j<m 

a. . (x) -r ^ + Y b.(x) -r ,i,1 3x .9x . i 3x . J i j 1 < i <m i

où, pour tout x e U, la matrice a(x) = [a. .(x)] est définie positive ; nous 
1,J l<i,j<m 

noterons g(x) = [g. .(x)] la matrice inverse de a(x). 
lsJ l<i,j<m 

Nous supposerons de plus que les coefficients a. . sont de classe C et les 
k-1 . 1'J

coefficients de classe C . Ces conditions s'imposent de façon naturelle car ce 
sont les plus fortes hypothèses que l'on puisse faire sur les coefficients de L, qui 

k+ 1 
soient stables par changement de carte de classe C Nous munirons alors M d'une structure riemannienne de classe C à l'aide de la

métrique définie localement par 

2 r
ds ) g. .(x)dx.dx.,

l<i,j<m L'J 1 J 

et nous désignerons par d la distance riemannienne et par TT le volume riemannien. 
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2 
Si A est l'opérateur de Laplace-Beltrami associé à la métrique ds , alors L 

s'écrit + Y où Y est un opérateur différentiel du premier ordre. En effet locale­

ment A s'écrit [1] 

A = — ! 
/det g 1<j <m j 1 <i<m 

gl'J /5ïïr8 3xT> 
1 

où la matrice [g (x)] 
1<i,j<m 

désigne la matrice inverse de g(x) et est donc a(x). 

Il en résulte qu'étudier L revient à étudier, sur une variété M portant une 
k 1

structure riemannienne de classe C , un opérateur du type -A + Y , où A est l'opéra-
k- 1 

teur de Laplace-Beltrami et Y un champ de vecteurs de classe C Nous savons (Azencott, chapitre 2) qu'il existe sur M une diffusion,

unique à une équivalence près, admettant L comme générateur différentiel et que le 

semi-groupe de transition de cette L-diffusion admet une densité p(t,x,y) par rapport 
+ 

a TT continue sur 1R X M X M. De plus cette fonction p vérifie en tant que fonction 

de (t,x) l'équation parabolique 
- D P(t,x,y) = 0 (t,x,y) e TR X M X M. 

Notre but est d'étudier le comportement de p(t,x,y) lorsque t -> 0 pour des 

points x et y proches. Suivant Molchanov [3], nous prouverons dans cet exposé le 

théorème suivant : 

1.1. THEOREME. Soit M une variété portant une structure Riemannienne de classe 

C^(k >4)e£ CP une diffusion sur M de générateur différentiel L = ^ + Y où A désigne 

f opérateur de Laplace-Bettrami et Y un champ de vecteurs de classe ^. Soit 

p(t,x,y) la version continue sur JR+ x M x M de la densité par rapport au volume 

riemannien TT du semi-groupe de transition de J3. On désigne par d la distance rieman­

nienne et par < > le produit scalaire riemannien. 

Alors, si D est un compact quelconque de H, il existe une constante £ positive 

telle que, si on pose D£ = {(x,y) e D x D, d(x,y) < e}, 

. il existe, pour tout (x,y) e D^, une unique géodêsique de longueur minimale 

Yx ^ : [0,1] -> M joignant x et y, 

. on ait, uniformément pour (x,y) e D^_, lorsque t -> 0, 

p(t,x,y) - (2-nrt) 2 H(x,y) exp [ d (^y) + A(x,y)] 

où A(x,y) 
f1 

< Y (Y (s)), Yx (s) > ds 
J Q X > Y X •> Y 

et H(x,y) = [det(exp'(Y (0)))] , c'est-à-dire représente l'inverse de la racine x x, y 

56 



GÉODÉSIQUES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT V 

carrée du Jacobien de exp au point Y (0) de T (M). 
rx c x,y x

1 . 2 . Remarques. 

1) Le terme A(x,y) qui représente le "travail" du champ Y le long de la géo­

désique Yx Gst 13 seule contribution de l'opérateur Y dans l'équivalent de p(t,x,y). 

2) Au cours de la démonstration de ce théorème, Molchanov se sert de l'estima­

tion de Varadhan suivante [4] : 

lim -2t ln p(t,x,y) = d^(x,y) 
t->0 

uniformément pour x et y appartenant à un compact arbitraire de M. La méthode que 

nous utiliserons ici permettra de court-circuiter cette estimation, qui n'est en 

fait démontrée par Varadhan que sur des espaces 1R et qui ne semble pas aisée à 

obtenir à priori sur une variété quelconque. Cette estimation deviendra en fait con­

séquence du théorème 1.1 pour des points suffisamment proches d'un compact et il sera 

prouvé dans le chapitre 9 (C. Bellaiche) qu'elle s'étend aux points d'un compact ar­

bitraire d'une variété complète. 

3) Signalons que Y. Kifer a obtenu dans ( [ 2 ] ) , moyennant certaines hypothèses

de différentiabilité sur M et les coefficients de L, un développement asymptotique 

de p(t,x,y) lorsque t —> 0. 

4) Remarquons qu'ici l'hypothèse de diffèrentiabi1ité C (k > 4) semble trop

forte et que ce type de résultat devrait pouvoir se montrer sous l'hypothèse 
k 

C (k > 2). Et, comme nous le verrons, c'est le passage aux coordonnées semi-géo-

désiques qui fait perdre trop de différentiabi1ité. 

1.3. Aperçu de la démonstration. 

L'étude de p(t,x,y) pour des points voisins est en fait un problème local, et 

l'on peut, à l'aide d'une carte, transporter cette étude sur ]Rm. Mais on ne peut 

raisonner si directement car on ne peut montrer que le problème est local qu'une fois 

l'étude sur lRm faite. Alors on procédera de la façon suivante : on considéra l'image 

L^ de L par une carte semi-géodésique (f) : U —-j>]Rm, U ouvert de M, et on prolongera 

l'opérateur L^ à l'espace lRm entier ; on cherchera sur lRm, à l'aide de la paramétrix, 

un équivalent de la densité du semi-groupe de transition associé à l'opérateur pro­

longé L et on montrera que l'on peut, vu la forme de cet équivalent, en déduire un 

équivalent de p(t,x,y) sur M. 

Nous montrerons en fait le résultat suivant : 
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1.4. PROPOSITION. On se place sous les hypothèses du théorème 1.1. Alors à tout 

point de M_, on peut associer une boule ouverte centrée en XQ et de rayon S, notée 

3(^^,6) telle que 

. il existe une unique géodésique de longueur minimale y^ ^ : [0,1] M joignant 

deux points quelconques y. et y de v>B(x , ô), 

on ait, uniformément pour x et y e $(x ,<5), lorsque t -> 0, 

p(t,x,y) ~ (2TTt) H(x,y) exp[ d ^>y) + A(x,y)] (0) 

OÙ A(x,y) = 
ç 1 

< Y(yx (s)), Y (s)) > ds 
J ̂  x » y j y 

et où H(x,y) s 'obtient de la façon suivante : 

Il existe une carte locale <j> :3J(XQ,Ó) -̂ -lRm telle que si g est la matrice défi­

nissant la métrique riemannienne dans cette carte, on ait 

H(x,y) = [det g \y) det g ^x)]174 [det f 8 !(YV (s))ds] 1/2 

Nous renverrons au chapitre 6 (J. Granara) pour l'interprétation géométrique 

de H(x,y) à l'aide des champs de Jacobi et la démonstration de l'égalité 

H(x,y) = [det exp'(y (0))]"l/2. 
x x, y 

Un argument de compacité immédiat permet alors de déduire le théorème 1.1 de la 

proposition 1.4, c'est-à-dire de prouver que (0) est encore vraie uniformément pour 

tous les points d'un compact arbitraire D situés à une distance inférieure à e. En 

effet les boules 5>(x,ô^), x e D, forment un recouvrement ouvert de D et sicB(x^,ôx ), 

i £ I, en désigne un recouvrement fini extrait, il suffit de poser e = inf 6 
iel Xi 

2. Transport sur ]Rm .

2.1. Carte semi-géodésique. 

Nous savons (théorème 3.5 du chapitre 6) qu'à tout point Xq de M, on peut asso­

cier un ouvert relativement compact U contenant Xq tel que pour tout x et y de U, il 

existe une carte semi-géodésique cb : U > ]Rm associée à (x,y (0)) où y est 
x,y x,y 'x,y

l'unique géodésique de longueur minimale paramétrée par [0,1] joignant x à y. En 
k— 1 

outre, l'application (j) est de classe C et ses dérivées partielles jusqu'à 
x»y 

l'ordre 2 sont bornées sur U uniformément en (x,y) e U x U. Lorsque ce ne sera pas 
ambigu, (J) et y seront notés (fj et y. Alors, selon les notations du chapitre 6, 

X'y x,y m-1 
pour tout z e U, <J)(z) s'écrira (x,u) e M x 1 avec en particulier 4>(y(s)) = (s,0), 
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d'où <î>(x) = (0>0) noté 0 et 4>(y) = (1,0) noté e^.et l'image de la géodêsique y est 

le segment [0,e ] ; de plus dans cette carte (U,(J>) la métrique riemannienne s'écrira 

sous la forme 

ds2 = dT + l g- .du.du. 
l<i,j<m-l »J J 

k— 1 
Comme l'application (J) est de classe C sur U, les coefficients g. . sont de 

k-2 . 1'J. 

classe C sur U. Il s'avère donc que le passage par la carte semi-géodésique fait 

perdre beaucoup de différentiabilité, d'autant plus que les géodésiques sont de clas-

classe C^. 

Dans cette carte, l'opérateur L = ^ A + Y s'exprimera alors, selon les notations 

du chapitre 3 , sous la forme 

3t l<i,j<m-l

î>j 32 l , 3 ^ 
g 977377 + b 37 + 1 B- T T "

. . i 3u. <i<m-l L

où . [gi,j] 
l<i,j<m-l 

désigne la matrice inverse de g = [g. . " 
<i,i <m-1 

b = I (£• ln det g) <Y'77> 

]_ -i k.—z . . k—J>
. les coefficients g sont C et les coefficients b et b. sont C 

Et si on désigne par l'opérateur sur l'ouvert (|>(U) de ]Rm, image de L par (j), 

on pourra écrire 

* 3T2 2 l£ i , j<m- l g 3u.3u. D 3t 
i J l<i<m-l 1 3ui 

avec g 'J o (f) = g et b. 0 (j) = b^. 

On a imposé à k d'être >4 pour que les coefficients b et b^ soient Ĉ  et ceci 

dans le but d'utiliser la méthode de la paramétrix pour étudier . Comme les appli­

cations <b et leurs dérivées partielles sont bornées sur U, uniformément en 
X'Y . . -i i -

(x,y) e U x U, il en est de même des coefficients g , b et b^ (qui dépendent de 

(x,y)) et de leurs dérivées partielles d'ordre 1 . De plus les opérateurs sont 

uniformément elliptiques sur <}>(U) et ceci uniformément pour (x,y) e U x U, c'est-

à-dire que le déterminant de g ' = '"gl'^l<i j <m-1 GSt un^f°rm^ment minorê. 

2.2. Diffusions associées sur IR™ . 

Pour tout (x,y) e U x U, on prolonge l'opérateur à ]Rm de façon à conserver 

toutes les propriétés de différentiabi1ité et d'uniformité ci-dessus. Plus précisé­

ment, si on note L l'opérateur prolongé, il s'écrira sous la forme 
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ô 1 r 
—2 + 2 ï 
3t l<i,j<m-l 

g 3u.3u. 3T 1 <i<m- 1 i 

et il existera deux réels C et À strictement positifs, indépendants de (x,y) e U x U 

tels que l'on ait : 

c i : sup [ 
l<i,j<m-l 

l i ^ H , ||b||, ||b.||, ||d^||, H db H, ||db.||] * c 

où db désigne l'application différentielle de b, 

(2) inf [valeurs propres de g = Eg1,J]j<;̂  j<m-1^ ~ ^ sur ̂R™* 

Il existe sur lRm, à une équivalence près, une unique diffusion admettant L 

comme générateur différentiel, et on notera q(t,v,w) la version continue sur 

H+ x ]Rm x lRm de la densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur 3Rm de son semi-

groupe de transition. 

Si V est un ouvert inclus dans U, les générateurs différentiels L et L coïn-

cident sur (J)(V) et par suite les processus induits <J)[îPy] et ' - ^ ( y ) sont équivalents 

(cf. Azencott, chapitre 2). Il en résulte que les densités de transition continues 

pTT de vP__ et qTT de <9WT7x vérifient la relation 
V V V CP C V )̂ 

pv(t,z],z2) =(det g[4)(z2)]) qv(t,cp(z1) ,c|)(z2)) 

sur ]R+ x U x U car la première densité est regardée relativement au volume riemannien 

TT et la deuxième relativement à la mesure de Lebesgue sur IR™ et que l'image de TT par 

cj) admet pour densité par rapport à la mesure de Lebesgue /det J \ 

En fait, à la densité p, on a associé toute une famille de densités q sur TR , 

indicées par (x,y) e U x U. Mais comme on s'ê st arrangé pour que les coefficients des 

générateurs différentiels associés aient des propriétés uniformes en (x,y), on verra 

que les résultats obtenus sont uniformes en (x,y) e U x U et on gardera seulement en 

mémoire le fait que q dépend de (x,y). 

2.3. La méthode utilisée pour étudier p(t,x,y) sera la suivante : 

i) Nous allons chercher un équivalent de q(t,(J)(x), 4>(y)) = q(t,0,e^) unifor­

mément pour x et y e U losque t 0. Ce sera l'objet du paragraphe 3. 

ii) Nous montrerons au paragraphe 4 grâce à la forme de l'équivalent de q obtenu 

qu'il existe deux ouverts W, et V de U contenant x tels que W, C V C V C U et tels 
1 o M 1 

que 1'on ait 
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q v(t,<f)(x) ,<|>(y)) ~ q(t,(()(x) ,(|)(y)) 

uniformément pour x et y e . On connaîtra donc un équivalent de p^(t,x,y) unifor­

mément pour x et y G Wj. 

iii) Comme au ii), nous verrons à l'aide de la forme de l'équivalent de py qu'il

existe un ouvert contenant Xq tel que <= et tel que l'on ait 

p(t,x,y) ~ p (t,x,y) 

uniformément pour x et y e W^. La proposition 1.4 sera alors démontrée. 

3 * Etude sur ]Rm d_e q ( t, o , e ̂  ) 

L'outil de base pour cette étude est la méthode de la paramétrix, et nous allons 

donc utiliser les résultats obtenus au chapitre 4 (P. Baldi). Vu les conditions (1) 

et (2) que vérifie L, on obtient, à l'aide du théorème 4.2 du chapitre 4, un majo­

rant de q(t,v,w) pour des points v et w quelconques de lRm et un équivalent lorsque 

v = w. 

3.1. On cherche à étudier q(t,o,e^) et on connait donc seulement, puisque 0 ^ e^, 

un majorant de ce terme. L'idée est alors de considérer le processus image du 

processus $ par l'application qui à , position du processus Q à l'instant s, 

associe Xg - ^ e^. Ce nouveau processus est un processus de Markov inhomogène dont 

la version continue de sa densité q̂  vérifie en particulier 

q^(0,t,0,0) = q(t,0,ei), 

et compte tenu des résultats du chapitre 4, il est plus judicieux de rechercher un 

équivalent de q̂j" (0 , t, 0 , 0) . 

Si on note Lj le générateur différentiel de , l'indice t indiquant que le 

processus <Xj dépend non seulement du couple (x,y) de U e U, mais aussi du paramètre 

t, on obtient, pour s e IR et v = (T,U) e ]Rm, 

V S ' V ) = ~2 + 2 L 

8T l<i,j<m-l

~i » i / s V 
g ' J ( v + - e i ) 

Э 2 

Bu.Эи. 
1 J 

+ [b(v+|ei) _ d(x .y) - | Jl +
t - 3T I 

1<i<m-1 
b.(v+fe.) T~~ 1 t 1 du. 1 

on remarque alors que le coefficient de ̂  n'est pas uniformément borné en t lorsque 
t -?-0, ce qui entraîne que les conditions du théorème 4.2 du chapitre 4 ne sont pas 
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vérifiées uniformément en t pour les opérateurs et par suite l'équivalent de 

q^(0,s,0,O) obtenu par ce théorème lorsque s 0, n'a aucune raison d'être uniforme 

en t ; et on ne peut rien dire de qj(0,t,0,0) = q(t,0,ej). 

3.2. On cherche donc à supprimer le terme ^ ̂ ' ^ et on pose 

t t d(x,y) 3 
L2 " Ll t 3T 

On considère l'unique processus de Markov inhomogène Q2, défini à une équivalence 

près, admettant comme générateur différentiel et on note q^ la version continue de 

sa densité de transition. 

D'après les conditions (1) et (2), l'opérateur vérifie alors les hypothèses 

+•*• 

du théorème 4.2 du chapitre 4 uniformément en (x,y) £ U x U et en t £ 3R . De ce fait, 

pour tout SQ e 3R , il existe deux constantes et indépendantes de (x,y) e U x TJ 

et de t e ]R+* telles que l'on ait 

(3) q2(s,s2,v,w) 
- 5? 
2 

< C j(s2~sj) 
-C Iv-w| 

S2 Sl 

pour , v -̂ m _̂ ms, < s„ < s et (v,w) e IR x 3R .1 2 o 

-4-
De plus on a, lorsque s ~> 0, uniformément en (x,y) £ U x TJ et t e 1R , en 

v £ 3Rm, en ( s j , s 2 ) e IR ̂  tels que 0 < s ̂  < s 2 * s, 

q2^S1's2'v'v) 

_m 

~ (2TT) 2 [det 

_2 

a (s,v)ds] 

avec 

aÜ(s,v) = f 1 0 0 

g k v + ^ e j ) 

En particulier, on obtient lorsque t -> 0, uniformément en (x,y) £ U x U, 

(4) q2(0,t,0,0) 

_m _i_ 
2 2 

(2TT) t [ 
 

det f gt - 1 l( -se )ds -2 62Jo 
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3.3. La formule de Cameron-Martin (cf. chapitre 1 de M. Chaleyat-Maurel) va nous 

permettre de comparer et q^. En effet si p J et P^ désignent respectivement les 

lois des trajectoires de &.j et GL̂ , est s°luti°n du problème des martingales as­

socié à (OjVja^b*") avec bt(s,v) = (b, . . . b^,...)(v + fel^ et eSt s°luti°n du 

problème des martingales associé a (0,v,a^,b^ + atc) avec at"c(s,v) = ( — 0 , . . p) 

Il résulte de la forme particulière de a1- que c(s,v) = (-^-—^^-,0,...,0) . On en dé­

duit (théorème 5 .1 du chapitre 1) que 

^1 
dP^ 

r-d(x,y) = exp[ ¡7^-
rt 

b ( X g + î ej)ds) 
d (x,y) 

2t J 

OU dési gne la première coordonnée de X . 

Alors si D est un voisinage de 0 dans 3Rm, on obtient si PV désigne la loi des 

trajectoires du processus 

P°[Xt E e, + D] - pOCXt E D] = E°[ 1 ^ ) — - ff ] 

= exp Z d (x ,y ) 
exp 2t 

E2[1D(xt)^x,y(x[;o,t])] 

où ^(X[0>T]) = exp[ d(*'y) (f b(X + f e.)ds - x})] 
Z JQ s c 1 t 

la variable X|-Q ^ ̂  indiquant que ^(XJ-Q t-j) dépend de Xg pour 0 < s < t. 

De ce fait, on a uniformément en (x,y) e U x u et en t < SQ, 

1 im 

D ^ 0 
mes D P°[Xt e e j + D] = q(t,0,e]) 

et lim 1  
mes D 

P°[X. e D ] 
2 t 

= q!;(0,t:,0,0) 

où mes D désigne la mesure de Lebesgue de D. 
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Par suite, 

q(t,0,ej) 
- cT(x,y) _ . 

: exp 2t — 
D 

_ i-_E°(1D ( X t ) *(X[Q)t])) 

_ exp -d2(*>y> 
exp 2t 

.lira !—r [Po(X. 
) ̂  0 mes D i t 

e D) E°(<f)(X[0 t])/xt e D) ] 

. exp - d2(x^y) 
exp 2t 

q^CO,t,0,0) D 1 ; ; E2(^(x[o,t])/xt e D)-

3.4. Connaissant le comportement de q2(0,t,0,0), il sTagit d'étudier le dernier 

terme de l'égalité ci-dessus. Or ce dernier revient à conditionner le processus Gr̂  

par = = 0. Ces processus conditionnés ou "ponts" sont, lorsqu'ils sont associés 

à une diffusion, l'objet du paragraphe 5 de l'article de Molchanov et il y est déter­

miné leur densité de transition conditionnelle. 

Dans notre cas particulier, le terme à étudier est simple et un calcul direct 

va nous permettre de prouver le lemme suivant : 

3.5. LEMME. Lorsque t -± 0, nous avons, uniformément pour (x,y) e U x U, 

Dlim E°(4.(X[0jt])/Xt e D) - e x p ( ^ f ^ ) Ç 5(|e])ds). 

Preuve : Posons d = d(x,y). Nous pouvons écrire 

E2(*<X[0,t])/Xt e D) = exp(^ Mfepds) E2WX[0,r])/Xt £ D) 

où *(X[0)t]) = exp[^(-X^ + j (b(Xg + |e]) - b(|e)))ds)]. 

Il va s'agir de montrerque si on considère 

A(t,D) = | 1 - E ° (* (X[0 ) / X t e D)|, 

alors lim (lim A(t,D)) = 0 uniformément pour (x,y) e U x Tj. 

' N o 0 N 0 
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Comme d'après ( 1 ) , ||b|| et ||db|| sont bornés par C, il résulte de l'inégalité 

|] ~ea| < |a| e^a^, vraie pour a e TR, que 

a(t,D) < l E°[(|x*| + cj" |X s|ds) exp(^|x*| + 2 Cd)/X t e D ]. 

Puisque est un processus de Markov, nous avons 

E°[([ |X Ids) exp(^|xM)D z j0 s t t = E°(|Xs| exp(J|xJ|)/Xt € D) 

h(z) exp(^Iz j I)dz 

q!j(0,t,0,z)dz 

avec 
•t r t t 

h(z) = |v| q?(0,s,0,v) q (s,t,v,z)ds dv, 
. n Jmm 

et z la première coordonnée de z dans IR™. 

De plus, 

lim E°[|xH exp(^|x*|)/X. e D] = 0. 

Par suite, si h est continue en 0, on obtient 

lim A(t,D) < ~ exp(2Cd) — h(Q) . 
D \* 0 q2(0,t:,0,0) 

En fait ce n'est pas h que l'on va étudier, mais la fonction suivante qui 

majore h, pour t < t , d'après (3), 

hj(z) exp(-C2 ̂ ZL ) = ^ |v| 
J П J TD 

, „ I z-v12 -m/2. .-m/2, exp (-C,1——1—)s (r-s) ds dv. 

Il est facile de voir que 

V * ) - ^ t - (m+1) /2 « p < - c M - > f f /s(t-s) |v+z / , 1 
2 

|exp(-C2|vI )ds dv 

et si IzI < e, alors 
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/s ( t, s) I v+z / = Ç = Y |exp(-C2|v|2) < /s(t-s)|v| exp(-C2|v|2) + exp(-C2 |v| 2) 

et cette fonction majorante est integrable sur [0,t] x ]Rm. Il résulte alors du théo­

rème de Lebesgue que h est continue en 0 et de plus 

hj(0) = C2X t (m+l)/2 ( / s " s)ds)( |v| exp(-C?|v|2)dv) 
> 0 J]R 

= K, t-<m+1)/2 t2 = Kj t-(m-3)/2< 

D'où 

nlim A(t,D) < C - exp(2Cd) 
hj(0) 

q£(0,t,0,0) 

et il existe donc une constante K^, indépendante de (x,y) e U x u, telle que 

-(,m-i; / 2 
lim A(t,D) < K — — 
^ 0 qho,t,0,0) 

Or on sait d'après (4) que, lorsque t -> 0, uniformément en (x,y) e U x TJ, 

-- -- t --

q2(0,t,0,0) - (2TT) 2 t 2 [det j f V ^ e ^ d s ] 2. 

D'où _m _m 

q2(0,t,0,0) ~ (2TT) 2 t 2 [det J g'^se^ds] 2. 

Comme les coefficients de g sont uniformément bornés sur (p(U), pour 

(x,y) e U x îj, on en déduit qu'il existe une constante , indépendante de 

(x,y) e U x TJ, telle que 

q2(0,t,0,0) > K3 t m/2. 

En conséquence, pour t < t , 

2 1 /2 
lim A( t,D) < — t 

D S.0 K3 

et ce dernier terme, indépendant de (x,y) e U x U, tend vers 0 lorsque t 0. D'où 

le lemme. 
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3.6. Equivalent de q(t,0,ej) en temps petit : 

Nous avons montré que 

qCt.O.e,) ~ exp( d^X,y)) q*(0,t ,0 ,0) exp[d(*'y) j b(|e,)ds] 

et connaissant un équivalent de q£(0,t,0,0), nous en déduisons que 

, ^ N . „ N —m/2 —m/2r , 
q(t,0,ei) ~ (2TT) t [det f1 --1 "2 

g (se )ds] 
exp[ d <X»y) +d(x,y)|1b(se1)ds]. 

Comme la géodêsique de longueur minimale y joignant x à y est paramétrée par 

[0,1], l'image de y(s), s e [0,1] par la carte locale semi-géodésique (p^ est se^ 

et J L [ Y ( s ) : 
1_ 

d(x,y) £ < Y ( s » . 

Par suite, 

g(se1) = g(y(s)) 

et b(se1) = b(y(s)) = d^TTy Ll Ä bn det g(^(s)) + <Y(y(s)), y(s)>] 

et donc, si nous posons A(x,y) 
f1 

< Y(y(s)), y(s) > ds, nous obtenons 
J n 

e x p [ d ( x , y ) f b(se )ds] 
J n 1 

1/4 - 1IU 

= [det g ( y ) ] 7 [de t g ( x ) ] W^ e x p ( A ( x , y ) ) 

D'où 

(6) q(t, <()(x), (j>(y)) = q(t,0,e]) ~ (2-n-t) m/2 H(x,y) 
2 

-d (x , y) . . v _ 
exp[ TT— + A(x,y)] 

si H(x,y) désigne [det g 1(x)]1/4[det g 1 (y) ] l/4[det | g 1(y(s))ds] 1/2, 
J 0 

et cet équivalent est uniforme pour (x,y) e U x U. 

4. Retour à la variété. 

4.1. LEMME. Soit M une variété et S une diffusion sur M de générateur différentiel 

elliptique à coefficients localement holderiens. On considère sur M deux ouverts V 

et W tels que W ^ v et tels que la frontière 3W soit compacte. Si TT est un volume 

riemannien, on désigne par p (respectivement p^) la version continue de la densité 
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par rapport à TT du semi-groupe de transition de (P (respectivement du processus in­

duit tfv;. 

Alors pour tout t e H+J, il existe une constante réelle positive B telle que 

l'on ait 

V( t,x,y) € [0, tQ] x W x W 

(7) 
p ( t,x,y) 

0 < 1 j~ r 
P( t,x,y) 

< B sup 
0<s<t 
Z69W 

pv(s,z,y) 

P( t5x,y) 

Preuve : Elle découle immédiatement de la relation entre p et p^ obtenue par 

R. Azencott (ch.II, corollaire 4.3). En effet on a, pour tout (t,x,y) e 1R+ x M x W, 

p(t,x,y) = I (x)p (t,x,y) 
* 

h Pv(t-s,z,y) dv (s,z) 
j[0,t]x8W 

+ 
où Vx est une mesure de Radon positive sur IR x 3W telle que pour tout compact K de 
]R x 9W, sup V (K) soit fini, 

x e M 

On en déduit alors que, pour tout (t,x,y) e [0,t^] x W x W, 

p (t,x,y) < p(t,x,y) < B sup p (s,z,y) 
0<s<t 
Z£8W 

où B = sup 
x e Tv 

V ([0, t ] x 8W). D'où le lemme. x o 

A l'aide de ce lemme, on va pourvoir prouver selon le schéma donné en 2.3 l'é­

quivalence de q et de q ̂  pour un certain V, puis de p^ et de p. 

4.2. Equivalence de q et q . 

Selon les notations du paragraphe 2, à un point xq quelconque de M, on a associé 

un ouvert U contenant xq, tel que, pour tout x et y de U, il existe une carte semi-

géodésique (j)̂  y : U >lRm. Nous allons montrer qu'il existe deux boules ouvertes 

W, et V centrées en x vérifiant W, c V c V e U, et trois réels positifs t , c, <$ tels 1 o 1 o 
que, pour tout (t,x,y) e ]0, tQ ] x x , on ait 

(8) 
qv(t,4>x>y(x), ^x>y(y)) 

q(t,ct> (x), 4> (y)) 
1 < C exp(- ̂ ) 

68 



GÉODÉSIQUES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT V 

D'après le lemme 4.1, il s'agit de majorer qv(s,(J> (z),(J) (y)) pour 
v x, y x, y _ 

(s,z) e ]0,tQ] x 3W, W étant un ouvert de frontière 9W compacte et vérifiant W ci V, 
et de minorer q(t,cf> (x) , (f) (y)). 

n x,y x,y 

Cette dernière minoration s'obtient immédiatement, à l'aide de l'équivalent de 

q(t,4> (x),(f) (y)) = qCtjOje.) obtenue en 3.6, et pour c > 0 donné, il existe donc, 
x, y x, y 1 _ 

si V est une boule ouverte de centre xq telle que V c U, deux constantes réelles po­

sitives tjet C telles que, pour tout (t,x,y) e ]0,t^] x V x V, on ait, 

q(t'*x,y(x)'<,)x,y(y)) 
- n r "d (x,y)-£n 
^ Cj exp[ 2E ]* 

En outre, il découle du théorème 4.2 du chapitre 4 (P. Baldi), que l'on connait 

un majorant de q(t,v,w),v,w e ]Rm. Plus précisément, il existe deux constantes réelles 

positives et C^ indépendantes de (x,y) e U x U et un réel positif tels que, 
-î  -i ^m _m pour tout (s,v,w) e ]0,t¿] x ]R x 3R , on ait 

_m 
2 

q(s,v,w) < C^s 

„ i i 2 r _c3 v-w -, exp[ -~ 1 s ' — ] • 

Par suite si W est une boule ouverte de M de centre x telle que W c V, et si 
-I ° 

note X un minorant des valeurs propres de g sur U, on en déduit que, pour s < t 
et (x,y) e V x y, 

sup q(s,<j> (z) , cb (y)) 
Z£ W X,Y 

< sup C s 
Z£ W 

-| -AC3d(z,y)2 
exp [ — ] 

_m 
< C2s 2 

9 
-ÀC3d(y, W) 

.xp[ - - - ] . 

En conséquence, pour e > 0 donné, il existe un réel >0 suffisamment petit t^ et 

une constante réelle positive C, tels que, pour s < t~, 

sup q(s, * (z) , <f> (y)) 
zeW 

- C4 exï 
-XC d(y, W)2+ e 

2 

Supposons que le terme -XC^d(y,8W) + c soit négatif, ce qui impose en particu­

lier à y de ne jamais appartenirà 3W, alors, pour t < t^, 

sup 
0<s< t 
ze W 

q(s**x,y<z)'*x,y<y)) < C4 exp[ 
-XC d(y,3W) + e 
__3 _ : 

et par suite, si t < inf(tj,t^), 
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sup 
0<s<t 
ze3W 

qv(s,4>x>y(z),c^y(y)) 

q(t,x,y) 

C4 -2XC3d(y,8W)2 + d2(x,y) + 3e 
< — exp[ ] 
Ll t 

De ce fait, si on montre que pour x et y bien choisis, le terme 
2 2 

B(x,y) = - 2ÀC d(y, W) + d (x,y) + 3 e est majore par un réel 5 négatif, la rela-
C 4

 1 

tion (8) sera prouvée pour t < t = inf(t.,t ) , C = ~— et ô = - ô . On peut remar­

quer que si B(x,y) est négatif, il en est de même du terme -\C^d(y, W) + e et la 

condition imposée plus haut est automatiquement vérifiée. 

Notons 23 le rayon de la Boule ouverte V de centre x^ et posons W = L5(Xo,3) 

boule ouverte de centre et de rayon 3- Nous allons imposer à x et y d'appartenir 

à une boule = 33(xo,a3) strictement incluse dans W, c'est-à-dire que a < 1. Alors 

d(y,9W) > 3(1-ot) • 

D 'où B(x,y) < -2XC 32O-c02 + 4a232 + 3e . 

On peut alors choisir a suffisamment petit pour que = - 2 X C ^ (3 ( l ~ o t ) + 4 a 3 

soit strictement négatif, puis e petit pour que = + 3 c soit encore négatif. 

Alors la relation (8) est vérifiée pour x et y appartenant à = £5(x Q , a 3 ) et pour 

t < t = inf(t ,t ) , t dépendant de e. 

4 . 3 . Conséquence. Il découle de (8) que, uniformément pour (x,y) e x W^, 

q v(t,0 (x),<J> (y)) ~ q(t,(j) (x),cb (y)) lorsque t •> 0. 

De plus, si py est la densité de transition par rapport au volume riemannien de 

¿5* , processus induit du processus 1? sur M de générateur différentiel L, on a vu 

(2.2) que 

p (t,x,y) = det g(y) 2 iv<t,<f>x>yOO,<l>x>y(y» 

Il résulte donc de l'équivalent de q obtenu en 3.6 que, uniformément poui 

(x,y) e W x w , lorsque t -> Q, 

Pv(t,x,y) ~ (27Tt) W 2 H(x,y) exp[-d (2^y) + A(x,y)] 

avec H(x,y) = det g(y) 

i_ 

2 H(x,y) = [det g"1(y) det g"1(x)]1/4[det - 1 , , v u -1/2 
g (y(s))ds] 

et A(x,y) = < Y(y(s)), y(s) > ds. 
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Si nous montrons que, pour t petit, p(t,x,y) est équivalent à pv(t,x,y), la 
proposition 1.4 sera prouvée. 

4.4. Equivalence de p et p y 

Des arguments analogues à ceux utilisés ci-dessus permettent de prouver l'exis­
tence d'une boule ouverte W 0 de centre x vérifiant W 0 <= W, et de trois réels posi-

2 o z l r 

tifs t', c', 6' tels que, pour tout ( t,x , y ) e ]0,t'] x w ? * w , 
on ait 

p v(t ,x,y) 
p(t,x,y) 1 < c' exp(- -̂ -) . 

La démonstration de la proposition est alors achevée. 
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CHAPITRE 6 

CHAMPS DE JACOBI ET DÉRIVÉE DE L'APPLICATION EXPONENTIELLE 

par 

Jacques GRANARA 

Le but du présent chapitre est de préciser quelques notions de géométrie rieman­

nienne ; cela permet d'abord de définir la notion de coordonnées semi-géodésiques en 

fonction de conditions initiales ; ensuite de connaître leur comportement lors de 

variations de ces conditions dans de petits ouverts. Ces coordonnées sont utilisées 

dans le chapitre 5 pour obtenir un équivalent de p(t,x,y) ; y intervient le détermi­

nant de l'exponentielle à origine fixe : on le calcule ici à l'aide des champs de 

Jacobi, puis on en donne une interprétation géométrique intrinsèque. 

1. Variations par géodésiques et champs de Jacobi

Considérons une variété riemannienne M de classe C^ avec k > 4 ; la variété dif-

férentille sous-jacente est de classe Ĉ " .̂ Soit y un chemin de classe C n (n > 1) 

d'un intervalle I de E dans M. Soit enfin I?* un voisinage ouvert connexe de l'origine 

dans TR . 

1.1. DEFINITION. Une £-variation de y est une Cr-app1ication a de I x |/ dans M telle 

que a(.,0) = y où r > 1. 

On précisera que a est une variation par géodesiqueslorsque, pour tout u e tf, 

a(-,u) est une géodésique (en particulier y) ; notons au passage que les géodésiques 
k+ 1 

sont de classe C 
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1.2. THEOREME. Soient y une géodêsique de K et a une ̂ -variation de y de classe Cr 

avec r > 3 ; a est une variation par géodésiques si et seulement si pour tout i, 

y y ^a _ r> /9a 3a , 3a 
3a V3a 3u. C3t '3U . ;3t' 
9t ir 1 

où R est le tenseur de courbure de M, conformément aux notations de Helgason, et en 

opposition avec celle de Milnor : X,Y, étant des champs de classe c\ Z un champ de 
2 

classe C , on a R(X,Y)Z = VVVVZ - VVVVZ - V/v NZ ; au point a cette quantité ne dé-
A Y Y A (A, Y) 

pend que de X , Y et Z . Si x est une coordonnée de x I (u. ou x) t~ désigne^ a a a i dx 
da • TT- • 

3x 
Démonstration. D'après la définition 1.1, a est une variation par géodésiques si et 

seulement si V~ = 0 or V„ ~- ( 0 , . ) = 0 ; donc une condition équivalente est 
3a dx 3a 3t 
3t ."57

que pour tout i, v 
3u. 
i 

^3a 
3t 

ou 

3t 
0, ou encore que pour tout i, 

3a da 
3t 9u.i

3q 
3t 

, 0 /3a 3a. 3a 
+ R(9lT'9T)3T 

: 0, ou enfin que pour tout i, 

V3a V3a 
3t 3t 

3a 
u. 
i 

_ , 3a 3aN 3a 

1 

Ce résultat conduit à la 

1.3. DEFINITION. Soit y une géodêsique de M et W de champ le long de y. On dit que 
dy dy 

W est un champ de Jacobi lorsque W = "̂̂ jr» W)-^- * 
dt dT 

Pour d évidentes raisons de commodité, cp étant un chemin C de M, de domaine I, 

f étant une fonction dérivable sur I, X étant un champ de vecteurs dêrivable le long 

de (J), nous conviendrons de noter f, X, cf) les dérivées respectives d(j), df, 

V^^X, V^dcJ), . . . et ainsi de suite pour les dérivées d'ordre supérieur ; notons au 

passage qu'ici d(J) = dcj). — = ^~ et df = L'équation définissant les champs de 

Jacobi s'appelle "l'équation de Jacobi" ; avec les présentes notations, elle devient 

W = R(y,W)y. Cette équation peut être exprimée sur les composantes des champs dans 

une base orthonormée de champs parallèles le long de y : ce peut être utile dans le 
k 

cas d'espaces symétriques. Notons que les champs de Jacobi sont de classe C . 

k 

1.4. PROPOSITIONS. M étant une C variété riemannienne (selon la convention du début 

de ce paragraphe) de dimension m_, soit y une géodêsique de M : 

a) L*ensemble des champs de Jacobi le long de y est un espace vectoriel de di­

mension 2 m., un tel champ W étant déterminé par ses valeurs initiales W(tq) , W(TQ) 
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arbitraires dans T , NM. 

y(x ) 
b) W est partout normal à y (orthogonal à Y ) si et seulement si W(TQ) e~l W(TQ)

sont normaux à y. 

o) L'espace des champs de Jacobi normaux à Y est de dimension 2(m-l).

d) Tout champ de Jacobi tangent à Y est de la forme (A+B )Y(T) OÙ A,B sont des

constantes, (démonstrations triviales). 

Il importe de voir que tout champ de Jacobi dérive d'une variation par géodé­

siques. Plus généralement, I étant un intervalle compact, Y une géodésique I ̂  M et 

W ,..., Wn des champs C le long de Y ; on a : 

1.7. PROPOSITION. W W£ sont des champs de Jacobi si et seulement si il existe 

une variation par géodésiques OL de Y telle que pour tout i 

P- (.,o> = w. du. 11
Démonstration. La partie directe est conséquence immédiate de (1.2) ; montrons la 

réciproque : pour cela choisissons un élément s de I et appelons 3 l'application de 

B dans M telle que 3(u) = exp(£u^W^(s)) où B est une boule de centre 0 de et de 

rayon assez petit pour que 3 ait un sens ; 3 paramètre une surface dégénérée ou non 

qui nous servira de surface de départ de la variation. 

Soit z un champ le long de 3 tel que z(0) = y(s) et V z = W.(s). Posons 

!tl7(0) 

a(x,u) = exp ( (T-S) Z (u) ) pour u c ["""£, e ] ^ et T e I ; cela est possible pour e suffi­

samment petit car I est compact. Il est clair que : 

1) a est une variation par géodésiques de y.

i i 
2) l ^ í s . O )

1 = ж ( 0 ) =w.(8) 

3) a ( x , 0 ) = Y(T) (= exp((T-s) y(s)).)

4> V3a ál7<8'0> 
37 1 

- V . |^(s,0) 

9u. 
i 

= V . z = W. (s) 

8a i
3u. 
i 5) d'après 1), 2) et 4 ) , -^^-(.,0) le champ de Jacobi de valeurs initiales W.(s)

i 1
et W.(s) : donc -^-(.,0) = W. .r du. 1

1 

2. Dérivée de l'exponentielle

Soient M une variété riemannienne, a un point de M, x un vecteur de T M et y 75 
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un vecteur de T (T M) . L'application a de [-£,£] x [0,1] dans M définie par 
a(x,u) = exp x(x+uy), où e est assez petit est une variation par géodésiques : 
a(.,u) est la géodêsique issue de a et tangente à x + uy (élément de l'espace vec­
toriel T M) donc -^--|^(0,0) = V. |^(0,0) = y. Ainsi -^(.,0) est le champ de Jacobi 

a du dx da dx du 

W le long de a(.,0) tel que W(0) = 0 et W*(0) = y. Par ailleurs a(l,u) = exp(x+uy) 

donc = exP̂ .*y* 

Soit exp^.y = W(1). 

donc 
du 

= exp^.y. 

Soit exp'.y = W(1). 

3. Coordonnées semi-gëodésiques 

k 
Considérons une variété riemannienne M de classe C (k > 4) , une géodêsique y de 

M injective et une hypersurface S de M non dégénérée et normale à y en y(s). Soit & 
k- 1 

un voisinage ouvert de y (dans M). Supposons donné un système de coordonnées C de 

<J, notées x, u.,..., u Notons a la carte ainsi définie. 
I m— 

3.1. DEFINITION. On dit que les coordonnées sont semi-géodésiques autour de y lorsque 

sont réalisées les conditions suivantes : 

1) pour tout élément x de I, domaine de y, y(x) = a(x,0). 

2) pour tout u, a(.,u) est une géodêsique. 

3) ||~JĴ r|| est constant (ne dépend ni de x ni de u) . 

4) a(s,.) est une immersion d'image SOC? 

5) —^(s,.) est normal à S H â en q(s,.). 
HT 

On voit que, si le domaine de q est de la forme J x /\}y où est un voisinage ou­

vert connexe de 0 dans IR™ * et J un intervalle ouvert, a est une variation par géo­

désiques pour un prolongement de y (conditions 1) et 2)). Si I est compact, on pourra 

se ramener à ce cas en diminuant l9. Dans ce cas on a de surcroît : 

3a 3a ^ /• i i \ c — , — > = 0 ( i= 1 , . . . , m- 1 ) 
3u^ 3x 

preuve 3 3a 3a 
: 3x < 3x ' 3u. 

y _3a 3a 
< 3a 3T ' 3u. 

3x 1 

> + < _3ql 
3x ' v3a 3u. 

3T 

V ^ -
3a 3x 
3x 

0 car les a(.»u) sont géodésiques 

da v da 
< 3x ' 3a 3u. y 

3x 

< _3a y da 
3T ' 3a 3x 

3u. 
i 

1 ^ 3a 3a = n 
2 3u. K dT ' 3x > 

3a 3a car < — , — > 3x 3x 
est constant (condition 3)) 

donc d da da ~ comme on a aussi 3q 3q 
3T ' 3u. > 

(s,u) = 0 et que le domaine 
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est de la forme *\} x J, < , ̂  > est partout nul. Notons que les hyper sur f ace s 
i 

q(x,.) sont ici parallèles, au sens où sont parallèles des sphères concentriques. 

Voyons comment on peut construire une telle application a ; l'analyse nous fournit 

la 

3.2. PROPOSITION. Soient M une C^-variété riemannienne de dimension m (cf. §1), une 

géodésique y : J -> M et q : J x \>-> M vérifiant les conditions de la définition 3.1. 

Si W. = -—^-(.,0), W. est normal à y et < W. ,W. > = < W.,W.>. 
i 3u. ' J i ' i J J i 

-n , ^ 3q 3q Preuve : < —— , -r— u. 3x i 
= 0 : en particulier < W^,y > = 0. D'autre part 

3 da da 
3Uj < 3ui ' 3x 

= 0 soit encore 
3a 3a 3a 3q 

: < 3u7 ' 37 =• + < 7ÏÏ7 ' *Jto_ 37 '- = 0 ; on 
du. 3u. 
J J 

échange les dérivations dans chaque terme, on élimine les premiers termes ce qui 
3q n 3q 3q v? 3q 

donne < , ^ — > = < -g— , âTT7 > * 
"37 J -1 ~9r 1 

Donnons nous donc une C^-variété riemannienne M de dimension m, une géodésique 

y de domaine [O, si compact et des champs de Jacobi , . . . , j normaux à y tels que, 

pour tout T, Wj(T),..., W^_j(X) soient indépendants (ils constituent donc une base 

de l'espace normal à y en Y(T)) ; supposons vérifiées pour tous i,j les conditions 

<W.,W.> =<W.,W.>. Donnons-nous enfin un nombre e > 0 assez petit pour pouvoir poser, 
J 1 -, r-m-1 

pour tout u dans ]-£,£[ , 

3(u) = exp(£ u.W.(O) - \ t I u.u. < W. (0) , W. (0) > ] ^ ~ ) . 
i 1 1 i, j 1 J J 

Un tel £ peut être choisi assez petit pour que 3 soit une immersion. Remarquons 
k 

que 3 est C ; on prendra £ assez petit pour que soit défini un difféomorphisme q de 

]-£,s+£[ x ]-£,£[m * par q(x,u) = exp(Xz(u)) où z est l'unique champ continu normal 

à 3, de norme ||y(0)||, valant Y(0) en 3(0); ceci est possible grâce à la compacité 

de [0,s]. a est solution du problème dès que k > 4 comme le montre la 

3.3. PROPOSITION, q est un Ck 1-diff'éomorphisme de ]-£,s+e[x]-£,£[m 1 dans un voisi­

nage ouvert de Y dans M ; les coordonnées ainsi définies sont semi-géodésiques autour 

de y dès que k > 4. 

k— 1 

Démonstration. Le champ z est de classe C ; le reste ne présente aucune difficulté 

Remarquons que Y(0) n'a aucun point conjugué le long de Y prolongé à ]-£,s+£[ 

(voir chapitre 7 ). 

De plus q est entièrement déterminé par les données suivantes : 
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Y(0), Y(0), s, W (0),..., W , W (0),..., W .(0), e ; si l'on fait varier ces 1 m—1 1 m—1 r r— 1 3 données de façon C (4 < r < k) ; alors a est fonction C de ces données donc C 

au moins. 
3 . 2 

Par ailleurs, a étant au moins C , l'expression de g dans a est au moins C . 
Dans une optique de cartes on a le 

3.4. THEOREME. On peut recouvrir M par des ouverts U munis chacun d'une application 

]p de TU x u dans 3Rm telle que les applications u H> \p( (X,X) ,U) (notée \p ) sont des 
k-1 . . . x' 

cartes semi-géodésiques sur U de classe C > ̂ x x vérifiant3 avec les notations de 
la proposition 3.3 y(0) = x, y(0) = X., et les dérivées partielles de \p par rap-

x, X 

port à u( = ( u j , . . . , j ) ) sont, jusqu'à l'ordre k-1., uniformément bornées en ((x,X),u) 

sur B x U où B = {(x,X) |x £ U, X e T M, ||x|| < 1}. 

Preuve : il suffit de choisir pour Xq fixé, un ouvert relativement compact U possé­

dant x^ ; le reste s'ensuit trivialement par argument de compacité de U et des do­

maines des paramètres auxiliaires figurant au 3.3. (ces domaines pouvant être rendus 

arbitrairement petits. 
k- 1 

Notons que si m est pair, on peut rendre \p de classe C globalement (par rap­

port à((x,X)îu)) ; pour m impair, \p ne peut être continue : on s'en convainc aisé-
3 

ment en prenant pour M l'espace euclidien 1R . 
3.5. THEOREME. On peut recouvrir M par des ouverts U munis chacun d'une application 

<p de dans 3Rm telle que l'application u i-> p(x,y,u), notée (p est une carte semi-
k-1 . x'y 

géodêsique de classe C vérifiant, avec les notations de la proposition 3.3 : 
y(0) = x, y(l) = y, et les dérivées partielles de (p par rapport aux compo-

x, y ^ 
santés de (u^,..., u^^) sont, jusqu'à l'ordre k-1 uniformément bornées sur u . 

Preuve : on se ramène au théorème précédent pour U assez petit en déterminant X tel 

que y(0) = X et y soit la géodêsique minimale allant de x à y ; les cartes sont alors 

les mêmes, quitte à diminuer uniformément l'ouvert U. 

4. Expression des champs de Jacobi normaux le long de y lorsqu'est donné un système  

de coordonnées semi-géodésiques autour de y 

k 

Donnons-nous une variété riemannienne M de classe C et une géodêsique y de M. 

Soient X,Y deux champs de Jacobi le long de y ; on a : 

4.1. LEMME. La différence <X,Y> - <X,Y> est constante le long de Y 
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Preuve : <X,Y> = <X,Y> + <X,Y> = <R(y,X)y,Y> + <X,Y>or <R(y,*X)y,Y> = <R(Y,Y)Y,X> 

car R a la propriété de symétrie suivante dont le lecteur se convraincra aisément en 

se plaçant dans une carte 

<R(U,X)V,Y> = <R(V,Y)U,X> 

donc -f- <X,Y> = -f- <Y,X> 
dx dx 

Soit a un système de coordonnées semi-géodésiques autour de Y » notons le 

champ (.,0) : c'est un champ de Jacobi normal à y, et les W.(x) constituent une 

base de l'espace normal à y en y(x). Soit X un champ normal à y > décomposons-le sur 

cette base : X = £ x^U\. X est-il un champ de Jacobi ? des équivalences sont données 

par la 1 

4.2. PROPOSITION. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

i) X est un champ de Jacobi 

ii) pour tout j, <X,Wj> - <X,Wj> est constant 

iii) pour tout î, Y x. < W. , W. > est constant 
i 1 1 J 

d v * 
t-V) pour tout j, V\ x^ < W_^,Wj>]= 0 

Preuve : l'équivalence (iii) < > (iv) étant triviale, montrons que 

<x,w.> - <X,W.> = V x, < w.,w.> 
J J ? 1 1 J 

X = y x.W. + y x.W. donc v i i v i l i i 

<x,w.> = Yx. <W.,W.> + Yx. <W.,W.> 
i i 

<x,w.> = yx. <w.,w.> = yx. <w.,w.> 
1 J 1 J 

d'après 3, d'où le résultat par différence ; cela prouve que (ii) < > (iii) 

(i) "• > (ii) résulte de 4.1. 

Il reste à montrer que (iv) (i) : les équations de (iv) forment un système 

différentiel linéaire d'ordre 1 ; cherchons)en les solutions : la première intégra­

tion ramène à (iii), soit : 

yi. <W.,W.> = C. (j=l,...,m-I) 
4-1 i j J 

Notons JT(x) la matrice des <W_^(x), W^(x)> : elle est définie positive car les 

W^(x) sont indépendants ; les solutions sont donc de la forme : 

x (x) = x (0) + i f t X x '] C ds 
jJo ij J 
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Les solutions forment un espace vectoriel de dimension 2(m-l) et tout champ de 

Jacobi normal est solution d'après le schéma (i) — > (ii) < > (iii) <—> (iv). Comme 

l'espace des champs de Jacobi normaux est de même dimension, il y a coïncidence des 

espaces, d'où le résultat. Remarquons au passage que, de ce fait, le système (iv) 

exprime l'équation de Jacobi en coordonnées semi-géodésiques autour de y. 

Autre remarque : si W^(0) est orthonormée, x^(0) = C^. 

5. Expression en coordonnées semi-géodésiques du Jacobien de exPa en x, pour un 

point a de M et un point x de T^M. 

Soit (z,,..., z ) une base orthonormée de T (T M) assimilé naturellement à T M, 
1 m x a a 

avec x = llxl z . Posons é ( T , u, , . . . , u n) = T(X+U.Z, +...+ u .z ) et 
11 11 m r ] m-1 1 1 m-1 m-1 

a(x,u) = exp CJ)(T,U) ; considérons la géodêsique de M a(.,0) notée ici y et dont a 

est une variation par géodésiques ; on a : -J^-(T,0) = xz. et CF)(x,0) = x donc 

^a (T,0) = [exp ]'. xz. ; notons Y. le champ de Jacobi ^a (. ,0) (le long de y) : du. a i i du. 
I X i 

Y.(0) = [exp 1'. Oz. = 0 ; calculons Y.(0) 
i a i i 

Y!(0) = V „ ^-(0,0) = V |^(0,0) ; or -|^(0, u) r T M qui est un espace vectoriel ; 
1 d du^ d dX dX a 

3x 3U . 

donc V a |a (0 ,0 ) = ¿ f * (0,0). 

1 

f^O.u) - [expa]' |f(0,u) = [expa]'. ( x - ^ z , • u^.z^.,) 
o o 

-^(0,u) = x + u z +...+ u z car [exp ]' = id donc T~— -~-(0,u) = z. soit 
dx 11 m-1 m-1 ra T M du. 3x i 

n a ^ 
Y.(0) = z,. 

Ainsi est le champ de Jacobi le long de y déterminé par les conditions ini­

tiales Yi(0) = 0 et Y.(0) = z.. 

5.1. PROPOSITION. Le Jacobien au point (x,0) de § est |[x||x et celui de a au même 
1/2 

point est ||x||[det A(T) ] où G£(T) est la matrice carrée symétrique constituée par 

tes <Y. (x) , Y. (x) > . Le Jacobien de exp au point cj)(x,0) est te rapport de ceux-ci, 
1 J 1/2 a 

soit x1_m[det ( x ) ] 

Preuve : 1) pour è : -T-^-(T,U) = XZ. et -r-̂ (x,u) = x + u.z1 +...+ u ,z 
v r 3u. i 3x 11 m-1 m-1 

i 
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3d> 3é 8d) u M m-1 
A -R-L- A. . . A = X A T Z , A . . . A T Z , = X iï Z A A. . . A Z . 3x 3u 3u 1 m -1 11 " m 1 m-1 

donc Il M A - M - A . ..A * * - \ \ 
du , 1 

m- 1 
• I U H T " 1 " 1 ( z z étant orthonormée) 1 m 

2) pour a : 

t^(x,o) = y (T) et ||y(T)|| = ||y(ô)|| = ||x|| 
d T 

^ ~ ( T , 0 ) = Y (T) 1 Y(T) d'où le résultat. 

1 / 2 
Soit à calculer [det tA] dans un système de coordonnées semi-gêodésiques au-

3 3 tour de Y ; notons 3 la carte de ce système, et W. le champ de Jacobi -~ (.,0) ; l du. 

(W^(T))^ étant une base de l'espace à Y en Y(T), décomposons les Y^(x) sur cette 

base : notons ̂ (T) la matrice exprimant les Y^(x) dans cette base ; on a 

AiT) = ̂ CO* <M(T) ̂ C17) avec la notation du 4 (CM(T) est la matrice des <W-̂  (T) ,W.. (T) >) 

donc detWt(T)] = [det cH(x)][det ^ ( T ) ] 2 soit [det A (x ) ] 1/2 = [det ^ ( x ) ] l / 2 |det^(T)|; 

d'après 4, et sachant que t|(0) = 0 , on a ^(T) = [ j 1 ( s) ds ] £ où t e s t constante et 

\j (0) = (̂ ^̂ 6 ; comme (Y^O),..., Y^_ } (0) ) est orhonormée 1̂ (0) *<H(0) 1̂ (0) = Id d'où, 

après un calcul élémentaire, det = [det J\(0) ] '̂ 2 ; cela fournit le résultat sui­

vant : 

5.2. [det (A:(T)]1/2 = [det (/1(0)]1/2 [ de t «M( T) ] 1 12 [det f <M 1(s)ds.] 
Jo 

Remarquons que [det(A;(x)] est un rapport d ' hypersurf aces infinitésimales : 
1/2 

Edet (̂,(x)J dUj,..., <ium_ j représente l'élément d'"aire" d ' hyper sphère éclairée 
dans M par l'élément d'angle solide (généralisé en dimension m) Il xll m+^ du, ... du 

1111 i m— 1 
<— sphère de centre a 

et de rayon || x|| x 

dans M géodes iques 

De même xm ^du^ ... du^_j représente l'élément d'aire d'hypersphère éclairée 

dans T M par le même élément d'angle solide. 

sphère de centre a 

et de rayon || x|| x 

dans T M 
a 
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6. Passage à la limite dans la formule du chapitre 5, intervenant dans l'équivalent

de la densité p(t,a,b). 

Dans cet équivalent apparaît un facteur H(a,b) valant 

[det g(b).det g(a)] = [det g * (y (s)ds] Or, avec les présentes notations 
J Q XY

introduites au paragraphe 4, g(y (s)) n'est autre quec^(s), d'où *
XY i/o i/o f 1 _ i № 

g(a) =<H(0), g(b) = J((\)9 donc H(a,b) = [(det ̂ (0) ) !/ (det JK( 1 ) 7 Z det ^(s) ds] 
-1/4 0soit H(a,b) = [det^(l)] , c'est-à-dire l'inverse de la racine carrée du j acobien 

de l 'exponentielle de base a. 

Que se passe-t-il lorsque l'on déforme la surface de départ B(«»0) ? Les cal­

culs gardent-ils un sens ? Le terme H(a,b) ne dépendant pas de cette surface (nor­

male à y en y(0)), le passage à la limite y est trivial même lorsqu'on fait dégénérer 

en y(0) les coordonnées semi-géodésiques. 
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CHAPÏTRF 7 

PROPRIÉTÉS EXTRÉMALES DES GÉODÉSIQUES 

par 

André BELLAICHE 

1. Les géodésiques et l'énergie 

1.1. Les géodésiques d'une variété riemannienne M ont été définies au ch. 3 

(Ph. Bougerol) comme les solutions de l'équation différentielle du second ordre 

V^c = 0. Rappelons que cette équation exprime que le vecteur vitesse c est transporté 

parallèlement à lui-même le long de c. 

On a aussi vu au ch. 3 les liens qui existent entre cette notion et celle de 

ligne de plus court chemin entre deux points. Et, de fait, c'est en raison de leurs 

propriétés de minimum que les géodésiques interviennent dans la théorie des diffu­

sions. On verra au ch. 9 le rôle que jouent dans l'évaluation asymptotique de la 

densité p(t,x,y) d'une diffusion les géodésiques de longueur minimale joignant x et y 

- dans le cas d'une diffusion à générateur elliptique, la métrique riemannienne étant 

celle définie au ch. 4. L'examen des démonstrations du ch. 9, ainsi que d'un autre 

côté celui des résultats de Ventsell et Freidlin [9] et d'Azencott [2], nous montre 

que l'intervention de ces géodésiques est surtout due au fait qu'elles réalisent le 

minimum de la fonctionnelle "énergie" 

E(c) = \ f1 ||ê(t)||2dt, 

parmi tous les chemins c : [0,1] »M d'origine x et d'extrémité y. 
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C'est ce qui justifie l'existence de ce long chapitre^ consacré à l'étude des 

géodésiques du point de vue du calcul des variations. 

Voici une brève description de ce qu'il contient. On prouve d'abord, ce qui vient 

d'etre affirmé : l'identité entre minimums de E et géodésiques minimisantes (1.7). 

On introduit ensuite une structure de variété différentiable de dimension infinie 

sur l'espace fi^ des chemins absolument continus c : T0,1] v M tels que c(0) = x, 

c(l) = y et E(c) < + °°. La fonctionnelle E devient une fonction différentiable sur 

fi et on retrouve les géodésiques non nécessairement minimisantes comme points cri-xy fc> -1 f 
tiques de E sur fi (2.3, 2.7, 3.2). 

xy 
On peut alors établir un 

véritabledictionnaire reliant les propriétés géométriques des géodésiques joignant 

deux points x et y au propriétés de la fonction énergie sur fi^ : le tableau suivant 

contient la plupart des résultats utiles et des définitions des §§1 à 5 et §7. On y 

suppose la variété M complète, ce qui assure l'existence dans fi d'au moins une géo­

dêsique minimisante (§6). 

Propriété de Propriété géométrique Réf 
la fonction équivalente 
E : Q 

xy 

y point critique y géodêsique 3.3 
de E 

y minimum de E y géodêsique de Ion- 1.7 
gueur d(x,y) 

y point critique J pour (x',yT) voisin de 4=̂  y est valeur 5.3 
non dégénéré de E \ (x,y) il existe une régulière de exp 5.4 

géodêsique y' joignant . . 
t - » _ -.i i • au point (y (0), y(0)) x a y t.q. 1 applica- ' 

tion (x',y' ) f—* y1 soit 
différentiable (stabi­
lité du point critique) 

y point critique on dit que x et y 5.1 
dégénéré de E sont conjugués suivant 

Y-

E possède au moins on dit que x et y sont 5.5 
un point critique j conjugués ; les points 
dégénéré j. conjugués d'un point x 

j . donné forment un ensemble 
|l J de mesure nulle  
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y minimum unique pour (x',y') voisin de y est la seule géo- voir 
et non dégénéré (x,y) il existe yT géo- désique minimisante ^ ̂  
de E désique minimisante joignant x et y et x 

joignant x' à y' t.q. et y ne sont pas conju-
11 application (x',yT)»-»Y gués suivant 
soit différentiable prolongée un peu 7.12 
(stabilité du minimum) au delà de y, y est 

encore minimisante 

E atteint plu- on dit que (x,y) appar- 7.1 
sieurs fois son tient au cut-locus de 
minimum ou pos- M ; le cut-locus est une 
sède un minimum partie fermée de mesure 
dégénéré nulle de M x M 

On prouve ensuite (8.3), et ceci est absolument essentiel pour les applications 

qui suivront, que les assertions contenues dans ce tableau restent toutes valables 

si l'on y remplace la fonction E par sa restriction à la sous-variété de dimension 

finie ^n'^, formée de géodésiques brisées aux points t. = 11, i = 1,..., n (cf. 8.2 
xy ° n h i n+1 

et 8.3 pour la définition de Q ' ) et y par un point de ^n>n. 

1.2. Soit M une variété. Un chemin dans M est par définition une application continue 

d'un intervalle [a,b] dans M. On notera C(I,M) l'espace des chemins de M paramétrés 

par I = [a,b] et on munira cet espace de la topologie de la convergence uniforme. 

Supposons maintenant M de classe et munie d'une métrique riemannienne (de 

classe C°). La longueur 

fb 
L(c) = ||è(t)||dt 

' a 

d'un chemin c : I — * M absolument continu est toujours finie. L'énergie de c est dé­

finie comme 

1 r 2 
E(c) = i ||c(t)|rdt 

J a 

et peut prendre la valeur + «> . Pour c e C(I,M) non absolument continu on pose E(c) = +°°. 

1.4. On a entre énergie et longueur la relation 

< » E(C) 2 2 l S y 
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qui découle de l'inégalité de Schwarz ([b||c(oi!2<it)2 < fb||c(t)||2dt [bdt. 
•'a •'a •'a 

On a égalité dans (1) si et seulement si ||c|| est constant, c'est-à-dire si le para­

mètre t est proportionnel à la longueur d'arc. 

1.5. La distance d(x,y) de deux points x et y de M est égale à la borne inférieure 

des longueurs des chemins absolument continus joignant x et y (comparer avec la dé­

finition, ch.3, 1.1). Des exemples évidents montre que cette borne inférieure n'est 

pas nécessairement atteinte. Pour qu'elle le soit il faut et il suffit - si la mé­

trique est de classe - qu'il existe des géodésiques de longueur d(x,y) joignant 

x et y (géodésiques minimisantes) et les chemins qui réalisent la distance d(x,y) 

entre x et y sont alors ceux qui coïncident avec les géodésiques minimisantes au 

paramétrage près (ch.3, th.4.6). 

1.6. Etant donnés deux points x et y de M et t > 0 on note E(t,x,y) la borne infé­

rieure de E(c) quand c décrit l'ensemble des chemins c : [0,t] —> M d'origine x et 

d'extrémité y (énergie minimale en temps t entre x et y). 

On pose aussi E(x,y) = E(l,x,y) 

1.7. PROPOSITION. Soit M une variété riemannienne de classe et soient x et y deux, 

points de M. Pour t > 0 on a 

(2) E(t,x,y) = d <*' y ). 

Sur l'ensemble des chemins c : [0,t] -> M joignant YL à y Za borne inférieure 

E(t,x,y) est atteinte exactement pour ceux d'entre eux qui sont des géodésiques mini­

misantes. 

Démonstration . Compte tenu du fait que tout chemin peut être reparamétré proportion­

nellement à la longueur la relation (2) est une conséquence de 1.4. 

Les mêmes remarques nous montrent que pour réaliser le minimum de l'énergie entre 

x et y un chemin c : [0,t] -> M doit être paramétré uniformément et réaliser le mini­

mum de la longueur, c'est-à-dire (cf. 1.5) être une géodésique minimisante entre x et 

y (et que cela suffit). 

2. La variété des chemins d'une variété 

k 

2.1. Soit M une variété de classe C (k > 1), de dimension m et soit I = [a,b] un 

intervalle compact de H. 
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Considérons sur M une métrique riemannienne g (de classe C?, au moins). On dit 

qu'un chemin c : I -> M est de classe , ou encore d'énergie finie s'il est absolu­

ment continu et vérifie la condition 

g(c(t) ,è(t))dt < + oo. 
J a 

Cette notion est indépendante de la métrique riemannienne choisie sur M. 

On notera fi(I,M) l'espace des chemins d'énergie finie c : I -> M. 

L'espace fi(I,2Rm), en particulier, est un espace de Hilbert séparable pour la 

norme 

||c||2 = |c(a)|2 + f |c(t)|2dt, 

la notion |. | désignant dans le second membre la norme euclidienne de 3R . La norme H 

est plus fine que la norme de la convergence uniforme. On a, en effet, d'après l'iné­

galité de Schwarz 

INI œ *|c(a)| + |c(t)|dt < |c(a)| + (b-a)1/2([b|c(t) |2dt)1/2 < const. ||c|| . 
Ja Ja H 

Il s'ensuit que si U est un ouvert de ]Rm l'ensemble fi(I,U) est ouvert dans 

fi(I^Rm). 

2.2. Nous allons maintenant introduire sur Q(I,M) une structure de variété différen­

tielle. Rappelons qu'une variété différentielle de dimension infinie modelée sur un 

espace de Banach B se définit de la même façon qu'une variété de dimension n à la 

différence près que l'on remplace les cartes à valeurs dans ]Rn par des cartes à va­

leurs dans B. Un coup d'oeil sur Lang [7] ou Bourbaki [3] permet de se rendre compte 

que pour ce qui est des fondements de la théorie, il n'y a pas de différence essen­

tielle entre les variétés de dimension finie et les variétés "banachiques". En par­

ticulier si B est un espace de Hilbert on n'a aucune précaution à prendre (grâce au 

fait que tout sous-espace vectoriel fermé de B admet un supplémentaire) et toutes les 

définitions habituelles ainsi que les théorèmes basés sur le théorème des fonctions 

implicites se transposent sans problème. 

La notion de submersion, par exemple : soient X et Y deux variétés "hilbertiennes" 
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TT . r 

de classe C (r > 0) . On dit qu'une application f : X Y de classe C est une sub­

mersion si pour tout x e X il existe des cartes (j) et i|j au voisinage de x et f(x) telles 

que l'application \p 0 f o <j) ^ soit une projection U x V ->V. Si f est une submersion, 
-1 . r 

l'ensemble f (y) est une sous-variété de X, de classe C , quel que soit y e Y. Si 

r > 1, pour que f soit une submersion il faut et il suffit que pour tout x e X l'ap­

plication df^ : T̂ X -> T ^ ^ Y soit surjective et l'espace tangent en x à la sous-va­

riété f~~̂  (y) (où y = f(x)) est dans ce cas le noyau de df^. 

k 
2.3. PROPOSITION. Soit M une variété de classe C (k >1), de dimension finie m_, et soit 

I = [a,b] un intervalle compact de M. L1 espace Q(I,M) peut être muni d'une structure 
k-1 

naturelle de variété de classe C 3 modelée sur un espace de Hilbert sêparable. 

Remarque. Dans cet énoncé l'adjectif naturel a les sens de naturel, canonique et 

fonctoriel. 

Démonstration. Pour chaque suite a = (t.) de points de I telle que 
1 0<i<n 

a = t < t. < . . . < t = b et chaque suite 6 = (U.,d>.) de cartes de M, soit W Q o l n n i'Yi . . G,6 l<i<n ' 
l'ensemble (éventuellement vide)des chemins c e C(I,M) tels que c([t^_j,t^]) e LL 

pour l<i<n. Pour c e ^ posons c^ = c|[t^_1,t^]. Alors pour que c e $7(1,M) il faut 

et il suffit que pour l<i<n le chemin cf>̂  0 c^ appartienne à S7( [t^_ ̂  , t^ ] ̂JRm) . Posons 

alors Çl . = W n n Œ(I,M) et soit 
a, B a, t) 

9a ,0 : " a . e ^ ^ W ^ * « « V r ' n 1 ^ 

l'application qui à c associe la suite (4>̂  ° C] »•••» ^n ° cn^ * 

Les couples (Q , <î> ) obtenus de toutes les façons possibles forment sur Œ(I,M) 

un atlas de classe C . Pour le montrer il suffit de prouver que les changements de 

k-1 
cartes sont de classe C , ce qui revient à prouver le lemme suivant : 

soit 4> : Hm —*3RP une application dif f érentiable de classe Ĉ " (k > 1 ) ; alors 

l'application : <TKl/JRm) —> 9,(1 "JRP) définie par <j)̂c = cj) o c est de classe * 

(lemme de Palais). 

Par récurrence on se ramène à prouver la continuité de <£> lorsque k = 1. Sup-
1 * 

posons donc (j) de classe C . 
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Soit c e fi(I^Rm). On doit montrer que (p 0 (c+h) -> (p 0 c dans fi(I/JRP) lorsque 

h -> 0 dans fi(I,JRm). Observons d'abord que sup |h(t) | < const. ||h|| . Puisque (p est 

tel H 
continue, et même uniformément continue sur un voisinage compact de c(I), il en ré­
sulte que <p o (c+h) -> cj> 0 c uniformément lorsque h -> 0. En outre on a 

-̂ (cf) o (c+h)) - ̂ (<f> o c) = ((p1 o (C+h)) . (C+h) - (p' o C).C 

= ((p1 o (C+h) - (P1 o C).C + ((j)T o (C+h)).h 

dfOÙ 

| | ^ ( ф о (c+h)) - £ ( Ф ° С ) | | 
. 2 ( I ^ P ) 

< sup |cj)' (c(t)+h(t)) - 4>'(c(t))| . ||c|| ? 
tel ' LZ(I,Em) 

+ sup 14)' (c(t)+h(t)) I . ||h|| 
tel L (1,1* ) 

en notant |. | la norme habituelle d'une application linéaire de 3Rm dans ]RP. Comme (j)' 
est continue, on voit que (p1 o (c+h) tend vers (p1 0 c uniformément lorsque h -> 0. 

2 1 Comme d'autre part h tend vers 0 dans L lorsque h tend vers zéro en norme H la 

continuité de (p en découle. 

Il reste à vérifier que la topologie définie (en même temps que la structure de 

variété) sur fi(I,M) par l'atlas considéré est séparée. Pour cela il suffit de montrer 

que deux chemins distincts peuvent être considérés comme appartenant à des ouverts 

W disjoints, ce qui est évident (puisque M est séparée). 
ex, u 

2.4. Soit c e fi(I,M) et soit V un champ de vecteurs le long de c (c'est-à-dire, rap­

pelons-le, une application V : I -» TM telle que V(t) e TC(T)M pour tout t e l ) . 

Soient (t.) une suite de points de I et (U.,(p.) une suite de cartes de M 
0<i<n 1 1 l<i<n 

telles que 

a = t <t. < ... < t = b et c( t. t,t. ) c U. (l<i<n). o 1 n î-l i i 

Posons V\ = V|[t^_j,t^]. On dit que V est un champ de vecteurs de classe le 

long de c si, pour l<i<n, l'application d(p^ o : Et^_j,t^] -̂ ]Rm est de classe H1. 

Cette définition est indépendante de la subdivision de I et des cartes choisies. 
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2.5. PROPOSITION. (On suppose k > 2). L'espace tangent en c à fi(I,M) s'identifie na­

turellement à l'espace des champs de vecteurs de classe H* le long de c. 

Démonstration. Soit c e fi(I,M), soit to un élément de T fi(I,M) et soit 
1 ° 

v : ]-e,e[ -> fi(I,M) une courbe C telle que v(0) = c et v(0) = co. Associons à v 1T ap­
plication v : ]-£,£[ x I -> M définie par v(s,t) = v(s) | (une telle application s'ap­
pelle d'habitude une variation à un paramètre du chemin c cf. ch.6, 1.1) et définis­
sons un champ de vecteurs V le long de c en posant 

V(t) =|v(s,t)|s=0 

On montre aisément que V (qu'on appelle variation infinitésimale dérivée de la 

variation v) est un champ de vecteurs de classe et ne dépend que de ce. L'applica­

tion co V est un isomorphisme de T fi(I,M) sur l'espace des champs de vecteurs de 
1 C. 

classe H le long de c et réalise l'identification annoncée. 

On s'autorisera de la proposition 2.5. pour noter T fi(I,M) l'espace des champs 
1 C 

de vecteurs de classe H le long de c. Remarquons que sur cet espace, il n'y a pas 

de produit scalaire canonique : la structure d'espace de Hilbert de Tcfi(I,M) n'est 

définie qu'à isomorphisme linéaire continu près. 

2.6. Soient x et y deux points de M. On notera fi (I,M) (ou brièvement fi ) l'espace 
xy xy 

des chemins c £ fi(I,M) d'origine x et d'extrémité y. 
On notera encore TT : fi(I,M) -> M x M l'application c <-> (c(a),c(b)). 

2.7. PROPOSITION. L'application TT : c (->• (c(a),c(b)) est une submersion de fi(I,M) sur 
k— 1 

M x M_, de classe C . Si k > 2 sa dérivée est donnée par dir (V) = (V(a),V(b)). 
k-1 

Pour x e M et y e M,, l'espace fix^(I,M) est une sous-variété de classe C 

et de codimension 2m dans fi(I,M). Si k > 2 l'espace tangent à cette sous-variété en 

c est défini dans T fi(I,M) par les équations^'(a) = 0 et V(b) = 0. 

Démonstration. Avec les notations de 2.2 1'applications TT se lit dans les cartes 

(fi f) et (U. x u , cb. x (J) ) comme l'application linéaire surjective 
a, 6 a ,6 1 n i n 

(c.,..., c ) •—> (c1(a),c (b)). La proposition en découle. 
1 n l n 
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3. Les géodésiques sont les points critiques de l'énergie (formule de la variation  

première). 

. r 
3.1. On désigne par M une variété riemannienne de classe C avec r > 1 (la variété 

r+1 ^ r 
sous-jacente est donc de classe C , la métrique riemannienne de classe C ) et on 

fixe un intervalle I = [a,b]. 

Les notations employées pour le produit scalaire et la connexion riemannienne 

sont celles du ch.3. 

3.2. PROPOSITION, (i) La fonction énergie E(c) 1 fb . 2 
= £ l|c(t)|| dt est une fonction dif— 

fêrentidble de classe Cr sur £7(1,M) . 

(ii) Pour c e ft(I,M) et V e T fì(I,M) on a 

(3) dE (V) 
c 

rb 
< c, V V > dt ; 

Ja 0 

2 
si le chemin c est de classe C on a encore 

(31) dEc(V) = <c(b),V(b)> - <c(a),V(a)> 
f 

<V.c,V > dt. 
c 

J a 

(formule de la variation première). 

Démonstration, (i) Considérons d'abord le cas où M est un ouvert U de lRm, muni d'une 
^ r 

métrique riemannienne g de classe C . On a 

rb m 
E(c) = | J g (c(t))c (t)c1(t)dt 

•'a k,l=l 

pour tout chemin c e Çl(I,U) . L'application 

(À,y ,v) *-+ j 
rb m 

J Akl(t)y(t)v(t)dt 
-'a k, 1=1 

est une forme trilinéaire continue sur C(I^Rm ) x L2(I^Rm) x L2(I^Rm). On est donc 

ramené à montrer que les applications c^-vg 0 cet c i-* c à valeurs respectivement 

dans C(I/JRm ) et L2(I,Rm) sont de classe Cr. Pour l'application c i-» c il n'y a pas 

de problème puisque c'est la restriction à un ouvert d'une application linéaire con­

tinue. L'application c h* g 0 c est, quant à elle, la composée de l'injection 

4>(I,U) C(I,U) (linéaire continue) et de l'application g *-> g 0 c définie sur C(I,U). 
P r Tout se ramène donc à montrer que si <j> : U ->H est une application de classe C 
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l'application <J> : C(I,U) C(I,IR̂ ) définie par (f)̂c = <f> Q c est aussi de classe Cr, 

ce qu'on fait facilement en raisonnant par récurrence sur r. 

Le cas général se ramène au précédent en utilisant les cartes définies en 2.2. 

(ii) Soit V e T̂ fi. Considérons une variation v(s,t) de c admettant V comme champ 

de vecteurs dérivé : V(t) = -™- v(s,t)| Q. Définissons des champs de vecteurs X,W le 

long de v en posant 

X - dv(£), W - dv(A). 

On a (le point désignant toujours la dérivée par rapport à la variable t) 

d W ï 1 
ds^E(Vs) = 2 

rb d 
— <v ,v > dt 
ds s s 

J a 

U 

= i W <X,X > dt 
J a 

<x,vwx>dt. 
J a 

(On a utilisé la formule donnant la dérivée d'un produit scalaire. Rappelons (cf. 

ch. 3, 2.2) qu'on peut calculer avec des champs le long de v de la même façon qu'avec 

des champs de vecteurs sur M). La symétrie de la connexion riemannienne (ibid., 2.4) 

donne 

V " V " Cx'w] = Cdv<-&r>. d v ( è > ] - ^ ^ . - s t » - °-

On obtient donc 

<4> À E < V " j <x'vxw> dt' 
J a 

d'où on tire (2) en faisant s = 0 puisque X(0,t) = c(t) et W(0,t) = V(t) . 

2 
Si le chemin c est de classe C on passe de (2) à (3) en utilisant l'identité 

4~ <c,V> = <V.c,V> + <c,V.V> dt ' c c 

(ce qui revient à intégrer par parties). 
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3.3. THÉORÈME. Soit M une variété riemannienne de classe et soient x et y deux 

points de M. Soit I = [a,b] un intervalle compact de 3R. 

Les géodésiques y : I -> M d1origine x Ô£ d1extrémité y sont exactement les points 

critiques de ta fonction énergie E swr Z-a variété (I,M). 

Démonstration. Soit y e Q = Çl (I,M) une géodésique. Par définition y est un chemin _ ' xy xy 
de classe C et vérifie l'équation différentielle V. y = 0 (ch.3, 3). On a donc d'après 

(3) 

dE^(V) = <y(b),V(b)> - <y(a),V(a)> 

pour tout champ V e T Çl. Si V e T Q on a V(a) = 0 et V(b) = 0 donc dE (V) = 0 ce 
y y xy y 

qui montre que y est un point critique pour la restriction de E à 9 
xy Réciproquement soit y un point critique de E sur • Considérons une base ortho-

normée V.,...,V de T M. Les champs de vecteurs X,,...,X le long de y obtenus en 1 m x 1 1 & ' 
transportant parallèlement v,,...,v sont de classe H 

m 
I 

i,j = l 
r^(Y(t)) X1 Yj(t) 

et forment pour tout t e l une base orthonormée de T , XM. 
Y(t) 

oo 
Pour toute suite fj,..., de fonctions C sur I, à support compact dans [a,b], 

on a, en posant V(t) = î f.(t)X.(t), 
i=l 1 1 

f <y, jV> = dE (V) = 0 

(puisque V e T f] ) soit 
c xy 

m rb 

• l 
i=l Ja 

=Y,X.: 
df. 
i _ 

dt 

m rb 
l £• <Y,X.>f. - 0 .L. dt i i 1=1 J a 

où la dérivée ~ <y,X^> de la fonction <y,X^> est prise au sens des distributions (sur 

]a,b[). On a donc <y,X^> = 0 ce qui entraîne que la fonction <y,X^> est égale pres­

que partout à une constante, soit A. . On a par conséquent 

Y = IW P . P . 

On a ainsi montré que le champ de vecteurs y est de classe H et parallèle le 

ong de y 

V. y = JX. V-X. = 0 p.p. 
y u i y i 
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2 
Pour terminer, montrons que le chemin y est de classe C , ce qui prouvera du 

même coup que V.y = 0 partout et donc que y est une géodêsique : puisque y est de 
1 ^ 1 

classe H (donc continu) le chemin y est de classe C . Comme le champ "t est parallèle 
le long de y il est lui aussi de classe Ĉ  - considérer encore une fois l'équation 

•k r k i 2 
différentielle X = - £ T (y(t))X Y-(t) ~ et y est donc de classe C . 

i,j=l ij J 

4. Le Hessien de l'énergie en un point critique (ou la formule de la variation seconde) 

4.1. La notion de dérivée seconde en un point x d'une fonction deux fois différentiable 

définie sur un espace norme ne possède pas d'analogue naturel pour une fonction définie 

sur une variété, sauf en un point critique de cette fonction. 

2 . 2 
LEMME. Soient X une variété de classe C f : X 1R une fonction de classe C et y. 

un point critique de f. Soit p une carte de X définie au voisinage de x. 

Alors la forme bilinêaire sur T^X définie par 

Hess f(u,v) - (f o 4> .(d* (u),d6 (v)) 
X (J) v. x ) X X 

ne' dépend pas de ta carte § choisie. 

Démonstration. Soit \p une autre carte définie au voisinage de x et soit $ = (J) 0 \p ^ . 

Introduisons les fonctions g = f o 4> ̂  et h = f 0 ^ . La relation h = g 0 (J) 

entraîne 

h' = (g' o 4)).4>' 

et 

h" = (g" o cj)).cf)'2 + (g' o (J))*" 

d'où on tire 

(f e i|; 1)J)(x)(^x(u),dl(;x(v)) = ( f « ^ ' W ^ x ^ ' ^ x ^ 

+ ( f • • ~ S ( X ) < * * ( X > < d V u > ' d * * ( v > > > -

Si x est un point critique de f c'est-à-dire si df = 0 , on a 
-1 1 -1 X 

(f o (t) )w v s df o d(d> v = 0 , d'où le lemme. 
T è(x) x T ò(x) 
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4.2. DÉFINITION. On dit que Hess^f est le Hessien de f au point critique x. Si X est 

un espace de Banach le Hessien coïncide avec la dérivée seconde ordinaire. 

4.3. DEFINITION. Supposons maintenant que X soit une variété hilbertienne. On dit que 

x est un point critique non dégénéré de f si la forme bilinéaire symétrique Hess^f 

est non dégénérée. 

Précisons ce que nous entendons par "non dégénérée". Soit H un espace de Hilbert 

et soit b une forme bilinéaire symétrique continue sur H. A b on fait correspondre 

une application linéaire 3 : H ->- H caractérisée par l'identité <3(u),v> = b(u,v). On 

dit que b est non dégénérée si 3 est un isomorphisme. En dimension finie il suffit 

pour que b soit non dégénérée que son noyau (qui est par définition le noyau de 3) 

soit réduit à 0. 

4.4. Nous utiliserons pour énoncer la formule de la variation seconde un résultat un 

peu plus précis que le lemme 4.2. 

LEMME. Soient X et Y deux variétés (hilbertiennes) de classe Cr (r > 2), TT : X -> Y 

une submersion et f. : X -> 1R une fonction de classe Cr. Soit y e Y et soit x un point 

critique de la restriction de £ à la sous-variété TT * (y). Soient enfin 4> et \p des 

cartes de X et Y définies au voisinage de y: et de y respectivement3 telles que 

\b o TT o <b soit une projection U x v -> V 

Alors3 la forme bilinéaire 

Hess^f : T X x T (TT (y)) ->3R 
•y; Y v- w 

définie par 

Hess^f(u,v) = (f о ф b : (аф х(и),а Ф хЫ) 

est indépendante des cartes choisies. 

Démonstration. Analogue à celle de 4.2. 

4.5. La formule de la variation seconde. Considérons une variété riemannienne M de 

classe C (r > 2) et fixons un intervalle I = [a,b]. On a vu que Q = Œ(I,M) est une 

variété de classe C et que l'application TT : Q. -> M x M qui associe à un chemin c le 

couple (c(a),c(b)) est une submersion. 

Soient x et y deux points de M et soit y : I -> M une géodésique joignant x à y. 
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Puisque y est sur fi un point critique de la fonction énergie E le lemme 4.4 donne 

un sens à la forme bilinéaire 

Hess^E : T fi x T fi -> 3R. 
y y Y xy 

TT 

Pour calculer Hess nous supposerons provisoirement r > 3 et nous utiliserons 

une carte de fi définie à partir de l'application exponentielle. Puisque le domaine 

de définition D de l'application exponentielle est ouvert dans TM, l'ensemble des 

champs V e T̂ fi tels que pour tout t e I le vecteur V(t) e T ^ ^ M appartienne à D est 

dans T̂ fi un voisinage ouvert de l'origine. Les propriétés de l'application exp (ch. 3 

(Ph. Bougerol)) assurent que l'application 

EXP : D -> fi 
Y Y 

définie par 

(EXP^VMt) = expY(t)V(t) 

est de classe C et que c'est un difféomorphisme local au voisinage de D. D'autre 

part l'application 

exp x exp : D x D -*- M x M 
x y x y 

définie par 

(expx x expy)(v,w) =(exp^(v), exp^(w)) 

est un difféomorphisme local au voisinage de 0. Les applications inverses locales de 

EXP^ et exPx x exPy fournissent donc un système de cartes au voisinage de y et de 

(x,y) respectivement dans lequel l'application TT : fi -> M x M est lue comme l'appli­

cation linéaire suriective dTi : T f i ^ T M x T j M . 
Y Y x y 

Puisqu'à 1'origined EXP est l'identité on obtiendra en vertu de (10) la forme 

bilinéaire Hess^E en restreignant à T fi x T fi la forme bilinéaire (E 0 EXP )". 
Y b Y Y xy 

Posons, pour t e I et s assez petit, v(s,t) = exp , v (s V(t)). Il nous suffit de 
2 ï vtj 

calculer (E 0 EXP )"(V,V) = —n E (v )| . Posons X = dv(^r) et W = dv(^-) (cf. dé-

montration de 3.1). On a 

T " E(v > 
ds s 

<X,VvW>dt, x 
J a 
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4 * < v 
ds 

-2- <X,VVW> dt = X < X,VVW> dt 
I S X X 
J a J a 

[<vwx,vxw> + < x,vwvxw> dt. 
J a 

Observons maintenant que par définition du tenseur de courbure R (ch. 6 

(J. Granara)) on a 

(VWVX - VXVW)W = R(W,X)W = - R(X,W)W 

et que 

vww = 0 

puisque pour t fixé la courbe s -»- v(s,t) est une géodésique. On obtient 

±j E(v ) 
ds2 S 

= [ [<VXW,VXW> - <R(X,W)W,X>] dt 
* a 

soit, en faisant s = 0 

c m - 4 E(vs>! 

ds s=0 

: [ [<V.V,V.V> - <Y,R(Y,V)V >] dt 
Ja Y Y 

(formule de la variation seconde). 

On en tire par polarisation (E 0 EXP)"(V,W), d'où 

Hess E(V,W) C<V.V,V.W>- <Y,R(y,V)W >] dt. 
Ja Y Y 

Cette formule qui ne fait intervenir que les dérivées premières et secondes de 

la métrique riemannienne g (en coordonnées locales, des fonctions g..) est encore 
2 . 1J 

vraie si on suppose seulement g de classe C (et la variété sous-jacente de classe 
3 . 2 . 2 

C ), auquel cas Q est une variété de classe C et E une fonction de classe C sur fi. 

Mais l'application exponentielle est alors de classe Ĉ  et EXPy est seulement continue. 

La démonstration ci-dessus n'est donc plus valable. 

Un examen attentif montre que pour prouver (11) nous n'avons utilisé essentiel­

lement comme propriété de l'exponentielle que la suivante (on pose Ffc = exp^t^) 
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(i) pour tout t e I et pour tout v e Ty(t) courbe s Ft(s»v) satisfait au  

point s = 0 l1équation différentielle des géodésiques. 

Il nous suffira donc pour prouver que (11) est encore vraie pour une métrique 
2 2 
C de construire une application F : D -> M de classe C , l'ensemble D étant un voi­
sinage dans TM de l'ensemble des points (y(t),0) avec t e l , telle que la restriction 
F^ de F à D n T ^ ^ M vérifie (i) . Supposons pour simplifier que M soit un ouvert de 

3R111 (on peut toujours si y est sans point double se ramener à ce cas au moyen d'une 

carte). On peut alors définir F en prenant pour F( (t),v) la valeur en s = 1 de la 

solution de 

2 
d X, m . dX. dX. 

!i + Y r - i = o 
,2 . h , ij ds ds U ds i,j=l J 

qui satisfait aux conditions initiales 

X,(0) = 
d x k 

3> -dT ( 0> = v 

4.6. THEOREME. Soit M une variété viemannienne de elasse C . Soit I = [a,b] et soit 

Y : I M une géodêsique d'extrémités y: et y. On a, pour V e T fi(I,M) et W e T fi^ (I,M) 

(12) HessïïE(V,W) 
•b 

[<V.V,V.W> - <y,R(Y,V)W >] dt. 
J a 

Le Hessien de la restriction de E à la sous-variété fi (I,M) = fi en son point 
xy xy 

critique Y» s'obtient en restreignant à T fi x T fi la forme bilinéaire Hess^E. ^ ° y xy y xy y 
Pour alléger l'écriture on le notera I (au lieu de Hess (Elfi )). 

& y Y xv 

4.7. Soit b : Hj x + 1 une forme bilinéaire continue définie sur un produit d'es­

paces de Hilbert réels. On définit deux applications linéaires continues 3g ' -»• H^ 

et 3^ : H^ Hj, appelées respectivement applications linéaires gauche et droite as­

sociées à b, en posant 

b(u,v) = <3g(u),v> = <u,3d(v)>. 

On dira que b est non dégénérée à gauche si 3^ est surjective. Cette condition 

implique la condition "3 injective" puisque 3-. et 3 sont adjoints mais elle ne lui 
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est équivalente qu'en dimension finie. On définit de même la notion de forme non dé-

générée à droite. Le noyau de 3 (resp. 3^) est appelé noyau à gauche (resp. noyau 

à droite) de b. 

4.8. LEMME. (Notations et hypothèses du lemme 4.4). Soit Cf l'ensemble des points x 
-1 

de X qui sont SUT la sous-variété TT (TT(X)) points critiques de la fonction f. Sup-
77 

posons que pour tout x e Cf la forme bilinéaire Hess^f : T̂ V x ker dir^lR so^t non 

dégénérée à droite. r-1 
Alors est une sous-variété de classe C de X et l'espace tangent en un point 

TT 

x à est le noyau à gauche de Hessxf. 

Démonstration. Il suffit de traiter le cas o ù X = U x V , Y = V les ensembles U et V 

étant des ouverts dans des espaces de Hilbert H et K et où TT : U x V V est la pro­

jection sur le second facteur. 

3f L'ensemble C,. est alors défini par l'équation -r— (u,v) = 0. Or l'application t d v 
8f 

x = (u,v) ->- TT—(u j v) est au voisinage de C une submersion de X dans K puisque sa dé-
. . . . . . 82f 

rivée au point x e est l'application linéaire gauche associée à ^x9v > surjective 

par hypothèse. Il en résulte que est une sous-variété, l'espace tangent en un point 

x à C,. étant le noyau de cette application linéaire. 
TT 

4.9. PROPOSITION. La forme bilinéaire Hess^E fournie par la relation (12) est non dé­

générée à droite et son noyau à gauche est l'espace des champs de vecteurs J le long 

de y3 de classe Cr3 solutions de l'équation différentielle, dite de Jacobi 

(13) V V J + R(y,J)y = 0 
Y Y 

Démonstration. Faisons sur T fi le choix du produit scalaire 

<V,W> = <V(a),W(a)> + 
H 

<V.V,V.W > dt. 
c ' c 

J a 

L'application linéaire gauche 3 associée à la forme Hess^E = b fait correspondre 
g Y 

à V e T fi l'unique V e T fi tel que l'on ait 
y y 

(14) [ [<V v,v w > • 
J a y y 

y,R(y,V)W>] dt <V V,V W > dt 
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pour tout W e T ^xy* Considérons des champs de vecteurs parallèles le long de Y 

formant en chaque point Y(t) une base orthonormée de T^^M. Si on pose 

V(t) = ^fi(t) Xi(t), V(t) = ^fi(t) Xi(t) la relation (14) devient 

(15) 
rb 

l f. <X.,V W> - l 
i J a Y i 

[ fi <Y, R(Y,Xi)W> 
' a 

rb 
= Y f. < x. ,v w >. 

h r i . 
i J a Y 

Posons a. .(t) = <y,R(Y,X.)X . > . Si on prend W de la forme W(t) = £g. (t) X. (t) , 
co 1 J , i 1 . 1 

avec g^ de classe C à support compact dans [a,b], la relation (15) s écrit encore 

après intégration par parties 

(16) 
rb M 

i Ja i,j 

(b fh i» 
f. a. .g . = Y f. g. 

J a J J i J a 

Comme les champs W de la forme précédente sont denses dans T^fi^, pour que l'on 

ait V = A(V) il faut et il suffit que l'on ait la relation (16) pour tout choix des 

fonctions g^, c'est-à-dire que l'on ait 

(17) f. + Y f .a. . = f. 
i v i ij r 

J 
i=l, . . . ,n 

au sens des distributions. Il est clair, maintenant, que l'équation différentielle 

(17) admet une solution (f.) de classe quelles que soient les fonctions f. de 
1 1 TT 1 

classe H . Ceci montre que 3 est surjective et que Hess est une forme non dégénérée 

à droite. Pour que V = ), ̂ ^x^ appartienne au noyau de 3g il faut et il suffit que 

l'on ait 

(18) f. + Yf .a. . = 0 

i j 3 U 

r-2 
Comme les fonctions a.. sont de classe C on voit que les fonctions f. sont de 

ij i 
r . 

classe C . L'équation (18) peut donc s'écrire V V v + R(y,V)y = o. 
v v 

Les solutions de l'équation (13) sont appelées champs de Jacobi le long de 

(cf. ch.6 (J. Granara)). Elles forment un espace vectoriel de dimension 2m. 

En rassemblant les résultats de 4.8 et 4.9 on obtient 
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4.10. THEOREME. Soit M une variete riemannienne de classe Cr (r > 2). L''ensemble 
G(I,M) des geodesiques de M parametrees par I = [a,b] est une sous-variete de olasse 
r-1 
C et de dimension 2m de fi(I,M). Lfespace tangent en un point y d G(I,M) est I'es-
pace des champs de Jacobi le long de y. 

4.11. Remarque. On vérifie aisément que l'application y -> (y(a),(b-a)y(a)) réalise 
r-1 

un difféomorphisme de classe C de G(I,M) sur le domaine de définition de l'appli­
cation exponentielle. 

5. Points conjugués 
r 

On suppose que M est une variété riemannienne de classe C (r ^ 2). On pose 
I = [0,1]. Tous les chemins considérés sont paramétrés par I, sauf indication con­
traire . 

5.1. DEFINITION. Soient x et y deux points de M joints par une géodésique y. On dit 
que x et y sont conjugués le long de y si y est un point critique dégénéré de la fonc­
tion énergie E définie sur fi (I,M) par 

E(c) ll*<t)||2(t)dt. 
n 

5.2. PROPOSITION. Soient x et y deux points de M joints par une géodésique y et soit 
v = y(0) le vecteur-vitesse en x de y. Les deux espaces vectoriels suivants cotncident: 

(i) le noyau de la forme 1̂ , Hessien au point critique y de la fonction 
E : fi +]R ; xy 

(ii) l'espace des champs de Jacobi le long de y nuls en x et en y. 
Ils sont, de façon naturelle, isomorphes à 

(iii) le noyau de t1'application dérivée de l'exponentielle d(expx>v : T^M T^M. 

La dimension commune de ces trois espaces est<m-\. 

Les points x et y sont conjugués le long de y quand cette dimension est > 1. On 
dit que c'est la multiplicité de la conjugaison. 

Démonstration. Rappe Ions (th.4.6) que I est la restriction à T fi x T fi de la 
y xy y xy 

forme bilinéaire 
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Hess^(U,V) 
rl 

[<V u,v v> 
0 Y Y 

- <Y,R(Y,U)V>]dt 

définie sur T̂ fi x Ty^xy et (prop. 4.9) que le noyau à gauche de cette forme bilinéaire 

est l'espace vectoriel des champs de Jacobi le long de Y* Le noyau de I s'obtient 

évidemment en prenant l'intersection du noyau à gauche de Hess E et de T^Q . Il est 

donc constitué des champs de Jacobi J le long de Y tels que J(0) = 0 et J(l) = 0, ce 

qui prouve l'égalité de (i) et de (ii). 

G 

TM 3 D • M M 
exp 

Soit D le domaine de définition de l'application exponentielle. L'application 

V YV Qui à v e T^M associe la géodêsique YV : z exp^(tv) (0 < t < 1 ) est un dif-

féomorphisme de D sur G. L'application exponentielle exp : D -> M x M s'obtient en com­

posant cette application v -> Y établit donc un isomorphisme entre le noyau de 
V Q 

d exp : T (TM) -> T M x T M et celui dedir : T G T M x T M lequel se trouve être, v v x y y x y 

puisque dTr(J) = (J(0),J(1)), l'espace vectoriel des champs de Jacobi nuls en x et y. 

L'isomorphisme de (iii) sur (ii) s'obtient en composant 1'isomorphisme ci-dessus avec 

celui que la différentielle de l'inclusion T^M ->• TM induit entre le noyau de d(exp^)^ 

et le noyau de d exp^. 

Cet isomorphisme de (iii) sur (ii) peut se décrire de façon plus explicite : 

soit v e T M. En associant à w e T M le champ de Jacobi J (t) = exp (t(v+sw)) on x x r w 3s *x 

définit une bijection linéaire entre T^M et l'espace des champs de Jacobi le long de 

Yv nuls pour t = 0. Il est évident que cette bijection met en correspondance le noyau 

de d(expx)v et les champs de Jacobi le long de Yv nuls pour t = 0 et t = 1 . 

La dernière assertion de l'énoncé résulte de ce que exp est partout de rang> 1, 
d X 

puisque d(exp ) .v = ~r-(exp (v+sv) I _ = y O ) ^ 0. 
r n *x v ds x 1 s=0 'v 

5.3. COROLLAIRE. Soient x et y deux points de M joints par une géodêsique y et soit 

v = y(0). Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) x et y sont conjugués te long de y ; 

(ii) (x,v) est point critique de l'application exponentielle ; 

(iii) v est point critique de exp ; 
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(iv) il existe un champ de Jacobi non nul le long de y tel» que J(0) = 0 et 

J(l) = 0. 

5.4. La condition "x et y ne sont pas conjugués le long de y" exprime la stabilité de 

la géodêsique y - par stabilité, on entend ici la stabilité de y, en tant que solu­

tion d'un problème de Calcul des variations, en fonction des variations des données 

x et y : on dit que y est stable si pour xT et y1 assez voisins de x et y il existe 

une géodêsique y(xT,y') joignant xT à y', et si y(x',y') peut être choisie de manière 

que l'application (x',y') i-> y(x',y') soit dif f érentiable. En effet, pour que x et y 

soient non conjugués, il faut et il suffit que T fi n T G = 0. Comme T fi est de 
& y xy y y xy 

codimension 2m et T G de dimension 2m cela revient à dire que fi et G coupent trans-
y xy 

versalement, ou que 

Tfi + T G = T fi. 
y xy y y 

Comme dîr : T f i - > T M * T M est suriective et que ker dir = T fi il revient en-y y x y G J ^ y y x y 
core au même de dire que dix : T G - > T M x T M est bijective ce qui, d'après le théo-

y y x y J 

rème des fonctions implicites exprime exactement la stabilité de y telle qu'elle a 

été définie ci-dessus. 

5.5. PROPOSITION. L'ensemble des points conjugués d'un point donné x est de mesure 

nulle dans M. 

Démonstration. Les points conjugués de x sont les valeurs critiques de exp^. Il suffit 

d'appliquer le théorème de Sard. 

5.6. Exemples de points conjugués (sans démonstration) 

1) Soient x et y deux points de M joints par une géodêsique y. Supposons que y 

appartienne à une variété de dimension k de géodésiques joignant x et y. Alors x et y 

sont conjugués, avec une multiplicité>k, le long de y. Par exemple, deux points 

opposés de la sphère Sm sont conjugués avec multiplicité m-1 le long de tout demi-

grand cercle les joignant. Les pôles d'une surface de révolution sont conjugués avec 

multiplicité 1 le long d'une méridienne quelconque. 

2) La situation précédente où l'ensemble des points conjugués (lieu conjugué) 

d'un certain point x est réduit à un point (ou deux) sur lequel se localisent toutes 

les géodésiques issues de x est loin d'être le cas général. 
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Le lieu conjugué de x est en général de dimension m-1 (mais n'est pas une sous-

variété même immergée, car il peut présenter des singularités) et en général, un point 

conjugué de x n'est conjugué de x que suivant une seule géodésique. 

En dimension 2, le lieu conjugué de x est l'enveloppe des géodésiques issues de 

x et on démontre sur la structure de ce lieu conjugué le résultat "générique" suivant: 

00 
Soit M une surface C . Il existe dans l'espace des métriques riemanniennes g de 

00 0 . . . . . 
classe C sur M un ensemble exceptionnel e tel que si g é £ la variété riemannienne 

(M,g) possède la propriété suivante : pour tout x e M le lieu conjugué de x est une 

courbe différentiable ne présentant comme singularités que des points de rebroussement 

et des self-intersections (cf. C.T.C. Wall [11] th.1, p. 735 et V.I. Arnold [1] 

cor. 11.8, p.271, ou peut être Thorn 9mais ou ?). 

3) On montre à partir de l'équation différentielle des champs de Jacobi que si 

M est à courbure <0 (c'est-à-dire si pour tout x e M et pour tout u et tout v dans 

T^M on a <R(u,v)u,v > <0) il n'y a pas de points conjugués sur M (cf. Milnor [8]). 

6. Existence de géodésiques minimisantes. 

6.1. PROPOSITION. Soit M une variété riemannienne de classe C° et soit I = [a,b]. 

(i) La fonction énergie E est semi-continue inférieurement sur l'espace C(I,M). 

(ii) Soit X<+00 et soit K un compact de M. L''ensemble des chemins c e C(I,M) tels 

que c(I) c K et E(c) < X3 noté fi^(I,K)., est compact dans C(I,M). 

Démonstration. Il s'agit de prouver que pour toute suite de chemins c^,c^,•••,,.. 

convergeant uniformément vers un chemin c on a 

lim inf E(c ) > E(c). p 
D-M- co r 

On se ramène immédiatement à prouver que si, de plus, E(c^) converge vers une limite 

X finie on a X > E(c). 
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Considérons une suite (t.) de points de I et une suite (U.,4>.) de 
1 0<i<n 1 1 l<i<n 

cartes de M telles que 

a = t < t. < . . . < t o 1 n = b et c([t. . ,t.]) c U. . 

On a C p ^ j , t ^ ] ) c U\ pour i=l,...,n dès que p est assez grand. En tronçonnant 

les chemins c et c on est ainsi ramené au cas où M est un ouvert U de 3Rm muni d'une 
p 

métrique riemannienne g. On notera <u,v> le produit scalaire ordinaire dans 1R et 

<g(x)u,v> le produit scalaire défini par g en x, en considérant g(x) comme un endo-

morphisme symétrique. 

Comme les chemins c^ sont tous situés dans un même compact de U on a une majo­

ration 

<c (t),c (t)>dt < 
J a P 

const . <g(c (t))c (t),c (t)>dt 
J p p p 

= const. E(c ) 
p 

qui montre que 11 intégrale J <cp(t),ip(t)> dt reste bornée quand p-M-°°. Quitte à rem­

placer la suite (Cp) Par une sous-suite on peut donc supposer que la suite des déri­

vées (cp) converge faiblement dans L̂ CljJR111) vers une fonction <j>. On a alors 

c(t) = lim c (t) = lim [c (a) 
P P 

p-> oo r p-> oo 

+ f Ir ^n(s) C (S)ds] 
Ja La,t] p 

rt 
= c(a) + cj)(s)ds 

- O 

pour tout t e l ce qui montre déjà que c est absolument continu et que c - <p. 

Remarquons maintenant que l'intégrale 

p-> 
<g(c(t))c (t),c (t)>dt 

a même limite X que ECc^) quand p -> oo. La quantité 

J a 
<g(c(t)(cp(t)-c()(t)),c (t)-(()(t) > dt 

est toujours >0. En développant on voit qu'elle s'écrit 

J -
P Ja 

<g(c(t))CF>(t),c (t)>dt + E(c) 
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et qu'elle a pour limite À-E(c) quand p->+°°. 

(ii) L'ensemble fi^(I,K) est d'après (i) une partie fermée de C(I,M). Comme on a 

d'après l'inégalité de Schwarz 

d(c(s),c(t)) < 
ft ft ? 
||c(u)||du < ( ||c(u)|rdu) 

•'s J s 

1/2. 1/2 < ,7W ul/2, 1/2 (t-s) < (2E(c)) (t-s) 

pour tout chemin c absolument continu, c'est aussi une partie équicontinue, et en 

vertu du théorème d'Ascoli une partie compacte de C(I,M). 

6.2. PROPOSITION. Soit M une variété riemannienne de classe C° et soient x un point 

de M et r un nombre réel >0. Si la boule fermée B(x,r) est compacte3 tout point y de 

cette boule peut être Qoint à x par une géodésique minimisante. 

Démonstration. Si d(x,y) < r l'ensemble des chemins c : [0,1] ->• M joignant x à y et 
12 

d'énergie < -r est compact et non vide (prendre pour c un chemin de longueur <r para­

métré uniformément). Sur cet ensemble la fonction E atteint son minimum. Si d(x,y) = r 

le point y est limite d'une suite de points y , chaque point y pouvant être joint à 
P 1 2 P 1 2 

x par une géodésique minimisante c . Puisque E(c ) = - d (x,y ) < - r et que 1'en-

. 1 2 
semble des chemins situés dans B(x,r) et d'énergie <- r est compact la suite (Cp) 
possède un point adhérent qui est la géodésique minimisante cherchée. 

6.3. THEOREME. Soit M une variété riemannienne de classe C°. Les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

(i) Munie de la distance riemannienne la variété M est un espace métrique 

complet. (On dit dans ce cas que M est complète). 

(ii) Bans M_, les boules fermées sont compactes. 

Si elles sont vérifiéesdeux points quelconques de M peuvent être joints par 

une géodésique minimisante. 

Démonstration. Soit x e M et soit R la borne supérieure des r > 0 tels que la boule 

fermée B(x,r) soit compact. Puisque M est localement compacte on a R > 0. 

Supposons R < + °°. Soit (x ) une suite de points de B(x,r). Il existe pour 
n n > 0 j 

tout n, et pour tout p entier 0 un chemin joignant x à de longueur<R + -. Sur ce 

chemin on peut trouver un point tel que 
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d(x,x ) < R • np ì d(x ,x) < l p np n p 

Pour chaque p la suite (x ) est dans un compact et on peut en extraire une 
np n > 0 

sous-suite convergente (x., x ) de façon à ce que la suite d'indices 
i(n,p),pnâ0 

(xw N )) soit extraite de la suite (i(n,p-l)) ^ La suite diagonale 
i(p,p),p n > Q n > 0 

(x. , «. ) est une suite de Cauchy, convergente en vertu de (i) ce qui montre 
1<P,P),P p > j 

que la suite (x ) admet un point adhérent et que B(x,R) est compact. 

Mais alors la boule B(x,R) possède dans M un voisinage compact K lequel contient 

nécessairement une boule B(x,r) de rayon r > R ; ce qui contredit la définition de R. 

On a donc R = + 00 et (i) (ii) . 

L'assertion (ii) 4=> (i) est évidente et la seconde partie de l'énoncé résulte 

de 6.2. 

6.4. Remarque. Si la variété riemannienne M est de classe C* on peut montrer que les 

assertions (i) et (ii) du th. 6.3 sont équivalentes à 

(iii) toute géodêsique peut être prolongée indéfiniment ; ou, ce qui revient au 

même, à 

(iii') 1 'application exponentielle est définie sur TM tout entier 

(théorème de Hopf-Rinow, [5]). 

7. Le cut-locus et la distance riemannienne. 

r 
Soit M une variété riemannienne complète de classe C (r > 2) et soit I = [0,1]. 

7.1. DEFINITION. Soit x et y deux points de M. On dit que le couple (x,y) appartient 

au cut-locus de M si l'une des deux conditions suivantes est réalisée : 

(i) x et y sont joints par au moins deux géodésiques minimales 

(ii) x et y sont conjugués le long d'une géodêsique minimale. 

On note C(M) le cut-locus de M. On note aussi C(x), et on appelle cut-locus de 

x, l'ensemble des points y e M tels que (x,y) e C(M). 

La condition (x,y) i C(M) exprime alors le fait que sur Çl la fonction énergieE 
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possède un minimum unique et non dégénéré. 

7.2. L'hypothèse M complète assure l'existence d'un minimum y sur fi pour l'énergie. 

La condition (x,y) i C(M) traduit l'unicité et la stabilité de ce minimum : 

7.3. PROPOSITION. Soient x et y deux points de M. Les propriétés suivantes sont équi­

valentes : 

(i) (x,y) n'appartient pas au cut-locus de M 

(ii) il existe une application (x',y') -> y(x' ,y') de classe C définie sur un 

voisinage U x V de (x,y) et à valeurs dans G_, telle que pour x' e U et y' e V la géo­

désique y(x',y') soit une géodésique minimale joignant x' et y'. 

7.4. COROLLAIRE. Le cut-locus C(M) est une -partie fermée de M x M. 

Démonstration. La condition (ii) définit un ouvert de M x M. 

7.5. LEMME. Soit y : W -> G une application de classe o} définie sur un ouvert W afe 

M x M_, associant à tout couple (x,y) une géodésique y(x,y) joignant x et y. On p<9se 

poẑ r» (x,y) € W 

EY(x,y) = E(y(x,y)) et dY(x,y) = L(y(x,y)). 

Alors, la fonction EY (resp.d^ ) est dif ferenti able de classe Cr * sur5 W (resp. 

sur W privé des points de ta forme (x,x)) et on a 

(19) d(EY) = <y(l),dy> - <y(0),dx> 

(20) d(dY) = 

I I y C D I I 

.<_i(o)_,dx>. 

Hy(o)|| 

r-l 
Démonstration. L'application y est en fait de classe C puisqu'elle est par hypo-

r-1 

thèse un inverse local de la restriction à la sous-variété G, de classe C , de 

l'application TT : y (y(l),y(0)). La fonction EY est la composée de y et de E. 

La formule (17) est une conséquence de la formule de la variation première (3). 

La formule (18) se déduit de (17), en remarquant que 
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y(x,y) et que pour y = y(x,y) on a ||y(0)|| = ||y(D|| = dY(x,y). 

7.6. Demonstration de la proposition 7.3. 

(i) 4^ (ii). Supposons que (x,y) i C(M). Soit y^ l'unique géodêsique minimale joignant 

x et y. Puisque x et y ne sont pas conjugués suivant y^, il existe (cf. 5.3) une ap­

plication y : U x V -> G de classe Ĉ  , où U (resp. V) est un voisinage de x (resp. y) 

telle que pour xT £ U et y' e V la géodêsique (x',y') admette x' et y' pour extrémités. 

Montrons que (en restreignant si besoin est U et V) la géodêsique y(x',yT) est 
l'unique géodêsique minimale d'extrémités x' et y'. Supposons qu'il existe une suite 
(x^) (resp. (y )) convergeant vers x (resp. y) et pour chaque n une géodêsique mini­
male c joignant x et y , distincte de y(x ,y ). La suite c admet un point adhérent 

n J & n n ' n J n n v 

c (d'après le théorème d'Ascoli, ou d'après 6.1) qui est, en vertu de la semi-conti­

nuité de la longueur, ou de l'énergie (6.1) une géodêsique minimale d'extrémités x et 

y. Or n'appartient pas à y(U x V) et comme y(U x V) est dans G un voisinage de Yq 

on a c 4 y . Ce qui est absurde. 
' o 

(ii) 4=̂  (i). Soit YQ une géodêsique minimale d'extrémités x et y. La condition (ii) 

entraîne déjà que x et y ne sont pas conjugués le long de Yq. Supposons qu'il existe 

une seconde géodêsique minimale c joignant x et y. On a alors pour 0 < t < 1 

d(x,c(t) = L(c|[0,t]) = td(x,y) 

y 
tandis que la formule (18) donne, puisque par hypothèse on a d = d sur U x V, 

^d(x,c(t))|t=1 = cos(Yo(D,c(l))d(x,y) 

Il en résulte que c(l) = y (1) donc que c coïncide avec y . 
o o 

7.7. PROPOSITION, (i) Pour tout point x de M,, l'ensemble C(x) est fermé et de mesure 

nulle dans M. 

(ii) Pour tout point x de M l'ensemble C (x) des points conjugués de x suivant 

au moins une géodêsique minimale est fermé (et de mesure nulle) dans M. 
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Démonstration. La trace de C1(x) sur la boule de centre x et de rayon p est exactement 

l'ensemble des valeurs critiques de expx correspondant aux points critiques de norme 

U v II < p. C'est donc l'image continue d'un compact, donc un fermé. 

Un argument élémentaire de topologie montre alors que C'(x) est fermé. 

Nous savons déjà que C(x) est de mesure nulle (5.5) et que C(x) est fermé. Il 

reste à montrer que C(x) - C'(x) est de mesure nulle. Soit y e C(x) - C'(x). On a 

y ^ x et x et y sont joints par un nombre fini de géodésiques minimales ŷ  ,..., y^. 

Pour i = 1,...,k on peut définir, sur un voisinage convenable de x,y une application 

(x',y') -> y^(x',y') de classe Ĉ  où y^(x',y') est une géodésique d'extrémités x' et 

y'. Si x' et y' sont assez voisins, respectivement, de x et y toute géodésique allant 

de x' à y' distincte de y (x',y'),..., y^(x',y') est de longueur >d(x,y). Le cut-locus 

de x est donc défini au voisinage de y par l'égalité d'au moins deux des fonctions 

Yl Yk . Yi Yi E (x,y'),... E (x,yf). Pour î j le gradient de E - E au point y est 

yi(l) - YjO) * 0. 

Yi Yi 

Il en résulte que l'égalité E (x,yT) = E J(x,y') définit au voisinage de y une 

hypersurface et que C(x) est toujours dans un voisinage de y, une réunion finie d'hy-

persurfaces, donc de mesure nulle. On achève la démonstration au moyen d'un recou­

vrement dénombrable de M - C'(x). 

* ^ " - . . . . r 7.8. THEOREME. Soit M une variété riemannienne de classe C (r > 2). La fonction 
1 2 . r-1 

E(x,y) = - d (x,y) est différentiable, de classe C _, sur le complémentaire du cut-
locus C(M). Sa différentielle est donnée par 

(21) dE = <y(l),dy> - <y(0),dy> 

où y désigne t'unique géodésique minimate d'extrémités YL et y 

Démonstration. Il suffit d'appliquer le lemme 7.5 puisque sur le complémentaire de 

C(M) la géodésique minimale est unique et dépend de façon C* de ses extrémités. 

7.9. COROLLAIRE. Soient x,y e M tels que (x,y) i C(M). La dérivée seconde croisé 

r. exzste. 
dxdy 

En posant u = y(0) on a 

2 
3ZE , . 
3x^(v'w) = 

- <(d(expx)u) 1(v),w > 

pour tout v e T^M et tout w e T^M. 
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On peut encore dire que 
32E 
3x3y 

correspond à (d(exp^)^) dans l'identification que 

fournit le produit scalaire entre formes bilinéaires sur T M x T M et applications f x y rr 

linéaires de T M dans T M. 

7.10. Rappelons que si deux espaces vectoriels et F^ de même dimension sont munis 

de formes volumes u)j et on peut donner un sens à la notion de déterminant d'une 

application linéaire f : F̂  -> F^. De même on peut définir le déterminant d'une forme 

bilinéaire b : F j x ->1R : on munit F^ de la forme volume duale et on prend pour 

det(b) le déterminant de l'application linéaire 3g : Fj -> F^ associée à b. Si F̂  et 

F^ sont des espaces euclidiens on prendra pour m et les formes volumes euclidiennes 

canoniques. Notons que l'identification entre F^ et F^ identifie aussi et cô  • 

7.11. Avec les notation de 7.9 on pose 

(23) 8(x,y) = det(d(expx)u) 

Du corollaire 7.9 et de 7.10 on déduit aussitôt 

(24) 6(x,y) = det(|^) \ 

En coordonnées locales la relation (22) s'écrit 

( 32E 
V3x.3y.; 

3y. -1 
(g^Cy)) 

3y, 

(produit de matrices) 

si 1 on convient de noter ——- la matrice jacobienne de 1f application exp : u J-*- y. Les 
j x 

relations (23) et (24) deviennent 

e(x,y) = 
3y. 

I det ( 3 ^ ) 1 
j 

det(gij(x))1/2 iet(gij(y)) 1/2 

= I det (
 д E ) I 

i J 
det(gij(x))1/2 det(gij(y))1/2 

7.12. PROPOSITION. Soient x un point de M_, v un vecteur de norme 1 dans TXMX et soit 
y : [0,+oo[-> M la géodêsique définie par y(0) = v. Soit x = T(v) la borne supérieure 
des t e [0,+oo[ pour lesquels la géodêsique y réalise la distance entre Y(°) &t y(t). 

Alors on a y(t) i C*(x) pour 0 < t < x et Y(T) e C(x) si x < + °°. 

Démonstration. Montrons tout d'abord que si x<+00 la géodêsique Y|E°>T] est minimi­

sante : on a d(x,y(t)) = L(y|[0,t]) = t pour 0 < t < x d'où on tire, par passage à la 

1 imite 
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d(x,y(t)) = L(y|[0,T]) = T. 

Montrons ensuite que y(x) e C(x). Pour n entier >0, il existe, puisque y n'est 

pas minimisante entre y(0) et y(T+~) un vecteur w e T M tel que 
v ' ' n n X 

exp ((T+-)V) 
x n 

= exp (w ) 
*xv n et ||w (j < T + Ì. 

11 n 11 n 

Soit w une valeur d'adhérence de la suite (w ). On a nécessairement o n 

expx(xv) = expx(wQ) et ||wo|| = x. 

Si WQ i1 TV le point y(x) = exp^(Tv) est joint à x par deux géodésiques de lon­

gueur minimale. Si WQ = TV l'application exPx n'est injective sur aucun voisinage de 

TV. Le point TV est alors, en vertu du théorème d'inversion locale, un point critique 

de exPx et les points x et y(x) sont conjugués le long d'une géodésique minimale. 

Montrons maintenant que si 0 < t < T la restriction de y à l'intervalle [0,t] 

est l'unique géodésique minimale joignant x et y(t). Soit ŷ  : [0,t] -> M une seconde 

goédésique minimale joignant x et y(t). Le chemin y^ : [0,T] -> M défini par 

y (s) = y. (s) si 0 < s < t 
et 

Y2(s) = y(s) si t < S < T 

minimise l'énergie entre x et Y(T). C'est donc aussi une géodésique. Or deux géodé­

siques qui coïncident sur un intervalle coïcident sur tout leur domaine de définition 

puisqu'elles satisfont à la même équation différentielle du second ordre. On a donc 

y2 = y|[0,T] et Yj = y|[0,t]. 

Montrons enfin que si 0 < t < T les points y(0) et y(t) ne sont pas conjugués 

suivant y. Soit Jj : [0,t] ->• TM un champ de Jacobi le long de y|[0,t] nul en y(0) et 

en y(t). Prolongeons Jj par 0 sur l'intervalle [t,x] de manière à obtenir un champ 

Ĵ . La formule de la variation seconde (12) montre que 

IY|[0,T](J2'J2) " ï y l c o . t ^ W - 0 

Or, puisque y|[0,T] est une géodésique minimale de la forme | CO T] eSt Poŝ -~ 

tive. Un vecteur isotrope de cette forme appartient donc à son noyau, ce qui montre 

que J2 est un champ de Jacobi. Comme J^Cs) est nul pour t < s < T et que les champs 

de Jacobi satisfont à une équation différentielle du second ordre on a Ĵ  = 0 et donc 

Jj = 0. 
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Remarque. Le cut-locus de x est donc l'ensemble des points de la forme exp^(T(v)v) 

avec ||v|| = 1 et T(V) < + 00 . 

On peut montrer que la fonction v x(v) qui prend ses valeurs dans l'intervalle 

]0, + °°!lest continue. On déduit de là que, pour tout x, la variété M est réunion de 

C(x) et d'un ouvert difféomorphe à une boule de ]Rm (cf. [6]). 

7.13. Le rayon d'injectivité. 

On appelle rayon d'injectivité de l'application exponentielle en x et on note 

i(x) la borne supérieure des nombres p > 0 tels que la restriction de exPx à. la boule 

||v|| < p soit injective. 

Si d(x,y) < i(x) il existe donc une seule géodêsique minimale d'extrémités x et 

y. Il résulte en fait de 7.12 que i(x) = d(x,C(x)). Il est facile de montrer que la 

fonction x -> i(x) est continue. 

7.14. Exemples de cut-locus (sans démonstration) 

1) M = Sm. Le cut-locus d'un point x de M se réduit à un point : l'antipode de 

x. 

2) M est une surface de revolution et x est un pole de M. Le cut-locus de x est 

compose d'un seul point : le pole oppose. 

3 . 2 2 . 

3) M est dans H le paraboloide d'équation x^ = Xj + x^. Il existe un nombre 

X > 0 tel que si x^ < X le cut-locus de x est vide et si x^ > X le cut-locus de x 

est une portion de la méridienne de x 

4) Pour une métrique générique sur une surface donnée M, le cut-locus de tout 

point x de M a, au voisinage de chacun de ses points y l'unedes formes suivantes, à 

difféomorphisme près : 

(i) une droite passant par y ; 

(ii) une demi-droite issue de y ; 

(iii) trois demi-droites issues de y, non situées dans un même demi-plan 

.y 
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Les points du type (ii) sont ceux de C1(x) (on a tracé en pointillé le lieu 

conjugué de x (Buchner,[4] ) 

5) Si M est compacte, tout point y réalisant le maximum de la distance à x ap­

partient à C(x) . 

6) Conséquence de la remarque qui suit le lemme 7.12 (cf. [6]) : si M n'est pas 

homéomorphe à 3Rm le cut-locus d'un point x n'est jamais vide (on rappelle que M est 

supposée complète). 

Comme exemple de variétés dont le cut-locus est vide, citons les variétés sim­

plement connexes à courbure négative (cf. Cheeger-Ebin [5]). 

7.15. Le cut-locus d'une variété non complète. 

2 . . 

Soit M une variété riemannienne non complète de classe C au moins. Soit M l'es­

pace métrique complété de M. On pose 8M = M - M. 

On peut prolonger aux chemins continus c : [a,b] -> M les fonctionnelles longueur 

et énergie : on pose 

L(c) = sup l d(c(t.),c(t.+1)) 

et 
E(c) = sup 

d(c(t.),c(ti+1))2 

1 ^ i + r ^ 

les bornes supérieures étant prises pour toutes les suites finies (t.) telles 
1 0<i<n 

que a = t < t. < ... < t =b. 
H o 1 n 

Le minimum de l'énergie est encore réalisé par les chemins de longueur d(x,y) 

parcourus uniformément (géodésiques minimales). On montre que deux points quelconques 

x et y de M peuvent être joints par une géodésique minimale : il suffit de prouver 

que dans M les boules fermées sont compactes et d'appliquer la proposition 6.2 qui 

reste valable. 

Introduisons l'ensemble B(M) c M x M formé des couples (x,y) qui satisfont à 

l'une des conditions équivalentes : 

(i) toutes les géodésiques minimales qui joignent les points x et y dans l'es­

pace M sont situées dans M ; 

(ii) pour un e > 0 au moins, l'ensemble des chemins c : [0,1] -> M d'énergie 
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2 d (x,y) + e est compact dans C(I,M). 

Définissons maintenant le cut-locus de M comme l'ensemble des couples (x,y) x B(M) 

satisfaisant l'une des conditions (i) ou (ii) de 7.1. L'ensemble B(M) est ouvert dans 

M x M et toutes les propriétés du cut-locus subsistent à condition de remplacer M x M 

par B(M). Par exemple C(M) est fermé dans B(M), l'énergie E(x,y) est différentiable 

sur B (M) - C(M), etc.. 

Pour x £ M on note p(x) la borne supérieure des r > 0 tels que l'application 

exponentielle soit définie sur la boule de rayon r dans T̂ M- On peut dire que p(x) 

est le rayon d'existence de l'application exponentielle. On a 

p(x) = d(x,3M) = lim inf d(x,y) 

- ce dernier nombre est noté d(x,°°) dans les ch. 8 et 9 - et on voit que la condi­

tion 

d(x,y) < sup(p(x),p(y)) 

est une condition suffisante pour que (x,y) e B(M). 

On peut encore définir si M n'est pas complète le rayon d'injectivité i(x) comme 

la borne supérieure des r < p(x) tels que la restriction de exPx à la boule de rayon 

r soit injective. 

8. Utilisation d'espaces de chemins de dimension finie. 

8.1. Notre principal instrument dans l'étude de la géométrie des géodésiques d'une 

variété riemannienne M a été jusqu'à présent la caractérisation des géodésiques joi­

gnant deux points donnés x et y comme points critiques de la fonction énergie E sur 

la variété de dimension infinie Q . Nous allons montrer (dans le cas des géodésiques 
xy 

minimales) qu'on peut dans cette étude remplacer Çl par une sous-variété de dimension 

finie, formée de géodésiques brisées. 
L'intérêt de cette réduction à la dimension finie apparaîtra dans l'utilisation 

qui sera faite des notions introduites dans ce chapitre : en effet dans l'évaluation 

asymptotique de p(t,x,y) telle qu'elle est faite au ch.9 la fonction énergie et les 

géodésiques minimales n'interviennent pas directement en tant que telles : on est 

(1) Par contre, dans l'exposé d' Azencott [2], l'énergie intervient de façon naturelle 
comme une fonctionnelle sur l'espace des chemins absolument continus. (Les résultats 
obtenus ne sont pas de même ordre que ceux du ch.9). 
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amené à considérer sur Mn la fonction 

n(y,,---,yn) 11+1 r^2^ i = —2~ [d (x,yj) + d2(yry2) -...+ d2(yn,y)] 

et à étudier le comportement (dégénérescence,...) de r) au voisinage de ses minimums. 

Or (on va le montrer) si (Vj,...,y ) e W où W est un voisinage convenable de l'en­

semble des minimums de n il existe un chemin unique y(x,y^,...,yn,y) e fi^ composé 

de géodésiques minimales successives joignant(en temps ~ y ) Ie point x à y^, ŷ  à 

y„,...,y à y. L'énergie de ce chemin est exactement 

N+1 VA2f \ + d2(yj,y2) H...+ d2(yn,y)]. 

On ne change donc rien en considérant au lieu de n la restriction de E à la sous-

variété formée par les chemins y(y^,...>Yn) ou (Yj»•••»Yn) e W. Si maintenant on 

prouve que remplacer cette sous-variété par fi ne change rien à certaines propriétés 

de E (localisation des minimums, dégénérescence, etc...) on aura obtenu une relation 

simple entre les propriétés des minimums de n et les propriétés des géodésiques joi­

gnant x et y. 

r ^ 8.2. On suppose que M est une variété riemannienne de classe C (r > 2). Etant donnés 

x,y e M et un entier n > 0, on note fin la partie de fi formée par les chemins 
9J xy xy 

c : [0,1] -> M tels que pour i = 0,1,...,n la restriction de y à l'intervalle 

L n + 1 ' n + 1 J 
soit une géodésique. Nous appellerons géodésiques brisées n fois les élé­

ments de Q 

xy 

L'espace ^ contient - c'est évident - toutes les géodésiques joignant x à y et 

les minimums de la fonction E sont donc les mêmes sur fi et sur fin . 
xy xy 

On note encore fin,i? pour h > 0, l'ouvert défini dans fi" par la condition 
xy xy 

E(y) < t; d2(x,y) + h. L'ensemble fin n'est pas en général une sous-variété de fi , 1 2 xy r & xy 

mais pour n et h convenables, l'ensemble fin'^ en est une - ce qui permet de considérer 
xy 

comme des points critiques les minimums de E sur fin - et de plus peut être mis na-
xy 

turellement en bijection avec un ouvert W de Mn : 

8.3. THEOREME. Soit M une variété riemannienne de classe C (r > 3) et soient x. et y 

deux points de M. Supposons (x,y) e B(M) - ce qui est toujours te cas si M est complète. 
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Alors -il existe H > 0 et N entier >0 tels que les -propriétés suivantes soient véri­

fiées s f O < h < H e t n > N : 

(i) lrespace fi11'*1 est une sous-variété de Q, 3 de classe Cr \ et l'application 
i ^Y ^ ^ xy ^ ^ ̂  

c (c( r) ) i • ss£ un difféomorphisme de cette sous-variété sur l'ouvert M ' de 
n+1 1<i<n xy 

M défini par la condition 

(25) 
n+1 

2 

ri 

I 
i=0 

i 2 ( y i > y i + 1 ) 
1 л 2 , ч 

< - d (x,y) + h ( y o = X ' y n + l = y ) -

(ii) Les géodésiques minimales joignant x à y sont les minimums de la restriction 
de E à fin'h. 

xy 

(iii) Pour que K et y soient conjugués suivant une géodésique minimale y_, il faut 

et il suffit que y soit un minimum dégénéré de E sur fi^y^ et l'ordre de la conjugai­

son est égal au corang du Hessien au point y de Elfi0,̂ ". Pour que- y appartienne au cut-

locus de x il faut et il suffit que la fonction E | fi^h possède un minimum dégénéré 

ou atteigne sa valeur minimale en plusieurs points. 

Démonstration de (i). (On suppose M complète). Il existe un compact K de M et H > 0 
1 2 

tels que tout chemin c e Q d'énergie < - d (x,y) + H soit contenu dans K. Soit i(K) 
xy Z 

la borne inférieure, quand x décrit K, du rayon d1injectivité i(x). Soit alors h tel 

que 0 < h < H et soit n un entier >0. Soit (yj,...,y ) un point de . On peut 

trouver pour chaque entier i (i=0,...,n) un chemir 
°i : n+19 n+1 -> M joignant y^ à 

yi+1, d1énergie 1 A2< ^ 
< 2 d (yi'yi+l} 

h En mettant bout à bout de tels chemins, on 

peut obtenir un chemin c tel que yL = yL (i=0,l,...,n+l) et 

n+1 
2 

n 

ï 
i=0 

d 2 ( y i ' W < E(c) < ± d2(x,y) + h. 

Il en résulte que la condition (y,,...,y ) e Mn'h entraîne y. e K et 
1 n xy ;i 

d(yi,yi+1) 
,d2(x,y) - 2h 1/2 
V n+1 ' 

Soit N le plus petit entier tel que 

d2(x,y) + 2h 1/2 
V N+1 ; < i(K). 

On suppose désormais n > N. Pour toute suite de points yj,...,y tels que 
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(y,,-..,y n) £ M
xy 

n ' h il existe donc une unique géodêsique minimale 

r i i+1 _ 
M joignant à y^+1 (i=0,...,n). En juxtaposant Yo>Yj»..-,Yn on 

obtient une géodêsique brisée joignant x à y que nous noterons Y(yj,...,yn). L'appli­

cation 4> : MXyh est injective, puisque d(y^ny^+j) < i(K), et a pour image 

^xy^* (-'fest une immersi°nJ de classe Cr ^ : on sait en effet que l'application définie 

sur le complémentaire du cut-locus qui associe à un couple de points l'unique géodé-
. . . . . . r-1 

sique minimale qui les joints est une immersion de classe C de cet ouvert dans 

et il est clair que mettre (n+1) chemins bout à bout est une opération différentiable. 

Pour montrer que l'image ^Xy^ de est une sous-variété et (J> un dif f éomorphisme sur 

celle-ci, il suffit de montrer que (f) définit un homéomorphisme de Mn'^ sur son image 
i 

ce qui est évident, car l'application c -> (c( 1^ ï <i<n est une aPPlicati°n continue 
de fi dans Mn. 

xy 

8.4. LEMME. (Lemme de Morse pour un minimum). Soit H un espace de Hilbert et soit f 

une fonction de classe Cr (r > 2) définie au voisinage de l'origine et admettant en 

ce point un minimum non dégénéré. 

Il existe des voisinages U et V de O dans H_, un dif f éomorphisme (p : U -> V 
r-1 

de classe C tel que 0(0) = 0 et que 

(f o <f>)(x) = ||x||2 + f (0) 

pour tout X £ U. 

Démonstration. L'opérateur auto-adjoint A : H -> H défini par 

\ f"(0)(u,v) = (u|Av) 

-1 /2 

est positif et inversible. En remplaçant au besoin f par f 0 A on peut se ramener 

au cas où A est l'identité. On peut donc supposer pour démontrer le lemme que 

\ f(0).v2 = ||x||2 

2 
on peut aussi supposer f(0) = 0 . On a alors, puisque f est de classe C , 

(26) f (x) = llxll2 + 0(||x||2) 

quand x tend vers zéro et, en identifiant l'espace de Hilbert H avec son dual, 
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(27) f'(x) = 2x + 0(||x||) 

Lfidée de la construction du dif f éomorphisme (J) est simple : pour X > 0 assez 

petit 11 hypersurface f (X) et la sphère ||x|| = X sont proches, y compris au sens C . 

en vertu de (26) et (27) et les rayons de la sphère coupent donc transversalement 

11hypersurface f *(X). Si x / 0 est assez proche de 0 il existe donc sur le rayon 
2 ( 1 ) 

passant par x un seul point y tel que f(y) = ||x|| . On pose alors 4>(x) = y 

Pour être plus précis, fixons e > 0 de manière que pour ||x|| < e on ait 

|f(x) -||x||2| < |||x||2 

et 
||f(x) - 2x|| < ||x|| 

Si 0 < ||x|| < ^ l'équation (en t) f (tx) = ||x||2 admet une seule solution t e ]0,2] 

en effet on a f(0) = 0, f(2x) > 2||x||2 et pour t e ]0,2] 

À f <tx> = (f*(tx) x) > (2tx|x) - t(x|x) > 0 

On note 0(x) cette solution, et on pose en prenant pour U la boule ||x|| < e/2, 

4>(x) = 9(x)x pour x 4 0 et $(0) = 0. 

Le théorème des fonctions implicites nous permet de montrer que l'application 

x -> 9(x) est de classe Cr sur U - {0} : la différentielle de F(t,x) = f(tx) - ||x||2 

est en effet 

<ff(tx),x>dt + t<f'(tx),dx> - 2<x,dx> 

et pour 0 < ||x|| < 1/2 on a (ff(tx)|x)) ^ o. 

On a, sur U - {0}, 

(28) d9 =<f'(6(x)x,x> <2X " e(x)f'(9(x)x,dx> . 

L'application x ->• (J)(x) = 0(x)x est donc elle aussi de classe Cr sur U - {0} et 

sa différentielle est 

4)' (x) = 6(x) .Id + x ® 0f (x) 

(1) Cette méthode est due à N. Kuiper et son emploi m1a été suggéré par N. Desolneux-
Moulis. 
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Nous savons déjà (puisque 9 est bornée) que <j) est continue au point 0. Pour 

montrer que (p est sur U il nous suffit de prouver que d<p a une limite quand x 

tend vers O. Il résulte de (26) que 6(x) -> 1 quand x -> 0. On en déduit, en utilisant 

(27) et (28) que 

e(x) g* (e(x)x) - 2x = o (llxll) 

et 

x eT(x) = o (||x||) 

Par conséquent (p* (x) -> Id quand x -> 0. Ceci montre en même temps que (p est un 

difféomorphisme local en 0, de classe C^. Une démonstration analogue permet de prouver 
r-1 

que é est de classe C 

8.5. Le lemme de Morse, tel qu'il est énoncé en 8.4, ne suffit pas à nos besoins. Il 

nous faut encore savoir que si dans la construction précédente la fonction f dépend 

continûment (resp. différentiablement) de certains paramètres le difféomorphisme 

dépend continûment (resp. différentiablement) des mêmes paramètres. 

DEFINITIONS. Soit H un espace norme, A un espace topologique et soit f une fonction 
r 0 

définie sur un ouvert U de H x A. On dit que f est de classe C ' sur les dérivées 

D^f(x,X) existent et sont continues pour tout p < r. De même si A est un espace norme 

on dit que f est de classe Cr,S si les dérivées D^ D^f(x,X) existent et sont continues 

sur U pour tout f < r et tout q < s. Cette dernière définition s'étend bien sur au 

cas où A est une variété. 

8.6. LEMME. (Lemme de Morse avec paramètres). Soit U un voisinage de l'origine dans 

un espace de Hilbert et soit A une variété de classe Cs (resp. un espace topologique) 

Soit f une fonction définie sur U x A_, de classe Cr'S avec r > 2 e t 0 < s < r (resp. 

s = 0 j telle que pour tout À e A la fonction f̂  : x f(x,X) admette au point 0 un 

minimum non dégénéré. 
r-1 s 

Alors il existe une application $ de classe C ' définie sur un voisinage de 

{0} x A dans U x A telle que pour tout X on ait cf)(X,0) = 03 que <p^ : x -> (j)(X,x) soit 

un dif f éomorphisme local en O et que l'on ait 

fA(ck(x)) = f (O) + ||x||2 

dès que le premier membre est défini. 
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Démonstration. On recopie, avec quelques précautions, la démonstration du lemme 8.4. 

8.7. LEMME. Soit X une variété hithevtienne de classe C (k > 2). Soient Y une sous-
k 

variété de X et p : X -> Y une application diffêrentiable de classe C telle que 

P(Y) = Y pour tout Y e Y. 
(i) Soit Y e Y. Il existe une carte è : W -> HT X H" de classe CR, où W est un 

voisinage ouvert de YQ dans X et où H' et H" sont des espaces de Hilbert convenables, 

telle que l'on ait 

4>(YG) = (o,o), 

<J>(Y O W) = (H' X {0})n (f)(W), 

e t (|>(P *(Y) n W) = ({(J)(Y)} X H " ) n (|>(W) 

pour tout Y € Y n W. #n particulier l'ensemble p (Y) e s t une sous-variété au voisi­

nage du point Y. 

r̂ -ij So^t f : X -> 1R une fonction de classe CR telle que pour tout y e Y la res­

triction de f à p ^(Y) admette au point y un minimum unique non dégénéré. 
~ r-1 

^Z-ors on peut pour YQ e Y trouver une carte (J) : W -> H' X H " de classe C dont 

Z-a restriction à Y n W soit de classe CT, satisfaisant aux même conditions que (f) 

dessus et telle que de plus 

(f o <J> ])(u,v) = f (<J> *(u,0)) + ||v||2 

pour tout u e U e t tout v e V. 

Démonstration, (i) L'application linéaire dp : T X -> T Y est un projecteur. Elle 
yo yo yo 

est donc surjective et on peut trouver des cartes \\) : W -> T X et 9 : W -> T Y, dé-
yo yo 

finies dans X et Y respectivement, au voisinage de YQ telles que ty>(YQ) = ®(YO) = 0, 

p(W) = W1 et 9 o p o IJT1 = dp . Posons H1 = T Y et H" = ker dp de sorte que 
yo yo 

T X = H1 © Hn + H1 X H". Si Y e Y on a I|;(y) - 9(Y) e H". L'application $ : W -> H'X H" 
o 

définie par $(x) = *KX) - I|>(p(x)) + 9(p(x)) répond À la question. 

Pour prouver (ii) il suffit d'appliquer le lemme 8.5 À la fonction (f 0 $ *)(u\u") 

où u1 est le paramètre et u" la variable. 
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8.8. Demonstration de l'assertion (iii) du théorème 8.3. 

On applique le lemme 8.6 en prenant pour X l'ouvert défini dans fi^ par la con­

dition E(c) < ̂  d^(x,y) + h, pour Y la sous-variété ^y^, pour p : X Y l'applica­

tion qui à un chemin c £ X associe l'unique géodêsique brisée y e ̂ Xy^ telle que 

y("~y) = c (-̂ y) (i= 1 , . . . ,n) et pour f la fonction énergie. L'application p est de 

r-1 

classe C en vertu de 8.3.i). Pour prouver que y est minimum non dégénéré de l'éner­

gie sur p ^(y) on remarque que l'espace tangent en y à cette sous-variété est l'es­

pace des champs de vecteurs le long de y nuls pour t = :~y (i=0,1,...,n+l). Posons 
Y* = y|[—^r» ] et pour V £ T p ^ (y) posons V. = V1 F 1. , "*"+ ? ]. Puisque chacune des fi M n+1 n+1 y i 1~n+1 n+1 n 

formes I est non dégénérée on obtient en appliquant la formule de la variation 
^i 

seconde (12) 

Hess^(E|p 1(y))(V,V) 
n 

= Y i (v. ,v. ) > o 
. L. y. i' i 1=0 ' i 

si V ^ 0. Les conclusions de 8.7 montrent alors que les Hessiens en y des restric­
tions de E à fi et à fin'^ ont le même noyau et iii) en découle, en tenant compte des 

xy xy 
définitions 5.1 et 7.1. 

8.9. Nous venons de voir que pour étudier la dégénérescence de la fonction énergie 

au voisinage de ses minimums sur fi on peut remplacer fi par une sous-variété, con-& Xy f f xy 
tenant les minimums, de dimension finie, en l'occurence mn (n suffisamment grand). 

Nous allons montrer maintenant qu'on peut abaisser cette dimension et pour faire 

l'étude de la dégénérescence de E au voisinage d'une géodêsique minimale donnée se 

ramener à une sous-variété de dimension m-1. 

Soient x et y deux points de M et soit y : [0,1] -+ M une géodêsique minimale 

joignant ces deux points. Considérons une hypersurface Z de M orthogonale à la géo-
1 Z 

désique y en son milieu z = y(rr) . On notera fi l'ensemble des chemins c : [0,1] -+ M 
1 1 Xy 1 1 tels que c(-) £ Z et dont les restrictions à [0,£] et [̂ jl] sont des goédésiques. 

8.10. THEOREME. (Suite de 8.3). Soit y : [0,1] -> M une géodêsique minimale joignant 

x et y . Alors il existe une hypersurface Z de M orthogonale en son milieu à la géo­

dêsique y telle que les propriétés suivantes soient vérifiées si 0 < h < H et si n 
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est un entier impair >N ; 

(i) l'ensemble est une sous-variété de olasse Cr ^ de S7n,k et l'application j xy xy ^ 

c -> c(-) est un dif f éomorphisme de cette sous-variété sur un ouvert de Z contenant 

Y<5> 

(ii) il existe une carte §^ : -> 3Rmn définie son voisinage ouvert de y 

dans Q11'*1 telle que xy ^ 

cf)n(y) = 0, 

4) (w n ttZ ) = 4) (w ) n 0Rm_1 x {0}) 
n xy n n 

et 

(E o <f> *) (u , . . . ,u ) 
n 1 mn 

= (E o x i) + ul +---+ , 
/v 1 m-1 m mn 

Z 
en notant y Z-a restriction de è à W n £7 A ^n n xy 

Demonstration. En vertu de la proposition 7.12 le point z = y ( ^ ) n'appartient ni au 

cut-locus de x ni à celui de y. En restreignant au besoin Z il en sera de même de 

tout point z1 de Z. On démontre alors i) de la même façon que 8.3.i). 

Pour n impair et à condition de restreindre encore Z on a l'inclusion e S7n,*\ 
. . n h xy xy 

Les géodésiques brisées c e Q ' qui rencontrent transversalement la sous-variété Z 
n h xy 

forment un ouvert de Q, ' . Nous allons appliquer le lemme 8.7 en prenant pour X cet 
xy z 

ouvert, pour Y la sous-variété , pour f la fonction énergie et pour p : X -> Y 

l'application ainsi définie : si c e X on note ^(c) l'unique élément y de Ç}^ tel que 
1 xy 

Y(TJ) = . La vérification des hypothèses de 8.7 se fait comme dans 8.8 et le théo­
rème est démontré. 

Nous terminons ce chapitre par la démonstration de deux lemmes techniques qui 

seront utilisés au ch.9. La proposition 8.11 constitue la seule application dans cet 

ouvrage du th. 8.10 et n'interviendra que de façon accessoire (ch.9,4.6 et4.9). La 

formule (2.9) de 8.12 est, par contre, fondamentale. 

8.11. Le théorème 8.10 affirme que la fonction énergie peut se mettre dans des coor­

données convenables au voisinage d'une géodésique minimisante sur Q11'*1 sous la forme 
2 2 xy 

f(u,,...,u ,) + u +...+ u . Réciproquement on a la 
1 m-1 m mn 

PROPOSITION. Soit M une variété de classe C°° et soient x et y deux points distincts 

de M. Alors pour toute fonction f de classe C°° définie sur un voisinage de 0 dans 
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~Rm ̂  et admettant au point 0 un minimum avec ta valeur f (O) = O il existe une métri­

que riemannienne complète g sur M et pour cette métrique une géodêsique minimale Y 

joignant x et y telle que pour h > O assez petit et n assez grand il existe une carte 

<l>n : •+ Hmn définie au voisinage de y dans fi^'^ telle que 

$n(y) = (0,0,...,0) 

et 

(E o $ *)(u ,...,u ) 
n 1 mn = E(y) + f(u1,...,um_1) 

2 2 
+ u + . . . + u 

m mn 

Demonstration. Nous traiterons le cas de M = lRm, en prenant x = (0,0,...,0) et 

y = (1,0,...,0) le cas général s'en déduisant par des arguments de partition de 

1'unité. 

En vertu du théorème 8.9 il suffit de trouver une métrique riemannienne g sur 
^m _ 
]R telles que 

1) le chemin y : t -+ (t,0,...,0) (0 < t < 1) soit une géodêsique minimale ; 

2) Il existe une surface £ orthogonale en son milieu z = (̂ ,0,...,0) à £ et des 

coordonnées 0 , , . . . , 0 . sur Y, nulles en z, telles que m— I Lt 

|[d2(x,a) + d2(a,y)] = f(6j e H ) 

si o désigne le point de coordonnées 8 . , . . . , 0 . 
1 m— 1 

Décrivons brièvement la construction de g : on prend pour surface £ l'ensemble 

des points de coordonnées sphèriques \ + f ( 0 1 , . . . , 0 . ) , 0 , , . . . , 0 On considère 
^ 2 1 m-1 1 m-1 

au voisinage du segment xy un champ de vecteur X qui pour */3 < xj < ̂ /3 coïncide 

avec le champ des normales à pour x̂  > est le champ des vecteurs unitaires 

dirigé vers y et dont la composante suivant x. est toujours >0. On modifie X en le 
2 5 

multipliant par une fonction à support compact dans - < x̂  < - de manière a ce que 

les courbes intégrales t -> exp(tY)a (a e \) du champ Y obtenu joignent toutes ][ à y 

dans le temps ^. On modifie maintenant la métrique riemannienne canonique de 3Rm dans 

l'ensemble défini par 
2 5 2 2 , 2 
- < x. < -, x +...+ x < 4e 
3 1 6 2 m 

(e assez petit), de manière à ce que dans l'ensemble U. défini par 

2 5 2 2 2 - < x, < 7 , x +...+ x < e 
3 1 6 2 m 
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elle s'écrive sous la forme 

dt2 + I 
i,j = l 

gi.(t,e1,...,em_1)deidej. 

les coordonnées t, 0 . , . . . , 0 . étant définies par l'application 
1 m-1 

(t , 0 _ , . . . , 0 .) exp(tY)a(0. , . . . ,0 . ) , tout en veillant à ce que tout chemin joi-
1 m-1 I m—1 

gnant x à y et ne rencontrant pas Uj soit de longueur >1. Pour la métrique g obtenue 

au voisinage du segment xy, les géodésiques joignant ][ à y sont les courbes intégrales 

de Y et les géodésiques joignant x à £ sont les rayons issus de x. Si on a de plus 

pris la précaution plus haut de garder égales à x̂ les valeurs de X(x ,0,...,0) et 

Y(xj,0,...,0) pour 0 < Xj < 1 de sorte que exp(tY)z = z + t(-,0,...,0) la métrique g 

répond aux conditions 1) et 2). 

8.12. PROPOSITION. (Notations de 8.3). On suppose que la variété riemannienne M est 

complète et que le couple (x,y) n'appartient pas au cut-locus de M. On note y l'unique 

géodésique minimisante joignant x et y. 

Soient h tel que 0 < h < H et n un entier >N. Posons У 1 = Y W " - ' y n 
/ n \ 

Alors on a 

(29) det Hess (E|^n' ) 1 xy = (n+i)m(n+1)e(x,yi) le(yry2) 1...e(yn,y) 'e(x,y). 

(voir 7.11 pour la définition de 0(x,y)). 

Démonstration. La démonstration de la formule (29) repose sur une nouvelle interpré­

tation géométrique de la quantité 0(x,y). 

Introduisons d'abord une forme volume a) sur le fibre tangent TM, liée à la mé­

trique riemannienne g de M. Si Xj,...'xn' vi'* * *,vm désignent des coordonnées locales 

sur TM correspondant à un système de coordonnées locales x.,...,x sur M (cf. ch.3) 
1 m 

on pose 

o) = det (g. . (x))dx, ... dx dv. ... dv . 
n 1 m l m 

En notant TT la forme volume canonique sur M et TT̂  la forme volume correspondant 

sur T M, on a f(x,v)a) = Tr(dx) f(x,v)iT (dv) . On écrira avec un certain abus 
x * TM J M Jtm x 

x 
03 = 0)(dx dv) = TT (dx) TT (dv) . 

On appelle flot géodésique de M le groupe à un paramètre (<j> ) de dif f éomorphismes 
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de TM ainsi défini : pour (x,v) e TM on pose 

4>t(x,v) = (Y(t),Y(t)) 

où Y désigne la géodêsique déterminée pour y(0) = x, y(0) = v. Le flot géodêsique 

laisse invariante la forme volume ou En effet QJ est la valeur absolue de la 2m-forme 
m 

da A... A da où a = <v,dx> = £ g. .(x)v-dx.. Il suffit donc de montrer que 4> (d ) = d 

ou encore que (Ĵ a = a + (3 avec d|3 = 0, ce qui (pour t=l) est exactement le contenu de 

la proposition 7.5. 

Considérons maintenant le graphe r de (j> . En vertu de l'invariance de co, la 

sous-variété de TM x TM se trouve munie naturellement d'une forme a)t que l'on peut 

définir comme l'image réciproque de o) par la projection de r aussi bien sur le pre­

mier que sur le second facteur. Nous utiliserons ces projections (cf. diagramme) 

TM M x M TM 

(x,v,y ,w) 

(x,v) (x,y) (y,w) 

suivies éventuellement de cartes canoniques de TM comme des "cartes" de . On a 

ainsi 

u>t = 7r(dx)7T(dv) = Tr(dy) Tr(dw) . 

Si (x,y) n'appartient pas au cut-locus et si v = y(0), w = y(t) pour l'unique 

géodêsique minimisante Y : [0,t] -+ M qui joint x et y (on suppose t > 0) la projec­

tion pt : rfc -»- M x M définie par Pt(x,v,y,w) = (x,y) est régulière au voisinage de 

x ,v ,y ,w et détermine une nouvelle "carte" de r . L'expression de T^ dans cette o o'Jo o t ^ t 
carte est 

0) = tme(x,y)iT(dx)TT(dy) . 

En effet on a ui = À(x,y)Tr(dx)Tr(dy) où À(x,y) est le jacobien de l'application 
_ i 

p^ o pr^ : (x,v) -+ (x,y) par rapport aux formes 7T(dx)Tr(dv) et ir(dx)Tr(dy) . Comme cette 

dernière application n'est autre que l'application (x,v) -+ (x.exp^tv) on voit que 

A(x,y) est tm fois le déterminant au point tv de exPx» Par rapport aux formes Tr(dv) 

et ir(dy) , soit X(x,y) = tm6(x,y). 

Prouvons maintenant la formule (29). On définit une immersion 

j : T{ -y Tj x...x r j 

n+1 n+1 

((n+1) fois) de la façon suivante : pour (x,v,y,w) e Tj soit 
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y la géodésique qui vérifie y(0) = x, y(0) = V» Y O ) = y? Y(0 e w ; on pose 

yi = Y ( ^ > . w£ = Y(T^T-) d < i < n) et 

j(x,v,y,w) = ((x,v,yj,w1),(Vj.Wj,y2,w2), . . . ,(yn,wn,y,w)). 

LTimage de j est une sous-variété de dimension 2m de T j x...x r j que l'on 

n+1 n+1 
peut définir localement de la façon suivante : soit x0,v°,y0,w° un point de on 

note Y° : [Ofîl -+ M la géodésique correspondante et on pose y? = y°(^^), w? = Y°(R+j)» 

Fixons les cartes de M au voisinage de x°,y°,...,y. Au voisinage des points (x°,v°), 

(y°,w°),..., (y°,w°) dans TM on considère les cartes correspondantes. 

Le produit T j x...x T j est alors dans (TM x TM) x...x (TM x TM) l'ensemble 

n+1 n+1 
des points 

((x,v,yj,wj),(yj,wj,y2,wp, . . . ,(yn,w ,y,w)) 

t e l s que y[+1 , = 4> j (y^»*^) pour i=0, . . . , n et jCTj) es t dans T ^ x...*T ^ 

n+1 n+1 n+1 
l 'ensemble des points t e l s que 

y, = y!, w. = w!,..., y = y , w =w'. 
J 1 1 1 1 n ;n' n n 

Il est facile de voir que l'application 

H : ((x,v,yj ,wj) , (yj ,Wj ,y^,wp , . . . , (yn,wn,y,w)) -> ((x,v,y,w), 

définie au moyen des cartes ci-dessus est localement un difféomorphisme de 

r j x...x r j sur Tj x ]R2m x...x]R2m et que H fait se correspondre j(Tj) et 

n+1 n+1 

x {0} x...x {0}. Seule en fait l'application tangente à H en un point 

j(x°,v°,y°,w°) de j(Tj) a un sens intrinsèque, comme application 

dH :T./0 o o os ( r , J(x ,v ,y ,w ) 1 
n+1 

X. . .X r . ) "+ T o o o o. 
1 (x ,v ,y ,w ) 

n+1 

i x T TM x. . . x T v TM 
(YpWj) (yn,wn) 

Nous allons calculer de deux façons différentes le jacobien de dH , par rapport 

aux formes volumes jjj = co ^ x,,.x m ^ et = ojj x. . . x w et la formule (29) 

n+1 n+1 
résultera de la comparaison des résultats. 
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Sur les facteurs successifs du produit T x...x r ^ considérons les coordon­

nai n+1 

nées (x,v),(yj,Vj),...,(yn>vn) définies par la projection sur le premier facteur de 

TM x TM, sur Aj considérons de même les coordonnées x,v et sur chacun des facteurs 

de TM x...x TM considérons les coordonnées habituelles, notées (z^,u^),...,(z^y^). 

H s'exprime par des équations de la forme 

x = x , 

v = v , 

Zl = yl + 1̂ (x>v)' 

Uj = Wj + 1])^ (x,v), 

z = y + <J> (y . ,v ), n n n n— 1 n— I 

u = v + (y , ,v ) . 
n n rn n-1 n-1 

Le jacobien de H dans les coordonnées utilisées est égal à 1. Comme 

Uj = 7T(dx)7T(dv)7T(dyj )TT(dWj ) ... 7r(dyn)TT (dw^) et 

y0 = Tr(dx)TT(dv)Tr(dz1 )7r(du. ) ... TT (dz )iT(du ) ^2 1 1 n n 

on en déduit que, calculé par rapport aux formes volume Uj et en un point de j ( F j ) , 

le jacobien de H à la valeur 1. 

Utilisons maintenant sur Fj les coordonnées x ,y et de même sur les facteurs 

successifs du produit T j x...x r ^ les coordonnées (x,yj) ,(y^,y^)>•••>(yn>y)• 

n+1 n+1 

L'application H s'écrit (x,yj,yj,y^,...,yn,y) -> (x,y,Zj9u{,...,zn,un> avec 

Zl = yl " yi ' 

3E (x ,yJ ) dE(yry'2) 

z = y - y' , 
n Jn ^n 

3E(yn_j,yn) 3E(yn,y) 

un = dy1 + 37 * 
^n J n 

3 • ~-(la notation r̂— désigne ici le gradient riemannien). En un point où yj = yl5...,yf =y <3y i l n n 
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Yn = son jacobien, calculé par rapport aux formes volumes 

Vj = TT (dx) TT (dy j ) . . . TT(dyn)TT(dy) et = 7T(dx)Tr(dy)Tr(dz1 )ir(dy1 ) ... TT (dz^) TT (dy^) 

est 
3 

J = det ^ [E(x,y.) + ...+ E(y ,y)l 
TTX...X7T 3y.3y. 1 wn 

1 J 

Or on sait que sur Tj on a 

O); = 7T(dx)TT(dv) = 9 (x, y) TT (dx) TT (dy ) . 

De même sur les facteurs successifs de T ^ x...xr ^ on a 

n+1 n+1 

(JO J = TT (dx) TT (dv) 
1 m 

-- i—^) e(x,y1)7T(dx)7T(dy1), 

o) . = TT(dy )iT(dw ) 
1 n n = (̂ Jy) e(yn,y)TT(dyn)TT(dy). 

On a donc y} = (n+1) m(n+ ^(x.yj) ... Ö(yn,y)v} et \i2 = 9(x,y)v2. 

Calculé par rapport aux formes ŷ  et y^ le jacobien de H en un point de j(Tj) 

est égal à 

/ xin(n+l ) .-1 
(n+1) 9(x,y ) . .. e(yn,y) 1 9(x,y)J 

on sait déjà qu'il vaut 1. La formule (29) en découle. 
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CHAPITRE 8 

UN PROBLÈME POSÉ PAR LE PASSAGE DES ESTIMÉES LOCALES 

AUX ESTIMÉES GLOBALES POUR LA DENSITÉ D'UNE DIFFUSION. 

par 

Robert AZENCOTT 

1. Estimées locales et globales de p(t,x,y). 

Soit M une variété et p la densité d'une L-diffusion sur M, avec L elliptique, 

à coefficients suffisamment différentiables. On a vu que (Elie ch. 5 ) pour tout 

compact K de U, on a 

1 2 
(1) lim t log p(t,x,y) = - - d (x,y) 

t+O 

où d est la distance riemannienne associée à D, et ceci pourvu que d(x,y) < e(K), 

avec £(K) > 0. 

L'extension de (1) au cas de x,y quelconques, et, a fortiori, celle de l'équi­

valent de p(t,x,y) obtenu au ch. 5 , sont non triviales. 

Dans I4j p. 18, Molchanov affirme la possibilité de restreindre l'étude de 

lim p(t,x,y) au cas où M est compacte. Son argument, extrêmement condensé, suppose 

implicitement que M est complète. Dans ce chapitre et le suivant est esquissée une 

méthode très simple de passage du local au global, qui a l'avantage de s'appliquer 

au cas où M est non complète. 
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En effet, il est possible (cf. ci-dessous) de construire une L-diffusion dans 
2 . . 0 0 

un ouvert M de 1 , avec L elliptique et à coefficients C , telle que la relation (1) 

soit fausse, c'est-à-dire que 

lim t log p(t,x,y 
t-H) 

> ~ \ d2(x,y) 

pour x,y dans le complémentaire d'un certain compact de M x M. A fortiori l'équiva­

lent global de p(t,x,y) obtenu par Molchanov est faux dans ce cas. 

De plus cet exemple montrera que si U est un ouvert relativement compact de M, 

même "convexe", même à bord très lisse, les densités resp. p(t,x,y) et p^(t,x,y) 

des L-diffusions sur M et U ne sont en général pas équivalentes (lorsque t -> 0)pour 

tout x,y e Y. Il se peut d'ailleurs que même log p et log p^ ne soient pas équiva­

lentes . 

Comme on le verra au ch. 9 (C. Bellaïche), la relation (1) est sûrement valable 

si d(x,y) < max [d(x,°o), d(y,oo)]5 et en particulier lorsque M est complète. Elle 

reste vraie aussi lorsque M est un ouvert relativement compact d'une variété M, 
3 

pourvu que L se prolonge en un opérateur elliptique a coefficients C sur un voisi­

nage de M dans M. 
Dans les mêmes situations, l'équivalent de p(t,x,y) obtenu au ch. 5 sera vrai 

pour x,y quelconques, joints par une unique géodêsique minimisante. 

Au paragraphe 3 de ce chapitre nous donnerons une méthode élémentaire permettant 

de propager les majorations locales de p(t,x,y) obtenues au ch. 5 , pour obtenir des 

majorations globales du type 

p(t,x,y) s C t"N exp[- ^ f ^ l ] 

avec x,y vérifiant d(x,y) < max[d(x,°°), d(y,Œ)] et t petit. Ces majorations globales 

serviront essentiellement au ch. 9 , pour étendre la validité de l'équivalent natu­

rel de p(t,x,y) au cas où x,y sont éloignés. 

Un intérêt de la méthode proposée, est qu'elle s'appliquera tout aussi bien au 

cas où le générateur différentiel L est seulement hypo-el1iptique, une fois obtenues  

les majorations locales ; ce dernier problème (local) est non résolu (et délicat) 

dans le cas hypo-el1iptique (cf. 2ième partie du Séminaire). 
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2. Construction d'un contre-exemple. 

2.1. Une diffusion gênante. 

Dans le plan considérons une base orthonormée ÔK, (XÎ, et le carré OABC. Soit M 

l'intérieur de ce carré. Notons (ZpZ^) les coordonnées du point courant z e M dans 

cette base. 

oo x > 
Soit b un champ de vecteurs C sur M de la forme b(z) = f(z^) OA, où la fonc-

oo 

tion numérique f est C sur ]0,1[, décroissante, et tend vers l'infini au voisinage 

de 0. Plus précisément imposons 

(2) f (zo) = n pour - - K- < Z0 < - + T 
2 ^ n „ 2 2 n 0 2 

3n 3n 
2 . 1 

Soit A le laplacien usuel sur 1 et soit L = -A + b. L'opérateur L est elliptique 
oo 

de classe C sur M. La métrique d associé à L sur M (cf. Elie ch. 5 ) est la métrique 
euclidienne ordinaire. En particulier M n'est pas complète pour d, et l'opérateur L 

2 
ne se prolonge pas à un voisinage de M dans 1R . Soit (Xt) la L-diffusion sur M ; soit p(t,x,y) la densité de sa fonction de 

trans ition. 

2.2. PROPOSITION. Considérons la diffusion particulière décrite en 2.1. Soit oo le 

point à l'infini du compactifié d'alexandroff de M. Alors pour tout e > 0, il existe 

a > 0 tel que les conditions 

(3) d(x,co) = d(x,0A) < a d(x,y) 

d(y,°o) = d(y,0A) < a d(x,y) 

impliquent pour la densité p(t,x,y) 

(4) 
2 

lim t log p(t,x,y) > - e d (x,y). 
t+0 

En particulier pour e = on peut prendre a = ^5 • 

Pour prouver 2.2, nous aurons besoin d'un calcul "brownien" désagréable. 

2.3. LEMME. Soit (3 ,32) un brownien plan issu de 0. Pour r > 0, a > 0 soit S(r,a) 

l 'événement défini par 
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|$j(s)| < / 5 " et -r - y/ô < 32(s) < /â pour 0 < s < a 

(5) 

|32(a) + r| < ~ / a 

Alors -il existe des constantes c , positives, et il existe une fonction e(u) -ten-

¿fcmt f g r s 0 avec u teZs Î/MS pour — > c2 , on ait 

PQ[S(r,a)] > cj exp {-
2 

+ e(-^)]} 
r 

Preuve : Remarquons que PQ[S(r,a)_ = P o C S < ^ 1 ) ] -

Il suffit donc d'étudier 

pQ[s(r,i)] = p^le^s) < i, 0 < s < 1] PC-r-1 < 32(s) < 1, 0 < s < l ; | 3 2 ( D + r | 
0 < s < 

Le premier facteur est une constante c~ > 0. Le second s'écrit 
r i 
-r~7 

g(w)dw, où 

g -est la densité au temps 1 du brownien linéaire issu de 0 et tué à la sortie de 

f-r-1,1] = [ À , y ] . On aura donc 

(6) PQ[S(r,1)] > c3 j inf j g(w) . 
-r~2<w<-r+2 

La méthode des images (cf. Dynkin [ 2 ] par exemple) donne 

2 

/27F g(w) = exp (- -2~) - exp 
r (2X-w)2n . r (2y-w)2n [ ] - {exp [ 2 ^ . exp[_ m-2V+W)21} 

La somme des deux premiers termes s'écrit 

exp(- ~~) [1 - exp 2X(w-X)] 

et est donc minorée par ^ exp(- —-) pour r assez grand et w e [-r-i, -r+^]. Sous les 
-̂ ^ l ( 2 w) ̂~ 

mêmes conditions le terme {...} dans /2ïr g(w) se majore de même par -z exp[- =~ ], 
2 2 

j 1 ^ /0— / \ ^ 1 / w \ 1 r (2y-w) 
d'où /2TT g(w) > 2 exP( 2~) ~ 2 exp ^ 2 *̂ 

Le même calcul montre que pour r grand, et w £ [_r-̂ , -r+j] on a 

(7) /2TT g(w) > I exp(- —-) > | exp - ~~(\ + e) 

où e tend vers 0 avec -. 
r 
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De (6), (7) on conclut que P [S(r,l)] est minoré par c^ exp[- -j-O+e)] pour r 

assez grand, ce qui prouve le lemme. 

2.4. Premiere étape : définition d'un paquet de chemins de x à. y : 

Soient x,y £ M, vérifiant (3) avec a "petit" à fixer plus bas. Supposons que 

d(x,oo) = d(y,°o) = r, et posons d(x,y) = h. 

Pour chaque t, choisissons n = partie entière de (^)^^ d'où n ~ (~) et 

considérons les points x11, y11 définis par 

(8) 
n n 1 n n i 
x, = x , , x2 - - , y, - y , , y2 = -• 

2 
Pour u,v c R appelons "boite d'axe uv", l'ensemble des points de la forme 

Çu + (l-Ç)v + n/t ÔA + Ç /t ÔC 

où o < ç < i, InI < 1, |ç| < 1. 

Fixons q e 10,et soit le paquet de trajectoires issues de x, définies sur 

LO,qt], qui ne quittent pas la "boited'axe xx11", et qui au temps qt se trouvent à une 

distance de xn inférieure à /t". 

Pour u e M, posons u = u + y—x ; soit le paquet de trajectoires issu de u au 

temps qt, définies sur [qt,(l-q)t], qui ne quittent pas la "boite d'axe uu", et qui 

au temps (l-q)t se trouvent à une distance de u inférieure à /t. 

Enfin pour v e M, posons v = v + y - yU. Soit le paquet de trajectoires 

issues de v au temps (l-q)t définies sur C(l-q)t,t], qui ne quittent pas la "boite 

d'axe w", et qui au temps t se trouvent à une distance de v inférieure à /t • 

Il est clair que l'événement 

(9) £ = {X^ e V ; X 
0,qt x ' qt,t-qt 

6 HX ; Vqt,t * wx > 
qt t-qt 

implique d(y,Xt) < 3/t. Par suite, la loi des trajectoires de la L-diffusion 

issue de x vérifie 

(10) Qx[d(y,Xt) < 3/t] > Qx(fc). 

Pour minorer QXGS)» nous allons appliquer la propriété de Markov aux temps qt 

et (l-q)t, et minorer successivement chaque "facteur". 
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2 . 5 . Deuxième étape ; minoration de Q [X e V ] : 
. . . . . . U j Q t X 

Soit 3(t) le brownien dans R ; notons la loi du Brownien issu de x, et 

l'espérance par rapport à P_̂ . Soit le temps de sortie de M. 

La formule de Cameron-Martin s'écrit 

(11) Q [Xn e V ] = E [ r ̂  i l/o „ -i exp J 1 
vxL 0,qt x x {t<T_J ( 3 ^ e V i p qt 1 M 0, qt x n 

où 

(12) 
rqt 

J = { b[3(s)]d3(s) 
qt J 0 

, rqt 2 
- 2 |b[ß(s)lj ds}l(e £ v } 

J 0 0,qt x 

Puisque x̂J = - ~ (-) >> la condition 3~ £ V entraîne t < T . Par dê-
n 2 n h 0,qt x M 

finition de b, cf. 2 . 1 , on a 

RQT 

J = { fC37(s)]d31 (s) 
qt J0 2 i 

1 f q t ? 

- \ \ f ( 3 ? ( s ) ) d s ) 
J О 

Чзп € V } 0 , qt x 

Le processus croissant associé à j f (3 2 )d^ | est jf (32)ds et pour 3Q ^t e V^, 

sa valeur en qt est majorée par 

(f)(t) - qt f2 (x^ - /t) 
2 2 

= qt(-~) = q \ t 1 + £,(t)] 
n 

où £j(t) -> 0 avec t, 

La majoration exponentielle classique des martingales (cf. Stroock-Varadhan 

[ 4]) donne 

rqt 
P C f (39)d3, 

x J o 2 1 
< - a ] < exp(- 2 ^ y ) 

Des deux remarques ci-dessus, on conclut que 

(13) P [J _ < - a - \ <f>(t)D x q t z 
< exp 

I 

2 ф ( г У 

La formule (11) donne 

Q [X e V ] x 0,qt x > exp Jqt dP^ 
{0O,qt£ Vx ; Jqt äX-a-^»(t)} 

d'où par (13) 

(14) Q [X e V ] > exp [-a--4)(t)]{P [3n 
x 0,qt x c 2 x 0,q t 

2 
e V ] - exp C- TTT-TTV]} x ^ 2® (ti 
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La définition de S(r,o") (cf. (5)) donne immédiatement, en tenant compte du 
lemme 2.3 

P x L ß 0 , q t 

e V x ] > P Q[S(r,/5t)] > C | exp - 2^E"(1+£2(t)) 

pour t assez petit, où £2^) 0 avec t. 

Choisissons 

a = /2 ̂  /T+i. = /2 ^ ( l+e3) * ~ 

Z Z 2 

d'où -x—7—\~ = > dans (14) le terme {...} se minore donc par c0 exp(- [ l+e„]) 
Zcpvt) qt Z Zqt Z 

pour t petit. Par suite (14) entraîne 

(15) Q (X ^ e V ) > c9 x 0,qt x 2 
r 2rh qh /,.„ \ 

exp C- — - V0^^ Q (X ^ e V ) > 

Un calcul identique au précédent, à translation près dans le temps, et la pro­

priété de Markov, montrent que pour t assez petit, on a Q^-p.s., sur l'ensemble 

{d(X ,yn) < 2yt}, la relation 

(16) 3EX e Wv [ ÎF ] > r exp 
t-qt,t X _ 1 t-qtJ 2 F 

r_ 2rh 
t 

] > r -[l+e4(t)J 

2.6. Troisième étape ; minoration de Q (X ^ e V ) > 

Cette minoration nous intéresse sur l'ensemble {d(X ^,xn) < /t}. Par la propriété 

de Markov et translation temporelle, ceci revient à évaluer Q (X_ _ e K ) avec 
z 0,t-Zqt z 

d(z,x ) < /t, où le paquet de trajectoires est défini exactement comme H , au 

remplacement près de l'intervalle [qt,t-qt] par [0,t-2qt]. 
Comme 1 l/^2/5 

Q 2 ~ 3Vh; 
3n 

» 2/t, la définition du champ b montre que l'événement 

(30 t_2qt e K^} entraîne b(3g) E n Ôl = -[l+e4(t)J ÔA pour 0 < s < t-2qt où e4(t) -> 0 

avec t. 

z 

Dans la formule de Cameron Martin analogue à (11) le log de ^ s'écrit alors 

immédiatement z 

Jt-2ct = îO+^CBjCt-aqO-z,] 
r h2 ? 

• i IL-(i-2q)(i + e ) \ 

Par définition de K , on a c 
z (3t_2 ,z) < /t où z = z + h OA, ce qui entraîne 

directement 
Jt-2qt 

2 
> |F(l+2q+e:5), où ( t) -+ 0 avec t. 

La formule de Cameron-Martin fournit alors la minoration 
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(17) V x o , t - 2 q t £ Kz> Z exp C | î ( 1 + 2 q + e 5 ) ] PzCe0)t_2qt c K z ] . 

Les définitions de K et S(h,a) montrent que 

(18) PzCf30>t-2qt £ Kz] * VS(h,t - 2 q t ) ] . 

De (17) (18) et du lemme 2.3, on conclut que sur l'ensemble {d(X^t,xn) < /t}, 

on a Q -p.s. 
x c 

(19) « x q t , t - q t * Hxqt !F ] S c, exp [ ^ ( . . 2 ^ 5 ) 
h2 

- 2(l-2q)t('+g6)] 

où e^(t) 0 avec t. 

2.7. Quatrième étape ; minoration de Q^[d(Xt,y) < 3/t] : 

La propriété de markov appliquée deux fois et les minorations (19) (16) et (15) 

fournissent une minoration immédiate de Q (&) par le produit des seconds membres de 

(19) (16) (15). Grâce à (10) on obtient donc 

(20) Qx[d(Xt ) < 3 / t ] > c3 exp {+ - L [B-e7(t)]} 

où e7(t) 0 avec t, avec 

9 o 2 v,2 
B = -8rh + h2 - 2£_ _ h 

q l-2q 

r 2 
Pour maximiser B on fixe q = -,—̂ —, d'où max B = -4r - 12rh, ce qui par rapport M h*-2r 

q 
dans (20) donne 

(21) Q Td(X^ ) < 3/t] > cQ exp - ̂ -[4r2 + 12rh + e7(t)] 
x" t,y 3 Zt / 

dès que t est assez petit. 

2.8. Cinquième étape ; minoration de p(t,x,z) : 

Soient maintenant deux points x et z de M, tels que d(x,z) = h situés à des 

distances respectives r et p de OA, avec ^, ^ petits, r < p et d(x,°°) = r, d(y,°°) = p. 

Soit y le point situé à la vecticale de z et à la distance r de OA. On a 

d(x,y) = X < h. 
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Soit V une boule compacte de centre y et de rayon y > O. Pour u e V et y petit, 

on a d(u,z) < p = d(z,°°). L'équivalent naturel de la densité p(t,u,z) pour la L-

diffusion est valide dans cette situation, uniformément en u £ V (cf. C. Bellaiche) 

ch. 9 ). Par suite on aura pour t assez petit 

(22) 
2 

/ t N d (u,z) p(-,u,z) > c^ exp - — pour tout u £ V. 

Soit W une boule de centre y et de rayon 3\/̂". Pour t assez petit, (22) montre 

que 

(23) inf p(f,u,z) > c exp [- (p r) + 8 ] 
U£W t 

où £0(t) -> 0 avec t, et c > 0. o 4 

La formule de Chapman-Kolmogorov fournit 

(24) p(t,x,z) > f t t 
p(-,x,u)p(-,u,z)du 

J W 

: [inf p(|,u,z)] Q (X £ W). 
U£W 1 X l 

Les minorations (24) (23) et (21) donnent alors 

(25̂  p(t,x,z) > Cç. exp 
i + eq(t) 

[ ÏT—loù £g(t) -> O avec t, avec 

I = 8r2 + 24rh + 2(p-r)2 

ce qui entraîne 

(26) lim t log p(t,x,z) > - \ [8r2 + 24rh + 2(p-r)2] = - ï 
t-K) 

Il est évident que tend vers 0 avec (7- + , ce qui prouve la prop. 2.2. nz h h 

3. Deux contre-exemples dérivés du précédent : 

3.1. PROPOSITION. Considérons la ̂ -diffusion construite en 2.1. Il existe une in­

finité drouverts U de M_, relativement compacts dans K, à bord lisse, tels que si p^ 

est la densité de la lu-diffusion sur U on ait, pour une infinité de couples x,y e U 

lim t log p(t,x,y) > lim t log p (t,x,y) 
t-K) t̂ O 

En particulier, p et p ne sont pas équivalentes quand t 0 
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Preuve : Soit F le centre du carré M. Prenons l'image de M par une homothétie (F,A) 
avec À < 1, X proche de 1. Lissons de façon quelconque les coins de ce nouveau carré 
et soit U l'intérieur du domaine ainsi défini. Si X est assez proche de 1, U con­
tient des points x,y tels que 

d(x,oo) = d(x,OA) 
г 25 d ( x ' y ) 

d(y,Œ) = d(y,OA) - 2V d(x'Y) 

et d(x,y) = dy(x,y). 

1 2 
On a donc lim t log p(t,x,y) > - - d (x,y), par la prop. 2.2. D'autre part, 

t-K) 

comme l'opérateur D se prolonge en un opérateur elliptique de classe C sur un voi­

sinage de U, on a (cf. C. Bellaïche ch. 9 ) 

1 2 
lim t log p (t,x,y) = - 5 dTj(x>30 
t-K) 

ce qui prouve le résultat annoncé. 

3.2. Commentaire : Sur une variété complète M (pour la distance d associée à D), on a 

en fait p(t,x,y) ~ p^(t,x,y) pour tout x,y e U et tout ouvert relativement compact 

U de M pourvu que U contienne une géodêsique minimisante (dans M) allant de x à y. 

Ceci résulte du calcul effectif des équivalents de p et de p , à la Molchanov 

(cf. C. Bellaïche ch. 9). 

Lorsque M n'est pas complète, le même résultat reste vrai (pour les mêmes rai­

sons) pourvu que d(x,y) < sup[d(x,o°), d(y,°°)]. 

3.3. PROPOSITION. Considérons la variété M., le laplaeien A et le champ b sur M dé­

finis en 2.1. Soit A la fonctionnelle de Cramer associée au problème de petites 

1 2 

perturbations L^ = ^ £ A + eb. (Renvoyons à Azencott ch 12 , ainsi qu'à [ 1 ]). 

Il existe un ouvert A de l1 ensemble C(M) des chemins continus sur [0,1] à valeurs 

dans Mj et un point x e M tels que 

- A(A) < lim E2 log R (Y e A) 

où Y est la trajectoire (sur [0,1 ~]) de la D -diffusion et où R est la loi des tra-
£. £ X 

jectoires issues de x. Ici Â est l'adhérence de A dans C(M) muni de la topologie de 

la convergence uniforme. 
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3.4. Remarque : Tout le sel du "contre-exemple" 3.3, provient de ce que si on consi­

dère A comme sous ensemble de l'espace <£(M) des chemins "explosifs" définis sur 

[0,1] à valeurs dans M u 6, on a en fait toujours 

lim e2 log R (Y e A) < - A(A) 
e-K) X G 

où A est l'adhérence de A dans £(M) muni d'une topologie adéquate naturelle, (cf. 

Azencott [ 1 ]). La prop. 3.3 montre l'intérêt de l'introduction de cette topologie. 

3.5. Preuve de 3.3. 

Soient x,y £ M comme en 2.4 avec r = d(x,0A) = d(y,0A) et h = d(x,y). Prenons 

A = {y £ C(M) |Yq = x, y £ V} 

où V est une boule de centre y e M, de rayon p > 0. Dans le cas simple qui nous in­

téresse A(A) = inf j X(y) où À(y) est le carré de la longueur euclidienne de y. 

YeA- 1 2 1 2 
Ceci donne donc A(A) = - d (x,V) = -[d(x,y) - e] . 

Un simple changement de temps (cf. Azencott ch. 12 ) montre que 

R (Y e A) = 
X г. 

Q x(x e V) si e = / Г . 

Mais la formule (2 1) donne 

lim t log Q (X £ V: 
t-K) x t 

> - ^(4r2 + I2rh) 

et pour r/h assez petit on aura 

|(4r2 + 12rh) < |(h-e)2 = A(A) 

d'où le résultat annoncé en 3.3. 

3.4. Des diffusions gênantes génériques : 

oo 

Soit M une variété C quelconque. Soit U un ouvert relativement compact de M, 

tel que pour tout x e 3U il existe une carte (V,(j)) autour de x telle que 

(j)(V n U) = H n <J>(V) où H est un ^-espace euclidien ouvert. 1 oo 

Soit un opérateur elliptique d'ordre 2, de classe C sur M. Soit d la dis­

tance riemannienne sur M associée à (cf. Elie ch. 5 ). Supposons l'existence 

d'un point x^ de 8U et d'un voisinage V de tel que pour tout x,y £ V n U, la géo­

désique minimisante joignant x à y soit unique et contenue dans V n U. 
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Conjecture : Il existe un champ h, C SUT U,, avec |b(x) | ->- + °° quand x -> XQJ tel que 

la h+b)-diffusion sur U ait une densité p(t,x,y) vérifiant 

lim t log p(t,x,y) > - - d (x,y) 

pour une infinité de points x,y e U n V. 

Nous n'avons pas mené cette construction jusqu'au bout, mais le paragraphe 2 

en donne évidemment le principe : Pour x,y e U très proche de x^, avec d(x,3U) et 

d(y,3U) négligeables devant d(x,y), on considère un paquet de chemin allant de x "à 

8U", puis suivant "sur 9U" une "trajectoire du champ fb", où b est un champ tan­

gent à 3U en tout point de V n 3U et où f : U ->- 1R tend vers l'infini au bord de U, 

puis enfin revenant "de U" à y. 

La construction se fait pratiquement, sur une sous-variété de dimension 2 de U, 

celle des géodésiques xnyn utilisées au paragraphe 2. La preuve présente quelques 

difficultés techniques supplémentaires (remplacement du brownien plan par la diffu­

sion associée à ^A) tout à fait surmontables. 

4. Propagation des majorations locales de p(t,x,y) par itération : 

4.1. Utilité des majorations de p(t,x,y) pour x,y éloignés : 

Soit p(t,x,y) la densité d'une diffusion sur une variété. Pour propager 1'équi 

valent local de p(t,x,y) au cas de x,y éloignés, il est naturel (Molchanov C3] ) 

d'utiliser la formule de Chapman-Kolmogorov. Mais si M n'est pas compacte, cas que 

Molchanov néglige (à tort) d'étudier, il est essentiel, dans une intégrale du type 

iMp(S'x'z') ... P(£,zk,y) dz, ... dzk 

de pouvoir négliger la contribution des termes correspondant à d(z^,z_.) > e, avec £ 

petit. Ceci exige d'avoir obtenu une majoration de p(t,x,y) pour x,y éloignés. 

Nous allons donc, par itération, à l'aide d'ailleurs de la formule de Chapman-

Kolmogorov, commencer par propager du local au global une majoration de p(t,x,y) du 

type et N exp[- — — ^ t ^ ^ ' Ce servi-ra ensuite (C. Bellaïche, ch 9 ) à obtenir 

l'équivalent de p(t,x,y) pour x,y éloignés. 

4.2. Hypothèses et notations : 

Soit M une variété de dimension n, de classe 5 . Soit & une diffusion sur M de 

générateur différentiel L. 

4 . . 
Nous supposerons L elliptique, à coefficients C , vérifiant Ll = 0 . Sur M on 
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note d la distance riemannienne associée à L (cf. Elie ch. 5 ). Pour x e M on dé­ 

finit d(x,°°) , où 00 est le point à l'infini du compactifié d1 Alexandroff de M, par 

d(x,°°) = lim d(x,y) si M est non compacte 

d(x,°°) = + 00 si M est compacte. 

Remarquons que la fonction x d(x,co) est soit identique à + 00 (cas d'une dis­

tance complète), soit partout finie et continue. 

On fixe sur M une autre structure riemannienne arbitraire mais de classe 3, et  

on note TT le volume riemannien correspondant. Enfin on note p la densité (par rapport 

a. TT) du semi-groupe de transition (Rfc) de_ 

4.3. Remarque : En fait toutes les démonstrations du paragraphe 4 n'utiliserons que 

les faits suivants : 

1) ffest un processus de Markov fort à trajectoires dans 5?(M) (cf. Azencott 

ch. 12), dont le semi-groupe admet par rapport à TT une densité p(t,x,y) continue en 

(t,x,y). 

2) p vérifie l'équation de Chapman-Kolmogorov. 

d (x ) 

3) p vérifie les majorations locales en exp [- 2t~^9 °^ ^a f°ncti°n ^ satis­

fait à l'inégalité triangulaire (cf. 4.5 pour une formulation précise des "majorations 

locales"). 
4) d(x,°o) est soit identique à +°°, soit finie et continue. 

Cette remarque est à verser au dossier du cas hypoelliptique. 

4.4. PROPOSITION. Soit (P une diffusion sur une variété M de classe 5. Supposons que 

le générateur différentiel L de S*soit elliptique, à coefficients C^. Soit d la dis­

tance associée à L. Alors pour tout compact K de M_, il existe des nombre c,T,N posi­

tifs stricts tels que 

p(t,x,y) < c t exp r- d2(x>y)1 
2t 

sur l'ensemble 

{0 < t < T, x e K, y e K, d(x,y) < sup [d (x ,00) , d (y, 00) ] } 

De plus pour toute fonction continue v sur M,, vérifiant 0 < v(y) < d(y,oo), et 

tout compact K de M,, il existe c,T,N positifs stricts tels que sur l'ensemble 

{0 < t < T, x e M, y € K, d(x,y) > v(y)}, 

les nombres p(t,x,y) et p(t,y,x) soient majorés par c t N exp 
L 2t J 
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Preuve : Elle est fragmentée en plusieurs sections ci-dessous. 

4.5. Deux majorations intermédiaires : 

A chaque partie K de M, et chaque r > 0, s > 0 associons les propriétés sui­

vantes 

H(K,r,s) : Il existe des nombres c,N,T positifs stricts tels que pour 

O < t < T, x e M, y e K, d(x,y) < r A sd(y,°°) on ait 

2 
-x ~N d (x,y) n 

p(t,x,y) < et exp [ 2t ^ 

U(K,r,s) : Il existe c,N,T positifs stricts tels que pour 

O < t < T, x e M, y e K, d(x,y) > r A sd(y,°°) on ait 

2 2 2 
/ \ -N r r Asd(y,co) n 

p(t,x,y) < et exp [ w' y] 

L'étude de p(t,x,y) quand t 0, avec x,y proches fixés (cf. L. Elle ch. 5, 

Molchanov [ 3 ]) montre que pour tout compact K de M, tout s > 0, il existe r > O 

tel que H(K,r,s) soit vraie. Il s'agit d'améliorer la taille de r par itération. 

Pour chaque r > 0 s > 0, nous noterons Kr'S l'ensemble des x e M tels qu'il existe 

y e K vérifiant d(x,y) < r A sd(y,co). 

4.6. LEMME. (Hypothèses et notations de 4.4, 4.5J. Pour tout r,s > O avec r > 0, 

1 > s > 0, toute partie K de M_, et tout ouvert V de M inclus dans la validité de 

H(K,r,s) entraine celle de U(V,r,s). 

Preuve : Soient r,K,V comme ci-dessus. Posons v = r A sd(y,°°). Soit y e V. Soit 

e > 0 quelconque, et soit B la boule de centre y et de rayon (v-e). Soit A un voi-

sinage compact de y contenu dans K et dans la boule de centre y, de rayon 2(]+s) * 

Posons pour z e SB, 0 < u < t 

(27) *t(u,z) = EznA(Xt_u)] = Rt_u lA(z) 

Soit x e: M tel que d(x,y) > v, donc vérifiant x i B. Notons n le temps d'entrée 

de (? dans B : la propriété de Markov forte entraîne 

(28) Rt 1A(x) = Ex[lA(Xt)] = Ex[l{n<t} E[lA(Xt)|?n]] 

= ExC1{n<t} V ^ - V 3 
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Pour z e SB, w e A, on a par construction 

G 1+2 S S C 
d(z,w) s [r A sd(y,C=)l - e + ynT¥y < - e 2oTiT + r A r2ñ^iT + sd<w'°°>] 

d'où d(z,w) < r A sd(w,°°) . 

Comme de plus A c K, la validité de H(K,r,s) montre que pour z e 9B, w e A, on 

a 

(29) p(t,z,w) < c t N exp [- d ^Z,W)] pour 0 < t < T 

Par construction les conditions z e 8B, w e A entraînent d(z,w) > v - 2e > jv 

pourvu que e < y. Le second membre de (29) est alors fonction croissante de t sur 
. 1 2 . 1 

]0,T], si on impose T < inf -7-r v (y), G ^ inf 7v(y) • On conclut ainsi 

yeK 4N yeK 

p(t,z,w) < c t~N exp(- ^2t^ Ì pour 0 < t ~ T' z e 9B' w ^ A 

-N 
p(t,z,w) < с t exp( — ) pour 0 < t < T, z e ЭВ, w er A 

D'après (27) ceci donne 

(30) $ (u,z) < c t N exp[- (V 2 ^ ] TT(A) pour 0 < t < T, z e 8B 

ce qui, avec (28) implique 

1 
TT(A) 

f -N 
p(t,x,w) dTT(w) < c t 

JA 

r (v-2c)2, 
exp [ J 

Lorsque e 0, le diamètre de A tend vers 0, et p étant continue on obtient 

P(t,x,y) < c t exp(- y-) 

pour 0 < t < T, x e M, d(x,y) > v(y), y e V, inégalité qui reste vraie pour y e V 

par continuité. Ainsi U(V,r,s) est vraie. 

4.7. LEMME. (Hypothèses et notations de 4.4, 4.5). Pour tout r > 0, u > 0, 1 > s > 0 , 

toute partie K de H et tout ouvert V de M inclus dans K_, la validité simultanée de 

H(K,r,s) et H(Kr's,u,s) entraine celle de H[V, /2(r A U),S]. 

Preuve : Supposons provisoirement TT(M) fini. La propriété de semi-groupe Rt = R^ 

donne 2 2 

(31) p(t,x,y) = p(|,x,z) p(|,z,y) dTT(z) 
J M 

pour tout t > 0, x,y e M (pour l'égalité partout en y e M, cf. Azencott ch. 2 §.5). 

Pour A c M notons IA l'intégrale en z de p(|,x,z) p(|,z,y) sur A. 
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Posons v(y) = r A sd(y,°°), w(z) = u A sd(z,°°), et 

My = {z e M | d(z,y) > v(y)} 

= {z £ M | d(z,y) < v(y), d(x,z) > w(z)} 

N = {z e M | d(z,y) < v(y), d(x,z) < w(z)} 
x ? y 

Imposons y G V, avec V ouvert de K. 

D'après le lemme 4.6, la validité de H(K,r,s) entraîne celle de U(V,r,s), et 

donc pour z e M , 0 < t < T , la fonction p(^,z,y) est majorée par 

9N -N r 2v2(y) 
2 c t exp f 2t~ tandis que p(|,x,z)dir(z) < 1. Ceci entraîne 

(32) 
0N -N 

I,, < Z e t exp M V 

2v^(y)_ 
2t J 

0 < t < T, y £ K. 

r s r s ^ 
Pour z £ M on a z £ V ' . La validité de H(K ' ,u) entraîne celle de 

xy 
r s 

U(V ' ,u) ; il existe donc c N T tels que 

t N1 ~N1 p(-,x,z) < 2 c] t exp 
2 

2w (z) < 
2t ' 1 xy 

La validité de H(K,r,s) permet de majorer p(^,z,y) par 

N -N 2 . 

2 c2 t exp [> 11 P°Ur ° < t ~ T7' Z € Mxy' 7 € K* 

Comme TT(M) est fini par hypothèse, on conclut que 

(33) 
-N3 

IM < c3 t sup 
Xy Z£M 

xy 

r 2w2(z) + 2d2(z,y) 
exp [ 2Ï J pour y £ V, 0 < t < T2-

Il est clair que 

2w2(z) + 2d2(z,y) > [w(z) H- d(z,y)]2 = C u A sd(z,oo) + d(z5y)]2 

2 
et que le dernier terme écrit est minoré par [u A sd(y,°°)] , puisque 0 < s < 1. 

Si u > sd ( z ,oo) , on a 

w(z) = sd(z,°°) et donc, puisque s < 1 

2w2(z) + 2d2(z,y) > s2[2d2(z,-) + 2d2(z,y)] > S2[d(z,Œ) + d(z,y)]2 

2 2 
> s d (y,°°) . 

Si u < sd(z,°°), on a w(z) = u, donc 2w (z) + 2d (z,y) > 2u . Finalement on voit 

que 
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inf [2w (z) + 2d (z,y)] > (2u ) A s d (y,«>) 
Z£M 

xy 
et (33) implique, pour 0 < t < T^, y e V 

(34) IM <-c, t ^ e x p [- ^ %ld<y--h. M 3 2t xy 

Enfin pour z e N la validité de H(K,r,s) et de H(Kr,S,u,s) donne pour 
x » y 

0 < t < T , y e K, 

/t . ,t N 4 p(-,x,z) p(-,z,y) < c t exp 2d2(x,z) + 2d2(z,y) 
2t J* 

La relation 

2d2(x,z) + 2d2(z,y) > [d(x,z) + d(z,y)]2 > d2(x,y) 

entraîne alors pour 0 < t < T ^ , y e K 

(35) IN4 
IN < c5 t exp 
x,y 

-_ d2(x,y) 
2t J* 

Par conséquent si x e M, y e V et d(x,y) < r/2* A U/2* A sd(y,°°) les relations 

(35) (34) (32) entraînent 

p(t,x,y) = IM + IM + IN s c6 t 6 
y xy xy 

r d2(x,y)n 
exp [ ^t ] 

pour O < t < T^, avec c^, T^, constantes positives. 

Par continuité ceci reste vrai si y £ V, ce qui prouve H[V,/2(r A U),S], lors­

que TT (M) est fini. 

Si maintenant on revient au cas général où TT(M) peut être infini, on peut tou­

jours trouver un volume riemannien TT tel que TT(M) soit fini (il suffit de multiplier 

la métrique associée à TT par une fonction positive bien choisie)• La continuité de 

et la formule évidente 
dTT 

p(t,x,y) = p(t,x,y) |^ (y) 

où p est la densité du semi-groupe (Rj_) par rapport à TT, montrent que p vérifie 

H(K,r,s) si et seulement si p vérifie H(K,r,s), ce qui achève la preuve. 
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4.8. Preuve de la proposition 4.4. 

Supposons d'abord M non complète, ce qui équivaut à dire que la fonction 

y ->d(y,°°) est finie et continue. Soit K un compact de M et soit s < 1. L'ensemble 

F = {x e M il existe y c K vérifiant d(x,y) < sd(y,°°)} est évidemment compact. 

L'équivalent local de p(t,x,y) - cf. L. Elie ch. 5 - prouve l'existence de r > 0 

tel que H(F,r,s) soit vérifiée, et donc à fortiori H(K,r,s). 

Supposons construit r^ tel que H(K,rn,s) soit vraie, avec > r. Puisque 

r , s r , s 
K est inclus dans F, on voit que H(K ,r,s) est vrai. D'après le lemme 4.7, 

il s'ensuit que H(K,/2(rn A r),s) est vraie 7 en posant = 2n^2r, on voit donc 

par récurrence que H(K, 2n^2r, s) est vraie pour tout n. Prenons n assez grand pour 

que 2U^r > diamètre (F) ; on voit ainsi que pour tout s < 1 , tout compact K de M, 

il existe c,T,N > 0 tels que 

(36) p(t,x,y) < c t N exp - -~ d2(x,y) 

pour y e K, x e M, d(x,y) < sd(y,°°). 

Supposons maintenant M complète. Etant donné K compact de M, soit h son dia­

mètre. L'existence d'un équivalent local pour p(t,x,y) fournit r > 0 tel que 

H(K '2sr,^) soit vraie. L'argument ci—dessus avec = h A 2n^r prouve par induc­

tion que H(K,h,^) est vraie, et donc, puisque d(y,°°) = °°, que 

2 
(37) p(t,x,y) < c t"N exp [- d (x!y) ] 

pour X € K, y £ K. 

Montrons que (36) reste vraie si on échange les rôles de x et y. Il suffit de 

réaliser que toute la preuve 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 reste valable si on échange les 

rôles de x et y. Comme les majorations locales qui servent ensuite de point départ 

pour obtenir (36) sont elles symmétriques en x,y, la validité de (36) sur 

{x e K, y e M, d(x,y) < sd(x,°°)} est prouvée. On notera que l'application directe 

de (36) à la diffusion adjointe n'est pas possible en général car le générateur 

différentiel est seulement supposé C^, de sorte que son adjoint peut fort bien 
~ 2 n'être que C . 

La validité de (36) (37) et le lemme 4.6 montrent que U(K,r,s) est vraie pour 

tout r et tout s < 1 ; de même la propriété symmétrique de U(K,r,s) est vraie. 

Pour compléter la preuve de la prop. 4.4, donnons nous une fonction v sur M 
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et un compact K de M, avec v continue 0 < v(.) < d(.,«>). Considérons l'ensemble F des 

x,y tels que {x e M, y e K, d(x,y) > v(y)}. 

La validité de H(K,r,s) pour s < 1, r > O, permet d'appliquer la preuve du 

lemme 4.6 à la situation considérée ici, en remplaçant le v de la preuve 4.6 par 

v(y). On montre ainsi l'existence de c,T,N tels que pour 0 < t < T, (x,y) e F, on 
-N v2(y) 

ait p(t,x,y) < c t exp [ - ^t —3 • Ceci achève la preuve de 4.4. 

4.9. Remarque : La majoration naturelle de p(t,x,y) par c t exp [- ^ f f i ] est 

vraie pour x,y dans un compact et d(x,y) < max[d(x,oo) ,d(y ,°o) ]. 

La proposition 4.4 par conséquent ne s'applique plus dès que 

{d(x,oo) < d(x,y) et d(y,oo) < d(x,y)}. Le contre-exemple que nous avons construit en 

2.1, 2.2 montre d'ailleurs que cette majoration "naturelle" est certainement fausse, 

pour {d(x,°o) < -̂ L d(x,y) et d(y,°°) < d(x,y)}. Le nombre résulte d'un calcul 

peut efficace, et peut sans doute être remplacé par a plus proche de 1, sans changer 

la dernière assertion. Comme -^r < 1, ces deux résultats ne suffisent pas à élucider 

le domaine de validité de 4.4. Il nous semble que 1 est en fait la "bonne" valeur 

dans le résultat obtenu en 4.4, c'est-à-dire que l'on peut trouver des exemples de 
oo 

diffusions à générateur elliptique et C , et des couples x,y vérifiant 
1 2 

max[d(x,°°) , d(y,°°) ] < d(x,y) tels que 1 im t log p(t,x,y) > - — d (x,y). 
Pour le prouver il suffit sans doute d'améliorer la précision des calculs dans 

l'étude du contre-exemple 2.1, 2.2. 

Cependant lorsque le générateur différentiel^L se prolonge agréablement "au 

delà du bord de M", la majoration en t N exp [- — — ^ * J est valable globalement 

que M soit complète ou non ; en effet on a 

4.10. PROPOSITION. Soit M une variété et (f une L-diffusion sur M avec L elliptique 
4 

de classe C . Alors pour tout ouvert relativement compact U de M, il existe c,T,N 

positifs stricts tels que la densité p^ de la L-diffusion sur U vérifie pour 

0 < t < T et tout x e U, y e Uj 

-N 
(38) pu(t,x,y) < c t exp 

r_ d2(x,y) 
L 2t J 

Preuve : Soit ̂  la structure riemannienne associé à L. Soit K un compact de M con-
. . - 3 

tenant un voisinage de U. Soit f une fonction C , positive stricte sur M, tendant 

vers 0 à l'infini. Considérons la métrique riemannienne /JTf̂  associée à L = fL, qui, 

par définition, vérifie si x e M, 
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(39) H ̂  M =—i—||v|| 
/ f ô T ) 

pour tout vecteur tangent v e T^(K). 

On peut toujours construire f comme ci-dessus, telle que 0 < f < 1, f(x) = 1 

pour x e K, et vérifiant de plus d(x,°°) = + °° pour tout x e K, où d est la distance 

associée à *n[ . Fixons une telle fonction f. 

Soit p la Tf-densité de la L-diffusion. Il existe (prop. 4.4) c,N,T tels que 

(40) p(t,x,y) < c t N exp [- -yr d2(x,y)] sur l'ensemble {O < t < T, x e K, y e K>. 

Comme 0 < f < 1, la relation (39) montre que 

(41) d(x,y) > d(x,y) pour tout x,y e M. 

Soit V un ouvert tel que U V <= K. Comme L = L sur V, on a p̂ . = p^. La défi­

nition des diffusions induites et la continuité de p^, p^, p^, p* entraîne p^ < p^ 

et p̂ . < p, de sorte que finalement pour t > 0 , x e U , y e U 

(42) p (t,x,y) < p(t,x,y) 

Combinant (40) (41) (42) on obtient l'inégalité (38) annoncée. 
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CHAPITRE 9 

LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE 

DE p(t,x,y) QUAND t -+ 0 (POINTS ELOIGNES) 

par 

Catherine BELLAICHE 

1. Introduction 

1.1,- Soit M une variété connexe de classe C~\ de dimension m. On considère sur M 

une diffusion dont le générateur infinitésimal L est un opérateur différentiel ellip­

tique vérifiant L 1 = O. En coordonnées locales, L s'exprime sous la forme 

1 a2 
L = -5- I a..(x) TT r 2 . ij 3x.8x. 

l<i,j<m J 1 j 

• + T. b. (x) 3^-
l<i<m 1 

4 
On suppose que les coeffcients a., sont de classe C et les coefficients b. de 

3 . 1 J . 4 1 . 
classe C . On introduit sur M une structure riemannienne de classe C associée à L 
par 

2 
ds = Z g..(x) dx. dx. 

où g(x) = [a(x)] L'opérateur L s'écrit alors A + Y , A étant l'opérateur de 

Laplace-Beltrami et Y un opérateur différentiel du premier ordre. 

1 . 2 . - Notre but est détudier le comportement asymptotique quand t -> 0 de la densité 

p(t,x,y) par rapport au volume riemannien TT du semi-groupe de transition de la dif­

fusion. On a déjà vu (L. Elie, ch. 5 et Molchanov [10], § 2) que pour des points x 

et y suffisamment voisins, on a l'équivalent 

(1) p(t,x,y) ~ (2TTt)"m/2 H(x,y) exp Г- d 2 ( x > y ) 
2t + A(x,y)] 
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quand t -> 0, où H(x,y) = dét [d exp (y(0)) > Y : [O, H M étant l'unique 
X ^ ^ /" 1 

géodêsique de longueur minimale joignant x à y et où A(x,y) = < Y,y(s) > ds. 
J o 

De plus, cet équivalent est uniforme pour x et y assez voisins dans un même compact. 

Dans la partie 2, en utilisant des majorations globales de la densité 

(R. Azencott, ch. 8), on ramène le calcul de l'équivalent de p(t,x,y) au calcul de 

l'équivalent d'une intégrale de la forme 

(2) 

xy 

exp C- ^ 1 + A(y)] H(y) TTn(dy). 

On rappelle que 1 ' énergie d ' un chemin y : [0, l]->Mest défini par E(Y) =j f Iti2 dt 

Dans (2), Q ^ est l'espace des géodésiques brisées en n points y]»--->yn 

(y. = y(_i!_)) et d'énergie < \ [d2(x,y) + h] . Pour n assez grand, la restriction de 
i n+1 i i + 1 n h 

Y à l'intervalle [ — , — e s t pour tout y e $1 ' , l'unique géodêsique minimi-
' n+1 n+1 xy 

sante joignant Y(^j) à ^"nTT^ et on Peut identifier par l'application 

( Y ( - i - ) ) , Í 2 N ' N  

v T v n + Г J 9 XV 
à une partie de Mn. On pose 

A(Y) < Y,y > dt, 
n 

H(Y) = n H(y.,yi+1) 
i =0 

et on désigne par TT la restriction à Q ' de la mesure TT sur M . D'autre part, v n xy 2 r , 
on montre que l'estimation de Varadhan lim 2t log p(t,x,y) = - d (x,y) est vraie 

t-K) 
en général sur une variété complète. Pour une variété non complète, on prouve seule— 

2 
ment que lim inf 2t Log p(t,x,y) > - d (x,y) (lemme 2.1). 

r -> O 
Le théorème principal de ce chapitre (Molchanov [ 10] th. 3.1 pour les variétés 

compactes) que nous démontrons dans la partie 4 affirme que si M est complète pour 

la distance riemannienne d, la formule asymptotique (1) est encore valable pour pres­

que tous les points x et y de M - précisément pour ceux qui sont joints par une uni­

que géodêsique de longueur minimale le long de laquelle ils sont non conjugués. 

La formule (1) est valable uniformément sur tout compact de son domaine de va­

lidité . 

Ce théorème, comme les suivants, se démontre en appliquant à l'intégrale (2) la 

méthode de Laplace (dont nous donnons un exposé dans la partie 3). La méthode de 

Laplace montre que, dans tous les cas, l'équivalent de p(t,x,y) dépend du comporte­

ment de la fonction énergie E(y) au voisinage de ses minimums (les géodésiques mini­

misantes) . 

Dans le cas où x et y sont conjugués - qui est le cas où le minimum de E(y) est 
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dégénéré - il est impossible de faire une étude exhaustive. Suivant Molchanov, nous 

déterminons le comportement asymptotique de p(t,x,y) lorsque la variétéM est complète 

1) si les géodésiques minimisantes joignant x à y forment une variété de dimension 

k et si la multiplicité de la conjugaison sur chacune d'elles est exactement égale à 

k (c'est le cas par exemple lorsque x et y sont des pôles opposés d'une sphère ou les 

sommets d'une surface de révolution) ; on trouve un équivalent de la forme 

p(t,x,y) ~ const. 

m _ k 2 
t " 2 - .2. exp L_ d (x,y)] . 

2) pour une diffusion elliptique générique si la variété M est de dimension < 1 

et pour x et y quelconques dans M. On trouve des formules du type 

(3) p(t,x,y) ~ const, t 

m _ a_ ~ 

2 2 ii ^ I 3 r d (x ,y)n 
|log t| exp [ 2t . 

L'interprétation de a et 3 est beaucoup plus difficile que dans le cas 1). Elle fait 

intervenir la nature de dégénérescence du minimum de E et on doit utiliser la classi­

fication d'Arnol'd des points critiques des fonctions diffërentiables. 

On a d'ailleurs toujours un équivalent du type (3) (avec a e Q, 0 < a ^ m-1, 

3 e IN) si on suppose la variété et sa métrique analytiques. Un contre-exemple montre 

que ce n est pas le cas si on suppose seulement la métrique de classe C . 

Toujours dans le cas où M est complète et la métrique de classe , on a un enca­

drement de p(t,x,y) qui précise l'estimation de Varadhan 

2 
«_ -m/2 r d (x,y)n 

const, t exp L- 2—£—J < p(t,x,y) < const. 

1 
-m + — 

îxp с- dY; y )] 
pour t assez petit. 

Tous les résultats précédents restent valables, lorsque M n'est plus supposée 
complète mais lorsque les points x et y vérifient la condition 

d(x,y) < sup [d(x,°°), d(y,°°)], oo désignant le point à l'infini du compactifié 

d'Alexandroff de M. 

On termine en calculant à titre d'application quelques équivalents de proba­

bilités de transition. 

2. Approximation de p(t,x,y) par une intégrale en dimension finie 

On considère sur M une diffusion satisfaisant aux hypothèses données en 1 . 1 . On ne 

suppose pas pour l'instant la variété M complète pour la distance riemannienne 

associée. 
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2.1. LEMME. Pour tout compact K de M et pour tout x > Oj» H existe T > 0 tel que l'on 

ait 

(A) p(t,x,y) > exp r_ d 2 ( x , y ) _ Xi 
L 2 t t J 

pour 0 < t < T et x,y e K. 

Démonstration. Soient ,yQ e K. On part de la formule de Chapman - Kolmogoroff 

p(t,xo,yo) = f p(^T ' x o ' V p ( d r 
V 

. y,»y2)--- P^^TT 'yn'y) ïï(d>'i)--- IR-(dyn) 

Il résulte du théorème 1 (L.Elie, ch.5 ) que pour tout oompact H de M, il existe 

e,C,T > 0 tels que 

p(t,x,y) > С t Ш / 2 exp [- 2 t ^ ] 

pour 0 < t < T, x,y e H et d(x,y) < e. 

La minoration (4) sera démontrée pour Xq et yQ si on peut trouver un compact H 
contenant Xq et y , un entier n et une partie compcate L, d'intérieur non vide, de 
Hn tels que 

(5) (y,,...,y ) e L =^ 

d(xo,y]) < e(H), d(yn,yo) < e(H), d(yi,yi+1) < e(H) (1 < i < n-1) 
et 

2 2 2 (n+1) [d (xQ,y1) + ... + d (yn>yo)^ < d (xQ,yo) + X • 

En effet, on aura alors pour t < T, 

p(t,XQ,yo) - f p(r^T 'Xo'yl} p(r^T 'Xo TT(dy 1 ) .. . TT(dy n) 

> cn+î t"m(n+1)/2 r n+1 /.2, v exp [- jj— (d (xQ,y]) H 2 
...+ d (yn,yo))]Tr(dy]).. .7r(dyn) 

> cn+î t"m(n+1)/2 d (x ,y ) r ° ° X i ®n/T ̂  exp L " 2t: 77 

> exp 
d 2 ( x ,y ) 

L 2 t t J 
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Si on suppose de plus que et yQ sont dans l'intérieur de H, comme (5) reste 

vérifiée si on remplace et yQ par des points x et y suffisamment voisins, le même 

raisonnement montre que la minoration (4) sera encore valable pour x e B et y e B? 

où B (resp. B') est un voisinage de Xq (resp. y ), donc par un argument de compacité 

pour tout x e K et tout y £ K. 

Il reste à prouver l'existence de H, n, L. Soit c : [0,11 -> M une courbe par 

morceaux parcourue à vitesse uniforme, joignant x^ à y^ et d'énergie 

< y [d (x0>yo) + • On prend pour H un compact dont l'intérieur contient l'image de 

c et pour L l'ensemble des (yj,...,y ) e Hn vérifiant 

(n+1) [d2(xo,Yl) + ...+ d2(yn,yQ)] £ d2(xo,yQ) + 

1 2 y 2 
Si l'on choisit l'entier n vérifiant Hd (x0»yQ) + 2^ < e ' sera alors 

vérifiée puisque si (yj,...,yn) e L, on a 

d2(yi,yi+,) 
d <*o>r0> + f 2 

5 — S T i — 5 e 
pour i = 1,..., n-1 . 

De plus, L est d'intérieur non vide car si l'on pose y? = c(—^—) on a r 9 ^ ;i n+1 

(n+l)[(d2(xo,y(j)) + "*+ d2(yn'yo)] - 2 E(c) < d2(xo'yo} + 2 ' 

inégalité valable encore pour des points y,,...,y suffisamment voisins de y? y°, 
l n ;1' ';n 

ce qui prouve que le point (y,,...,y ) est dans l'intérieur de L. 

2.2. Lorsque la variété M n'est pas complète pour la distance riemannienne d, on 

note 00 le point à l'infini du compactifié d'Alexandroff de M et on dit que deux 

points x et y vérifient la condition (C) si 

d(x,y) < sup [d(x,°°), d(y,°°)]. 

COROLLAIRE. Pour tout compact K de M x M, on a 

2 
(6) lim inf 2 t Log p(t,x,y) > - d (x,y) 

t -+ o 

uniformément pour (x,y) e K. Si la variété M est complète pour d ou si pour tout 

(x,y) <E K, yi et y vérifient la condition (c)3 on a 

2 
(7) lim 2 t Log p(t,x,y) = - d (x,y) 

t->o 
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uniformément sur K. 

Demonstration. L'inégalité (6) résulte immédiatement du lemme 2.1. Si M est 

complète ou si K est contenu dans l'ouvert { (x , y ) | d (x, y ) < sup [d (x ,°°) , d (y,°°) ] } , 

il résulte de la proposition 4.4 (en.8 R. Azencott) qu'il existe C,T,N > O tels 

aue 

p(t,x,y) ^ C t-N exp L - ^ ^ l l 

pour 0 < t < T et (x,y) e K. On en déduit qjje 

2 
lim sup 2 t Log p(t,x,y) < - d (x,y) 
t -> O 

uniformément sur K. 

2.3. LEMME . Soit U un ouvert relativement compact de M. Pour tout compact 

K <= M x M tel que pour tout (x,y) e K on ait d(x,y) < sup d(x,3U),d(y,3U) 3 on a 

(8) p(t,x,y) ~ p (t,x,y) 

quand t 0_, uniformément sur K. 

Démonstration. Soit (x^y^) e K. Supposons par exemple que d(xQ,yo) < d(yQ,3U) 

et soit r tel que d(x ,y ) < r < d(y , 3U) . On note B la boule ouverte de centre 
o o o j 

y^ et de rayon r. On a B c U. Soit c > 0 tel que e < inf (r d (y^ ,oo ) - r]) et soit 

V la boule ouverte de centre y^ et de rayon e. Pour z e 3B et y e V on a 

d(z,y) < d(z,yQ) + d(yQ,y) < r + e < d(yo,oo) - e < d(y,œ) 

donc il existe C,N > 0 tels que 

p(s,z,y) < C s N exp [- d2 

pour s assez petit (cf. R. Azencott ch. 8 prop. 4.4). Pour x G B et y e V on a 

p(t,x,y) < pT1(t,x,y) + sup p(s,z,y) 
s<t 
zeBB 

< p (t,x,y) + C t N exp 2 t 
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pour t assez petit, puisque d(z,y, > r - e pour z e SB. 

D'autre part, pour x assez proche de Xq on a 

d(x,y) < d(xQ,yo) + 2 e < r - e 

si l'on impose à e de vérifier de plus la condition e < y [r - d(xo>y^)]. 

On en déduit que pour t assez petit, x( resp. y) assez voisin de Xq (resp. yQ)» 

on a 

pB(t,x,y) < p(t,x,y) < pB(t,x,y) + exp r- d2(x>y) i 
2 t J ' 

et en utilisant le lemme 2.1, il en résulte que p(t,x,y) ~ p„(t,x,y) uniformément 
B 

sur des voisinages de x et y . Puisque p (t,x,y) < prT(t,x,y) < p(t,x,y), on a 
o o B u 

aussi p^(t,x,y) ~ p(t,x,y) uniformément sur des voisinages de x^ et ŷ  donc aussi 

sur K par un argument de compacité. 

2.4. PROPOSITION. Supposons la variété M non complète pour d et soient xQ»yo e M 

vérifiant la condition (c) de 2.2. Il existe des ouverts U et N contenant x et 
o 

y^ tels que U c N et une métrique riemannienne g^ sur N coincidant sur U a^ec Za 

métrique initiale faisant de N une variété riemannienne complète, il existe de 

plus des voisinages B et B' de Xq et yQ contenus dans U tels qẑ e,, si lfon note 

d^ Z-a distance associée à gNJ l'on ait pour (x,y) e B x B' . 

1) d(x,y) = d (x,y) 

2) p(t,x,y) ~ pN(t,x,y) quand t -> 0 uniformément sur B x B' 

3) Powr e assez petit, les chemins paramétrés de 0 à 1 joignant y. à y, d'énergie 

d2(x ) 
^ 2 — + e contenus dans N sont les mêmes que ceux contenus dans W et sont 

d1 ailleurs dans U. 

Démonstration. Supposons par exemple que d(xQ,°°) < d(yo,«0 et soient r et R tels 

que d(x ,y ) < r < R < d(y ,oo). On note U (resp. N) la boule ouverte de centre y 
O O O J o 

de rayon r (resp. R) 

Puisque d(xQ,yo) < sup(d(XQ,3U),d(VQ,8U)), par continuité il existe des voi­

sinages compacts B et B' de Xq et yQ contenus dans U tels que l'on ait encore 
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d ( x , y ) < supCdCx.BU), d(y,9U)] 

pour (x,y) € B x BT . Le lemme 2.3 montre alors que 

5(t,x,y) ~ Pu(t,x,y) 

uniformément sur B x Bf. 

Soit (J) une fonction de classe C : N -> [ 1 ,+°°[ telle que 4>(z) = 1 si z £ U 
N 

On considère sur N la métrique g (z) = 4>(z) g(z). Puisque (p > 1, on a 

d(x,y) < d (x,y) pour x,y e N. Soit a > 0 tel que 

(9) d (x ,y ) + a < sup Cd(x,9U), d(y,8U)] 

pour x e B, y e Bf . Tout chemin de longueur < d(x,y) + a joignant x à y est alors 

contenu dans U, il a donc dans N la même longueur ce qui prouve que 

d^(x,y) < d(x,y) + a. On en déduit 1). 

Pour x e B, y e B' on a donc dN(x,y) < sup [dN(x,3U), dN(y,3U)] et dTaprès li 

lemme 2.3, p^(t,x,y) ~ p (t,x,y) uniformément sur B x BT . On en déduit 2). 

Soit a > 0 vérifiant (9) et soit y un chemin paramétré de 0 à 1 joignant 

x à y. Si y sort de U à l'instant s on a 

E(Y) > ̂  ccr(x y(s)) + dZ(Y(s),y)] 

> j _ [d2(x,3u) + d2(y,au)] 
2 s 1 - s 

> -i sup Cd(x,9U), d(y,3U)]2 

1 j 2 , v 1 2 
> — d (x,y) + y a . 

1 2 
La partie 3) de 2.4 en résulte en prenant e < y a • 

On vérifie df autre part que si l'on impose à CJ> de vérifier la condition 

*(Z> * R-dfy^ZÏ 
s i < d (yo ,z ) < R, 

pour la nouvelle métrique la longueur de toute courbe y : [a,b]-^N telle que 

y(t) 00 dans N lorsque t -+ b est infinie, ce qui montre que N est complète. 
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2.5.- La proposition 2.4 permettant de ramener le cas de points x et y vérifiant 

la condition (c) au cas d'une variété complète, nous supposons dans le lemme sui­

vant la variété M complète. 

LEMME. On suppose la variété M complète pour la distance riemannienne d. Pour tout 

compact K de M_, il existe un compact L contenant K tel que l'on ait pour tout en­

tier n > 13 

(10) p(t,x,y) ~ j P(~-,X,Yi)... p(-J_yn,y) 7T(dy )... 7T(dy ) 
Ln 

lorsque t ->- 0_, uniformément pour x e K, y e K. 

Démonstration. Soit r le diamètre de K et soit L = K l'ensemble des points dont r v 
la distance à K est < r. On a pour x € K, y e K 

V ) c 

exp [- jj— (d (xQ,y]) H Tr(dy ) < Z J 
n k=l k 

où Jk= 
X j rk- 1 с w n - k 
M X L хм 

H 
Tr(dy ) < Р(^7]-»УП.У) T T Í d y j ) . . . TT(dy n) . 

L'intégration sur les variables y y ,y ,...,y donne 
1 K. 1 K."»" j n 

Jk = j p(irr 'X'V 
,(n-k+l)t . ., . 

P < — ^ ,yk,y) TT(dyk). 

c 
Comme y^ e L et y e K, on a d(y^,y) > r et il existe C,T,N > 0 tels que 

,(n-k+l)t . 
P( nTî >yk'y) , c(i^fL^)"N 

n+ J 

r (n+l)r -, 
6XP [_ 2(n-k+l)t] 

pour t < T (cf. R. Azencott ch. 8 Prop. 4.4). 

Puisque 
p(£r ' X ' V T ( D V < 1 , on en déduit que pour 0 < t < T et 

k = 1 , . . .,n 

x / t ̂  r (n+l)r _ 

Jk s c t e > exp [ - T^F—1 • 

Posons J 
o 

= L p ( ^ ' x ' y i ) - • P(^î ' V y ) ^ d V " TT(dy ) . On a pour t < T, 

159 



C. BELLAICHE 

0 < p(t,x,y) - JQ < ri 
t - N 

exp 
_ (n+l)r2 

2 nt J 

D'après le lemme 2.1, la différence p(t,x,y) - est uniformément négligeable 

devant p(t,x,y) si on peut trouver Y > O tel que 

j 2 / N 0 n+1 2 
d (x,y) + 2 x < — r 

2 

pour tout x € K, y e K. Comme d (x,y) < r pour x e K, y e K, l'existence de X est 

assurée et on a p(t,x,y) ~ uniformément sur K x K. 

2.6.- Etant donné x,y e M vérifiant la condition (C), un entier n > O et h > O 

on note Mn,k l'ensemble des (y^,..-,yn) e M*1 tels que 

(n+1) [d2(x,y ) + . . - + d2(yn,y)] < d2(x,y) + h 

si ( y i , . . . , y n ) e Mn'h 
xy 

un calcul simple montre que 

d(x,y.) ç \f d2(x,y) + h et d(y,Yi) < >/ d2(x,y) + h 

pour i = l,...,n. Pour h vérifiant 

/d2(x,y) + h < SUp [d(x,œ), d(y,oo)], 

les points x, y y , y sont donc dans un même compact K ne dépendant que de 

x,y,h. Soit e(x,y,h) le rayon d'injectivité de K, c'est-à-dire la borne inférieure 

des rayons d'injectivité des points de K. Si n est choisi assez grand pour que 

2 
d (x,y) + h 

n + 1 
< e2(x,y,h) 

on peut associer à tout point (yj,.-.,yn) de une géodêsique brisée 

y(x,yj,...,y^,y) (cf. A. Bellaiche,ch. 7, 8.3) et M*̂ *1 est en bijection avec 

l'espace des géodésiques brisées d'énergie < y [d2(x,y) + h]. Pour 

^n, h 
Y e M , on pose 

xy 

A(y) = [ < Y, y 
J o 

n 
> dt = Z A(yi9yi+1) 

i=0 

n 
H(y) = H H(yi,yi+1) 

i=0 

160 



GÉODÉSIQUES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT IX 

et on note TT (dy) la mesure image de TT®11 par l'application 

(yI>•••>yn) I—> Y(x,yj,...,yn,y). 

PROPOSITION.- Soient XQ et ŷ  e M. On suppose que M est complète ou que et ŷ  

vérifient la condition (c) de 2.2. Pour h > 0 assez petit et n assez grand, il 

existe des voisinages B de XQ et B' de yQ teZs que 

1) si (yj,...,yn) € M^' _j x e B_, y e B'., existe une unique géodésique brisée 
o o 

Y = y(x>Jx >•••>yn>y) Joignant les points x,y],...,y^,y 

2) on a uniformément sur B x B' 

d o p(t,x,y) ~ (^) 
-m(n+l)/2 

x y o o 

г ЕСТ) exp [ ^ + A ( y ) ] H ( Y ) TTÍdy.ji. . .7T(dyn) 

lorsque t -> 0. 

Démonstration.- D'après la proposition 2.4, il existe une variété complète N et 

des voisinages B et B' de et ŷ  tels que p(t,x,y) ~ p^(t,x,y) sur B x B', et 

d'après 2.4. 3) on a = N ' pour h assez petit et les fonctions énergies 
X y X v 

° ° n h 
associées à M et à N coïncident sur M ' .11 suffit donc de démontrer (11) dans 

X y 
o;o 

le cas d'une variété complète. 
/"2 

Soit K ka boule fermée de centre x et de rayon Vd (x ,y ) + h et L le 
o 0 0 

compact qui lui est associé par le lemme 2.5. On a pour tout entier n > 1 , 

p(t,x,y) 

L N ' H 

Xoyo 

p(^T ' X ' Y L } • • • P ( ^ ' Y N ' Y ) U ( D Y L } • • • ^ ( D Y N } 

• 

Xoyo 

P ^ ' ^ Y P ••• p ( ^ T ' Y N ' Y ) U ( D Y I } • • • W(DYN} 

= I + J 

lorsque t ->- 0 uniformément pour x e K, y e K. 

Il existe e (ne dépendant que de K donc de x^.y^.h) tel que 

2 
p(t,x,y) ~ (2TT t)~m/2 H(x,y) exp [- d ^ y ) ) + A(x,y)] 
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uniformément pour x € K, y e K et d(x,y) < £. De plus £ est inférieur au rayon 

d'injectivité de K (cf. ch. 4, th. 1). 

Comme on a vu que si (yj,-..,y ) e M11'*1 les points y ̂  , . . . , y^ sont tous dans 
x°'y° t 

le compact K, on peut dans I remplacer chaque terme p(^+.,y^,y^+.) par son équiva­

lent pourvu que d(y^,y^+^) < £. Si l'on choisit l'entier n assez grand pour que 

d2(xo,yQ) -H h 2 

7 7 1 < e 

on aura bien pour (y1,...,y ) e M11'*1 d(y.,y. ) < e et d(x ,y,) < £, f wl ,Jn x v i 1+1 o J\ 
° 

d(y ,y ) < e. En réduisant éventuellement la taille de B et B', on aura encore 
n h 

d(x,yj) < e et d(y ,y) < £, pour x e B, y e B', (yj,...,yn) e ' . On a alors 
n n o Y „ 

1 ~ <trr-> 

-m(n+l)/2 

M x , y o J o 

exp -y^ (d2(x,Yl) +...+ d2(y y)) 

+ A(x,y ) +...+ A(yn,y)l H(x,y.) ... H(yn,y) Tr(dy.) . ..Trd(yn) 

K n+r 

-m(n+l)/2 

Ln>h 
M 
x , y o o 

E(Y) exp [ ^— r A(y)] H(Y) TrCdyj) . . . TT(dyn) 

uniformément sur B x B', 

D'autre part, en utilisant les majorations globales de la densité 

(R. Azencott. ch. 8, prop. 4.4), on obtient 

^Ln-Mn'h - N ( n + 1 ) 

^Ln-Mn'h 
Xo'yo 

exp [- y^(d2(x,y]) +...+ d2(yn,y))] 

Tr(dy.) ... TT(dyn) 

Comme pour x et y suffisamment voisins de x et y , on a ^ J o o 

(12) 
^ h / 2 
x,y 

c M 
x , y o 9Jo 

c M 
X,y 

en réduisant éventuellement la taille de B et B' on obtient pour (y.,...,y ) e 

Ln - Mn'h , x e B, y e B' 
x , y 
o J o 
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(n+1) [d2(x,y]) +...+ d2(yn,y)] > (n+1) [d2(xo,yi) +...+ d2(yn,yo)] 

j 2 , , h 
> d (x,y) + - , 

donc 

r d2(x,y) + h/2, J < const, exp [- TT—r j 

pour t assez petit, x e B, y e B'. Le lemme 2.1 montre alors que J est uniformé­

ment négligeable devant p(t,x,y) lorsque t -> 0 et (11) en découle. 

3. La méthode de Laplace 

3.1.- Pour obtenir des équivalents explicites de p(t,x,y) à partir de la formule 

(11) nous sommes amenés à considérer des intégrales de la forme 

K t ) = f exp [_ g(x) ^(dx). 
* K 

L'évaluation asymptotique de telles intégrales porte le nom de méthode de 

Laplace (Dieudonnê [5], Erdelyi [6]). 

Dans la suite on désignera par f et g des fonctions continues sur un compact 

K d'intérieur non vide d'une variété N de dimension n munie d'une forme volume TT 

avec g > 0. 

On observe d'abord que la principale contribution à l'intégrale I(t) est 

apportée par un voisinage V arbitraire de l'ensemble des minimums de la fonc­

tion f. 

En effet, pour tout voisinage V de M^, il existe e > 0 tel que 

f (x) < e = ^ x e V 

(on suppose pour simplifier que la valeur minimale de f est 0). On a alors 

K-V 

r f(x) 
exp [ — g(x) TT (dx) 

J{f>e} 
exp [- ^-Jg(x) TT (dx) 

< exp (- -|) 
•F{F>£} 

g(x) TT (dx) 

= 0 (exp (- ^ ) ) quand t -+ 0 
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t and i s que 

[ exp [- l^i] g(x) TT(dx) 
J V 

. f 
J { f < e } 

exp [- ^^-] g(x) TT (dx) 

» f 
J {f<e/2} 

> C exp (-e./2t) 

où G est une constante > O, ce qui prouve que 

(13) I(t) ~ exp 
J V 

>f(x) tg(x) 7T(dx) quand t -> 0. 

o , . 

Remarquons aussi que si f admet en a e K un minimum isolé, on a pour tout 

voisinage compact V de a ne contenant pas d'autre minimum de f 

(14) Iv(t) = exp [ 
J V 

"f(x) t ] g(x) TT(dx) " g(a) exp 
J V 

r f (X) _. / J X 
[ TT(dx) 

lorsque t -> O. 

En effet, on peut écrire 

Iy(t) = g(a) exp 
V 

C - ^^-]T7(dx) + [ exp [- l^£)_][g(x) - g (a) Il Tr(dx) 
J V 

donc il suffit de montrer que si h(a) = 0, on a 

exp 
J \T 

[ - ^ r ^ ] h(x) TI(dx: = 0 ([ exp [- f(x) t TT(dx)) 
J V 

quand t -> 0 

On peut supposer f(a) = 0. Soit e > 0. Il existe n > 0 tel que x 6 V et f(x) < n 

implique h(x) < e. Il en résulte que 

( exp [ - ^ L > _ ] h(x) TT(dx) 
J V J {f<n}nV 

exp [- l^-]h(x) 7T(dx) + 

. f 
J{f>n)nV 

exp [- 1 ^ 1 ] h(x) TT(dx) 

f r f (x)-, , , , < e exp [ ——]Tf(dx) + const. 

' { f > n } 

r f(x)_. , x exp [ — ] TT(dx) 

< 2 e exp 
J V 

[- -Ï^-]TT(dx) 
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pour t assez petit puisque d'après ce qui précède, 
f 

J{f>n] 

r f (x) , , N exp [ —-] 7T(dx) es t 

négligeable devant [ exp [- -î^-] TT (dx) . 
J V 

3.2.- On ne traitera pas le cas où le minimum de f est atteint sur le bord de K, 

sauf en dimension 1 : 

PROPOSITION.- Soit f une fonction de classe C sur un intervalle [a,b] c m . On 

suppose que f admet en a un minimum unique et que f'(a) > 0. Soit g une fonction 

continue sur [a,b] telle que g(a) > 0. Alors 

(15) Kt) exp 
J a 

f(x)n , N , _ g(a) r f(a)-. 
_ g(x) dx ~ t frr^) exp [- -y^I quand t 0. 

Démonstration.- Sans changer l'équivalent, on peut diminuer b de telle sorte que 

f'(x) > 0 sur [a,b]. On a 

I(t) ~ t exp 

D-a 

—J exp 
* o 

r f(a+ty) - f(a) , x t j-_ _v g(a+ty) dy 

b-a 
r t 

Or lim j 
t->0 -̂o 

exp f(a+ty)t- f(a) I g(a+ty) dy = g(a) 
oo 
r 
I exp [- f1 (a)y] dy 

= g(a) 

f ' (a) 

2 

3.3.- Dans toute la suite, on supposera que f est de classe C et que est contenu 

dans l'intérieur de K. Les minima de f sont alors des points critiques (df = 0). 

On peut déterminer complètement 11 équivalent de I(t) quand ce sont des points 

critiques non dégénérés (rappelons qu'un point critique a de f est dit non dégé­

néré si la forme quadratique Hess^f sur T N est non dégénérée. S'il s'agit d'un mi­

nimum elle est alors définie positive). Puisqu'un point critique non dégénéré est 

isolé dans M , il suffit de faire l'étude pour un minimum unique. 

PROPOSITION.- (Formule asymptotique de Laplace). Soit K un compact drintérieur non 

vide de 3Rn et soit f une fonction définie sur K, de classe C2 , prenant sa plus 

petite valeur en un seul point a. intérieur à et qui est pour f un point critique 

non dégénéré. Soit g une fonction continue sur K telle que g(a) > 0. Alors 

(16) I(t) = ( exp [- I^il] g(x) dx ~ (2TTt)n/2g(a)[dét f"(a)] ^ exp [-
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quand t -> 0. 

Si, £ et % dépendent d'un paramètre \ parcourant un espace compact A de telle 

so^te que les applications A f (resp. A -> gJ à valeurs dans l'espace de Banach 
2 o 

C (K, IR) (r»esp. C (K, 1R)) soient continues et si tes hypothèses ci-dessus sont vé­

rifiées pour chaque A e hs on a 

(17) I,(t) = 
A J V 

fA(x) 
exp [ — ] (x) dx 

- (2TT t)n/2 gx(ax) [dét fA'(ax)] 
-1/2 

exp [ 
У а л > 

t J 

quand t 0, uniformément sur A. 

Démonstration.- Ecrivons la formule de Taylor 

f(a+u) = f(a) + 1 fn(a).u2+)|u||2cf)(u) 

où (p (u) O quand u -> 0. Comme f" (a) est une forme quadratique définie positive, il 

existe un voisinage V de 0 dans 1RU tel que a+ V c K et 

||u||2 |0,(u)| < ]• f"(a).u2 

pour u G V. On a d'après (13) et (14) 

I(t) ~ g(a; exp C ~̂-J dx 

f . r f(a)-, n/2 
g(a) exp [ — J t 

7 7 ? 

exp C- i f»(a) .y2 - ||y||24)(y /t) dy. 

En appliquant le théorème de Lebesgue à l'intégrale ci-dessus, on obtient 

I(t) ~ tn/2 g(a) exp L t ~ 
exp [- 1 f"(a) y2 ] dy 

dfoù l'on déduit (16). 

Si f et g dépendent d'un paramètre X, la continuité uniforme de f̂' sur A x K 

permet de déduire de la formule de Taylor avec reste intégral 

fx(ax + u) = fx(ax) + f (1 - z) f£(a + zu).u2 dz 
J o 
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le développement 

fx(ax + u) = fx(ax) + y f̂ (ax).u2+||u||2(i)x(u) 

où 4)x(u) -> 0 quand u -> 0 uniformément sur A. 

La fin de la démonstration est alors semblable à la précédente : il existe un 

voisinage V de 0 dans ]Rn tel que ax + V c K et 

l*X(u)I s { l pour U € V 

2 2 
où m > 0 est tel que f'x(ax).u > m || u|| pour tout u. 

On vérifie facilement que les formules (13) et (14) sont valables uniformément 

en À e A et on applique le théorème de Lebesgue à l'intégrale de la fonction 

sup [|exp C- I f^(ax) .y2 -||y||24)À(y A ) -exp [- 1 f »(a ) . y2] | ) . 

Remarque.- Les formules asymptotiques (16) et (17) sont encore valables sur une va­

riété N munie d'une forme volume TT à condition de remplacer f"(a) par Hess^f et 

d'interpréter ainsi le déterminant du Hessien : si TT s'exprime dans des coordonnées 

u.,...,u au voisinage de a par 

TT (dx) = h(u) du, ... du 
1 n 

on a 

dét Hess f = dét 
TT a Эи.Эи. 

L 1 
(a)] h(a) 2 

expression qui ne dépend pas des coordonnées choisies. 

3.4.- Si f possède des points critiques dégénérés, on ne peut pas en général déter­

miner un équivalent simple de I(t). On dispose néanmoins d'une méthode qui fournit 

le résultat dans un grand nombre de cas (cf. Arnol'd [2]). Elle consiste essentiel-

lemert à effectuer dans l'intégrale un changement de variable x = $(y) de manière 

à remplacer f par une fonction f o $ plus simple (polynômiale par exemple) pour la­

quelle on peut effectuer les calculs. 

Montrons d'abord pour donner un exemple simple comment on peut utiliser cette 

méthode pour retrouver les résultats de la proposition 3.3 (on reprend les hypo-
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thèses de 3.3). 

Le lemme de Morse (cf. ch. 7 Lemme 8.4 A. Bellaïche) affirme l'existence d'un 

voisinage U de a, d'un voisinage V de 0 et d ' un dif f éomorphisme . $ : V U tel que $(0) = a 

et 

f IKKv)] = f ( a ) + S v 
i=l 

pour v e V. 

On a alors 

I(t) ~ exp [- | 
Jv 

Ev -1 
exp [- — - ] g[$(v)] [dêt <£>' (v) ] dv. ... dv 

t l n 

~ (TTt)n/2 g(a) [dét $' (O) j 1 
r f(a) , 

exp [ — ] . 

2 
Remarquons que si Q est la matrice de la forme quadratique Ev^ on a au point a, 

1 ( 92f } = t $ ' (0)Q $' (O) , de telle sorte que dét $'(0) 2-n/2 1 /2 
[dét f"(a) 

On peut également utiliser le lemme de Morse avec paramètre (cf. ch. 7, 

Lemme 8.5) pour démontrer (17). 

o 

Soit maintenant a e K un minimum dégénéré (non nécessairement isolé) de f et 

soit k > 0 le corang de Hess^f (i.e. par définition la codimension du noyau de cette 

forme quadratique). Le lemme de Gromol1-Meyer (voir Arnol'd [2] lemme 4.1) affirme 

l'existence d'un voisinage V de a, d'un voisinage U = U' x U" de 0 dans 

]Rn = ]Rk x 3RP k et d'un dif f éomorphisme 0 : U -> V tel que 0(0) = a et 

f :$(u) J = f (a) + (Kiij , . . . fUk) + u£ +] + . . . + u2 

2 2 
avec c()(u1 , . . . ,u^) = o(u] + ... + u^) . 

On a alors 

Iu(t) = [ exp [- ̂ ^ - ] g(x) TT (dx) 

r- f(a)l ( =exp L r—J EXP [_ 1 ^ 1 ] DU< 
2 

f expC-J^-L ]g(u',u")p(u\u") du" 

lorsque dans les coordonnées u ,...,u la forme volume 7i(dx) s'exprime sous la forme 

p(u) du. 
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Df après la formule a,symp to tique de Laplace (17), on a 

(18) IyCt) ~ exp 

n-k 
C_ 1^1, (7Tt) 2 r exp [-1^1] g(u',0) p(u',0) du'. 

U' 11 

Le calcul de l'équivalent de i^Ct) est ainsi ramené à celui d'une intégrale 

analogue où le développement de Taylor de f ne possède plus de termes d'ordre 2 : 

les termes d'ordre 2 ont été éliminés par intégration dans les variables correspon­

dantes et fournissent à l'équivalent une contribution en 
u tv 

Remarque. - Puisque pour |uf | assez petit, on a 0 < (f)(u') ̂  |uf | , on voit que 

const tk/2 s f exp [- ^(^T)J g(u',0) p(u',0) du' < Const. 

pour t assez petit et que par conséquent 

(19) Const. 
ri/2 
t exp 

^Ln-Mn'h 
Iu(t) < Const 

n-k 

t exp L —J . 

Si l'on veut obtenir des résultats plus précis que (19), il faut faire des hy­

pothèses sur les termes suivants du développement de Taylor de f. On supposera dans 
oo 

la suite que f est une fonction de classe C . On peut alors choisir le difféomorphis-
oo oo 

me <±> ci-dessus de classe C et la fonction <p est elle aussi C . 

3.5.- Supposons que corang Hess^f = 1. La fonction 4> est alors fonction d'une va­

riable. Si (p n'a pas toutes ses dérivées nulles à l'origine, soit 2p l'ordre de la 

première dérivée non nulle de (J) en 0. On peut alors par un nouveau changement de va­

riable mettre (J) sous la forme 4>(u) = et f s'écrit 

et x 2P 2 2 f(x) = X, + X0 + ... + X 1 z n 

On dit alors que f possède en a un point critique dégénéré de type j (terminolo­

gie d'Arnol'd). Remarquons qu'un point critique de type &2p-] est nécessairement 

isolé. On a 

u, exp [- liiilL] g(u',0) p(u\0) du' ~ Const t»/2p f 

J t - l /2Pu, 

_ 2P 
e y dy 

~ Const. t'/2p. 
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Donc en utilisant (18), on a 

(20) IjjCt) ~ Const. 
u r i + _L 
t 2 2P f (a) 

exp [- — - — ] quand t 0 . 

La formule (20) montre a posteriori que l'entier p ne dépend que de la fonction p. 

Si toutes les dérivées de (j) sont nulles à l'origine, il n'y a aucune classifica­

tion possible. On a cependant pour tout entier p, 

(21) In(t) » 

n-1 1 

t 2 ^ exp [ j—J quand t -v 0 

En effet pour |u' | assez petit, on a cj)(u') < u' P pour tout entier p. Donc en dimi­

nuant éventuellement la taille de UT»on obtient 

Fuexp [- 0(u')/t ] g(u',0) p(u\0) du' > Const. 
f u'2p 

exp [ ] du' 
JTT» C 

> Const. t1/2p 

p-our t assez petit. 

3.6.- Si corang f"(a) = 2, la classification est beaucoup plus compliquée. Donnons 

seulement un exemple où un phénomène intéressant se produit : l'apparition d'un 

terme en Log -i- dans l'équivalent. 

PROPOSITION.- Si dans des coordonnées u^ au voisinage de a telles que u^(a) = 0., on 

peut écrire 

f(u) = f(a) + u^ + (u. u9)2 + u2p + Z u£ * 
i 1 z k=3 

alors si p = 2 

(22) I(t) -Const, t"2' e"f(a)/t 

et si p > 2 

(*) C'est la classe X2p+5 ^ans ^a terminologie d'Arnol'd 1 . 
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(23) 

n-1 

I(t) ~ Const, t 2 Log i- e"f(a)/t 

quand t -> O. 

Démonstration.- On a d'après (18) et (14) 

I(t) ~ Const 

n-2 
e-f(a)/t t 2 

r 4 2 2 2p , , r x + x y + y - , dx dy exp [ f ] ' 

. . 2 
où W est un voisinage compact de 0 dans 1R . 

1/4 1/4 
Si p = 2 le changement de variable x = t u, y = t v montre que 

r 4 2 2 4 r x + x y + y - , exp [ -f- ^—] dx dy ~ t1/2 f r 4 2 2 4 -i j . 
exp L- u - u v - v J d u d v 

Si p > 2, posons 

J(t) = f 
J 2 
1R 

4 2 2 2p 
r x + x y + y -. -, -, 

exp L - ^ * J dx dy. 

1/4 1/4 
En faisant le changement de variable x = t u , y = t u, on obtient 

J(t) = 4t1/2 [ exp [- v2p tp/2 h cf)(v) dv 
' o 

T 4 2 2 
où 4>(v) = exp [ - u - u v ] d u . 

' o 

D'après la formule asymp to tique de Laplace, on a quand v -> 00 

exp (-u - u v ) du ~ — 
' o V 

et 

f 4 2 2 2 2 
exp (-u - u v ) du < C exp (-A v ) 

J A 

donc 4>(v) ~ Const. — quand v -+ <». Soite > 0. Pour A assez grand on a 

(1 - e) exp 
J A 

:_ V2P tP/2"1] 
v 

f exp [- v2p tp/2_1j ^(v) dv 
' A 

< (1 + e) exp [- v2p tp/2_1J *L 
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Or Îoo r 2p n/2-1-, dv 
exp L- v t J — 

v 

-oo 
-u du ^ _ 1 

= e ~ Const. Log — 
Jtp/2-.A2P « 

tandis que 

[ exp C- v2ptp/2 ! ] cf>(v) dv < <f)(v) dv = 0(1) 
' o ^ o 

1 /2 1 
donc J(t) ~ Const, t Log -jr quand t -> 0. 

La formule (23) en résulte si on peut montrer que 

r 4 2 2 2p 
r x + x y + y ^ - , , j 

exp L ~ --J dx dy 
* W 

f 4 2 2 2p 
exp L - - J dx dy 

J 2 t' 
1R 

4 2 2 2p 1 , 2 2X2 
Or pour y > 1, on a x + x y + y > y (x + y ) et pour x > 1 , on a 
4 2 2 2p 2 2 J 4 2 2 2p ^ 2 ^ /ô / 2 2 2. x + x y + y > x + y donc x + x y + y r > r pour r > /2 (r = x + y ) 

On peut supposer que W contient le disque r < /2. Donc 

f 

J 2 
3R -W 

4 2 2 2p 
r x + x y + y n , , 

exp L- ^ J dx dy < T / o J "2/t J exp ( —) 2 TT r dr =ïï t e 

= o ( exp 

TR 

4 Z Z Zp 
[- X + X yt + y ] dx dy). 

OO 
3.7.- Signalons enfin que si f est analytique et g est C , on peut montrer que 

_ m 
(24) I(t) ~ Const. ta(Log -jr)q*e t 

où m est le minimum de f (on rappelle que ce minimum est atteint dans l'intérieur de 

K) et où a est un rationnel compris entre 0 et ̂  et où q e IN. La démonstration de 

Malgrange ([8] th. 1.1, pp. 406 et 425-426) concerne des intégrales complexes de la 

forme 

J(T) 
f ÎT f (x) 
e g(x) dx 

mais elle se transpose facilement. 

Ce résultat est en défaut si on ne suppose plus f analytique : 
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3.8. Exemple.- Soit f(x) = exp ( ^) et I(t f 1 r 1 1 * 1 1 A 
= J exp L ~—J d* 

Alors I(t) n'est 

équivalent à aucun CtŒ(Log ) ̂ , B e ̂  quand t 0. En effet, d'une part 
1 

et 
lim I(t) = O. D'autre part I(t) est infiniment grand devant t pour tout a > 0 quand 
t-O 

t 0. En effet, puisque f est plate à l'origine, pour tout entier n, il existe 

e > 0 tel que f(x) < |x|n pour |x| < e. On a alors 

I(t) > I exp [- dx > Const, t /n 

Donc si on avait I(t) ~ Cta(Log -jj) ̂  avec a > 0, ¡3 <E IN, on aurait a = 0 ce qui est 

impossible puisque lim I(t) = 0. 
t-H) 

4.- Equivalent de p(t,x,y) quand t -> 0 

On note C(M) le cut-locus de M. Lorsque la variété M est complète, C(M) est 

l'ensemble des couples (x,y) € M x M tels que x et y sont joints par plusieurs géo­

désiques minimisantes ou conjugués le long d'une géodêsique minimisante les joignant. 

Si M n'est pas complète, la définition de C(M) est plus dëlicate(cf. ch. 7, §7, 

A. Bellaïche). 

On note V(M) l'ensemble des couples (x,y) e M x M de points vérifiant la condi­

tion (c) : d(x,y) < sup [d(x,°°), d(y,°°) J , et on pose V(M) = M x M si M est complète. 

4.1.- THÉORÈME.- (cf. [10], th. 3.1). Soit M une variété riemannienne de classe 

et (P une diffusion sur M de générateur |A + Y où A est l'équation de Laplace-Beltrami 

et Y un champ de vecteurs. On note p(t,x,y) la densité du semi-groupe de transition 

de P par rapport au volume riemannien TT. Si (x,y) e V (M) et (x,y) e C(M)J, on a 

(25) p(t,x,y) ~ (2 TT t) m/2 H(x,y) exp L-±^IL + A(X,YN 

-1/2 ' 
quand t -> 0, où H(x,y) = dét [d exp (y(0))] , A(x,y) I < Y, y > ds, Y étant 

x io 
l'unique géodêsique de longueur minimale joignant x à y. 

De plus, l'équivalent (25) est uniforme sur tout compact de V(M) ne rencontrant 

pas C(M). 

Démonstration.- Supposons d'abord M complète pour d et soit (x0>yQ) ^ C(M). Il existe 

d'après la proposition 2.6, un entier n, h > c et des voisinages B de x , B' de y 
o o 
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p(t,x,y) 
т(п+1) 
2 

т(п+1) 
2 

х У сг о 

ехр [ Ш . + А(у)] H(Y) T T ( d y j ) . . . TT(dy) ] 

Comme C(M) est fermé, on peut supposer que B x BT ne rencontre pas C(M). Soient 
x € B et y € BT . LThypothèse (x,y) é C(M) signifie que la fonction y \—> E(y) 

a un minimum unique non dégénéré sur la variété Q des chemins paramétrés de 0 à 

d'origine x et d'extrémité y, ainsi que sur l'espace tf^1 des géodésiques brisées 

(cf. ch. 7, § 7 et 8, A. Bellaïche) et que ce minimum est l'unique géodésique ̂ xv 

de longueur minimale joignant x à y. On en déduit au moyen de l'identification 

entre M et Q et de 1 inclusion (12) M c M c M que le point 
xy xy xy Xoyo Xy 

Y (—̂ -r) • , est le minimum unique non dégénéré de E sur M11'̂ 1 . Comme la fonc-xy n+1 i=1,...n x y 
2 2 

tion d (x,y) est de classe C dans le complémnetaire de C(M), la fonction 

E [Y(x,yj,...,y ,y)] est de classe C^ dans B x M^'^ x B' et on peut appliquer la 

X°y° -1/2 
formule asymptotique de Laplace (17), en posant D = (det Hess E(Yxy)) > 

Xoyo 

г e ( Y ) exp [ г 1— f A(y)] H(y) TT(dy ) ... TT(dy ) 

(2TTt)mn/2DxyH(x,y1) ... H(yn,y) exp [- d <*'y) + A(x,y,) +. . .+ A(yn,y)] 

lorsque t -> 0, uniformément sur B x B' . L'équivalent (25) en résulte puisque 

(n+1)m(n+l)/2 H(x>y]) ... H(yn,y) [dét Hess E(Yxy) = H(x,y) 

-1 /2 

(voir ch. 7, prop. 8.12. On rappelle que H(x,y) = 9(x,y) ). 

Si M n'est pas complète, on a d'après la proposition 2.4, p(t,x,y) ~ pN(t,x,y) 

uniformément sur B x B' où B et B' sont des voisinages de x et y et N une variété 
o o 

complète. On en déduit (25) puisque les fonctions H(x,y), d(x,y), A(x,y) associées à 

M et à N sont égales, d'après 2.4. 

Remarques. 1) Puisque pour tout x, C(x) est de mesure nulle, l'hypothèse (x,y) i C(M) 

est vérifiée par presque tout couple (x,y) e M x M. 

2) Si x et y sont joints par un nombre fini de géodésiques minimisantes 

Yj,...,Yn et non conjugués le long de chacune d'elles, il suffit d'après (13), pour 

174 



GÉODÉSIQUES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT IX 

obtenir l'équivalent de p(t,x,y) d'ajouter les contributions de voisinages disjoints 

IL de chaque Y^ . On en déduit que 

p(t,x,y) - (2 TT t) m/2 Z H(y.) exp [A(y.) ] exp [- d (^y) ] 

-1/2 
où H(YI) = dét [d expx y.(0)] , A(y.) = < Y, y. > dt. 

•'o 

4.2. On suppose maintenant que les coefficients a..(x) de L sont de classe C°°. La 
- oo 

métrique riemannienne est alors de classe C . Soient x et y deux points de M véri­

fiant la condition (c) et soient n assez grand et h assez petit pour que (11) soit 

vérifiée en (x,y). 

4.3. THEOREME.- ([10], subcase 3.2.a). Avec les notations et hypothèses 4.2, suppo­

sons que x et y soient joints pav une seule géodêsique minimisante y^ et conjugués 

le long de yo avec multiplicité 1. Si la singularité en yo de la restriction de E 

à Çltl}1 est de type An , c'est-à-dire si dans des coordonnées u,,...,u au voisi-
XY Zp-1 1 mn 

nage de y 3 on peut écrire 

E(Y) = E(y ) + u2p + E uf 
1 k=2 k 

on a 

(26) 
— - — 2 

p(t,x,y) ~ Const. t2p 2 exp [- d <*>y)] 

quand t -> 0 

Démonstration.- Il suffit d'appliquer (11) et (20). 

4.4. THEOREME.- ([10], subcase 3.2.b). Avec les notations et hypothèses 4.2, suppo­

sons que x et y soient joints par une géodêsique minimale yq et conjugués le long de 

avec multiplicité 2. Si la singularité en YQ de la restriction de E à tf^1 est de 

type X2p+5 c'est-à-dire si dans des coordonnées Uj,...,u^ au voisinage de YQ on a 

E(Y) = E (Y ) + u, + u ^ + + S uT 
° ' 12 2 k 

k=3 

alors si p •= 2 

(27) 

_ m+]_ 2 

p(t,x,y) ~ Const, t 2 exp [- d 2t>y)^ 
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et si p > 2 

(28) p(t,x,y) ~ Const. 

m+1 
2 /K r d Z ( x , y ) n 

t Log(—) e x p L 2t J 

Démonstration.- Il suffit d'appliquer (22) et (23). 

4.5. Remarque.- Pour chacun des équivalents (26) (27) (28) on peut effectivement 

construire, étant donné une variété M de dimension > 2 pour (26), > 3 pour (27) et 

(28) et deux points distincts x et y de M, une diffusion sur M dont la densité de 

transition p(t,x,y) satisfasse (26) ou (27) ou (28). Pour le prouver, on construit 

une métrique complète sur M telle que x et y soient joints par une seule géodésique 

minimisante et que la singularité de E au voisinage de cette géodésique soit du type 

voulu A0 ., Xn ou X0 r (p > 2) (cf. Prop. 8.10, ch. 7). 
2p-1 9 2p+5 

4.6. Remarque.- On peut montrer (au moins dans le cas où M est compacte) que si la 

dimension de M est < 10,il existe dans l'espace des métriques riemanniennes C sur 

M un ouvert dense U tel que si la métrique g appartient à U on ait la propriété 

suivante : 

pour tout x e M et tout y e M, les géodésiques minimisantes joignant x à y 

sont en nombre fini Yj,...,Y , et pour i = l,...,r, la géodésique est soit un mi­

nimum non dégénéré de E, soit un minimum dégénéré avec l'une des singularités 

A2p-] (2 < p < 5), X2p+5 (p = 2,3) (cf. Arnol'd [1] cor. 3.3.9 et Buchner [4]). 

L'équivalent de p(t,x,y) est alors somme de contributions du type (25), (26), 

(27) ou (28) correspondant à chacune des gêoédësiques . On peut donc dire que 

l'équivalent de p(t,x,y) est déterminé génériquement en dimension < 10. 

4.7. THEOREME.- Avec les hypothèses de 4.2, si les gêoédësiques minimisantes joi­

gnant x à y forment une sous-variété Y de dimension k de la variété Q des chemins 

joignant x à y (cf. ch. 7, 2.6), ou de ^n'h et si x et y sont conjugués avec multi­

plicité k le long de chaque y e Y, on a 

(29) p(t,x,y) ~ Const. 

_ m к 
J 2 - 2 вхр [ d 2(x,y) , 

2t 

quand t 0. 

Démonstration.- On se ramène au cas où M est complète. Par hypothèse Y est une sous-

variété de Q , et on a T c ̂ n'^. Montrons d'abord que Y est une sous-

xy xy 
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variété compacte de H . On sait que 1 application qui a une géodêsique Y associe 

(Y(0),Y(0)) est un difféomorphisme de la variété des géodésiques sur TM. Il suffit 

donc de montrer que l'ensemble 

Tx = (Y(0) | Y € D 

est compact. Or il est borné puisque ||Y(°)|| = d(x,y) et fermé puisque si 

Y (0) X € T M, on a lim exp (y (0)) = y et la géodêsique y(t) = exp (t X) n x x n x 
(O < t < 1) appartient à T. 

Soit YQ £ T • Puisque T est une sous—variété compacte de > on peut trouver 

un voisinage U de Y dans rf1'*1 et un voisinage de 0 dans ]Rmn de la forme U' x U" 
k mn-k xy 

avec U1 c H et U" c 1 , et un dif f éomorphisme $ : U' x U" U tels que 

<£>(U' x {o}) = T n U et $(0,0) = YQ • 

La fonction E o $ au voisinage d'un point (u,0) (u e U') peut être considérée comme 

fonction de u" = (u. u ) e U" paramétrée par u' = (u ,...,u, ) e U'. On a k+1 mn 1 k 

^ £ (u ' ,0) 
9u 

\ o! ü \ ( « • , < » / 

Эи" 

L'hypothèse que x et y sont conjugués d'ordre k le long de toute géodêsique y e T 

32E 
assure que pour tout u e U', la matrice 2 (u'>0) est de rang mn-k. Par conséquent 

9 3u 
3 E 

la matrice ^ (u',0) est non dégénérée pour tout u' e U' . On peut alors appliquer 

3u" 

le lemme de Morse avec paramètres (cf. ch. 7, lemme 8.5, A. Bellaiche). Celui-ci 

affirme qu'il existe un changement de coordonnées (u',u") ->• (v',vn) défini sur un 

soisinage de (0,0) dans Uf x u", avec v' = u', v" = $(u',u") tel que dans les nou­

velles coordonnées ainsi obtenues, E prenne la forme 
1 2 mn 

E(vî,vM) = j dZ(x,y) + E vf 
k+1 1 

On peut supposer en réduisant éventuellement la taille de ce voisinage de (0,0) dans 

U' x U" que vT décrit un voisinage compact V' de 0 dans et v" un voisinage com­

pact V" de 0 dans lRmn k. On a alors 
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J V' xV" 
exp -_ E(v',v") t + A(v',vM)J H(v',v") dv' dv" 

mn-k 
~ const, t exp _ d2(x,y) 

2t J 

Puisque T est compact, en faisant un recouvrement fini de T, on voit qu'il existe 
un voisinage ouvert Q de Y dans ^n'^ tel que 

xy ^ 
exp 

. о 
[- ^ p - + A ( Y ) ] H ( Y ) TT^Cdy) ~ const. 

mn-k 
t 2 r d (x, y) 

exp C 2t 3 

D'après la proposition 2.6 et (13) on aura donc 

p(t,x,y) ~ const. 
_ m _ n ~ 

2" 2" r d (x,y)n 
t exp [ 2t'J ] 

quand t -> 0. 

4.8. THEOREME.- Soient x et y vérifiant ta condition (C) . Powr t a s s e s petit on a 

(30) 
- B 2 

const, t 2 exp [- d ^>y)] < p(t,x,y) < const, t exD 
d2(x,y) 

2t -

Démonstration.- D'après 2.4 on peut supposer M complète. Soit y^ une géodésique mini­

male joignant x à y et supposons que x et y sont conjugués avec multiplicité k le 

long de YQ( k entier > 0). D'après le lemme de Gromol1-Meyer, il existe un voisinage 

U de y dans S7n'̂  et des coordonnées u,,...,u sur U, nulles en y , dans lesquelles ' o xy 1 * mn ' ' o ^ 
l'énergie s'exprime sous la forme 

1 2 mn 2 
E (y) = y à (x,y) + 4>(u1 , . . . ,1^) + I u£ 

k+1 

2 2 

avec 4> (Uj , . . . ,u^) = 0(Uj + ... + u^)-. Il est clair que cf> (u ̂  , . . . , u^) > 0 pour 

Iu2 + ... + u2I assez petit. On a alors d'après (19) mn 
~2~ 

const, t exp 
r- d2(x>y)n 
L 2t J 

* f exp [- = £ 1 
J TT 

+ A(y)] H(y) 7Tn(dy) 

< cpnst 
mu— 

t f 1 " - exp c_ % y ) 2 

Soit T l'ensemble des géodésiques minimales joignant x à y (T est un compact de 

^xy) et so^t k i,ordre maximal de conjugaison de x et y le long de y lorsque y par-
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court T. On sait que k < m-1. En recouvrant Y par un nombre fini de voisinages LL 

dey- et en appliquant la proposition 2.6, et (13) on obtient (30). 

Remarque.- Lorsque x et y sont deux pôles opposés d'une sphère de dimension m, il 

existe une variété de dimension m-1 de géodésiques minimales joignant x à y et 

l'ordre de conjugaison de x et y le long de chacune d'elles est égal à m-1. 

On a d'après le théorème 4.7. 

p(t,x,y) ~ const. 
1 9 -m + 2 

t exp [ 2t~ 

et on voit qu'une des bornes extrêmes permises par le théorème 4.8 est atteinte 

(l'autre borne est atteinte dans le cas du théorème 4.1.). 

4.9.- Si la variété M est analytique et si sa métrique riemannienne est analytique, 

d'après (24) on a toujours un équivalent du type 

p(t,x,y) ~ const. 

m _ a 
2 2 (3 t |Log t| exp 

_ d2(x,y) 
2t 

(0 < a < m-1 , et 3 e IN) . 

. . . °° 

Ce n est pas le cas si M et sa métrique sont supposes seulement de classe C . En 

effet si la dimension de M est > 2, on peut trouver d'après la proposition 8.10 du 

chapitre 7 une métrique riemannienne complète g sur M et pour cette métrique une 

géodêsique minimale YQ joignant se à y,telle que pour n assez grand et h assez petit 

on ait dans des coordonnées u,,...,u sur f}11**1 au voisinage de y 
1 mn xy to ' o 2 2 2 

E (y) = exp (- 1/u,) + u -+-...+ u + E (y ) z mn o 

et on en déduit d'après 3.8 que p(t,x,y) n'est équivalent à aucun 

_ a/T K $ r d (x,y)n 
Ct (Log -) exp [ 2t ^ ' 

5.- Applications 

Dans cette partie, la variété M est supposée complète pour la distance riemannien-
2 

ne d. Soit x un point de M et A un domaine fermé à bord C tel que x £ A. Nous allons 
chercher un équivalent de P (X e A) quand t -> 0. POur simplifier, nous supposerons 

X 1 
que le générateur infinitésimal de la diffusion est L = — A, ce qui dans l'équivalent 
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de PX(X e A) ne modifie que la constante. 

2 

5.1. LEMME. - Soit A domaine fermé de M à bord C e t soit x ^ A. /IZÖPS 

y e dAvérifie d(x,y ) = d(x,A),y n'appartient pas au cut-locus de x. 

Démonstration.- Soit y une géodésique minimisante joignant x à y^. Alors y est or­

thogonal à 8A en y^ (c'est une conséquence de la formule de la variation première). 

Donc y est unique (deux géodésiques de même longueur, de même extrémité et ayant 

même vecteur tengent en leur extrémité commune coïncident). 

Si yQ était conjugué de x le long de y, tout point y e A situé sur le prolon­

gement de y serait joint à x par une géodésique ŷ  plus courte que y car y n'est 

plus minimisante après le premier point conjugué, (cf. Milnor [ 9 1, théorème de 

l'indice). Si y est assez proche de yQ , la géoédésique y entre yQ et y réalise le 

minimum de la distance de y à 3A. On a alors en notant ŷ  un point d'intersection 

de y et 8A, 

d(x,yQ) + d(yQ,y) > d(x,Y]) + d(yry) 

tandis que d(y ,y) < d(y ,y). Donc d(x,y ) > d(x,y ) ce qui contredit l'hypothèse. 

5.2. LEMME.- (corollaire de la proposition 4.4, ch. 8, R. Azencott). Soit K un 

compact de M et soit A une partie mesurable de M telle que d(K,A) > 0 . Il existe 

C,T,N > 0 tels que 

P (X e A) < С t N 

2 
r d (x,A)-, exp L 1 

pour t < T et x e K. 

Démonstration. - On choisit un volume riemannien TT tel que TT (M) < + 00 et on note p 

la densité par rapport à TT du semi-groupe de transition de la diffusion (P. On a 

alors d'après la proposition 4.4 (ch. 8, R. Azencott) 

Px(Xt e A) p(t,x,y) TT(dy) 
JA 

^ C t"N Î?(A) exp [ - ^ A i ] 

5.3. LEMME. - (Hypothèses de 5.1). Soit e > 0 et soit B l'ensemble des y e A tels 

que d(x,y) < d(x,A) + e. On a 
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Px(Xt e A) ~ Px(Xt e B) 

quand t -> 0. pZ-ẑ s pour tout h > 0 on a pour t a s s e s petit 

Px(Xt e A) * exp [- * J | ^ _ £ 

Démonstration.- D'après le lemme 5.2, on a 

P (X e A - B) < C t'" exp [- (d(x^> +£)'] 

pour t assez petit. Soit BT l'ensemble des points y de A tels que 

d(x,y) < d(x,A) + j . D'après le lemme 2.1, on a pour tout x > 0 

PX(X e B) > P (X e B') p(t,x,y) TT(dy) 
JB' 

(d(x,A) + 
> exp [ — " ̂ ] 

pour t assez petit car TT(B') > 0. Si on choisit X assez petit, PX(XT e A - B) est 

négligeable devant P (X e B) ce qui démontre le lemme 5.3. 

5.4 LEMME.- (Hypothèses de 5.1.) Si e est assez petits l'ensemble B des points 

y e A tels que d(x,y) < d(x,A) + e ne rencontre pas le cut-locus de x. 

Démonstration.- Soit Aq l'ensemble des points y e A tels que d(x,y) = d(x,A). 

D'après le lemme 5.1, A ne rencontre pas le cut-locus C (M) de x. Comme A est 
o c x o 

compact et C (M) fermé, il existe un voisinage de A ne rencontrant pas C (M). Pour x o x 
£ assez petit, B est contenu dans ce voisinage. 

5.5. PROPOSITION.- Soit A un domaine fermé de H à bord C2 et soit x i A. S'il 

existe un unique point y e dA tel que d(x,y ) = d(x,A) et si la fonction F définie 
1 2 ° ° 

sur 3a par F(y) =2~d (x,y) admet en y un minimum non dégénéré, on a 

(31) 
px(xte A) ~ 4 h dixTÂT-t 

2 
iét Hess F(yQ)]"1/2 exp [- d ^X'A)] 

quand t •> 0. 

181 



C. BELLAICHE 

Remarque.- Si M = ]Rm dire que F admet en un minimum non dégénéré revient à dire 

que x n'est pas point focal de 1'hypersurface 3A en y (cf. Milnor [9] , p.36). 

Démonstration.- Soit B l'ensemble des points y e A tels que d(x,y) < d(x,A) + e 

(on choisit e assez petit pour que le lemme 5.4 soit vérifié) et soit C l'ensem­

ble des vecteurs X e expx*(B) tels que t 1 >exp^(t X) soit une géodésique minimi­

sante joignant x à exp^(X). Alors exp^ est un difféomorphisme de C sur B. D'après 

le théorème 4.1 et le lemme 5.3, on a en posant 9(x,y) = dét[d exp^(X)] = H(x,y) 2, 

P (X e A) ~ (2TT t)~™/2 f 6(x,y)-1/2 exp O d 2 ^ ' Y ) ] TT(dy) 
J B 

= (2 TT t)"™72 
-1/2 

6(x,expxX) exp 
[- Iffil j 6(x,expxX) TTx(dX) 

- (2TTt)-m/2 f 
J C 

9(x,exp^X)172 exp [ - 4 f ^ 3 V d X ) -

En coordonnées sphériques sur T̂ M» on repère un point X par r > O et OJ e Sm ^ . Le 

point expx\y ) est alors repéré par d(x,A) et 03̂  e Sm ^ et les points exp^(y) où 

y e 3A n B par f(oo) et 03. Par définition de y , on a f(oj) > d(x,A) pour tout O). 

En diminuant éventuellement e, l'ensemble C est alors défini par les conditions 

(JÛ € Q, f(u)) < r < g(o)), où £7 est un voisinage compact compact de (JOq dans Sm * et où 

g est une fonction continue. On a alors 

(32) P (X e A) ~ ( 2 TT t) m/2 
Ĵ  Jf(0)) 

9 (x, r.oj) 1 72 

z 
__ r 
Tt m-1 J e r dr 

quand t 0. D'après la méthode de Laplace (cf (15)), on a 

rg(oj) 1/2 
9(x,r.o)) 7 

J f (oO 

2 
r r n m-1 exp C- r 

^ . / x ^/2 .m-2 f(oj) -, 
dr ~ t 9 (x,f (co) .0)) f(u)) exp [ ] 

quand t -> 0. De plus cet équivalent est uniforme en w à condition que g(co) - f (oo) 

reste minoré par un nombre > 0. Au lieu d'intégrer sur Çl dans (32), on intègre donc 

sur l'ensemble Q des u) e $ tels que g (co) - f (co) > 4-[(g(oj ) - f (u) )] ce qui ne modifie 
o Z o o 

pas l'équivalent puisque est un voisinage de OJq. On en déduit que 

Px(Xt € A) ~ (27T t)_-m/2 
• I . 

o 

9(x,f (oj)a))1/2 f(w)m 2 exp [- ^-r--: dco 

2 
Or la fonction f admet un minimum en OJ dans Q, et est de classe C puisque 8A est de 

2 o o 
classe C . De plus si x n'est pas point focal de dA, le minimum CD de f est non de-
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généré. On a alors dfaprès (16) 

Px(Xt e A) 

m-1 

- ( 2 TT t)"™'2 t(2 TT t) 2 6(x,f (a)o) .WQ) 7 d(x,A)m 2 

[dét Hess i_ (o, )] 1/2 
2 o 

r d (x,A)n 
exp [ ] 

«4 (oo) = F(expx f(co).O)). On en déduit que 
f2 

dét Hess (-rr) (CÙ ) 2 o = dét Hess[(F(y )] f(u) )2m 2 9(x,y )2 y o o o 

et (31) en résulte. 

Remarque.- S'il existe un nombre fini de points y^,...,y^ e 9A réalisant le minimum 

de la distance de x à A, les autres hypothèses de 5.5 restant vérifiées, on a 

encore 

Px(Xt e A) V 2TT d(x,A) 
r d2(x,A)-, 

exp [ ĵ 2 J 
n 
E 
i=l 

-1 /2 
H(x,y£) [dét Hess F(yi)] 1 

En effet si e est assez petit, B est formé de voisinages disjoints de chaque y^ et 

il suffit d'ajouter les contributions de ces voisinages. 

5.6.- Donnons un exemple où le minimum de la distance de x à A est atteint en une 

infinité de points, le calcul de l'équivalent restant possible. 

PROPOSITION.- On suppose la variété M complète. Soit K e M et soit A le complémen­

taire de la boule de centre y. et de rayon p où p est supposé strictement inférieur 

au rayon d1injectivitê i(x) de x. On a 

11 2 
P (X e A) ~ Const, t"™7 exp [- £-] 
x t 21 

quand t -> 0. 

Démonstration.- La condition p < i(x) assure que 3A est une hypersurface de classe 
2 

C . Soit e > 0 tel que p +e < i(x) et soit B l'ensemble compact des points y tels 

que p^ d(x,y) ^ p + e . Le lemme 5.3 montre que 

P (X e A) ~ p(t,x,y) TT(dy) . 
X L ^B 
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Comme B ne rencontre pas (M) on a d'après le théorème 4.1, 

Px(Xt e A) ~ (2TT t ) W 2 H(x,y) exp [- D ^X>Y>] TT(dy) 
JB 

= (2TT t)-™/2 6(x,exp X)I/2 exp [- J i M - ] TT (DX) 
jc x zt x 

où C est l'ensemble des X e T M tels que p < d(x,exp X) < p + c et 9(x,exp X) = 
x x X 

dét [d exp^CX)]. 
En passant en coordonnées sphériques dans T^M, on obtient 

PX(X e A) ~ (2ïït) m/2 
lsm-l 

A f P + e f i / ^ / 2 f A m ~ ] A dco Q(x,r.(jo) exp ( - y^) r dr. 

On peut appliquer (15) et on a 

Px(Xt e A) ~ (2îT t} 
ism-l 

2 
Û / \ 1/2 m-2 , P x , 9(x,p0)) p exp( - ) doo 

-TTl/Z , p N 
= const, t exp(- ^ ) 

2 
5.7.- PROPOSITION. - So^t A un domaine fermé de M à Z?orf C . pour z £ 9 A., on a 

Pz(Xt £ A) - 1 

quand t -> 0 uniformément sur tout compact de 9 A . 

Démonstration.- Soit Zq e 9A. Il existe un voisinage U de z^ et des coordonnées 

x,,...,x sur U centrées en z tels que A n U soit défini dans U par la condition 1 m o n v 
> 0. le bord de A est alors défini dans U par l'équation = 0. 

Soit e > 0 et soit K (resp. L) l'ensemble des points de U tels que 

2 2^2, 2 2 R2 
x, + ... + x < e (resp. x, + ... + x , < —r- et x = 0 ) . Pour c assez petit, 
1 m 1 m-1 4 m 

K (resp. L) est un voisinage compact de z contenu dans U (resp. 9A n 9U) . 

On a 

P (X^ e K) z t 
p(t,z,y) TT(dy) • (2TT t)^172 exp [- d 2t,y)] H<z>y) 

1 2 

quand t •+ 0. La fonction E^ définie par E (y) = -j d (z,y) admet en z un minimum 

unique non dégénéré et la démonstration de la méthode de Laplace (Prop. 3.3) prouve 
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que 

(33) ^ s,r ,0 .-m/2 dTT , x Pz(Xt e K) -+ (27V) ^ (z) f exp [- j E"(z) . u2] du 

1 JRm 

quand t 0 uniformément pour z e L. La même démonstration où l'on remplace le do­

maine d'intégration K par l'intersection de K et du demi-espace > 0 montrerait 

aussi que 

(34) P (X e A n K) ->• (2Tr)-m/2 i}T (z) x t dx [ exp [- \ E"(z) . u2] du 
I , z z 
J ̂ .m-1 .+ 
1R X 3R 

quand t •> 0, uniformément pour z e L. la dernière intégrale est la moitié de l'inté­

grale dans (33) . Puisque P (X e K) 1 quand t -> 0, on en déduit que 

P z ( X t e A n K ) - + i 

quand t 0, uniformément pour z e L. 

Comme d'autre part 

P (X e A n K°) -> 0 z t 

quand t -> 0 uniformément sur L d'après le lemme 5.2, la proposition 5.7 en résulte. 

2 

5.8. PROPOSITION.- Soit A un domaine fermé de M à bord C et soit x é A. Oz rate 

xA temps d'entrée dans A pour ta diffusion (x ).Oz a aZ-crs 
A t (35) Px(Xt e A) ~ 1 Px(TA S t) 

quand t O. 

Démonstration.-La propriété de Markov forte entraîne 

Px(Xt Ê A) = Ex [1(vt) E [,A(Xt) \ f K 

= Ex ['(x <t) W X T A ) ] 

où $t(u,z) = Ez ^^(X^^)] pour z e 9A et 0 < u < t. 

Si 3A est compact, on a d'après la proposition 5.7, $^(u,z) y quand t -> 0, 

uniformément en z e 3A et on en déduit (35). 

185 



C. BELLAICHE 

Si 3A n'est pas compact, soit e > 0 et posons 

Z = 3A n {z ; d(x,y) < d(x,A) + e] 

Comme Z est un compact de 3A, la démonstration précédente montre que 

(36) P (X e A et X e Z) ~ ~ P (x. < t et X e Z). 
x t T 2 x A T. 

A A 

Notons (fh> L'ensemble des trajectoires continues oo : [0,1] -> M u {5} telles que 

T (oo) < 1 et X (oo) e 3A - Z. On a avec les notations de R. Azencott [3] ; 
A TA 

A(c&) = inf E(oo) = 2 [d(x,A) + eT . 
G0£ Jb> 

L'ensemble est.fermé dans l'espace des trajectoires (éventuellement explosives) 

co : [0,1] \—> M u {6} . On obtient donc en appliquant le théorème 6.4̂ . 

(R. Azencott [3]) 

lim t Log Px(X ^ Z et xA < t) < - ~ [d(x,A) + e]2 . 
A 

On a donc pour t assez petit 

P (X i Z et X e A) < P (X é Z et t < t) < exp 
x xA t x ta A 

2 2 
_ (d(x,A) + E) £_ -, 

2t 2t J 

D'autre part, d'après le lemme 5.3 on a pour tout h > 0 

Р (т < t) > P (X_ e A) > X A X t 

2 
r d (x,A) Xn exp [- — ^ p 

pour t assez petit. 

On en déduit facilement que 

P (t. < t) ~ P (Ta < t et X e Z) x A x A T. A 
et que 

P (X e A) ~ P (X € A et X e Z). x t x t T 

La formule asymptotique (35) est alors une conséquence de (36). 

Remarque.- (35) généralise le principe de réflexion de D. André (cf. [7], p.26). 
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CHAPITRE 10 

LA CONDITION D'HYPOELLIPTICITE D'HORMANDER 

par 

Mireille CHALEYAT-MAUREL 

Après l'étude des diffusions sur une variété associées à un opérateur non dé­

généré, il est naturel de s'intéresser à une classe un peu plus générale d'opérateurs 

auquels on peut associer une diffusion ; ce sont les opérateurs hypoelliptiques de 

la forme ) X? + Y sur 3Rm satisfaisant à la condition suffisante d'Hormander, c'est-
i=l 1 

à-dire que, en tout point, l'algèbre de Lie engendrée par X ] 9... 9

 x

r »
Y e s t ^ e r a n ê 

m. Les diffusions associées à ces opérateurs possèdent alors de nombreuses propriétés 

analogues à celles des diffusions dont le générateur différentiel est non dégénéré. 

Dans une première partie de ce travail nous allons donner les grandes lignes 

de la démonstration de J.J. Kohn C 7 ] du théorème d'Hormander et dans la seconde 

partie nous verrons à quelles conditions un opérateur différentiel du second ordre 

se met sous la forme d'une somme de carrés ; nous donnerons également des indica­

tions sur quelques résultats de théorie du potentiel concernant les opérateurs hypo­

elliptiques : ouverts très réguliers et problème de Dirichlet. 

1ère partie : Condition d'Hormander, 

1. Introduction. 

Nous allons donner les idées et les grandes lignes de la démonstration de 

J.J. Kohn C7H qui utilise des résultats sur les opérateurs pseudo-différentiels 
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pour étudier 11hypoellipticité de l'opérateur du second ordre : 

2 
Lu = Y X.u + X u + eu, 

où 
m p. 

X. = Y a. . TT— , j=0, 1 , . . . r, 
i=l i 

avec g^j appartenant à C^CU), U ouvert relativement compact de 3Rm. 

1.1. Définition. 

L est dit hypoelliptique si, lorsque l'équation Lu = f est satisfaite avec u 

et f distributions sur U, alors on a la condition suivante : 

Si V est un ouvert de U tel que f/^ appartienne à C*(V), alors u/^ appartient 
oo ^ 

à C (V) . 

J.J. Kohn montre la même condition suffisante d'hypoellipticité qu'Hormander 

mais en employant des opérateurs pseudo-différentiels alors que l'article original 

d'Hormander [ 6 ] utilisait l'étude des groupes à un paramètre engendrés par les 

champs de vecteurs X.. 

1.2. THEOREME. Si tout champ de vecteurs sur U peut s Texprimer comme combinaison 

linéaire à coefficients C°° de X ,X1 ,. . . X , . . . f X. ,X. ], . . . f X. , [X. 9X,2 D 
o i r 1 J J i K. 

... [X. , [X. X.31 alors L est hypoelliptique. 
xl L2 Xp 

Nous donnerons dans la deuxième partie une forme explicite de cette condition 

en coordonnées locales. 

Esquissons le plan de la démonstration du théorème 1.2 : 

. On calcule d'abord une estimation à priori de "l'énergie" : 

oo 
Il existe c tel que pour tout u de C (U), 

(O I||X u||2 s c(|<Lu,u>| + |Mf) 
i = l J 
oo . 

(où Co(U) désigne les fonctions à support compact dans U). 

. Pour u appartenant à C~(U) et s réel, on introduit les normes de Sobolev par : 

l | u | L = c f | S ( ç ) | 2 ( i + u i 2 ) S d c : 

où u est la transformée de Fourier de u. 
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On montre alors que les hypothèses sur l'algèbre de Lie engendrée par les champs de 

vecteurs entraînent : 

oo 

Il existe e et c tels que, pour tout u de Cq(U) , 

(2) | | u | ^ S c ( | |Lu|H | u | | ) . 

. Ensuite, on localise (2) ; c'est-à-dire qu'on montre que l'inégalité (2) 

entraîne : 

Il existe e tel que pour tous ^ et ^ de C^CU) avec £j = 1 sur le support de 

Ç, il existe c tel que pour tout u de C°°(U) , 

(3) | |Çu| | e<c ( | |Ç1Lu|H |Ç1u | | ) . 

On prouve enfin que (3) entraîne 1'hypoellipticité de L. 

2. Démonstration de la formule de l'énergie. 

2.1. PROPOSITION. Il existe c tel que pour tout u de C~(U), 

(O 1 ||X u||2 ^ c(|<Lu,u>| + |H|2). 
j = l J 

Preuve : On a <Lu,u> v 2 
s < ) X.u,u> + <X u,u> + <cu,u>. 

Remarquons que pour tous j = 0,...,r, 

3 

m ~ 

Lx 8x n= 1 n 
(a .u) = - x.u + f .u. 

Donc, pour tous j = l,...,r, 

v2 
<X.u,u> 
J 

= <X.u,X.u> 
J J 

= -||Xju||2 + 0(||X.H||H|) 

et 

<X u,u> = -<u,X u> + <u,f u>, d'où : 
o o * o ' 

| < X o u , u > | = 0 ( | | u | | 2 ) . 

En regroupant, on trouve : 

\ Hx.ull2 S | < L u , u > | + \ 0(||X u||| |u||) + OdHI2 ) 
j-1 3 j=l J 

191 



M. CHALE Y A T-MA UREL 

1 2 2 

et en utilisant la formule simple ab ^ 2n~ a + 2n ^ ' ~°n °̂ >t̂ ent en faisant 

tendre n vers 1Tinfini. 

3. Quelques rappels sur les opérateurs pseudo-différentiels. 

3.1. On va définir une classe particulière d'opérateurs pseudo-différentiels qui 

s'introduira dans la démonstration de la formule (2) et dans la preuve finale de 

1'hypoellipticité. Pour plus de précisions on pourra consulter l'exposé de 

L. Niremberg C8] . 

L'idée des opérateurs pseudo—différentiels vient du fait que l'on voudrait une 

classe plus large que celle des opérateurs différentiels et qui contienne, si possi­

ble, leurs inverses. 

Les opérateurs différentiels sont caractérisés par le fait qu'ils sont locaux; 
oo oo 

c est-à-dire, si L : C (U) ̂  C (U) est différentiel, on a : 
supp Lu c supp u 

Tandis que les opérateurs pseudo-différentiels sont pseudo-locaux; c'est-à-dire, si : 

L' : ci'(U) ^ ' (U) est pseudo-différentiel, on a sing supD L'u c sing supp u, 
oo 

avec sing supp u = complémentaire de l'ouvert où u est C ; et où .̂'(11) désigne 

les distributions à support compact et S£ '(U) les distributions. 

On remarquera que 1'hypoellipticité d'un opérateur se traduit par l'égalité des 

deux supports singuliers. 

3.2. Considérons les trois familles d'opérateurs suivantes : 
co 

(i) multiplication par a appartenant à C (U) . 

(ii) D<* = ìLl— 
rv 1 m 

1 m 

|a| = l ou . 

(iii) pour tout s réel, AS est défini par : 

/ s \ 
A u (C) = (i+ |ç|2)s/2 Û(Ç) 

OO 
pour tout u de C (U) . 

o Ces trois familles d'opérateurs n'engendrent pas une algèbre car AS envoie 
OO OO g g 
C (U) dans C (U) mais on peut remplacer les A par des opérateurs A qui 

oo oo 
envoient CQ(U) dans CQ(U) de la façon suivante qui e$t classique (voir L. Horman-
der [5 ] et J. Dieudonné C3] ). 

s 00 
Pour tout s, l'opérateur A est à noyau C en dehors de la diagonale, il est donc 

oo g OO 

somme d'un opérateur à noyau C , T et d'un opérateur à noyau C en dehors de 

la diagonale proprement supporté : A'S -

On rappelle qu'un opérateur à noyau est proprement supporté si le support £ de 

son noyau est propre, c'est-à-dire si les deux projections p et p de £ U sont pfo-
x y 

près. 

192 



GÉODÉSIQUES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT X 

/\tS envoie alors continûment C°°(U) dans C°°(U) et on fait toutes les majorations 
o o 

dans les espaces Hg pour ces opérateurs, elles seront alors valables pour les A . 

3 . 3 . Définissons également l'ordre d'un opérateur. 

Soit tt un opérateur linéaire de Cq(u) d'ans C (U) , on dira qu'il est d'ordre 

n si : pour tout s réel, pour tout compact K , il existe c(s,K) tel que 

supp u c K ||ttu ||s < c(s,K) ||u ||s+n -

Soient tt et tt d ordre n et n respectivement on a alors : 

7nr' est d'ordre n+nf 

Ctt,tt'] est d'ordre n+nT - 1 

tt* est d'ordre n# 

Indiquons alors les ordres de la famille d'opérateurs considérés : 

(i) la multiplication par a est d'ordre O . 

(ii) Da est d'ordre |a| . 

(iii) AS est d'ordre s. 

4. Démonstration de l'estimation (2). 

4.1. PROPOSITION. Les hypothèses du théorème 1.2. impliquent : 

Il existe e et c tels que3 pour* tout u de C°(U) , 

(2) ||u||e*c (||Lu|| +||u||). 

Preuve : Remarquons tout d'abord que si G < 1, on a pour tout u de C (U) , 

(4) II- IL * Ì ||D. u|| + ||u H . 

En effet, 

II" Ils = j l"<^!2 <H£|2>S <*? = II" I l 3 _ a - Il Vu 11^, 

*ll» H2 + ||VU H si . s 1. 

Ensuite l'hypothèse du théorème 1.2. entraine que pour tout j, D.. s'exprime en fonc­

tion des crochets des X. : 
i 

D. - Y a.1 P F. 0 < i < r 
n 

où F. . = X. si p = 1 
l p D 

= CX. ,F. . ] 
P 1 n-1 

si p > 1. 

Donc d'après (4), il suffit de borner les \\F^ i u|le_j par c(||Lu|| + ||u|| ) poui 

obtenir la relation (2). 1 p 
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Ecrivons pour simplifier FP = [X,FP *H . 

On a : ||FPu ^ = <FPu,FPu > = <FPu, ( 1+! . (2)G_1 FPu > q 

2t — 1 
On définit alors l'opérateur T d'ordre 2e -1 par : 

T2e 1 = /\2e 1 o FP et on obtient : 

(5) ||FPu|| 2_1 = <FPu,T2£-,u> =<XFp-1u,T2£"1u> - < F ^ X ^ T ^ u > 

L'idée de la démonstration est une récurrence sur les e ; on va "descendre" les 

normes H d'un cran. On estime chaque terme séparément; 

a) si X = X. j = l,...r, on a d'une part : 

<XFP-'u, T2e-'u> =<FP-'u, X*T2e-,u> = -<FP-1u,XT2e-1u> + < FP"'u,f .T2^ >u > 

le deuxième terme étant d'ordre 0( ||u|| ||FP_1u|| .) car (f.T ) est d'ordre 

2£-1 . 

D'autre part, 

- <FP-,u,XT2e-1u> = - <Fp-1u,:X,T2e-1 3u> - <Fp-'u,f .T2£-1u> 

= - <FP"'u,T^e~'xu > + 0( {ju H ||FP_1u|| 2e_,) 

= 0(||u||+ ||Xu|| XUpP-'u ||2£_,) 

On utilise alors la formule de l'énergie (i) pour obtenir : 

<XFp-,u,T2£-1u> ScdlpP-'uH 2e_, + ||Lu ||2 + ||u ||2) 

et pour l'autre terme de (5) on ferait les mêmes évaluations. 

b) si X = X , on n'a pas la formule de l'énergie mais on écrit : 
°* r 2 r 

2X = -L + Y XT + y b.X. + f , 
o . J . J J o 

i=l i=l 
et on obtient finalement, en faisant les mêmes types de majorations, que dans tous 

les cas : 

l|FPu|L_, S c( NFÏ'-'ulk + IlLull + ||u||). 

On itère cette inégalité qui donne alors : 

||FPu|l _1 < c f C ||X. u|| + ||Lu|| + ||u|| ) 
e 1 i=l 4P e-1 

Mais pour j = 1 , . . .r, ||X. u || ,2 < ||x.u || < c( ||Lu || + ||u || ) ainsi que pour XQ 

r 2 
car on écrit : X u = Lu — / X.u - eu 

' o | J 
2 

Donc, en prenant e ̂  — , on obtient : 
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l|FPu|| e_, * c( ||Lu|| + ||u|| ) ce qui prouve (2) à l'aide de (4). 

5. Localisation de l'inégalité (2). 

5.1. LEMME. Soient Ç et Çj appartenant à C^CU) tels que = 1 sur supp 

Supposons (2) vérifiée* alorsy il existe c et e tels que pour tout u de 

C°°(U) , 

(6) ||Çu||e ̂  c ( ||Çl Lu|| + | U , - I l > 

Ce lemme technique est nécessaire car dans la démonstration de 1'hypoellipticité, 
oo 

on considère des fonctions qui ne sont que C 

Preuve : On applique (2) à Çu qui est dans C°°(U) : 

||Çu|L<c( ||LÇu|| + HÇ«||) , 

les hypothèses sur les coefficients entraînent qu'il existe c tel que : 

ll&i II * - I l e , - I l 

||X. Çu II <c ||Çj u|| pour tout j - 0,...,r 

On a donc : 

||L Çu H < IICL.Ç] u H + ||Ç Lu|| 

< ||[L,Ç1 u H + c ||Ç Lu|| 

Donc il suffit de majorer ||[L,Ç j u|| par le deuxième membre de (6); on obtient 

facilement le résultat en écrivant : 

r 
[L,Ç ]u = 2 l 

j = l 

r 
ex ç : x u + i ex., [x ,ç]]u + [ x ç : u 

i — 1 

6. Démonstration de 1'hypoellipticité. 

Avant de montrer que (6) entraine 1'hypoellipticité, établissons l'inégalité 

suivante : 

6.1. LEMME. Etant donné un réel s et N > 0 3 il existe c(s,N) tel que 

(7) ||u|| s+e < c(s,N)( ||Lu|| s + ||u|| _N) 

pour tout u de CQ(U) . 

Preuve : On a || ASu||e= ||u|| £+s < c( ||L ASu|| + || ASu|| ) . 

et on utilise le résultat suivant : 

Pour tout ô, il existe c(s,N,ô) tel que 
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(8) ||u ||s < ô | |u| | s+£ + c(s,N,ô) }|u|| _N , 

ce qui se démontre en étudiant le sens de variation de la fonction : 

t -> t!"Y a + t" Y(l-y)b. 

(8) entraine alors que : 

| |LASu| | + | | A S u | | ^ | |LASu| | + « ||« Il s+£ + c | |u|| _N , 

donc, lorsque ô tend vers zéro, il suffit de majorer ||LASu|| pour obtenir ( 7 ) . 

||L ASu | |< | | [L , A8] u|| + l |ASLu| |<| | [L, ASJ u|| + c H Lu H s 

car AS est dT ordre s; il suffit donc de majorer AS ]u|| que l'on met sous 

la forme suivante : 

[L,AS] = C l X2 
j = l 

r 
+ X AS] = l IX* AS] + [X AS] 

(9) r 
[L, AS] = I T . X. + TS 

j=l S'J J 
avec T . et T opérateurs d'ordre s car s, J s 

[X?, AS: = IX y AS ]Xj + Xj [Xjf AS1 = 2 [Xj, AS ] X^ ~\lXj9 AS] ,X̂  ] 

où [X., AS] et [[X., AS] ,X.] sont d'ordre s. 

Donc 

||[L, AS]u|| < c( I ||X u H + ||u|| ) , 
1=1 J S S 

mais 

l | X j « l l 8 - l|ASX.u|| < | |CXj, A8] u|| + ||X. ASu|| < c ( | | u | | 8 ) + | | X j A S u | | . 

la formule CO appliquée à ASu donne alors : 

1 II^A^H2 
j = l 3 

< c(| <L ASu, ASu > | + || ASu ||2) 

< c(| <[L, AS] u, ASu > | + ||Lu ||2 + ||u|| 2) 

On utilise la formule (9) et on trouve : 

l ||X ASu | | 2 
j = l J 

< c( | ||X u H ||u H + ||Lu ||2 + ||u ||2) 
j = I J 

ce qui donne en employant le même argument que dans le paragraphe 2, 

J ||X.u ||2 < c( ||Lu|| l + ||u|| 2), 

d'où la formule ( 7 ) . 
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6.2. Ensuite on localise (7) par la même méthode que dans le paragraphe 5 et on ob­

tient : 

Pour tous E, et £j de CQ(U) avec Çj = 1 sur supp £ , et pour tout u 

de C°°(U) , 

(10) ll£u ll8+e " C( HÇ1 LuH s + Ĥ l UH -N> 

6.3. Nous sommes maintenant en mesure de prouver 11hypoellipticité de L. 

Soit u appartenant à 1(U) tel que Lu = f et supposons qu'il existe V 

ouvert de U tel que f/ appartienne à C°°(V); on veut montrer que u/^ appartient 

à C°°(V). 

On pose Sôu(x) = ô"™ \ u(y) ^(^)dy = u * ô(x) , 

avec <f~(x) = 6 m^P(~) où ^appartient à C°°(U) 
0 0 o et j <5p(y)dy = 1 . 

On va montrer que pour tout £ de C~(U) , £u appartient à Hg quelque 

soit s, ce qui entraînera que Çu appartient à C°°(V) , d'où u/^ appartient à 

C°°(V) . 

Pour cela on montre d'abord un lemme : 

6.4. LEMME. Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe c indépendante de ô tel que 

Hsô Il „ * c . 
(11,) £u appartient à Hg . 

Preuve : (i) =*> (ii) : en effet, £u appartient à une boule de Hg qui est 

hilbertien donc £u tend faiblement vers une limite £ = £u appartenant à Hg lors­

que 6 tend vers zéro. 

£ii) (i) car 

HS6 ?UIU |S Çu(x) |2( l+|x|Vdx 

|<f(Ôx)|2 |Çu(x) |2(l+|x|2)Sdx 

< ||Çu K car |Cf(ôx)| < I $(0)| = 1. 

D'après le lemme 6.4., il suffit de majorer ||Ŝ  Çu ||g indépendament de ô 

et ceci pour tout s, on aura alors Çu dans Hg pour tout s. 

6.5. Remarquons que si Çu appartient à H , 

<n> HSfi5ull8+e"< WSshf Us +HS6 *1 Ull-N +l|Ç,u|| s) 

avec c indépendant de 6 (pour démontrer (11) on fait le même raisonnement que 

pour (7) en remarquant que si T1 est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 1, 
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||CSfi Ç.T1 ]U ||s s c ||u|| s 

avec c indépendante de ô . 

6.6. Donc, soit u appartenant à 2>'(U), il existe N tel que £jU soit dans H_N 

si le support de £j est assez petit; en appliquant l'inégalité (11) avec s = -N, 

on trouve : 

I|SÔ Çu||_N+ < c , c indépendante de ô, ce qui entraîne : Çu appartient à 

H-N+e 
On recommence alors avec s = -N+e et on obtient Çu appartient à H pour tout s, 

d ou c,u dans C* donc u dans C pour un voisinage ouvert éventuellement plus 

petit que V. 

2ème partie : Quelques propriétés des opérateurs hypoelliptiques* 

1. Diffusion associée. 

Les opérateurs hypoelliptiques s'introduisent naturellement dans l'étude des 

diffusions associées à des opérateurs différentiels du second ordre. En effet, lorsque 
00 

les coefficients sont C , il y a existence et unicité de la diffusion associée à 

v 2 
l'opérateur L = 2. X. + Y; le résultat s'obtient très facilement en considérant 1'é— 

i=l 1 
quation différentielle associée. 

Et si L et L - satisfont a la condition suffisante d'hypoellipticité 

d'Hormander, on montre que le semi-groupe de transition possède une densité Pt(x,y) 
00 x 

C sur 1R xrjxU où U est l'ouvert de définition. Pour toutes ces questions voir 

l'exposé de R. Azencott (chap. 2) et l'article de A. Bonami et Altri [1] . 

2. Forme locale des opérateurs . 

2.1. On peut se demander également à quelles conditions un opérateur différentiel du 

second ordre général, à coefficients C , peut se décomposer en somme de carrés d'o— 
00 t ^ 

pérateurs du premier ordre à coefficients C (ce qui suit est tiré du cours de 

.T.M. Rnnv r ? 1 ï . _ 

Il est clair en considérant l'exemple simple sur m2 , 2 2 W 3~ 3" 
, L = (x +y ) ( £ + J * 

8x 3y qu'on ne peut pas avoir le résultat sur tout l'espace-

Quand on se donne un opérateur à coefficients C°° : 

L = ï 
1 ,j = l,.- -,m 

9 
aij(*) "3x. 3x. ï 

i=1,...m 1 
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défini sur un ouvert U de lRm , la forme quadratique définie par la matrice 

(a^j(x)) se décompose en chaque point x en somme de carrés de formes linéaires 

indépendantes; le nombre de ces formes linéaires est une fonction semi-continue inté­

rieurement donc localement constante sur un ouvert dense. 

On pourra donc écrire dans cet ouvert 

L = I X? + Y 
j=l,...r J 

où les Xj et Y sont des opérateurs du premier ordre à coefficients C 

2.2. Explicitons localement l'hypothèse d'hypoellipticité d'Hormander. 

Soit M une variété C°° connexe de dimension m. Soit L un opérateur diffé­

rentiel du second ordre sur M annulant les constantes et semi-elliptique. Ceci 

équivaut à dire que pour toute carte locale (U,<f), l'image Lq, de L par *f peut 

s'écrire : 

1<X,1<Ш 
• <.) 9 ¿ 

Эх. Эх. i 1 
I 

l<i<m 
bi<-> i t 

1 
où la matrice symétrique a^ = ^aij^ est Pos:Ltive au sens large; on note b<̂  le 

vecteur de coordonnées b. 
i 

(H) : Dans le cas hypoelliptique classique on suppose qu'il existe une base d'ouverts 

de M tels que sur chaque ouvert V de cette base on puisse écrire 

r 2 

L = A. X. + Y où X,,...X ,Y sont des champs de vecteurs de classe C sur 

V et où l'algèbre de Lie engendrée par Xj...X^ ,y (Xj,...,X^Y) est de dimensioi 

m = dim M en tout point de V. (On rappelle que ^(X1>...,X ,Y) est le plus petit 

C -module engendré par Xj...Xr>Y et leurs crochets). 

Si on fait une hypothèse supplémentaire on peut avoir une forme équivalente de 

(H) en coordonnées locales : 

LEMME. Si dans chaque ouvert de ta base définie dans (H) ta dimension de l'algèbre 

de Lie engendrée par X^,... X^ est constante en tout point, il existe un atlas 

(U, ) tel que (ty soit équivalente à la propriété suivante : 

Les vecteurs colonnes de a y et engendrent par crochet de Lie une algèbre 

de Lie de dimension m en tout point. 

Preuve* Soit V un ouvert de la base et x e V ; si la dimension de £&(Xj,...,Xr> 

est égale à n̂  sur V, il existe d'après le théorème de Frobénius une carte (11,̂ 0 

telle que les X. s'expriment en fonction des n- premiers : 

Xi " J 
j-1 

a..(x) 8 

3 
, 1 < i < r 
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Dans cette base le champ Y s'écrit 

m 
Y - l (b.(x) 

i=l 
ï 

l<j,k<n] 

a.k(x) 3x. ; 9x. 
J 3. 

Donc £(X , . . . ,X Y) (x) = &(X ,~. . . ,X b ) (x)car 

( x r x o ) :x^-x
J) > o . 

I o 

I ( ï a. (x) 
L=l j,k JR 

3x. ; 3x. 

appartient à <^(Xj..-X^)(x). 

Il suffit ensuite de remarquer que si on note X.....X les vecteurs colonnes de 
1 m 

a ~, les espaces vectoriels engendrés d'une part par X.(x),...X (x) et » I m 
Xj (x) „ . . .X̂  (x) coïncident puisque Im a^(x) = Im a^Cx) si ac^~ aq> ° ̂  • 

s-J F . . . . OO 

Les X. s expriment comme combinaisons"linéaires à coefficients C des 

Xj et réciproquement on peut exprimer les X^ en fonction de n̂  X̂  car le rang est 

cons tant. 
Alors la formule 

Cfx,gx' ] = fg Cx,x'] + f(xg)x'-g(x'f)x 

00 

avec X et X champs de vecteurs et f,g fonctions, montre que les C -modules 

engendrés par Xj,...,X^,b et X̂  . . . xn»b sont les mêmes. 

3. Problème de Dirichlet. 

Un autre problème lié classiquement à l'opérateur est la résolution du problème 

de Dirichlet. On se place dans un ouvert U de 1R111 , lorsque L est sous la 

r 2 
forme L = £ X.+Y avec i£>(X1 ... X ,Y) de rang m en tout point, J.M. Bony [2] 

1 1 . . 

a montré l'existence, l'unicité et la positivité de la solution du problème de 
Dirichlet dans les ouverts très réguliers. 

3.1. Définition 

Un ouvert o) est très régulier s'il possède la propriété suivante : 

Pour tout Xj de 3o) , il existe une sphère centrée en un point Xq, ne rencon­

trant Xù qu'en x et telle que : 

Ï а..( Х 1) J.M. Bony a alors démontré le théorème suivant : 

3.2. THEOREME (J.M. Bony). On suppose que L vérifie la condition suffisante d'hy­

poellipticité d'Hormander et que u> est très régulier. Alors* pour toute fonction <4 

continue sur 9<JO, il existe une et une seule fonction u, continue sur o7 y 

C°° sur co telle que : 
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Lu = 0 dans (A) 

u = sur 9o) 

v-f̂ ,0, cela entraîne u >,0 et si 

On en déduit l'existence d'une base d'ouverts très réguliers. 

3.3. COROLLAIRE. Pour les solutions de Lu = O les ouverts très réguliers sont ré­

guliers et forment une base de la toyologie de U. 

Preuve» Montrons que tout point z possède un système fondamental de voisinages 

très réguliers. L'opérateur L étant semi-elliptique non totalement dégénéré, il 

existe un vecteur 6 unitaire tel que 

l a.. (z) e. e. > o , 
J- 9 J 

avec a = oo , O étant la matrice des . L'intersection des deux boules de rayon 

M+e centrées respectivement en z + M9 et z - M9 est un ouvert très régulier 

pourvu que M soit assez grand et £ assez petit. 

Rappelons qu'un ouvert 0) relativement compact dans U est régulier si pour 

toute fonction f continue sur 3(x) , il existe une et une seule fonction Ĥ f conti­

nue sur 0) , harmonique dans 0) et égale à f sur 3d) , et si de plus, Ĥ f est positi­

ve dès que f l'est, le théorème 3.2. montre l'existence l'unicité et la positivité 

pour la résolution du problème de Dirichlet, il montre donc que les ouverts très ré­

guliers sont réguliers et de plus forment une base de la topologie de U. 

3.4. Rappelons les notions probabilistes de la régularité (on pourra consulter 

A. Bonami et Altri [1] ). 

On définit tout d'abord ce qu'est un point régulier. 

Soit 0) un ouvert de 3Rm , Xq appartenant à 3u) est dit régulier si 

Px [T>0] = 0 °ù T est Ie premier temps de sortie de 0) pour X̂  9 diffusion asso-
o 

ciée à L. 

L'ouvert 0) sera dit régulier si tous les points de 3o) sont réguliers. 

De même, on dit qu'un point appartenant à Bu) est très régulier si, quel­

que soit u positif, quelque soit e, il existe un voisinage V(Xj) de Xj tel que 

si x appartient à V(Xj), 

Px( T > u) < e . 

0) est très régulier si tous les points de 3u) sont très réguliers. 

Les ouverts très réguliers au sens de Bony sont très réguliers au sens probabi-

liste et on remarque que lorsque X;fc est fortement fellerienne(ce qui est le cas 

pour les diffusions associées à un opérateur hypoelliptique à coefficients C*") les 

ouverts réguliers sont très réguliers au sens probabiliste (voir E-B- Dynkin C43 ). 
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CHAPITRE 11 

DENSITÉS DES DIFFUSIONS INVARIANTES SUR CERTAINS GROUPES NILPOTENTS 

CALCUL D'APRÈS B. GAVEAU 

par 

Mireille CHALEYAT-MAUREL 

1 m 2 
Les opérateurs hypoell iptique s considérés ici, du type L = ~ \\ X. , généralisent 

i=l 1 

de façon naturelle pour les groupes de Lie nilpotents d'ordre quelconque le modèle 

qu'est le laplacien pour les opérateurs non dégénérés ; ce sont, en quelque sorte, 

ceux de rang minimum yérifiant la condition d'hypoellipticité d'Hormander. 

Nous allons montrer comment B. Gaveau [ 2 J calcule explicitement les solutions 

fondamentales de l'équation de la chaleur pour des groupes de Lie simplement connexes 

nilpotents d'ordre 2. 

La méthode employée repose sur un calcul d'espérance conditionnelle où inter­

viennent des intégrales stochastiques de la forme : 

3 d3 - 3 d(3 , 3 et 3 étant deux mouvements browniens indépendants. JQ s s s s 

Dans un premier paragraphe, nous montrerons comment, suivant une idée de 

P. Levy [4], on développe chaque mouvement brownien en série de Fourier et on obtient 

une formule pour l'intégrale stochastique 3 d3 - 3 d3 ne faisant intervenir que 

JQ s s s s 

des variables aléatoires gaussiennes indépendantes ; ensuite, dans le paragraphe 

deux, nous donnerons les grandes lignes du calcul de la solution fondamentale. 
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1. Calcul de г :з dß - з а в ) . 
s s s s 

1 . 1 . Développement en série de Fourier du mouvement brownien. 

Soit 3 un mouvement brownien sur [0,2TTD ; si la dérivée 3 existait et était 
2 . • 

dans L (nO,2iT3), ou pourrait développer 3 par rapport à une base orthogonale de 
L2([0,2TT]) : (f) où f (t) = eint. 

n £ Z 11 V^T 

Un calcul formel donnerait alors : 

ê = T c f , 

avec c = <è,f > n n 
n*- — f2lT— • jQ fn (s)dBs, 

mais la dernière intégrale stochastique a maintenant un sens. On peut donc définir 
f2iT 

c = I f (s)d3 ; ce sont des variables aléatoires gaussiennes, centrées, réduites, 
n Jo n ,2TT _ 
indépendantes et on montre alors que g(s)d3 = 7 c < g,f > pour g dans 

Jo S neZ n n 

L ([0,27r]) car l'application g c()(g) = ic^ < g>fn > est une isométrie linéaire de 

L2CO,2TT:) dans L2(ft). 

De même, si g est un processus aléatoire indépendant de 3* progressivement me— 
(2TY 2 

surable tel que : E g (s) ds < °°, on a : 

Í
2TT 

g(s,u))dSc 

O S = ï ~ < g,fn >. 

D'où un développement de $t en prenant g = 1 ^ t_j, 

*t -
У с f (s)ds 
z n J o n 

et en calculant f f (s)ds 
Jo n 

(if (t) - -fit) si n + 0 \ n -n n o 

f — — si n = 0 

on trouve : 
c t 

3 = Y c - f (t) - ( Y c -)f (t) + . Mt hr^ -n n -n 4- -n n O /r— n^O n^O /2TT 

204 



GÉODÉSIQUES ET DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT XI 

1.2. Calcul de l'intégrale stochastique. 

Considérons maintenant un nouveau mouvement brownien 3 avec les coefficients de 

Fourier c par rapport à la base (f ) . On a : n n n „ n £ Z 

fido = Y c < ß, f > 
j o ì n n 

Calculons <3,f > : 

<3,f > = <y c if - ( y c i)f + -2- ,f > M> n h„ -n n -n hr. -n n o — n n̂ O n?K) /2TT 

avec h(t) = t. 

Soit <ß,f > = - - c + s i n ^ O n n n m 

= - ( y c -) + TT/2TT c si n = 0 4A -n n o n^O 

D'où finalement : 

f2Tr ~ ~ , _ 
(3 d$ - 3 dß ) - I ^- [c c - c e + 2(c c -c c ) . D s s s s m n -n n -n o n o n J O n^O 

En revenant aux variables réelles, on pose 
A + iB A + îB _ _n n ~ _ _n n 

où les A , B , A , B sont des variables aléatoires gaussiennes, centrées, réduites n n n n 

indépendantes, alors : 

f271~ ~ i ~ ~ 
3 d3 - 3 d3 = 2 y - CB (A - c^5) - B (A - c^2) ] Jn s s s s £ n n n ' nv n ' 

30 ̂  _ 30 ̂  z TT ~ 2TT avec c = , c = ——_ . 

2. Calcul de la densité. 

2.1. Position du problème. 

On considère une algèbre de Lie nilpotente stratifiée, libre d'ordre 2, c'est-

à-dire : 

JC= V1 e V2 avec [Vj ,Vj 1 = V2> [Vj ,V2 ] - O, 

CV2'V2] " °" 
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V. est de dimension m, engendrée par X.,X-,..., X ; 
1 i Z m 

V0 est de dimension m^m * ̂  , engendrée par les [X. ,X ] que nous noterons X., . 
2 2 i k i<k iK 

Soit N le groupe nilpotent simplement connexe d'algèbre de Lie ̂ et L son 

laplacien hypoelliptique associé : 

1 m 2 

2 i^l 1 

L'objet du travail est le calcul de la solution fondamentale de 

_э_ _ 
3 t 

L = О. 

d Les opérateurs —- - L et L satisfaisant évidemment à la condition suffisante o t 
d'hypoellipticité d'Hormander, on connait l'existence d'une solution régulière : 

Pt(0,g) qui est la densité de la probabilité de transition de la diffusion de géné­

rateur différentiel L. (Voir Xfexposé de R. Azencott (chap 2 ) ) . 

On considère la courbe exponentielle de N 

N > R 2 : g — (u^v ) 
i<k 
1 <i<m 

m 
Si g = exp( £ 

i=l 
u.x. + Y v., x. 1 ) i i .L ik ik i<k 

si on note 9i du^ 9 8ik 
= 3 
" 9vik 

, les champs X^ et X ^ se lisent par 

17+1.2 У и . Э . . - У и.Э..) 
J > 1 J J 

et Э. . 

ce qui donne pour L : 

= l ^ * I i l uk3ki3i - Y Vik3i> i i k<i k>i 

+ ï K \ . "kVki3!! 
i k,l<i 

+ v J . "kVik3!! 
k, l>i 

2 l "kVki3!!* 
k<i 
l>i 

Nous ne donnons pas les détails des calculs qui peuvent être trouvés dans 

B. Gaveau [ 2 ] . 
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Soit maintenant un mouvement brownien standard de Hm : 3,(0,..., 3 (t) ; si 
t 1 m 

on pose 3kl(t) - \ j (3k(s)d31(s) - 31(s)d3k(s)), 

G(t) = (3j(t),... 3m(t), 312(t),... 3kl(t),...) 
k<l 
1=1 m 

est une diffusdon de générateur L lue dans la carte exponentielle. 

En effet, il suffit d'écrire G comme solution de l'équation différentielle : 

dG(t) = a(G(t))d3(t) 

où 3(t) = (3j(t),..., 3m(t)) et о = Г I " m 

^ . ,m (m— 1 ) v , v avec v matrice (—^—-,m) : v(x) = 

K 4 x i 0 ••• 

к 0 
- Ix 2 1 " ' 

i * 
Son générateur différentiel est - grad a grad avec 

* 
a - oo = 

I 1 [i v*l - fi v* " 
m I m J m 
v J v vv 

et si on calcule les coefficients de cette matrice, ce sont ceux de a donnés par 
l'expression de L. 

2.2. Calcul de la transformée de Fourier de p f c. 

Soit p (0,g) la solution fondamentale de — - L = 0 et soit 
t dt 

F t(w) avec w - (u 1,... u^,... v k l,...) 
k<l 

= (u,v) 

sa lecture dans la carte exponentielle ; Ffc est la densité de la loi de 

G(t) = (3j(t), ^ m ^ ' ^ k l ^ ^ ' e l l e vérifie pour toute fonction bornée f : 

EQ f(G(t)) - | m(m-l) Ft(w)f(w)dw 
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On va calculer la transformée de Fourier de F et pour cela soit Ç = (n ,£ ) les 

variables duales de w = (u,v). 

Notons que Ç(comme v) peut être identifié à une matrice antisymétrique dont 

les éléments au dessus de la diagonale sont les £k^- Nous noterons également £ cette 

matrice. 

Avec toutes les notations ci-dessus, nous allons montrer : 

2.3. PROPOSITION. La transformée de Fourier de F est donnée -par ta formule 

f(ç) = (â s)-"172 exp(i<n,u> ^ Î U ( u , | ) d u 
k=l 

où on a posé 

*s<u,k5 = exp [s("lU|2 
2 r2 -1 

4тт к 
u ) ] x d e t ( I - ^ | ) \ 

Preuve : nous ne donnons que les grandes lignes du calcul. 

Soit à calculer : 

9 (n,D = E [exp i<n, B(s)> E T exp i 
o" k<l 

e (s), j=i... n:: 

On calcule la loi conditionnelle en développant chaque 3 ^ en série de 

Fourier grâce à la formule du paragraphe 1. 

Mais tout d'abord, on se ramène à s = 2ÏÏ et on renormalisera à la fin par le 

temps final s. 

On a alors pour chaque 3i i (2TT) : 

ß k l ( 2 7 I ) = 
I l:a< k>(b ( 1> 

. 1 1 II II 
n=l 

15 1 
a(l) (к) 

n n /ir 

L'intérêt de cette méthode est qu'il n'y a plus à conditionner car le condi­

tionnement revient à remplacer les B. (s) par leur valeur en 2TT : B. (2TT) = 3- • 

Il s'agit de calculer : 

E Cexp {i T 1 E C 1 ( a ( k ) ( b ( 1 ) 20 1 a ( l ) (к) _ % } 1 

n n л 
toutes les variables étant indépendantes, on peut intervertir l'espérance et la 

sommation, ce qui donne : 
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oo n I , 1 N 
n= l 
avec I = E [exp ^ Y , (a(k)(b(1) n o K n , kl n n k<l 

. % ..<!> o,»). ffe),] 

= E 
о 

Сехр - I y k a n J , 

si l'on a posé 
K к<1 Ski' П Л к>1 i k n 

(k) Les variables a étant gaussiennes, centrées, réduites, on obtient : n 

I = V e x p - -L. l ^ ) . 
2n k 

(1) (1) 1̂ Désignons par b ' le vecteur de composantes b - — et par b ' le vecteur de n n /— n 

composantes b R ; alors, 

I - E (exp Ky < £b', Çb'>) n o K 02 ^ n' ̂  n zn 

= E (exp + i < Bb', b'>), o 2 n n 

si l'on a noté . . . 4 . 
n 

g 
En utilisant le fait que b' est un vecteur gaussien de moyenne — avec 

n y— 
£ = (3j,-.., 8m) et la formule : /7T 

ECexp - <t,Z>] = exp (-<t,E(Z)> + ]r < t,Kt>) 

si Z est un vecteur gaussien de moyenne E(Z), et de covariance K ; on calcule I et 
n 

on trouve : 

I = exp -
n v 2TT 

v^et(I-B)"1 exp{ | < (I-B)"1 -â-} 
/iF /ri­

mais I - B «= (I~n^I + n̂  avec ? n'ayant pas de valeurs propres réelles ; donc si on 
pose : 
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2 2—1 
* (u,X) = exp i(-|u|2 + <u,(I - -2-^) u>) 
s s ATT 

X C detd 
2TTJJ 9 

en renormalisant par U(2TT) > u(s) 
s 
2TT 

on trouve la formule cherchée. 

2.4. Réduction du calcul. 

La matrice Ç étant antisymétrique, il existe une transformation orthogonale W 

de lRm telle que StfÉj W - P où P est une matrice antisymétrique formée de blocs : 

P = 
O Pj O . . . 

-P. O 

O 

O P 

2k-1 

P2k-1 O 

Si M = 2p, il y a p blocs ainsi ; si I S 2p+l, il y a une ligne et une colonne 

de zéros en plus et les P2k—1 sont ̂ es fonct-i°ns algébriques simples des • (voir 

S. Lang [3]). 

oo r 
2.5. LEMME. S-ù on pose G (u,£) = II (u,^), 

S k-1 S k 

Gs(u,Ç) - ̂  (f '21-,><-h(f P21-l»"! 

„(^21-1 + ^ 4 x exp C (1 -fP21-l COth(! P21-l>)] 

atîô<3 p = [m]. 

Preuve : 

G (u,Ç) = S- exp(i(-|u|2 + 
S k=l S 

TU(I " R È ) " L U > ) CDET(I - Ä ^ " 1 • 

4TT k 

En remarquant que si Ç = WP^W, 
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2r2 -I 
tu(I - ̂ -f-j) u 

4TT k 
2 2-1 

t TT/'T S P \ t 
u w(i Y~i) 

4TT k 

Wu et que 
2 2 

(I -i-f-y) 
4TT k 

e«t une matrice diago­

nale qui a comme éléments diagonaux 1 _ 21-1 2 2 2 2 4TT kZ+sZP21_1 
comptés deux fois si m = 2p, 

et avec un 1 en plus si m = 2p+l, on voit que dans tous les cas : 

t(tWu)(I - 'Tu = 
4TT k 
2 2 

F 8 P21-l 
^ 2 2 2 2 1=*1 4TT k +s P2I-I 

« ^ 2 1 - 1 
+ <Ч>2> 

s£ 

D'autre part, (I - -ĝ r) est une matrice formée de blocs sur la diagonale du type 

suivant : 
1 

SP21-1 * 
2îTk 

SP21-1 
27Tk 1 

D'où : det<I - J£> 1 
E 4TT2k2 

2 2 2 2 
1 = 1 4TT k +s P21-I 

Ce qui donne pour Gg : 

G (u,£) = S texp(i( 
S k=l S 

P s2p21-l 
" /, . 2 2 2 2 
1=1 4TT k +s P21-1 

C C t W u > 2 1 _ , + (*т*и) 2 1и: 

P / 2! 2 
4TT k  

x 11 y~2 2~~2 ' 1=1 4TT k +S Pgl-l 

En utilisant les deux formules (voir H. Cartan [1] p.162), 

X = ~ k27T2 
shx , , , 2 2 2 k=1 k ïï +x 

et x coth x - 2 Y 
00 2 2 

2k TT 
x £ 2 2 2 * 

k= 1 k ir +x 

il vient, après avoir échangé le produit infini et l'exponentielle (on a posé 

X = 2 P21-l) : 
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Gs<u.Ç) = JUf ^ X s h f P ^ ) " 1 

1 t 2 x exp(- [( Wu)21-1 
2 

+ ( W^>21:1 (1 " f P21-l coth<§ P21-l)))-

Signalons une démonstration de M. Yor [5] dans le cas m = 2, de la formule de 

l'espérance conditionnelle à l'aide du calcul stochastique. 

2.6. PROPOSITION. Dans les coordonnées exponentielles* la dLensité pg(0,g) vaut : 

Cl] Si m = 2p, 

Fg(w) = (2T0 

m m (m-1 ) 
"2 2 

__m 
2 

s { m(m-l) 

m 2 

exp[ -i<Ç,v>: n <J>*(u,Ç)dÇ 
k=l 

où 

*S(U'Ç) =iP2k-l<shf P2k-1>"! eXp{C 
( t w u>2k-i + ( t w u>L-

2s 
§ Р 2 к _ , coth § Р 2 к _ , } 

£2] Si m = 2p+l 

_m _ m(m-1 ) _m 
2 — 2 2 

Fg(w) = (2TT) Z S Z exp[-i<Ç,v>3 x exp 
1 m (m-2) 
m - 2 

2 

2s P n **(utÇ)dÇ 
ZS k=l S 

Preuve : 

Pour revenir à F, il faut voir que l'on a calculé seulement la transformée de 

m (m-1 ) 
Fourier en les variables de « TR 2 9 soit : 

gs(Ç) = Eo(exp i J Ckl 6kl) 
k< 1 

=niP2k-l ( sh iP2k-l>_1 
<^>2k-i+(twu)L 

exp{[ 2i 3 

* (1 -!P2k-l COth(f P2k-1»>-
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2 * * 2 
g est dans Lj car = trace P P = trace Ç £ - £ donc chaque P2k-1 Se comPorte 

k<l 

comme y^^2^ et pour conclure on utilise le fait que u coth u < Cu et que ue U est 

dans L.. 

D'où, 
_m _ m (m-1 ) 

F (w) - (2TTS) 2(2TT) 2 s 
г 
m(m-1) 

m 2 

t • r |u| 2 

exp(-i<t;,v> exp — 2 s X 

^!P2k-l(shf P2k-Irl expíe T s : 

x (, -f P2k_, coth|P2k-1)}. 

On obtient alors la formule annoncée en remarquant que lui2 ,Y(tWu)2k-l+(tWu)2k 
2s 1 2s 

vaut zéro ou 2я suivant que m est pair ou non. 

2.7. Le cas du groupe d'Heisenberg. 

La formule de la proposition 2.6 lorsque m = 2 donne la densité de transition 
pour le groupe d'Heisenberg (voir R. Azencott chapitre 13). Il suffit de remarquer 

que pour H^ on a pris [X,Y] = - 4T et non comme ici [X^,Xj] = X£j* 

On trouve tout d'abord : 

p (0,(x,y,z)) = (2TT) 2S 1 lexp 
[ -iÇv 

2 2 
X + y 

2 s 

2 ̂  

th § Ç " 

2 ̂  
] x g dÇ. 

sh |Ç 

On change alors f £ en 2r et -4v en z ce qui donne 

Pg(0,(x,y,z)) 
(TTS) 2 f m 

2r 
sh2r 

2 2 r . z x +y 2r -, , exp L ir ?r-̂ — 0 J dr * s 2s th2r 
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CHAPITRE 12 

TRANSFORMÉES DE CRAMER/ DIFFUSIONS EN TEMPS PETIT/ 

ET ACTION MINIMALE 

par 

Robert AZENCOTT 

1. Petites perturbations et diffusions en temps petit. 

1.1. Introduction. Nous allions résumer sans démonstration une approche que nous avon 

développée dans Azencott Cl H ch. III et ch. V, où nous étudions le comportement des 

diffusions en temps petit à partir d'une théorie "à la Ventcell-Freidlin" des petites 

perturbations de systèmes dynamiques. L'idée n'est pas neuve et a déjà été utilisée 

par Varadhan C6D et Gaveau [4]; cependant dans L1• nous avons sérieusement amélioré 

les résultats du type Ventcell-Freidlin sur le plan technique, ce qui permet d'englob 

le cas des opérateurs différentiels hypo-elliptiques sur une variété. 

Dans un problème de petites perturbations de système dynamique, on considère sur 

une variété M un opérateur différentiel L semi-elliptique, d'ordre 2, vérifiant 

Ll = 0, et un champ de vecteurs b sur M. Pour e tendant vers 0 on s'intéresse aux 

D^-diffusions où D est "une petite perturbation" de l'opérateur différentiel d'ordre 

1 défini par b, de la forme précise suivante : 

D = e2L + b 
e e 

où les champs de vecteurs b^ convergent (uniformément sur tout compact) vers b quand 

e > O. On notera 6* le point à l'infini de M. 

Grâce à certaines hypothèses supplémentaires sur (L,b), qui engobent les cas es­

sentiels 1.2 et 1.3 ci-dessous, on peut alors définir sur l'espace ̂ (M) des traiec-
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toires (explosives éventuellement) définies sur C0,1] à valeurs dans le compactifié 

Mu ô de M et continues jusqu'au temps d'atteinte de 6, une fonctionnelle À à valeurs 

dans C0,+oo], qui est complètement déterminée par (L,b), et que nous appelons trans­

formée de Cramer de (L,b) ; cette fonctionnelle a la propriété suivante : pour les 

parties boréliennes A de "g(M) "assez régulières" la trajectoire aléatoire yE e ¿5(M) 
2 G 

de la D -diffusion vérifie lim e log P (y e A) = - inf À(f). 
e e->0 x feA 

En fait les théorèmes précis (cf. Azencott Cl]) fournissent un encadrement de la 
o _ 

"limite" considérée ci-dessus, par les nombres - A(A) et - A(A), où l'on a posé 
A(A) = inf X(f). 

feA 

Un (très) simple changement de temps permet de ramener l'étude d'une diffusion 

en temps petit à la situation précédente avec en fait b = O, comme nous le précisons 

au paragraphe 3. Notons cependant que les résultats sont un peu bruts puisque (par 

exemple) on atteint ainsi une évaluation précise de lim t log px(vt e F)» où F c M, 
t-*0 x 

x e M, et y est la position au temps t d'une diffusion donnée (fixe) sur M. Ceci ne 

permet donc pas d'écrire un équivalent précis de px(yt e F), et encore moins de 

p(t,x,y). Par contre la méthode a l'avantage de fournir une bonne description géomé­

trique de ce que "doit"être le terme principal d'un équivalent éventuel de p(t,x,y) 

lorsque t -> 0. 

Nous allons étudier essentiellement deux cas, d'après Azencott Cl]. Soit M une 

variété différentiable connexe, de dimension n, de classe > 2. Soit L un opérateur 

différentiel d'ordre 2 sur M, semi-elliptique, tel que Ll = O. 

1.2. Cas elliptique. 

L'opérateur L est elliptique et à coefficients localement lipschitziens ; de 

plus, il existe un atlas de M tel que pour toute carte cf) de cet atlas, la matrice 

Ĉ  a(x)] des coefficients du second ordre pour l'opérateur L lu dans la carte <£, 

vérifie a(x) = a(x) a*(x) où a(x) est un champ de matrices rectangulaires, de classe 

en x. 

1.3. Cas hypo-elliptique. 

La variété M et l'opérateur L sont de classe C°° ; l'opérateur L vérifie locale­

ment la condition d'hypoellipticité de Hormander (cf. Azencott ch. 2) ; enfin, dans 
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toute carte locale, le rang de la matrice des coefficients du second ordre de L reste 

constant. 

2. Transformée de Cramer de L. 

Renvoyons à [1] pour les preuves des assertions ci-dessous. Plaçons nous dans le 

cas elliptique 1.2 ou bien dans le cas hypoelliptique 1.3. 

2 
Pour f de classe 2 au voisinage de x e M, l'expression [L(f ) - 2f Lf] calculée 

en x ne dépend que de df . On définit alors une forme quadratique positive (sens 
x * * 

large) Q sur l'espace cotangent T (M) en posant pour w e T (M) 

(D Qx(w) = [L(f2) - 2f Lf]x 

ou f est une fonction quelconque de classe 2 vérifiant df = w. En coordonnées locales, 
1 . X 

si on note a(x)] la matrice des coefficients du second ordre de L, alors Qx est 

simplement la forme quadratique définie par la matrice a(x). En particulier Q est 
1 X de classe C . 

Définissons le champ des "formes quadratiques duales" : Tx(M) [0,+°°] par 

(2) Q*(v) = sup [2<v,w> - Q (w)] pour v e T (M) 
^ weT*(M) x x x 

où <*»->x est la forme bilinéaire naturelle sur Tx(M) x Tx(M). 

En coordonnées locales, on vérifie facilement que si a(x) est inversible, alors 

est définie par la matrice a(x) . Dans le cas général où a(x) est non inversible, 

peut prendre la valeur +<», et en fait, l'ensemble 
QX est définie par la matrice a(x) . Dans le cas général où a(x) est non inversible, 

QX peut prendre la valeur +<», et en fait, l'ensemble 

(3) Hx(M) = {v e Tx(M) | Q^(v) fini} 

coïncide (en coordonnées locales) avec l'image de En par a(x). Nous appelons ce sous 

espace le sous espace horizontal de Tx(M) en x (terminologie qui généralise convena­

blement celle de Gaveau [3][4]). 

La fonction Q : T(M) *> [0,+°°] définie par (x,v) > Q^v) est alors semi-

continue inférieurement. 

Soit M u 6 le compactifié d'Alexandroff de M (avec 6 isolé si M est compacte). 

Soit (5(M) l'espace des trajectoires explosives à valeurs dans M u ô, définies sur 

[0,1] ; ?(M) est l'ensemble des fonctions continues y sur [0,13 à valeurs dans M u 6 
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telles que si le temps d'atteinte Ç(y) de ô est plus petit que 1, alors y reste en 6 

sur [£(y),l]. Le temps d'atteinte de ô noté Ç(y) est alors appelé temps dtexplosion 

de y. L'espace <£(M) est muni de la topologie suivante : une suite converge vers f 

dans <5(M) si pour tout temps t < 1 vérifiant t < £(f), la suite f^ converge unifor­

mément vers f sur [0,t]. 

Soit f e <?(M). Si f£ existe (au sens de Lebesgue) pour presque tout 

t € [0,1 A ç(f)], nous posons 

1 (lA^*> * 
(4) X(f) - A Q (f')dt 

J0 rt C 

Si f n'est pas absolument continue $ur [0,1 A Ç(f)], nous posons X(f) = + 00. 

La fonctionnelle X : £(M) • [0,+°°] est alors appelée la transformée de Cramer 

de L. On peut montrer (cf. [1] ch. III et V) que X est semi-continue inférieurement  

sur *g(M), et que pour tout k > O fini, l'ensemble des f e Ï(M) telles que X(f) < k 

est compact. 

Nous définissons la fonctionnelle de Cramer A associée à L par 

(5) A(A) - inf X(f) où A e Ï(M) est arbitraire. 
feA 

Remarquons que comme X,A sont déterminées par Q et donc par les formes quadra­

tiques Qx, deux opérateurs L et L tel que L = L + Z, où Z est un champ de vecteurs 

sur M, auront même transformée de Cramer X. 

3. Comportement asymptotique des diffusions en temps petit. 

3.1. THÉORÈME. (Azencott [1] ch. V). Considérons le cas elliptique 1.2 ou bien le 

cas hypo-elliptique 1.3. Soit (yt) l'unique L-diffusion sur M. Notons A la fonction­

nelle de Cramer (cf. 2.(5)) associée à L. Soit ?(M) l'espace des trajectoires explo­

sives à valeurs dans M, et posons vour x e M, ï 00 = (f e 2(M)|fQ « x}. 

Pour chaque e > 0 définissons le processus zC à valeurs dans <£(M) par 

(D zl = y 0 < t < 1 

Alors pour toute partie borélienne A de (M), on a 

(2) - A(A) < lim e log P (zb e A) 
r+0 x 

< lim e log P (ze e A) < - A(A) 
e-K) X 

o _ 
où A,A sont resp. l'intérieur et l'adhérence de A dans £^(M). 
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3.2. COROLLAIRE. Mêmes hypothèse s qu'en 3.1. Soit (yt) l'unique 1,-diffusion sur M_, et 

soit À la transformée de Cramer associée à L. Pour x,y e M définissons E(x,y) € [0,+°°] 

par 

(3) E(x,y) = inf {A(f) | f chemin continu, fQ = x, f̂  = y} 

Alors pour toute partie borétienne T? de 11 on a 

(4) - inf E(x,z) < lim t ï-og Px(yt e F) < lim t log P (y e F) < - inf E(x,z) 
t-K) X * zeFuô 

Preuve : (cf. [1] ch. V). Pour F borélien de M, on note 

Ap = {f € <£(M) | fQ = x, fj e F}. On vérifie que Ap est un borélien de 2(M), que 

A_ c A et que A c (A )°. L'événement {y e F} peut aussi s'écrire {z^ e A_} avec 
Fuô F 11 T 

les notations de 3.1, où l'on prend e = t. Il suffit alors d'appliquer (2) à et 

de remarquer que les définitions (3) et 2.(5) impliquent A(A„) - inf E(x,z) quel 
zeF 

que soit F e M. 

3.3. Interprétation dans le cas elliptique : énergie minimale. 

Plaçons nous dans le cas elliptique 1.2. En coordonnées locales, notons 

[- a(x)] la matrice des coefficients du second ordre de L. Comme a(x) est par hypo-
•*• 

thèse INVERSIBLE, LA forme QUADRATIQUE DUALE Q introduite en 2.(2) est en FAIT dé-
-1 * X finie par la matrice a(x) . Par suite définit une métrique riemannienne sur M, 

qui coïncide précisément avec la métrique associée à L par Molchanov [5] (cf. L. Elie 

ch. 5). D'autre part l'énergie d'un chemin absolument continu f : [0,1] >M est, 

pour cette métrique, définie par (cf. A. Bellaïche ch. 7) 

(D E(f) - Hf'll2 dt 
J0 C f 

où II K est la métrique en x. 

Si X est la transformée de Cramer de L, la définition 2.(4) donne donc 

(2) X(f) « E(f) pour f chemin continu. 

En comparant la relation classique (cf. A. Bellaïche ch.7) 

(3) inf {E(f) I £o - x, fj - y} - i d2(x,y) 
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avec les relations (2) et 3.2.(3) on voit que dans le cas elliptique 1.2, on a 

(4) E(x,y) - \ d2(x,y) 
o 

En particulier si F est une partie borélienne de M telle que F et F aient même 

adhérence dans M, et vérifiant d(x,F) < d(x,ô) le corollaire 3.2. montre immédiatement 

que 
(5) lim t log P (y. e F) = - \ d2(x,F) 

t*0 x z z 

3.4. L'interprétation de E(x,y) dans le cas hypo-elliptique est plus délicate à pré­

ciser ; nous allons la relier à l'action des bicaractéristiques de L, sans pouvoir 

conclure aussi agréablement que dans le cas elliptique. Bien entendu l'intérêt de 

cette interprétation vient de ce que au vu du corollaire 3.2 et de 3.3.(5) par exemple, 

il est plausible que dans toutes les bonnes (??) situations hypoelliptiques on puisse 

prouver que, pour E(x,y) fini et E(x,y) < E(x,ô), 

(D " lim t log p(t,x,y) - - E(x,y) " 
t*0 

Nous reviendrons sur cette question dans la suite. 

4. Bicaractéristiques, action, et transformée de Cramer. 

4.1. Cas elliptique : géodésiques et problème d'extrémum. 

Pour la présentation détaillée du problème d'extrémum considérée ici, renvoyons 

à A. Bellaïche ch. 7. Plaçons nous dans le cas elliptique 1.2. 

Une courbe y : [0,1] > M est une géodêsique si et seulement si il existe une 
courbe (y,q) définie sur [0,1], à valeurs dans T*(M) telle que (y,q) = <J> soit une 

courbe extrémale de 

(1) J((f>) = [<y;,q> 
JQ Yt 

- \ Q Y <q t)Ddt 

intégrale que nous noterons 

(2) J(cf>) = ̂ F(*t,*;)dt. 

En coordonnées locales, la fonction q "est à valeurs dans ]Rn" et la fonction 

F(<J>t><l>P s'écrit 

О ) г ( ф с , ф р = Y;* q t - R vt 
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où £^a(x)J est la matrice des coefficients du second ordre de L. 
. . d 9F dF 

Les extrémales (f> de J(((>) vérifient l'équation d'Euler usuelle "^"^r) ~~ "Q̂ " = 0» 

qui s'écrit en coordonnées locales, avec <J> = (Y»q)> 

(4) 
yt - V t 

i * 8 ( V 
> q't - - 2 qt L~*r\ qt 

En particulier le long d'une extrémale (J>, F(<f>,cJ>') s'écrit grâce à (3) et à la 

1ère relation (4) 

(5) F«,.*•) = |q*aYq = iy'*^ V' 

d'où, en tenant compte de ce que y est géodésique, 

1 f1 2 1 2 
(6) J<4>) = 5 Jo llY^lly - J [longueur (y)]Z 

4.2. Cas hypo-elliptique : bicaractéristiques et action. 

Plaçons nous dans le cas hypelliptique 1.2. La matrice [i a(x)] associée à L en 

coordonnées locales est non inversible en général. Le problème d'extrémum 4.1.(1) 

conserve toujours un sens cependant, et l'équation d'Euler 4.1.(4) des extrémales 

4* = (Y»q) de J(<t>) s'écrit comme dans la situation précédente en coordonées locales. 

De plus le long d'une extrémale <$> de J(4>), on peut encore écrire (coordonnées locales), 

grâce à 4.1.(3), 4.1.(4) 

(D F O M ' ) - |y'*q - |q*ayq > o. 

Les courbes <J> = (Y,q) extrémales de J(<J>) sont appelées bicaractéristiques de L 

et J(<î>) est appelée l'action de la bicaractéristique <f> (pour plus de détails sur ces 

objets, renvoyons à Gaveau [3][4] et Courant-Hilbert [2]). 

4.3. LEMME. (L. Elie, M. Chaleyat-Maurel). Soient M une variété, L un opérateur dif­

férentiel d'ordre 2 sur M, vérifiant tes hypothèses du cas hypoelliptique 1.3. Soit ^ 

la transformée de Cramer de L et soit 4> • (Y,q) une bicaractéristique de L sur l'in­

tervalle de temps [0,1]. Notons J(4>) l'action de <f>. Alors on a la relation À(y) = J(c()). 

Preuve : Sur ]Rm soit Q une forme quadratique positive au sens large, définie par une 
* * n 

matrice a = oo , avec o rectangulaire (n,k). La forme duale Q : 3R v [0,+°°] est 

donnée par 
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(1) Q* (v) = sup [2<v,w> - Q(w)], pour v e lRn. 
_̂ n 

De plus on a (cf. Azencott [13 ch. III) 

(2) Q*(v) = inf{ ||w||2 I w e Ik et ow = v} pour v e *n. 

Considérons en particulier u,v e Kn liés par v = au. Appliquons (2) à w = a*u 
pour obtenir 

(3) Q*(v) < ))w]|2 = ||a*u|f«= u*aa*u » u*au. 

D'autre part (1) implique 

(4) Q*(v) > 2 v*u - Q(u) - 2v*u - u*au = u*au. 

De (3) (4) on déduit 

(5) Q~<v) = u au si u,v e 3R vérifiant v - au. 

Appliquons ce résultat à v = y¿» Q ~ Q ^ » u=clt pour conclure, grâce à 4.2.(1), 

que si (j> « (Y,q) est extrémale de J(c|>) on a 

(6) F«>f4,») = £ Q*(y") 

d'où 

J<4>> - i f1 Q* (Y¿)dt = X(y). 
Jo Yt 

Remarque : Notons en passant que les hypothèses sur L utilisées ici sont en fait bien 

plus faibles que celles du cas hypoelliptique 1.3. 

4. . Cas hypoelliptique : action minimale et transformée de Cramer. 

Plaçons nous dans le cas hypoelliptique 1.3. La quantité E(x,y) qui représente 

par définition (cf. 3.2.(3)) le X minimal pour aller de x à y en temps unité peut être 

reliée à l'action minimale nécessaire pour passer de x à y (en temps unité) le long 

d'une bicaractéristique, mais seulement par une inégalité. En effet le lemme 4.4. et 

la définition 3.2.(3) donnent immédiatement, pour x,y e M 
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(1) E(x,y) < inf {J(c|)) | <J> • (Y»<l) est bicaractéristique, YQ H x, Yj = y}-

Les propriétés de semi-continuité et d'inf. compacité de X rappelées au §2 

montrent qu'il existe toujours un chemin absoluement continu y tel <lue 

(2) E(x,y) = X(y) Yq " x> yl = Y 

Mais y n'est pas nécessairement par morceaux et à fortiori y n'est pas néces­

sairement la projection sur M d'une bicaractéristique Cy9q). En effet comme l'a re­

marqué Gaveau [3] il n'existe pas nécessairement (en général) de bicaractéristique 

(y»<1) vérifiant YQ = x> Yj = y (cf- M- Chaleyat-Maurel ch.11). L'inégalité (1) peut 

donc fort bien être stricte. Comme la quantité liée au comportement de t log p(t,x,y) 

quand t tend vers 0 est évidemment E(x,y) - cf. 3.4 -, il semble plus prometteur de 

chercher les liens de lim t log p(t,x,y) avec E(x,y) plutôt qu'avec l'action minimale 
t-K) 

des bicaractéristique joignant x à y en temps unité. 

Il serait intéressant aussi de déterminer des critères garantissant l'égalité de 

E(x,y) et de inf J(<))) lorsque (J) parcourt l'ensemble des bicaractéristiques brisées 

(en un nombre fini de points) joignant x à y en temps unité. 

Nous allons détailler dans l'exposé suivant un exemple étudié par Gaveau [3 3, 

pour lequel on a en fait égalité dans (1), au moins pour des points x,y génériques. 

Rappelons que cette situation semble cependant être plutôt l'exception que la règle 

(cf. M. Chaleyat-Maurel et L. Elie ch. 14) lorsque 1'hypoellipticité de L n'est pas 

garantie par sa seule "portion" auto-adjointe. 

En fait l'étude précédente n'est satisfaisante que lorsque E(x,y) est fini car 

elle fournit (ou suggère) des équivalents du type [ - E ^ * ^ ] pour log p(t,x,y) 

r 2 oo (cf. [1] ch. VI). Lorsque L - £ X. + Y, où les X.,Y sont des champs de vecteurs C , 
i=l 1 1 

et lorsque l'algèbre de Lie engendrée par {Xj ... X^} est, en chaque point de M, de 

dimension m égale à celle de M, un résultat de Bony garantit que pour chaque x e M, 
E(x,y) est fini au moins pour y dans une partie dense de M. 

Par contre si on n'est pas dans ce cas, ce qui n'empêche pas L d'être hypo­

elliptique au sens de Hormander, E(x,y) sera au contraire presque partout infini pour 

x donné (au moins si m reste constant sur M). Il faut alors modifier convenablement 

la définition de l'action et de la transformée de Cramer pour obtenir des résultats 

précis, par exemple sur des limites du genre lim tq log p(t,x,y)dy avec V ouvert 
t->0 -1 V 

relativement compact. Le travail de M. Chaleyat-Maurel et L. Elie (ch. 14) traite ce 

problème dans le cadre des diffusions gaussiennes. 
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Dans les exemples étudiés par Gaveau [3D, on arrive par un calcul direct de 

p(t,x,y), à obtenir un équivalent précis de p(t,x,y) pour t * O, et en particulier 

à calculer lim t log p(t,x,y). La proposition suivante s'appliquera en particulier à 
t-0 

ces exemples. 

4.6. PROPOSITION. Soit M une variété* et soit L un opérateur différentiel sur Mt 

Plaçons nous dans te cas hypoelliptique 1.3* QMjkkWzk dans te cas elliptique 1.2. Soit 

E(x,y) le minimum de X sur tes chemins joignant x à y en temps unité* où X est ta 

transformée de Cramer de L. 

Fixons un point x et un ouvert U de M. Soit p(t,x,y) ta densité de ta ^-diffusion 

sur M. Supposons que pour tout y e U* ta limite lim t log p(t,x,y) = h(x,y) existe 
t->0 

est continue en y* et que la convergence est uniforme sur tes compacts de U. Alors on 

a h(x,y) = E(x,y) pour tout y e U. 

Preuve : Soit K un compact de U. L'hypothèse de convergence uniforme fournit l'exis­

tence de A(t) tels que lim t log A(t) = lim t log B(t) = 0 et vérifiant pour y e K 
t-K) t-K> 

A(t) exp C - - sup h(x,y)] < p(t,x,y) < B(t) exp [ - - inf h(x,y)] 
t yeK t yeK 

Si (Rt) est le semi-groupe de transition de la L-diffusion, on a donc, si K est 

non négligeable pour la mesure de référence sur M, 

(1) - sup h(x,y) < lim t log R 1 (x) < lim t log R 1 (x) < - inf h(x,y) 
yeK t*0 t->0 yeK 

Appliquons ce résultat à un voisinage compact V de l'ensemble K des points de K 

où h(x,.) atteint la valeur inf h(x,y), ainsi qu'à K-V. Ceci est possible si V et K-V 

yeK . ° 

sont non négligeables, ce qui est sûrement réalisé lorsqu'on impose K = K, et lorsque 

h(x,.) n'est pas constante sur K. 

La relation (1) montre alors que t log Rfcl^(x) et t log R^l^(x) sont équivalents 

lorsque t > O, et par suite que les lim et lim de t log R 1 (x) sont dans l'inter-
t-K) t-»0 

valle [- sup h(x,y), - inf h(x,y)]. Quand V décroit vers K, on conclut donc que 
yeV yeV 
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(2) lim t log R l^Cx) = - inf h(x,y) 
t->0 yeK 

Ce résultat est encore vrai, grâce à (1) lorsque h(x,.) est constante sur K, de 

sorte que (2) est vraie dès que K est un compact de U vérifiant K = K. 

D'après le corollaire 3.2 qui fournit un encadrement de lim t log R 1 (x), (2) 
. n. t*0 implique 

(3) inf E(xy) < inf h(x,y) < inf E(x,y) 
yeK yeK ye£ 

Fixons un point z e U et soit Km une suite de voisinages compacts de z, décrois­
sant vers z. La seconde inégalité dans (3) donne inf h(x,y) < E(x,z), d'où quand 

m —• + » , 

(4) h(x,z) < E(x,z), z c U 

Pour e > O fixé, la première inégalité dans (3) montre l'existence d'une suite 

Vm e teHe <lue» pour m assez grand on ait 

(5) E(x,ym) < h(x,z) + e. 

On a vu (cf. 4.5.(2)) qu'il existe un chemin continu Ym joignant x à ym en temps 

unité et vérifiant E(x,y ) = X(y ). Comme (5) force X(y ) a rester borné, il existe 
m m m 

une suite extraite de y (encore notée y ) convergeant uniformément sur [0,1] - vers 
m m 

un chemin continu y (voir §2). On a alors A(y) < lim À(y ), et y(l) = lim y = z. A 
m-*00 m-*°° 

fortiori,on peut majorer E(x,z) par X(y), donc par lim E(x,y ) et par suite (5) donne 
m-y» 

(6) E(x,z) < h(x,z) + e. 

Comme (6) est vraie pour tout e > O, une comparaison avec (4) entraîne 

E(x,z) = h(x,z) pour tout z e U. 

4.7. Remarque : Nous avons démontré au passage que si L vérifie les hypothèses du 

cas hypoelliptique 1.3, ou bien celles du cas elliptique 1.2, la fonction E(x,y) est 

s. ci en y € M. La même démonstration prouve que E(x,y) est en fait s. ci en tant 

que fonction de (x,y). 
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4.8. Remarque : Dans la proposition 4.6 si nous avions supposé h(x,y) non pas continue 

mais seulement s.ci. en y € U, nous aurions conclu que 

E(x,y) = lim h(x,z), par le même argument. 
z*y 
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CHAPITRE 13 

DIFFUSIONS INVARIANTES SUR LE GROUPE D'HEISENBERG 

UNE ÉTUDE DE CAS D'APRÈS GAVEAU Cil 

par 

Robert AZENCOTT 

1. Groupes d'Heisenberg et diffusions invariantes hypoelliptiques. 

1.1. Notations. 

Soit G le groupe d'Heisenberg de dimension 3 que l'on peut réaliser en munissant 
3 

]R du produit 

(x,y,z)(x',y',zf) - [x + x', y + y', z + z' + 2(xy' - yx')] 

L'algèbre de Lie de G admet pour base les champs invariants 

x = i: + *y h Y = -rr— - 2x TT-oy d z DZ 

qui vérifient CXY] = - 4Z, [X,z: = [Y,Z] = O 

Les automorphismes o de | sont donnés par ax = aX + bY + cZ ; OY - a'X + b'Y +c'Z ; 

OZ = (ab'-ba')Z avec a,b,c,a',b',c' e 1R et ab' - ba' £ 0. Le lemme suivant est immé­

diat 
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1.2. LEMME. Soit L un opérateur différentiel d'ordre 2y invariant à gauche sur G. 
2 2 2 

Supposons L de la forme L = aX + bY + cZ + dXY + eXZ + fYZ + gZ. 

Alors pour que L vérifie la condition d'hypoellipticité d'Hormander il faut et il 

suffit que l'une des deux propriétés suivantes soit vraie : 
(i) L est en fait elliptique 

(ii) il existe un automorphisme $ de G tel que l'image de L par <p s'écrive 
* i 2 2 4> (L) = j(X +Y ) + hZ avec h e Et, h arbitraire. 

1 2 2 
La preuve est immédiate ; nous l'omettons donc. Puisque Z et -(X +Y ) sont deux 

opérateurs qui commutent, les semi-groupes associés commutent aussi et l'étude du 
j 2 2 

semi-groupe associé à Ĉ (X +^ ) + ̂ Z] se ram^ne très facilement à celle du semi—groupe 

associé à g(X2+Y2). 
1 2 2 

Désormais nous considérerons l'opérateur L = +^ ̂  et â l-diffusion associée 

sur G, dont le semi-groupe admet une densité p(t,g,h) invariante à gauche sur G. Etu­

dions d'après Gaveau [1] le comportement de p(t,g,h) lorsque t > O. Rappelons 

(Gaveau C l ] , cf. Chaleyat-Maurel ch.11) que si g = (x,y,z) e G et si e = (0,0,0) est 
l'élément neutre de G, on a 

(O) p(t,e,g) - (27rt) 2 
9 9 

L , 2r ,. z x +y 2r . 

dr IÏÏ2T exp(ir I ~ -2t tïS^ 

2. Un équivalent de p(t,e,g) pour t • 0, d'après Gaveau Cl]: 

2 2 
2.1. Etudions d'abord le cas x + y ^ O. Posons 

(1) A = 5_ 
2 2 x +y 

= 2T T 2 2 

x +y 

(2) f(T,A) • dr -̂ -p exp A - r coth r) exp ì(ir A - r cotti г) 

pour constater que 

(3) p(t,e,g) = I(2wt) 2 f<-|^2 » ~r_2) 
x +y x +y 

Tout revient à étudier f(T,A) quand T > O. 
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Pour formuler le résultat introduisons la fonction 

(A) 
x 2r - sin2r 

9(r) = — 2 
2 s in r 

qui est une bijection impaire de }-7T,+TT[ sur D-00,*00!]. 

2.2. PROPOSITION, (d'après Gaveau [1]). Soit G = (x,y,z) un point du groupe d'Heisenberg 

2 2 
G* tel que x + y ± o . Définissons successivement x(g), S(g), H(g) par 

(5) T - x(g) - e'^-jî-y), 
x +y 

T € ]-TT,+7T[, avec 9 comme en (4) 

(6) 
2 

2 2 T 
S(g) = (xZ+yZ) — ï j -

sin x 

(7) 
^2 

x _ i T . s m T v 
2 ^ — ^ sinT-icosf 

/x +y 

Alors lorsque t 0., Z-a djensité p(t,e,g) cle la L-diffusion sur G* admet l'équi­

valent suivant 

(8) p(t,e,g) 1 o>7 
(2Trt)J/Z 

H(g) exp[ 2t J 

2 2 
Par» contre lorsque x + y = O., c'est-à-dire lorsque g - (0 , 0 , z) on a lorsque 

t -> 0 

(9) p(t,e,g) ^ exp(-
8tZ ZC 

Preuve : Etudions f(T,A) quand T -v 0. D'après (2) on a 

(10) f(T,*) = exp | <Kr) tjgp dr3 avec 

<()(r) = Ar + ircoth r 

Une simple application du théorème de Cauchy montre que si T e ]-7T,+TTC, on a 
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f(T.A) = f expC| »(r»iT)] s ^ ^ . t ) dr 

et donc que 

(11) f (T, A) = expCj <KiT)D B(r)dr avec 

(12) B(r) = K(r) exp | ij,(r) ; K(r) = 8h(r+iT) 5 ̂ (r) = *(r+iT) " *(1t) • 

Choisissons T tel que la phase (f> soit stationnaire au point iT. Un calcul immé­

diat montre que l'équation ((>' (ix) = O équivaut d'après (4) à 6(x) = 0, et donc à 

T = 9 1 (A), en imposant x e 3-TT,+TT[ . 

Posons i|/'(r) = a(r) + i$(r) . Comme \K°) et i/>' (O) sont nuls on peut écrire 

z 
(13) iKr) --^-CaOrj) + i3(r2)D avec jrj < |r|, | r2 | < |r|. 

Après changement de variable r = u»̂ T, on a donc 

(14) B(r)dr = y/T J K(u/T) exp {i ~- Ca(r ^ + i3(r2) ]}du, 

où | ir 1 | < u/T, |r2| < u/F. La quantité 

(15) | ip"(0) = | [ a ( 0 ) + i 3 ( 0 n - | <|)M(iT) = T COS ̂  SIN T 
sin T 

est réelle strictement négative pour x e]-7T,+*n"[ ; elle coïncide donc avec - ^3(0), 

et la continuité de 3 montre que, puisque K est bornée, la fonction à intégrer dans le 
2 

second membre de (14) est, en module, majorée par cte x exp( 3(0)) pourvu que T 

soit assez petit. 

Le théorème de convergence dominée garantit donc, lorsque T—• O dans (14), 

(16) lim — [ B(r)dr - K(0) [ 
2 . 1 / 2 

exp [ — 3(0) ]du = x (—: ) 
* 2 sin x -x cos x 
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i 1 T Comme exp - ((KÌT) = exp(- - g—), les relations (11) (16) fournissent pour 
sin T 

f(T,A) l'équivalent 

(17) f(T,A) <• 
1/2 

T>^( .* Sin T ) 
sin T - T COS T 

exp(- - ^-) 
sin T 

Grâce à (3), on en déduit l'équivalent annoncé pour p(t,e,g). 

Le cas particulier où g s (0,0,z) se traite plus facilement car dans cette si­

tuation, la méthode des résidus permet en fait de calculer p(t,e,g) pour obtenir 

(18) p(t,e,g) » - L - e x p C - Ü ) [1 + exp(-i|)32 

(cf. Gaveau Cl]). L'équivalent annoncé pour t -> O est alors évident. 

3. Interprétation géométrique. 

3.1. D'après ce que nous avons vu (Azencott ch.12), pour un opérateur hypcelliptique 

L de "rang constant" on peut s'attendre à ce que ^ S(g), qui représente la limite de 

t log p(t,e,g) lorsque t 0 d'après 2.2.(8), coïncide en fait avec l'action minimale 

pour aller de e à g en temps unité, ainsi qu'avec E(e,g) où E(e,g) est le X minimal 

pour aller de e à g en temps unité, X désignant la transformée de Cramer de A. 

Le fait que ^ S(g) coïncide avec l'action minimale a été prouvé (par un argument 

probabiliste) par Gaveau Cl]C2] dans le cas étudié ici mais la partie cruciale de sa 

preuve (cf. Cl]) nous semble un peu rapide. 

3.2. LEMME. La situation est celle décrite en 2.2. Soit U l'ouvert du groupe G défini 
2 2 

par U = {g = (u,y,z) I x + y ^ 0}. Alors les fonctions H(g), S(g) définies par (6), (7) 

sont continues sur U. De plus on a 

(19) lim 
t->0 

p(t,e,g) = j 

(2Trt)"3/2H(g)exp(- S i f i L ) 

* Signalons que la définition de l'action utilisée par Gaveau diffère de celle adoptée 
au c h . 1 2 (et suivants) par un coefficient ^. 
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uniformément sur -tout compact de U. 

Preuve : La continuité de H et S sur U est évidente. Le calcul de la limite (19) a 

déjà été fait pour prouver 2.2. Reste à vérifier l'uniformité de cette limite. Grâce 

à la relation (3) entre p(t,e,g) et f(T,A), ceci revient à vérifier que l'équivalent 

(17) de f(T,A) est uniforme lorsque A reste dans un petit voisinage compact de AQ 

fixé (arbitraire) dans 1R. 

Il s'agit donc seulement de vérifier que [cf.(14)] l'intégrale 

I = K(u/T) exp {i [a(r]) + i£(r2)]} du où |rj < u/ï, | r21 < u/f, converge 

uniformément pour T O, A e voisinage compact de Aq, vers la limite calculée en (16). 

On remarque pour cela que dans la situation ci-dessus, x décrit un compact de 

]-TT,+TTC, par suite : 

- K(r) est uniformément bornée sur1R 

- ip" (r) est continue en (r,x) et donc clairement : 

- i Im ip"(r2) est réel, négatif et majoré par Y ^ O pour r2 assez petit et x 

comme ci-dessus. 

L'argument est alors analogue à celui de C. Bellaïche ch.9. 

3.3. PROPOSITION. Soit G le groupe d'Heisenberg, U l'ouvert des g = (x,y,z) tels que 
2 2 

x + y ^ O. Soit S (g) la fonction introduite en (6). Soit X la transformée de Cramer 
1 2 2 

de L = «(X +Y ) et soit E(g,h) le minimum de X sur les chemins joignant g à h en temps 
1 

unité. Alors on a 2 S (g) = E(e,g) pour tout g e U ; en particulier, pour g e II, on a 

(20) lim t log p(t,e,g) = - E(e,g) = - \ S(g) 
t*0 

Preuve : Le lemme 3.2 entraîne immédiatement 

lim t log p(t,e,g) = - ^ S(g) 
t-K) 

uniformément sur les compacts de U, et S est continue sur U. Il suffit alors d'appli­

quer la prop. 4.6 de Azencott ch.12 pour conclure, car L est clairement hypoelliptique 

de rang constant. 

3.4. PROPOSITION, (d'après Gaveau [1]). Les hypothèses et notations sont celles de 3.3 

Pour tout g e II, la fonction j S (g) coincide avec le minimum de l'action des bicarac­

téristiques (brisées) de L joignant x à y en temps unité. 
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Preuve : On écrit explicitement. L dans les coordonnées (x,y,z) introduites au §1 sur 
G 

(21) 
2 2 L - I r_L-_ + 3_ + 2 2 2 Z 3xZ 3yZ 

4 у 9x3Ï 4 Х 3v3z 4(x 2+y 2)^ T] 
» 7 Z 

L'équation différentielle des bicaractéristiques (Y><Ï) de L s'écrit (voir 

Azencott, ch.12), en notant a ] la matrice des coefficients de L 

(22) 
Y' = a q 

Y 

q* - - г Ч С ^ у ^ З q 

Soit en posant y = (x,y,z), q = (u,v,w) 

(23) 

xT = u + 2yw 
y' = v - 2xw 

2 2 
z' = 2yu - 2xv + 4(x +y )w 

2 
u = 2vw - 4xw 
v' = -2uw - 4yw2 

w' = 0 Ceci donne w = constante, puis x,y,u,v par résolution d'un système linéaire à 
coefficients constants, puis z par quadrature. D'où une première famille de bicarac­

téristiques issues de e = (0,0,0), dépendant de trois paramètres réels arbitraires 

a, B»cr avec a ̂  O, données par (cf. Gaveau [1]) 

(24) 

x(s) = ot(l-cos 2as) + 3 sin 2as 

y(s) = a sin 2as - $(l-cos 2as) 

z(s) » 2(a2+62)(2as - sin 2as) 

u(s) = aa sin 2o*s + 3a(l+cos 2as) 

v(s) » aa(l+cos 2as) - 3cr sin 2as 

w(s) = J 

et une deuxième (et dernière famille) de bicaractéristiques issues de e données par 

(a,3»o* sont alors trois paramètres réels quelconques) 

(25) 

x(s) = as u(s) = a 

y(s) = 3s v(s) - 3 

z(s) = a w(s) = 0 
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Pour une bicaractéristique (y,q) l'action I(y,q) sur l'intervalle [0,1] est donnée 
1 r * 

par (cf. Azencott ch.12) I(y,q) = - (ux'+vy'+wz')ds. Le calcul donne (Gaveau [1]) 
•'O 

(26) 

I(y,q) = 2a 2 (a 2 + S 2 ) si (y»q) vérifie (24) 

Ky,q) = ^(a 2 + 3 2 ) si (y,q) vérifie (25) 

2 2 

Soit g = (x,y,z) e G tel que z(x + y ) ̂  0. Alors une bicaractéristique du type 

(24) vérifie y(1) = g si 

(27) 6<a) - z / 2 2 , 
' x +y 

où 9(.) est définie par (4), 

a et 3 étant alors (uniquement) déterminés par les deux premières équations de (21), 
qui impliquent 

( 2 8 ) a 2 + g 2 = 
4 sin a 

En particulier (26) (27) (28) donnent alors 

2 
(29) I(Y,q) - |(x2 + y 2) - 5- 2— 

sin a 

Comparant avec la définition (6) de S (g) on voit que ^ S (g) = I(y,q) où (y,q) est 

une bicaractéristique convenable de la famille (24) telle que y(0) = O y(l) = g. 

2 2 

Une vérification analogue montre que si g = (x,y,0) avec x + y ï O, on a encore 

j S(g) = I(y,q) avec y(l) = g, mais cette fois avec (y,q) vérifiant (25). 

2 2 

Soit U l'ouvert des g = (x,y,z) tels que x + y ^ 0. Pour chaque g e U on a 

déjà vu (prop. 3.3) que j S(g) = E(e,g). Mais d'autre part E(e,y) est majoré par 

l'action minimale pour joindre e à g en temps unité par des bicaractéristiques brisées 

(cf. Azencott ch.12 §4.5). On en conclut que ^ S(g) coïncide avec l'action minimale 

pour aller de e à g, lorsque g e U. 
3.5. Remarques. Dans la situation ci-dessus, on voit donc que pour g e U, E(e,g) coïn­

cide avec l'action minimale pour aller de e à g en temps unité, situation non génériqui 

semble-t-il. Notons que dans les démonstrations de Gaveau Cl] une ambiguité sur le 

terme "action minimale" l'amène pour étendre le résultat précédent au cas où g i U, a 
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vérifier seulement qu'alors ^ S(g) est le minimum de l'action parmi toutes les bica­

ractéristiques non brisées, qui vont de e à g en temps unité. Cette vérification se 

fait immédiatement, mais ne prouve rien en ce qui concerne l'action minimale de e à 

g, qui devrait envisager au moins toutes les bicaractéristiques brisées joignant e à 

g-

Pour "étendre les résultats 3.3 et 3.4 au cas où g i U, c'est-à-dire où g = (0,0,z) 

il faudrait, en utilisant notre présentation, vérifier que la convergence 

lim 2t log p(t,e,y) - - S(g) est uniforme sur un voisinage de g. Nous ne l'avons pas 
t-K) 

fait, le fait même étant douteux vu le comportement de p(t,e,g) et la situation étudiée 

nous semblant trop spéciale pour mériter ce travail supplémentaire. La rédaction de 

Gaveau semble ignorer ces difficultés. Il est vrai qu'il se contente de prouver une 

inégalité du type 

(*) - E(e,y) < lim t log p(t,e,y). 
t-K) 

Son argument (cf. [1]) en ce point n'est de toutes façons pas convainquant ; en 

effet sans préciser un peu l'uniformité de la convergence de t log p(t,e,y) quand 

t -> 0 il nous semble très peu plausible de lier naturellement [t log ] p(t,e,g)dg] 
f . Jv 

et [t log p(t,e,g)dg] d'autant plus que l'inégalité de Jensen donne dans les 
JV f r 

"bonnes" situations log < log , ce qui va dans le mauvais sens si on cherche à 
prouver (*) à partir de la minoration naturelle de lim t log p(t,e,g)dg liée à la 

t*o Jv 
transformée de Cramer de L. 

Il serait agréable de clarifier la relation entre E(e,g), ^ S(g), et action mini­

male parmi les bicaractéristiques brisées joignant e à g, lorsque g appartient à l'en­

semble "exceptionnel" des (0,0,z), z e IR. En effet en ces points la puissance de t 
—2 —3/2 

dans l'équivalent de p(t,e,g) est en t > t , ce qui correspond intuitivement comme 

le remarquent Gaveau Cl] et Molchanov C3] à l'existence d'une famille "à une dimension" 

de bicaractéristiques joignant e à g. Les liens entre ce type de singularité et les 

égalités éventuelles de E(e,g), ^ S(g) action minimale de e à g, mériteraient d'être 

clarifiés. 
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CHAPITRE Vi 

APPROXIMATION PAR DES CHAMPS INVARIANTS 

par 

Laure ELIE 

1. Introduction. 

Dans cet exposé, on se propose, toujours dans le but d'étudier le comportement 

asymptotique de la densité de transition d'une diffusion de générateur hypoelliptique, 

de rappeler quelques résultats d'approximation d'opérateurs hypoelliptiques par des 

opérateurs différentiels invariants à gauche sur un groupe nilpotent, l'article de 

base sur ce sujet étant celui de Rothschild-Stein [6]. 

1.1. Cadre . 

Soient M une variété réelle de classe C de dimension m, X.,..., X des éléments 
* 1 r 

de -£(M), c'est-à-dire des champs de vecteurs réels de classe C°°. On considère sur M 

l'opérateur différentiel L 
i=I 1 

Pour toute suite I = (ijS...,i ) e {l,...,r}s, on note |l| = s la longueur de I 

et X le champ : 

x - [x. ex. ... [x. ,x. ]...]]. 
xl X2 S - l xa 
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Un tel champ sera appelé commutateur de longueur s, et sie£(Xj , . . . ,X^) désigne 
l'algèbre de Lie engendrée par les champs X j , . . . , X r , on appellera (ou Vg s'il n'y 

a pas ambiguité) le sous-espace vectoriel de o£(Xj , . . . ,X ) engendré par les commu­

tateurs de longueur ,<s, c'est-à-dire par les X^9 |l[ < s. En particulier est l'es­

pace vectoriel engendré par les X^, 1 < i < r. 

Nous supposerons que la famille X^, 1 < i < r vérifie la condition d'Hormander, 

c'est-à-dire, que pour tout x de M, l'image ^ ( X , . . . , X )(x) décrit l'espace tangent 
T (M) au point x. Alors l'opérateur L (et aussi l'opérateur L - — ) est hypoelliptique. x 3t 

Nous pouvons remarquer que si en un point x de M, ^ ( X ^ , . . . , X r )(x) est égal à 
Tx(M), il existe un rang k (puisque TX(M) ̂ st de dimension finie) tel que V^(x) = Tx(M). 

Les champs de vecteurs étant C00, cette propriété sera encore vraie sur un voisinage 

de x. Comme les problèmes que nous voulons étudier sont locaux, on fera (quitte à 

remplacer M par un voisinage de x) l'hypothèse suivante : 

(H) Il existe un rang k tel que pour tout x de M, on ait V^(x) = Tx(M). 

1.2. Approximation. 

Des exemples naturels d'opérateurs hypoelliptiques peuvent s'obtenir de la ma­

nière suivante : Considérons un groupe de Lie G dont l'algèbre de Lie Q>admet r géné-
-r 2 ^ 

rateurs Yj,...,Yr, alors l'opérateur £ Y^ est hypoelliptique et de plus l'hypothèse 
i=*l 

(H) est vérifiée. En particulier si G est un groupe nilpotent d'ordre k, pour tout g 

de G, V*(g) - Tg(G). 
v 2 

On cherche à approcher L = l X. par un opérateur différentiel invariant à 
i=l 1 

gauche ou plus précisément à approcher les champs de vecteurs X^, i e {l,...,r} par 
des champs de vecteurs invariants à gauche Y^, i e {l,...,r}. Supposons que les champs 

Y^ engendrent une certaine algèbre de Lie (J, et considérons un groupe de Lie G connexe 

admettant comme algèbre de Lie. L'idée d'approximation va être la suivante : 
En tout point g de la variété G, l'espace tangent T^(G) est isomorphe à CJ et 

chercher à "approximer" T (G) revient en fait à transporter sur T (M) la structure 
g x 

de l'algèbre de Lie ̂ . Il sera donc naturel d'imposer à ^ d'avoir une structure d'al­

gèbre de Lie compatible avec celle de (M) . 

On cherchera donc à construire une application linéaire X de dans ©£̂ (M) , telle 

que X(Y^) = X^ pour i € {l,...,r}, compatible "autant que possible" avec les structures 
d'algèbre de (L et o2f(M) . 
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Alors, pour tout x de M, l'application X définie sur CL par X (Y) - X(Y)(x ) 
° xo * xo ° 

est une application linéaire de Q, dans T (M), et on imposera naturellement, que X 
' Xo 

permette au moins sur un voisinage de x q, de parcourir tout l'espace tangent, c'est-à-
dire que X soit surjective. 

o 

Quelles hypothèses imposer à ̂ ? On cherche une algèbre de dimension "petite" 

permettant cependant de décrire tout l'espace tangent. Or on sait que d'après l'hypo­

thèse (H), on a, pour, tout x de M, V^(x) = T x(M). 

Supposons que X soit "presque un homomorphisme" au sens suivant (cf. exemple l.c 
y 

ci-dessus) : X est un "homomorphisme partiel" sur V^, c'est-à-dire que si 

Z,T,[Z,T] e V^, alors X([Z,TD) = IIX(Z) ,X(T) H. De ce fait X(V^) - v£, et donc pour 

tout x de M, ^X(V^) • T^(M). En conséquence la connaissance de l'image par X des com­

mutateurs de longueur <k des Y^, i e {l,...,r} nous permet alors de déterminer le 

fibre tangent TM. Il semble donc naturel et suffisant de rechercher une algèbre de Lie 

0^ nilpotente d'ordre k et une application X de J dans o£ (M) qui soit un homomorphisme 
au sens précédent. Nous allons donner quelques exemples. 

1.3. Exemples. 

On suppose qu'en tout point x de M, les champs Xj,..•,X sont linéairement 

indépendants et engendrent l'espace tangent T x(M). Alors si J désigne l'algèbre de 
Lie de 3Rr de base Yj,...,Yr, l'application définie par X(Y^) = X^ pour i e {l...r} 

se prolonge en un homomorphisme de Lie de ̂  dans «à£(Xj,...,Xr). De plus, pour tout 

x de M, l'application X : Y -> X(Y)(x) est un isomorphisme linéaire de Q sur T (M). 
X Q X 

En fait cet exemple traitera exactement le cas où l'opérateur L est elliptique ; 

et donc, pour un opérateur elliptique, l'algèbre nilpotente "sous-jacente" est abé-

lienne. 

© On suppose que M = H 2 = {(x,y)} et que Xj = -7—, = x . Alors X̂  et X 2 

n'engendrent pas ^^(M) au point Ç = (0,y), mais comme [Xj,X2] - 9 les commutateurs 

de longueur <2 engendrent l'espace tangent en tout point. L'algèbre de Lie o£(Xj>X2) 

est nilpotente d'ordre 2 et admet pour base Xj,X2 et [X^,X2U. Considérons l'algèbre 

de Lie d'Heisenberg ^e base Y^,Y2 et Y^ - [Yj,Y2]. Il existe alors un homomor­

phisme d'algèbre de Lie X de & dans à£(Xj,X2) tel que X(Yj) - X{9 X(Y2) « X 2, 

X(Y3) - [X1,X2] . De plus pour tout £ de M, X ( X 3H£) - T^(M), mais l'application 

Xç : Y -> X(Y)(Q n'est pas un isomorphisme linéaire puisque T^(M) est de dimension 2. 
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On a remarqué qu'au point £ = (0,y), les champs Xj et X^ n'étaient pas linéai­

rement indépendants ; mais si on avait considéré sur M = = (x,y,u) les champs 

X. = —— et X_ = x TT— + -—, alors les champs X. ,X_ et [X. ,X0] = auraient été li-1 d x Z dy du 1 Z 1 Z dy 

néairement indépendants en tout point et si on avait défini X comme ci-dessus, l'ap­

plication X~ aurait été un isomorphisme linéaire de s u r T<g(M) . 

(c) On va légèrement modifier l'exemple précédent en supposant que M est un voisi­

nage de O dans 1R2 et que Xj = -ĝ-, = (f)(x) avec cf) fonction C°° vérifiant (J)(0) = O 

et que pour tout n e 3N* et (x,y) e M, cj)(n^(x) ̂  o. Alors tX} ,X2] = cj)'(x) et par 

suite les commutateurs de longueur <2 engendrent l'espace tangent en tout point. Mais 

dans ce cas l'algèbre de Lie (X^ 9X^) n'est pas nilpotente et elle est même de di­

mension infinie. Mais on peut construire comme ci-dessus une application linéaire À 

de $L3 dans ̂ (Xj ,X2) telle que X(Yj) = X 1 , À(Y2> = X 2, X(Y3> = CXJ ,X2] et pour tout E, 

de M, X e 2 € 3 ) ( £ ) = T^(M). Mais À ne sera pas un homomorphisme d'algèbre de Lie car par 

exemple XCCYj , [YJ ,Y2] ]) - O et [Xj,[Xj,X2J] = <\>" (x) 4 O. Il vérifiera seulement 

X([Yj,Y2]) = [Xj,X2] et on dira que c'est un homomorphisme "partiel". 

1.4. Admettons donc que l'on puisse construire line application linéaire de ^dans 

££(M) vérifiant, pour tout i e {l,...,r>, X(Y.) = X. et telle que X(q)(x ) = T (M). 
1 1 / f o x v o 

Alors on peut déterminer une submersion cf> d'un voisinage de O dans G sur un vois i— 
o 

nage de dans M de la manière suivante : 

tX 

Considérons si X est un champ de vecteurs, la coulée locale t ->• e engendrée 

par X. Par définition, si f e C°°(M) et x e M, 

Xf Ce t Xx] = -£r f[e t tx]. 

X(Y) 

L'application Y e Q

 e x î s t e alors pour Y proche de O dans .̂(d'après le 

théorème d'existence de solution d'équation différentielles) et comme de plus la dif­

férentielle de cette application est en O l'application Y -> X(Y)(X q) qui est surjec-

tive puisque X(<̂ ) (X

Q)
 = (M), cette application est une submersion d'un ouvert de 

contenant O sur un ouvert de M contenant x . 

o 

De plus l'application exponentielle définie sur ̂  à valeurs dans G est un dif-

féomorphisme au voisinage de O. Par suite il existe un ouvert U dans G contenant 

l'élément neutre O et un ouvert V dans M contenant x tels que l'application cj) 
o 
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Y Y X(Y) 
définie, pour g = e e U, par (J)[e 1 - e Q*

 so^-t u n e submersion de U sur V. 

Alors si cf) désigne le champ de vecteurs défini sur U <= G par 

(|)*Xi(f o <|))(g) - Xi(f)[<î)(g)] si g e U et f e C°°(M), on a (f)*Xi(e) - Y^e) par cons­

truction. En effet si f e C°°(M) , 

tx. 
^X±(f o (J))(e) = Xif[(f)(e)] = Xif[xQ]= fTe S^]] 

tY. 
= [ o T f ° * < e 1 } 1t=o = Y i ( f ° * ) < e ) 

On cherche alors à mesurer l'écart entre cb X. et Y. sur U. 

i i 

On peut remarquer qu'il serait agréable que cj) soit un dif f éomorphisme pour que 

(J)*X̂  soit une exacte copie de X^ ; cela reviendrait à imposer à l'application 

Y -> X(Y) (x ) d'être un isomorphisme linéaire de Û sur T (M). 
* o 

1.5. Diverses méthodes. 

On montre que quel soit le système (Xj,...>x

r) choisi vérifiant (H) pour un cer­

tain k, on peut toujours construire un homomorphisme "partiel" X de l'algèbre de Lie 

nilpotente de rang k à r générateurs Yj,...,Yr notée cjÇ ̂  dans <^(M) tel que pour tout 

x de M, X( c J f v t , ) (x) = T (M) (cf. Lemme 2.3). Mais les applications X de çf sur 
1 , tC X X X , K. 

Tx(M) définies par Y X(Y) (x) ne sont en général pas des isomorphismes. Elles ne le 

sont que lorsque dim c f „ , = dim M. Et alors comme on l'a remarqué au paragraphe 1.4, 

<J) X^ n'est pas une exacte reproduction de X^. De plus l'exemple l.b nous prouve qu'il 

n'est pas toujours possible de trouver, pour un X q e M donné, une algèbre nilpotente 
(L telle que X soit un isomorphisme linéaire. Il était suggéré dans ce cas de grossir 
• Xo 
l'espace M en ajoutant une nouvelle variable, de transformer les variables initiales 
de façon à pouvoir construire un homomorphisme X tel que X^ soit un isomorphisme. 

o 
Cette méthode est celle utilisée par L.P. Rothschild et E.M. Stein dans [61- On 

aggrandit l'espace M en ajoutant de nouvelles variables et on prolonge à ce nouvel 

espace M les vecteurs Xj,...9X^ en vecteurs Xj,...,Xr de manière à ce que le système 

(Xj,...,X^) soit libre, ce qui revient à dire que dim olÇ ̂  = dim M ; Alors l'homomor-

phisme partiel X de <jP , dans <i£(M) est tel que, pour tout x de M, X est un isomor-
9 * ~ x 

phisme. Par suite si on mesure l'écart entre <f) (X^) et Y^, on saura exactement comment 

Y^ approche . Il faut ajouter que les X^ sont construits de façon à ce que, si f est 

un élément de C (M) constant sur les dernières coordonnées, x\f - X^f, f pouvant aussi 

être considéré comme un élément de C (M). Dans certains problèmes, cette relation 
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entre X. et X. suffit. Mais il semble que pour notre problème d'étude en temps petit 
L . 1 r 2 

de la densité de transition de la diffusion de générateur £ X., cette relation soit 
i=l 1 

insuffisante. Plus précisément considérons l'exemple 1-b, alors 

2 2 2 2 2 2 2 
é Y 2 8 ^ 2 3 ^ r 9 ^ 2 8 Z 9 Z ^ 0 <T 

L = l X. = j + x 2" et L = j + x ~ + x- + 2x . 
i=l 9x dy 3x z 9y Bu 9ydu 

Notons p et p les densités de transition respectives de la L-diffusion sur M et 

de la L-diffusion sur M. Rappelons qu'en tant que fonction de (t,z), p(t,z,z') vérifie 

(L - p(t,z,z') = 0 

et 
lim p(t,z,z')f (z') - f(z) pour f € C_.(M). 
t-O J K 

Il est alors évident que la solution p[t, (x,y,u),(x !,y T,u f)] n'est pas constante 

en u et il semble très difficile de trouver une relation entre p et p. Cette méthode 

consistant à rendre le système libre ne parait donc pas appropriée à notre problème. 

Une autre méthode consiste à diminuer la taille de t)C^ ̂  de manière à ce que X x 

soit un isomorphisme. On a remarqué (exemple 1.b) qu'on ne pouvait pas toujours trou­

ver de sous-algèbre de . comme solution. Dans R.W. Goodman considère M comme 
Y, K. 

un espace homogène du groupe nilpotent connexe N Y d'algèbre de Lie oTv ^, mais n'ex­

plicite pas vraiment cet espace homogène. Par contre B. Hellfer et J.F. Nourrigat dans 

[4] associent à chaque point x de M, une sous-algèbre de X(x) de ciÇ ^ telle que 

dim X ( x ) = dim ç/f^ ̂  - dim M et construisent u n supplémentaire convenable S (x) de X ( x ) 
dans ç)C , sur lequel X est un isomorphisme. Ils approximent alors au voisinage de x 

les champs X. par l'image des générateurs Y. de cM . par une représentation de dans 

L Z[S(x)]. 

Des hypothèses plus fortes sur la famille Xj,...,X r (c'est-à-dire pour 

s e {l,...,k} , la dimension de V g(x) est indépendante de x dans M et dim V^(x) =dimM) 

assurent que la sous-algèbre X(x) est un idéal de (/* , et permettent à G. Métivier 
Y ,k 

dans [5] d'approximer au voisinage de x les champs X^ par des champs invariants à 
gauche sur le groupe N /exp X ( x ) . Il y est aussi obtenu des résultats fins de dé-

Y, k. 
pendance en x du difféomorphisme $ . 

Pour notre problème, il semble donc que ce deuxième type d'approximation soit le 

meilleur. Mais en fait pour un opérateur hypoelliptique L = les seuls résultats 

sur le comportement en temps petit de la densité p f c associée à L ont été obtenus par 

B. Gaveau pour le noyau de la chaleur sur le groupe libre ^a. n générateurs de rang 2. 
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Il est donné dans [2] une majoration en temps petit de -Log pfc sur ^ e t d'ans C1H 

une estimée de p t sur le groupe d'Heisenberg. 

Et si on voulait utiliser les résultats d'approximation de [5] (ou de C4H), il 

faudrait avoir des informations sur le p t associé à un générateur invariant hypoellip­

tique sur un groupe nilpotent quelconque (ou sur un espace homogène de groupe nilpo-

tent)! ! ! 

Nous allons donc dans cet exposé nous restreindre pour obtenir le théorème d'ap­

proximation au cas où le système Xj,...,Xr est libre, c'est-à-dire au cas où "1'homo­

morphisme" X de cfy. r dans «̂ f(M) est tel que pour tout x, X^ est isomorphisme linéaire 

de cl^. r sur T^CM). Dans ce cadre, les démonstrations sont particulièrement simples et 

sont données au paragraphe 2. 

Nous expliquerons enfin au paragraphe 3 ce que nous espérions déduire d'une telle 

approximation pour l'étude en temps petit des densités de transition. 

2. Théorème d'approximation pour un système X.,...,X libre. 

K. 
2.1. DEFINITIONS. Une algèbre de Lie ^ est dite graduée d'ordre k si 0^ = 8 J% avec 

'"Jl'îj"' C ̂ i+j Si - k et ^ i »J-j ̂  * 0 si i+J > k# Une telle algèbre de Lie est nil-

potente de rang k. 

. Soit Xj , . . . ,X , r champs de vecteurs C°° sur M. Une application linéaire À de 0^ 

dans oi(Xj, . . . s e r a dit un homomorphisme partiel d'ordre s si pour tout Y e et 

tout T £ <̂.j avec i+j < s, alors A([Y,T]) = [À(Y),À(T)]. Si de plus, en tout point x 

de M, l'application Xx qui à Y e 0^ associe À(Y)(x) est un isomorphisme linéaire de 

sur T (M), on dira que À est un isomorphisme partiel d'ordre s. 

Exemple Le groupe d'Heisenberg est une algèbre de Lie graduée : ty.^ = ® °^ 

<Jj (resp. <̂ 2> est l'espace vectoriel engendré par Yj et Y^ (resp. Y^). Dans l'exemple 

© , 1'homomorphisme X construit est un homomorphisme partiel d'ordre 2. 

2.2. Groupe nilpotent libre. 

Soient Yj,...,yr r éléments et soit E l'algèbre libre à r générateurs y^9...,y^. 

L'algèbre E peut être munie d'une structure d'algèbre de Lie par le crochet 

[u,v] = uv-vu et l'algèbre de Lie libre F à r générateurs yj,...,y est la sous-algèbre 

de Lie de E engendrée par y^, ,y . Alors F = © F où F désigne l'espace vectoriel 
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engendré par les commutateurs de longueur n. Intuitivement F est l'algèbre de Lie de 

générateurs ,...,y^ ayant le moins de relations possibles entre les commutateurs. 

(Existent toujours 1Tantisymétrie, l'identité de Jacobi...). 

On considère = © F ; est un idéal de F et F/u = k e s t u n e algèbre 
n>k n

 K ' 

de Lie nilpotente de rang k. Si Yj,...,Y^ désignent les images de yj».--,yr> on dit 

que e s t l'algèbre de Lie nilpotente libre de rang k à r générateurs Yj,...,Y^. 

Par exemple est une algèbre de Lie nilpotente de rang 2 à 2 générateurs. 
k n k 

Comme F = © F © H^, (M est une algèbre de Lie graduée : oV , = © Cfr où <X. 
I n x » K. X , K . Q n y n 

* n= 1 

désigne l'image de F^. De plus il existe un homomorphisme partiel d'ordre k de 

C^Ç k dans F qui à Y^ associe y^ pour i e {l,r..,n}. 

On appellera groupe libre ^ le groupe nilpotent connexe simplement connexe 

d'algèbre de Lie cJÇ ̂ - L'application exponentielle est alors un difféomorphisme de 

/ Y ) f e sur N Y ) k . 

2.3. LEMME. Soient Xj ,. . . ,X ' e o£(M) . Alors pour tout s > \, il existe un et un seul 

homomorphisme partiel X g de l'algèbre de Lie à r générateurs Yj , . . . ,Y^ dans 

o£(Xj,...»x

r) tel que X Q(Y^) = X^ pour i e {l,...,r}. 

Preuve : Elle est immédiate à l'aide de la propriété universelle de l'algèbre de Lie 

libre F. Il existe un homomorphisme d'algèbre de Lie x de F dans «̂ £(Xj , . . . ,X^) véri­

fiant x(y^) ~ X i il suffit de poser X g = x ° ^ s• 

On peut remarquer que X LdfL 3 = V où V désigne l'espace vectoriel engendré par 
S x , S S S 

les commutateurs de longueur £s des X^, i e {l,...,r}. En conséquence en tout point 

x de M, dim V g (x) < dim ci/̂, g. On pose alors la définition suivante : 

2.4. DEFINITION . On notera r_ la dimension de l'algèbre de Lie libre ĉ C ^e r a n 8 s 

s Y , s 
à r générateurs. On dira que le système de champs de vecteurs {Xj,...,X^} est libre 
jusqu'à l'ordre s en x si dim V (x) = r . 

s s 
oo . . 

En fait puisque les champs X^,...,X^ sont C , si le système est libre en x jus­

qu'à l'ordre s, il est libre sur un voisinage de x jusqu'à l'ordre s. Comme les pro­

blèmes que l'on se pose sont locaux, on peut supposer (quitte à remplacer M par un 

voisinage de x) que le système est libre partout jusqu'à l'ordre s. 
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2.5. COROLLAIRE. Si le système (Xj ,. . . ,X ) vérifie l'hypothèse (H) pour un certain 

entier к (c'est-à-dire v^(x) = T
X^M^» ^ x e M) e^ es^ libre jusqu'à l'ordre k_, en tout 

point de M_, alors l'homomorphisme A^ construit en 2.3 est un isomorphisme partiel 

d'ordre к, 
Dans toute la suite, nous allons supposer que les hypothèses du corollaire sont 

vérifiées. 

tX 

2.6. Notation. Si X est un champ de vecteurs. On note t •+ e la coulée locale en­

gendrée par X. (cf. 1.4). 

2.7. PROPOSITION. Supposons que le système Xj,...,X^_ vérifie (H) pour un entier k et 

est libre jusqu'à l'ordre k. Considérons l'isomorphisme partiel A^ de ^ dans 

^,(X^,. .. ,X^) construit en 2.3. Alors il existe un voisinage ouvert V de X Q dans M 

et un voisinage ouvert U de O dans N Y ^ tels que 

. l'application (x,u) -> (f) (u) définie pour x e V et u = e Y e U (Y £ jf ) par 
y \ (Y^ ^ * 

<t>x(u) - 4>x(
e ) = e k x soit C°° de V x u dans M. 

. l'application <j>x : u -> <f>x(
u) pour x £ V sc-̂ t un difféomorphisme de U SWP un 

ouvert de M contenant V. 

\(Y) 

Preuve : Suivant [3], considérons l'application (Y,x) -> e x. Celle-ci existe et 

est C°° pour (Y,x) £ Uj x V p 1|j (resp. Vj) étant un voisinage ouvert de 0 dans dPy ^ 

(resp. de X q dans M), d'après les résultats d'existence de solutions d'équations 

différentielles. Comme de plus, pour x fixé £ Vj , cette application admet pour dif­

férentielle en O, 1 ' isomorphisme Y -*• A, (Y) (x) , il existe un voisinage de O inclus 
A (Y) 

dans IL j (dépendant de x) sur lequel l'application Y -> e k x est un difféomorphisme. 

En conséquence, par un argument d'uniformité (cf. [3]), il existe des voisinages ou­

verts 11 et V de O dans d/*v ^ et de x^ dans M tels que c ty^ et V c Vj et tels que, 
Afc(Y) . . «/ 

pour x £ V, l'application Y -»- e x soit un dif f éomorphisme de tt sur un ouvert de M 
contenant V. 

Comme l'application exponentielle de èt^ ^ dans N^ ^ est un difféomorphisme, il 

tl y '* Y \ (Y) 
suffit de poser U = e^ et si x e V, et u = e £ U (Y e U ) , <f>x00 - <f>xCe ] = e

 k x 

pour obtenir la proposition. 

2.8. COROLLAIRE. Sous les notations de la proposition 2.7, il existe une application 

0 de classe C de V x v dans U telle que pour (x,y) € V x v 
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Y X k ( Y ) 

0(x,y) = O x(y) = e si y = e x. 

De plus, pour tout- x de V, l'application 0 est un dif f éomorphisme sur V. 

Preuve : Elle est immédiate : il suffit de poser ^ x(y)
 = <f>x* (y) pour (x,y) e V x V. 

On peut remarquer que si M = d/̂ . r et = Y^, 0(x,y) = yx~* ; et donc 0 généralise ce 

type de fonctions. 

2.9. Coordonnées canoniques. 

Choisissons une base (e ) , 1 < n < r, de yi . telle que les e., r , < j < r , 
n K. JL , K. J S " 1 s 

forment une base de l'espace vectoriel des commutateurs de longueur s (s £ {l,...,k}). 

On suppose de plus que e. = Y. pour i e {l,...,r}. 
Eu e 

On dira que u e w^, ̂  admet pour coordonnées canoniques (u n) si u = e 
* 1 <n<r. 

k 
On appellera p la carte de N , définie par p(u) = (u ) 

Y , k n l<n<r, 
k 

L'application 0 x permet de transporter ce système de coordonnées sur V et pour 

tout x de V, l'application k x = p 0 © x : V -> 3R ^ définit une carte locale. Plus pré­

cisément si y = e^(^
un en^ € V, k (y) = (u ) 

1<n<rk 

On peut donc représenter ainsi les éléments de V c M et U c N , par le même sys-
Y , k. 

tème de coordonnées. 
2.10. Notion de degré d'homogénéité, 

k 

Si 0^ = <B est une algèbre de Lie graduée, il existe une famille d'automorphis-

mes de Cl , (ô\) , appelés dilatations, définis pour Y e Q. par ô\ (Y) = t~*Y. 

En particulier, si = ^ et si on définit la fonction poids C ] de {l,...,r^} 

dans {l,...,k} par Cj] = s s i r < j < r , on a ô (e.) = t^~^e.. 
s i s t J J 

Par l'application exponentielle, ces automorphismes 6fc de sont transformés en 

automorphismes, notés encore fi , de G, groupe nilpotent connexe et simplement connexe 

d'algèbre de Lie . Dans le système de coordonnées canoniques de N^ ^ défini en 2.9, 
ô t(( U j)) = ( t ^ V j ) . 
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Une fonction f définie sur G est dite homogène de degré / Si f o 6 t

 B t-̂ .f. Par 

exemple p. l'application j®me-coordonnée de N - dans TR est de degré [jD. 
J * 9 K 

Un opérateur différentiel sur G sera dit homogène de degré f si 

D(f o ô.) " t^(Df) o ô. ; les opérateurs e. et sont homogènes de degré [j] sur 
t t j du. 

"Y,k* 

Pour un multi-indice a = (j i > • • • » j ) » on pose | a | ~ \ [j.], u = u . . . . u . 
m i=l 1 a Jl Jm 

ET 3 ̂  6 
et 3 = -5 5 — . Alors u 9 est un opérateur homogène de degré | (31 - |ot| sur Nv , . 

UO'***c3« Otu ï >K 
Jl Jm 

2.11. Degré local. 

On munit N , de la norme homogène, Y, k 

rk 

1=1 3 

[ j] 
Suivant [3D, on pose. 

si U est un voisinage de O dans N , , pour me 7Z9 
Y , K. 

Cm(U) = {f e C°°(U), |f(u)| - O (|u|m) lorsque |u| -> 0}. 

. Un opérateur T de C°°(U) dans C°°(U) est alors dit d'ordre inférieur ou égal à p 

en 0 si, pour tout m, on a : 

T C (U) c C (U). m m—p 

Soit ha e C (U) , l'opérateur ha(u)3u est de degré inférieur ou égal à p en 0 si 

h e Cr -, (U) . En d'autres termes 3^h (O) = O pour $ < [a] - p. 
a Ca]-p u a 

Plus généralement T = £ h (u)S01 est de degré <p en O si chaque terme h (u)3a 
-1 ? a 01 u 
1'est. 

. On peut remarquer que si T et S sont de degrés respectifs en O inférieurs ou 

égaux à p et q, alors les opérateurs TS et [T,S] sont en O de degré < p+q. 

2.12. Théorème d'approximation. 

Supposons que le système (Xj,...jX^) vérifie (H) pour un entier k et est libre 

jusqu'à l'ordre k. Considérons 1'isomorphisme partiel Xr de ol̂  ̂  dans o£(Xj,...,Xf) 

construit en 2.3 et le dif f éomorphisme <j>x défini sur le voisinage ouvert U de O dans 

NY ^ et à valeurs dans un ouvert de M, obtenu en 2.7 pour x appartenant à un voisinage 

de x dans M. o 
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Alors, pour i e {l,...,r}, 

ây*(X.) = Y. + T. 
^X 1 1 1 

où 1\ est un opérateur de degré en 0 négatif ou nul. 

Plus précisément dans le système de coordonnées canoniques, 

Ti " £, * j ( u ) 3ÏÏ7 a v e c *j e c k ( u ) -

Preuve 

Il suffit de montrer que, si f e C (U), 

(*) (|>x(Xi)f - Y^f e Ck(U). 

En effet comme <1>X(
X£) ~* Y^ e s t u n champ de vecteurs sur U, et que 

8 
» j e {l,...,n^} est une base de T^CU), pour u e U, nous pouvons alors écrire dans 

j U 

le système de coordonnées canoniques, 

T. = (J)* (X. ) - Y. = Y uj*(U) , ̂  e C (U). 
o j = l J 

Appliquant alors la relation (*) à l'application p.. désignant la jeme-coordonnée 

(p^(u) = uj), on en déduit que 

•x ( X i ) < P j ) - YÌ ( PJ } - *ì 

est un élément de C, (U) . 
k 
8 i d L'opérateur -r— étant toujours de degré <k en O, l'opérateur ip. (u) ~ est de 
Uj 3 Uj 

degré <0 pour j e {l,...,n^}. Il en est donc de même de l'opérateur 1\ . 

uY 
. Nous allons donc prouver la relation (*). Posons si u £ N , , u = e où 

uY = y u.e.. *-• i i i=l 

Alors si f e C°°(U) , 

-1 -1 V u Y ) 

•*(X.)(f)(u) = X.(f o * ) (A (u)) = X.(f o * )(e x). 
X 1 1 X X J_ X 

Nous supprimons l'indice x de cj) et k de À, d'où 
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0*<X.)f(u) = £ (f . f')(e 1 eX(uY)x)|t=0. 

Et pour le champ invariant à gauche Y^, nous avons 

xr n r \ d r r uY i -, i 
Yif<u) * fCe e 3|t=o-

X(uY) 00 Considérons la fonction u pour h e C (M) ; cette fonction admet 

pour série de Taylor en O, la série formelle e^uY^h(x). En effet si on considère 

pour t e 1R petit la fonction y(t) = etX^uY^x, on a par définition de l'exponentielle, 

3j(g o y) - uY(g o y) 

et ainsi de suite -^-(g o Y) - (uY)n(g o y), 
ds 

Donc h[eS^uY^x] admet pour série de Taylor, pour s petit, etX^uY^h(x) . Comme X 

est une application linéaire, il est aisé de conclure pour u petit. 

Par suite la série de Taylor de $ (X^)(f)(u) est, pour u proche de O, 

e^uY^X^(f o (J) * ) (x). Ce dernier terme est lui-même le coefficient de t de la série 

- 11 X(uY) tXi/jC -lw x formelle e 'e (f o c() ) (x) . 

2.13. LEMME. Pour* f e C°°(U)_, on a formellement* si M et t sont proches de 0* 

X(uY) ^i,- -1 x uY "i^,,^ „ r, .k 2-, e e (f c 4> ) - e e f(0) = O [|u| , t ] 

A l'aide de ce lemme, nous déduirons que la série formelle 

eX(uY)Xi(f o 4)_1)(x) - ellYYif(0) - OC|u|k]. Et donc la fonction C°°, <J>* (X^ f (u) - Y ^ (u) 

qui admet pour série de Taylor en 0, la série formelle ci-dessus, est un élément de 

Ck(U). D'où le théorème. 

Preuve du lemme 2.13. : La formule de Campbell-Haussdorf va nous permettre d'explici­

ter l'opérateur e^^uY^e : Il existe des constantes c , p e 3N telles que 

X(uY) t X i 
e e 

A(uY)+tX. 
= e • t( l c [AdX(uY)]P(X.)) + 0(t2) 

p>0 P 1 

oÙ Ad[X(uY)](Xi) = [X(uY),Xi] 
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De même 

uY+t(Y.+ l Ad(uY)P(Y.))+0(O 
uY " i 1 p<k 1 e e = e 

puisque N est nilpotent de rang k. On posera Z. - Y. + £ Ad(uY)p(Y.). 
Y,k 1 1 p<k 1 

K. 
Comme uY = Y u.e. et X. = X(Y.) = X(e.), 

jZj J J i i i 

Ad[X(uY)]P(Xi) = CX(uY), [...,IIX(uY),Xi]...]: 

B- (j j » • • • 9 j ) 

p-1 
où u = u - ... u. est homogène de degré [31 = £ [j ] et où 

3 Jl JP-1 s=l S 

X0 = CX(e. ),[...,[X(e. ) , X ( e . e s t un commutateur de longueur C3D+1 puisque 

i e { 1 , . . .,r}. 

L1homomorphisme X étant partiel jusqu'à l'ordre k, on en déduit que si 

CBII+1 < k, X = X([e. [...Ce. ,e.I|. . . DU) = X(YR). 
3 Jl Jp-1 1 * 

Or (AduY)P(Yi) = l u3YB 
e-<j,.---.ip_,> 
C8>l<k 

puisque NY ̂  est nilpotent de rang k. 

D'où AdCX(uY):P(Xi) = XC(AduY)P(Yi)3 I 

e-ÜJ.-.-.jp.,) 

Cß1+l>k 

B B 

Or si [ ^ k> la norme homogène u < |u et par suite 
P 

Ad[X(uY)]P(Xi) - XCAd(uY)P(Yi)3 = OC|u|k]. 

D'où 

eX(uY)etXi(f o r1(x)) = eA(«Y+t2i)+0(t? +OC|u|k:(f Q 4 ,-1)^). 

Et donc si on développe le terme exponentiel de droite, on obtient formellement 
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w tX. . X(uY+tZ.) _ 9 
eACuY;e i(f o ̂  i(x)) = e i(f o ^ i)(x) + oct^Jul^:, 

puisque X 0[|u|k]X' - 0[|u|k] et X 0(t2)Xf = 0(t2). 

De même 

euYetYi f(0) = eUY+tZi+0(t2>f(0) = eUÏ+tZi f(0) + 0(t2). 

Or par construction, on a formellement, 

eX(uY+tZi)f Q t-l(x) . euY+tZif(0)> 

En effet ces deux séries formelles sont les séries de Taylor en (u,t) = O, de la 
. . j=, uY+tZj. . . . , . -r uY+tZ-f-, _ -1 , X(uY+tZ£) . 
fonction f(e x) puisque par définition de <j>, f[_e J = f o <j> (e x). 

En conséquence 

tX tY * 
eX(uY)e i(f o fln^ . euYe if(0) + oi]uftt2^ 

DToù le lemme. 

Y 

2.14. COROLLAIRE. Sous les hypothèses du théorème 2.12, si, Y e VgJ, c'est-à-dire est 

un commutateur de longueur s < k, 

c))*(X(Y)) - Y est un opérateur de degré local en O inférieur ou égal à s. 

Preuve : Il suffit de considérer le cas Y = [ Y [ Y . ,Y. avec 
s-1 s 

•k 
ij,.. .,ig e {l,...,r} et s < k. Il est alors clair, puisque cj) X(Y^) = Y^+T^, de 

degré <0 en O pour i e {l...r}, et puisque X est un homomorphisme partiel jusqu'à 

l'ordre k, que 

<f)*X(Y) = C(j)*X(Y. ), . . . , [cJ>*X(Y. ),cj)*X(Y. )]...] 
1 Ls-1 Xs 

= [Y. ,...[Y. ,Y£ + T = Y+T 
1 s-1 s 

où T est de degré local <s. En effet le degré du crochet de deux opérateurs est infé­

rieur ou égal à la somme des degrés des opérateurs. 
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3. Intérêt de cette approximation pour l'étude des diffusions en temps petit. 

Considérons sur M un système de champ de vecteurs X^,... ,X^_libre jusqu'à l'ordre 

k tel que pour tout x de M, vk(x) = Tx (M) * 

Notons p(t,x,y) la densité par rapport à un volume riemannien TT du semi-groupe de 

r 2 
transition de générateur L = £ X.. Cherchons à étudier p(t,x,y) pour x et y proches 

i=l 1 
de xq fixé dans M. Soit W un voisinage de x^ et ij; une carte locale de W dans le groupe 

libre Ny k ; considérons la densité de transition p^(t,x,y) de la densité induite sur 

W. On peut penser (cf. chap. 5) que les comportements asymptotiques de p et p^ sont 

similaires au voisinage de xq, et on est alors amené à étudier sur ip(W) l'image de la 

diffusion induite. On pourra prolonger à l'espace N le générateur de cette diffu-
r 2 

sion de façon à ce que en dehors d'un voisinage W de O, L = £Y., et par le même ar— 
i = 1 1 

gument on peut imaginer comparer les densités de transition de la diffusion sur N 
i, K 

et de la diffusion sur i|j(W). On est donc amené à supposer que M = N et L du type 
Y , R 

ci-dessus. 

On sait (2.7) que pour tout y^ de M — Ny ^, il existe un voisinage ouvert V de 

y dans M = N , et un voisinage ouvert U de O dans N , tel que, pour y e V, 1'ap-
O X , K. JL y K. 

plication (J) (définie en 2.7) soit un d if f éomorphisme de U sur un ouvert de M con— 
tenant V. De plus cj> (X.) = Y. + T . où T. est de degré local négatif ou nul en O. Par 

„ Y i i i i 
* 2 

suite <h (L) = Y Y. + R où R est un opérateur de degré local en O inférieur ou 
^y i£i 1 y y 

égal à 1 . 
Considérons (Y.) la base canonique (2.9) de champs invariants à gauche de 

Ny k et Prolongeons, pour chaque y de V, <J>̂  en un dif f éomorphisme (f>̂  de M = Ny ^ sur 

N , de façon à ce que l'opérateur <J) (L) , écrit à l'aide de la base (Y.) , ait 

des coefficients uniformément bornés, ainsi que leurs différentielles . Nous ferons 

en fait ce prolongement pour tout y appartenant à un voisinage compact de O contenant 

strictement le voisinage . En dehors de , L =\ Y ? et <J>̂  est seulement la trans­

lation à gauche par y. Les majorants obtenus ci-dessus seront donc uniformes pour 

Y e Ny. 

Appelons alors r(t,x,y) la densité, par rapport à la mesure de Haar m^ sur Ny ^, 

du semi-groupe de transition de générateur £ Y?. Posons 
-i -i -i 1=11 

q(t,x,y) = r [t,(J) (x), (j) (y) ] = r(t,<f> (x),0) pour x et y e N__ , . L'idée est de con-
y y y Y , K-

sidérer q (t ,x,y) comme une paramétr ix dans l'étude de la densité p (t,x,y) , du semi-
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groupe de transition de générateur L, densité que l'on calculera par rapport au vo­

lume TT vérifiant, îr(y) = <j>y(mD). Cette méthode est classique dans le cas de lRm (cf. 

chapitre 4). 

En effet considérons sur Nk l'opérateur gelé en y, L = (<f> ' ) ( î Y?), alors 
y y i=l 1 

(Ly ~ -7~)q(t,x,y) - O. 

3 
Comme de plus (L - )p(t,x,y) = 0 , on en déduit que d t 

(L " "|^)(p-q)(t,x,y) = (L -L)q(t,x,y) 

= c))*(Ly-L)r(t,(t)y1(x),(J)y1(y)) 

- S(t,x,y) 

Par suite, si on pose p * S p (t-s,x, z)S (s, z,y)dir(z)ds, p-q doit être 

Y.k J° 

de la forme p * S et on est amené à chercher p sous la forme q H" I q - S*n. 
n>l 

Il s'agit donc d'étudier S(t,x,y) et ses itérés S (t,x,y) et de s'assurer qu'ils 

sont suffisamment "petits" pour t petit. En fait S(t,x,y) = R r (t,cj> '(x),0) où 
v 2 * 2 37 Y 

R = 2.Y. - cf) (X.) est de degré local inférieur ou égal à 1 en 0. On peut penser que 
7 i=l1 y 1 

ce degré local, contrebalançant les singularité des différentielles de r permettra de 

trouver un majorant de S(t,x,y) pour x proche de y ; quant aux points x éloignés de y, 

l'uniforme bornitude des coefficients de R et de leurs différentielles, ainsi que la 
y 

décroissance très rapide de r et de ses différentielles lorsque x s'éloigne, devrait 

permettre de répondre ! 

Des travaux ont été entrepris dans cette direction par C. Bellaïche et M. Chaleyat-

Maurel sur le cas du Laplacien de Kohn sur le groupe d'Heisenberg où r est donné "ex­

plicitement". Mais les méthodes classiques d'itération sur3Rm ne sont pas applicables 

et les calculs sont difficiles à mener. 
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CHAPITRE 15 

DIFFUSIONS GAUSSIENNES 

par 

Mireille CHALEYAT-MAUREL et Laure ELIE 

0. Introduction . 

Dans ce chapitre nous allons étudier un exemple de diffusions à générateur hy­

poelliptique sur IRm : les diffusions gaussiennes. Cet exemple est intéressant dans 

la mesure où il permet d'explorer l'étude d'un certain type d'opérateurs hypoellipti­

que s . 

Plus précisément, soit M une variété C°° de dimension m et Xj,...Xr,Y, des 

champs de vecteurs C°° sur M. On considère l'opérateur semi elliptique : 
r 

1 Y 2 . L = y X^ + Y. Nous savons que cet opérateur est hypoelliptique au sens de 

Hormander si l'algèbre de Lie ^6(Xj,...X^,Y) engendrée par Xj,...Xr,Y est de di­

mension m en tout point. 

Nous pouvons considérer les trois classes d'opérateurs suivantes : 

<£> La dimension de ¿6 (X^C Xi ,Y] C [ Xi, T Q ^ ^ J G , i = l,...r) est m en 
m-1 fois ^ 

tout point de M. Cette hypothèse garantit 1'hypoellipticité de L et de L -

et donc l'existence de la densité de transition associée à la diffusion de générateur 

L. (cf. R. Azencott. Chap.2). 

(5) £g(Xj,..-X^) est de dimension m en tout point; cet exemple ayant été traité 

par B. Gaveau sur certains groupes nilpotents (C6 ]). 

(5) Le cas involutif : on suppose que pour tout k e {0,l,...m-l} , l'espace vecto-
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riel engendré par les champs {X±9ZX±9Yl 9 . . .CCX^Y , Y j ; . .Yl} i = {l,...r} est in-
k fois 

volutif en tout point (c'est-à-dire est égal en tout point de M à l'algèbre de Lie 

engendrée par ces champs), et on suppose qu'il existe p e j$ (évidemment inférieur 

ou égal à m - I ) , tel que la dimension de 3£ soit m. 
P 

Autrement dit, si on regardé l falgèbre de Lie engendrée par les X. et tous les 

crochets des X^ et des Y, i e {1,...r} , elle est en tout point égale à f̂c- et 

seuls les crochets du type suivant LlX.,Yj,-Y^_] » k e { 0 , . . . m - l } sont susceptibles 

de contribuer à la construction de l'espace ^ L a n g e n t en tout point. 

Les classes (2) et ¡3) sont des sous-classes de (T) et les éléments communs à ces deux 

liasses sont les opérateurs elliptiques. 

Les exemples les plus simples d'opérateurs du dernier type sont les générateurs 

différentiels de diffusions gaussiennes; et ce sont en fait ces diffusions qui moti­

vent l'introduction de cette classe (§) car elles sont un bon outil d'approximation 

les opérateurs de cette classe. 

Par exemple, considérons un opérateur L = l a (x) 
i.1=1 J 

d 
3x.3x. 1=1 1 

sur M , élément de la classe(¿1 On dira que L est défini par la matrice 

a(x) = [a..(x)] j < m et le vecteur b(x) = [b_^(x)3 1 < £ < m • Alors on peut remarquer 

que l'opérateur L^ figé en Ç défini par la matrice constante a(£) et le vecteur 

b(Ç) + JacbÇÇ) [ x - Ç 3 , appartient à la classe(^f)et est le générateur d'une diffusion 

gaussienne. Ces opérateurs L^ approchent correctement L (on a tout simplement fait 

un développement du 1 e r ordre de b) et leurs densités de transition peuvent servir 

de paramétrix dans l'étude de la densité de transition associée à L. Ceci sera déve­

loppé dans (L. Elie E 5 3 ) . Comme on peut calculer explicitement les densités de tran­

sition associées aux L̂ . , on obtient des majorants et certains équivalents de la 

densité de transition de L. 

Dans ce chapitre, nous allons étudier tout simplement les diffusions gaussiennes. 

Le calcul explicite de leurs densités de transition lorsqu'elles existent (c'est-à-

dire exactement lorsque leurs générateurs appartiennent à la classe (5)) suscitera l'in­

troduction au paragraphe 3 d'une fonctionnelle de Cramer permettant d'interpréter 

ces densités. 

Au paragraphe 4 , nous évaluerons, si X̂_ désigne la trajectoire de la diffusion, 

l'expression log p

x C X t e A] où A est une partie de lRm . Nous verrons que cette 

expression peut être approchée par des termes de la forme ~^^A) °^ ^(A) e 1R+ et 

où k(A) est un entier impair dépendant de A. Les estimations du type Ventcell et 

Freidlin donnent une approximation de tLog PCX^e A ] , qui peut être éventuellement 

infinie (Azencott [ 1 3 ) • Nous avons recherché ici la bonne puissance k(A) de t qui 
k(A) 

permette d'approximer t Log PCX^ e A 3 de façon satisfaisante. Les résultats que 

nous obtenons seront des prototypes dans l'étude des opérateurs du type (3) 

(M. Chaleyat-Maurel et L. Elie [21 ) . 
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1. Diffusions Gaussiennes. 

m 1 r 2 
1.1. Cadre. Soit sur TR l'opérateur L = J + Y où les champs de vecteurs 

i=l 
oo 

X. , . . . ,X et Y sont de classe C 1 r 

Si (Xj,...,xm) désigne un système de coordonnées, on désigne par 

o(x) = [a^ j(x)] i<£<m ^e cnamP C de matrices rectangulaires défini par : 

1< i<r m a 
x = l a .(x) , 1 < j <r. 
j is=, i,j dxi 

Alors si on pose a(x) = a(x) a(x) = [a, . (x) ], . _ , on obtient *, 

1 m 

L 'i J. , a i , j ( x ) 

э 2 

Эх.Эх. + J, V * ) 3x7 
1=1 1 

m 
où b.(x) = y.(x) + l O. (x) 

1 1 j,k=l J,K 

3ai,k(x) . v ? , , 3 
si Y - I y (x) ^ - . 

j 1=1 i 

1.2. PROPOSITION. Les deux assertions suivantes sont équivalentes. 

W L = 1 l a..(x) a % 4- Jb.(x) tf-
2 .u . . ii 3x.3x. . i 3x. 
i,J=l J i j i=l i 

e s t Z-e générateur 

différentiel d'une diffusion gaussienne homogène. 

(ii) a(x) = a, b(x) = bx + c avec a et b deux matrices m *m constantes 

et c un vecteur constant. 

On notera L(a,b,c) un teZ- générateur. 

Pour la démonstration de cette proposition, on pourra par exemple consulter 

E. Nelson (C 9:) . 

1.3. PROPOSITION. Soit L(a,b,c) le générateur d'une diffusion gaussienne homogène 

sur 3Rm . Alors L vérifie la condition d'hypoellipticité (£)si et seulement si la 

matrice m x m suivante 

£a ba b^a ... bm ^aj 

est de rang m . 

De plus l'opérateur L est alors hypoelliptique au sens <5E) . 

ème . Démonstration. Notons X. , 1 < i < m, le i vecteur colonne de la matrice a, c est-
m 1 

à-dire que X. = ) a. . — . Comme les champs de vecteurs X.,...,X et ^ i . Z j t j , i 3 x . r l * ' r 
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X,...,Xm sont constants et comme a = a*~o , l'espace vectoriel engendré par 

Xj,...,X^ est identique à celui engendré par Xj , ...,Xm . Par suite il est équiva­
lent de vérifier lThypothèse (p pour les champs X. , . . . ,X ,Y ou pour les champs 
s<> ~j I r 
X , • . . , X , Y. 
1 m 

Or on remarque : 

^ m ~ m m 
[X Y] = Ll a• ± ~ , 1 ( 1 \ P V c k } IT1 1 j = i J » 1 dxj k=l p=l ^p p k dxk 

m m 

k=l j = l RJ J1 ^ k 

et donc [X.,Y] est le ieme vecteur colonne de ba, et ainsi de suite 
eme k [... C[X.,Y1,Y] ... Y] est le i vecteur colonne de b a. 

k fois 

Comme ces champs de vecteurs-ci sont constants, l'espace vectoriel $C engendré 

par {X^, [X^,Y"j,... [QX^,Y3 . ,Yj i = 1 , . . . ,m} est involutif et l'opérateur L 

k fois 

vérifie la condition (D si et seulement si il existe un p tel que la dimension 

de <36 soit m. Nécessairement ce p sera inférieur ou égal à m-1 puisque si 

=^k+ l 9 on a = pour tout j ^ k. D'où la proposition. 

^> 

Comme de plus les espaces vectoriels ^ k et <3£k (définis dans l'introduction à 

l'aide des Xj,...,Xr>Y) sont identiques, on en déduit que si L vérifie l'hypothèse 

Q) , il est hypoelliptique au sens (3) 

1.4. Forme des diffusions gaussiennes. Une diffusion gaussienne homogène associée 

à L vérifie l'équation différentielle stochastique : 

(1) dX = .adl* + (bX +c)dt 
t t t 

où a = at"a et B est un brownien r-dimensionnel si 0 est une matrice rectan-
t 

gulàife (m,r). 

Il y a existence et unicité globale sur 3Rm de la solution de (1) partant de x, 

élément de Hm , au temps zéro. Cette solution s'explicite par la formule suivante : 

(2) X = (exp tb).x + (exp(t-s)b).a dBg + (exp sb).c ds. 
t JQ J0 

En dimension 1, on retrouve le processus d'Ornstein-Uhlenbeck (voir E. Nelson 

Cïl). 

1.5. Exemples. 

a) • Sidet(a) ̂  0, le générateur L est elliptique. 
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2 
3). Plaçons-nous sur ]R et posons a = ^ о о ' 4 1 О ' 

5( 0 ) 

Alors on peut choisir O = (1,0) et la diffusion X s'exprime à l'aide d'un brownien 
1 

uni-dimensionnel B et s'écrit sous la forme 

f x
1 - b1

 + x
1 

t t O 
2 ft 1 2 1 X = B ds + X + t X l t J0 s 

Cet exemple est l'exemple le plus simple de diffusion gaussienne dégénérée hypoellip 

tique. 

Plus généralement, nous allons voir que cette forme particulière d'expression de la 

diffusion à l'aide de brownien et d'intégrale de brownien est liée au caractère nil­

potent de la matrice b. 

1.6. PROPOSITION. Soit L(a,b,ç) le générateur d'une diffusion gaussienne homogène 

sur ]Rm . Si la matrice a est de rang n Q j alors X^ ne dépend que d'un brow­
nien n dimensionnel B_ . 

o t 
Si de plus la matriee b est nilpotente d'ordre p alors X s'exprime comme 

application linéaire de B t 

r f 1 r 
B ds, ds [ B ds] 

JO JQ 1 JQ 

f f 2 ds,[[ !B ds] 
JO '0 JO 

et d'une fonction c(t) non aléatoire. 

Démonstration. Comme a est de rang n Q , il en est de même de O; et par suite 

o"Bg est l'image par une application de matrice 0"o rectangulaire m x m^ d'un brow­

nien nQ—dimensionnel. La première assertion est alors immédiate à l'aide de (2). 

Si la matrice b est nilpotente d'ordre p, nous avons b P = 0 et d'après (2) 

f f P ft- Ì k 
X = (exp tb) .x + (exp sb) .c ds + l \V b a dB . 

c Jo Jo k=0 

Or d'après urie application simple de la formule d'Ito, 

J0 k! 
dBs = [ ... [ ds ( [ lbkO Bs ds), 

^J_o__jq ^o 

d'où X t = c(t) 
p-1 rt rs? rs. , 

+ l ... Z ds ( ]b K QBS ds). 
k=0 }0 J0 J0 

^ 1 

1.7. Remarque. Notons H = a(]Rm) + ba(lRm) +...+ b™ ^(ÎR™). 

rc m 

Alors la variable (exp(t-s)b)„cr dBo prend ses valeurs dans H . Par suite si c est 
J Q ^ 

un vecteur de H , le processus X^ s'il part d'un point x de H reste dans H , et m v t v m m 
le générateur dé ce processus induit sur vérifie la condition d'hypellipticité (T) 
En d'autres termes, on pourrait dire que toute diffusion gaussienne sur ]Rm s'écrit 259 
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comme somme de processus non aléatoire et d'un processus porté par un sous-espace 

vectoriel de IRm dont la projection sur ce sous-espace est une diffusion hypoellip­

tique (vérifiant (j) ) . 

1.8. Calcul de la matrice de covariance et de la densité de transition. 

Soit L le générateur d'une diffusion gaussienne . Il suffira pour connaî­

tre la densité p(t,x,y), lorsqu'elle existe, du semi—groupe de transition associé, 

de déterminer la matrice de covariance du processus Xfc : 

K(t) = E [(Xt-E(Xt))
 t(X t-E(X t))] 

= E ( |t(exp(t-s)b)..a dB g)
t( J ^exp(t-s)b) ,a dB g) 

f t t = (exp tb) ( (exp sb).a. (exp-s b)ds)(exp t b.) 

D'où K(t) = [ (exp sb).a.(exp sHo ds. 
•>0 

Par suite on obtient le résultat suivant : 

1.9. PROPOSITION. Soit L(a,b,c) le générateur d'une diffusion gaussienne sur IR m . 

Si la matrice K(t) = (exp sb)a(exp stb)ds est inversible pour tout t > O le 

semi—groupe de transition de générateur L admet pour densité par rapport à la mesure 

de Lebesgue la fonction p(t,x,y) définie sur 1R +x lRm x 3Rm définie par ; 

p(t,x,y) 
= (/7тт)т/ 2 

1  
/det K(t) 

exp - S^(x,y) 

où S^(x,y) = 1 t <f(t,x,y) K ](t) <f>(t,x,y) 

avec ^(tjXjy) = y - (exp tb).x- (exp sb). c ds. 
J O 

1.10. LEMME. La matrice K(t) = j (exp sb)a(exp stb)ds est inversible pour t > O 

si et seulement si la matrice 0 A = (a ba ... b m 1 a] est de rang m. 

Preuve : Soit u e ]Rm tel que K(t)u = 0. Comme exp sb.a exp s^b est une matrice 

symétrique de type positif, on en déduit que pour tout s e U0,tC , exp sb.a.exp stb.u 

est nul. Comme exp sb est une matrice inversible, il en résulte que, pour tout 

s e]0,tC , a exp s tb.u est nul, et donc que pour tout entier k positif ou nul 
t k • • t - . 

a b u = 0. P a r suite u appartient au noyau de la matrice A. Réciproquement 

soit u tel que fcAu = O. Alors, pour tout entier k compris entre O et m-1, 

a tb ku = 0 . Il découle du théorème de Cayley-Hamilton, qu'en fait a = 0 

pour tout k et par suite u appartient au noyau de K(t). 

En conséquence K(t) est inversible si et seulement si le noyau de *"A est 

réduit à {0J , c'est-à-dire si et seulement si le rang de A est m. 
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2. Diffusions gaussiennes hypoelliptiques. 

L = i i l , < + Y le générateur différentiel d'une diffusion gaussienne 

sur JR . On considère la suite croissante des espaces vectoriels <HĴ  , k e JN , engen­

drés par les champs constants (x^, [X^,Y] , . . . , [ [ X^, Y ] ... Y ] , i e {l,...r}} • 

En fait 36^ est pour k > 0 l'espace vectoriel engendré par ̂ ^-i et [«5<f̂ _j,Y] 

On notera n, la dimension de ¿36 . 

1 v 2 . 

2.1. Soit L = y + Y le générateur différentiel d une diffusion gaussienne 

sur 1R . On considère la suite croissante des espaces vectoriels 3 ^ , k e ]N , engen­

drés par les champs constants (x^, [X^,Y] ,...,[[ X^,Y] ... Y] , i e {l,...r}} • 

En fait <3&k e s t pour k > 0 l'espace vectoriel engendré par ̂ ^-i et [«5<f̂ _j,Y] 

On notera n^ la dimension de ¿36̂  . 
Si L est un générateur hypoelliptique, il existe un entier p < m-1 pour le­

quel est de dimension m. 
P 

2.2. DEFINITIONS. Soit L le générateur différentiel hypoelliptique d'une diffusion 

gaussienne sur 3Rm . Une base de lRm sera dite adaptée à L si* dans le système 

de coordonnées associé* pour tout i e{o,...,p}_,{ -ĝ - 1 < k<n^} est une base 

de S€> .̂ On appellera N^ l'espace engendré par les éléments de la base compris eritre 
les rangs n. f et n.. Alors !Rm = .ê^ N. . ^ î-l i i=0 i 
De plus pour k e{ 1,...,m} * on notera n(k) l'entier i e {1,..,p}tel que n^_j<k < n^ 
si k> n et n(k) = 0 si k < n 

o o 

2.3. LEMME. Soit L le générateur différentiel hypoelliptique d'une diffusion gaus­

sienne sur ]Rm . Dans une base adaptée à L* l'opérateur L s'écrit L(a,b,c) où 

a = f a o 0 ] 

_ 0 0 J 

avec a matrice carrée n x n inversible 
o o o 

et où 

b 
no I n l , n 2 « 

n . . . . . 1- - - J - -
o 

bj * ! * 1 * 

n i . : . . 

O . b9 * * 

n2 - - 7 - - . 
o o » b 3

 1 * 
n 3 - . I . J _ _ 

0 1 o » o 1 

I l 1 

On appellera d la matrice m x m du type ci-dessus où les matrices * sont remplacées 

par des matrices nulles. La matrice d est donc seulement fonction de b f c „ k e {1 ,. . .p} 

et est une matrice nilpotente d'ordre p+1 . 

Preuve. Comme l'espace vectoriel engendré par X^9...9X^ a pour base 
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•L " , 1 < i <n } , la forme de a est immédiate, o 

Pour tout k > 1, est l'espace vectoriel engendré par 

i *é - £ ¿ 7 ' Yl • ie{1 no +---+ nk-i}} • °r 

[ ¿ 7 • Y ] = ( ¿ 7 > jîi <bx+c>j ¿ 7 1 = j!, V ¿ 7 • 

Donc, puisque [ 3 x »Y] appartient à 3 ^ s^ i - » on doit avoir b^ ̂  = O 

pour j > n^ . D'où la forme de b. On note, pour k e {l,...,p } , b^ la matrice 

n, x n.- . de coefficient c. . = b , . . . avec n , = O. On peut remarquer 

que de par la construction des espaces 5 ^ , la suite des entiers n^-n^j est 

décroissante et que chaque matrice b^ est de rang n^-n^j • 

2.4. PROPOSITION. Soit L le générateur différentiel hypo elliptique d'une diffusion 

gaussienne sur 3Rm . Dans une base de lRm adaptée à Lj la matrioe de covariance 

K(t) de la diffusion s'écrit U(t)B(t)U(t) où U(t) est la matrice diagonale de termes 

diagonaux t(2n(i) + 1)/2 pour ie£l,..,mje£ où la matrice B(t) tend lorsque t—>0 

vers une matrice B inversible ne dépendant que de a et de d. Plus précisément, 

B(t) = B+tC(t) où C(t) est une matrice bornée au voisinage de O . 

Preuve. Considérons X la diffusion gaussienne de générateur L(a,d,o) et notons 

K(t) sa matrice de covariance. La matrice d est nilpotente d'ordre p+1. Alors 

^ ft p p 
K(t) = (I+sd +...+ ^-r dP)a (I+std +...+ tdP)ds 

J0 p! P! 

2 
= ta + ̂ 2"(da+atd) 

k k-1 ,k-l-i t,i 

**• V> iéo (k-l-i)!i!; ' 

t2p+1 d V d * 

2P+1 (Pt)2 

Or de par la forme de d et a, nous avons pour i,j £{o,...,p} , 

,i t, j d a dJ = 

ni-i 

1 . 
1 

r- n. , n. 

0 r 0 1 0 

1 I . . . 

0 » D. . 1 O 

0 1 0 I O 

avec D. . = b...b.a tb1..tb. 
i,J 1 1 o 1 j 

i t ' 
Comme les blocs D. . des différentes matrices d1 a dJ sont tous disjoints pour 

19 J 
0 <i,j ^ p, nous obtenons 

K(t) - U(t) K(l) U(t), 

si U(t) est la matrice diagonale de termes diagonaux t(2n(i)+l)/2 pour 

1 e {l , . . . ,m } . 
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De plus les blocs D^ q , matrice (n^ri^^x n^ sont de rang n^-n^_j pour tout 

k e {0, . . . ,p } . On en déduit aisément que la matrice m x m^ [a da ... dm ' a] est 
~j 

de rang m et par suite L est un opérateur hypoelliptique. Les matrices K(t), et 
*%* 

en particulier K(l) sont donc inversibles. 
-*J ~« 

Enfin si K. . désigne le bloc de K(l) formé des coefficients k avec 
9 J X> 9 S 

n. . < £ <n. et n. , < s < n. , on a 1 — 1 i 1 — 1 i * 
b. ...b, a b.... b. 

*i,j i!j!(i+j+l) 

Nous allons maintenant approximer K(t) par K(t) ce qui revient à " approcher" 
*>t m i t l l t l l l 

la diffusion par X̂ _. Nous pouvons écire b = d+f, alors b a b J = d a dJ + F ,J 

où la matrice FL,~' est de la forme suivante 

F£'J = n. , 
L- I 

n. 
1 

n._, n. 1 

* I * I o 

... 1 . . . . 1 . . . . 
I ! 

* I o o I 

i f ! . . . . . . . . . . J 

0 , 0 I O i 

et en particulier tous les blocs sont nuls si k+Jl>i+j . 

Par suite si on cherche à calculer le bloc K. .(t) de K(t) (c'est-à-dire la ma-

trice des coefficients k. avec n. <£<n. et n. . <s<n.) , on aura, pour 

i,j e {0,...,p}, 

,i t.j ^i+j + l 

i,j W i!j! i+j + 1 
+ ti+J+2 C. .(t) et C. .(t) converge 

lorsque t O. D'où K(t) = U(t) [K(l) + tC(t)] U(t) si C(t) est la matrice de 

blocs C. .(t). Il suffit alors pour conclure de poser B = K(l). 
1 9 3 

2.5. COROLLAIRE. Soit L le générateur* différentiel hypoelliptique d'une diffusion 

gaussienne sur ]Rm j et soit dans une base adaptée à L* la densité continue 

p(t,x,y) définie sur ]R+ x lRm x ]Rm du semi-groupe de transition de générateur L * 

alors* lorsque t -* 0 * 

log p(t,x,y) ̂  - i t(y-x) U (t) B U (t) (y-x) 

où les matrices B et U(t) ont été définies dans la proposition 2.4. 

Plus précisément si y^~x£ désigne la projection sur N. de y-x * nous 

obtenons 

log p(t,x,y) ssJ - j yr-j-j (yi-xi)ci(yi-xi) 

avec matrice ni"n^]xni-n^ì Z * si i = sup {k e {0,...,p} , yfc - x̂ . ̂  0} . 
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Preuve. D'après la proposition 1.9, log p(t,x,y) ̂  - S^(x,y) lorsque t 0 . 

Or S^(x,y) = \r tt y -(exp tb).x - (exp sb). c ds] K 1(t)[y-(exp tb).x- (exp sb).c ds] 

et y - (exp tb).x- (exp sb).c ds= y-x + t h(t) 
J0 

où h(t) est bornée au voisinage de O. Le corollaire est alors immédiat, les ma­

trices ĉ  se calculant à partir de B '. 

Signalons une note de D. Manankiandrianana (C7]) traitant un exemple de ces 

diffusions gaussiennes. 

3. Transformée de Cramer. Hamiltonien . Interprétation de la densité en temps petit  

à l'aide de l'action. 

3.1. Transformée de Cramer sur [0,t]]. 

Considérons sur lRm un opérateur différentiel du second ordre L > annulant les 
CO 

constantes et à coefficients C . Cet opérateur s'écrira donc sous la forme 
1 v dz v d 

L = 4 l a..(x) -5 5 + L b.(x) 3 . 
2 13 dx.dx. 1 9x. l<i,j<m J 1 j 1<i<m L 

On notera a(x) la matrice [a..(x)l . . et b(x) le vecteur de coordonnées 

(ь £(х); 

On considère alors sur lRm la forme quadratique définie par la matrice 

a(x) et on appelle forme quadratique duale de Q x (cf. Azencott chap. 12), 1 Tap­

plication : 

l<i,<m 

Q x : 3R CO, 0 0] définie, pour v £ ir 9 par 

Q*(v) = sup C 2 < v,w > -Q (w)] 
w £ E 

si <, > désigne le produit scalaire euclidien sur 3Rm x ]Rm . 

L'espace des trajectoires explosives définies sur Co,t] à valeurs dans ]Rm u ô, 

où 6 est le point à l'infini du compactifié d'Alexandroff, sera noté ^ t(]R
m) et 

£(Y) sera le temps d'exploxion de la trajectoire Y sur [0,t] . 

On appelle transformée de Cramer sur Co,t3 de (L,b) la fonctionnelle : 

\h

t : ̂ t d R
m ) _>C0,oo] 

définie par : 

XÌ<Y) - i 
ft A Ç(Y) 

cfY CY;-b(Ys>: ds si y; 
J Ci s 

existe presque partout, 

et Xb(y) = +00 si Y n'est pas absolument continue. 
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3.2. Hàmiltonien. 

On appellera hàmiltonien associé à (L,b) , la fonctionnelle définie sur 
—-m _m 
1R x R par : 

H(Y,q) = sup [- ̂  Q*(Ç-b(Y>) + <q,Z>l 

Remarquons que c'est dans L7l qu'à été, pour la première fois, introduit ce type de 

Hàmiltonien. 
3.3. LEMME. Q,Q* et H sont liés par les formules suivantes : 

(i) H(y,q) = l Q^(q) + <q,b> 

(ii) \ Q*(y'-b(y)) = su^ C-H(Y.q) + <q,Yf>3 

Preuve. On montre (i) en utilisant la définition de H(y,q) 

et en remarquant que si £-b(y) ^ Im a, Q*(£-b(y)) vaut +°° et n'intervient pas 

dans le sup; et si Ç~b(y) e Im a, il existe w tel que Ç-b(y) = aw. 

Alors, - -j QÇ(^-b(y)) + <q,£> = ~ "j <aw,w>+ <q,aw+b(y)> et cette fonctionnelle 

atteint son sup pour w = q d'où le résultat. 

On montre (ii) avec le même type d'arguments. 

3.4. Action. On appellera action de la courbe (y,q) élément de l'espace C^(]Rm x jRm) 
1 m m des courbes C définies sur [0,t] à valeurs dans 3R x ]R , la fonctionnelle 

J t < Y , q > = io C < q s ' ¥ « > _ H < Y s ' q s ) : d S ' 

Les bicaractéristiques sont par définition les extrémales de l'action, c'est-

à-dire les solutions des équations d'Euler : 

J 
l qf = -H 

y 
La propriété suivante exprime le lien qui existe entre l'action et la transfor­

mée de Cramer et plus précisément entre l'action des bicaractéristiques et la trans­

formée de Cramer. 

3.5. PROPOSITION. 

Soit (y,q) un élément de C*ORm x IR™) . 

A lors : 

J°(Y,q) > À°( Y) 

et si, (Y,q) est une hïoavaotêT'tst'ique : 

j"(Y,q) = Л"(у) 

Preuve. L'inégalité est évidente avec la formule (ii) du lemme 3.3. 
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Pour démontrer l'égalité dans le cas des bicaractéristiques, remarquons tout 

d'abord que si u et v vérifient v = au, v et u vecteurs de lRm , 

(*) Q.(v) = <u,a(.)u> = Q.(u) 

Soit ( y 9 q ) une bicaractéristique. Il découle de l'équation d'Euler : 

Y' = H

Q , 

que 

Y' = a(Y)q + b(Y). 

Et donc 

< Y' ,q> - H(y,q) = <a(y)q+b(y) ,q> - ̂  QyU) "< b(y) ,q> 

" ? Q Y ( q ) = I Q*<V-b(y)) d'après (*). 

Par suite 

J°(Y,q) | J < Y ; , q B > - H(Ys,qs) ] ds 

|J<Y;,qB>- H(Ys,qs) ] 
: ds = A*(y). 

3.6. Interprétation dans le cas des diffusions gaussiennes : 

Nous allons maintenant étudier ces fonctionnelles lorsque L est le générateur 

d'une diffusion gaussienne hypoelliptique. Nous verrons qu'il existe alors une unique 

bicaractéristique joignant x et y dans le temps t et que l'action le long de 

cette bicaractéristique est en fait le terme St(x,y) , exposant de l'exponentielle 

dans la forme explicite de p(t,x,y) (cf. paragraphe 1). De plus nous montrerons que 

l'action le long de cette bicaractéristique est égale à la borne inférieure des trans­

formées de Cramer de toutes les courbes de *2 (]Rm ) joignant x à y. Dans ce cas 

b(x) = bx+c; nous utiliserons alors la notation À^'0 et J b , C ou pour simplifier, 
b b 

lorsqu'il n'y aura pas ambiguité, À et car c'est la matrice b qui joue un 

rôle fondamental. 

3.7. PROPOSITION : Soit L(a,b,c) le générateur* d'une diffusion gaussienne sur ]Rm 

vérifiant la condition di'hypoellipticité ($) • Alors pour tout (x,y) e 3Rm x ]Rm , 3 

il existe une unique bicaractéristique (y,q) e c|(]Rm x ]Rm ) vérifiant y(0) = x, 
x, y t 

Y(t) = y. 
Si on note jb(x,y) l'action de cette bicaractéristique, on a 

J^(x,y) = Sb(x,y) 
où S b est la fonction définie en 1.9 

'Preuve. Le Hamiltonien associé à L est H(Y,q) = -j <q,aq> + <bY +c,q> , et les 
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équations d'Euler s'écrivent 

d Y 

HT = aq+by +c 

- bq - bq. 

La deuxième équation s'intègre en : 

q(s) = (exp - s b).qQ. 

Par suite 
4^ = a (exp - sÜb).q + by + c ds o 

et alors 

y (s) =(exp sb).yo + 
fS t 
(exp (s-u)b). a (exp -u b). q du 

Jo ° 

(exp ub). c du. 

Il existe alors une unique bicaractéristique partant de x au temps zéro et 

atteignant y au temps t si K(t) est inversible; en effet : y(0) = x et 

y(t) = y imposent : 

et 

Y = x 
° t -1 f 
q =texp t b) K (t) [y-^xp tb).x - (exp ub). cdu] 
° J Ci Le long d'une bicaractéristique l'action vaut : 

J t ( Y , q ) X f y * i J o <qs.a(Ys)qs> ds 

= J tqQ(exp - sb). a (exp - s^). q Q ds 

= | ^(t,x,y)K",(t)M>(t,x,y) = S^(x,y). 

3.8. PROPOSITION : Les hypothèses étant celles de la proposition 3.7* 

jj(x.y) = inf xJ(Y) 
* y^^.(]Rm) t 

y(0) = x 
y(t) = y 

Preuve. Soient x et y e R m et (Y,q) la bicaractéristique vérifiant Y(0) = x, 

y(t) = y. (Nous omettrons l'indice (x,y)). 

Nous savons (proposition 3.5) que 

jj(x,y) = J^(Y.q) = XJ(Y). 

Soit y u n élément de ^ t ( ] R
m ) tel que A^(Y) soit fini. Nous allons montrer 

que 

\_ (Y) a: A°(Y)-

Posons h = Y ~ Y » alors h(0) = h(t) = O. Comme X (y) et X T ( Y ) sont finis, 

Y G ~ b Y G — c et Y b Y ~ c appartiennent p. s à Im a, et par suite il en est 
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de même de h' — bh 
S S t t ~ 

Or Ab(y) ~ ÀN/Y) = \ f Q*( Y:-bY -c+h'-bh )ds - \ \ Q*(y'-bY -c) . 
t c z J Q s • s s s z j Q s s 

De la formule évidente suivante : 

Q*(au+bv) = Q*(au) + 2 <u,av>+ Q*(av) 

et de l'équation d'Euler: 

il résulte que 

A b(y) " Ab(y) = [ <q g,h s-bh s >ds + [ Q*(h'-bhs))ds . 
J 0 ^ O 

Le dernier terme est positif et nous allons montrer que 

f < q ,h'-bh >ds = O. 
Jo S S S 

En effet, il découle de l'équation d'Euler 

4 s - D q s ' 
que 

Î <q ,h'-bhs > ds 
. s s 
O 

- f t c < q s ' h s > + < - t W s , h s > d s -
J 0 

f t 

[ : < q s , h s > + ^ qs' hs > < d s  

j O 

= [<q ,h 
^s s O 

Ce dernier terme est nul puisque h(0) = h(t) = O. Et la proposition est démon­

trée . 

3.9. Notation : Nous poserons E b , C(x,y) = inf * b' C(y) pour (x,y) e HR™ x3R m , 

Y(0) = x 
Y(t) = v 

Nous pouvons donc interpréter le Log p(t,x,y), où p(t,x,y) est la densité de 
b c 

transition d'une diffusion gaussienne, à l'aide de l'action J ' (x,y) ou de 

E b ' C (x,y). 

Mais nous avions associé au paragraphe 2 (lemme 2.3) une matrice nilpotente d et 

l'opérateur L(a,d,0) à l'opérateur L(a,b,c) et nous avions remarqué que ce dernier 

opérateur L(a,d,0) suffisait à déterminer un équivalent de S b(x,y) et donc de 

Log p(t,x,y) en temps petit ; plus précisément nous savions que S^' c(x,y) ^ S^'°(x,] 

pour t proche de 0. Nous obtenons alors immédiatement le corollaire suivant : 

3.10 COROLLAIRE. Soit L(a,b,c) le générateur différentiel d'une diffusion gaussi­

enne vérifiant la condition d{1 hypoellipticité et d la matrice nilpotente associée 

(2.3) . Alors pour t proche de 0„ et (x,y) e 3Rm x 3Rm _, 

Log p(t,x,y) ^ J t'
C(x,y) ^J +.

,°(x,y) 

et Log p(t,x,y) E b' C( x,y)^E^'°(x,y) 
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3.11. Remarquons que la fonctionnelle de Cramer et l'action étudiées ici ne sont pas 

les mêmes que celles considérées au chapitre 13 où le terme b(x) n'est pas pris en 

considération. On peut se demander quels liens existent entre ces fonctionnelles. 

Considérons le cas des diffusions gaussiennes. Il est clair que dès que 

y-x ff Im a, E°(x,y) est infini et ne peut être comparé à E^(x,y). Par contre nous 
t b d 

venons de voir qu'il existe une matrice nilpotente d telle que E^(x,y) et Et(x,y) 

soient équivalents pour t petit. En fait nous avons approché l'opérateur L(a,b,c) 

par l'opérateur simplifié L(a,d,o) et nous avions remarqué (paragraphe 2) que les lo­

garithmes de leurs densités de transition avaient un comportement équivalent. Le cas 

où la matrice nilpotente d est nulle est exactement celui où l'opérateur L(a,b,c) 

est elliptique (dim a = m). Sinon l'opérateur L(a,o,o) ne vérifie même pas la condi­

tion d'hypoellipticité (3) et il semble fondamental d'approcher l'opérateur de départ 

par un opérateur hypoelliptique. 

Dans le cas d'un opérateur du second ordre elliptique sur H m défini, pour tout 

x de ]Rm , par une matrice inversible a(x) et un vecteur b(x), nous savons que, 

pour x et y proches, 

E°(x,y) ~ d (*' y ) en temps petit, où d est la distance 

riemannienne associée à la matrice a (x). Il est facile de voir que, pour des points 

proches, 

E (x,y) E (x,y) en temps petit, la forme quadratique 
* . — 1 duale Q x étant simplement la forme quadratique définie par a (x). 

Sachant (cf. [8 ] et chap. 5) que 

Log p(t,x,y) ^ E°(x,y) , 
on en déduit que 

Log p(t,x,y) ̂  E^(x,y) . 

Pour l'exemple du Laplacien de Kohn sur le groupe d'Heisemberg, il a aussi été 

prouvé (cf. [6] et chap. 13) que 

Log p(t,x,y) ~ E°(x,y) . 

Dans cet exemple, il n'existe pas de terme b(x), mais il semblerait naturel de se 
r 2 

demander, lorsque ce terme est non nul ef lorsque l'operateur \ X. + Y vérifie la 
i=l 1 

condition d'hypoellipticité © («£? (X̂  , . . . ,X^) est de dimension m en tout point) 

si on a encore 
E^(x,y) -, E°(x,y). 

On sait dans ce cas que inf E°(x,y) est fini pour tout point x et tout ouvert U 

m . y £ U * de ]R et on approcherait l'opérateur L par l'opérateur formé des termes du se-
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cond ordre, opérateur encore hypoelliptique au sens (J). 

Sous la condition d'hypoellipticité (5) il semble tout à fait envisageable de 
prouver que 

Log p(t,x,y) Et(x,y) ~> Et(x,y) 

où d est une matrice nilpotente obtenue à l'aide de la matrice Jacobienne de b(x) 

par des méthodes identiques à celles du cas gaussien. En quelque sorte la fonction 

Ed(x,y) serait une généralisation de la fonction E°(x,y) considérée dans le cas 

elliptique. 

Evidemment la fonction Eb(x,y) semble être attirante pour conjecturer que 

Log p(t,x,y) Et(x,y), mais ne serait-il pas préférable de faire appel aux fonctions 

simplifiées E°(x,y) , E^(x,y) pour ce type de conjectures ? 

Nous avons regardé le problème en terme de transformée de Cramer et non en termes 

d'action, car il existe des exemples (cf. L61 sur le groupe N 9, n > 2) pour 
b b n > 

lesquels Jt(x,y) est infini et ou par contre Et(x,y) est fini; et il semble que la 

notion de transformée de Cramer soit plus adéquate pour notre problème probabiliste, 

dans la mesure où c'est cette notion qui intervient dans les estimations du type 

Vëntcell et Freidlin de I Log p(t,x,y)dy . [13 
V 

4. Diffusions gaussiennes hypoelliptiques : estimations du type Vëntcell et Freidlin  

et comportement en temps petit : 

4.1. Lorsque l'on veut étudier le comportement en temps petit de la densité p(t,x,y) 

d'une diffusion , une méthode consiste, lorsque l'on a une forme explicite, à 

calculer directement un équivalent de p(t,x,y) (cf. S. Molchanov [8] pour le cas 

elliptique et B. Gaveau L63 pour un exemple hypoelliptique du type (2) )• Une autre 

méthode envisageable consiste à étudier le Log *̂X(X e V) pour certains voisinages 

et de faire tendre le volume de V vers zéro. Nous allons dans le cas des diffusions 

gaussiennes étudier Log I*X(X e V) par des méthodes du type Vëntcell et Freidlin, 

et nous verrons qu'il est très difficile d'en déduire des résultats sur le Log p(t,x,y 

Il semble en effet que cette méthode soit utilisable lorsque 

Log P(t,x,y) ̂
 c ( x ; y ) 

où c ne dépend pas de t. C'est le cas elliptique et le cas du Laplacien de Kohn sur 

le groupe d'Heisenberg. On peut prévoir que c'est aussi le cas des générateurs 

L = 1 l X? + Y vérifiant l'hypothèse (?) c'est-à-dire ¿6(Xj,...,Xr)(x) = T x(H
m ) 

i= 1 
pour tout X € 3R . 

Or dans notre cas Log p(t,x,y) ~> °5 X* y\ où la puissance k dépend de x et 
k(x,y) 
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y et les estimations du type Ventcell et Freidlin vont faire aussi intervenir ces 

diverses puissances; les passages à la limite sont alors plus délicats, puisque 

k(x,y) varie selon les points du voisinage V. 

4.2. Nous nous proposons donc d'obtenir des évaluations de Log P x(
x

t

 6 V) pour cer­

tains voisinages et pour cela, comme dans le cours de R.Azencott Cl], nous utilisons 

le lien entre ces questions et les estimations à la Ventcell et Freidlin. 

Il suffit d'abord de remarquer qu'étudier la diffusion X sur [0,t] lorsque t 
£ s 

tend vers zéro, revient à étudier la diffusion Y g = X £ g sur [0,1] lorsque e 

tend vers zéro. 

De plus, si X g a pour générateur différentiel L et vérifie l'équation diffé­

rentielle stochastique : 
r dX = adB + (bX +c)ds \ s s s 

1 X = x o 
Y g a pour générateur différentiel £L et vérifie l'équation différentielle stochas­

tique : 

S 
e 

r dY^ = /Ta dB& + e(bY^+c)ds 

j Y £ = x L o 

L'extension des estimations de Ventcell et Freidlin au cas hypoelliptique (cf. 

R. Azencott Cl] ) donne un encadrement de Log Px(Y
G e A) pour un paquet de trajec­

toires A, où Y désigne la trajectoire de Y^ sur [0,1] ; mais avant de rappeler 

ce résultat en 4.5. nous énonçons quelques définitions nécessaires. 

4.3. L'espace des trajectoires. 

Désignons par C(TRm) l'espace des fonctions continues de [0,1] dans 3Rm muni 

de la topologie de la convergence uniforme. C(]Rm ) est alors l'espace des trajectoi­

res. 

Nous allons étudier les projections du processus sur certains sous-espaces N^ 

(voir le paragraphe 2) et nous aurons besoin des espaces de trajectoires correspon­

dant que nous noterons C(N^), O < i<p. 

Pour x = ( X q , . . . x ^ , . . . X p ) , Cx(]R
m) sera le sous-espace des fonctions f de 

C(lRm) telles que f(o) = x; et C (N.) le sous-espace de C(N.) tel que ses 
i 

éléments vérifient f.(o) = x. . 
i i 

4.4. Soit L(a,b,c) le générateur différentiel d'une diffusion gaussienne hypoellip­

tique. On notera Q q la forme quadratique associée à a et Q* la forme quadratique 

duale. L'ensemble des v € R tels que Q Q(
V) soit fini coïncide avec a(Rm ) = N Q; 

on l'appellera le sous-espace horizontal de ]Rm (relativement à Q Q ) . 

Sur N , Q définit une norme et donc une distance; on désignera la norme par 
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11 v II = <v ,a > = <v ,D ' v > avec les notations de la proposition 2.4., où 11 o" o o o o o 0,0 o n ~ 
< > désigne le produit scalaire usuel sur ]R , et on notera la distance par 

d (x ,y ) = ||y - x || o o ^ o 11 •'o o 11 o 

L'introduction de cette norme prendra tout son sens dans sa généralisation aux diffé­

rents sous-espaces . 

On considère alors la fonctionnelle A : C (3Rm ) [O,00] définie par 

1 f1 * 
A (g) = "ô" Q (gl)dt si g' existe au sens de Lebesgue p.s. sur [0,1] o z jQ o t t 
(g) = +°° sinon. 

Cette fonctionnelle n'est autre que la transformée de Cramer sur [0,1] de (L,o). 

On définit alors la fonctionnelle de Cramer AQ par 

A (A) = inf A (g) pour A c C(]Rm) % 
° geA ° 

4.5. Soit la diffusion de générateur eL(a,b,c). Alors cf. Azencott [1] , on a 

11 encadrement suivant : 

- A (À) < lim e Log P (Yee A) < lim eLog P (Ŷ e A) < - A (À) 
0 e^Ô x e-*0 x 0 

où A est la fonctionnelle de Cramer de S et A une partie de C (]Rm ) . ô e x 

Ce résultat donne pour des ensembles assez réguliers A un équivalent du 
£ c t e 

Log PX(Y e A) en - — ~ si AQ(A) < °°, c'est-à-dire si le paquet de trajectoires 

contient des courbes horizontales; mais si AQ(A) = °°, le théorème n'est pas assez 

précis, le problème étant alors de trouver la "bonne" puissance k telle que 
k e lim e Log P (Y e A) soit finie. 

e-K) X 

Nous allons donner des exemples d'ensembles A pour lesquels nous trouvons les 

bons exposants mais avant, nous allons introduire des nouvelles fonctionnelles, atta­

chées à chaque sous-espace N^ et qui, comme Aq pour caractérisent en un cer­

tain sens le comportement de la projection des trajectoires sur N^ . 

4.6. DEFINITION. Pour chaque i e {0,...,p} (pour i = 0 on retrouvera la défini­

tion du sous-paragraphe 4.4), on appelle la forme quadratique associée à la ma­

trice carrée positive (m—n. .,m—n. .) D.. obtenue comme suit : 
v 1-1' î-l 11 

n.-n. , m-n. 1 î-l î-l 
D. . = ~~ "~ 

D. . O 

n. —n . . ... —- 1 
1 1-1 

0 O 
avec D. . = b....b, a b, ... b. (et D = a ) et soit Q. sa forme quadrati-1,1 1 l o i 1 0,0 0 1 ^ 
que duale à valeurs dans [0,+°°] définie par la formule habituelle : 
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m—n. _ 
j Q¿(w> = suPn-n C<t,w> - y î(t> ] > w e R x 

t€Rl i_1 

(on notera également <,> tous les produits scalaires usuels dans les différents 

R , la signification étant claire pour chacun). 
m-n. , . 

De même que pour , l'ensemble des vecteurs w de R tels que Q^(w) 

soit fini coïncide avec N^ , ce sera le sous—espace horizontal associé à . 

Sur N^ , Q? définit une norme et une distance, on désignera par ||ŵ || ̂  la 

norme et d_̂ (x̂ ,ŷ ) = ||ŷ -x̂ || ̂  la distance. 

On a donc : ||w. I! . = <w.,D.! w.> , le produit scalaire usuel étant sur M ! M ! i ' 1 1 i 
n. - n. , 

« 1 1-1 . 
m~ni-l 

Soit alors la fonctionnelle : C(R ) -> C0,oo] définie par : 

A. (g) = 4" I Q * ( ê 5 ^ + ^ ) d t g ^ + '^ existe au sens de Lebesgue p.s. i z J i t t 
sur [O, n . 

A^g) = + oo sinon; 

m~ni-1 
et on posera A.(A) = inf À.(g) pour toute partie de C(R ). 

1 geA 1 
Donnons maintenant le résultat pour les paquets de trajectoires où l'on n'impose 

rien aux coordonnées avant N^ et où l'on assujetit les suivantes à rester dans un 

ensemble fixe. 

n. m-n. 
4.7. THÉORÈME. Soit A = C (R ) x A. avec A. borélien de C (R 1) , xN ' v i x x o i* * p 
on a alors avec les notations oi—dessus* et x =fx ,x,,...x.,...x ) : 

v o 1 i p 
- A . (A.) <lim e2l+1 Log P (Ŷ e A) < lïm" e2l+1 Log P (̂ e A) < - A. (A.) i i —7- x _ xv 1 1 e->0 e^O 

Nous allons démontrer ce théorème dans le cas i = 1, et pour ce faire, si nous 

notons les coordonnées à partir du rang n0+l > Suffit d'étudier Ŷ  car : 

P [Y8 € A] = P, v CŶ  € A, ] . 
x (x.,...X ) 1 1 1 D 

La démonstration se fait alors en deux temps comme dans le cours de R. Azencott ClD. 

D'abord on prouve la continuité de l'application mesurable qui à e/e.^ associe 

Ŷ  , où B est la trajectoire du mouvement brownien sur [O,1] . Pour cela on montre 

que si eSeB est proche d'une fonction f donnée, Ŷ  est proche de gj où 

gj est la solution du système déterministe suivant : 

8i • b i V 
g;(o) = 0 
S i ( 0 ) = <xi,...,Xp) 
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avec b, a f rb, a T \ n -n 1 o 1 o 1 1 o 
m-n J ' 

o | 
O 

V. L (on a prolongé ^]a0 est une matrice (n^-n^,^) par une matrice de zéro de 

dimension (m—n,,n )). 
1 o 

On notera également (Xj,...,x ) - x̂  pour plus de commodité. 

4.8. LEMME Pour tout r] positif, il existe Sq et a tels que si e < EQ , 

d( e/eB,f)<a d(Y^,GL) < n 

où d désigne à la fois les deux^di stances uniformes sur [0,1] la première pour 

les fonctions à valeurs dans 1R ° , la deuxième pour les fonctions à valeurs 
m-n 

dans ]R ° 

Preuve. Notons par un indice supérieur les coordonnées de toutes les fonctions qui 

interviennent ainsi que celles du processus. 

Remarquons tout d'abord qu'il suffit d'évaluer ||Ŷ ,:L — ĝ '1!! pour i > n^ , 

t £ [0,1] où g est la solution du système déterministe : 

( g'£ = 1 of + e(bge+c) 

[ gG(0) = x. 

En effet montrons que || ge *=L—|| tend vers zéro lorsque e tend vers zéro pour 

tous les i > n 
o 

On a pour i > nQ : 

g"8'1 = (baf)1 + (e2b2ge+ e^c+ec)1 . 

En remarquant que la matrice ho s'écrit : F . c l 

n • -

bl °o 

nr*' — ' 
0 O 

On obtient : 

„e,i ni / 2, 2 e _,_ 2, .i g -gj = (e b g +e bc+ ec) 

En appliquant une première fois le lemme de Gronvall à g , on voit que eg 

reste borne; puis la formule simple de calcul différentiel (J. Dieudonné [3] ) : 

llg-^^/llsllg^ill + ̂  llg-^-gy1!! 

suivie d'une nouvelle application du lemme de Gronvall montre alors que || g6"'1_ĝ  11 

tend vers zéro pour tous les i> n 
o 
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Evaluons maintenant ||Ŷ '1 - g^'1]! ; en appliquant la formule *de ito à la fonction 

h(t,x) = t(bx+c) pour chaque composante i> nQ , on trouve : 

Ye*1 = etCbY^+c)1 - |ts(baev/e dB )1 - e2 £ s b. (bYG+c)k ds + x1 

t z Jo s k Jo lk s 
ci ~. et en transformant ĝ * , i> nQ , de la même manière, il vient : 

ĝ '1 = etCbg^+c)1 - [ts(baf ̂""ds ~ e2 l { s b.. (bg£+c)k ds + x1 . 

DT où 
ft 

Y * ; ' 1 - g^' 1 - e t D > ( Y f - g b ] 1 ~ s [ b a ( e v ^ d B - f ' ( s ) d s ) ] x 

t t t t j s 

• « ' I f 
к * О 

s Ъ . к С Ъ ( У ^ ) ] ds 

Majoration du premier terme : 
H e t C b C Y ^ ) ) 1 ! ! s £M|| Ye-ge|| , 

mais : 

e(Y^-g^) (e/ea dB - af'(s)ds) + e2 f b(Y^-g^)ds t t J0 s jQ s s 

= t a ( e / i B -f( t ) ) + e2 f b(Y^-g^)ds. 
C JQ 

Donc, si d( e/iB,f)<a, 
rt 

l|e(Y^)|| < ca + e J M ||e(Y^-g^) ||ds 

et on conclut grâce au lemme de Gronvall que e(Yt~gt) peut être rendu petit lorsque 

a est petit, pourvu que e soit borné. 

Deuxième terme : 

rt . rt 
s(ba(e/é dB -fT(s)):Lds = t(ba(ev^ B -f(t)))1 - (baCe/E B -f(s)))Lds . 

io s t Jo s 
Donc si d(ev^eB,f) <a, le deuxième terme est majoré en norme par ca . 

. quant au troisième terme, on le majore facilement par eca grâce aux remarques 

faites pour les autres termes. 

4 . 9 . Fin de la démonstration du théorème 4 . 7 . 

Une fois le lemme démontré,c1 est-à-dire la "continuité" au sens du lemme de l'ap­

plication e/eB Y, prouvée, on conclut très rapidement comme l'a remarqué 

H. Doss [4 ] . 

En effet, PCY^ e AJ] = P Le/eB e ( f T 1 ^ ) ] 

où <}> est l'application continue qui à f fait correspondre g, telle que : 
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*ï - \°of' 

< g; (о) = о 

g,(O) = T 

On utilise alors les résultats sur la transformée de Cramer du mouvement brownien 
pour obtenir : 

- inf X(f) < lim G3 Log P [Y^ e A ]<lim e3 Log P [Y^ e A ] < - inf_ A(f) 

4> (Ai) 1 
V 2 

avec A^f) = II1"*!! ds, transformée de Cramer du mouvement brownien; on remarque 
^ 0 -

enfin que A(f) = A^(gj) si g y = b^a^f , ce qui achève la démonstration du théo­
rème . 

Le théorème permet alors d'énoncer un corollaire pour les diffusions gaussiennes 

hypoelliptiques en temps petit. 

4.10 COROLLAIRE . Soit X la diffusion gaussienne hypoelliptique de générateur dif­

férentiel L(a,b,c) partant de x = (X q,x^,...x^,...x ) et soit un autre point 

y = (y >••-y•»••-y ) j soit enfin un voisinage de y de la forme 

° 1 P n.-n. m-n. 

N Q X . . ^ N ^ j X V . x w où. V i >cnc£o6 dan* R 1 1 et w dans R 1 oj>t un voU>JLnaQZ de, 

xT. , = (x. ,,...x ) . Alors. 

- l(i!) 2(2i+l) d 2(x.,V.) 
t-̂o 

Log P x ( X t € V) 

^ l i m t 
tr^O 

Log P (X e V) < - 4-(i0 2(2i+Od 2(x ,V.) 
z i 1 1 

Remarquons que si contient x^ , tous les termes valent zéro et si ne con­

tient pas x. , cette expression donne un équivalent de Log P (X e V) pour les 
1 X u c te ouverts réguliers du type ci-dessus en - 1 

Preuve. Nous allons donner la démonstration dans le cas i = 1, c'est-à-dire 

V = N x Vt x W. o 1 

Montrons tout d'abord la formule suivante qui est une conséquence immédiate 

du théorème 4.7 : 

- A (U) < lim t3 Log P (X £ V) < lim t3Log P (X £ V) < - A (U) 
1 t+0 x * t+0 x z 

m-n 
si U - {.gj c C_.(1R °) : gj(0) = xr g|(0) = O, gl(l) £ Vj x W } = u^x y 

En effet, les trois événements {Xt £ V> , {Xj fc e V} x w} , {y^ e Uy x w } ont 

c ^ 
même probabilité, avec Xge = Yg et où Xj t désigne les coordonnées de Xg après 

le rang n^ . 
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D e p l u s , U T 7 c U . n e t U 
o 

o a U d o n c l e s d e u x l i m i t e s l i m 
V j x W V j x w V j x W V j x W 

e t l ï î n d e t 3 L o g P ( X f c e V ) s o n t d a n s T - A j ( Â ) , - A j ( U ) 1 

3 2 

Pour terminer la démonstration, il faut montrer que : inf Àj(g^) = — d (Xj,Vj) 

où A est l'ensemble suivant •. 

, g,(0) = x, 

A = j g,(D = y , 

{ g;<o) = o 

Ç I 
Soit à minimiser la fonctionnelle Q (g")ds sur A. 

o 1 

Appelons hj = (gj ,...gj ) les coordonnées de gj qui sont dans et mon­

trons que il est équivalent de calculer : inf | | h ||̂  ds 
T A» Jo 1 

où A désigne 1 ensemble : 1 Î hj(O) = X j 

h j ( l ) = y , 

hj(0) = O 
En effet, on remarque tout d'abord que d'après la définition de Q* qui vaut +<» 

pour les éléments qui ne sont pas dans le sous-espace horizontal correspondant à Q., 
f 1 2 

il suffit de minimiser ||h" || ds en imposant aux coordonnées après n. de g. de 
JO 1 J # . . . 

rester au point de départ ce qui est possible puisque la seule condition exigée con­
cernant les coordonnées après n} des éléments de A est de rester dans un voisi­
nage W du point de départ . 

L'équation d'Euler s'écrit alors : 

H 2 ? 
•^(Fx.,) = 0 avec F(s,x,x',x") = | l x 1 l f 
ds 

la différentielle appliquée à u vaut 

2 < u,hj(4) > j = 2 <u,DJJj h{A) > 

elle s'annule si hj^= O, soit : 
, k 3 X 2 
hj = s + y s + ys + v, 

les conditions initiales : 

A 
z 

hj(0) = X j 

h j ( D = y, 

| h'j(O) = 0 

L hj(l) = z 
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entraînent : V = , u = O , k = 6z - 12(yj-Xj), X = 6(yj-Xj) - 2z. 

D'où 

inf J ||h';|| 2 ds = i- ||6z - I2y]|| 2 + <6z - I2yi,6yi - 2z >1 + Hôy, - 2z || 2 
Az ® 

Pour obtenir le résultat cherché, on prend 1finf sur les z en calculant d'abord 

la dérivée par rapport à z qui vaut : 

u •+ 2 < u, 6z-\2y ̂  >1 + 2<u,6yj - 2z>j 

3 

l'inf est alors atteint pour z = y (y^-x^) ; soit en reportant dans l'expression 

de la fonctionnelle, 
inf f' ||h'j' \\] ds = 3 Hyj-x, \\] = 3dJ(x|>yi) . 
A * O z 

Remarque : Considérons la matrice K. .(t) introduite en 2.4 et qui n'est rien 
i » i 

d'autre que la matrice de covariance de la projection de la diffusion sur N. . 
i t2i+1 

De l'équivalence de K. . (t) à 0 . . ,— D.. , il résulte que 
1 , 1 (i!)2 11 

< y.-x.^.CtMy.-x.) >.(i!)2-^i|d2(x.,y.) , 

et par suite log P [X e v3 **> - 4 - <y.-x.,K.^.(t)(y.-x.)> ce qui est naturel * x t 2 ^i i' 1 , 1 i i 
car intuitivement dans ces évaluations seule la projection du processus sur N^ in­

tervient . 
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ABSTRACT 

Geodesics and diffusions in small time intervais 

On a differentiable manifold M, consider a second order 

hypoelliptic differential operator L, such that Ll = 0. Call 

p(t, x, y) , t > 0, x, y G M, the minimal fundamental solution of 

( -jjt — L ) associated to an arbitrary riemannian volume v on M. 

If 1P is the unique diffusion on M with infinitésimal generator L, 

then p is the density ( with respect to v ) of the transition 

semi-group of *P . 

This v o l u m e 7 which springs from a two year seminar held 

at the Université Paris V I I , is concerned with the behaviour of 

p ( t r x, y) as t—>• 0 and its géométrie s i g n i f i c a n œ in terms of 

geodesics, or more generally, minimal action curves from x to y. 

The aim was to clarify and improve the probabilistic ap-

proach of thèse questions, as presented in the work of V A R A D H A N , 

MOLCHANOV, G A V E A U . The link with path-space intégrais and esti­

mâtes à la V E N T C E I i L - F R E I D L I N has been emphasized. 

The text, to be as selfcontained as possible, includes 

summary but systematic présentations of the main technical tools 

borrowed from diffusion theory, riemannian geometry, hypoelliptic 

operators, slightly perturbed dynamic Systems. 

2 8 1 




