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COMBINATOIRE DU MONOIDE LIBRE
ET
COMPOSITION DE CERTAINS SYSTEMES NON LINEAIRES

par

Abdelhak FERFERA

INTRODUCTION, - Les séries formelles en variables non commutatives

(cf.[6]) constituent un outil remarquable pour 1'étude de certains systémes asser-
vis ; en particulier, les systémes bilinéaires sont naturellement '"codés'’ par les
séries rationnelles (cf.[5]). Les propriétés des systemes analytiques (décrits
par les séries formelles) peuvent &étre obtenues 2 partir de propriétés équiva -
lentes de leurs séries génératrices. Ainsi le produit de deux systemes analyti-
ques est codé par le mélange (ou produit de Hurwitz) de leurs séries génératrices
(cf. (5], [4]), et le mélange conservant la rationalité, le produit de deux systémes

bilinéaires et bilinéaires.

Dans le méme ordre d'idées, nous nous posons ici la question de savoir quelle
est la nature du systéeme composé (ou mise en série) de deux systéemes analytiques
(resp. bilinéaire). Pour cela nous introduisons un nouveau produit de séries for-
melles, que nous appelons aussi produit de composition, Nous montrons par un
contrexemple que ce produit ne conserve pas la rationalité, et donnons une condi-
tion suffisante pour que la série composée de deux séries rationnelles soit ra-
tionnelle. Nous montrons par ailleurs que le composé de deux systémes analyti-
ques est un systeme analytique, de série génératrice la série composée des deux
séries génératrices. Nous obtenons ainsi un contrexemple prouvant que la famille
des systemes bilinéaires n'est pas close pour l'opération de composition de méme
qu'une condition suffisante pour que le composé de deux systemes bilinéaires soit

bilinéaire.
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A. FERFERA

Les problemes d'automatique non linéaires sont trés souvent abordés a l'aide
d'un autre outil, les séries de Volterra (cf.[1]) qui comportent une difficulté ma -
jeure, le calcul des noyaux. L'intérét d'utiliser ici les séries non commutatives,
qui sont en fait trés liées aux séries de Volterra (cf. [5]), nous semble résider
dans le fait qu'elles sont plus faciles & déterminer, et que les propriétés purement
algébriques de certaines de ces séries, telle la rationalité, peuvent étre immé-

diatement interprétée pour obtenir des propriétés analogues sur les systemes.

I.- RAPPEILS ET NOTATIONS. -

Terminologie et notations sont celles de [5] et [3]. Pour simplifier, les sys-
temes asservis considérés ici sont supposés a entrée et sortie scalaires. Soient
X = {xo,xl} et X" le monoide libre engendré par X . K étant le corps des
nombres réels IR ou celui des complexes € , soient K< X> et K<<KX>>
les K-algebres des polyndmes et des séries formelles a coefficients dans K ,

en les indéterminées non commutatives X% 5 et K< (X)> la sous-K-algebre

1
de K< X>> des séries rationnelles. Un élément s€K<IX>> estnoté :

s = X (s, f)f, ou (s, f) €K
feEX*
. Nx M . N .. N .
Soit K l'ensemble des matrices a coefficients dans K , a N lignes
NxM
et M colonnes. Une représentation (matricielle) ¥ : X* s KO est un mor-

phisme du monoide X" dans le monolde multiplicatif des matrices carrées

d'ordre N . On montre que (cf.[6]).

THEORIEME 1. 1. (dit de Kleene -Schutzenberger). - Une série r€K<< X >> est

rationnelle si et seulement s'il existe un entier N1, une représentation

oo X% o KNxN des matrices ligne )\EKLXN et colonne Y€ KNX1 tels que :
r= I (Rwy)w.
wE X*

Soit F : ¢ ([0,T],K)=2([0,T],K) (T€[0,00[) une fonctionnelle causale
définie sur l'espace des fonctions continues de [O, T] dans K . Le systéme
asservi d'entrée u€cC ([0, T]) etde sortie y donnée par vy(t)=F[ul(t) estdit

analytique si et seulement s'il est donné par une série formelle non commutative
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sEK<<X>> suivant l'expression :
t
(1.1) L (s,F)[ @& ...d5. ou F=x, ...x,
FEX™ o Jk Jo k Jo
ol l'intégrale itérée du second membre est définie par :
t T
co.dg o= lag () [ oan ...df .
k Jo o Jk o Jk-1 Jo

La série s est dite génératrice du systeme (ou de la fonctionnelle) qu'elle

o t
go(’r):'r,gl('r):JO u(o) do, et ‘fo dEJ,

caractérise de manieére unique (cf.[5]). Un systeme analytique est dit rationnel

resp. polynémial) si sa série génératrice est rationnelle (resp. polynémiale).
p. poly g p. poly

Un systeme asservi est dit régulier (ou bilinéaire) s'il peut se mettre sous
la forme :
a(t) = (&_+ u( A) qlt

(1. 2)

ha(t)

<
—

=
-

"

ou q(t)e@, @ étantun K-espace vectoriel (espace d'état) de dimension finie N

lq(o) donnél, et ou AO,A1€KNXN et )\EKIXN. On montre que (cf. [5]) :

PROPOSITION 1.2. - Un systeme asservi est analytique rationnel si et sevlement

s'il peut se mettre sous la forme d'un systeme régulier. Sa série génératrice est

alors donnée dans K< (X)>, a partir de (1.2), par s= % (Aufqo))f , ol
f €X™
» NxN . . PP .
H: X" 9 K est la représentation définie par : Hxi = Ai (i=0,1).

II. - COMPOSITION DE S]'ERIES FORMELLES NON COMMUTATIVES,

’
DEFINITION 2.1, - Soit s€K<X>» , Pour tout f€X", la série fo s, com-
posée de f etde s, estdéfinie de maniere récurrente par :
fos=1f, si |f] =0
x

(2.1) K+ ! K
% lsw(f'os)], si f:xo xlf' avec k€N et f'€X",

fos
ol le symbole w désigne le mélange dans K<<X>= (cf.[4]), et |f lx est la

longueur de f en X, (nombre d'occurrences de x| dans f ). Soit

rEKX>> , La série ros estalors définie par :

(2.2) ros = % (r,f) fos
fEX*
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On montre aisément a partir de (2.1) et (2.2) que, pour toutes séries

r,s € K<<X>>

io i il i i1+l io
ros = & (r,x )x0+ b3 (r,xoxlx;))xo [swa] +
izo % % i,izo
o o 1
(2.3) i i i, iyl i+l io

+ b3 (r,x ' x, x x x )x lswx (swx_17+...
AN 1l o 1 o o o ¢}

i ,11,1220

Remarquons que dans (2. 3) le produit de mélange w peut intervenir un
nombre infini de fois. Dans le cas ou r et s sont deux séries rationnelles,
et bien que le mélange conserve la rationalité, la série ros n'est donc pas,

a priori rationnelle. C'est ce que confirme le contrexemple suivant. Considérons

la série rationnelle r€K<(X)> donnée par r= X xr; = (l—xl)—1 . On montre
k k k =0 k k
que pour tout k€N, (ror, xo x1 )=k ; les coefficients de mots Xo x1 crois-

sent donc plus qu'exponentiellement, ce qui ne peut &tre le cas pour une série

rationnelle (cf.[3]).

Notons, par ailleurs, que l'apparition dans (2. 3) du mélange est liée a la lon-
gueur en  x, des mots de la série r , etil s'avere que si cette longueur est
bornée, alors la rationalité est conservée. Plus précisément, une série
r€EK<KX>> est dite bornée relativement a x) s'il existe un entier n€IN tel
que pour tout mot f€supp r, on ait: |f lx§ n (suppr={{€X*/(r, )£ 0)}), et

on a dans ces conditions (cf.[3]) : !

PROPOSITION 2,2.- Soient r et s deux séries rationnelles de K<XX>>

Une condition suffisante pour que la série ros soit rationnelle est que 1r soit

bornée relativement a x

1

‘ ¢
III. - COMPOSITION (OU MISE EN SERIE) DE DEUX SYSTEMES ASSERVIS
ANALYTIQUES.

Soient (21) et (2 deux systemes asservis d'entrée u€C([0,T]) et

5)
de sorties vy et Y,
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(zj) : yj(t) = FJ ful ¢), te€fo,T] , G=1,2),

décrits par deux fonctionnelles causales F1 et F2 . Le systeme (22 o El)

composé de (% et (Zl) est le systeme d'entrée u et de sortie vy :

5)
(Zzo}:l) : y(t) = FZ [YIJ (t) = FZ [Flfu]] (t) .

Soient f=x ... x € X* (k%O,jk,...,j =0oul) et (&
Iy Jo o
analytique de série génératrice f . Sa sortie est donnée, suivant (1.1) par :

y, (£) =F, Lul (1) = jot ot

f) le systeme

...dE . De méme, si s€K<KKX> notons vy la
j ]
k o
sortie du systeme analytique (Es) de série génératrice s . La sortie y du

systeme (Zfo Zs) est alors donnée par y(t) = FfEYs] (t) et on montre aisément

que :

1
t
{ y() = [ ae (r) y (N Ly 1(1) si £=x0 x 1 avec n€N
° et f'E€X*,

L'équivalence entre produit de systemes analytiques et mélange, et la définition
méme de la composition dans K<&X>> par (2.1) conduisent alors a énoncer

(cf. [3]) :

PROPOSITION 3.1. - Le composé (Zro ZS) de deux systémes asservis analy-

tiques de séries génératrices r et s dans K<&KX>> estun systeme asservi

analytique de série génératrice ros

On dispose donc, 2 la suite de la proposition (3.1), d'une opération dans
K<KX>> permettant d'étudier la composition des systemes analytiques suivant
les propriétés de leurs séries génératrices. Considérons, par exemple, le sys-

téme régulier (ou bilinéaire) :

a()
®) g (1)

u(t) q(t)

"
0
—

=
~
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ot q(t) €K et q(o)=1. Sa série génératrice est, suivant la proposition (l.2) :
-1
r= 2 xrl1 = (l—xl) . Ceci prouve, la série ror n'étant pas rationnelle, que le
n20
systetme (Zo L) n'est pas régulier et permet d'affirmer, en réponse a une ques-
tion soulevée par R. W, BROCKETT [2], que la famille des systémes réguliers
(ou bilinéaires) de la forme (l.2) n'est pas close pour l'opération de composition.

On peut cependant interpréter la proposition 2.1 pour obtenir une condition assu-

rant la régularité du composé de deux systemes réguliers.

Un semi-groupe S de matrices est dit nilpotent relativement a MES s'il

existe un entier n=1 tel que pour tout entier kZ£n et tout k-uplet
k
(Ml,...,Mk)ES , o M se retrouve n fois, on ait M1 M2 Mk =0,
: . £ . » NxN . .

Soit un entier N=21. Une représentation H: Z"- K est dite nilpotente
relativement a X, si le semi-groupe {ow / wEXX"*} est nilpotent relative-
ment 2 uxl .

PROPOSITION 3.2 (cf.[3]). - Une série r€K<(X)> est bornée relativement 2

NxN
x1 si et seulement s'il existe un entier NA1, une représentation K : X*5 K
1x N Nx1
des matrices ligne AEK et colonnes YEK s Eroduisant r, tel que

soit nilpotente relativement a x

1

Il vient alors comme conséquence immédiate des propositions (1.2), (2.2),

(3.1) et (3.2):

PROPOSITION 3, 4, - Soient (El) et (ZZ) deux systemes réguliers. Une condi-

tion suffisante pour que le systéeme composé (22021) soit régulier, est que

(ZZ) puisse se mettre sous la forme :
q(t) = (A +u(t) A)) q(t)
(z,)
y(t) = Xq(t) (q(o) donné],
ou le semi-groupe engendré par les matrices AO et A1 est nilpotent relati-

vement a A1
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