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EXPOSE 5

TYPES REMARQUABLES ET EXTENSIONS DE MODELES
DANS L'ARITHMETIQUE DE PEANO, I

M.A. Dickmann

INTRODUCTION

Cet exposé forme un tout avec 1l'exposé 6, et la présente introduction vaut pour
1'ensemble des deux. Ces deux exposés sont consacrés aux travaux de Gaifman, [G]
et d'Abramson-Harrington, [A-H] , sur les types complets en Arithmétique, et sur les
modéles de 1'Arithmétique que ces types permettent de construire. En particulier, nous
exposerons les notions de type définissable, uniforme, minimal et leur propriétés de
base, étudiées par Gaifman (cf. cet exposé et le §I de 1'exposé 6). Et nous démontre-
rons le théoréme principal d'Abramson et Harrigton, que nous énoncerons seulement une
fois introduites les notions nécessaires : cf. exposé 6, Théoréme III.1. Ici nous
indiquons seulement un corollaire de ce théoréme : pour tout n ¢ N, il existe une
extension élémentaire M du modéle standard NN telle que M est de cardinal :Jn’
mais ne contient aucune suite de n+] points indiscernables pour l'ordre. Notons que
ce résultat est optimum, puisque par le théoréme d'Erdos-Rado [E,R] , M contient au
moins n points indiscernables 3 cause de sa cardinalité. De ce corollaire on dédui-
ra facilement que le nombre de Hanf de la théorie compléte du modéle (N,+,.) est

a

0! cf. exposé 6, corollaire III.

Sur les types en Arithmétique nous n'avons pas cherché a €tre exhaustif, mais
plutot 3 rédiger une introduction facile d lire et ol quelques idées de base ressor-
tent clairement; pour un exposé plus complet, voir les articles cités en référence.
Le point de départ de nos exposés a été le cours professé par H. Gaifman sur le méme
sujet, en 1977 3 1'Université de Paris VII. L'ensemble de ces deux composés ne compor-
te pas de nouveauté, excepté dans certaines démonstrations, dans la formulation des
constructions de Gaifman et d'Abramson-Harrington, et dans la philosophie du sujet,
telle qu'exposée dans 1'exposé 6, fin du §I.

Le plan d'ensemble est approximativement le suivant : on expose d'abord séparé-
ment les divers aspects du sujets, 3 raison d'un aspect nouveau par paragraphe; puis
on les étudie par combinaisons de deux ou trois d'entre eux, enfin on parviendra au

théoréme d'Abramson-Harrington en combinant le tout.
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EXPOSE 5

§0. PRELIMINAIRES.

{A) Dans cet exposé L désignera un langage du premier ordre contenant celui
de 1'arithmétique (cf. Exposé n°1). Nous supposons que I contient aussi 1'opérateur
minimum, désigné U ; celui-ci permet de construire des termes a partir de formules :

MV ¢(vo,...,v ,V) est le terme qui donne, pour chaque interprétation des varia-

n-1

bles VseresV dans une structure de signature L, le plus petit v tel que

n-1

VooV v satisfont ¢ , s'il y en a un, O sinon.

n-1’
Nous ferons 1'hypothése que le langage L a un nombre fini ou dénombrable de
symboles de relation et de fonction 3@ au moins un argument; le nombre des constantes
individuelles peut €tre arbitraire. Cette hypothése est utilisée dans le §III ci-
dessous ("Existence des types'") et dans tous les théorémes qui font appel 3 1'existen-

ce des types, mais pas dans les paragraphes §§I, II et une partie de § IV.

(B) 1/ Etant donné L, on désigne par PL - ou simplement par @ s'il n'y a pas

lieu a confusion - l'arithmétique de Péano généralisée, i.e., la théorie constituée

par les axiomes de Péano (voir Exposé n°l) avec le schéma d'induction pour toutes les

formules de L; on ajoute aussi le schéma d'axiome
Vv ... . . ces
VO an_l[3V ¢(VO’ ’vn—l’v) e ¢(V0’ $Vn_]’ v ¢(V01 ,Vn_lyv))/\
<
T T O DT Y O RO RO

(pour toute formule ¢ de L), qui donne 3 1l'opérateur u son interprétation correcte.

Remarque. En particulier, p v ¢(vo....,vn_|,v) est une fonction de Skolem canonique
pour la formule ¢(vo,...,vn_l,v). Aussi toute fonction définissable est automatique-
ment représentée par un terme de L : si f(vo,...,vn_l) est définie par
¢(v0,...,vn_l,v), f coincide dans tout modéle de P avec le terme
uv¢(vo,...,vn_|,v). Pour les mémes raisons 1l'opérateur "l'unique v tel que
¢(vo,...,vn_l,v)" est aussi représenté par U v ¢(vo,...,vn_l,v).

2/ Moyennant peu de changements, une bonne partie des résultats de cet exposé
sont valables sous des hypothéses plus faibles . En gros, il suffit que L contienne
le symbole de relation < et qu'il s'agisse d'une théorie assurant que < est un or-
dre total satisfaisant un minimum d'induction et qu'il y ait des fonctions de Skolem
pour toutes les formules; voir Shelah [S] .

(C) Les conventions de 1'Exposé n°l concernant les notations restent valables ici.
Ajoutons que si M est une structure de signature L, fM, ¢M, WM , désignent res-
pectivement les interprétations dans M du terme £(v), de la formule ¢(Vv) et de

1'ensemble de formules ¥(v); ainsi, par exemple

yM o {7 eM” | pour toute ¢ ¥, ME ¢ [al}.

On utilise aussi les notations YF ¢ , pour indiquer que M F Y [3] =5 MF ¢ (3]
pour toute structure M e%t tout a eM de longueur convenable; et SDC(M) pour le

diagramme complet de M.
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TYPES REMARQUABLES, 1

(D) Etant donnée une structure M de signature L on appelle type (ou n-type)
sur M tout ensemble t(v) de formules (ol v ={ vo,....,vn]) 3 paramétres dans M
tel que 3C(M)gt(V), finiment consistant dans M (i.e., tel que Vet fini =>
ME 3v A\‘l’(‘_/)), et clos par la relation de conséquence logique (i.e., t =3¢ € t)
On dit que t est complet si pour toute formule ¢(;) 3 paramétres dans M, ¢ € t
ou Vdet.

I1 convient de noter que si ¥(v) est un ensemble de formules finiment consis-
tant avec SC(M), alors il existe un plus petit n-type sur M contenant v (V)
c'est 1'ensemble : @(v) a ¢(;) ] ¢(;) formule 3 paramétres dans M et
3‘:(M) vYE ¢(;)} .Lorsqu'il n'y a lieu 3 confusion nous identifierons ¥ (V) et
¥ @®.

Remarquons, finalement, que la donnée d'un n-type sur M est manifestement équi-
valente a celle d'un filtre (propre) sur l'algébre de Boole des parties définissables

de M", et celle d'un n-type complet &quivaut a la donnée d'un ultrafiltre.

(E) Si ME ® , tout sous-ensemble X €M est contenu dans un sous-modéle élémen-

taire minimal contenant X; son univers est

M- — -

{f(a) |£(v) est un terme de L et a e X},
et ses relations et fonctions sont celles de M restreintes 3 cet ensemble. Notons,
en passant, que pour obtenir ce modéle minimal contenant X il suffit de considérer

de termes 3 une seule variable; ceci parce que tout terme f(vo,...,v ) est égal

n-1

(dans @ ) au terme g(v) = f«v)o""’(v)n-l) 3 une variable.

En particulier, si X = @ , on obtient un modéle minimal de ® , ou, plus préci-

sément, ig modéle minimal d'une théorie compléte de L qui étend ® , comme on le dé-
montrera dans le (F) ci-aprés. Ses éléments sont tous les termes constants ( = sans
variables 1libres) de L. Du fait que chaque ne w est nommé par la constante

I +...+ 1 (n fois), il suit que ce modéle minimal contient le modéle standard N de
1'arithmétique de Péano.

Ce modéle minimal Mo peut coincider ou non avec le modéle standard N. Par exem-

ple, si Mo E ACons(P), ol Cons(P) est la formalisation arithmétique de 1'énoncé

"® est consistant" (*), alors M n'est pas standard, puisque Nk Cons(f).

(F) En général, si M,NRE® et M= N, alors les sous-modéles minimaux respectifs

Mo et N0 sont canoniquement isomorphes par 1'application

M N
F(m') =«
ol T désigne un terme constant. La réciproque est aussi vraie et triviale.

Donc, toute extension compléte T de (@ détermine 3 isomorphisme prés un unique

(x) De tels modéles M, existent grice au théoréme d'incomplétude de Godel.
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EXPOSE 5

modéle minimal (et réciproquement, tout modéle minimal détermine de fagon évidente

une extension compléte de ). En particulier, si t est un type complet sur M,
{o|tEod et ¢ énoncé de L}

est une théorie compléte. Parfois il sera convenable de considérer t comme un type

sur son modéle minimal.

6) Notons aussi que si Nk ® et MgN (i.e., M est une sous-structure de N),
alors ) M 4 N. En effet, si m € M, ¢GI,V) est une formule quelconque et
N+ 3v ¢(m,v), alors par (B.1) ci-dessus ona Nk ¢ Gi,u vé (E;v)); or
a=pv¢(m,v) € M; donc N F ¢(m,a) pour un certain a € M, ce qui par le critére
de Tarski pour l'inclusion &lémentaire entraine M < N.

D'ici et de la remarque du (E) ci-dessus il s'en suit que si X & M est un

sous-ensemble clos par images (dans M) de termes 3 une variable, alors X < M.

(H) Rappelons que tout type t(v) sur M est réalisé dans une extension &lémen-
taire N de M : il existe c ¢ N tel que N k ¢(c) pour toute formule ¢ ¢ t.
Dans ce cas, M( ; ) désigne le sous-modéle de N engendré par Mu{c} (voir

(F) dessus). On a M < M( ; ) < N.

0.1. Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i)- Deux modéles quelconques de la forme M( é ) sont isomorphes par un M-isomor-
phisme qui échange les générateurs c.

(ii) t est complet.

Démonstration. (ii) =p»(i). Si M N NZ et les n-uples 616 Ni(i = 1,2) réali-

’
sent t, l'application F : M( é])"l“(ag ) donnée par
N N,
F(f ( ,cl)) = f (m,cz)
pour tout terme f et tout m € M, est 1'isomorphisme cherché, comme on vérifie aisé-
ment.
(i) =» (ii). Si t n'est pas complet, il existe une formule ¢(;) a paramétres dans M
telle que L, =tv {p} et t, =ty {7 ¢} sont tous deux consistants avec ®°(M).
Si E; réalise le type ti dans Ni)-M (i1=1,2), alors M(ET) h(b(E;) et
H(;_) =Aad (E;). En particulier, il n'y a pas de M—isomorphisme1
F: M(;.)-, M(;_) tel que F(ci) = cg pour i = 1,...,n.
1 2
(I) ©Pour faciliter la lecture et alléger les notations on emploiera systématiquement
des abus de langage, deé raccourcis et des énoncés informels au lieu de certaines
formules de L; si besoin est, le lecteur pourra réécrire sans peine les formules

.

originelles. Voici quelques exemples qu'on utilisera par la suite :

est une formule et £(v) un terme, "fr ¢ constante"

0.2 Exemples. (a) Si ¢(v)
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est

(b)

(c)

(d)

TYPES REMARQUABLES, I

1'abréviation de

3u Yv [ ¢(v) —£(v) =u ].

De méme, "f A ¢ > =" abrégera :
Yu 3w Vv [ v>w A ¢(v) + £(v)>u ]

"£N$ injective" abrégera :

Yu Yv [ ¢Cu) A ¢(v) A usgvaf(u) # £(v)] .

"fN¢ > u" abrégera :

Yv [ ¢(v) > £(v)>ul .

63



EXPOSE 5

§I. LA RELATION ENTRE M ET M(z) : ETUDE LOCALE.

La construction de M(z) est une sorte d'adjonction d'un "point 3 1'infini" ou
"point idéal" i3 M, qui n'est pas sans rapport avec certaines constructions qu'on
trouve ailleurs en mathématique. Par exemple, certains types de compactification en
topologie oli des nouveaux points sont ajoutés pour assurer la convergence de certains
filtres; ou l'adjonction d'un zéro commun 3 certaines familles de polyndmes sur un
anneau; ou méme l'adjonction d'un point ou une courbe a 1'infini en géométrie projec-
tive.

D'autre part, un type t(v) définit un filtre - et s'il est complet un ultra-
filtre - sur~1‘ensemb1e des parties définissables du modéle M; notre analyse des
types rappellera, donc, certaines considérations courantes dans 1'étude des ultrafil-
tres sur w.

Comme M(z) est une extension €lémentaire de M, elle garde toutes les propriétés
de premier ordre de M. Donc, la construction de M(E) facilite 1'étude du type t
et, inversement, les propriétés de t nous renseignent sur le modéle M(z).

Dans ce paragraphe nous entreprenons 1'étude du premier aspect du sujet &voqué
dans l'introduction : l'intéraction entre t et M(z) dans le cas local, c'est-3-
dire, pour un M fixé.

Introduisons d'abord les concepts que nous allons utiliser

I.l. Définition. Soient ME® , M< N et t(v) un type sur M.
(a) t est trivial ssi il existe un terme constant m (du langage L) tel que

(V =27)¢et.

(b) t est non-borné ssi pour tout a e€ M, (a<v)e t.

Sinon t est dit borné.

(c) N est une extension finale de M, M % N, ssi pour tout x ¢ N-M et tout

aeM, NEF ac<x (abrégé M < x).

(d) N est une extension finale minimale de N (abrégé N extension 4f -minimale

de M) ssi M 4 N et pour tout M', ML, M'.(f N implique M' =M ou M' =N

(e) N est une extension élémentaire minimale de M (a2brégé N extension <-mini-

male de M) ssi pour tout M', M« M'< N entraine M' =M ou M' =N.

Pour commencer notre étude nous trouverons des conditions sur t nécessaires et
. t . .
suffisantes pour que M(c) soit une extension de M de chacun des types que nous

venong de définir.

I.2. Théoréme. Soit t(v) un type complet et non-borné sur M; écrivons M(t) pour
- t . .
abréger M(C), voir Lemme O.I. Alors pour i = 0,1,2 nous avons les équivalences

(ai)¢=>(bi)¢=;(ci) parmi les conditions suivantes :

(éo) M J\f M(t)
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TYPES REMARQUABLES, I

()

(bo) pour tout terme f(v), ou bien il existe a ¢ M tel que (f(v) = a)e t,
ou bien pour tout a e M, (£(v)>a) et;

(co) pour tout terme f(v), ou bien il existe Yy ¢ t tel que M = fFy constante,
ou bien pour tout a e M 1il existe

Ppet tel que MF £ l\w>a(**)

(al) M(t) exteansion 4f - minimale de M;
(bl) pour tout terme f(v), ou bien il existe a ¢ M tel que (f(v) = a)et, ou

bien il existe un terme g(w) tel que (g(f(v))2v) € t;
(cl) pour tout terme f(v) il existe Y ¢ t tel que f My constant ou f M Yy > > ,
(az) M(t) extension < -minimale de M;

(bz) pour tout terme f(v), ou bien il existe a ¢ M tel que (f(v) =a)e t, ou

bien il existe un terme g(w) tel que (g(f(v)) = v) ¢ t;

(CZ) pour tout terme f(v) il existe Yy ¢ t tel que f My constant ou f Ay
injectif.
Ve s . ~ P
Remarque. L'équivalence (bi)4=;(ci) (i € 2) est une conséquence immédiate de la
traduction des propriétés exprimées dans M en propriétés de t donnée par le

lemme suivant :

II.3. Lemme. On a les équivalences (i) & (i') pour i <3 :
(0) il existe Y et tel que f MY constant;

(0') il existe a ¢ M tel que (f(v) = a) e t.

(1) Il existe Yy e t tel que £ M Y > a;

(1') (f(v)>a) € t.

(2) il existe Yet tel que £ MNY > 3

(2') il existe un terme g(w) tel que (g(f(v))=v) € t.

(3) Il existe P e t tel que £M Y injective;

(3') il existe un terme g(w) tel que (g(f(v)) =v) € t.

Démonstration du lemme. On illustre 1'argument en démontrant (0)¢&s (0') et (3)&(3")

les autres équivalences sont laissées en exercice au lecteur.
(0) =(0'). Si ME £MY constant, pour quelque formule ¥ € t, il existe a e M
tel que Mk Yv(Yy(v) * £(v) = a); comme cette formule contient seulement des para-

métres dans M, elle appartient a ﬁc(M), d'oi  (V(v) » £(v) = a)e t.

(%)

Tous les termes dans ce théoréme sont avec paramétres dans M.

(xx)

N'aysnt. aicunrisque de confusion, dans ce paragraphe on omettra le référence a la
satisfaction dans M; ainsi "fMY injective" veut dire M F fMyinjective.
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Puisque Y(v) et on peut conclure que (£(v) = a)et.

(0') =» (0). Appelons yY(v) la formule f(v) = a; donc Pet et
Mk Yv(v) > £f(v) = a), i.e., £P) constant.

'S

(3'") =3 (3). Preuve analogue a celle de (0') = (0); soit Y (v) 1la formule
g(f(v)) =v. Donc Vet et Y(u)AY(v) implique g(f(v)) =v A g(£(u)) = u; il s'en

suit que

V() A YW AE(E) = £(v) > u =,

i.e., £MY 1injective.

(3)=>(3'). Si f£My injective pour un Y € t, posons

g(w) = v (V) Af(v) = w).

Evidemment on a :

ME Vv ly@w) > g(f(v) =v 1.

L'argument utilisé dans la preuve de (0) = (0') permet de conclure que

(V(v) > g(f(v)) = v) et. et donc aussi la formule (g(f(v)) = v) y appartient.

Pour démontrer l'équivalence (al)e(bl) nous aurons besoin du fait suivant :

I.4. Lemme. Si M N, alors le segment initial de N déterminé par M :

M' ={b € N|il existe a €M tel que b <sal,

est une sous-structure élémentaire de N.

Démonstration. Par (G) du §0 il suffit de voir que M' est clos par images dans N

de termes & un argument. Soient £(v) un tel terme et b e M'; alors b < a pour
un a ¢ M, et aussi fN(b)Smax{fN(v) |v<al}.or max{fN(v) | vsaleM, d'od
by e M.

Démonstration du Théoréme I.2. En vertu de I.3. et la remarque qui lui précéde il

suffit de

(@) (b

faits que
alise t

M4 M(D)
pour tout
pour tout
pour tout
f(c) = a,

pour tout

prouver (ai)@(bi).
). Les 8quivalences suivantes sont facilement vérifiées en utilisant les
tout X € M(z) est de la forme x = f(c) pour un terme £(v), que c Tré-

et que t est complet :

=

xeM(z), soit x € M, soit M <x &

terme f(v), soit f(c) € M, soit M < f(c) &
terme f(v), soit il existe a € M tel que
soit f(c) > a pour tout a e M =
terme f(v), ou bien il existe a € M tel que

(E(v) = a) e t, ou bien (f(v) > a) ¢ t pour tout a e M.

(a) & (b,

). Par le lemme I.4. on a
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M(z) extension 4f-minimale de M o=

(%)

pour tout X € M(z), x € M ou M(x) est cofinal dans M(c).

En effet, si M if N 4‘f M(;) pour un certain N, en choisissant x€ N - M on

aura M ; £ M(x) i £ M(z), et donc c »M(x); il en résulte que x f M et M(x) n'est
pas cofinal dans M(c). Réciproquement, s'il existe x € M(z) - M tel que M(x) n'est
pas cofinal dans M(z), comme on peut supposer M <. M(z), par I.4 on aura

M : £ N : £ M(z), oi N' est le segment initial de M(z) déterminé par M(x).

Vu la forme des éléments de M(x) 1la condition "M(x) est cofinal dans M(c)"
équivaut a :
(x%) il existe un terme g(w) tel que g(x) = c.
En effet, si g(x) 2 c, alors pour tout y e M(c) - i.e., y = h(c) pour quelque ter-
me h -ona:
y = h(c) s max {h(v) |v < g(x)} e M(x).
L'implication inverse est évidente.
Vu la forme des membres de M(c), de (*) et ( **) on obtient immédiatement 1'équi-
valence entre (al) et
pour tout terme f(v), ou bien f(c) € M, ou bien
il existe un terme g(w) tel que g(f(c)) 2 c.
Puisque c réalise t, il est évident que cette condition équivaut a (bl)°
(a2%¢:(b2). Ceci suit des équivalences suivantes, que le lecteur pourra justifier
sans peine :
M(z) extension < -minimale de M <>
pour tout x € M(t), ou bien x € M, ou bien M(x) = M(c) <>
pour tout X € M(C), ou bien x € M, ou bien c e M(x) P—9
pour tout terme f(v), ou bien f(c) € M, ou bien il existe

un terme g(w) tel que g(f(c)) = c.

I.5. Remarques. (a) La condition (b‘) du Théoréme I.2. peut étre améliorée; elle est
équivalente 3 :
(b;) pour tout terme f(v), ou bien il existe a € M tel que (f(v) =a) € t,

ou bien il existe un terme pur (i.e. sans paramétres) h(w) tel que

(h(f(v))2v) € t.
L'implication (b])=§>(b;) s'obtient en posant

h(w) = max {g'(u,w) | us w},

oi g'(u,w) est un terme pur tel que le terme g(w) est g'(b,w) pour quelque beM.
Ainsi on a : F usw—g'(u,w) < h(w). Comme on peut supposer que (f(v) =a) ¢ t
pour tout a € M et que M <fM(§), de (bo) on obtient (f(v) >a)e t pour tout
aeM, d'oi (f(v)>b) € t, et donc la formule

v < g(f(v)) = g(b,£(v)) < h(£(V)),
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i.e., v < h(f(v)) aussi appartient a3 t. L'autre implication est triviale.

Cette amélioration sera utilisée plus loin.

(b) Il est clair que (c2)=9 (co). Donc toute extension < - minimale de M de la forme

M(t), oi t est complet et non-borné, est une extension finale. Ainsi nous avons :
c

I1.6. Corollaire (de I.4). Soit N extension 4 - minimale de M. Alors M <f N ou M
est cofinal dans N. Si N = M(z), ol t est un type complet et non-borné, alors

M4 N
Démonstration. Soit M' 1le segment initial de N déterminé par M. Par I.4,

M<LM'{N. Si M' =M, alors x > M pour tout x ¢ N-M et N f> M.
Si M' =N, alors M est cofinal dans N. Si N = M(E), alors ¢ > M, d'oi N > M.

Le théoréme I.2. admet une version pour des types non forcément complets.

1.7. Proposition (version de I.2 pour t non-complet). Si t est non-borné, on a

pour chaque i < 2 1'é&quivalence (ai) ¢;(ci) suivante :

]
(a{) Pour tout type t' complet sur M tel que t'a2 t, M et M(E ) ont la rela-

tion (ai) du Théoréme I.2;

(ci) Pour tout terme f(v) (et, dans le cas 1i = O, pour tgg? a € M) il existe un
ensemble fini de formules wo""’ wn—l telles que ¢t F ;:; wk et pour chaque

j sn-1, £ wj vérifie la condition (Ci) du Théoréme I.2.

Démonstration (ai) = (c;). Ceci est une application simple de la compacité qui équi-
vaut essentiellement au fait que t est l'intersection des types complets qui le con-
tiennent.

Soit f(v) donné et soit Pi(ub la condition (Ci) de I.2 (par exemple, si i = 2,
Pi(UD est "f My constante ou f MY injective"). Soit {tjl j e J} 1la famille des ty-
pes complets contenant t; noter que chaque tj est non-borné. En appliquant 1'impli-
cation (ai) = (Ci) de I.2 au type tj on obtient une formule VY, e t. telle que
Pi(wj). Supposons qu'il n'y ait pas de sous—ensemble fini de {¥ . |3 €J} dont le dis-
jonction est une conséquence de t. Ceci veut dire que l'ensemble tu{1!bj lj € J}
est finiment consistant avec Sbc(M), et donc, par compacité, consistant. Donc il y
aurait un type complet qui le contient, disons t.o; alors V joe tjo et

| wjos tjo ce ul contredit la consistance de tjo.
(ci)=;_(ai). La condition (ci) entraine que tout type complet t' contenant ¢t
contient une des formules wk et donc f t wk vérifie la condition (ci) du théo-

-~ . t .
réme I.2. Puisque (ci)@(ai), M et M(c) ont la relation (ai).
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§II. L'UNIFORMISATION DES CONSIDERATIONS LOCALES.

s

Dans ce paragraphe nous cherchons & rendre globales les considérations locales du
paragraphe précédent, c'est-a-dire 3 rendre ces considérations valables simultanément

dans tout N > M.

Pour mettre ce programme en oeuvre on devra d'abord trouver une maniére de se don-
ner un type non seulement sur M mais simultanément sur tout N » M. La seconde é&ta-
pe consiste 3 développer les constructions et les arguments locaux encore dans le mo-
déle initial M mais cette fois de maniére uniforme par rapport aux paramétres de M.

Nous discutons d'abord des maniéres de se donner des types simultanément pour tout

N > M.

(A) Schémas de types.

II.1. Définition. Un schéma de type sur M est un ensemble t* de formules

W(:,v) de L(*)

clos par conjonction et tel que 1'ensemble

' Mv) = {y@E,v) | e M, @) = L@) et Ylu,v)e t*)
)(**)]

. . c
engendre un type sur M [i.e., est consistant avec 2 (M

Un argument habituel de compactité montre qu'un schéma de type sur M définit auto-
P

automatiquement un type sur chaque N » M.

I1.2. Remarque. Tout schéma de type sur M est aussi un schéma de type sur chaque
N s M.

. * .
Démonstration. Il faut voir que t (N,v) engendre un type sur N, c'est-d-dire con-
sistant avec 3>C(N), pour tout N » M. Par compacité il suffit de voir que pour tout
— — * - — — —
New , wl(ul,v),..., wn(un,v) et et bl,...,bne N, l(ui) = l(bi) (i=1,...,0),

M v Ly, (b;v) 4= 1,...,0}

est consistant. Comme t= est clos par conjonction il suffit de le prouver pour une
seule formule, Y(b,v).

Désignons par a les éléments de b appartenant 3 M, et b' ceux appartenant 3
N-M; écrivons Y(b,v) dans la forme y(a,b',v). Si y(b,v) n'est pas consistante

c
avec 9 (N), on aura

°MN) k Vv 9 y(@@,b',v)
d'ot

AN k3§ Vv 1 Y@E,w,v).
Puisque M ¢ N, on a

Mr 3w ¥Yv 1 ¥@,w,v);

soit a'eM tel que MPp Yv 9 w(;,;r,v). Ceci entraine
(*) La longueur de la suite u &tant variable.
(*x) Nous allons confondre par la suite 1l'ensemble t*(M,v) avec le type :*(M,v)

qu'il engendre; cf. §0.D.
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c _
3 r Yv 19@E,a",v)
ce qui contredit les faits que w(;,;T,v)e t*(M,v) et ceci est un type sur M.

Ensuite nous allons illustrer le second aspect de nos propos, 3 savoir, le princi-

pe que la globalisation d'une propriété locale (de M) &quivaut 3 l'uniformisation

de cette propriété par rapport aux paramétres de M.

II.3. Définition. (Les formules considérées ici peuvent avoir des paramétres dans M).

On dit que la formule Y(v) décide la formule ¢(v) ssi

ME Yv(P(v) > (W) Vv Vv (U(v) +¢(v)).
On dit que Y(w,v) décide ¢(v) s'il existe b e M tel que W(b,v) décide ¢(v),
c'est-a-dire

ME 3T [YvW,v) > o)) VVV(PEW,v) + 1 6(v))] .

On dit que w(;,v) décide ¢(;}v) ) si w(;,v) décide ¢(§;v) pour tout a e M,

i.e.,
Me Yu 3w ldv(Pe,v)+ ¢C,v)Iv vv(PGw,v)> 1 ¢(u,v))] .
On dit que w(;,v) décide ¢(u,v) positivement ssi

Mw® Yu 3w Vv(p(w,v)+ 6(u,v)).

Considérons les versions locales et globales de la propriété d'étre un type complet,

i.e. :

(i)M pour tout N > M, t*(N,v) est un type complet sur N.

Il est clair que (i) est la "globalisation" de (i)M. Considérons maintenant les condi-
tions :

(ii)M pour toute formule ¢(v) (3 paramétres dans M) il existe VY(v)e¢ t*(M,v)

telle que Y(v) décide ¢(v);

(ii) pour toute formule ¢(E,v) de L (i.e. sans paramétres) il existelb(;,v) et”
telle que Y (w,v) décide ¢(u,v).

Il est clair que (ii) est 1l'uniformisation de (ii)M par rapport aux paramétres

de M; en explicitant les paramétres dans (ii)M on voit plus clairement 3 quoi con-
siste l'uniformisation :

(ii)M s'explicite : pour toute formule &(u,v) de L (sans paramétres) et pour tout
ae€ M il existe lb(;,v)et* et beM tels que ‘,D(T)-,v) décide ¢(;,v);

(ii) s'explicite : pour toute formule #®(u,v) de L (sans paramétres) il existe

¥ (w,v) € t’ telle que pour tout a e M il existe be M tels que Y(b,v) décide

¢ (a,v). C'est-a-dire, on a "fait passer” un quantificateur existentiel devant un quan-

tificateur universel : VY33 «~V3Vvi .

On démontre par la suite que (i)Meq (ii)M et que (i) « (ii); cette derniére équi-

valence illustre bien le "principe" énoncé plus haut.
(*) w et u n'ont pas forcément méme longueur.
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II.4. Proposition. Il y a équivalence entre (i.)M et (ii)M, et entre (i) et (ii).

Démonstration. (i)M = (ii)M est démontré par un argument simple de compacité qu'on
laisse comme exercice.
(ii)y = (i), Puisque ¥ € £"Q,v), on a de £ 0,v) si Mk ¥ 50,70 € 7 04,v) si
M¥E y —»70.
(ii) =(i). Pour tout N » M, (ii) =9(ii)N =¢(i)N; donc (ii) = (i).
(i) = (ii). Supposons non (ii) : il existe ¢(u,v) formule de L telle que pour tout
¥ (w,v) € e* i1 existe awe M tel que lb(_';,v) ne décide pas ¢(:r ,Vv), ce qui s'ex-
prime M= Bw [a,] ou 6¢(ﬁ) aest la formule

Yw [3v(P(w,v) A ¢(u,v)) A3v(P(w,v) A 1(u,v))] .
Il est facile i vérifier que O‘J)l’\ wz(ﬁ)..ew] (-J)Aew2

B — * . P . * .
conséquences de {0w(u)|we t } est clos par conjonction, puisque t 1l'est. Ceci

(u); donc 1'ensemble @ des

et M pew [5@] impliquent que @® est finiment consistant avec D°(M). Donc il exis-
te N»M avec a €N tels que Nk ®[3] ; la formule ¢(a,v) n'est pas décidée
dans N par aucune formule Y(w,v)c¢ t” , donc par aucune formule Y(v)e t*(N,v). Ce-
ci prouve non (ii)N et donc non (i)N, ce qui entraine non (i).

On appellera schémas complets ceux qui vérifient les conditions équivalentes (i)
et (ii).

Remarque. On peut construire M et t* tels que (ii)M est vérifié, mais pas uni-
formément, c'est-d-dire, (ii) est faux (cf. Exemple III.4). Donc, au contraire de ce
qui se passe pour la consistance (cf. Remarque II.2) la complétude de t*(M,v) n'en-
traine pas celle du schéma t* .

I1 est parfois commode d'identifier les schémas de type selon la relation d'équiva-

lence suivante :

II.5. Définition. Deux schémas de type ;T,CE sur M 'sont &quivalents, t: = t;,
ssi pour tout N»M, tT(N,v) = t;(N,v).
~
Tout schéma t* est équivalent dans ce sens 3 un autre schéma t*- appelé 1la

- * . . s .
cloture de t - qui est souvent plus facile 3 manier.

II.6. Lemme. Soit t* un schéma de type sur M et t* = {¢(u,v) | il existe
w(;,v) e t¥ tel que V(w,v) décide ¢(;,v) positivement} . Alors t* est un sché-
ma de type sur M et t* e ;*.
La démonstration est laissée au lecteur comme exercice facile.
D'aprés ce lemme on pourra substituer, sans perte de généralité, un*schéma par sa
cldture, c'est-d-dire, on pourra supposer qu'il est clos (i.e., t* = t¥).

On utilisera plus tard la propriété suivante :

I1.7. Lemme. Soient t* un schéma sur M, clos et complet, et ¢(u,v) une formule.

Si ¢(a,v) € c*(M,v) pour tout a ¢ M, alors ¢(E,v) € t*.

Démonstration. Comme t* est complet, il existe y(w,v) décidant ¢(u,v) :
MEYE 3w Vv@@@w,v) + 6(u,v)) v Vv(@@w,v) > 16(u,v))] .
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Le fait que ¢(a,v) « t*(M,v) pour tout a € M implique 1'impossibilité de la se-
conde alternative pour aucun w; donc Y(w,v) décide ¢(u,v) positivement, d'ou

_ . *
#(u,v) et™ puisque t* est clos.

(B) Types définissables.

I1 s'agit d'une deuxiéme maniére de se donner un type globalement, mais qui s'aveé-

S

re équivalente & la premiére.

II.8. Définition (a). On appelle définition de type sur M toute fonction d qu'a

chaque formule ¢(u,v) associe une formule d,(u) de fagon telle que quels que soient

— — )

¢l(u‘,v),...,¢n(un,v), on ai;

oo Yu 3v[A
n i=1

ME Yu (U) -0, (V)]

1

1 6

(b) On dira qu'une définition de type d est compléte ssi pour toute formule o(u,v),
ME Vu u ).
F Yu(d .‘¢(U)+——»1d¢(u))

(c) Etant donné une définition de type d sur M et N » M, on pose :

d(N,v) = {¢(a,v) | a eN et NE d¢)[ all.

(d) Un type t(v) sur M est définissable ssi il existe une définition de type d
sur M telle que t(v) = d(M,v); c'est-i-dire, ssi pour toute formule ¢(u,v) et
tout a € M,

o(@,v) et o Mpd¢[ZJ.

On appellera la fonction d wun schéma définissant t.

Remarques. (a) La définissabilité d'un type signifie que chaque propriété de premier
ordre d'un élément réalisant t dans une extension de M peut &tre caractérisée dé-

ja dans M.

(b) La formule d, peut, en général, avoir des paramétres dans M (auquel cas le ty-

¢

pe t sera appelé, si besoin est, définissable 3 paramétres).

(c) La condition de 1II.8 (a) est manifestement équivalente 3 ce que d(N,v) soit
finiment consistant avec SCRN); donc, si d est une définition de type sur M,
d(N,v) engendre un type sur N, pour tout N » M.~Notons en plus que d est compléte

ssi d(M,v) est un type complet ssi pour tout NyM, d(N,v) est un type complet.

(d) Remarquons que si d est une définition de type compléte et si ¢(u) ne contient
pas la variable v, alors par II.8 (a) et (b) ona MEk Vﬁfd¢(5)e+ ¢(u)). Donc on peut
supposer, sans perte de généralité, que toute définition de type compléte est telle
que d¢ = ¢ pour toute formule ne contenant pas la variable v.

On montre maintenant que la donnée d'une définition de type compléte est équivalent

3 celle d'un schéma de type complet :

11.9. Proposition (a). Si d est une définition de type compléte sur M, il existe un

schéma de type complet t* sur M tel que pour tout Ny M, d(N,v) = t* (N, v).
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(b) Réciproquement, pour tout schéma de type complet t* sur M, il existe une
définition de type compléte d sur M telle que pour tout N » M, t*(N,v) =d(N,vh
Démonstration. (a) Etant donné d, posons

t*v) = {d¢(6) > ¢ (u,v) | $(u,v) formule de L} .
Par II.8 (a) il est évident que pour N y M, t*(N,v) est finiment consistant avec
$C(N), i.e. il engendre un type sur N. D'autre part, de

0@,v) € dN,V) 3 NF dy [alep dy(a) 2° (),
et parce que $C(N)Et*(N,v), (d¢(;)-> o(a,v))e t*(N,v) et t*(N,v) est clos par con-
séquence logique, on obtient 1'inclusion d(N,v) t*(N,v). Puisque d(N,v) est un

type complet on a forcément 1'égalité.

(b) Réciproquement, étant donné un schéma de type complet sur M, soit d 1la fonc-
tion ainsi définie : par II.4, pour toute formule ¢(u,v) il existe Y(w,v)e t*
telle que Y (w,v) décide ¢(u,v); on choisit une telle Y et on pose :
d¢(5) : 3w Vv(lp(;,v) > d)(:,v) (i.e., Y(w,v) décide ¢(K,v) positivement)
Pour N> M et a €N, on a :
d(a,v) € dN,v) =
N E d¢ [a] B = _ _
il existe b € N tel que N E Y(b,v) + ¢(a,v) &>
$(a,v) et*(N,v).
Les deux premiéres &quivalences et l'implication = dans la derniére sont &videntes;
quant 3 1'implication réciproque, puisque Y(w,v) décide ¢(u,v), il y a bien be N
tel que N = (lb(g,v) > d)(;,v)) v (ll)(g,v)* ¢(§,v)); le second membre de cette disjonc-
tion aurait comme conséquence 1'inconsistance de t*(N,v); donc N E Y(b,v)~+ ¢(§,v).
Ceci prouve que d(N,v) est un type sur N, et donc par la remarque (c) ci-
dessus, que d est une définition de type sur M; en plus, puisque t*(M,v) = d(M,v)
est un type complet sur M, encore par la remarque (c), d est compléte.

La proposition ci-dessus compléte 1'information donnée jusqu'ici

II.10. Proposition. Soit t(v) un type complet sur M.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pour toute relation R définissable (avec paramétres) dans M(z), RMM est
définissable (avec paramétres) dans M;
(2) t est définissable;
(3) il existe un schéma de type complet t* sur M tel que t(v) = t*(M,v).

(b) La fonction d définissant t et le schéma t* de (a) sont uniques dans le sens
suivant : si d' est une définition de type et t; un schéma de type complet sur M
tels que

a' o) = @) = ey,
alors pour tout N » M,

a' M) = d@,v) = t*m,v) = £ V).

73



EXPOSE 5

Démonstration. (a).

(l)_—_, (2). Soit ¢(;,v) une formule de L; alors ¢(:,c) définit une relation R

sur M(z). Par (1) il existe une formule, que nous notons d¢(;), telle que

RMM= (d¢)M. On vérifie aisément que o(a,v) € t(V)EDM E d¢ fal , i.e. que d dé-
finit t dans M.

(2)=) (1). Supposons que R est définie dans M((t:) par la formule y(u,b) avec para-

o = t R L. —
métres b = <bl""’b > € M(c)' Chaque paramétre s'écrit bi = fi(ai,c) pour un terme

k

f. et a; € M; donc ¢ (u,b) = ¢ (u,a,c) od

i
o @u,w,v) = w(;,f](w_l,),...,fk(;;,v)) avec

~ ~ —

k

“ee.”™ w, . Comme c réalise t,

[

a et
w

P

pour X € M(z) on a :

X e Ra M) k0 [X,3,0)es 06,3,9) € t(v).
Si d est le schéma définissant t, puisque a € M on obtient :

X € RTMQ Xe MAX € R&yx e M Ad(x,a,v) e t(v) Py

&M= d¢ [x,a] ,

c'est-3a-dire, la formule d¢(u,a) définit R MM dans M. Remarquez que cette équiva-
lence reste valable méme lorsque t n'est pas complet.
(2)¢&» (3). Ceci est la Proposition II.9.
(b) Comme les schémas d et d] définissent tous les deux le type t dans M,
on-a :

d(@,v) e t(v)& ME dy (al ,

¢(a,v) € t(V) ez M ® d‘; (al _ o '_
pour toute formule ¢ et tout a € M; donc, M |=Vu(d¢(u)0+ d¢(u)).

Cette équivalence étant 3 paramétres dans M, elle est valable dans tout N » M,
d'od
= ') = am,v.

Le schéma t'l' étant complet, de la Proposition II.4 il suit que pour toute formu-
le ¢(u,v) il existe Y(w,v) e t" telle que Y(w,v) décide ¢(u,v), i.e. la formu-
le
(**) Vu 3aw@v@@@©w,v) > ¢(u,v))v Yv@,v) 51¢(,v))

est valable dans tout N » M, Nous démontrons,

(*xx)  ¢(a,v) t;(N,v)-) N E d‘; (al.

Sinon, comme dl(M,v) = t(v) et t complet entrainent que d‘ est compléte, on au-
rait N Ju d!| (u); puisque N»M on aurait donc un beM tel que MEF d.lw['};],
i.e. 19(b,v)e d (M,v). D'autre part, o(a,v) e t;(N,v) implique que le second cas de
(**) est impossible, d'oi o(b,v)e t:(H,v). Ainsi on a conclu t:(M,v) # dl(M,v), ce
qui contredit 1'hypothése du théoréme.

En appliquant (***) & 7¢ on obtient 1'implication réciproque, d'oi :

(*hxk) t:(N,v) - dl(N,v) pour N » M.
Le méme argument (ou, alternativement, la preuve de II.9) démontre que t*(N,v) = d(N,v)

pour N » M. Ceci et (*) complétent la preuve de II.IO.
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Nous allons maintenant combiner ensemble l'aspect &tudié au §I avec les présentes
"considérations globales" : le théoréme II.1l est une version globale, uniforme, de
. ~ t* -
la Proposxtxon I.2. Ci-dessous, pour tout schéma t* , on note M(c ) le modéle
M(t (M v))

fa et wa au lieu de f£f(a,v) et Y(a,v).

; et si f(u,v), Y(u,v) sont un terme et une formule, et a ¢ M, on écrit

I1.11. Théoréme. Soit t* un schéma de type sur M, tel que t*(M,v) soit un type
complet et non-borné sur M. Pour chaque i £ 2 on a les équivalences

(ao) pour tout N » M, N4, N(z*.) H

(bo) pour tout terme pur f(u,v) il existe un terme pur fl(u) tel que pour tous
N>M et ae€ N, soit (f(a,v) = fl(a)) € t*(N,v), soit pour tout c € N,
(£(a,v) > c) € £ (N,v);

(co) pour tout terme pur f(u,v) il existe Y(w,v) ¢ t* telle que
»
ME Ya [ib(fa ‘Pb co:stant:e) v VYc ib(fa N wb > ¢c)]
(al) pour tout N > M, N(z ) est extension <f-minima1e de N;
(b,) pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs f (u), £, (u) tels
1 1 2
que pour tous N » M et ac€ N, (f(a,v) = f (a)e t*(N,v) ou
N 1
(£,(£(a,v)) 2 v) € t (N,v);
(c]) pour tout terme pur f(u,v) il existe Y(w,v)e t* telle que
MR Va ELTCIUNN co:stante VE MY > ).

(az) pour tout N » M, N(z ) est extension <-minimale de N;

(b pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs f (u) £ (u x) tels
que pour tous N » M et a € N, (f(a,v) = f (a)) €t (N v) ou

f (a f(a,v)) -v)et (N,v);

(c2) pour tout terme pur f(u,v) il existe Y(w,Vv)e¢ t* telle que
ME Ya E!b(fab Wb constante V fahwb injective).

Démonstration. On montre (ai)=)(ci) :(bi)=>(ai). La preuve s'appuie sur les équivalen-
ces correspondantes du Théoréme 1.2. Comme illustration on fait la preuve du cas i=I.

(al);(cl). Argument de compacité semblable 3 celui de la Proposition II.4.

Supposons non (c‘) ¢ il existe un terme £f(u,v) tel que pour toute formule Y (w,v)e &
ona Mk 3Fa 9w(a), ol w(u) est la formule Vb(-,(f N 'Jl constante) A f [ w +> ®),

C'est-a-dire, chaque formule 6 (u) est consistante avec D° (M) On ver1f1e alsement

que t-ew] A 'J’z(U) - Gw (u)Aewz(u). Donc, l'ensemble ® = {ew(u)] Y(w,v) € t” }

est finiment constant avec ﬁc(M), d'ol il existe N » M avec a e N tel que
Nr @ C(al. Ceci veut dire que le terme f(v) = f(a,v) viole la condition (c ) du
Théoréme I.2 appliquée au type t (N,v); en vertu de 1'équivalence (c RSN (a ) du

I.2 il en résulte que N( ) n'est pas une extension <f-m1n1male de N, i.e. non (a )
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(cl)=; (b]). Etant donné le terme f(u,v), soit Y(w,v) 1la formule de t* dont 1'exis-
tence est assurée par (c]). Posons

fl(u) = ux [ 3w Yv@(w,v) > £(u,v) = x)] ,

h(u,x) = max { v |3w Y (w,v) A f(u,v) < x} ,

fz(x) = max {h(u,x) |u<x}.

Etant donné N»M et ae¢ N, si ME ab(fablpb constante), ceci est aussi valable
dans N; de Y(b,v) € t*(N,v) et de la définition de f] on conclut
(f(a,v) = fl(a)) et*(N,v). Si, par contre, NF Sb(fahlbb + o ), alors il existe
c eN tel que NF Vv(v>c AY(b,v) > f(a,v) 2 a). Par définition de h et f
Nk f(a,v) 2a 5 h(a,f(a,v)) < fz(f(a,v)),
NE Y(b,v) =+ v S h(a,f(a,v)).
Comme t*(N,v) est non-borné et Y(b,v) y appartient, on conclut que

(£,(£(a,v)) 2 V) « £ ¥ (N, v).

2 :

(bl):=;(al). Conséquence triviale de 1'implication correspondante du Théoréme I.2.,
appliquée @ un N » M arbitraire.
Remarques. (a) La définition du terme f3(u,x) dans la preuve de (c2) = (bz) est
la suivante :
f3(u,x) = Uy [3W(fu?~ \pw injective A Vw'(fu by injective » w < w') A
AVG(w,y)) A f(u,y) =x].
On ne sait pas si le terme f3 peut &tre choisi & une seule variable; cf. Gaifman(G],

Théoréme 3.13 et discussion.

(b) L'hypothése que t*(M,v) est complet et non-borné a servi pour appliquer le
Théoréme I.2. On aurait pu utiliser au lieu du Théoréme I.2. sa version pour t non-
complet, la Proposition I.7 : ainsi, on aurait pu se passer méme de 1'hypothése que
t*(M,v) est complet et obtenir une version du Théoréme II.l1l pour t* quelconque
(non-borné). Nous n'énongons pas cette version, qui est simplement l'uniformisation de
la Proposition I.7.

(c) On n'a pas eu besoin, dans II.11, de 1'hypothése plus forte "¢* est un schéma
complet"; .ce fait est exploité par le Corollaire II.12 ci-dessous. Pourtant sous cette
hypothése (et lorsque t* est clos), les conditions (bi) du théoréme précédent peu-

vent 8tre reformulées de maniére plus élégante; voir Corollaire IIL.13.

II1.12. Corollaire. Soit t~ un schéma tel que t*(M,v) est complet sur M. Sont équi-

valents : .

t
(i) pour tout N » M, N Af N(c )s
(ii) t* est un schéma complet.

Démonstration. (i) = (ii). Evidemment (i) implique (co) du Théoréme II.11. Ceci appli-
qué quand f(u,v) est la fonction caractéristique d'une formule ¢(u,v) entratne

*
1'existence d'une Y(W,v) € t telle que

(*) ME VYa ai(fa N yg constante)
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(car f ne prenant que deux valeurs 1l'autre condition de (co) du II.I1l. est impos-
sible). Or, (*) équivaut & dire que yY(w,v) décide ¢(u,v); alors t* est un schéma
complet par la Proposition II.4.

(ii) =>(i). Par la Proposition II.1O, (ii) entrafne : N
(x*) pour tout N » M et tout X E'N(z ) définissable dans N(z ), XnN est dé-

finissable dans N.
* *

Mais cette condition implique N L N(z ); sinon, en choisissant x € N(z ) - N et
a € N tels que x S a, on pourrait conclure que X n N est définissable dans N, ot
X={z¢€ N(z*) lx < z}; par le principe du minimum, X nN aurait donc un premier
élément; or, X NN, étant la partie supérieure de la coupure de N déterminée par

x ¢ N, n'a pas de premier élément.

*
I11.13. Corollaire. Soit t un schéma de type sur M, clos, complet et tel que

t*(M,v) est non-borné. Alors pour i < 2 on a les équivalences (ai)@a(bi)<=§(ci),
ou (ai) et (Ci) sont les énoncés du Théoréme II.11, et :
(bé) pour tout terme pur f(u,v) 1il existe un terme pur fl(u) tel que la formule
f(u,v) = fl(:) vV f(u,v) >w
appartient 2 t .
(b;) pour tout terme pur f(u,v) il y a des termes purs fl(u), fz(u) tels que la
formule
f(u,v) = fl(:) v fz(f(u,v)) 2 Vv
appartient 3 t
(bé) pour tout terme pur f(u,v) il y a des termes purs f](u) et f3(u,x) tels
que la formule
f(u,v) = f’(u) v f3(u,f(u,v)) =v

*
appartient 3 t .

Démonstration. On prouve (bi)¢¢ (bi).

(bo) =;(bé). Comme t*(M,v) est clos par conséquence logique, (bo) implique
(E(a,v) = £,(a) v £(a,v) > <) ¢ £ (M,v)

pour tous a,c € M. Comme ¢t est clos et complet, en appliquant le Lemme II.7. i

cette formule on obtient bien (bé).

(b;):&(bo). Ceci est immédiat en utilisant le fait qu'un type complet qui contient

une disjonction, contient aussi 1'un des cas disjoints.

Remarque. Le Lemme II.7 montre clairement que pour un schéma clos et complet t*

. . * - - . -
sur M, la condition "t (M,v) est non-borné" équivaut i la "formule (v > u) appar-
*
tient & t .

(C) Types uniformes.

II1.14. Définition. Soit t(v) un type sur M; on dit que t est uniforme ssi :
(a) t est non-borné;

(b) pour tout N » M, t(v) u{v>a|a € N} est un type complet sur N.
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Autrement dit, un type non-borné est uniforme ssi pour tout N »M il n'a qu'une
seule extension & un type complet non-borné sur N.

Essentiellement, cette notion est un cas spécial des schémas de type complets; en
effet :

II.15. Remarques. (a) t uniforme ¢at* = t(v)u{v > u} est un schéma de type aomglet
sur M.

(b) Si t est uniforme, pour tout N » M 1l'unique extension non-bornée et compléte
b d . *
de t a N coincide avec t (N,v).
Moyennant cette remarque, tout ce qui a &té vu sur les schémas complets se spécia-

lise au cas des types uniformes; par exemple on a :

II.16. Proposition. Un type t sur M est uniforme si et seulement si pour toute
formule ¢(u,v) il existe P(v) e t telle que

MEVE v [(vv >v)v) ~ o@@,v)) v (Vv > v ) ((v) > 16 (u,v))] .

Démonstration. Résulte de la caractérisation des schémas de type complets (Proposition

II.4) par la Remarque II.15(a) ci-dessus).

II.17. Notations. On dira que VY(v) décide finalement ¢ (u,v) lorsque la formule de la

proposition précédente est vérifiée. En général, on dit qu'une propriété s'exprimant
par une formule de la forme V¥u 8(u) est finalement vraie (dans M) ssi
M 3u°(Vu > uo) 6 (u). Par exemple :

3 NV est finalement égale i u & 3v, Yv > v [y(v) + f£(v) =ul,
£NY est finalement constante & 3u 3v Vv> v Lypw) »£f(v) =ul,
3 S est finalement injective < 3vo( Yu > vo)(VV > Vo)

[yCu) APv) A u#v >£f() = £f(v) .

Le Théoréme suivant donne plusieures caractérisations de la notion de type uniforme.

I1.18. Théoréme. Soit t(v) un type complet et non-borné sur M. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
(1) t est uniforme;
(2) pour tout terme f(u,v) il existe des termes fl(u), fz(u). fa(u) tels que la
formule
Yu [ v > fl(u) + f(u,v) = f2(u) v £3(f(u,v)) > v]
appartient 3 t; ,
(3) pour tout N » M et toute extension non-bornée t' de t a N, N(z ) est une
extension Afﬂminimale de N; o
(4) pour tout N ¥ M et toute extension non-bornée t' de t & N, N o N(c s
(5) pour tout terme f(u,v) il existe ¢(v)e t telle que
ME Vafl f,M¢ finalement constante v £M o> o]y
(6) pour tout N > M, tout type complet et non-borné sur N qui étend t est défi-

nissable 3 paramétres dans M.
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Démonstration. Celle-ci est faite suivant le schéma :
(2) === (3)

5)< > (1) &= (Jk)

\(6)/

L'implication (3) = (4) est triviale.

(1) =(6) résulte directement de 1'équivalence entre (2) et (3) de la Proposition
I1.10. (a).
(6) =3 (4) suit du fait que toute extension N 4 N(z'), oi t' est un type définis-
sable et complet sur N, est une extension finale.
La preuve de ce fait est l'argument de (ii) = (i) du II.12. (appliqué au type t'
au lieu du schéma t*) et l'équivalence entre (2) et (3) du II.10. (a). Ce méme fait
et la Remarque II.15. (a) prouvent 1'équivalence entre (1) et
(1') pour tout N > M, N <¢ N(z )
ol ici (et par la suite) t* désigne 1'ensemble t(v) u{v > u}, qui manifestement
est un schéma sur M puisque t est non-borné.
(1) 3 (5). Par (1') et l'équivalence (ao) Py (co) du II.IL. appliquée a t* on
obtient que pour tout terme f(u,v) il existe Y(w,v)e t telle que
(*» Mp Val 3b(£, Ny, constante) V¥e 3Ib(Ery,>0)].
Or, vu la forme des formules dans t* , Y(w,v) est ¢(v) A v > w pour quelque ¢et,
et pour des formules Y de cette forme le premier cas de la disjonction (x) équivaut a
fab ¢ est finalement constante,
et le second cas équivaut a
£,00 >
donc (5) est vérifiée.
(5) = (1). On inverse pas par pas l'argument précédent.
(1) = (2). Par ce qui précéde on peut utiliser (5). Un calcul simple effectué sur la
formule de (5) montre qu'en posant Y(w,v) = ¢(v)AV > w on obtient :
M@ Va* !b(fah wb constante V fahtyb > ®),
Par (1) t est un schéma complet, qu'on peut supposer clos sans perte de généralité
(Lemme II.6). L'équivalence (b;)ﬁ:p(cl) du II.13. montre alors qu'il y a des termes
fz(u), f3(u) tels que la formule o(u,v) suivante appartient i t*
o(u,v) : f(u,v) = fz(u) v f3(f(u,v)) 2 v,
Par la Proposition II.16 il y a ¢(v) € t qui décide finalement 0o(u,v). Puisque
a(u,v) € e* i1 est clair que ¢ décide O positivement, i.e.
M®E VYu Bvo(\/v >v°)(¢(V) + g (u,v)).
Posons :
g () = uv [ (v > v )(d(v) > £(u,v) = £,u))1 -,

g,(u) = Wy, v > v°(¢(v) - f3(f(u,v)) 2 v ],

fl(u) = max {g](u),gz(u)} .
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On prouve aisément que
ME 0(v) »VYu(v>£ (w) >0 (u,v));

d'ol il suit que la formule 3 droite est dans t, puisque ¢(v) € t.

(2) = (3). La condition (2) entraine qu'étant donnés N > M et un type non-borné t'

sur N tel que t's t, on a

t'
(**) pour tout x € N(c ), x €N ou x =c.

En effet, conme x = f(a,c) pour quelque aeN, il suffit d'appliquer (2) au terme
pur f(u,v). (**) implique trivialement que N(;') est une extension {f-minimale
de N.

(4) 3 (1). La condition (1') est une conséquence immédiate de (4) en posant

€' = £ (N,v); donc (4) o (1).

Remarques.(a) Les versions affaiblies de (3) et (4) ci-dessous sont &quivalentes aux
énoncés du Théoréme II.I8 :

(3'1 pour tout N > M et tout schéma de type e
*

| sur M tel que tT(M,v) = t,

N( l) est une extension 4f—minima1e de N,
et similairement pour (4').

En effet, les implications (3) 5(3') = (4') et (3) = (4) = (4') sont triviales, et
1'argument utilisé pour démontrer (4) = (1) prouve aussi (4') = (1).
(b) La condition (b) du Théoréme II.18. - ou, alternativement, l'équivalence entre

(2) et (3) du Théoréme II.10. (a) - montrent que tout type uniforme est définissable.

La réciproque n'est pas vraie comme on verra au moyen d'un exemple simple au §III.S.

(D) Types minimaux.

Commengons par démontrer la proposition suivante dont les &noncés et la preuve sont
paralléles & ceux du Théoréme II.18 :

II.19. Proposition. Soit t un type complet et non-borné sur M. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :
(1) pour tout terme pur f(u,v) il existe des termes purs fl(u)’ f2(u), f3(u,w)
tels que la formule
Yu lv > £,(u) > £(u,v) = £,(u) Vv £,(u,v)) = v]
appartient a t;
(2) pour tout N > M et toute extension non-bornée t' de t i N, N(z ) est une
extension < -minimale de N;
(3) pour tout terme pur f(u,v) il existe ¢(v) ¢ t telle que
M EF Va [fah ¢ finalement constant V fah~¢ finalement injective ] .
Démonstration. (1) = (2). Etant donnés N et t' wvérifiant les hypothéses de (2),
(1) entraine :

]
(*) pour tout x € N(z ), x € N ou il existe un terme pur g(u,w) et un a e N

tels que g(a,x) = c.
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Puisque x = f(a,c) pour un terme pur f et un a e N, (%) s'obtient en appliquant
(1) 2 f(u,v) et en posant g = f3. Mais (%) implique (2); si N i N' < N(z') et
x € N'-N, alors c = g(a,x) € N(x) € N', d'od N' = N(c).

Convenons d'appeler (2') le cas particulier de (2) lorsque t' = t*(N,v) et
t* = t(v)u{v > u }(ceci est un schéma de type sur M puisque t*(M,v) =t).
(2') = (3). Ceci suit de 1l'équivalence (32) & (c2) du II.1! par exactement le méme
argument de 1'implication (1) 3 (5) du II.18.
(3) = (1). Notons que (3) implique trivialement (5) du II.18. Donc et est un schéma
de type complet (i.e. t est uniforme), que nous supposerons clos sans perte de gé-
néralité. En posant vy(w,v)= O(v) A v > w, (3) entraine :

ME ¥Y¥a 3D [fal\ wb constante v fab wb injective] .

Par 1'équivalence (b2)¢g(c2) du II.13. il existe des termes f2(u), f3(u,x) tels
que la formule

f(u,v) = f,(u) v f3(u,f(u,v)) =v
appartient & t . Puisque t est uniforme on peut appliquer la Proposition IIL.16. 3
cette formule et finir la démonstration comme dans (1) =>(2) du II.I8.

On dit qu'un type complet et non-borné t(v) sur M est minimal si il vérifie

les conditions équivalentes de la Proposition II.19. Tout type minimal est uniforme :

ce fait, qui a été déja utilisé dans la démonstration précédente, résulte de ce que
(3) du II.19. implique trivialement (5) du II.I8. La réciproque n'est pas vraie (cf.
Remarque III.8), mais la notion suivante établit le lien entre les types uniformes et
les types minimaux : on dit qu'un type non-borné sur M est rare si il vérifie les

.

conditions équivalentes de la proposition suivante :

II.20. Proposition. Pour un type non-borné t sur M, les conditions suivantes sont

équivalentes :
(Sl) pour tous N » M, a ¢ N et terme pur h(u,v),
t(vl) ") t(vz) u N < v, < vy 4 h(a,v]) < Vo3
(52) pour tout terme pur h(v) il existe ¢ €t telle que
¢(vl) A ¢(v2) AV <V, F h(vl) <V,
) pour tout terme f(v), si ME f - o, alors il existe ¢ € t telle que

(s3

ME f£NO est injective.
Démonstration. (sl) = (52) est trivial par compacité, en prenant N = M dans (sl).
(sz) '9(51)' Etant donné un terme h(a,v) oi a € N, soit h'(v) = max h(u,v). De

(sz) appliqué 3 h'(v) on déduit vV

t(vl) U t(v2) va<v <V, F'h(a,vl) <V,
d'od (sz).

(sz) = (s3). Soit f(v) un terme tel que Mk f + ®; soit h(v) le terme :

h(v) =y u [(¥x>u)(f(w) <v)] . Par (52) appliqué au terme h(f(v)) il existe ¢pet
telle que

v ) A dlvy) Av < v, "h(f(vl))< Vys
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ce qui entraine Mk f N ¢ est- injective (et m@me f P¢ strictement croissante).
(83) = (82)' Notons d'abord que :
(*) MF g >~ implique Im(g) ¢ t [Im(g) est la formule Ju(v = g(u))] .
En effet, soit g'(v) = Hu(v = g(u)); ona ME g'> > , puisque si Im(g') est bor-
née par w, comme g(g'(v)) = g(v), Im(g) serait bornée par max{ g(u) | u sw},
contradiction. Il suffit maintenant d'appliquer (53) a g' pour obtenir YP'e t
telle que g'M V' est injective; en posant © = ' - {0} on a manifestement P ¢ t
et V¥ g Im(g), d'oii Im(g) € t.

Maintenant soit h(v) un terme pur. Si Im(h) est borné, (s2) est trivialement vé-
rifié. Supposons donc que Im(h) est non-borné (i.e. h - »); considérant
f(v) = max {h(u) |u< v} au lieu de h on peut supposer, sans perte de généralité,
que h est non-décroissant. Par (33) il existe o0 e t telle que hMg est injecti-
ve. Définissons par induction le terme g :

g(x+1) = pu [ou) A (Vy <x)(h(g(y)) < u)]
Il est clair que Im(g) ¢ 0 et h(g(x)) <g(x+1). Puisque h Mg est injective, elle
est strictement croissante et le principe du minimum entralne Fo(u) »u < h(u); en
particulier on a g(x) < h(g(x)) < g(x+1), et donc g =+ ; par (*) on obtient :
¢ = Im(g) € t.

On peut maintenant vérifier (sz) pour cette formule ¢ : si ¢(vl), ¢(v2) et
v, < vy, ona v, = g(xi) pour certain X (i=1,2); comme g est strictement crois-
sante, X, < X,, d'od :

h(vl) = f(g(xl)) < glx ) s g(xz) = Vs

II.21. Proposition. Soit t(v) un type non-borné sur M. t est minimal si et seu-

lement si t est 3 la fois uniforme et rare.

Démonstration. (=» ) Si t est minimal, on a vu que t est uniforme. La condition (3)

de la Proposition II.19 entraine trivialement la condition (s3) ci-dessus, ce qui dé-
montre que t est rare.

(¢= ) Inversement, si t est uniforme, la condition (5) de II.18. est vérifiée;
celle-ci, jointe a& la condition de rareté (53) entraine la condition (3) de II.19,

donc la minimalité de t.
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§ III.- EXISTENCE DE TYPES

Dans la premiére partie A de ce chapitre, nous démontrons que, pour 1'arithmé-
tique de Péano (P, les classes de types introduites dans le chapitre précédent sont
non-vides.

Rappelons que chacune des classes introduites dans le § II est contenue dans la

précédente :

Définissable 2 Uniforme > Minimal
(cf. pages et ). Dans la seconde partie B, nous montrons que ces inclusions
sont propres.

La troisiéme partie C est une présentation de quelques notions et faits &lémen-
taires du forcing dans les modéles de 1'arithmétique, utilisés dans 1'exposé suivant.
On montre comment les arguments d'existence de la partie A se traduisent, en langage

du forcing, en termes de densité.

A.- Existence de types minimaux.

Pour démontrer que ces classes sont non-vides, il suffit, évidemment, de prou-

ver l'existence d'un type minimal.

III.1.- Théoréme. Si le langage L a un nombre au plus dénombrable de symboles de re-
lation et de fonction, alors pour tout M F= @ i1 existe un type minimal sur M. De
plus, t peut &tre choisi de fagon telle que e t ol ¢ (v) est n'importe quelle for-

mule donnée a 1l'avance telle que MF: " P est non-bornée'".

Démonstration.—- Nous démontrons le théoréme pour le langage Lo obtenu en enlevant
toutes les constantes individuelles de L, sauf O et 1. Dans une remarque ultérieure,
nous montrerons comment le cas général peut &tre déduit de ce cas particulier (cf.

III.2 ci-dessous). En vue de la Proposition II.19 (3), il suffit de prouver :

(*) pour tout terme pur f(u,v) et toute formule p(v), il existe une formule Y(v)

telle que :

# + "¢ non-bornée" "Y non-bornée" A Y c @ A
¢

AY u(fu P V finalement constante V fu r‘w finalement injective).

En effet, si cette condition est remplie, on construit t en énumérant les termes 3
deux variables du langage, fo(u,v), fl(u,v),... et en choisissant inductivement 3

1'aide de (*) une suite de formules < wn(v)| n e W> telle que
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¢n+l non-borné A wn+l < wn A V'u(fn(u,.) ) wn+l est finalement

constante ou finalement injective).

N'importe quel ensemble consistant et complet de formules &tendant

{wn(v)l newvu{v>alaeM} sera alors un type minimal.

En parlant informellement, le probléme (*) se pose ainsi : étant donné un ensem-
ble infini d'entiers X (qui correspond & p(v)) et une suite fn d'applications des
entiers dans les entiers (fn correspond donc 3 f(n,.)), il s'agit de trouver un ensem-
ble infini X (qui correspond 3 Y (v)) tel que X c X et tel que chaque fn soit finale-

. . . . 0o
ment injective ou finalement constante sur X .

3 © 3 3 3
Voyons comment construire X . D'abord de la notation : si g est une fonction
définie sur un ensemble Y, on a canoniquement un ensemble infini d'éléments de Y sur
lequel g est injective ou constante : soit c, = HY (y e Y) ; co,...,éi étant supposés

définis, s'il existe y ¢ Y, y > s tel que g(y) # g(co),...,g(ci), on pose c, égale

+1

au plus petit tel y, autrement Ciel <S4t Soit I(g,Y) = {co,c ..} . Par construction

+1 1’
g est injective sur I(g,Y) < Y. Si I(g,Y) est non-borné, la question est réglée. Sinon
cela entraine que g [Y] est borné - notamment par le dernier é€lément de I(g,Y) - d'ou,
comme dans la démonstration du théoréme de Mac Dowell~Specker au § 1 du premier expo-

sé, on doit avoir g-l(m) n Y non-borné pour au moins un m € g[{Y] ; en posant
m(g,Y) = U x[g-l(x) n Y non-borné]

on aura certainement g constante [égale 4 g(m(g,Y))] sur 1'ensemble non-borné

g (m(g, 1)) n Y.

Nous définissons maintenant une suite décroissante Xn’ n=-1,0,... avec
X_] = X et avec, pour n 2 O,
i I(f t non-borné
I(fn’xn—l) si I( n’xn—l) est non-b
X =
n

-1 .
fn (m(fn,Xn_l)) n Xn sinon.

Par 1'argument précédent, chaque Xn est non-borné et fn est soit injective, soit

constante sur Xn. Alors on peut prendre :

X" = {i] i est le (n+1)-iZme &lément de X }.
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o0 -4 -
I1 est clair que X a la propriété chercheée.
o
Cependant, pour s'assurer que la relation i € Xn’ et donc 1 € X , puisse étre

définie arithmétiquement 3 partir de X et de la suite £ de maniére formalisable

dans 1'arithmétique de Péano, nous détaillons la construction de la fagon suivante.

Etant donné u, posons

Xu = {xo,...,xu} = 1'ensemble des u+1 premiers éléments de X,

et

Seg(u) = l'ensemble des suites de longueur < u extraites de 1'intervalle [O,ul;
pour 0 € Seg(u), on pose
2(0) = longueur de © (avec (@) = 0).

On laisse au lecteur la tache, facile, de normaliser dans 6° ces notions et celles de

I(g,Y) et m(g,Y) ci-dessus, a 1'aide de la machinerie des codages exposée au § II du

premier exposé.

A chaque u on associe de facon récursive une famille {Xgl o ¢ Seg(u)} de par-

. u . . ~ u
ties X0 c Xu indexées par 0 ¢ Seg(u) ; par récurrence sur £(0) on pose X¢ = Xu et

u

& I(fl(c)’xc) pour m = 0

o"m -1 u

fg(o)(m—l) n XO pour m # O.
Notons que w > u entraine XZ 2 Xg pour O ¢ Seg(u) et que pour u 2 z + 1 et pour
0,T € Seg(u) avec L2(0) = z = 1, &(T) < u - z, nous avons :
o s . u
(a) fz est injective sur XO"O"T N
P s u

(b) fz est constamment égale a3 w - | sur Xonw"T pour 1 < w < u,

u . . . sz
Nous notons card(XU) le terme des variables u,0 qui donne la cardinalité de Xg s le
lecteur pourra donner sans difficulté la définition formelle de ce terme dans ®.
u . . .
Parce que les ensembles X0 sont monotones croissants en u pour l'inclusion, on a

1'équivalence :

Vz3uV w2 u(card(ng 2z) e Yz 3 u(card(X;) > z).
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Nous aurons besoin de la remarque suivante :

(**) Soit O une suite telle que Yz 3Ju (card(Xg) > z). Alors il existe m tel que
u >
Yy z 13 u(card(Xo m) 2 z).

En effet, soit fl(c)[ijz] est non-borné, dans lequel cas on peut prendre m = O,
u

. u
soit on peut prendre m = m(fl(o)’ Ef Xc).

Puisque X est non-borné, ona V¥ z 3 u(card(X;) > z). En wertu de (**) on peut

donc définir par récurrence une fonction h ainsi :

h(0) =um(Y z 3 u(card(X:m ) 2 z),

>

hix+ 1) = um(V z 3 “(card(xth(o),...,h(x)>"m) 2 z).

On peut poser alors

u

<h(0),...,h(y)>)’

ie Xy «— Ju(i eX
ce qui donne la définition arithmétique cherchée de la relation i ¢ X -

III.2.- Remarque. Il est assez facile d'étendre le théoré&me IIIL.1 au cas des langa-

ges L avec un nombre arbitraire de constantes individuelles.

Remarquez d'abord que la formule Y(v) construite dans le Théoréme III.l1 ne dé-
pend que de la variable v ; la variable u du terme f(u,v) n'intervient pas. Si ¥ a
des paramétres, alors Y a les mémes paramétres. Ensuite, 1'analogue de (*) du III.I
pour des termes purs f(u,v) de L0 3 plusieurs variables u = (uo,...,un) est ohtenu
automatiquement en appliquant le cas précédent au terme g(u,v) = f((u)o,...,(u)n,v)

Ces remarques donnent :

(*) pour tout terme pur f(w,v) de L0 et pour toute formule ¢(c,v) oii les constantes

< appartiennent 4 L - L , il existe une formule ¥(c,v) telle que :
o

® + "Y— non-borné" — 111(_: < q»E A '\[’5 non-borné A Vw(f ! V_ finalement
c w (o
constante v £ M § finalement injective).
W c

Finalement, puisque chaque terme pur g(u,v) de L est de la forme f(c,u,v) od
f(z,u,v) est un terme pur de Lo et les c¢ des constantes individuelles de L - Lo’ il

est évident que la spécialisation de (*) 3 w = ¢ " u donne ce méme résultat pour le
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terme g(u,v) ; d'ol le type construit au III.] est aussi minimal pour L.

Une variante de la démonstration du Théoréme III.! permet de déduire :

III.3.- Proposition. Etant donné L et M comme dans le Th&oréme III.l, la cardinalité

P . o s o .
des ensembles de types purs définissables, uniformes et minimaux est K ~, ou K est

la cardinalité du sous-modéle minimal de M.

Démonstration.- Elle est basée dans (*) de III.l et 1'observation suivante :

(+) pour chaque formule ¢ (v) il existe une formule 0(u,v) telle que :

® + " ¢ non-bornée" =V u(ou S g Aoy, non-borné) A

A Vuw(u#w—»duncw=¢) Ay Ju(p (v) » o(u,v)).

C'est-3a-dire, la famille des Ou. lorsque u varie, est une partition de ¥ en ensem-

bles non-bornés.

Soit Mo le sous-modéle minimal de M. Pour chaque suite s ¢ wMO on construit un
type minimal tg- En utilisant la méme astuce que dans la remarque III.2, on peut ra-
mener la construction de ts 3 celle d'un type du langage Lo' Notez que chaque élé-
ment de Mo étant un terme constant, on peut 1'insérer dans une formule sans v ajou-
ter des paramétres. On définit par récurrence sur n une suite < Gz(v)l n ew >de

formules :

s

n déja définis et non-bornés, on pose ,

s
en supposant eo,...e
si n est impair, n = 2m + 1 :

s
n+l

0 est obtenu 3 partir de ez et du terme fm(u,v) comme dans le Théoréme III.I,

si n est pair, n = 2m :

gs
§ _ _n
en+l - 0s(m)

(ot Ow désigne la formule o de (}) construite & partir de V).

Le type tS est n'importe quel ensemble consistant et complet de formules conte-

nant {Oz(v)l new uviv>alac M}

Il est clair que si s # s' sont des suites distinctes, les types ty et t , sont
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. . . 0 () 0 0
contradictoires uisque O t, o et O 9 = U
, puisqu s(n) € tgs Torp) © tor s(n) n s' (n) @, ol n est
S'

le plus petit rang auquel s et s' sont distinctes et 6 = 6;n = eZn .

La preuve de (1) est facile : soit Py la fonction qui donne le u-iéme nombre

premier, avec P, = 1. On pose :

il existe w tel que v est le

g(u,v) «—> (pu)w—iéme membre de ¢ siufo
veyp - U g(w,v) siu=20.
w#0

Cette définition est manifestement formalisable dans §° .
¥

L'argument précédent montre qu'il y a au moins K ° types purs minimaux. D'au-
Xo
tre part, il y a au plus K = types purs définissables de L.

En effet, le type pur (ou type sur M ) défini par un schéma d est (cf. II.8 (c)) :
o

d(Mo,v) = {Y(ﬁ,v)l T suiie de termes constants de L,

p(u,v) formule de L et Mo = d?,[’r-r]} .

En rajoutant 3 T les termes constants qui peuvent apparaitre dans @ (4,v), et puis-
que les termes constants de L sont des membres de Mo’ on peut considérer un schéma
d comme une application qui envoie les formules de Lo dans des formules de Lo a pa-

ramétres dans Mo (i.e., les paramétres qui peuvent apparaitre danS(iV). Evidemment

&

il y au plus K ° possibilités pour le choix d'une telle fonction, et donc au plus

o

K° types définissables purs.

B.- Exemples

III.4.- Exemple d'un type non-définissable engendrant une extension finale.

Pour donner un exemple de type non-définissable t(v) sur un modéle dénombrable
Mde @ tel que M 4‘f M(z), il suffit de construire une extension finale M 4\f N et
une partie Y ¢ N telle que Y n M ne soit pas une partie définissable de M, bien que
<N,Y > = &2KU) ol L(U) s'obtient du langage L de N en ajoutant un nouveau symbole
de prédicat wunaire U. En effet, étant donné de tels N,Y et b ¢ N - M, soit

c e N - M qui satisfait :

<N,Y>l=(Vu<b)(pulc «e>u € Y).
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On peut prendre alors comme t(v) le type de c sur M dans le langage L de M. En effet,

comme 1'ensemble Z = {x ¢ N| x < b A pxl c} est définissable dans N mais

ZNM=YnMne l'est pas dans M par hypothése, la Proposition II.10 (a) entraine

que t(v) n'est pas un type définissable. D'un autre cOté, M <lf N implique triviale-
t

ment M <f M(c)'

Or, pour construire N, Y, il suffit d"avoir une partie non-définissable X de M
telle que < M,X > F== 63L(U)’ car 3 partir de < M,X > on peut construire le modéle
cherché < N,Y > en ajoutant un type définissable sur < M,X >(ol alternativement

par la méthode de démonstration du théoréme de Mac Dowell-Specker).

Enfin, en utilisant la méthode de forcing de Cohen, on peut démontrer de maniére
élégante qu'une telle partie X c M existe ; nous renvoyons le lecteur & Simpson [Si]

pour plus de détails.

III.5.- Exemples de tvypes définissables non-uniformes

Pour obtenir des exemples de cette situation, il suffit d'"itérer" deux ou plus
de- types définissables quelconques ; ces itérations seront l'objet d'une étude détail-
lée au § IV ci-dessous, auquel nous renvoyons le lecteur. t ot

Par exemple, si to(v), t](v) sont des types définissables sur M, si M < ° ]>

t t € ¢
désigne le modéle M ( 0) < l) ol ti est l'unique extension définissable de
c c

t o 1
t.a M ( 0) et si t désigne le type sur M réalisé par 1'élément c = <€ s> qui
code la paire (co,cl), alors t est un type définissable.

En effet, on prouvera par la suite (Proposition IV.2 (a)) que le 2-type
(to(vo), t](vl)) réalisé par la paire (co,c]) est définissable. D'autre part, le
type t s'obtient par application i (to,t]) de 1l'opération de contraction définie ci-
dessous qui, manifestement, préserve la définissabilité. Etant donné un n-type

t'(vo,...,vn_l), on pose :
< t'(vo,...,vn_l) >={¢w)| ?((v)o,...,(v)n~l) et'}

(cf. DAfinition IV.15 et Lemme IV.16).

Enfln, le tyoe t n'est pas uniforme pwisque M4, M(c ) < M(c) = M(c T ), c'est-

d-dire M( ) n'est pas une extension { -minimale de M ; voir (3) du Theoreme II.18.
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t, t &
Si on itére trois ou plusieurs types définissables, par exemple N = M ( )

on peut prendre c = < €ysCy >, d'ol M(c])(c) = N, mais M(cl) ‘<f N puisque

N F= c, < ¢ c'est-d-dire , <(to,t2)> n'est pas un type uniforme sur M(cl).

Nous laissons au lecteur comme exercice de démontrer que, d'une maniére généra-

le, on a :

I11.6.- Fait. Si to,...,tn (n 2 1) sont des types définissables sur un modéle M de

@ , alors le type < (to(vo),...tn(vn)) > est définissable mais non-uniforme.

. . o P p P
Ce fait et 1'existence de K = types définissables ont comme conséquence immé-

diate :

III.7.- Corollaire. Etant donné L et M comme dans le Théoréme III.l, il y a K °
types définissables non-uniformes, oi K est la cardinalité du sous-modéle minimal

de M.

Démonstration.- Il suffit de remarquer que, étant donné deux suites finies
f ' S P ' .
to,...,tn,to,...tn (n 2 1) de types définissables tels que ti # ti’ et si P(v) € t;

AP (v) € ti, alors
V(<<vo,...,vni>) € < (to,...,tn) >, tandis que ¢ ( SV seeesV > ) € < (t;,...,t;)>.

III.8.- Remarques. (a) Il est possible de démontrer 1l'existence de types uniformes
qui ne sont pas minimaux sur chaque mod&le M de 6 . Pourtant, la construction qui
donne ces exemples, due 3 Paris et Gaifman,est relativement compliquée et donc ne

sera pas incluse ici. Nous renvoyons le lecteur 3 Gaifman [ G ], Théoréme 5.2.

(b) Comme corollaire des résultats du § IV nous allons obtenir un exemple d'extension

minimale d'un modéle qui n'est pas une extension finale ; voir exemple IV.24.

C.- Forcing sur les modéles de l'arithmétique

Dans ce paragraphe, on introduit quelques notions é&lémentaires du forcing sur
les modéles de 1'arithmétique qui seront utilisés dans 1'exposé suivant. Ceci est
fait dans un cadre assez général pour couvrir toutes les applications ultérieures.
Quelques-uns parmi les exemples concrets les plus courants serviront pour illustrer

ces notions. On montre aussi la fagon d'associer un type a chaque ensemble générique

de conditions, et on analyse les propriétés de ces types. On verra que dans certains

90



TYPES REMARQUABLES, 1

de nos exemples concrets l'existence de ces types en découle du méme type d'argument
p yp

que dans le paragraphe A ci-dessus.

Dans ce paragraphe, on travaille sur un modéle M de @ £ixs.

II1.9.- Le cadre général.

(a) Soit n € w fixé. On appelle n-condition de forcing sur M 3 tout n+l-uplet

< 30 seees0 > de formules @ paramétres dans M, contenant la variable libre v et
éventuellement (mais pas forcément) une autre variable libre u, telle que

M }= vVu (?u non-borné) (*).

(b) On supposera qu'on s'est donné un ensemble € de n-conditions de forcing
pour un n fixé, et un ordre partiel 4 sur C . On ne suppose pas que C est arithmé-
tiquement définissable (méme si dans les applications on trouve fréquemment des €
qui le sont). Par contre, £ est supposé définissable dans le sens qu'il existe une

formule ¢(X,X],...,Xn,Y,Y ..,Yn) du langage L de 1'arithmétique de P&ano généra-

1*°
lisée avec termes de classe X’Xi’Y’Yi (i =1,...,n), sans d'autres variables libres

et ayant les variables v et u explicitement liées, telles que pour

< P30 a0 >5< Ys0),.00,00 > € € , on ait

M= <I>(f,c],...,nn,w,o;,...,or'l)4:; <10 5eees0 >4 < 11;,0;,...,0"l > .

n

(c) On demande que la relation £ satisfasse la condition de cohérence finie

suivante
pour tous k € W, Ot,B',...,Bk e C , sia =< P,Ol,...,cn >,
i i .
B:l. =< wi,ol,...,cn > et a4 Bi (i=1,...,k), alors

k
M % Yu Iv [g(,v) A A wi(u,v)].
i=1
Dans tous les exemples qui suivent,cette condition de cohérence finieest trivia-
lement vérifiée puisque < g N £ < 11),0;,...0;1 > entraine soit que ¢ c ¥

soit que ¢ est contenu dans ¥ 3 partir d'un certain rang.

(%) Si ¢ contient eeulement la variable libre v, cette condition doit &tre remplacée

par M |= ¢ non-borné.
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III.10.- Exemples.

(a) Soient n = 0, @ 1'ensemble de toutes les formules non-bornées ayant v

comme seule variable libre et £ la relation d'inclusion :
YL Ve M = V(g > )
(i.e., la formule &(X,Y) définissant & est Yv((veX->veY)).

(b) Avec le méme € on peut considérer l'ordre< d'inclusion finale (noté gf)
P4V &M = 3v0 Vv> v, (g (v) > (V).

(c) Cas des familles. Ici n = O et @ est 1'ensemble des formules Y(u,v) a
deux variables telles que M |= Vu (Pu non-borné). Il y a deux cas selon que des

paramétres de M soient admis ou non dans les formules P - L'ordre £ est :
PLV <M =Va3b(p, < W) AYbd daly, < ¥).

Un cas intéressant s'obtient lorsque les &léments de € sont des familles disjointes,

i.e.,
M= Vu]u2 Vv Cu; #uy > PV A P(uy,v) ]
Abramson-Harrington [A-H] considérent les exemples suivants :

(d) Le m-forcing. Ici n =m - 1, ol m est un entier fixe > 2, C est 1'ensemble

des n-uplets de formules non-bornées a une seule variable libre ; £ est 1l'ordre d'in-

clusion simultanée dans toutes les coordonnées :
n
AT A RN PPN B i/=\I Vv () > b (1)

(e) Ici n = 2, @ est 1'ensemble des triplets < P ,Ol,cz > ol
P (v) = formule non-bornée sur M avec v comme seule variable libre ;

et il existe k € w tel que
. P S k+1
ol(u,v) = fonction définie sur ¢, 3 valeurs dans 2 et telle que pour

k+1 . . <
tout s € 2 1'image inverse de s est non-bornée ;

oz(v) t v = k.
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En appelant < X,F,k > les éléments de e, 1'ordre £ est ainsi défini :

< X,,F, ,k

2,2,2>$<X F,k]> @ngx Ak, 2k, A

1’71 1 2 1

Dom(FZ) c Dom(F]) AF D Dom(Fz) =F

1 2°

D'autres exemples des conditions de forcing seront considérés dans 1'exposé

suivant (cf. Lemme II.10).

III.11.- Ensembles génériques

(a) Notation. Etant donné une formule 6(X,X ...,Xn) contenant les termes de

l’
classe X,X],...,Xn, sans d'autres variables libres et ayant les variables v et u

explicitement liées, on pose :
@e ={ < @0 seees0 > € Clu = 0(¢,0y,-.-50)}.

(b) On dit qu'un ensemble de conditions de forcing @ ¢ € est dense ssi pour

tout & € @ il existe B € D tel que a £ B.

(c) Soit O un ensemble de formules de la forme spécifiée au (a) ci-dessus. On

dit qu'un ensemble de conditions de forcing g c € est B-générique ssi

(i) aegAaﬁe.—_yBeg
(ii) 01,869 = il existeYeg tel que y{ o et Y4 B.

(iii) pour toute formule 6 ¢ ©, @e dense =» 3 n e@ # 0.

Lorsque @ est l'ensemble de toutes les formules de la forme spécifiée au (a) ci-

dessus, on dit que g est générique.

III.12.- Existence d'ensembles génériques

Dans ce contexte ci - comme dans tout autre ol la machinerie du forcing est uti-

lisée - le premier point & considérer est celui de l'existence d'ensembles génériques.

Ici, comme ailleurs, le critére principal est le suivant :

(a) Critére d'existence d'ensembles génériques. Pour tout ensemble (3 de conditions

de forcing, si l'ensemble ® de formules est dénombrable, alors il existe un ensemble

8-générique de conditions contenu dans € .
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Démonstration.- Soit < 9n| new > une &numération de toutes les formules 6 ¢ @
telles que C?e est dense. Par induction, on choisit pour chaque n ¢ w un a € C

1
tel que o >4 o et a € (",en. L'ensemble

Q ={B e @ | il existe n€w tel que ané\B}

est manifestement @-générique.

En particulier, si le langage L et le modéle M sont tous deux dénombrables,
dans tout ensemble € de conditions de forcing il existe un sous-ensemble générique.
Mais le critére précédent prouve aussi 1'existence d'ensembles génériques dans d'au-
tres cas intéressants : par exemple, lorsque L est dénombrable, ® est 1l'ensemble de
toutes les formules de L (i.e., sans paramétres) de la forme spécifiée au III.11 (a),

mais M n'est pas forcément dénombrable.

Pour familiariser le lecteur avec les concepts introduits, on laisse en exercice

facile le suivant :

(b) Exercice. Soient L dénombrable,® 1'ensemble de toutes les formules sans paramé-
tres de la forme décrite au III.11 (a), M un modéle de ¢, et @2 1l'ensemble des
conditions de forcing de 1l'exemple III.10 (b). Démontrer qu'il existe M0-< M dénom-

brable, tel que si (31 est 1'ensemble des conditions de forcing de 1'exemple

III.10 (a), avec formules 3 paramétres dans Mo, alors on a :

tout sous—ensemble générique de el est un sous—ensemble @-générique de (32.

On montre maintenant que tout sous-ensemble générique donne lieu de fagon na-

turelle 3 un type.

III.13.- Le type associé 3 un ensemble générique

Proposition.- Soient @ un ensemble de conditions de forcing sur M, 6 un ensemble
arbitraire de formules de la forme décrite au III.1l1 (a), et 9 un ensemble

8-générique. Alors :
(i) L'ensemble (des conséquences de) :

t’(v) ={¢ (a,v)| a € M et il existe Opaeees0 tel que < ¢ (u,v),ol,...,on > € g'}(*)

(*) Omettre a si les formules de C ont v comme seule variable libre.

94



TYPES REMARQUABLES, I

est un type sur M.

(ii) Soit 6({ (X) la formule
(*)

X non-borné A X décide <((u,v) .

Si pour toute formule ¢ (u,v), 6? € ® et 86 est dense, alors t_ est complet et

non borné.
ces . £
(iii) Soit 6?()() la formule
X non-borné A X décide finalement ¢ (u,v).

Si pour toute formule ?(u v), 6‘( € ® et G est dense, alors tg est uniforme.
6
¢

(iv) pour tout terme f(u,v), soit ef(X) la formule
b Va (fa ¥ Xb finalement constante V £, y Xb finalement injective).

Si pour tout terme f(u,v), ef € B et ee est dense, alors t_  est minimal.
f
Démonstration.- (i) La condition de cohérence finie III.9 (c) garantit que t_ est
finiment con31stant avec D€ (M) : puisque si {a (a ,V) € t_, avec a; ¢ M et
B. =< p. ,U‘,...,G > € S (i =1,...,k), alors par IIL.1l (c,ii) 11 existe o eg

i
a=<g ,0],...,0 > tel que o £ B (i=1,...,k) ; d'ot par II1.9 (c), on conclut :

M }= v ./\ ?i(ai,v).
i=1
(ii) ¢t est complet. Si ?’(a,v) est une formule quelconque, l'hypothése entralne que
@6,(, n g # @, i.e. il existe <y ,0],...,On > € g tel que Y(w,v) décide fo(u,v) 3
en particulier, YP(b,v) € l:s décide P(a,v) pour un certain b € M ; donc, P(a,v)

ou " ?(a,v) est dans t

§

t, est non-borné. En appliquant 1'argument précédent 3 la formule v > u, on

selon que Y(b,v) décide ¢(a,v) ou 7 ¢(a,v) positivement.

obtient < lP,Ol,...,On > € g tel que Y(w,v) décide v > u ; puisque Y(w,v) = ww(v) est

non-bornée, elle doit décider v > u positivement ; d'oll v > a ¢ t_ pour tout a ¢ M.

(iii) et (iv) La preuve de ces deux cas est semblable i celle de (ii) en utilisant

les caractérisations des types uniformes et minimaux données par les Théorémes II.18

(*) Si le terme de classe X contient une variable libre, disons w, alors 61’ est
la formule "V w (W(W) est non-borné) A X(w) décide ¢ (u,v)",La méme remarque s'ap-

plique a (iii).

95



EXPOSE 5

et II.19 respectivement.

Cette proposition donne des conditions de densité le plus souvent utilisées en
pratique. La vérification de 1'une ou l'autre de ces conditions de densité dans des
cas concrets peut &tre hautement non triviale ; cf.,par exemple, le lemme II.10 de

1'exposé suivant.

Pour terminer ce paragraphe, remarquons que 1'énoncé et la preuve du Théoreéme
III.]1 ci-dessus peuvent €tre reformulés de fagon a montrer que les conditions de
densité de la proposition précédente sont toujours vérifiées par les notions de for-
cing des exemples III.10 (a), (b) et (c).Ceci est immédiat dans les deux premierscas.
Pour 1l'exemple III.10 (c), il suffit de noter que 1'argument que démontre (*) du

Théoréme III.1 donne U uniformément 3 partir de ¢ ; c'est-a-dire

pour toute formule Y (u,v) telle que M =V u( ?u non-bornée),
et pour tout terme f(u,v) il existe une formule

W(u.,v) telle que

M |= Vu[wu non-borné A wu S Gf(wu)].

(cf. aussi 1l'argument du III.2). Ceci veut dire que pour tout terme f(u,v) 1'ensem-

ble @ est dense.
ef

On peut conclure donc que dans ces trois cas, pour tout ensemble générique g}

le type associé t, est minimal. On peut aussi vérifier sans peine, en utilisant (ii)

de la Proposition précédente, que tous ces types sont complets et non-bormnés; pour

ceci il suffit de modifier légérement 1'argument de (*) du Théoréme III.1, de fagon

3 prouver le suivant :

v _ ~
pour toute formule g (u,v) telle que M F= 11(?u non-borné)
il existe une formule VU(w,v) telle que

M F= v w(d& non-borné) A U(w,v) décide ¢(u,v).

Probléme ouvert.- On ne sait pas si, réciproquement, pour ces notions de forcing
et sous les restrictions de dénombrabilité du III.12, tout type minimal est de la

forme t_  pour un ensemble génériaue S .

§
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Iv.- ITERATION DES TYPES

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques propriétés des modéles obtenus
. ty e . N
par itération d'extensions de la forme Mr———+M(c) définies au § 1, ol t est un
type définissable et complet (ces hypothéses sont indispensables ; cf. lemme O.1

et discussion au début de § II. A et B).

. N t ~ c
Notons d'abord que la construction des modeles M(c) peut eétre itérée un nombre
fini quelconque de fois de maniére évidente : &tant donné des types définissables

t ...t
° n) est le modéle obtenu en ajoutant d'a-

1
bord un élément o qui réalise tos puis ¢y réalisant 1'unique extension définissable

to,...,tn sur un modéle M de 63, M (
CgeeeC

o to
de t 2 M( - i.e., le type d104< > ,V), ol d] est le schéma définissant
¢ c
o
tl, cf. § II.B -, etc...
t.
i
Dans un second temps, des itérations bd( le long d'un ensemble totale-
€ ier
ment ordonné arbitraire I sont obtenues comme limites directes des itérations sur

tous les sous-ensembles finis de I.

Le paragraphe A est dédié a la définition et les propriétés &lémentaires des

itérations mentionnées ci-dessus. Dans B, on introduit la notion de bloc, outil per-

t.
mettant 1'étude des itérations b{( ) quand les types t, sont uniformes. Le
c.’ iel
i
paragraphe C est réservé 3 l'exposition de ce que nous appelons des '"phénoménes
d'exclusion", notamment des types minimaux ; ceux-ci consistent en ce que les types
en question ne sont réalisés qu'une seule fois dans certaines parties des modéles.

Dans D on prouve 1l'existence d'un support pour tout &lément d'un modéle de la forme

t
i
M ( ) , c'est-a-dire d'un ensemble fini minimal de "coordonnées" i € I dont

c. .
i iel
1'élément dépend ; dans les mod&les obtenus par itération des types minimaux, le

support d'un &lément détermine complétement le sous-modéle engendré par cet &lément.
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IV.1.- RAPPEL DE FAITS ELEMENTAIRES (les démonstrations détaillées sont laissées

en exercice au lecteur).

Im(f) c M

(a) sim, 1’ 2

alors f s'étend de fagon unique en une application élémentaire entre les sous-

M2 }:: ® et f est une application &lémentaire, Dom(f) € M

M, engendrés par Dom(f), Im(f), respectivement.

modéles élémentaires de MI’ )

(b) si MI,M2*= @,t est un type définissable et ts (i = 1,2) 1l'unique extension défi-
nissable de t a Mi (i.e., ti = d(Mi,v) ol d est le schéma définissant t), alors

toute application élémentaire h : M, —+ M, s'étend de fagon unique en une applica-
p S q PP

t t

1 2

tion €lémentaire h : Ml ( ) > M2< ) telle que F(c]) =c,. En particulier,
c c

1
M, 4 M, entraine M]((t:) ’< MZ(ct:)'

(c) Sous les hypothéses de (b) on a
<t1) _ (tz)
xeM]c -Mlgbh(x)el‘{2 _MZ'
1 €2
En particulier, si M, < M,, on a

tl) )
xeMl(c -M]@XEM2<C)-M2.

1 M M 2

(a) est trivial (mettre f(T ](—a-)) =T 2(f(;)) pour a € Dom(f) et tout terme T).
(b) est conséquence immédiate de (a).
(¢) Tout x € MI (c]) est de la forme x = t(;,cl) pour un terme ¢ et un a e MI' En

appelant Q(:,w,v) la formule w = t'(;,v), pour tout b € MI on a :

x=b &> M () = p@Eb,e) € p@EbvIe t M = er,b),
et puisque h est &lémentaire :

xeM&E M Iv d?(-a-,w) M= df,(h(“a‘),w) > h(x) € M,.

A.- Itération des types définissables le long d'un ensemble ordonné

Etant donné M ‘= @ et to,...,tn types définissables sur M, le modéle

t ...t
o n

M NP . . s . .
CyeeeCy est défini par induction sur n de la maniére suivante :
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t ...t t ...t t'
o n o n-1 n
M( c =M c ) c )
CoreCy CotChmg n

t ...t

o n-1
ol tr'l est 1'unique extension définissable de tn a M(c e )

0" *Chmi

t ...t
o n-1
t' =d (M( ) ,v), ol d_ est le schéma définissant t_ (cf. § II.B).
n n R . n n

1
t ...t,
t1-1 )
Notons que si le type t, est non-trivial on doit avoir c; € M c c .
o' i~

t,
On désigne ces modéles par M( 1) .
€i i<
- t
i
IV.2.- Proposition. (a) Le nt+l-type sur M réalisé par (co,...,cn) dans M( )
[
1 1<n
est définissable. Son schéma de définition s'obtient récursivement 3 partir des

schémas définissant les ti'

t.
1. t.
() Si0<i <i <.<i <n, alorsM< 3) .(M( 1) .
i<k C. .

¢ i i<n
t. t. t.
i j i
(c) m< n =y M( > < > 4 M( ) .

i. j
Cc Cc

J
i ism j m+l<j<n i i<n

Démonstration. (a) Par induction sur n. Soient di les schémas définissant les ts
et d' le schéma définissant le type de (co,...,cn_]) sur M. Alors pour a ¢ M et

toute formule ¥, on a :

1°1<n

M(c.). I——- (((Z,co,...,cn) & M(Ci)iSn—l ‘= (dn)l( (;,co,...cn_])

& M k=4

@).

)
tl) (t]) <t2> . .
| <M ¢, ¢ et ML N =>M(c)—<N(c).

(dn)Y

(b) Ceci suit par induction de M (c

(¢) Induction facile sur n > m+l.

Soit I un ensemble totalement ordonné par < et supposons que pour chaque i ¢ I
on s'est donné un type définissable (non trivial) t; de M, Pour chaque i ¢ I, soit

c; un €lément tel que quels que soient k € w et io <...<i, < i, on a

k
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t,
i.
q) _os . . . .
ey / M( . Pour chaque J ¢ Pu)(l)’ J {10,...,1 } (i.e., i <<

} )
€ij i<k k< k
\ £
posons M N = M( j . La proposition précédente montre que
¢t c., ©.
i ieJ i.3<k
t ]
{M( >: I‘J € P(u(I)} est une famille filtrante pour la relation { de sous-—
c. .
1 1eJ

structure élémentaire lorsque P(ﬂ(l) est muni de 1l'ordre d'inclusion. On pose

t. t.
i j
Définition.- M < ) = U{M( ) l J e IPw ()} .

i iel €5 jeJ

recpsicion.- ) w{ )
IV.3.- Proposition.- (a) M_C est un modéle de 6.
t. 1 1€l t.
i i
(b) —JePw(I)=?M(> <M( )
iieJ €1 ie1
(c) Si ti = t pour tout i€l et t est un type non-trivial, alors {ci | i € 1} avec

1'ordre c; < Cj &> 1 < j est un ensemble d'indiscernables sur M dans

t.
M( 1) .
i eI
Démonstration.- (a) et (b) sont des conséquences immédiates du "lemme de la réunion"
bien connu de Tarski.
(c) Etant donné deux suites J = {io,...,ik}< , J' = {i;,...,ii}( de la méme

1 eur k+1, alo . sesesC. et N réalisent dans M(c,). et
ongu , rs (c1 . T ) (cl,, , 1,) alise ( 1)153
o k o k
M(ci)ieJ' respectivement, le méme type sur M (3 savoir le k+l-type construit comme

dans la proposition IV.2(a) a partir de t) =ttt = t). Donc, ces deux suites

k
£
réalisent le méme type également dans le modéle M( ) puisque c'est une extension
i iel
élé ired .. ). .
élémentaire eM(cl)1€J et M(C1)1eJ'
t.
i
Notations.- Comme d'habitude, nous abrégeons M( ) par M(ci)i€I et méme par
i iel

M(I), s'il n'y a pas de danger de confusion. En vue de (c) de la proposition qui
précéde, nous dirons, quand il y a lieu, que I (avec son ordre) est un ensemble

d'indiscernables de M(I).
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Un argument semblable permet de démontrer les deux premiers points de :

IV.4. Proposition.- Soient I], 12 des ensembles ordonnés . Alors

U)
M(c.).
(a) Il = M(c1)1eI { (61)1512
(b) Plus généralement, si f : I] > I2 est un monomorphisme d'ordre et si
t%(i) = t, pour tout ie Il’ alors il existe un unique plongement élémentaire
t, t!
i
f M ( —_— bl( ) tel que f(ci) = cé(i) et £ ' M est 1'identité.
A
c.” . c! .
i iel, J jel,
(c) Si I] est un segment initial de 12, alors

M(ri)].€Iz = (M(Ci) )(cl)1 e, T,

Démonstration.— (a) se déduit de maniére évidente de (b)..Pour prouver (b}, il

suffit de remarquer que pour io <oua< ik dans Il’ (ci seeeaCy ) et

o k
PR ~ . ' . . '
(cf(1 ),...,cf( )) réalisant le méme type sur M ; donc 1l'application ¢y > Cf(i)
(ie Il) et 1' 1dentité sur M est élémentaire, et par IV.1 (a) elle s'étend a
M(cl)lell
= ' . . '
(c) Soient N M(cl) N' = M(c.). . (a) implique que N(ci)ieK < N' pour tout

’
eII i’ie 12

K ¢ EL)(IZ -1 ), et en particulier que N(c.)

c ! P .
i 1612_1 S N'. Réciproquement, si

1
J € IPw(I ), le fait que I est segment initial de I

M(ci)ie (M (cl)leJnI ](C1)15Jn(1 -1 )

M(c. )1 3 < N(c )

, et IV.2 (c) entrainent

s donc, par IV.1 (c) on a

]
1eJn(I -1 ), d'od 11 suit facilement 1'inclusion N' & N(cl)1 12_11'
IV.5.- Corollaire.- (Théoréme d'Ehrenfeucht-Mostowski)

(2)

Etant donné une structure infinie (@ de langage quelconque et un type
d'ordre total T, il existe 3 > A contenant un ensemble d'indiscernables de

type T.

Démonstration.- Un argument standard de compacité montre qu'on peut se ramener au

(1) C'est-a~dire 1'ordre de I] est la restriction de celui de 12.

(2) de cardinalité arbitraire et n'étendant pas nécessairement celui de
1'arithmétique.
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cas oli le langage L de Qest fini.

En "copiant" sur 1l'univers de A, au moyen d'une bijection quelconque la
structure d'un modéle de 1'arithmétique de méme cardinalité que & on enrichit
A en modéle de ® (appeler L' le langage ainsi obtenu et noter que 1'arithmétique

et la L-strucutre initiale de Odne sont pas nécessairement reliées).

On applique la Proposition IV.3 (c) avec M =% I un ensemble de type T et
t un type définissable non-trivial quelconque (qui existe en vertu des résultats
de § III puisque L' est fini).

t.
La L'-structure M(c1> a I comme ensemble d'indiscernables ; en particulier,
i'iel t,
I est aussi un ensemble d'indiscernables pour la L-structure J= M( 1) ML
i iel

B.- Blocs. Itération des types uniformes

On introduit ici 1'importante notion de bloc. Celle-ci permet de décrire de
. N B . -~ t < .
maniére simple et intuitive les modéles de la forme M(c) ol t est un type uniforme
et, plus généralement, les modéles obtenus par itération des types uniformes.

IV.6.- Définition.- Si M l=5) et x,y € M, posons :

X ~ y &> il existe un terme pur (i.e. sans paramétres)f(v) tel que

MA'- x < f(y) Ay < f(x).

B(x,M) = {y e M| x ~ y} s'appelle le bloc de x en M.

Iv.7. ProEosition.— (1) Chacune des conditions suivantes &quivaut a x ~ y.

(a) il existe des termes purs$ fl(v), fz(v) tels que
Mh x < fl(y) Ay < fz(x).
(b) il existe des termes purs gl(v), gz(v) tels que
ME gl(x) < X,y < gz(g](x)).
(c) il existe un terme pur h(v) tel que M|= X,y < min {h(x),h(y)}.

(2) ~ est une relation d'équivalence
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(3) B(x,M) est un segment de M.

Démonstration.~ (1) x ~ y <> (a) est évidente en posant f(v) = max{f](v),fz(v)}.
Pout (b) = x ~ y mettre f(v) = max {gz(g](v)),gé(g;(v))} ot gl,gz,g;,gé sont obte-
nus en appliquant (b) 2 x,y respectivement. Pour la réciproque mettre

£'(v) = max {f(u)]|u < v} + v, g](v) = pu(f'(u) 2 v) et gz(v) = f'(f'(v)).
(c) <> X ~ y est prouvée en posant h(v) = f(v) + v.

(2) La réflexivité et la symétrie de ~ sont triviales. Pour la transitivité, vé-
rifier la condition (l.a) pour les termes f;(fz(v)) et fé(f;(v)); ol
fi(v) = max {fi(u)[ u<v} @{d=1,2) et f],f2 sont donnés par les conditions x ~ y

et y ~ z. On obtient x ~ z.

(3) Etant donné Y2y € B(x,M) et y ¢ M tels que Y £V <Yy, la conclusion
y € B(x,M) est obtenue en appliquant (l.a) aux termes f;,fé, ol

-

f;(v) = max {fl(u)lu < v} , et les termes fl’fZ sont obtenus d partir des conditions
X~y Ny,
Les blocs permettent de caractériser facilement les segments initiaux de M qui

sont des sous-structures élémentaires :

IV.8.Proposition.- Soit S un segment initial de M (M F= ®). Alors S { M ssi pour
tout x € S, B(x,M) < S.

Démonstration.- =) Si S M, soient x ¢ S et y € M tels que x ~ y ; soit f£(v) un

terme tel que M F: x < f(y) Ay < f(x). Comme fM(x) € S, il est évident que y € S.

& )Soient T(vl,...,vn) un terme et KyseeesX € S ; il suffit de prouver que
M
T (x],...,xn) € S. Posons f(v) = max {T(v],...,vn)|v],...,vn < v} et

x'

= max {xl,...,xn} . 0n a TM(x],...,xn) < f(x'). Puisque S est un segment initial
il suffit de voir que fM(x') € S. Si M F= f(x') < x', alors fM(x') € S puisque S
est un segment initial. Si M F: x' < £(x'), alors x' ~ fM(x') par IV.7 (l.a) avec

x=x", y= fM(x'), f2 = f et fl(v) = v ; donc fM(x') € B(x',M) c S.

IV.9. Corollaire.- Soient M= @ et {xi i € I} un systéme complet de représentants

pour la relation ~ dans M, i.e.

X, * xj pour i # j, 1i,j € I,
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pour tout x € M il existe i € I tel que x ~ X

Définissons dans I 1l'ordre suivant :

i <Ij<?M#xi<xj.

Alors l'application J —s» U B(xi,M) est une bijection entre les segments initiaux
ieJ

de < I, <. > et les segments initiaux M' de M tels que M'< M.

I

Démonstration.— Si J est un segment initial de I, alors V] B(xi,M) est évidemment
ieJ
un segment initial de M clos par la relation ~; par IV.8, il est donc une sous-

structure €lémentaire de M.

Réciproquement, si M'<{ M est un segment initial, on pose
J=1{ic¢ IIB(xi,M) c M'}, et 1'on vérifie sans peine en utilisant IV.7 que J est
un segment initial de I et M' = V) B(xi,M).
ieJ
Nous montrons maintenant que rajouter & M un(élément réalisant un) type uni-

forme revient a lui ajouter un bloc.

IV.10. Théoréme.- (a) Soit t un type uniforme. Alors M(E) - M= B(C,M(z)).

(b) Soit I un ensemble ordonné. Si ti est un type uniforme pour chaque i € I, alors

).

M(Cj)jSi - M(cj)j<i = B(ti’M(Ci)ieI

Démonstration.- (a) L'inclusion B(c,M(c)) < M(c) - M est évidente.

Pour prouver la réciproque, si x € M(c) - M, alors x = f(a,c) pour un terme pur
f(u,v) et un a € M. En posant f'(v) = max {f(u,v)]u < v} on obtient
M(c) = x < f'(c). D'autre part, la remarque (*) ci-dessous donne M(c) F: c < g(x)

pour unterme pur g(v),d'ol x ~ ¢ par IV.7 (l.a), i.e. x ¢ B(c,M(c)).

En utilisant la condition (2) du théoréme II.18, on voit aisément que 1'uni-

formité de t entraine :

(x) pour tout x € M(c) - M il existe un terme pur g(v) tel que M(c) F= g(x) = c(l)

(1) En effet, cette condition pour tout N » M équivaut 3 1'uniformité de t ; cf.
démonstration de (2) =» (3), théoréme II.18.
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(b) Posons N = M(cj)j

(a) on obtient :

< Puisque M(Cj)jSi = N(ci) (cf.IV.5 (c)),de la partie

M(cj)jsi - M(cj)j<i = B(Ci’N(ci))'
I1 suffit de voir que B(ci,N(ci)) = B(ci’M(cj)jeI)' Par IV.4 (c et a), N(Ci) est
un segment initial et une sous-structure E€lémentaire de M(cj)jeI ; d'ot par IV.8 :
B(ci’M(Cj)jel) c N(Ci) H

ceci entralne évidemment 1'égalité voulue.

C.- Phénoménes d'exclusion

On va voir que tout point d'un modéle posséde une "zone d'influence" dans
laquelle il empéche tout autre point de réaliser le méme type que lui ; d'od le
nom de ''phénoméne d'exclusion" donné 3 ce genre de situation. Par exemple, on mon-
tre qu'un type minimal est réalisé par un seul élément du bloc qu'il détermine
(et méme mieux, cf. théoréme IV.17 (c)). Un autre résultat important dans la méme

direction est le théoréme IV.11 ci-dessous.

IV.11. Théoréme.- (Ehrenfeucht-Gaifman). Soient M un modéle de 0, f(v) un terme

et a €M. Si fM(a) # a, alors a et fM(a) réalisent dans M des types distincts ; en
effet, les types respectifs sont distingués par une formule ayant les mémes para-
métres que f. En particulier, si f est un terme pur, a et fM(a) ont des types purs

distincts.

Démonstration.- Commengons par définir une relation d'équivalence entre &léments

X,y de M :
X = y < il existe une suite finie Xy =X, XppeeenX, =y d'éléments de
£ . . .
M telle que pour chaque i, 0 < i < z , ou bien il = f(xi)
ou bien f(xi+]) = x,.

On dira que la suite KyseoesX, relie x 3 y.

Ces définitions sont formalisables dans & de maniére évidente au moyen de la

codification des suites finies. Remarquons que :
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(a) = est, en effet, une relation d'équivalence.
f

La preuve est laissée en exercice.

(b) Si x i? y, alors il existe une chaine X=X, XpseeesXp xt+],...,xz =y

telle que x, , = f(xi) pour 0 < i < t-1 et x; = f(xi+]) pour t < i < z-1 (ici

1+1
1<t<z-1).

En effet, si X, = f(xi+]) et Xig = f(xi+]), alors X, = x et on pourra

i+2
supprimer des &léments de la chaine initiale jusqu'd 1'élimination de ce cas de
figure. Evidemment, ce procédé d'élimination n'augmente pas la longueur d'une suite
donnée reliant x & y ; en particulier, la plus courte suite reliant x 3 y doit

avoir cette forme-ci.
Supposons maintenant que a € M, b = fM(a) et b # a. Evidemment a = b par

f
une chaine de longueur 1. Posons

gv) =Hu (u = v)
f

et

hv)

M w( 3 s (s code une suite reliant v d@ g(v) A 2(s) = w)).
() @ EBgw) =gw)+>v = v'.
£

Ceci est clair puisque g(v) est le plus petit &lément de la classe d'équivalence

de v modulo = .
f
En particulier, M k= g(a) = g(b). Soit c cet &lément, et soit S, = ©

sl""sh(a)—l = a une suite de longueur minimale reliant c a a. Deux cas sont pos—

sibles :
(d) b apparait dans cette suite.

Disons b = 85 . Alors i = h(a) - 2, parce que sinon Sy = Cs SpseeesS; = b = f(a),
a serait une suite plus courte reliant c et a. Pratiquement, le méme argument montre
aussi que L T est la plus courte suite reliant c & b. Donc h(a) = h(b) + 1.
Ceci entraine que 1'un de h(a), h(b) est pair et 1l'autre impair, et donc que a et b

ont des types distincts.

(e) b n'apparalt pas dans cette suite.
Dans ce cas, la suite doit &tre de la forme s =c, s = f£(c), s, = £(£(c))>,..,

Sh(a)-1 = f(h(a)-z)(c) = a.
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Sinon, vu que la suite so""’sh(a)-] a la forme établie dans (b), on aurait

= f(a) = b.

Sh(a)-2
Soit :

a@) =puE® @) = v,

(ot £ désigne le u-iéme itéré de f). Comme b = f(a), il est &vident que
q(b) = q(a)+1. Donc q(a) et q(b) n'ont pas méme parité, et, en particulier, n'ont

pas méme type.

Remarque.- La preuve ci-dessus est due & Ehrenfeucht. Celle de Gaifman utilise des

idées trés semblables, mais elle est légérement plus longue.

IV.12. Corollaire.- Si N = M(b), le seul M-endomorphisme &lémentaire de N est 1'i-

dentité.

~ . N < < o
Démonstration.~ Chaque x € N a la forme x = £ (b) ot f est un terme a parametres
dans M . Si x # b, par IV.11 x et b ont types distincts sur M. En particulier,
toute application élémentaire de N dans N qui laisse M fixe envoie b dans lui-méme ;

i.e., elle est 1'identité sur M u {b}, et donc aussi sur N.

Dans le reste de ce paragraphe, nous &tudions les phénoménes d'exclusion pour

les types minimaux.

IV.13. Proposition.- Soient M,N = ®, ML{N, M le sous-modéle minimal de M, et a

a,b € N tels qu'il existe un terme pur f(v) tel que M < a < b < fN(a). Alors :
(a) 1l existe x € Mo(a) n Mo(b) tel que M < x ;

(b) si M'{ M et M'(b) est une extension {-minimale de M', alors b € M'(a); si

M'(a) est une extension < -minimale de M', alors a ¢ M'(b).
Démonstration.- On peut supposer que & }='"f est strictement croissante et monotone";

sinon on prend max {f(u) !u < v}l + v au lieu de f. Soit f(u)(v) un terme de variables

u,v qui donne la u-iéme itération de f, i.e. qui satisfait la condition d'induction

R0 =vaYue®™D e = @y,
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(u)

Soit g(v) = pu(f (0) 2v). On a :

(*) ¢$°|=.vI S vy < £(v)) > g(vy) =8(v)) velv) =glv)+ 1.

(u)

En effet, si g(v ) =u, on a f(u)(o) > v, , d'ou soit f (o) = 29 soit

]’
f(f(u)( )) = f(v] > v,. Soit w < u ; dans le premier cas par def1nition de g(v])

2
on a f(w)(o) <V, < Voo d'ol g(vz) =u = g(vl). Dans le second cas, f(u)(o) < vy,
, o (wel) (u)
d'ot f (o) < £ (o) < v, ; on en conclut que g(vz) =u+ 1= g(v]) + 1.

Preuve de (a).- Soit x = gN(a) donc N F:f(x)(o) > a et X € M (a). Comme M< a
et M { N, ceci implique M < x. La relation (*) implique x = g (b) ou x =g (b)—l
d'ol X € Mo(b)'

Preuve de (b).- Si M' < M et M'(b) est une extension <-minimale de M, comme
X ¢ M'(b) - M, on obtient M'(x) = M'(b), d'oii b ¢ M'(x) & M'(a). L'autre affirmation

se démontre de maniére analogue.

IV.14. Corollaire.- (a) Si }1F= a < b < f(a) pour un terme pur f(v), MO < a, (mais
pas forcément M < a) et b réalise un type minimal, alors il y a un terme pur g(v)
tel que }1k= b = g(a) ; si a aussi réalise un type minimal, il existe un terme pur
h(v) tel que M‘= a = h(b).

(b) Si ML N, a,b € N, et M(a), M(b) sont des extensions £ -minimales de M chacune

cofinale dans 1'autre, alors M(a) = M(b).

Démonstration.- (a) Utilisez la proposition IV.13(b) avec M au lieu de N et M0 = le
modéle minimal de @ au lieu de M et M'. Le résultat suit de ce que

Mo(c) ={gM(c) | g(v) terme pur de L}, pour c € M.

(b) On peut supposer que Nf=a < b, 1l'autre cas étant symétrique. Le fait que M(a)
P P

est cofinal dans M(b) se traduit par 1'existence d'un terme f(v) 3 paramétres dans M

tel que NF: a<b < f(a). Or, £(v) devient un terme pur dans L(M), l'extension de L
ol chaque élément de M est nommé par une constante. Puisque M < a (a réalise un type
minimal, donc non-borné) on peut donc utiliser la propésition IV.13(b) avec M' =M

pour conclure que b € M(a) et a € M(b), c'est-a-dire M(a) = M(b).

Remarque.~ Si a,b réalisent le méme type minimal, la partie (b) du corollaire peut

étre améliorée (voir théoréme IV.17 (d)).
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Dans le but d'établir la relation entre les blocs d'un modéle et les types mi-

nimaux réalisés dedans, nous introduisons une relation de dépendance entre des

types

IV.15. Définition.- (a) Soit t(v) un type et f(v) un terme. On pose :
£(t) = {pv) | PEW) € t}.

. ' ~ ' .. .
(b) On dit qu'un type t dépend d'un autre t, ssi il existe un terme f(v) tel que

t, = f(tz). On pose t

1 &~ t, ssi t, dépend de t, et t, dépend de ty.

1 2 1 2 2

Remarques.- (a) f(t) est un type dans la méme théorie compléte et dans le méme lan-

gage que t.

(b) Si a réalise t dans M, alors fM(a) réalise f(t) dans M.

(c) s est une relation d'équivalence entre types d'une théorie compléte donnée.
(d) Le théoréme d'Ehrenfeucht-Gaifman (IV.11) peut eétre reformulé de la maniére

suivante : pour tout type t et tout terme f(v), soit (f(v) = v) e t, soit f(t) # t.

La vérification, facile, de ces faits est laissée en exercice au lecteur.

1V.16. Lemme.- Soit t, = f(tl) pour un terme f.

(a) Si t, est définissable, tz 1'est aussi.

(b) Si t, est minimal, alors t, est minimal ou trivial (i.e. (v =T) ¢ t, pour un
terme constant m). Si t2 est minimal, alors il existe un terme g(v) tel que

(g(f(v)) =v) € t), d'ol t; = g(t,)) et t, ¥ t,.

Remarque.- Il y a une condition semblable a (b) pour les types uniformes (que nous

n'utilisons pas, et donc ne démontrons pas) :

Si t est uniforme, alors t2 est uniforme ou trivial.

_ . . 1 . PR P
Démonstration.~ (a) Soit d 1le schéma définissant t] ; t, est défini par le schéma :

dg = dl;} ot Y(u,v) = ¢(u,£(v))
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comme on peut le vérifier sans peine.

(b) Soit M le modéle minimal sur lequel t, est un type, et soit M' = M(bl).
Soit b' = fM'(b). Si b' € M, alors il existe un terme constant T tel que

M'F= b' =17 '; comme b' réalise t, on a (v=m)c¢€ ty. Si b' € M, comme M' est une
extension < - minimale de M, M(b') = M(b) ; donc il existe un terme g(v) tel que
M'l= g(b') = b, i.e., M'}= g(f(b)) = b. Puisque b réalise t],(g(f(v)) =v)e t, ;

1
ceci donne :

P(V) € t)e=> P@EEM)) e £t & @elV) € ¢,

pour toute formule ¢ c'est-a-dire £ = g(tz)' On a aussi (£(g(£(v)))= £(v)) € ty
c'est-a-dire Y(f(v)) € t ol P(v) est la formule £(g(v)) = v ; donc Y(v) € ty»
i.e., (f(g(v)) =v) € t,.

Pour voir que t, est minimal, la relation M'F: g(b') = b et le fait que t, est

2 1
non-borné montrent que M < b' et donc que t, est non-borné. Si N' = N(c) ol N M,
N< c et c'réalise t,, on a N'E f(g(c)) = ¢, ce qui entraine N < ¢' et N(c') = N(c),
oi c' = gN (c). Puisque t, = g(tz), c' réalise tes d'ol N(c') - et donc N(c) - est

une extension € —minimale de N.

IV.17. Théoréme.- Soit a € N et supposons que a réalise dans N un type minimal t.
Alors

(a) Pour tout b € B(a,N) il existe un terme pur f(v) tel que a = fN(b) (réciproque-

ment, si a = fN(b), b € N, alors b € B(a,N), comme 1'on peut vérifier aisément).
(b) Si un élément de B(a,N) réalise un type minimal t', alors t' = t.
(c) Tout type t' tel que t' ay t est réalisé par un et un seul &lement de B(a,N).

(d) Si b € Nréalise le méme type minimal t et M { N,alors b # a implique que 1'un

de M(a), M(b) n'est pas cofinal dans 1'autre.

Démonstration.- (a) Par IV.7 (l.c) il existe un terme pur h(v) tel que
N F=a < b < h(a) ou bien NE b < a < h(b). Dans les deux cas IV.14(a) entraine 1'exis-
tence d'un terme f(v) tel que.Nr= a = f(b).

(b) Si b € B(a,N) réalise t',par (a) Nf=a = f(b); d'oii t = £(t'). Comme t' est mini-
mal, le lemme IV.16(b) entraine t ® t'.
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(¢c) Soit t's t, par exemple t' = f(t). Le lemme IV.16(b) implique que t' est minimal
ou trigial ; la seconde alternative est exclue parce que t = g(t') pour un terme g,

et t' est non-trivial.

Par IV.16(b), (g(f(v)) = v).e t. En mettant b = fN(a) on obtient a = gN(b),
t'.

d'oll b ¢ B(a,M). Comme a réalise t, b réalise f(t)

Supposons que ¢ ¢ B(a,N) réalise t' dans N. Comme b ¢ B(a,N) = B(c,N), par (a)
appliqué 3 ¢ (au lieu de a) il existe un terme h tel que N}= h(b) = c. Or, b et
c = hN(b) ont méme type t' ; du théoréme d'Ehrenfeucht-Gaifman (IV.11) il s'ensuit

donc que (h(v) =v) €t', d'ol NF: h(b) = b, i.e. ¢ = b, car b réalise t'.

(d) Supposons, par contradiction, que M(a) et M(b) sont cofinaux 1'un dans 1'autre.
alors IV.14(b) entraine que M(a) = M(b) ; appelons M' ce modéle. Puisque t est uni-

forme, le théoréme IV.10(a) implique
M' - M = B(a,M"') = B(b,M").

I1 en résulte que le type minimal est réalisé par les éléments distincts a, b du méme

bloc, ce qui contredit (c).

Remarque.- Pour finir, remarquons qu'il est possible de démontrer 1'existence de

[ .. PR . <
K = types minimaux deux par deux non-équivalents selon la relation &, oi K est la

cardinalité du modéle minimal de 6. Ce résultat améliore considérablement le résul-
N

o . o o . -
tat, donné au § III, d'existence de K types minimaux tout court. Pour la démonstra-

tion, voir Gaifman [ ], théoréme 4.13.

D.~ Support d'un élément dans M(I)

t.
i
Nous montrons ici que dans un modéle de la forme M( > , ol les types t. sont
c.” iel 1
i
définissables, tout élément dépend - dans un sens précisé ci-dessous - seulement d'un
ensemble fini de coordonnées i € I; cet ensemble Sx est appelé le support de x. Quand
les types t. sont minimaux, le support détermine le sous-modéle M(x) engendré par x

de la maniére la plus forte possible : M(x) = M(ci)ies .
x

En fait, nos résultats sont plus généraux et dépendent seulement de ce que les
types t. aient la propriété suivante (toujours vérifiée par les types définissables
dans € 3 cf IV.20 ci-dessous) :
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IV.18. Définition.~ Un type définissable t sur M a la propriété d'intersection si

MI’ MZ tels que M‘(M] n M2< Mi< Mo (i =1,2), on

™y n Mz)(:) = MI(:) n Mz(:)’

i
IV.19. Théoréme.- Soient I un ensemble ordonné et N = M(c ) , ou M F= G
i

quels que soient les modéles Mo,

a

iel
(a) Pour tout x € N = M il existe un unique ix e I tel que : % M(cl)1<1 , et pour

tout J ¢ I, on a

x € M(c. )1 J —3>1 eJ et X € M(cl)1 3

i<i
X

(b) Si chaque type t, a la propriété d'intersection, alors pour chaque x ¢ N, il y a

un unique Sx c I fini tel que pour tout J c I

x € M(C1)1€J

< s cJ.

Démonstration.- (a) Soit x € N - M. Nous commengons par démontrer que pour chaque
J c I tel que x € M(Ci)ieJ’ il existe i € J tel que x € M(Ci)ieJ M(C1)1<1 .
isiJ J

Puis nous montrons que i. = iJ, pour toute paire de tels ensembles J, J'

J

iJ est construit de la fagon suivante. Comme x € M(Ci)ieJ’

J' fini tel que x ¢ M(Ci)ieJ" Mieux, il existe un tel J' minimal, c'est-a-dire

il existe J' c J,

tel que aucun sous-ensemble propre n'a la méme propriété ; comme x ¢ M, J' # @.

Soient iJ =max J', et J" = {{i ¢ J'| i< iJ}. Puisque J' est minimal et J" c J',
on a
t.
(%)
X € M(ci)iGJ' M(C ) J" (M(ci)iGJ") . = M(C ) ieJ""
iJ

Aussi la proposition IV.4(a) entraine que M(c. ) J"'< M(Ci)i<i . En utilisant le
J

fait IV.1(c) avec M‘ M(c. )1eJ"’ M2 = M(ci)i<iJ et t = tiJ on conclut que
X e M(Ci)ieJ M((:1)1<1J
iSiJ
Pour démontrer la seconde affirmation, si iJ < iJ,, on a X € I"t(ci)]._€J et
i<i
x ¢ M(c.). , ce qui est évidemment contradictoire puisque =1y

i%i<i
J'
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M(Ci)ieJ =4 M(ci)i<iJ,' Un argument symétrique prouve que iJ, < iJ est aussi im-
‘s
i<ig

possible. Donc iJ = 'J,.

. e s s s ve
Le i est défini en mettant i = ij pour n'importe quel J ¢ I tel que x € M(Ci)ieJ°

(b) Soit x € N. Mettons S, = Ngcr ]x € M(ci)ieJ}° L'implication
X € M(Ci)iEJ => Sx c J est évidente. Pour la réciproque il suffit de montrer que

X € M(ci)iG . Comme x € M(ci)ieJ pour un J ¢ I fini, SX est fini et il existe

S
X
.. _n _ . . _
J]""’Jn finis tels que Sx = kz] Jk et X € M(ci)ieJk (k 1,...,n) ; donc il suf
fit de prouver
n
:jl M(ci)iEJk = M(c.) 0 H
- ie n J
k=1

ceci se réduit au cas n = 2 de maniére évidente. L'inclusion > est aussi évidente.

Nous démontrons 1'autre inclusion par induction sur JI + 3; (3; = cardinalité

.. . n L si o .
de Ji’ finie). Soit x € M(Ci)ieJl M(ci)ier Si x € M, alors évidemment
X € M(ci)iEJ]ﬁJz' Donc, supposons x § M. Par la partie (a), i e Jl n JZ et
. Vo (e : o< s -
X € M(Ci)ieJ . Soit Jk {i Jkl i i } (x 1,2) . On a
t t.
i i
X) X = = = =
X € M(ci)ieJ; (c n M(ci)ieJé(C ). Comme J; + Jé <3+ J,» par hypothése d'in-
Ix X
. _ . car s s .
duction M(ci)ieJ; n M(ci)i€Jé M(ci)igJ;ﬂJé 3 or, tix a la propriété d'intersection,
d'ot
t.
i
x
x € M(c.). -, ,< >=M(c.). < M(c.).
i 1eJan2 Ci i 1eJ‘nJ2 i 1eJ‘nJ2 :
b4 1<i
x

On démontre maintenant

IV.20.- Proposition.- Tout type définissable sur un modéle de 1'arithmétique de
Péano généralisée ®a1a propriété d'intersection. De plus, ceci est vrai pour toute
théorie ayant la propriété suivante : si la formule ?(G;;) définit une relation

d'équivalence entre n-uples, alors il y a des termes 9, G;),...,Un(E) tels que :

113



EXPOSE 5

n
Vu vy [¢Qu,v) » ?(I,UI(U),...,UH(U)) AA oi(g) =0, ,

i=1

(c'est-a-dire, en ayant assez de termes pour choisir des représentants des classes

de toute relation d'équivalence définissable).

t t t
Démonstration.- I1 est évident que (M] n MZ)( )9_ M]( ) n M2< ) I1 faut démontrer
t c c c
1'inclusion réciproque. Soit N = M . Chaque x € M] (c) n MZ(C) a les formes
c
2 sont des termes et a. € M. ; d'ol
1 1

X = T](:] ,c) = TZ(EZ’C)’ ol T,, T

Nk T](;] ,C) = Tz(zzyc)-

])

On trouvera un ;0 € M] n l“[2 tel que x = T‘(;o,c). Puisque t est définissable,

il existe une formule q;(E] ,EZ) telle que pour tous ;]’ZZ € Mo,

N 1o = 1,(z.0) M = U(E2,).

Donc MOF 1 v, \p(u],az), et puisque M2'< Mo, il existe a) € M, tel que

2
— _ -, _ —
N = 1,(a;,e) = 1,(a},0) (= 1,(a,,¢)).

En appliquant une seconde fois la définissabilité de t, il y a une formule

‘((;,;') (ot R(u) = 2(u') = R,(Z’)) telle que pour tous ;, Z' € Mo on a :
N1 (e =1,E ) & (G2,

I1 est &vident que ( dé&finit une relation d'&quivalence entre n-uples (n = 2(;]))
' — T [ s a = a' i =
et qu'on a M_ '= ‘((a],al). Vu 1'hypothése, on a Mo|= Oi(a]) ci(al) (i =1,...,0),
ol la suite des termes o choisit des représentants des classes d'équivalence mo-
- . — — <
dalo ¢ . Puisque o’i(a]) €M et oi(al) €M, (i=1,...,n), en mettant

a =<7,(a),... a )> lusi voulue.
o Gl(al), , crn(an) on a la conclusion vo

Manifestement, (P satisfait la condition de 1'énoncé ; le principe du minimum
permet de choisir la plus petite n-uple dans l'ordre lexicographique construit a
partir de 1'ordre de base < , de chaque classes d'équivalence modulo ¢ .

Formellement, les termes o, sont définis par induction :

o, @ = w [ IV(® =v,r ¢Gv] ,

0@ = w [ 3V, =v, a0 =06 A ] ,
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et pour 2 < 1i<n:

i-2 _ _ o
L3Iv(A M =05, @~ PayI .

o.() = uv,_
i i 3=0

1
Le théoréme suivant est le résultat central sur 1'itération des types mini-

maux

i
IV.21. Théoréme.- Soient I un ensemble ordonné, M F: PetN-= M(t ) . Si cha-
c.  1iel
i

que ti est un type minimal, alors pour tout x € N, on a M(x) = M(Ci)iss , ol Sx est
x

le support de x.

Démonstration.- Induction sur 5;. Si Sx = @, alors x ¢ M et il n'y a rien & prou-
ver. Soit donc Sx = {io""’im}< , ol < est 1l'ordre de I. Pour simplifier la nota-

tion écrivons j au lieu de ij’ M' au lieu de M(Ci)’ et M" au lieu de

. i<m = Mg

v amg Wy . . ..
M(ci)i<m' On a M =M (Cm) ; comme t  est uniforme (puisque minimal), IV.10(a)
entraine M' - M" = B(cm,M'). Puisque {0,...,m-1} c Sx’ onax¢ M, d'ot x e M'-M",

et donc x ¢ B(cm,M’). En appliquant IV.17(a); on obtient un terme pur f(v) tel que

m
M' F= Cn = f(x). Or, x e M' = M"( ), d'ol il existe un terme g(u,v) et un a € M"
c

m
tels que M' F= X = g(a,cm). Soient h(v) = U u(v = g(u,f(v))) et a' = hN(x). Donc

a' € M(x). Puisque M' F= x = g(a,f(x)); il s'ensuit que a' < a ; M" &tant un seg-

<

lai i - ' = ' . .
clair aussi que N = x = g(a',f(x)) = g(a ,cm) ; donc on a X € M(ci)iesa.u{m}

ment initial de M', on obtient a' ¢ M" = M(ci)i o’ d'ol Sa. c {0,...,m-1} . I1 est

Vu la propriété qui définit Sx’ on en conclut que Sx c Sa,u{m} ,» ce qui implique

Sa. = {0,...,m-1}. Par 1'hypoth&se d'induction, on M(a') = M(Ci)i<m =M"'.

Puisque a',c_ ¢ M(x), on obtient finalement M(x) = M"(cm) = M', ce qui achdve la

m
démonstration.

IV.22. Corollaire.~ Soient I un ensemble ordonné et M |= ¢ . Si pour chaque i € I,

t; est un type minimal, alors tout modéle intermédiaire M { M' < M(ci)ieI est de la
LI :

forme M M(ci)i€J pour un unique J ¢ I.

Démonstration.- Etant donné M', soit J = {i ¢ I |cie M'}. Evidemment on a

M(ci)iej's'M’° L'inclusion inverse est conséquence du théoréme précédent ; en effet,
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si x e M', IV.21 implique Sy
(cf. IV.19(b)). L'unicité de J est évidente.

cJ, d'ol x € M(ci)isJ par définition du support

IV.23. Corollaire.- Le treillis des structures intermédiaires,

<{M' MM < M(ep); 1} <

c >, ou M, Ietles types t; sont comme dans le co-

rollaire IV.22, est isomorphe a 1'algébre de Boole < P (I), ¢ > des sous—ensem—

bles de I.
Démonstration.- Conséquence triviale de IV.22.

IV.24. Exemple d'une extension minimale qui n'est pas finale.-

i iel
est minimal. On peut conclure du corollaire IV.22 que N est une extension <-mini-

t.
Soit N = M( 1) , ou M k: 6’, I est un ensemble ordonné et chaque type £

i
male de M' = M( ) , ol io e I. E, effet, si M'{ M" { N, alors
c. .

ti i 1€l (10}
M" = M( ) pour un unique J £ I ; onal - {io} cJcI,doi M =M ou

c. .

1 1eJ

M" = N.

=
En prenant I > 2 et io distincts du dernier &lément de I, M' ‘{f N puisque

c. e M' et N c. > c. sii> i
|= i 101 o
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