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EXPOS£ 1 2 

THEOREMES D'UNICIT E 

DES DIFFEOMORPHISME S PSEUDO-ANOSO V 

par A . FATH I e t V . POENAR U 

Ä I. -  £nonc ® de s r®sultat s 

Ä II. -  Rappel s 

Ä III . -  D®monstratio n d u th®or¯me I  (uniqu e ergodicit® ) 

Ä IV. -  D®monstratio n d u th®or¯me I I e t d e se s corollaire s 

Ä V. -  D®monstratio n d u th®or¯me II I (unicit ® de s pseudo-Anosov ) 

Ä I . -  £NONC£ DE S R£SULTAT S 

Dans l a suite , M  es t un e surfac e compact e orientabl e san s bor d d e genr e 
g > 1  .  O n s e donn e u n diff®omorphisme pseudo-Anoso v ç :  M  M  ; i l exist e don c 
deux feuilletage s mesur® s transverse s (3S,^S ) e t (^u,^u ) e t u n nombre X > 1  ,  tel s 
que v(3 S,/iS ) =  (o;S,  ̂ iis) e t ç(Z U, = (5 u, X y.u) ( i .e . (p contract e le s distance s A ^ 
entre le s feuille s d e 3 U ave c u n facteur -r) . 

A 

Th®or¯me I  (unique ergodicit® ). Le s feuilletage s stable s e t instable s d'u n diff®omor -
phisme pseudo-Anosov son t uniquemen t ergodiques . 

Rappelons c e qu e signifi e l'uniqu e ergodicit® . D'abord , un e "mesure " / x invariant e 
par 5 S es t l a donn® e su r chaqu e transversal e T  d e (l a parti e r®guli¯r e de ) 3 S d'un e 
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EXPOSÉ 12 

mesure bor®lienn e fini e su r chaqu e compact , tell e qu e ce s mesure s soien t inva -
riantes pa r le s germe s d'holonomi e d e 3  . L e feuilletag e d  es t uniquemen t ergodi -
que s ' i l exist e un e seul e mesur e invariant e pa r 3  a  multiplication pa r u n scalair e 
pr¯s, i  .e. : 
1Á I l exist e un e mesur e / i invariant e pa r 3 

2Á S i v es t un e autr e mesur e invariant e pa r à 3 y i l exist e u n scalair e X ú  ] R te l 
que y  =  êjx pou r tout e transversal e T  . 

Le th®or¯m e I  es t u n ca s particulie r d'u n r®sulta t d e Bovven e t Marcu s [ l j  . 

Rappelons qu'u n diff®omorphism e pseudo-Anoso v a  une mesur e positiv e invariant e 
naturelle, d®termin® e ¨  une constant e >  0  pr¯s ; ell e es t donn® e localemen t pa r l e pro -
duit d e pc S e t /i U .  Quitt e ¨  change r jiS (o u /xU ) e n l a multiplian t pa r un e constante , 
on peu t suppose r qu e ^ S & es t un e mesur e d e probabilit ® i . e . yS ^  /iU(M ) -  1  . 

Th®or¯me II . Soi t ç u n diff®omorphisme pseudo-Anosov , supposon s qu e /iS̄ >/LX U(M) = 1  . 
Si a, fi ú  J ,  o n a  : 

i(<pno:,i3) wr S S  \T/-L i U  N , lim '  n  =  l^ > M ;  ,/ x ;  /3) . 
oc ê 

Corollaire II . 1 .  S i tx £ j  e t s i [ a ] , [̂ "5>MS ^ e t u./i U ^ son t le s image s d e 
a ,  (^s,/l.S ) e t {ZU,iiU) dan s Pr n 5 ,  o n a  : 

r n  -  -  . u U  ~; 
lim np a  v  =  > M J 
n->or, 

r - n -  rr . S  S  -
lim a_ y ?r i 

En fait , l e r®sulta t d e Thursto n es t plu s for t :  s i [ o ,pL j  ú  e t s i 
>̂  ] +  S?^ S j >  alor s li m <p n [Á , M J =  U  >MU _i Å  H  est possibl e qu e l a d®mons -

tration d u th®or¯me I I ,  qu e nou s donnons , permett e auss i d e d®montre r c e r®sulta t e n 
faisant de s estimation s uniforme s d e convergenc e su r le s compact s d e P " c -{[o s ,fxS] } . 

Corollaire II .2 . Le s seul s point s fixe s d e l'action d e < p su r l e compactifi ® d e l'espac e 
de Teichmlille r o M son t U,^ u _  e t [5S,^S _ . 

Th®or¯me II I ( unicit® de s pseudo-Anosov ). Deu x diff®ornorphisme s pseudo-Anoso v 
hornotopes son t conjugu® s pa r u n diff®omorphisme isotop e ¨  l'identit® . 
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THÉORÈMES D'UNICITÉ 

Ä II . -  RAPPELS 

A) Le th®or¯me d e Perron-Frobeniu s ([2 ] chap . 1 3 ,  ou [3 ] appendice) . 

Th®or¯me d e Perron-Frobenius . Soi t A  = (a..) un e matric e n  x n  ¨  coefficient s ^  0  . 
On note a . le s coefficient s d e A  l a puissance k-i¯m e d e A  .  S'i l exist e Ã  >  1 
tel qu e tous le s coefficient s a \ j d e A  soien t strictemen t positifs , o n a  les propri®t® s 
suivantes : 

1) L a matric e A  adme t un e valeur propr e X  > 0  qu i es t strictemen t sup®rieur e ¨  l a 
valeur absolu e d e toute autr e valeu r propre . 

2) I l exist e u n x  = (x ,  . . . ,x^) 6  IR n ave c tou s le s x ^ > 0  e t qu i es t u n vecteur propr e 
de valeu r propr e X  pou r A  : 

n 
X x. =  E  a . .x. ,  i  =  1, . . . ,n . 

1 1  1  1 1 1 

3) L e sous-espac e propr e d e A  associ ® ¨  la valeu r propr e X  es t d e dimension 1  . 

4) S i y  = (y^, .  . . ,yn) ú  ]R n es t u n vecteur propr e d e valeur propr e X  pou r * A : 
n 

Xy. -  Z  y . a. . ,  i  =  1 , . . . ,n , 

alors, tou s le s y. , son t Å > 0 .  S i y  es t normalis ® pa r : 

n 
<x,y> =  S  x . y . =  1  , 

i=1 
on a  : 

Ak 
lim ð  =  <  ,y > x 
k-*00 X c ' est-¨-dire (k) a . . 
lim ðr^ - =  x . y 

B) Partition d e Markov (voi r expos® s 9  et 10 ) 

On va consid®re r ft = {  R ^, . . . , R̂ T} un e partition d e Markov pour < p .  O n pose 

x. =  us (3u-fibr e d e R . ) 

y.. =  ̂ U (3s-fibr e d e R^ ) 
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Figure 1 

On a  fai t l'hypoth¯s e qu e / J (M ) -  1  ;  cec i es t ®quivalen t ¨  L  x . y. =  1  . 
i 1  1  1 

Soit A  = (a )  l a matric e d'incidenc e d e k pou r c p ,  don c a ^ ^  (nombre d e foi s qu e 
cp (int R. ) travers e in t H. ) . O n a  : 

v. 
1 ³ X x . =  E a. . x. , 

1 . ) 1  L J J 

v. 
1 ³ 

N 
X y. =  S  y  . a. . 1 Å  1  J J1 

On a  vu dans l'expos ® 1 0 (fi n d u Ä  IV) qu e X  es t e n fai t l a plu s grand e valeu r 
propre d e A  .  D e plus , toujour s dan s l'expos ® 1 0 ( Ä VI lernrn a 1 ) ,  o n a  montr ® qu'i l 
existe u n entier Z > 0 te l qu e l a matric e A ^ ai t tou s se s coefficient s >  0  .  O n peut 
appliquer alor s l e th®or¯m e d e Perron-Frobenius , c e qu i nou s donn e : 

Lernme 1  .  Ave c le s notation s introduite s au-dessu s : 
v. 
1 ³ a . 

lim = x  y 

Ä III. -  D£MONSTRATION D U TH£ORĈM E I  ( UNIQUE ERGQDICITE ) 

Soit v un e mesur e invariant e pou r 3 U .  Puisqu e 3 U n' a pa s d e feuill e fer -
m®e dans M- s i ng3 u ,  l a mesur e v n ' a pa s d'atomes . Pou r chaqu e R ^ ,  choisis -
sons un e 5;S-fibr e d e R . qu i pass e pa r u n point p . -  R ^ ;  noton s F . cett e fibr e 
(figure 2 ) . 

Figure 2 

228 



THÉORÈMES D'UNICITÉ 

Lemrne 2 . Soi t v un e mesur e invariant e pou r 3 U .  I i exist e un e constant e C  tell e 
que v (F.) =  C /iU(F.) ,  i  =  1 , . . . , N  . 

D®monstration. O n peut suppose r v > 0  .  Donnons-nou s k  > 0  e t fixon s i  .  O n a  : 

F. -  U  [  <p (in t R. ) H  F.) ] I L 
j=1 J 

{un nombre fin i d e points } . 

Ceci nou s donne , puisqu e v n ' a pa s d'atome s e t puisqu e le s in t R . son t deu x ¨  deux 
disjoints : N 

* (F) ---Tv \ ç (int R  ) Pi F. ] . 
j=1 J 

Par ailleurs , d'apr¯ s le s propri®t® s de s partition s markoviennes , <pk(ln t R^ ) r  F ^ es t 
r®union disjoint e d'u n certai n nombr e d'intervalle s qu i s e d®duisen t tou s pa r holonorni e 
de <pk(F. ) priv ® d e se s extr®mit® s ;  d e plus , l e nombr e d e ce s intervalle s es t ®ga l a u 

J k  v  (k ) nombre de foi s qu e < p (in t R. ) travers e In t R . ,  c 'est-¨-dir e a  .  ,  d'o ½ : 
J i  J i 

(*) v{F.) = S  a(k ) v <pk(F .r Å 1 j= 1 J i J 

<pk(RJ) Figure 3 

a(k) 
On obtient e n particulie r qu e i^(F.) ^ a ^ y [ <pk(F. ) "i .  Comm e ð ^ ten d ver s 

1 J 1 J  X k 
la limit e fini e no n null e x  quan d k  ten d ver s l'infini , i l e n r®sult e qu e 
êk^[<pk(Fj) j  rest e born ® quan d k  ten d ver s l'infini , e t e n particulie r : 

a(k) 
lim ( - J i - -  x  y  )Xki/[-(pk(Fi) ] =  0  . 

En combinant cec i ave c l'®galit ® (-* ) ,  o n obtien t : 

N ^ v 
*(F) =  li m E x^y X%[< p (F.) ] 

N 
= y . li m (  S  X  x  ^ [ / ( F ) ] )  . 

k+oc j= i J  J 

Ceci termin e l a d®monstratio n d u lemrne puisque y . =  / ^ ( F^ e t qu e 
lim Ã  X k x. ^[(pk(F.) ] es t un e constant e ind®pendant e d e i  .  G 
k->oo j= i J  J 
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D®monstration d u th®or¯me I . 

Pour chaqu e m  ^ 0  ,  o n consid¯r e l a partitio n d e Marko v {JT ^ .  . } donn® e 
par l a fermetur e de s composante s connexe s d e < p (R^ ) HR^. .  L e lemme 2  montr e qu e 
pour m  fix® , i l exist e un e constant e tell e qu e : 

V k, i ,j ,  v (F. ~  rk .  . ) =  C  ^U(F .nrK .  . ) . 
J rn , i , j ' m   ̂j  m,i, y 

Si o n fixe j  dan s le s derni¯re s ®galit® s e t s i o n somm e su r k  e t i  ,  o n obtien t : 
^ (F.) =  C iiU(F. ) ;  don c C  es t ind®pendan t d e m  .  O n a  ains i montr ® l'existenc e j m  j  m  K 
d'une constant e C  tell e qu e : 

(**) Vm , k , i , j , v(F.r-Tk . . ) =  CMU(F .rrk .  . ) . 
J m,i, j J  ni,i, j 

Pour m  fix® , le s F . PT' ^ .  .  donnen t u n recouvrement d e F . pa r de s inter -J m,i, j j 
valles qu i n e s e touchen t qu'e n leur s extr®mit®s , d e plus chaqu e F . P P .  .  .  es t 

k, 4  k  J  m+1'^ J 
inclus dan s u n F . P  T  . . . e t l e diam¯tr e de s F . (  T . .  ten d ver s z®r o quan d J ni , i ' , j j  m,i, j u 
m ten d ver s l'infini . A  partir d e ce s propri®t® s e t d u fai t qu e v e t ^  son t san s 
masse atomique , le s ®galit® s (*--* ) impliquen t : 

v lF . =  C  jiU|F. ,  j  =  1, .  . . , N . 
J J 

Il e n r®sult e qu e v = C /iU ,  puisqu e tout e feuill e coup e le s .  C 

Ä IV. -  D£MONSTRATION D U TH£ORĈM E I I ET D E SE S COROLLAIRE S 

Nous commenon s pa r quelque s g®n®ralit®s . Nou s consid®ron s un e surfac e 
orientable san s bor d N  (compact e o u non ) e t 5  u n feuilletage mesur ® su r N  .  Nou s 
appellerons courb e (ferm®e ) immerg® e quasi-tranvers e ¨  3  , un e immersion S  A >  N 
qui a  les propri®t® s suivante s : 

i) Ell e es t limit e d e plongernent s ; 
ii) Ell e n ' a qu'u n nombr e fin i d e points double s e t d e plu s ce s point s double s 

sont inclu s dan s sin g 5  ; 
iii) Ell e es t quasi-transvers e ¨  3  (cf . expos ® 5 , ^  I) . 

Figure 4 
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THÉORÈMES D'UNICITÉ 

Proposition 3 . Soi t a u n chemin quasi-transvers e ¨  3  don t l'origin e es t ®gal e ¨ 
l'extr®mit® e t qu i n ' a pa s d'autr e poin t doubl e e t supposon s qu'i l part e e t qu'i l 
arrive transversalemen t ¨  3  .  Alor s l a courb e ferm® e d®fini e pa r a n'es t pa s horno -
tope ¨  z®ro . 

D®monstration. Appelon s x Q l'origin e ( = l'extr®mit®) d e a . Consid®ron s l e ca s o½ 
XQ es t u n point r®gulie r d e 3  .  L a situatio n d e a  a u voisinag e es t l'un e de s deu x 
indiqu®es su r l a figur e 5 . 

Figure 5 

Dans l e premie r cas , o n a  une courbe quasi-tranvers e qu i d'apr¯ s expos ® 5 , Ä1 . 7 , 
ne peut °tr e homotop e ¨  z®ro . Dan s l e secon d cas , o n fabrique un e courbe homotop e ¨ 
a. ave c u n morceau d e a e t u n petit morcea u d e feuill e ;  cett e courb e n e peut pa s °tr e 
homotope ¨  z®ro toujour s d'apr¯ s expos ® 5 , Ä  1 .7 . 

Consid®rons l e ca s x n Ã  sing 3 ,  o n a  trois configuration s possible s (figur e 6 ) 

Figure · 

Le premie r ca s nou s fourni t un e courb e plong® e quasi-transverse . Dan s l e secon d e t l e 
troisi¯me cas , o n fai t le s modification s d e la figur e 7  . 

Figure 7 

On obtient, toujour s d'apr¯ s expos ® 5 , Ä  1 .7, qu e a n 'es t pa s homotop e ¨ 
z®ro. Å 
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Corollaire 4 . Supposon s d e plu s qu e N  es t simplemen t connexe . Alor s tout e immersio n 
1R N  quasi-transvers e ¨  2  es t san s poin t double . 

D®monstration. S i cett e immersio n a  des point s doubles , o n peu t trouve r u n chemi n 
quasi-transverse ¨  3  comm e dans le s hypoth¯se s d u lernrn e pr®c®dent e t qu i es t horno -
tope a  z®r o puisqu e N  es t simplemen t connexe . C 

Proposition 5 . Supposon s qu e N   ̂S ^ X  1R ,  e t soi t a un e courb e immerg® e quasi -
transverse ¨  3  e t hornotop e ¨  l'©me d u cylindr e S  X  (0} .  Alors , oc est un e courb e 
simple. 

D®monstration. Soi t JR ^ -  N  > N =  S ^ X  ]R l e rev°temen t universe l d e N  .  Con -
sid®rons a comm e une applicatio n J R ð > N qu i es t ^-p®riodique . Soi t a :  ]R -> N 
un relev® d e a .  Puisqu e a es t hornotop e ¨  l'©me d u cylindre , o n peut voi r qu e 
p (a(0) ) -  {  a(n ) |n G  Z} ,  e t e n d®duir e qu e p  (ce) - ot{JR) .  Pa r l e corollair e 4 , 
a(]R) = p (a) n ' a pa s d e point double , d'o ½ i l r®sult e qu e a n ' a pa s d e point double , 
puisque p  \oc) ðÃ--- > a es t u n rev°temen t .  i Z 

Dans l a suit e d e c e paragraphe , nou s consid®ron s u n diff®omorphisme pseudo -
Anosov; nou s noton s (3s,/iS ) e t (o;U,^u ) se s feuilletage s invariant s e t X > 1  so n 
coefficient d e dilatation . 

Lernrne 6 . Soi t y un e courb e plong® e dan s M  no n hornotope ¨  z®ro . O n peut trouve r 
une courb e immerg® e y ' (resp.y" ) quasi-transvers e ¨  3 S (resp . ZU), hornotop e ¨  y . 

D®monstration. Rappelon s qu e 3  s n ' a pa s d e liaison entr e le s singularit®s . Pa r 
l'expos® 5 , Ä11.6 , o n peu t trouve r u n feuilletage 3S ®quivalen t ¨  3  s e t un e courb e 
plong®e y ^ transvers e a  3  ^ e t isotop e a  y .  Quan d on revien t a  3  ,  e n ®crasan t 
les liaison s entr e le s singularit®s , o n transforme l a courb e e n l a courb e y ' 

cherch®e. Å 

On muni t M  d e l a m®triqu e plat e e n dehor s de s singularit® s ds ^ =  (d/x S)^ + (d/x11)̂ . 
Les consid®ration s d'angl e faite s plu s ba s s e rapporten t ¨  cett e m®triqu e e t bie n s¾ r 
n'ont d e sen s qu'e n dehor s d e sing 5 -- . sing 3 .  Remarquon s qu e pour cett e m®triqu e 
les feuilletage s 3  s e t 3 u son t orthogonau x e n tou t poin t (r®gulier) . 

Lernrne 7 . Soi t a un e courbe immerg® e quasi-transvers e ¨  5 s (resp . 5U ) .  L'angl e 
de çn a ave c 3 U (resp . d e < p na ave c Ãs ) ten d ver s z®r o quan d n  ten d ver s 1  'infini. 
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La d®monstratio n d e ce lemme es t laiss® e a u lecteur . 

Proposition 8 . Consid®ron s dan s M  l e rev°temen t universe l d e iV l , le s deu x feuille -
tages (3 s?juS) y (3 U,/ċU) e t l a m®triqu e plat e ds 2 -  (d/iS) 2 +  (d^U)2 .  Soi t y u n 
arc simpl e quasi-transvers e ¨  3 U don t l'angl e ave c ZS es t <  ^  ,  e t 5  u n ar c simpl e 
quasi-transverse ¨  3  don t 1  ' angle ave c 3  es t <  ^  .  Alor s y  U  ¹ n e peu t °tr e 
une courbe ferm® e simple . 

D®monstration. Supposon s qu e y U  Ď soi t un e courb e ferm® e simpl e ;  comm e 
M =  ]R ,  ell e bord e u n disque A  .  S i 5  pass e pa r un e singularit ® s ^ ,  alor s un e 
isotopie local e fai t coihcide r ¹  ave c de s arc s d e s®paratrice s d e &Å U a u voisinag e d e 
SQ ;  o n peu t fair e l'op®ratio n e n conservan t le s condition s d'angle s e t e n laissan t 
y U  <3 plong® . Maintenant , gr©c e ¨  la conditio n d'angl e su r u  ,  l e champ de droite s 
tangent ¨  oU l e lon g de Ď  peu t °tr e tourn ® san s ambiguµt ® jusqu' ¨ deveni r tangen t ¨ 
¹ ;  l a conditio n d'angl e su r y perme t d e prolonger c e champ e n u n champ quasi-trans -
versal ¨  y ,  e t coihcidan t ave c 5 U a u voisinage de s singularit® s e t hor s d'u n voisi -
nage d e ¹  .  L e nouveau feuilletag e obten u n ' a qu e des singularit® s d u type permis , c e 
qui nous donn e un e contradiction ave c l a formule  d ' Euler-Poincar®. G 

Corollaire 9 . Soien t a e t ß deux courbe s immerg®e s quasi-transverse s respecti -
vement ¨  3 S e t 3 U e t telle s qu e l'angle d e a ave c oü ( r esp . Ç avec o  S) soi t 
< j  .  Deu x relev® s a e t ß dans M  s e coupen t e n a u plus u n point . 

D®monstration. Pa r l e corollair e 4 , le s immersion s u. e t ß sont de s plongements . 
Si card(a : M  ß) ^ 2  ,  o n peu t trouve r u n disque A  ave c ºA = y L  ¹  o ½ y c  ß et 
¹ c  a ,  c e qu i es t absurd e d'apr¯ s l a propositio n pr®c®dente . Å 

Soient a e t ß deux courbe s simple s dan s M  no n hornotope s ¨  z®ro . Noton s 
a ' (resp . /3' ) un e immersion quasi-transvers e ¨  3 S (resp . 3U ) e t homotop e ¨ 
a (resp . ß ) .  Nou s noton s P(a ' ) (resp . P(/3 ' )) l e nombr e d e passages d e a ' (resp . Ã' ) 
par de s singularit®s . Noton s in t (a ' ,ß}) le nombr e d e points d'intersectio n d e a ' e t 
ßi compt®s ave c multiplicit® s d e l a mani¯r e suivant e :  soi t { p ,  . . . ,p }  =  a' H  ß} 

(avec p . ^  p. ,  i  ^  j) ;  affecton s ¨  p . l a multiplicit ® m . =  (nombre d e passages d e /3 ' 
par p. ) X  (nombre d e passages d e a] pa r p. ) ;  pa r d®finition , in t (a1 ,ß]) =  Ã  m . . 

Proposition 10 . O n a , pou r tou t 0  e t tou t k  ^ 0  asse z grand s : 
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| i(<pn(a),< p k(fi)) - i n t (cprV),c p V ) ) l <  P(a ' )P(/3 ' ) . 

D®monstration. Remarquon s qu e P(cpn(a') ) -  P( a '  ) e t P(^~k(j8') ) P(/3' ) .  Pa r l e 
lemrne 7, l 'angl e d e (pn{a}) ave c 5 U (resp . )  avec o  S) es t < ^ pou r 
n (resp . k ) suffisammen t grand . I l suffi t alor s d e montre r qu e \  i (a ,fi ) -  in t ( a ' ,fi] ) \ < 

< P(a ' )P( /3 ' ) ,  s i l 'angl e d e a ' ave c 3u ( r e sp . / 3 ' ave c 5 s) es t <  j  . 

Appelons alor s M  ð> M  , l e rev°temen t d e M te l qu e p  (7 7 (M)) soi t l e grou -
pe cycliqu e engendr ® pa r a1 .  Comm e M  es t orientable , o n a  M  =  S1 X  1R .  Soi t a1 

un relev ® ferm ® d e a ' dan s M  ; puisqu e et ' es t quasi-transvers e ¨  5 s p  ^(5S ) e t 
qu'il es t hornotop e ¨  l'©me d u cylindre , a ' es t e n fai t un e courb e simple d 'apr¯ s l a 
proposition Nou s consid®ron s /3 ' comm e un e applicatio n ^-p®riodiqu e 3 R ð > M ; 
un relev ® d e /3 ' dan s M  es t pa r d®finitio n u n rel¯vemen t fi '  :  1 R *Å M d e l'applicatio n 

: ] R M  . Nou s allon s montre r qu'u n relev ® / 3 ' d e fi] coup e a] e n a u plu s 
un poin t (u n poin t Ã  a ' H /3 ' es t compt ® ave c multiplicit ® s i á 3 ' pass e plusieur s 
fois pa r c e point , e t u n seu l poin t signifie : car d (a ' P  / 3 ') =  1  e t /3 ' n e pass e qu'un e 
seule foi s pa r a ' n  / 3 ' ) . Pou r voi r cela , supposon s qu e á 3 '(a) ú  a ' e t á 3 !(b) ú  a ' 
avec a  ^  b . Comm e t t (M ) es t engendr ® pa r a1 , i l es t facil e d e trouve r u n chemi n 
y: [ a ,b ] - > M te l qu e y([a, b J ) c  a 1 ,  y (a) = fi ] (a) , y (b) -  fi 1  (b) e t te l qu e 
fi ' |  [a, b j  soi t hornotop e ¨  y  ! [a,b ]  ¨  extr®mit® s fix®es . S i o n remont e a u rev°te -
ment universe l M  , o n trouv e u n relev ® a ' d e a ' e t u n relev ® fi 1  d e fi 1  dan s 
M tel s qu e car d (a ' r fi '  ) > 2  ;  o r cec i es t impossibl e d 'apr¯ s l e corollair e 9 . I l 
est facil e d e voi r alor s qu e in t (a1 ,j3!) es t ®ga l a u nombr e d e relev® s d e fi] dan s M 
qui coupen t a ' .  Le s relev® s fi '  qu i coupen t a ' s e r®partissen t e n deu x cat®gories , 
la premi¯r e cat®gori e consist e e n le s relev® s qu i son t situ® s d'u n seu l c¹t ® d e a ' ,  l a 
seconde cat®gori e consist e e n le s relev® s qu i joignen t le s 2  infinis d u cylindr e M 
(figure 8 ) . 

Premi¯re 
cat®gorie 

Deuxi¯me 
cat®gorie 

Figure 5 
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Vu que a ' e t /3 ' son t transverse s e n dehor s de s singularit® s d e 3  (o u 3  ) , 
il es t facil e d e voi r qu e l e poin t d e contac t pou r l a premi¯r e cat®gori e es t un e singula -
r i t® . O n en conclu t qu e l e nombr e d e relev® s d e ß] qui coupen t a '  e t qu i son t dan s 
la premi¯r e cat®gori e es t <  P(&]) P{ßl) . L e lecteu r montrer a ais®men t qu e le nombr e 
de relev® s d e ßl qui coupen t a 1  e t qu i son t dan s l a second e cat®gori e es t e n fai t tr¯ s 
exactement i(a,ß) . • 

Consid®rons maintenan t un e partition markovienn e ft = {R^ , .  .. ,Rj^} pou r < p 
(voir Ä  II.B). O n peut toujour s pa r petit e perturbatio n d e a 1 (resp . ß]) , suppose r 
que a ' es t transvers e ¨  m  Ď  n R. (resp . m  º R.) .  Comme < p \{J º R.) c 

i 1  * 1  i= 1 5 1 i= 1 *  1 
c U  º u R. ,  l a courb e (p^(a]) es t auss i transvers e ¨  U  ¹  u  R. pou r l ^  0  ;  d e 
i=1 3 1  i-' l 5  1 

m°me < p (Ã>' ) es t transvers e ¨  M  à ~  R. . 
i 1  - s 1 

Pour Ã  >  0  ,  noton s a . l e nombr e d e composante s connexe s d e l a pr®imag e 
de R  pa r u n param®trage d e <p c(a') .  Pou r chacun e d e ce s composantes , l'imag e ser a 
appel®e u n passage d e T (af) dan s R . .  O n di t qu'u n passag e es t bon s ' i l n e rencontr e 
pas ¹_u R ;  sino n o n di t qu'i l es t mauvais . O n note a . l e nombr e d e bons passage s 
de <pÇ(a') dans R. . . 

bon passag e 

mauvais 
passages V i 

Figure 9 

ð Ã Ã 
Remarquons qu e a . - a . es t major ® pa r l e nombr e d e foi s (ave c multiplicit® ) 

Ã ^  ^  ð  Ã N o½ 9  (a' ) coup e ¹  R . .  Comm e < p (  l. i ¨  R, ) c  U  ¹  NR . ,  s i C . d®sign e l e 
3U 1  Tv - '  i= 1 3 U i  i  3 U i  1 lNl Ã  ð  Ã Ã nombre d e foi s o ½ a ' coup e L  ci^R . ,  o n trouv e :  a . <  a  .  <  a  .  +  C .  D e l a i-1 1  1  1  i  1 

m°me mani¯re , o n d®fini t ¡3^ e t /3 ^ e n remplaan t < p (a1) pa r < p (/]' ) e t 5 U pa r 
s Ã  ð  Ã Ã 3" .  O n trouve auss i un e constant e tell e qu e :  B . ^ 3 . ^  B. + C^ ,  V  i -  1..... N , 2 i  ´  ^ i 2 
V Ã  ^ 0  .  O n pose pou r l a suit e C  = max (C , C )  . 
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N N  N  A 
Puisque cp H( lJ Ď  uH . )C I . Ď  R . e t cpn ( I  ê  çR . )C 1  ê  R . pou r n > 0 

i 1  3  1  i  1  ^  i  1  ^ 1  i l ^  1 
il es t facil e d e voi r qu e s i P  es t u n bon passag e d o   '  (cA ) dan s R . ,  alor s 

(n) Ã  1 '  ^ (p (.f3 ) H  R. es t compos ® d e a . .  bon s passage s d o cp ^ (cA ) ,  o u A  (a . .) es t l a 
J f  } $ n  (n ) X J 

matrice d'incidenc e associ® e ¨  l a partitio n markovienn e e t A  ( a .  . ) .  D'u n autr e 
p i. J n 

c¹t®, s i P ' es t u n passage quelconqu e d e <p"(cA ) dan s R . ,  alor s ( p (P ' K R - e^ t 
(n) ú+n - 1  ^ compos® d'a u plu s a. , passage s d e ( p (a ' ) dan s R . (ic i o n utilis e qu e a ' es t 

quasi-transverse ¨  3S ) .  O n a  donc le s in®galit® s suivante s : 

v! ^  (n ) ^  Ã+ n .  ð  2-m ^  ~  -  -  (n ) ^  ~  /  T  .. . (n ) E a. a  A .  ^  a  .  <  .  <  L a .  a \ ' - r E  (a . +  C) a  A  . 
1=1 J  J  J  1 .-1 J  1 -1 J 

Rappelons qu e x  S( ^ U - fibre d e R. ) e t y . /̂ U(o ; S - fibre d e R^ ) . 

N x . cA 
Lemrne 11 . a ) li m E  1  p 1 1  (o ;  a ) 

p 
n y . Ã : 

b) li m E  I (^U,M U ;  i 3 )  Å 
e->oc j  1  x 

D®monstration. l(3s ,yLS ; (p (a) ) - ê ' I ( o S , / I S ;  a ) n  ' est autr e qu e l a ^- longueu r 
de <p (̂oA ) puisqu e <p^(a' ) es t quas i transvers e ¨  5  s e t homotop e a  c p ' (a) .  D'u n 
autre c¹t ® : 

N Ã  ^ 2 x  -  e  N  p  A 
E x . a . <  u  [cp ^ (cA )  I  <  E  x . a. c -  ( E x . G A ) +  C  E  x . ; 
i=1 i- 1 i l i l 

d'o½ : 
N X  A 
E x . a  <  ê  " I s , s ;  a ) <  (  E x . a  )  -r C E  x . . 

1 1 \  >  r- >  /  1 1 1 
i l 1 i  I  1 1 

Le a ) r®sult e ais®men t d e cett e in®galit® . L e b ) s'obtien t e n ®changean t le s r¹les , L 

A 
Remarquons qu e l'on a  :  E  a ¡1 . in t (o 1: (oc1 ) ,cp 1/3') ) .  Pa r l e lemrn e 7 

.) 1  1  1 
et l e corollair e S ) ,  pou r ï asse z gran d e t n  :> 0 ,  o n a  : 

int (<p"+'(a'),tf>"'03"J ) S  A  , 

d'o½ pa r le s in®galit® s ®crite s ci-dessu s : 

S A  a(n ) A  * in t (<pn+A') ,çA(/3 ' ) ) ^  S  ( A c | a ( J ( A c ) . 
i , j 1  J  J  i, j J 
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Par l a propositio n 10 , o n a , pou r e assez s/ran d e t n  > 0  : 

(cr+C) dj'f^'+C) + P(a') p(/3')(ww ;a;:) - P(a ' ) P(/3' ) . 

On a  auss i bie n s¾ r :  i (cpn+° (a), <p 8  (0 )) -  i  (<pn+2 ' (w), [Ì ) . 

En combinan t c e qu i pr®c¯de , o n obtien t pou r '<  gran d : 

( S 
i , j 

o:ea(n)i3ú) -  P(a' ) P(0' ) < i ^ n + 2 ? ( a ) ^ ) 

< 
1,1 
e (cr+C) d j ' f^ '+C) +  P(a') p(/3' ) . 

En divisan t ce s in®galit® s pa r A  e t e n appliquan t l e lemme 1  ,  o n ob-
tient quan d on fai t tendr e n  ver s l'infin i e t pou r *  fix ® asse z gran d : 

yt 

a. x . y . 0  . 
i 1  J  J . . 2 e 
A 

< lim inf i(cpk(a),i3) ^ 

< lim su p 
k 

+ P(a') p(/3') . 
ada 

< 1*1 
qd 

(a*+C) x . y . (/3 ° + C) 

x2Ã 

Par l e lemme 11 ,  s i o n fai t tendr e e vers l'infini , o n obtien t : 

lim 
k->oc 

i(cpk(o:),^) 
xk 

- I(3S,^ S ;  a ) I(3U,/2 U ;  /3 ) . 

Ceci termin e l a d®monstratio n d u th®or¯me II . G 

Le corollair e II . 1  es t un e cons®quence imm®diat e d u th®or¯me I I . 

D®monstration d u corollair e II . 2 . 
Comme on l ' a v u dans l'expos ® 9  (th®or¯m e ¨  la fi n d u &  V) , l'actio n d e ç 

ne peut pa s avoi r d e poin t fix e dan s l'espac e d e Teichmiille r ċ M ,  e t d e plus aucun e 
puissance no n triviale d e < p n e peut conserve r un e classe d'isotopie de courbe s sim -
ples. Supposon s alor s qu e l'on a  un point fix e d e 1'action d e ç dan s 3" M ,  c e poin t 
fixe es t u n ®l®ment [ 5 ,/x ] dan s PiO(M ) .  Autremen t dit , i l exist e p  > 0 te l qu e 
<0,li) ^m (5 ,p/i). D'apr¯ s c e qu i a  ®t ® di t plu s haut , 3  est arationnel , ca r dan s l e ca s 
contraire un e puissance no n trivial e d e < p pr®serverai t un e classe d'isotopie de cour -
bes. D e plus, p  es t diff®ren t d e 1  , ca r dan s l e ca s contrair e c p serai t isotop e ¨  un 
diff®omorphisrne p®riodiqu e (voi r expos ® 9 , Ä  IV). Supposon s p  >  1  ; l e ca s p  <  1 
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se trait e d e l a m°m e mani¯re . O n peut alors , d 1 apr¯s l 1 expos® 9 , Ä  V, isotope r c p 
par u n diff®omorphisrne pseudo-Anoso v c p 1 qu i adme t (3 ,^ ) pou r feuilletag e instable . 
Le corollair e 11. 1 appliqu ® ¨  c p e t ¨  cp 1 donn e V  a ^ • 

lim [cp% ] =  [^U,M L1J dan s PIT.3(M ) 
n->oc 

lim [cp ' n a ] -  [ 5 ,  /x ] dan s Pµ n 3 (M) . 
n->oo 

Comme c p e t cp ' son t isotopes , o n obtien t [3U,^U J =  1^,^ ] Å  L e ca s p  <  1  donne -
rait [ ^ S , M S ] =  [ 3 ,/ t J  .  Å 

Ä V . -  DEMONSTRATION D U TH£ORĈM E II I ( UNICIT£ DE S  

PSEUDO-ANOSOV) 

Nous commenon s pa r d®montre r deu x lemmes . 

Le mine 12 . Soien t M  un e surfac e orientabl e ferm® e d e genr e g > 1  e t c p u n diff®o -
morphisrne d e M  isotop e ¨  l ' identit® . S i c p es t p®riodique , alor s c p es t l ' identit® . 

D®monstration. O n a  vu (remarqu e ¨  l a fi n d u Ä  IV d e 1 ' expos® 9 ) qu e l e th®or¯m e 
d'uniformisation impliquai t qu e c p es t un e isorn®tri e pou r un e m®triqu e hyperbolique . 
Puisque c p es t isotop e ¨  l 'identit® , c p es t e n fai t l'identit ® (expos ® 3 , Ä  IV, 
th®or¯me 18) . G 

Lemme 13 . Soien t (3U,^U ) u n feuilletag e arationne l d e M  e t c p u n diff®omorphisrn e 
de M  , isotop e ¨  l 'identit® , qu i pr®serv e (3U,^U ) .  Alor s c p es t isotop e ¨  l'identit ® 
¨ traver s le s diff®omorphisme s qu i pr®serven t ( 3 u ,/xU) . 

D®monstration. L e lemme 7  de l'expos ® 9  di t qu e c p es t isotop e ¨  u n diff®omorphisrn e 
<f> ' p®riodique , ¨  traver s le s diff®omorphisme s qu i pr®serven t (5U,^U ) .  L e lemme 
pr®c®dent montr e qu e cp ' es t l ' identit® . G 

Soient cp ^ e t cp ^ deu x diff®omorphisme s pseudo-Anoso v isotopes . Noton s 
(3u,fi^) ( resp. (^^M2 ^ l e feuilleta^ e instabl e d e cp ^ (resp. cp2 ) ,  e t (3^,p^ ) 
(resp. (3^,-i^) ) l e feuilletag e stabl e d e cp ^ (resp.cp^) .  D'apr¯ s l e corollair e II .2 , o n 
a [ 3 ^ , / ^ ] ^ [ ^ ^ M ^ dan s P(lR^ ) .  Quitt e ¨  multiplie r (3 U ,/*") pa r un e constant e 
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positive no n nulle , o n peu t don c suppose r qu e ( qlmqsl ) = JM^ ) dan s ^  Å  Puisqu e 
ces feuilletage s n'on t pa s d e liaison entr e le s singularit®s , i l exist e u n diff®omorphism e 
h isotop e ¨  l'identit ® te l qu e (3 u,jxu) =  h ^ ^ / i ^) o ½ l'®galit ® veu t dir e ic i m°m e feuil -
letage dan s M  e t m°m e mesure transverse . Quitt e ¨  remplace r pa r hç^h 1  ,  o n 
est ramen ® a u ca s o ½ <p ^ e t on t l e m°m e feuilletage instabl e (3u,/iu ) .  Remarquon s 
aussi qu e la constant e d'expansio n X (> 1  )  es t l a m°me pour <p ^ e t cp ^ ;  cec i r®sult e 
par exempl e d u fai t qu e cp.^u,/iU ) =  (p^{&u,^u) dans ĺ i3 ; .  I l e n r®sult e qu e cp^ (p^ 
pr®serve (3u,/iU ) .  D'apr¯ s l e lemme 13 , ^ 2 ^ 1 es^ isotope ¨  l'identit ® ¨  traver s  
les diff®omorphisrne s qu i pr®serven t (3 u,/xU) ;  d®signon s pa r un e telle isotopie . 
En particulier , pou r tou t x  dan s M  , ç ^ ç (x ) e t x  son t su r l a m°m e 3u-feuill e ; 
nous noton s pa r [x,ç < p (x) ] l e segmen t d e la 3  -feuill e d e x  qu i joint x  ¨ 
MJrLX^-l^(x) 

Lemme 14 . O n a  :  D  - sup {/i2([x,<p~ <p,j(x )J)|xú M } <  +Á Á . 

D®monstration. Soi t ; . . .,U^ u n recouvrement d e M  pa r de s carte s pou r l e feuille -
tage Ã u .  O n d®signe pa r A  l e sous-ensembl e d e M  x  M d®fin i pa r ( x j j ú  A  s ' i l 
existe un e plaque d e o<u contenue dan s u n des e t qu i contien t x  e t y  (e n particu -
lier puisqu e l a "plaque " d'u n poin t singulie r es t r®duit e ¨  c e point , s i (x,y ) ú  A  e t 
x (o u y) es t u n point singulie r d e 3 U ,  x  = y) .  S i ( x ,y) ú  A  ,  nou s d®signon s pa r 
[x,yj l e segmen t d e la plaqu e qu i contien t x  e t y  e t qu i v a d e x  ¨  y  ;  l a fonctio n 
(x,y) - > /Lt^C[x,y 1 ) es t continu e su r A  .  Consid®ron s alor s l'isotopi e h ^ d e ^ ' ^ i a 
1 ' identit®, ¨  travers de s horn®omorphisrne s qu i pr®serven t 5L l .  O n peut trouve r u n 
¹ >  0  te l que,s i | t -  t ' |  <  5  ,  alor s (h^(x) , ht,(x) ) ú  A  ;  pa r l a compacit ® d e M 
et c e qu i es t di t plu s haut , o n a  : 

Dtjt, =  sup {/i^([ht(x),ht,(x)])|x e M} <  o o . 

Consid®rons alor s un e suit e t ~ -  0  < t  <  .  . . <  t  <  t  =  1  ,  tell e qu e t . .  -  t . <  6  . 
on a  pou r tou t x  ú  M  : 

MJrLX^-l^(x)J) < n-1 

i=0 
M2(tht(x),h (x)J ) ; 

i i+ 1 

d'o½ : D < 
n-1 

i=0 Y, t . , i ' i+ 1 
<T +  oc . 

Lemme 15 . L a suit e d'horn®omorphisrne s {çncp}) converg e uniform®ment . 
^ i  n^O 
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