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"p-TORSION" DU SCHEMA DE PICARD
par

Michel RAYNAUD

*
(Orsay )

0. Soient R un anneau de valuation discréte complet, de corps des
fractions K de caractéristique O , de corps résiduel %k algébri-
guement clos de caractéristique p > O , T un générateur de 1'idéal
maximal de R , v la valuation de R normalisée par v(7T)=1 et
e=v(p) 1l'indice de ramification absolue de R . Rappelons que TR
est un jdéal a puissances divisées dés que e { p-1 et que la série
exponentielle Exp(x) , x€ TR , converge dés que ?< p-1 .

Soient X un R-schéma propre et lisse, XK sa fibre générique,

X sa fibre fermée, P=Pic le foncteur de Picard relatif de X

X/R
. 3 .
sur R gqui se trouve &tre un schéma en groupes ([14] 3.3.1), P le
sous-schéma en groupes ouvert de P associé aux faisceaux inversibles
numériquement équivalents & zéro qui est un schéma en groupes propre

(cf. SGA 6 XIII). Pour tout entier n »O , notons oF 1le noyau de

P \ N . n
l1'élévation a la puissance p dans P ; nP est un schéma en groupes

*
Equipe de recherche associée au CNRS n° 653.
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M. RAYNAUD

fini.

Nous allons établir les résultats suivants :

Théoréme 1. Supposons e p-1 . Alors :

i) ¥n»> O , ,P est plat sur R ;
ii) P’ est plat sur R

iii) il existe une suite exacte de R-schémas en groupes :

O->A-=P - T=0

o A est un R-schéma abélien gui a pour fibres les composantes

neutres réduites des fibres de P et ot T est un R-schéma en

groupes fini et plat, gui a pour fibres la torsion des fibres de P/A

(y _compris la torsion radicielle qui mesure le défaut de lissité de

P= PlC}—(/k) .

En fait, compte tenu des propriétés de rigidité des schémas en
groupes finis et plats lorsque e ( p-1 (l'15) 3.3.6), on voit facile-
ment que les conditions i), i) et iii) ci-dessus sont équivalentes.

Bien sfir, la partie de torsion de P , d'ordre premier & p ,

ains? que la partie de p-torsion de P qui est de type multiplica-

tif, se relévent dans P , sans restriction sur R , vu leur inter-
prétation en terme de revétement étale de X . Le théordme 1 exprime

donc, essentiellement, une propriété de relévement de la p-torsion
unipotente de P , lorsque e {p-1 . Celle-ci entraine la propriété

de relévement suivante des points de p-torsion & valeur dans k :

Corollaire 1. Soit L wun faisceau inversible sur X d'ordre

pn . Alors, quitte & remplacer R par R', anneau d'entiers d'une
extension finie convenable de K et X par X‘=}(XRRJ, on peut
relever L en un faisceau inversible L' sur X', d'ordre pn .
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p-TORSION DU SCHEMA DE PICARD

Une partie du théoréme 1 peut &tre sauvée dans le cas limite

e=p-1 .

Théoréme 1'. Supposons e =p-1 . Alors :

i) ¥yny»o , nP est plat le long de la section unité ;

T . Ly .
ii) P est plat le long de la section uniteé.

Cette derniére condition signifie que P’  contient un plus grand
R-sous—schéma en groupes ouvert Q , plat sur R ; Q est nécessaire-
ment égal & 1'adhérence schématique dans P’ de la fibre générique
P; . Le guotient PT/Q est alors un schéma er groupes net (i.e. non
ramifié), & fibre génirique nulle, qui mesure le défaut de relévement
de la partie étale de la p-torsion de 5/(?)0 . Par ailleurs, dans
le cas e=p-1 , on ne prétend plus qu'il existe un R-schéma abélien
A ayant pour fibres les composantes neutres réduites des fibres de P
(cf. 4.3).

La démonstration comprend deux étapes :

a) Reprenant les constructions de B. Mazur et M. Artin [1],

on obtient un complexe de R-groupes formels lisses :

0-c®-agl~>..-c¥> 0, a=ain(xX/R) ,

dont la cohomologie donne "universellement" la cohomologie du groupe
multiplicatif formel sur X . On utilise pour ce faire, la linéarisa-
tion des groupes formels de Cartier.

b) Un _critére de platitude de novau :

Théoréme 2. Soient u :G > H un morphisme de R-groupes formels

lisses et N=Ker(u). On suppose gue N est éguidimensionnel (i.e. 1

fibre générique Ny a méme dimension gue la fibre spéciale N) et

que e( pr-1 . Alors N est plat.
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M. RAYNAUD

La démonstration proposée ici utilise la théorie des relévements

de k & R des groupes p-divisibles.

1. Un cas élémentaire.

2. La théorie de Cartier.

~

2.1 Le groupe formel W et son anneau 4d'endomorphismes.
2.2 Les foncteurs « et B8 .

2.3 Présentation des E-modules de e .

2.4 Changement d'anneaux.

2.5 V-finitude et V-platitude.

2.6 Modification de complexes.

2.7 Cohomologie d'un groupe formel lisse.

3. Un critére de platitude.

3.1 Cas des groupes p-divisibles.
3.2 Image schématique formelle.

3.3 Critére de platitude, cas général.

4. Applications.
4.0 Rappels sur le foncteur de Picard.
4.1 Platitude de P .
4.2 Un exemple ol Pic' n'est pas plat (e yp-1).

4.3 Un exemple o Pic ne contient pas de sous-schéma abélien
(e yp-1).

4.4 Application a 1l'image directe d'un groupe formel.

4.5 Application au "vanishing" de Kodaira.
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p-TORSION DU SCHEMA DE PICARD

1. Un _cas élémentaire.

C'est celui ou P est lisse le long de la section unité, c'est-

N

a aire celui od h'(x) =hn'(X) (on n(x) = aim (X, 00).

hi(i) = dimkHi(i,Oi)). Prouvons alors 1l'assertion iii) du théoréme 1.
On dispose déja du schéma abélien A : la composante neutre P°  de

P , qui existe, puisque P est lisse le long de la section unité
(sGa 3 VIB 3.10). On doit alors montrer que P’ est lisse et il
suffit de montrer que tout élément de p-torsion de P(k) se reléve
en un élément de P(R). Soit donc L un faisceau inversible sur X
de p-torsion. Notons X le schéma formel complété de X le long de
X . Il revient au méme de relever L en un faisceau inversible sur

X ou sur X (EGA III 5.1.6). Considérons la suite exacte de fais-

~
ceaux d'unités sur X :

* *
O~ U, » O > Oz 2 O .

1 X X
- - *
L'obstruction & relever LE€ Hl(X,Ok) est un élément de p-torsion
de Hz(i,Ul). Comme e {p-1, le logarithme fournit un isomorphisme

~ 2 = e 205 oy o 2 ~ 2 .
U, = TO4 . Donc H (X,Ul) H (x,ﬂox) ~ H (x,ﬂoX) = H (X,OX). Mais
hl(XK) = hl(Xk) , de sorte que H2 est exact & gauche (EGA III 7.8)
et en particulier, H2(X,OX) est un R-module 1libre, donc sans

p-torsion et 1l'obstruction & relever L est nulle.

2. La _théorie de Cartier.

Ccmmengons par rappeler l'essentiel de la théorie de Cartier des

groupes formels. Le lecteur pourra consulter [2] et [9].

2.1 Le groupe formel W et son anneau d'endomorphismes.

Dans la suite de cet exposé, R est une algébre commutative sur

l'anneau Z localisé en 1'idéal premier pZ . A partir du §3 , R
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M. RAYNAUD

sera un anneau de valuation discréte d'inégales caractéristiques.
On note :
- Nil(R) 1la catégorie des R-algébres commutatives 3 41léments nil-—
potents.
- Pour tout entier n )0 , Nil(R,n) 1la sous-catégorie pleine de

Nil(R) formée des R-algébres A telles que :

€A, ona X,..x =0 .

V' X, eons
’ x 1° ¥n+1

1 n+1

Les variétés formelles sur R sont certains foncteurs covariants:
Nil(R) - Ens .

Ainsi, la droite formelle est le foncteur D :

A€ Nil(R) » A€ Ens .

(1)

Pour tout ensemble I, D est le foncteur :

A€ Nil(R) = alt) ¢ Ens .
On note :
- W(R) 1'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans R .
- W le foncteur "pseudo-anneau de Witt" sur Nil(R): AP W(a).
C'est un foncteur en W(R)-algébres.
- @ le groupe de Witt formel. C'est le sous-foncteur en groupes

de W tel que :
@(A) = {(ao,...,an,...)EEW(A) , avec a, =0 pour presque tout ik

a
Alors W est une variété formelle de dimension infinie isomorphe

3 P(N)
On note ER 1'anneau d'endomorphismes de W que l'on fait
opérer & droite sur @ . L'anneau Egp contient :

- Le sous-anneau W(R) des homothéties. Pour tout c€ R , on note

fc] 1a multiplication par le représentant multiplicatif (c,0,...).

n
p

sees) .

On a (xo,...,xn,...)[c] = (xoc,...xnc
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p-TORSION DU SCHEMA DE PICARD

) .

- L'opérateur de décalage, noté F : (xo,xl,...)F = (O,xo,x1

- Un opérateur, noté V , qui, sur les coordonnées fantdmes

i .
Yy, = xg +...+ plxi est le décalage vers la gauche :

(yo,yl,...)v = (yl,...) .

= ' ' = p
Oon a (xo,xl,...)v = (xo,xl,...) avec xi Xi-Fp(xi+1-+Qi(xo""'XQL
ou Q; est un polyndme. En particulier, si R est de caractéristique

P . V est le Frobenius usuel. En général on a (x,0,...)V = (xP,0,..0.

Proposition 2.1.1.

i) Tout élément de ER s'écrit de maniére unique :

z vile ]Fn avec la condition : VYm , c =0
m, n m, n
m,ny0

pour presque tout n .

ii) On _a dans ER les relations suivantes :

(1) Telle'] = leec'] .

(2) [e] +[ec'] = = Vn[sn(c,c’)]Fn , ou les s, sont
n=0

des polyndmes définis par les identités :

n n n n-1

vnyo , xP +vP = sO(X,Y)p +psl(X,Y)p oo+ pnsn(X,Y) .
(3) Fle] = rcp]F .
(4) [elv = v[cP]

(5) FV = p .

(6) Dans le plongement de W(R) dans ER , l'action

du décalage F sur W(R) est w b VwF .

2.2 Les foncteurs « et B .
Un foncteur en groupes formels (commutatif) sur R est un fonc-

teur covariant :

G : Nil(R) - Ab .
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M. RAYNAUD

On note QR la catégorie abélienne des foncteurs en groupes formels
et mR la catégorie des Ep-modules 4 gauche.

Lorsqu'il n'y a pas risque d'ambiguité, on écrit E,Z,G , au
lieu de ER, MR, QR .

Soit GE€ G . Posons «(G) = Homq(w,G) , considéré ccmme E-module
4 gauche, grice & l'action de E sur @ . On définit ainsi un fonc-
teur covariant exact a gauche :

a:G >N .
Soit MEM . On lui associe le foncteur en groupes formels exact

a droite :

B(M) : Nil(R) > Ab

A P W(A)DM .
On écrira aussi B8(M) = @®Eb4. D'ol un foncteur
g:m= G

qui est exact a droite.

On a des morphismes canoniques fonctoriels
W®, Hom(W,G) » G , YGE€§

et

M - Hom(W,W®_M) , YMEM

d'ou des morphismes de foncteurs i :Boa = idq

Jj :idm - «@oB .

Remarque 2.2.0. Si M est le séparé complété d'un E-module M
pour la topologie V-adique, M est canoniquement un E-module (les
opérateurs [c], F et V étant continus) et le morphisme canonigque

‘ZJ®EM d QJ@EDA/] est un isomorphisme : en effet si A€ Nil(R) et si
. N N
w = Z [aj]FlE W(A) est tel que a? =0 pour i=0,...,N , alors
i=1 ’ -

V2N

w = 0 .
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p-TORSION DU SCHEMA DE PICARD

Soit GE€ G . Le foncteur Lie(G) est par définition la restric-
tion de G & Nil(R,1) (R- algébres de carré nul).
Notons que si M est un E-module, M=M/VM est canoniquement

un R-module en posant cm = [c]jm , VmE€M , Yc€R .

Proposition 2.2.1. Soit M€ M , alors Lie(@®EBU est canonique-

ment isomorphe au foncteur en R-modules :

Nil(R, 1) - R-Modules

A g A®R(M/VM) .

En effet, on a des bijections de R-modules, réciprogques 1'une de

1'autre :
- W ®
A® (M/VM) W(A)®M
a®m ad [a] S m
W -
W(A)®EM A®RM/VM

P X ® i
(ao,al,...)®1n T a; F (m) .

. o . . .
Soit G la sous-catégorie de G formée des foncteurs en grou-

Q(I) soit M° 1la sous-

pes formels représentables par des modéles
catégorie des E-modules M tels que i) M/VM est un R-module
libre, 1ii) V est injectif, 1iii) M est séparé et complet pour la

filtration V-adique.

Théoréme 2.2.2 (Cartier [2]). Les foncteurs o et B induisent

des équivalences réciprogques 1'une de 1l'autre entre les catégories

N

o P C s .
G° et M (plus précisément, les restrictions de i a G° et de

j a 7° sont des isomorphismes) .

2.3 Présentation des E-modules de me .

Scient MEM® et e, . i€I , des éléments de M qui relévent

une base e, du R-module libre M = M/VM . Notons ® ;eI - M
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M. RAYNAUD

le morphisme E-linéaire qui envoie la base canonique (Ei) , €1,

sur (ei).

(1)

Pour tout ¢ = (ci) , 1i€1I , de R , posons
= (1)
i
[cle = i (c;lejem .

La projection canonique M = M induit dconc une bijection de 1'ensem-
ble des éléments de la forme [g]g sur les éléments de M . Du fait
que V est injectif dans M et que M est séparé et complet pour

la filtration V-adique, tout élément de M s'écrit de maniére unique

z v e .

my0

En particulier, le choix des e, détermine uniquement une fa-

mille (gm ;) (mew, . €I) d'éléments de R(I) telle gque
(*) Vi€1 , Fle,) = £ V¢ .Je .
* mY0 Tmedn=
P 7

Soit o :E(I) 2> M le complété V-adique de ¢ . Alors ©® est

surjectif et Ker(®) contient les éléments

(%%) g, = F(e;) - = Ve ,Je .
P m )0

) 4 E(I)

l'application E-linéaire telle que

Proposition 2.3.1. 1) La suite de E-modules :

T ~ P
0 - g(I ¥ (1)

est exacte.

) ’

2) Réciproquement, étant donnée une famille (c

m, i
(m,i) ENXI d'éléments de R(I) définissons les éléments g, de
(3 (1 L, 1)
E(I) par les formules (**) et 1'application ¥ :E - E par

~

$(5i)==gj . Alors ¢ est injective, son conoyau M est dans W° ,

les images e, des €, dans M relévent une base du R-module M/VM
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p-TORSION DU SCHEMA DE PICARD

et vérifient (*).

Pour établir ce résultat, il suffit de montrer que si
~
P :E(I) - E(I) est un morphisme défini par des éléments (gj) du

type (**), alors mod(V), on obtient un morphisme de R-modules :

$:E(I) - E(I)

qui est injectif avec pour image un supplémentaire de & REi , ce qui
i

est immédiat.

Définitions 2.3.2. Soit M€7° .

1) Une suite exacte de E-modules, du type considéré dans

2.3.1, est une V-présentation de M .

2) Par tensorisation d'une V-présentation de M avec @ ’
on obtient une suite exacte de variétés formelles en groupes :
o - ‘Z"(I) - @(I) > ‘S-I®EM_) o
appelée une V-présentation de QQEM .
2.4 Changement d'anneaux.
Soient u:R ™ R' un morphisme unitaire d'anneaux commutatifs,

et U : Spec(R') = Spec(R) le morphisme de schémas associé. Notons @'
le groupe de Witt formel sur R' et E' son anneau d'endomorphismes.
On a un morphisme canonique d'anneaux unitaires E 2 E' qui respecte
V et F et envoie [c] sur [u(c)] .
A la restriction naturelle Nil(R') = Nil(R) correspond un
foncteur
G- G = G,

G*™ u'(G) = GX_R'

R

défini par KSXRR')(A') = G(A') pour tout A'€ Nil(R') .

97



M. RAYNAUD

Proposition 2.4.1. Soit M un E-module. On a un isomorphisme

canonigue

A® [ ~ o ' R 16
(WRM)XR' = W'® M avec M'=E'®.M .

En effet, soit A'€ Nil(R'). On a
x )R — ot ' - W ' '
WRAN)®M = W (A')O M = W' (A")®, E'@ M .
Soit maintenant G'€ G' . On définit son image directe

U, (G') = GEG par la formule :

*

G(A) = G'(A®RR'), pour tout A€ Nil(R) .

Proposition 2.4.2. Soit M' un E'-module. On a un isomorphisme

~

canonigue ﬁ*(@'®E.M') —»»@®EM, o M est le E-module déduit de

M' ©par restriction d'anneaux de E' a E .

I1 suffit d'établir le lemme suivant :

Lemme 2.4.3. Soit A€ Nil(R) . L'application canonigue :

- 0 [—— " 1\
u sz W(A)®LE W(A®_R")

est un isomorphisme.

Considérant R' comme quotient d'une R-algébre de polyndmes,
il suffit de traiter le cas ol R' est plat sur R et le cas ou
R' est quotient de R par un idéal I . Dans ce dernier cas, E' est

quotient de E et l'application canonique u est surjective ;

d'autre part, il est immédiat que les éléments de @(A) , & coordon-

nées dans IA donnent zéro dans @(A)®EE' , d'oll le lemme dans ce cas.
Supposons maintenant R' plat sur R . Le lemme est évident

lorsque A€ Nil(R,1) , les deux membres étant isomorphes au R-module

A®RE'/VE'. Dans le cas général, par passage & la limite inductive, on

se raméne au cas ou A€ Nil(R,n). Il existe alors une suite exacte :
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p-TORSION DU SCHEMA DE PICARD

0> J~>A>A>0, avec A€Nil(R,n-1) et JENil(R,1). Supposons
le lemme démontré pour A , on conclut qu'il est vrai pour A , en
contemplant le diagramme suivant, donc les lignes sont exactes (la

deuxiéme du fait que R' est plat sur R) :

W(I)®BLE' 2 W(A)®LE' = W(R)®E' = O
If | i

o7 [ o [ - N ' -
0 2 W(I®LR') = W(ASBR') 2 W(A®LR') 0

2.5 V-finitude t V-platitude.

Définitions 2.5.1. Soit M un E-module.

1) M est sans V-torsion si VYm&EM , V(m)=0 == m=0 .

2) M est V-plat si M est sans V-torsion et si M/VM

est un R-module plat.

3) M est V-libre (resp. V-libre de type fini, resp.

V-projectif de type fini) si M est séparé et complet pour la topo-

logie V-adique, sans V-torsion et si M/VM est un R-module 1libre

(resp. libre de type fini, resp. projectif de type fini). Une famille

d'éléments de M gqui reléve une base du R-module M/VM est une

V-base de M .

Notons que le foncteur M P @®EM établit une équivalence entre
la catégorie des E-modules V-projectifs de type fini et la catégorie

des groupes formels lisses.

Proposition 2.5.2. Soit M un E-module séparé et complet pour

la topologie V-adique et soit e; - 1€ I , des éléments de M gui

relévent des générateurs du R-module M = M/VM . Alors il existe un

E-module V-libre N , de V-base Ei , 1€I , et un morphisme surjec-
tif de E-modules u:N =" M tel gque u(Ei) = e, pour tout i .
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(1)

Reprenons les notations de 2.3. Si ¢ = (ci)é R , posons
[g]g =z [cjlei . Comme M est séparé et complet, tout élément de M
i )
s'écrit, d'au moins une maniére X Vm[gm]§ . En particulier, il
m
existe une famille ¢, , (m,i) €ENXI , d'éléments de R(I) , telle
r
que
F(e.,) =& Vm{c Je , 1€1 .
i =m, 3~ =
m
I1 suffit alors de prendre pour N le E-module V-libre, de
V-base €., , i€1I , défini par les équations (*=) :

F(e.,) = Z Vm[crl e , i1 , (considérées dans 2.3).
m ST, 5T

- 7 2

Corollaire 2.5.3. Soit M un E-module séparé pour la topologie

V-adique. Les conditions suivantes sont égquivalentes :

1) M/VM est un R-module de type fini.

2) M est guotient d'un E-module V-libre de type fini.

3) @@EM est quotient (au sens naif) d'un R-groupe formel

lisse.

En effet, 1) == 2) d'aprés 2.5.2, et 2) == 3) est 4évident.
Enfin 3) == 1) se voit en prenant les valeurs de @®EM sur E€R ,

algébre des rombres duaux relative a R .

Proposition 2.5.4. Soit M un E-module. Les conditions suivantes

sont éguivalentes :

1) M est V-plat (2.5.1).

2) Torf(W,M) = 0 (i.e. Tori(W(a),Mm) = O VYA€ Nil(R)).

Soit O N~ L ?> M > O une suite exacte de E-modules, avec L
libre. Supposons M V-plat. Pour voir que Tor?(w(A),M) = 0O , on se
raméne, par passage & la limite inductive, au cas od A€ Nil(R,n),

puis, par dévissage, au cas ou A€ Nil(R,1). Alors :
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p-TORSION DU SCHEMA DE PICARD

Ker{W(A)® N - W(aA)® L}

Tor?(ﬁ(A),M)

I

Ker{A®RN/VN - A®RL/VL}

Il

Tor?(A,M/VM) (car M est sans V-torsion)
= 0 , car M/VM est R-plat.
La réciproque se prouve de fagon analogue par restriction a

Nil(R,1).

Définition 2.5.5. Un E-module M est de V-type £fini (resp.

de V-présentation finie) si M est le guotient d'un E-module

V-libre de type fini (resp. s'il existe une suite exacte de E-modules

Ll - 1°> M- o0 , avec L' vV-libre de type fini pour i=0,1).

Notons que les propriétés pour un E-module d'é&tre de V-type
fini (resp. de V-présentation finie) sont conservées par un change-
ment d'anneaux R = R'.

Terminons ce numéro par une variante de 2.5.2.

Soit R' un gquotient de R par un idéal I contenu dans le
radical. Posons E'==ER, qui est un quotient de E . Pour tout

E-module M , notons M' le E'-module E'®EM .

Proposition 2.5.6. Soient M un E-module séparé de

V-présentation finie et u' : N' - M' une fléche surjective de

E'-modules, avec N' V-libre de type fini. Alors, il existe un

E-module N , V-libre de tvpe fini gui reléve N' et une fléche sur-

jective u:N~> M gqui reléve u .

Considérons le diagramme cartésien de E-modules :

P YoM

! |

N' 2 M.
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Posons J = Ker{E »* E'} . On a Ker{P~-> N'} =~ Ker{M > M'} = JgM .
Par ailleurs N' est annulé par J , donc Ker{P - N'}DJP . Comme

P » M est surjectif, on en déduit que 1l'application canonique

P' 2 N' est un isomorphisme. Par hypothése M est un E-module de

V-présentation finie, donc M' est un E'-module de V-présentation
inie et S' = Ker{N' = M'} est de V-type fini. Mais

Ker{P » M} > S8' , donc P est un E-module de V-type fini. De

plus P est séparé, car contenu dans le produit N'XM de deux

E-modules séparés. Soit alors el i€I , une V-base de N' et
soit e; un relévement de ei dans P . Comme P/VP est un
R-module de type fini, tel que (P/VP)@RR' = N'/VN' et que I est

dans le radical de R , les images des e dans P/VP engendrent ce

R-module. D'aprés 2.5.2, 1l existe un E-module V-libre N , de

V-base €. , 1i€I , et un E-morphisme surjectif u:N = P , tel que
u(ei) = e; . Comme P' =5 N' , et que N' est un E'-module V-libre,
de V-base ei , U est bien un relévement de u' .

Remargque 2.5.7. Si 1l'on ne suppose plus que I est contenu dans
le radical de R , on peut seulement conclure que les images des e,
dans P/VP engendrent ce R-module au-dessus d'un voisinage ouvert
dans Spec(R) du fermé défini par I . On en déduit gue quitte a
remplacer R par Rf , pour f convenable dans 1+I et M par
ER£8EM , on peut trouver un E-module V-libre, de type fini N , qui

reléve N' et un morphisme surjectif u:N = M qui reléve u' .

2.6 Modification de complexes.

On note C (Ab), (resp. C (R), resp. C (E), resp. C (§)) 1la
catégorie des complexes bornés a droite :
oo™ Ai Ind Ai+l > 0

de groupes abéliens (resp. de R-modules, resp. de E-modules, resp.
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d'objets de G (2.2)) et on désigne par D (Ab) (resp...) la caté-
gorie dérivée associée.

Tout objet de D (E) se résoud dans C (E) par un complexe de
E-modules libres, en particulier V-plats (2.5.1). On dispose de

foncteurs exacts :

L
1) M*° P w@EM‘ qui va de D (E) dans D (G) :
n L - -
2) M*° P E/V E®EM' qui va de D (E) dans D (Ab). Pour
i)
n=1 , on obtient en fait un foncteur M" P E/VE®EM' A valeurs dans

D (R) noté M' » Lie(M") .

Tous ces foncteurs se calculent par produit tensoriel terme a

terme sur une résolution V-plate de M° . La connaissance de
|
Lie(M®) équivaut a la connaissance de W®EM', en restriction &
Nil(R,1) ; plus précisément :
o . IL _
A® Lie(M") =~ W(A)® M' dans D (R) , pour A€ Nil(R,1) .
L

L
. ~ . , . . n .
En fait W®_M" ne dépend que du Pro-objet l;m E/V E®EM dans

E

le sens suivant :

Lemme 2.6.1. Soit wu:M'" = M° un morphisme dans C (E) , tel

I L L
que, pour tout n E/VnE®Eu : E/VnE®EM" - E/VnE®EM' soit un gquasi-

isomorphisme dans D (Ab) . Alors W@Eu : W@EM" i ﬁ®EM' est un

quasi-isomorphisme dans D (G) .

Démonstration : En introduisant le mapping céne de u , on est

ramené 3 montrer que si M" € C (E) est tel que E/VnE%EM' est acy-
clique pour tout n , alors @®EM' est acyclique. Quitte & résoudre
M° par des E-modules libres, on se raméne au cas ol M'/V'M" est
acyclique pour tout n .

Si M° est le séparé complété de M° pour la topologie
V-adique, le morphisme QQEM' - @8%ﬁ' est un isomorphisme d'apreés

2.2.0 . On peut donc supposer M° complet et il suffit de voir
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gu'alors M" est acyclique.
Notons B; (resp. Z;) les bords (resp. les cycles) de degré i
de M'/VnM' et BY et 2Z' 1les bords et cycles de M" . On a alors

un systéme projectif de suites exactes :

i-1 i-1 i

O~ B - M - z_ = 0
n n n
dans lequel les morphismes de transition B;;i - B;_l sont surjectifs.
D'ol une suite exacte :
0= 1im B* 7t = M1 5 1im ozt s 0 .
& B +— “n
n n
Mais Lim 2z' = z% , donc M° est acyclique.
= 'n
Définition 2.6.2. Une fléche u dans C (E) , du type considéré

dans 2.6.1 sera appelée un pro-quasi-isomorphisme.

Essayons de justifier les constructions techniques qui vont
suivre. Partons de M € C (E) et de L €C (R) résolution libre de
Lie(M"). On cherche N €C (E) , a objets V-libres, tel que
N°/VN~ =% L° dans C (R) , et tel que N~ et M~ aient méme image
dans D (E). Le principe d'une telle démonstration repose sur les
étapes suivantes :

1) Résoudre M° par un (gros) complexe de E-modules topo-
logiquement libres.

2) Ecrire Hi(M') comme guotient d'un (petit)-module
V-libre (2.5.2).

3) Simplifier le gros—-complexe de E-modules 1libres et se
ramener a un complexe de petits E-modules V-libres en utilisant le
fait que les modules V-libres se comportent comme des E-modules
de dimension projective 1 (2.3.1).

Malheureusement, faute de disposer a priori de séparation sur les

H'(M") , on ne peut pas directement appliquer 2.5.2. Il se trouve que
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dans le cas ou p est nilpotent dans R , on peut néanmoins encore
construire N° grfce a une variante de 2.5.2 (cf. 2.6.8). Enfin, dans
le cas o R est complet pour la topologie p-adique, on obtient
seulement une forme affaiblie de 1'énoncé espéré, mais suffisante

pour les applications en vue.

2.6.3. Notations. Nous désignons par p-Nil(R) la sous-catégorie
pleine de Nil(R) formée des R-algébres nilpotentes annulées par
une puissance de p . On note p—@ la catégorie des foncteurs en
groupes abéliens p-Nil(R) = &b et C (p-G) (resp. D (p-G)) 1la

catégorie de complexes (resp. La catégorie dérivée) associée.

Théoréme 2.6.4. Supposons R séparé et complet pour la topologie

p-adique. Soient M"€C (E) et L € C (R) une résolution de Lie(M")

par des R-modules libres de type fini (i.e. Lie(M") est pseudo-

cohérent dans la terminologie de SGA 6 - Exp. I). Alors il existe un

complexe G"€C () de R-groupes formels lisses vérifiant les deux

propriétés suivantes :

i) Le complexe de R-modules Lie(G°) , formé terme a terme
des algébres de Lie des obijets de G° , est isomorphe & L° dans
C (R) .
ii) L'image de G° dans D (p-G) est isomorphe & celle de
~L
2 M-
WM.

Exemples 2.6.5. Sous les hypothéses de 2.6.4.
i) Supposons R local d'idéal maximal m et Lie(M")

pseudo-cohérent. Prenons pour L° une résolution libre minimale de

Lie(M"). Alors G° esgt un complexe de R-groupes formels lisses,
dont le complexe des algébres de Lie est nul modulo m .
ii) Supposons que Lie(M') soit parfait, c'est-a-dire réali-

sable dans C (R) par un complexe L° de la forme :
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1

o-p->L"" 5. .- 1"> o0

ou les Li sont libres de type fini et P est projectif de type fini.
Alors, il existe un complexe borné G° de R-groupes formels lisses,
de complexe d'algébres de Lie L° , qui a méme image que @ng' dans
D (p-%).

iii) Lorsque p est nilpotent dans R , on a

L
p-Nil(R) = Nil(R) et le complexe G° a alors méme image que wng'

dans D (G).

Démonstration de 2.6.4 : Pour M un E-module, on note M

le R-module M/VM . Si M" € C (E) est un complexe de E-modules
V-plats, M° € C (R) est le complexe déduit de M° en appliguant
E/VE®E terme a terme. L'image de M° dans D (R) est donc égale a
Lie(M").

L'étape essentielle est la démonstration de la proposition

suivante :

Proposition 2.6.6. Supposons R séparé et complet pour la topo-

logie p-adigue. Soient M°<C (E) et L°€C (R) une résolution

libre de Lie(M"). Alors il existe N° € C (E) avyant les propriétés

suivantes :

1) Chagque objet de N° est V-plat et isomorphe au conovau

(1) 5 g3 telle gque T ;51

=(J)

d'une fléche inijective r : - B

soit universellement injectif.

2) Il existe un morphisme u:N°® > L° dans C (R) gui

. . . P . m
devient un isomorphisme par réduction mod. p pour tout m 0 .

3) M° et N° ont des images isomorphes dans D (E).

Montrons d'abord comment 2.6.6 entraine 2.6.4. Pour tout n€mWN ,

— n =
posons R = R/P R , E_ ERn .
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Soient M~ et L° comme dans 2.6.4. Il leur correspond un
N° € CT(E) ayant les propriétés décrites dans 2.6.6. Sojent N et L
les objets de N° et L° correspondant & un certain degré. On a
donc des suites exactes

(1) « (J)

(1) 0= E . E > N- o0
et (2) o- 81 £, 53 5550

avec r universellement injectif. En tensorisant (1) avec En on

obtient une suite exacte de En-modules :

r
n n n E

Tensoriser (3) par En/VEn équivaut A réduire (2) mod. p"

donc donne une suite exacte :

o~ (B o, (5" ) - 8N - o .

On en déduit que EdgEN est sans V-torsion et que r, est
injectif. Par ailleurs d'aprés la condition 2) de 2.6.6
N/p"N = L/p"L et sous les hypothéses de 2.6.4, L est un R-module
libre de type fini. Bref, le V-complété EH§EN de EA®EN est un
En—module V-libre de type fini.

Soit alors N = i%g EH®EN et v:N-N 1le morphisme de
E-modules canonique. Si e , A €A, est une famille finie d'éléments
de N dont les images dans L par N 2> N 2 L , donnent une R-base
de L , il est immédiat que N est V-libre de V-base les v(ex).
En particulier ﬁ = lim N/p™N & L .

Soit N'€CT(E) 1le complexe d'objets V-libres de type fini,
déduit de N° par 1'application N - N en chaque degré. On a mainte-
nant un isomorphisme U :§ - L° dans C (R) .

La condition 3) de 2.6.6 entraine que @®EM' et &®EN. sont

isomorphes dans D (G). Pour achever de prouver 2.6.4, il suffit donc

de prouver que W®EN - ngﬁ est un isomorphisme en restriction aux
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algébres A€ Nil(R), od p est nilpotent. Or si p 'A=0 , on a

W(A)D_N = W(A)® ® N> W(a)® 3
W(A)RLN = W(A) ErlErl N TOW(A) EnEn N (2.2.0)

W(A)® N ®_ E 3N 2N~ E® W(A)®D N > W(A)® N
W(A)®LN = W(A) EnEn gN et E®.N=E®N, donc W(A)PN — W(A)D.N

Démonstration de 2.6.6 : Disons qu'un E-module N est de

V-dimension proijective { 1 s'il existe une suite exacte :

o-©eT £, g L yoo
telle que 1 : E(I) i E(J) soit universellement injectif. Notons
qu'alors N est sans V-torsion et que Coker(r) = N est R-plat,

donc N est V-plat.
La proposition 2.6.6 ; va résulter, par récurrence décroissante

sur n , du lemme suivant :

Lemme 2.6.7. Supposons R-séparé et complet pour la topologie

p-adique. Soit n un entier et soient M" € C (E) un complexe & ob-

jets V-plats, L° une résolution V-libre de Lie(M") et

u:M = L° un quasi-isomorphisme. On suppose :

i) Les obijets de M° sont de V-dimension projective { 1

en degrés > n .

L. . . . m
ii) En degrés > n , u est un isomorphisme mod. p pour

Alors il existe un diagramme dans C (E) de complexes V-plats :

M'"
Z/// \\\E\
M* N*©
et un quasi-isomorphisme v : N° > L° possédant les propriétés sui-
vantes :

i) @ et B sont des guasi-isomorphismes et des isomorphis-—

mes en degrés ) n .
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ii) N7 est de V-dimension projective { 1 .

cs s n _=n n . . m
iii) v : N 2 L est un isomorphisme mod. P pour tout m.
iv) v "coincide avec u en degrés ) n , c'est-a-dire le

diagramme

est commutatif.

Pour voir que 2.6.7 entraine 2.6.6, il suffit de montrer que 1l'on
peut amorcer la récurrence. Or dans 2.6.6, on peut récoudre M° par
des E-modules 1libres, donc supposer M° a cbietc E-libres. Alors
M*® est un complexe de R-modules libres. Comme M° et L° sont
isomorphes dans D (R) , il existe un quasi-is-morphisme u:M" > L° .

Les complexes consid?rés étant bornés a droite, les conditions de

2.6.7 sont satisfaites pour n » O .

Démonstration de 2.6.7 : Posons P = Coker{Mn—l - Mn} B
Q = Coker{Ln_l - L™} . on obtient un diagramme commutatif a lignes
exactes :
=n-1 =n
M > M 2> P > O
un_ll uh lh
R R

N . . m . N .
D'ou par réduction mod. p un autre diagramme a lignes evactes :

Mn—l/pmﬁn—l N Mn/pmﬁn 5 ﬁ/pmﬁ - 0
n-1 n
Umo | Ym | Py |
Ln—l/men—l N Ln/men - Q/PmQ > 0 .
m

Comme u est un quasi-isomorphisme et un isomorphisme mod. p en

degrés > n , h ~ est un isomorphisme.
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Soit e; i€ I , une base du R-module L" . Quitte & résoudre
M° par des E-modules 1libres en degrés ) n , on peut supposer que
M = )L comme h; est surjectif, Yi€1I , BmiGM“ et g€ ot

tels que

— n n
e, =u (mi)-+d(ei) mod. pL .

Modifions le complexe M° en luil ajoutant le facteur trivial
E(I) —iga E(I) , concentré en degrés (n-1,n), et modifions u en
u' tel que u'n_l(ej) =2, . Aprés un changement de base triangulaire
sur M" = E(I)8>E(J) , on est ramené au cas ou u(Ei) = e, mod. pL"
vi€ 1 .

Lemme 2.6.8. Soient M = E(I)QBE(J) PoEL i€ I , la base cano-
nigue du facteur E(I) , s: M~ P un morphisme surijectif de
E-modules, N, = s(Ej). On suppose gue les images des 7T; dans B/pP

engendrent ce R-module. Alors il existe un diagramme commutatif de

E-modules

M =>p
w l //ﬂf
N
tel gue :
i) w est surjectif ; S = Ker(w) est libre et § - M est

universellement injectif (donc N est de V-dimension projective( 1).

ii) Pour tout m , N/p"N est libre sur R/p"R , de base les

images des Ei .

Admettons un instant ce lemme et achevons de démontrer 2.6.7.
Appliquons 2.6.8 au morphisme surjectif canonique s :

M7 = E(I)QJE(J) - P . On obtient une factorisation de s :
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M? =, p
K"
ayant les propriétés suivantes : w est surjectif, S = Ker(w) est

libre, § » M" est universellement injectif et pour tout m les

images des €, dans N"/p™N" forment une base de ce R/p R-module.

n-1

Comme S est libre, contenu dans Ker(s) = Im{M - m™} , S se

N n-1 . . A
releve dans M . Donc M contient un sous-complexe trivial

s —i§+ S en degrés (n-1,n). Soit N'°~ 1le complexe quotient et soit

N° le complexe quasi-isomorphe & N'° obtenu en remplacant N'n—l

ar M1 et NP2 o M2 par le produit cartésien de M2 et de
b

n-1 -1

M au-dessus de N

0 - (Sn—2 —iga-sn—l) - N° = N'®° 2 0). Alors N ° a méme image que M~

(on a donc une sujte exacte de complexes :

dans D (E) . Enfin, quitte 3 modifier le quasi-isomorphisme
u:M" - L par une homotopie en degré n , on peut supposer que un
passe au quotient a travers N" , donc fournit un quasi-isomorphisme

v:N" » L° qui est un isomorphisme en degré n , mod.;ﬂ‘, pour tout m.

Démonstration de 2.6.8 : Soit P' 1le séparé complété, pour la

topologie V-adique, de ER/p§®EP . Alors P' est le R-module B/pP,
donc est engendré par les images des ﬂi , 1€ I . Il résulte alors de

(2.5.2) gu'il existe un E-module V-libre N' , de V-base fi B

i€I , et un morphisme surjectif t' :N' = P' , tel que t'(fi) soit
1'image de n; .+ On choisit un morphisme w' :M > N , tel que
w(Ei) = fi qui rend commutatif le diagramme :
p
M
wll tl
N' — P' .
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I1 résulte de 2.3.1 que S' = Ker(w') est topologiguement libre
T

(1) g ()
(isomorphe & E O E ) et que S' est facteur direct dans M ,

supplémentaire du R-module 1libre 2] REj .
i€T -

Soient A = Ker s et A' = Ker{M ~> P'} . Par réduction mod. V ,
on obtient des suites exactes de R-modules :

— P — O

$
=

Il |
- P/pP > O .

Dl P
N
=i

Par suite Im{A'->M} = Im{A~ M} +pM . Par ailleurs, vu la facto-
risation & travers N' , Im{A'~> M} contient S' . Si donc Tx ,
X €A , est une base topologique de S' , on peut trouver une famille

™ AEN , d'éléments de A telles que les images de ™ et Ty

dans M soient égales mod. pM . Soit r ) 5 Ao M de morphisme

défini par la famille "\ d'oa T :E(A) - M . Soit de méme

r' :E(A) > M le morphisme défini par la famille 7i , d'od Tr':E-M.
Posons E1 = ER/pR et M] = E]®EM . Par tensorisation de r et

r' avec El , on obtient r, :EEA) i Ml et i :EiA) d Ml . Vu le

choix de 7, la base canonique de E§A) a méme image dans Ml = M/pM

par r, et ri . Comme R1 est de caractéristique p , on a

EIVCVE1 et par suite fl==fi . En particulier, El est injectif,

d'image un supplémentaire de D (R/pR)Ei . Le lemme de Nakayama

i€I
nilpotent (Bourb. AC II §3 n°® 2) entraine alors gue pour tout m) O ,

T:E > M est injectif mod. p™ d'image un facteur direct de MN/p™ ,
supplémentaire de ‘2 (R/me)Ei . Mais R est séparé pour la topolo-
gie p-adique, doncl ; est injectif. En fait T est méme universel-
lement injectif, comme limite inductive filtrante d'injections scin-
dables R" ~> M .

Finalement, E étant séparé pour la topologie V-adique, r est

injectif. L'image S de r est contenue dans A = Ker s , donc s
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se factorise & travers N=M/S et cette factorisation a les proprié-

tés requises.

Proposition 2.6.9. Supposons R-complet pour la topologie

p-adique et soient I un idéal de R contenu dans le radical, R'=R/I et

, . Soient M €D (E) tel que Lie(M") soit pseudo-cohérent et
R —_ = = J—

L
M'® = E'®EM'€ D (E') déduit de M° par le changement d'anneaux

E'=E

E->E' . Soit G'® wun complexe de R'-groupes formels lisses gui

L
représente W®E.M". Alors il existe un complexe G° de R-groupes
|
formels lisses, gui _reléve G'" et gui représente W®EM' en restric-—

tion & D (p-R) .

La démonstration est analogue & celle de 2.6.4. Notons simple-—
ment que pour établir 2.6.4, nous avons utilisé 2.6.8 comme substitut
a 2.5.2 . Pour prouver 2.6.7, on a besoin du lemme suivant, comme sub-

stitut a 2.5.6 :

Lemme 2.6.10. Supposons R complet pour la topologie p-adigue

et soit I un idéal du radical de R . Posons R'=R/I , E'= ER‘ .

Soient s :M - P un morphisme surijectif de E-modules. On suppose :

i) P est de V-présentation finie.

ii) M est libre sur E et ey - j€J , est une partie finie

d'une base de M .

iii) Il existe une factorisation de s' = E'®_s :

'® s’ =)
E EM — E EP

w-\N' <

avec N' E'-module V-libre de V-base w'(e&) , JEJT .

Alors s admet une factorisation :
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P

S
—
/

gui reléve la factorisation de s' et posséde les propriétés sui-

€
Z «— R

vantes :

i) w est surijectif.

ii) S = Ker(w) est libre et S>> M est universellement

injectif.

iii) Pour tout m , les images des ej dans ﬁ/pmﬁ forment

une base de ce R/me—module.

Voici une application de 2.6.9 :

Proposition 2.6.11. Supposons R local noethérien, complet pour

la topologie définie par son idéal maximal, a corps résiduel k par-—

fait de caractéristique p»> O . Soit M° €D (E) tel que Lie(M")

soit pseudo-cohérent. Alors il existe un complexe G* € C (G) de

L
R-groupes formels lisses, ayvant méme image gue wébEM' dans D (p-R)

et possédant en outre la propriété suivante : si G~ est la fibre
spéciale de G° , pour tout i€ Z , l'image fppf du morphisme

=1 =i+ e s

gt - gt 1 est un groupe p-divisible.

Prouvons d'abord un lemme :

Lemme 2.6.12. Supposons gue R soit un corps parfait k de

caractéristique p> O et soit M un E-module de V-type fini.

Alors il existe une suite exacte de E-modules :

O~ N ~>N=>M>>O

ou N est V-libre de type fini et N' est un W(k)-module 1libre

de type fini.
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En effet, il existe une suite exacte de E-modules :
(1) O M > M= M"' >0

avec M' V-libre de type fini et M" de longueur finie sur W(k)
(on peut prendre pour M' 1le sous-E-module Vn(M) pour n » 0).
Par ailleurs, M" est quotient d'un E-module P qui est un W(k)-
module libre de type fini. On obtient le module cherché N en pous-

A

sant 1'extension (1) de M" & P .

Corollaire 2.6.13. Supposons gue R soit un corps parfait k et

soit M" € C (E) un complexe & objets V-libre de type fini. Alors

M® est isomorphe dans D (E) & la classe d'un complexe N°€ C (E)

avant les propriétés suivantes :

1) N' est V-libre de type fini pour tout i .

2)  1m{nt - N1} est, pour tout i , un W(k)-module

libre de type fini.

Le corollaire est formel a partir de 2.6.12 et du fait que tout

E-module V-libre, de type fini est de dimension projective 1 (2.3.1).

Prouvons maintenant 2.6.11. Posons E==Ek ' W==W(k). Soit
L L
M- o= E®EM'€?D_(E). D'aprés 2.6.4 w®§ﬁ' est représentable dans
C_(Qk) par un complexe G'°® de k-groupes formels lisses. Celui-ci

provient par application du foncteur @®E d'un complexe N'°®€ C (E)

de E-modules V-libres de type fini (2.2.2). Remplacons N'° par un
complexe N° , ayant méme image dans D (E) et vérifiant les condi-

L
tions 1) et 2) de 2.6.13. Alors G° = W®Eﬁ' représente W®EM' et

i =i+l

pour tout i€ 2Z , 1l'image fppf du morphisme G~ - G est un

k-groupe formel p-divisible. D'aprés 2.6.9, on peut relever G ° en
un complexe G° de R groupes formels lisses, qui représente

L

®EM' en restriction a Nil(p-R).

15>
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Corollaire 2.6.14. Gardons les notations et hypothéses de 2.6.11

et soit i€%Z . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) ¢t est un R-groupe formel p-divisible.
L

2) Hl(E®EM') est un W(k)-module de type fini.

2.7 Cohomologie d'un groupe formel lisse.

Soit X wun schéma. On note Nil(X) 1la catégorie des OX—algébres

quasi-cohérentes G & sections locales nilpotentes. Soit alors G un
groupe formel lisse, sur X . Pour tout G € Nil(X) , on a un faisceau

sur X pour la topologie de Zariski :
U~ (Glu)(alu)

que 1l'on note clG] , Aa'oh des groupes de cohomologie Hl(X,G[G]).

Lemme 2.7.1. Supposons X affine. Alors, pour tout G € Nil(X) .

on a HY(X,6[G]) =0 pour i>O .

Soit X = Spec(R) et supposons que (0 soit associée a
A€ Nil(R) . Si A€ Nil(R,1) , GlG] est le faisceau quasi—-cohérent sur
X associé au R-module A®RLie(G). Dans le cas général, par passagde
4 la limite inductive, on se raméne au cas ol A€ Nil(R,n). Comme G

est lisse, A * G(A) est un foncteur exact. Par dévissage de A en
éléments de Nil(R,1) , on trouve que G admet une suite de composi-
tion finie dont le gradué associé est un faisceau quasi-cohérent,

d'ou le lemme.

Supposons X séparé et soit U, i €I , un recouvrement affine
de X . Pour toute multiintersection finie Ua d'ouverts Ui , d'an-
neau Rm , notons @a le groupe de Witt formel sur R, et Ea son
anneau d'endomorphismes. Posons Ga==G|Ua , Ma==Hom(@a,Ga). On déduit

alors de 2.7.1 et 2.2.2 la proposition suivante :
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Proposition 2.7.2. On _a dans D(ADb) (catégorie dérivée des

groupes abéliens) un isomorphisme canonique, fonctoriel en G € Nil(X) ,

entre H'(X,6[G1) d'une part, et la classe du complexe de Cech

u, " wa(aan)®EaMa , d'autre part.

Supposons maintenant que X est un R-schéma séparé et quasi-
compact ; soit f :X - R le morphisme structural. Pour A€ Nil(R) ,

si A est le faisceau quasi-cohérent sur Spec(R) associé, on note

f*(A) le faisceau f*(z)e Nil(X) . On a un foncteur

Nil(R) — D{ab)

* ~ *
A = H (x,6L£ (a)])
que 1l'on note abusivement R'f_(G) (sans se préoccuper des gquestions
de faisceau associé). En particulier le*(G) est 1'élément de G :

AP Hi(x,G[f*(A)]) .

Reprenons le recouvrement affine U, ci-dessus et soit C°(uU,M)

le complexe de Cech Ua*’Ma . C'est un complexe de E-modules séparés
et complets, borné (on prend les cochaines alternées). Alors pour

tout « , le morphisme canonique :
W(a)® M, = W(E (A)'Ua)®EaMa

est un isomorphisme (2.4.3), fonctoriel en A et compatible avec les
restrictions d'ouverts U, Uz . On en déduit un isomorphisme canoni-
que dans D (Ab) entre Rf,(G) et la classe du complexe de Cech

u, W®EMQ. Supposons de plus que f est plat, propre et de présen-

tation finie. Alors Lie G, qui est un OX—Module localement libre,

est plat sur R et par suite chacun des E-modules Ma est V-plat
(2.5.1). Notons @®EC(U’,M) le complexe de Cech u, " @®EM0 ; i1 a
donc pour image dans D (G) ce gue nous avons noté @®EC(U',M) dans

2.6. Par ailleurs on a dans D (R) : Lie C(U",M) = H'(X,Lie G) qui
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est représentable dans C (R) par un complexe parfait d'amplitude
{o,n] ou n = dim X/R (EGA III §7 ou [11] th. p. 46). On peut donc

appliguer les résultats de 2.6.4 et de 2.6.5 ii).

Théoréme 2.7.3. Soient R un _anneau complet pour la topologie

p-adique. f : X = Spec(R) un morphisme plat, propre et de présenta-

tion finie, G un groupe formel lisse sur X , L°€C (R) un complexe

parfait qui représente H' (X,Lie G) . Alors il existe un complexe par-

fait P° de R-groupes formels lisses avant les propriétés

suivantes :
1) Lie P° = L° dans C (R)

2) P° et R'f, _(G) ont méme image dans D (p-R) , catégorie

dérivée des foncteurs en groupes définis sur les R-algébres nilpo-

tentes, annulées par une puissance de p .

Remargues 2.7.4. L'isomorphisme R'f,(G') = P° dans D (p-G)

est compatible avec les changements d'anneaux R 2 R' .

Le théoréme 2.7.3 permet de retrouver et de préciser les ques-
tions de pro-représentabilit? abordées dans ([ 1] II). En effet, gar-
dons les hypothéses et notations de 2.7.3 et supposons R noethérien

pour simplifier. On obtient la proposition suivante :

Proposition 2.7.5. Supposons R local noethérien complet, &

corps résiduel %k de caractéristique p> O .

1) La restriction de le*(G) aux R-algébres nilpotentes

de longueur finie admet une enveloppe & au sens_de Schlessinger

[16]. De plus, on peut choisir pour & un R-groupe formel de pré-

sentation finie et pour fléche canonique 8 - le*(G) un morphisme

de foncteurs en groupes.
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2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) La restriction de le*(G) aux R-algébres nilpo-

tentes artiniennes est représentable par un R-groupe formel de

présentation finie.

1

ii) 277t = Rer{p*™?

- p'} est un R-groupe formel

lisse.

1 — *
iii) RT lf (G) , restreint aux R-algébres nilpotentes

de longueur finie est exact a droite.

3) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le faisceau associé, pour la topologie fppf , a la

restriction de le*(G) aux R-algébres nilpotentes de longueur

finie est représentable par un R-groupe formel de présentation finie.
i-1 i-1

ii) z = Ker{P - p'} est un R-groupe formel plat

(condition en particulier vérifide si R=k).

La démonstration de 2.7.5 est facile 4 partir du complexe P° .
Notons simplement que si le complexe des algébres de Lie des objets

de P° est une résolution minimale de Lie(G) (2.6.5 i)), on peut

prendre pour enveloppe de Schlessinger 8 Jde RJf*(G), le groupe
formel 2z = Ker{p'~ pl*1}

3. Un critére de platitude.

3.0 A partir de maintenant, R est un anneau de valuation dis-
créte complet, & corps résiduel k algébriquement clos de caractéris-
tique p> O , 4 corps des fractions K de caractéristique O , T est
une uniformisante de R . L'anneau R contient le sous-anneau
W=W(k) des vecteurs de Witt & coefficients dans %k ; le rang de R
sur W est l'indice de ramification absolu e de R égal encore a

v(p) , ou v est la valuation normalisée par v(7T)=1 .
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Soit M un W-module (resp. un R-module). On note rg(M) son
rang et M 1le k-vectoriel M/pM (resp. M/TM).

Nous allons démontrer le théoréme 2 de 1'introduction par réduc-
tion au cas des groupes p-divisibles que nous allons d'abord

traiter.

3.1 Cas des groupes p-divisibles.

Dans ce numéro on pose E==Ek .

Définition 3.1.1. i) Un cristal est un E-module M gqui est un

W-module libre de type fini ; donc M est le module de Cartier d'un

groupe formel p-divisible.

ii) Une filtration d'un cristal M (relative a R) est la

donnée d'un sous-R-module L de ngM tel gue, par réduction

mod.T , on obtienne une bijection L = VM .

Rappelons que 1'intéré&t de ces notions provient de la théorie

des relévements des groupes p-divisibles :

Rappel 3.1.2. Soient G un k-groupe formel p-divisible et
M son module de Cartier. Supposons e p-1 . Il y a une bijection
canonique fonctorielle entre les classes d'isomorphismes de R-groupe
formels lisses G qui relévent G et les filtrations L de M
relatives & R .

La correspondance est décrite dans [o] lorsque e=1 , elle
s'étend au cas e p-1 (cf. [3] chap. IV).

Si M est un cristal on note d'(M) la dimension du k-vectoriel
VM (si M est le module de Cartier d'un k-groupe p-divisible G ,

d'(M) est la dimension du dual de Cartier de G). Soit :
(1) O M'" > M~ M"'™= O

une suite exacte de cristaux. On en déduit une suite exacte de
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R-modules :

(2) o~ M'®WR - M®WR - M"®WR - 0 .

Soit L M®WR une filtration du cristal M . Posons
L'==Lr1M'®WR : soit L" 1'image de L dans M“®WR et L' 1le
saturé de L" dans M"ﬁWR (i.e. L"'/L" est de p-torsion et
M"®WR/L"‘ est sans p-torsion).

Lemme 3.1.3. i) On a rg(L') { 4'(M') ;
rg(L") - rg(L"') >/ d'(M") .

iji) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L' est une filtration du cristal M' .

b) rg(L') = a'(M') .

c) L" est une filtration du cristal M" .

a) rg(L") = 4'(M")

e) L"=L"

Démonstration : Par réduction de (1) mod.p on obtient la suite

exacte
(3) 0~ M > M- M~ 0.

Notons que VMDpM de sorte que M/VM™ M/VM . Par réduction de

(1) mod. V , on obtient donc la suite exacte :

(4) o -~ M/VM' - M/VM - M"/VM" - O .
De (3) et (4), on déduit la suite exacte :

(5) 0= VM' - VM > VM" > O .

Considérons le diagramme commutatif de R-modules, & lignes

exactes :
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O —L'—— L — L"— 0

[ | [

N ® ' N "
(6] R WM - R®WM RX’WM - 0 .

Par réduction modulo T , on obtient le diagramme commutatif a

lignes exactes :

o> L'>L~>1L"~> o0
Il
(6) l VIM 1
0O-> M 2> M> M">= 0 .

D'aprés (4) VMN M' = VM' de sorte que 1l'injection L'->M' se
factorise & travers VM' d'ou rg(L') { 4'(M') . Par ailleurs, par
réduction modulo 7 du diagramme L" - L'

R® M
W
on obtient le diagramme L -> L
Vl\_/l"/
\—
vl
avec L"- VM" surjectif et L' — M" injectif .

D'ou la deuxiéme assertion de i) et les équivalences de ji).

Proposition 3.1.4. Soit (M°,1°) - (Ml,Ll) un _morphisme de cris-

taux filtrés c'est-a-dire la donnée d'un morphisme de cristaux

u:M° - Ml , tel que (u®WR)(LO) < Ll. Soient N' =ZKer(u) , N"=Im(u)
et N'"' le saturé de N" dans Ml . socient L'=1°n N'®WR , L"
1'image de L° dans N"®WR et Lvo=1tn N"'®WR . Alors L' , L" et
L'"' induisent respectivement des filtrations des cristaux N', N", N''.
Notons que N"> N'' est injectif de conoyau de longueur finie ;

par suite 4d'(N")=4d'(N"').

D'aprés 3.1.3 i), on a
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rg(L") >/ d-(Nu) et rg(L"') \< dn(Nuu)

Comme UJ®WR)(LO) < L1 , ona L"CL'" . Par suite les inégalités ci-

dessus sont des égalités et on conclut grice a 3.1.3 ii).

Corollaire 3.1.5. Soit u:G > G1 un morphisme de R-groupes

formels p-divisibles et supposons e{ p-1 . Alors Ker(u) est plat

extension d'un groupe fini et plat H par un groupe p-divisible G'

gui reléve la composante neutre réduite de la fibre spéciale de

Ker u . L'image fppf de u est un sous—-groupe p-divisible G'"

de G1 .

Notons G 1la fibre spéciale d'un R-groupe formel G .
D'aprés 3.1.2, le morphisme u correspond & un morphisme de

. . » 1 1 .
cristaux filtrés (MO,LO) - (M,L7) . Reprenons les notations de

3.1.4 . Le groupe formel réduit (Ker(ﬁ))red = G' est lisse et a pour
module de Cartier M' ; le groupe quotient éo/é'==§" a pour module
de Cartier M" ; 1l'image fppf de G° dans @l est un sous-groupe
G'"' de G qui a M'"' pour module de Cartier.

D'aprés 3.1.4 et le dictionnaire 3.1.2 les fléches :

= =0

G' ° G _)an_;alnéal

se relévent en des fléches de R-groupes p-divisibles :

G' > c® > g - g oo gl

o

Alors G' est un sous-groupe de G  , G'' est un sous-groupe de
Gl ; G°-a" est plat de noyau G' et G"~=> G'"' est plat de noyau
fini H . Il en résulte que u est plat, d'image fppf G'' et que
Ker(u) est plat extension de H par G' .

Le corollaire 3.1.5 fournit une démonstration du théoréme 2 de

l'introduction dans le cas ou les groupes lisses G et H sont
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p-divisibles (1l'hypothése Ker(u) équidimensionnel étant automatique).
Dans les paragraphes suivants, nous allons établir le théoréme 2 en

général par réduction au cas p-divisible.

3.2 Image schématigque formelle.

Faute de références sur les "images schématiques" dans le cadre
formel, nous allons faire un peu d'algébre commutative.

Soient A~ B et A~ C des morphismes locaux d'anneaux locaux
noethériens & extension résiduelle triviale et complets pour la topo-
logie définie par leurs idéaux maximaux respectifs L R

Soit D=I3®AC, 1'anneau local ncethérien, complé&té de B%AC pour la

topologie définie par 1'idéal maximal mb®C-+B5§mC

Lemme 3.2.1. Soit M un B-module de type fini et A-plat.

Alors il existe un entier n , un morphisme local de R-algébres
® :A{[Tl""’TnW] - B , tel gue le A[[Tl,...,Tn}]—module M, o déduit

de M par restriction des scalaires, posséde une suite de composition

de sous-modules : OCZMn ... MO = M@ , ayant les propriétés suivantes:

our i=0,...,n , Mi/M est _annulé par T 2t, considéré

i#17 77 Th

i+1

comme A[[Tl,...,Ti]]—module par passage au guotient, est libre de

type finij.

La démonstration est analogue a celle donnée dans (L7] §2) lors-

que B est une A-algébre de type fini.

Corollaire 3.2.2. 1) Si M est un B-module de type fini

A-plat et si N est un C-module de type fini A-plat, le produit

tensoriel complété MéAN est un D-module de type fini et A-plat.

2) Si B et C sont A-plats et si u:B > C est un

R-morphisme local inijectif, u®Ru : BéAB - C®AC est inijectif.
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Grice au lemme 3.2.1, 1) se raméne par dévissage & constater que
A[[I]]@AA[[Q]] = allT,U]] est plat sur A , tandis que 2) se raméne
au fait que si B~ C est injectif, il en est de méme B[rg]] e C[[E]].

Soit de nouveau R un anneau de valuation discréte complet.

Corollaire 3.2.3. Soit u:G ? H un morphisme de R-groupes

formels de présentation finie, correspondant a un morphisme de

R-algébres a:A 2> B . Soit I=Ker(a) et A'=a/I . Supposons G

plat sur R (i.e. B plat sur R). Alors A' est 1'algébre d'un

sous—groupe formel H' de H , plat sur R , appelé 1'image schéma-

tique de u .

En effet, A' étant contenu dans B est sans T7T-torsion, donc
R-plat. Il résulte de 3.2.2 que la fléche canonijque A'%RA' - B§RB
est injective ; on en déduit formellement gque la co-multiplication
A - AéRA passe au quotient en A' A'éRA' , d'ou le fait que A’

est l'algébre d'un sous—-groupe formel de H .

Corollaire 3.2.4. Soient G un R-groupe formel de présentation

finie d'algébre A . Le guotient A' de A par son idéal de

T-torsion est 1'algébre d'un sous-groupe formel G' de G , plat sur

R , appelé adhérence schématique dans G de "la fibre générique".

Cela résulte du fait que A'éRA' est R-plat (3.2.2).

3.3 Critére de platitude, cas général.

Nous allons établir le théoréme 2 de 1l'introduction sous la forme

suivante :

Théoréme 3.3.1. Soit u:G 2 H un morphisme de R-groupes for-

mels, plats, de présentation finie. On suppose que G et H sont des

sous—-groupes de R-groupes formels lisses (condition sans doute
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toujours réalisée) et que Ker(u) est équidimensionnel (i.e. fibre

générique et fibre spéciale ont méme dimension). Alors, si e{ p-1,

Ker(u) est plat.

Démonstration : a) Réduction au cas ou G et H sont lisses.

Par hypothése, H se plonge dans un groupe formel lisse ; on peut
donc supposer H 1lisse. On suppose également que G est un sous-
groupe d'un groupe formel lisse L° . soit Ll le quotient fppf
LO/G qui est représentable par un R-grcupe 1lisse. En poussant 1'ex-
tension 0~ G - L° - Ll - O par la fléche G~ H on obtient un
diagramme commutatif & lignes exactes :

o 1

O~ G~ L > L = O
1
O H~>L ~>L =~ O
ol L , extension de deux lisses, est lisse. Comme
Ker(u) = Ker{L°> L} , on est ramené au cas ol G et H sont lisses.

b) Réduction au cas p-divisible.

Posons N=Xker(u) . Soit N'= N 1l'adhérence schématique dans N
de sa fibre générique (3.2.4). Il nous faut montrer gque N=N' .
L'hypothése sur la dimension des fibres de N entraine que le groupe
formel quotient fppf N/N' est fini et,bien slr, a fibre générique
nulle. Quitte alors a passer au quotient dans G par N' , on se
raméne au cas ou N est fini, a fibre générique nulle, et il nous

faut montrer que N=O0 .

Soit H'= H 1'image schématique de u dans H (3.2.23). C'est
un sous-groupe formel plat de H . Soient A , B , B' 1les algébres
respectives de G , H , H' . Comme Ker(u) est fini, A est finie sur
B donc sur son quotient B' . D'autre part, vu la définition de

1'image schématique, B' > A est injectif. Il en résulte que A et B'

ont méme dimension, donc G et H' ont méme dimension relative.
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Soit H" 1le quotient fppf H/H' .
Considérons le complexe de R-groupes lisses :

G* 0~ G 2-H~>H" > 0 .

I1 provient, par application du foncteur W®E d'un complexe

de E-modules V-libres de type fini (2.2.2) :
M* O~ M= N> N"~ O .

La fibre spéciale G° de G° a des groupes de cohomologie fppf
qui sont des schémas en groupes finis sur k . Il en résulte que
Ek®EM’ a des groupes de cohomologie qui sont des W(k)-modules de
longueur finie. D'aprés 2.6.14 on peut trouver un complexe de

R-groupes formels p-divisibles :

G o= p 8. p spro o

ayant méme image que G° dans D (p-G) . En particulier, Ker(u) et
Ker(u') sont des R-groupes formels de présentation finie dont les
restrictions aux R-algébres nilpotentes de longueur finie définis-
sent des foncteurs isomorphes. Il en résulte que Ker(u) = Ker(u')
(car R étant noethérien complet, les algébres de Ker(u) et

Ker(u') pro-représentent la restriction des foncteurs aux R-algébres
de longueur finie). D'aprés 3.1.5, Ker(u') est plat sur R , donc
Ker(u) est plat sur R . Ayant une fibre générique nulle, Ker(u) est

nul, ce qui achéve la démonstration de 3.3.1.

Remargue 3.3.2. Dans le séminaire de Géométrie Algébrique d'Orsay
76-78 (qui sera peut-&tre publié un jour!) on propose une démonstra-
tion de 3.3.1 (ou du moins de l'analogue de 3.3.1 pour les schémas en

groupes (cf. 3.3.5)) indépendante de la théorie des groupes p-divisibles.

Corollaire 3.3.3. Soit G° un complexe de R-groupes formels

lisses et notons G- (resp. Gk) le complexe fibre spéciale (resp.
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fibre générique) de G° . Supposons e p-1 et soit i un entier,

tel que les groupes de cochomologie fppf H (G") et Hl(Gk) aient

méme dimension. Alors les groupes de cycles de G- , Zl_l et z*
sont plats sur R ; H (G") et Hl+1(G') , faisceaux de cohomclogie
fppf de G° , sont représentables et H (G°) est plat sur R .

Notons BJ 1le faisceau fppf Im{GJ_l-éGJ} . On a

.= ) j ) N ) i+ .
dim Z7 » dim Zé et par suite dim B! ¢ @im B3*! . L'hypothése

K
- i i-1 . s .
entraine donc que z’ et 1zt sont équidimensionnels, donc plats
i i+1 .
sur R (3.3.1). Alors B’ et B’ sont représentables par des
. . 3. i+ .
R-groupes formels lisses. Par suite H et H' 1 sont représenta-

'1.+]}

bles. Enfin H' = Ker{c'/B*~ G , étant supposé équidimensionnel,

est plat, toujours d'aprés 3.3.1.

Corollaire 3.3.4. Supposons e p-1 et soit G un R-groupe

formel plat, dont la fibre spéciale réduite est p-divisible. Suppo-

sons gue G se plonge dans un R-groupe lisse (condition., dans le

cas présent, toujours réalisable). Alors G est extension d'un groupe

fini et plat par un groupe formel p-divisible.

En effet, grice encore a 2.6.11, on peut plonger G dans un
R-groupe p-divisible et on applique 3.1.5.

Voici l'analogue de 3.3.1 pour les schémas en groupes.

Proposition 3.3.5. Soit wu:G 2 H un morphisme de R-schémas

groupes plats, de présentation finie. On suppose gque les complétés

formels de G et H le long de la section unité se plongent dans d

en

es

groupes formels lisses, gue N=Ker(u) est éguidimensionnel et gque

est séparé. Alors :

i) si e{p-1 , N est plat.
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ii) Si e=p-1 , N est plat le long de la section unité et

plus précisément, il existe une suite exacte fppf :

0O~ N' = N= N"> O .

ou N' est un sous—-groupe ouvert plat de N , adhérence schématique

dans N de sa fibre générique et N'" est un schéma en groupes fini

et net (i.e. non ramifié) sur R , prolongement par zéro sur Spec(R)

de sa fibre spéciale N" , gqui est un k-groupe étale annulé par p -

Par complétion le long de la section unité, on obtient une suite

exacte de groupes formels :
o> N-& 4§

et il résulte de 3.3.1 que N est plat si e{p-1 . Alors N est
plat le long de la sectjon unité, et 1l'adhérence schématique N' de
la fibre générique NK de N , dans N , est un sous-groupe ouvert et
fermé de N , plat sur R . Comme H est séparé, N est fermé dans G
et N' est aussi fermé dans G . Quitte a passer au quotient par N'
([14] Th. 3.3.1), on se raméne au cas ol N est fini, net, a fibre
générique nulle.

Soit é le complété formel de G 1le long de la fibre fermée N

de N . Alors G est un groupe formel (non nécessairement connexe)

et l1l'on a une suite exacte :
0-&~>G6->%N->0
ot N est un groupe fini étale, de fibre spéciale N . Par complétion

2 2 ~
u donne un morphisme u:G = H , de noyau N , qui est une immersion

A ~

en restriction & G . Passant au quotient par G , on obtient une

suite exacte :
o- N~ N B/G=8"

oll la fibre spéciale w de w est nulle. On peut remplacer ﬁ” par
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1'image schématique de w qui est un groupe fini, plat, & fibre spé-
ciale connexe. Alors w est un isomorphisme sur la fibre générique.

La proposition résulte alors du lemme suivant :

Lemme 3.3.6. Soit w:Y > Z un morphisme de R-schémas en

groupes finis et plats tel gue wK soit un isomorphisme.

1) si e{p-1 , w est un isomorphisme.

2) Si e=p-1 et si W est nul, Y est étale, Z est de

type multiplicatif, Y et Z sont annulés par p ; le complémentaire

de la section nulle de Ker(w) est un k-schéma.

Le lemme résulte facilement de [15]. En effet, 1) est conséquence
de 3.3.6 de loc. cit. . Le fait gque dans 2), Y soit étale et Z de
type multiplicatif, résulte, par dévissage de 3.3.2 3). Comme les
racines pz—émes de 1 sont ramifiées sur R , Y et 2Z sont néces-—
sairement annulés par p . Enfin, la derniére assertion résulte du

fait que les points non nuls de up(R) ne sont pas nuls mod-TT2 .

4. Applications au foncteur de Picard.

4.0 Rappels sur le foncteur de Picard.

Soit £ :X 2 R un morphisme de schémas propre et plat de dimen-—
sion relative n . On note X 1la fibre spéciale et, d'une maniére
générale, on note avec une - des objets définis sur k . Soit P
le foncteur de Picard relatif de X sur R . On fait les hypothéses
suivantes :

(*) [0) est cohomologiguement plat en dimensjion O (i.e. 1la

X

formation de f£,(0,) commute au changement de base R~k). Cette

hypothése est en particulier vérifiée si X est réduit (EGA III §7)
et elle assure que P est représentable par un espace algébrique

localement de présentation finie (l14] 1.5.1). Si de plus P est
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séparé, ou contient un sous—groupe ouvert séparé, P est un schéma en
groupes ([14] 3.3.6). Cette condition est en particulier réalisée si
X est intégre. On note PT le sous-espace algébrique en groupes ou-
vert de P qui représente le foncteur des faisceaux inversibles numé-
riquement équivalents a zéro. L'espace P est de présentation finie
sur R (SGA 6 XIII 4.7).

(*¥*) On suppose que P est équidimensionnel (i.e. Py et P ont
méme dimension). Cette condition est réalisée si P est de rang uni-

potent nul et en particulier si X est normal, auquel cas (f’o)red

est une variété abélienne ([5)] Exp. VI cor. au Th. 2.5).

on note (P')" (resp. P') 1'adhérence schématique de P; dans
P’ (resp. de PK dans P). Les schémas en groupes séparés
T==PT/(PT)' et N=P/P' mesurent le défaut de platitude de P et
de P .

4.1 Platitude de PT .

Notons ém le groupe multiplicatif formel, complété du groupe
multiplicatif Gm le long de la section unité. Son module de Cartier
sur une R-algébre R' est le groupe de Witt W(R'). Appliquons alors
les considérations de 2.7 et 2.6 en prenant pour groupe G le groupe

multiplicatif formel sur X . On obtient le résultat suivant :

Proposition 4.1.1. Soit X un R-schéma propre et plat.

1) Soit L° wun complexe parfait de R-modules gui repré-

sente H'(X,OX) € D (R) . Alors il existe un complexe G  de

R-groupes formels lisses, dont le complexe des algébres de Lie est

isomorphe & L° dans C (R) et qui représente R'f*(é;) , en res-

triction aux R-algébres nilpotentes de longueur finie.

2) Soit G° comme dans 1), provenant par application du

foncteur @8> d'un complexe N° € C (E) de E-modules V-libres de
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type fini (2.2.2). Soit n€N et posons Rn=R/7TnR © X =X®gR

R n
En==ER et soit WX le faisceau des vecteurs de Witt sur X .
n n n
L -—
Alors E® N° et R f_ (W, ) ont méme image dans D (E ) .
n E * Xn n
Etant donné un morphisme A~ B dans Nil(R) , disons qu'il est

fidélement plat de présentation finie, si le morphisme d'algébres
unitaires associées AP R 7 BP R est fidélement plat de présentation
finie. Ceci étant,si G est un foncteur en groupes sur les
R-algébres nilpotentes de longueur finie, il 1lui correspond un fais-
ceau fppf associé noté G .si G est représentable par un
R-groupes formel de présentation finie, G est déja un faisceau pour
la topologie fppf .
fn ~

Interprétons les faisceaux fppf le*(Gm) . Soit GENil(X) .
Vu les dévissages de 2.7.1, le faisceau 8m[G] sur X a méme coho-
mologie pour la topologie de Zariski sur X et pour la topologie
étale. Il en résulte que les faisceaux étales sur Spec(R) Q(X/R,ém)
introduits dans [11 ne sont autres que les faisceaux étales associés
aux préfaisceaux Rif*(ém) . Comme R est strictement hensé¢lien, ces

deux faisceaux prennent les mémes valeurs sur les R-algébres nilpo-

tentes de longueur finie. En bas degrés, Rof*(Gm) , est le complété
U , le long de la section unité, du schéma en groupes U qui repré-
*
sente le foncteur des unités de OX : S€ Sch/R + F(XS,OX ) . Lorsque
~ S -

X vérifie (*) (4.0), U est lisse et le*(Gn) est le complété P ,
¥

le long de la section unité, de 1l'espace algébrique P==Picx/R

Théoréme 4.1.2. Soit f: X 2 R un morphisme de schémas propre

et plat vérifiant (*) et (**) (4.0).

1) si ef{p-1, P est plat sur R ; le schéma en groupes

N (4.0) est net sur R et N(k) est sans torsion ; le faisceau
a4

fppf sz*(Gm) est représentable par un groupe formel de présentation
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T . ’
2) Si e=p-1, P est plat le long de la section unité.

Plus précisément, T (4.0) est un R-schéma en groupes net, annulé

par p tandis que N (4.0) est un R-schéma en groupes net, dont

A~
la torsion est annulée par p . Enfin sz*(Gm) est représentable par
un _groupe formel de présentation finie.
Démonstration : Supposons e</p—1 et scit G° le complexe de

R-groupes formels lisses introduit dans 4.1.1. L'hypotheése (**) et

1. A - 727 -
3.3.3 entrainent que R f*(Gm)= P est plat sur R et gque R f*(Gm)
est représentable par un R-groupe formel de présentation finie. Il
en résulte déja que P et P sont plats le long de la section unité
et donc que les schémas en groupes T et N sont nets sur R .

. . 737 A

Notons B le groupe formel qui représente R f*ka) .

Soit a un élément de T(k) ou un élément de torsion de N(k).
Comme k est algébriquement clos, a se reléve en un élément a de
P(k) représentable par un faisceau inversible L . Pour étudier le
relévement de L en un faisceau inversible sur X , on peut remplacer
X par son complété formel X le long de X et on trouve une obstruc-
tion & dans H2(I,am) = sz*(&m)(ﬂR) . Soit M & B(TR) son image
dans le faisceau fppf associé. C'est un élément de torsion, donc
nul si e {(p-1 , (resp. annulé par p si e=p-1) d'aprés 3.3.6 .

Par suite, il existe R' fini et plat sur R tel que L (resp.

ey . . . . N
L p) se releve en un faisceau inversible sur XxRR', d'ou les autres

assertions de 4.1.2.

Théoréme 4.1.3. Supposons la fibre spéciale X X normale.

g IQ

1) 8i e{p-1, le complété formel P de le long de la

section unité est extension d'un groupe formel fini et plat par un

groupe formel p-divisible.
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. T . I
2) Si e{p-1, P est extension d'un schéma en groupes

guasi-fini et plat par un schéma abélien.

3) Si e=p-1 et si A est le R-schéma abélien, modéle

. s s P o
e Neron de la variéeté abéelienne P

K on_a un morphisme canonigue de

» T ’
schémas en groupes A~ P , net, de novau annulé par p .

P . . . T .
Notons que ce théoreme joint au fait que Pic est propre s: X

est lisse, entraine les théorémes 1 et 1' de 1l'introduction.

Démonstration : L'hypothése X normal entraine que ﬁied est

une variété abélienne (4.0). Supposons e p-1 . D'aprés 4.1.1 et
3.3.1, § est un groupe formel plat qui se plonge dans un groupe for-
mel lisse. L'assertion 1) résulte donc de 3.3.4.

Soit A' 1le R-schéma en groupes plat, adhérence schématique de
la variété abélienne P; dans P . Alors A' est propre sur R et
contenu dans P . Soit h:A>A' une lissification de A' ([13],
Prop. 1.3). Comme A' posséde un ensemble schématiquement dense de
points par lesguels passent des sections de A’ sur R (& savoir les

points d'ordre fini) h est surjectif et par suite A est un schéma

abélien (h étant simplement le morphisme de normalisation). Bien

(o]

sir, A est le modele de Néron de Pg sur R . I1 résulte alors de
3.3.6 que Ker h est nul si e (p—l , et un groupe net annulé par p
si e=p-1 . Dans le cas ou h est un monomorphisme, h étant propre,

. . , . . T
c'est une immersion fermée donc un isomorphisme. Alors P est exten-
’ . . . T ’
sion du schéma en groupes quasi-fini et plat P /A' par le schéma

abélien A' .

Remarque 4.1.4. 1) B. Mazur a récemment (l'10] Prop. 1.2) utilisé
les arguments ci-dessus pour vérifier que certains sous-schémas en

groupes plats de R-schémas abéliens étaient des schémas abéliens.
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2) Dans le cas X normal et e {p-1 , on a donc mis en
évidence un sous-schéma abélien de P qui, fibre a fibre, fournit la
composante neutre réduite des fibres de P . C'est 13 un élément de
réponse a une question posée autrefois par Grothendieck ([5] Exp. VI
remarque 3.4). Nous verrons sur un exemple que lorsque e ) p-1 , un
tel sous—-schéma abélien n'existe pas nécessairement, méme lorsque X
est lisse sur R .

3) Sous les seules hypothéses i) ﬁged est de rang unipo-
tent nul, ii) P est séparé, iii) e {p-1 , on peut montrer que p'
est extension d'un schéma en groupes quasi-fini et plat, par un schéma

en groupes lisse, a fibres connexes, extension d'une variété abélienne

par un tore.

. . T
4.2 Un _exemple ou Pic (X) n'est pas plat.

Dans ce numéro, les schémas en groupes considérés ne sont pas

nécessairement commutatifs.

Lemme 4.2.1. Supposons e »p-1 . Alors il existe un R-schéma en

groupes G fini et plat, a fibre générique non commutative et & fibre

spéciale commutative.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie 2d sur le corps
premier Z/pZ , muni d'une forme bilinéaire alternée non dégénérée.
On lui associe un groupe de Heisenberg non commutatif E , extension
centrale de V par Z/pZ . Notons E le R-schéma en groupes cons-
tant associé a E .

Comme e »p-1 , il existe un R-schéma en groupes fini et plat
H , de rang p , et un R-morphisme u:Z/pZ > H , qui est un isomor-
phisme sur la fibre générique et qui est nul sur la fibre spéciale :
si xP-x=0 est 1'équation canonique du schéma en groupes Z/pZ ,

celle de H est Yp—ﬂp_lY=t3 et u envoie Y sur TX ; comme
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nP~1 divise ©p , on peut effectivement munir H d'une structure de
schéma en groupes, pour laquelle u est un morphisme [12] ; si
e=p-1, on a H:’up , si e”p-1, la fibre spéciale de H est iso-

morphe a ap .

I1 suffit alors de prendre pour G le R-schéma en grocupes ex-—
tension de V par H , déduit de E par u .

Nous allons reprendre, dans le cadre des schémas en groupes non
nécessairement étales, la construction due & Serre, d'une surface
lisse possédant un "revétement" de groupe G fini donné qui soit une
intersection compléte [17].

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p ) O
et G un k-schéma en groupes fini d'ordre n=p'ni(p,n')=1, et
soit € r 1la dimension de l'algébre de Lie de G . Considérons la
représentation de G sur sa bigébre A par translations a gauche.
Soit D une droite de A , dont le stabilisateur GD dans G n'est
pas nul. Alors GD contient un sous-groupe élémentaire H du type

H

Z/PZ ., ap ;R (m premier). Soit B=A l'algébre de 1l'espace homo-

géne G/H qui est de dimension n/rang(H) . Si H=2Z/pZ ou o H

laisse fixe D point par point, donc DT B . Si H=LH“ , on a une
i
décomposition de A en ® A suivant les caractéres de Lo ou

. i=1
chacun des A" est un B-module Llibre de rang 1 (SGA 3 Exp. VIII.4).

Alors D est contenu dans 1l'un des Ai . Notons par ailleurs que G
ne contient qu'un nombre fini de sous-groupes Z/pZ et b (m,p)=1,
tandis que les sous—groupes ap et up correspondent a certaines
droites de Lie(G) donc dépendent au plus de £-1 paramétres. Il en
résulte que les droites D de A , pour lesquelles GDafl , forment
un fermé algébrique de dimension au plus égale & maximum (g-l,g-l+e—1)
donc est de codimension 5 1 dans 1l'espace des droites de A (en fait

il est de codimension » 3 dés que n est assez grand). On en déduit
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que, dans la représentation de G , AP AP A , les droites D pour
lesquelles GD;£1 , forment un espace de codimension y 3 dans 1l'es-

pace de toutes les droites.

Passant de 1a a une situation relative et des droites aux hyper-—

plans, on obtient le résultat suivant.

Lemme 4.2.2. Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes

fini et plat, A la bigébre de G sur laquelle G opére par trans-

. N . . P .3
lations a gauche, A' la représentation contragrédiente, B=A ,
P=Proj(B) , U le plus grand ouvert de P sur lequel G opére

librement et T=P-U . Alors T est de codimensjon » 3 sur chacune

des fibres de P .

Proposition 4.2.3 (cf. [17] n® 20). Soient S un schéma local et

G un S-schéma en groupes fini et plat. Il existe un espace projec-—

tif P sur S , muni d'une action linéaire de G , gui contient une

S-surface Y , intersection compléte relative dans P , gui est stable

par G et telle gque i) G opére librement sur Y , ii) X=Y/G est

lisse sur S .

Par passage a la limite, on peut supposer S local noethérien.
Soit alors P comme dans 4.2.2 et soit Q le schéma gquotient P/G .
Alors u:P > Q est fini, Q est projectif sur S , éguidimensionnel,
avec pour faisceau ample L = NormeP/Q(OP(l)) et u*(L) = OP(d) ou
d est le rang de G . De plus V=u(U) est un ouvert de Q et V
est le quotient fppf de U (SGA 3 Exp. V, 5), en particulier U~V
est un torseur sous G . Enfin 2Z=u(f) est de codimension ) 3 sur
la fibre spéciale de Q .

Soit n=dim P/S . Par un choix général de n-2 sections d'un
multiple de L , on définit alors un sous-schéma X de Q contenu

dans V gui est une surface lisse et projective sur S . Alors
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*
Y=u (X) est une intersection compléte relative dans P et un tor-
seur sous G au-dessus de X (bien slir, en général on ne pourra pas
choisir X de fagon que Y soit lisse sur 8S).

Venons~en a 1'exemple qui motive ce paragraphe.

Proposition 4.2.4. Soit G un R-schéma en groupes fini et

plat, & fibre générique non commutative et a fibre spéciale commuta-—

tive (un tel G existe pour e )p-1 d'aprés 4.2.1) et soit X une

R-surface projective et lisse gui admet un torseur sous G:Y = X

tel que Y soit intersection compléte relative dans un espace pro-

jectif (4.2.3). Alors PicT(X) est fini sur R et n'est pas plat

sur R .

Comme X est lisse sur k , Pico(i)red est une variété abélien-—
ne (4.0). Par ailleurs Y étant une surface intersection compléte,
H1(§,O§) est nul, donc Pic®(¥) est nul. Le noyau de la fleéche
Pic X ? Pic ¥ étant annulé par le rang de G , il en résulte d'abord
que Pic(X) est de dimension O et donc que chT(X) est fini sur R.

Par ailleurs. soit G la fibre spéciale de G et G' son dual

de Cartier. Au torseur Y= X sous G correspond canoniguement un

morphisme

J:G - Pic(X) ([14) 6.2.3) .

Lemme 4.2.5. Le morphisme v est indjectif.

Soit H'=Ker(v) et soit H 1le dual de Cartier de H'. Alors
H est un quotient de G . Par extension de groupes, le torseur
¥2X sous G donne un torseur Z->X sous H . Vu la définition de
H', ce torseur est trivial et donc Ho(i,oz) = Ho(ﬁ,Oﬁ) . Par ail-

leurs, ¥ étant une intersection compléte. on a HO(§,O?)==k et a

fortiori, il en est de méme de HO(Z,OZ) , d'ol le lemme.
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Il résulte du lemme que l'on a rang chT(i) Y rang(G) . Exami-
nons maintenant la fibre générique géométrique Xﬁ qui est en carac-
téristique O . L'intersection compléte Yﬁ est simplement connexe
et donc. le groupe fondamental de Xﬁ est isomorphe & G(K) . On en
déduit que PicT(Xﬁ) a méme ordre que le plus grand gquotient commu-—
tatif de G(K) . Vu le choix de G , ce dernier est strictement plus

petit que le rang de G , d'ou le fait que PicT(X) n'est pas plat.

Remargues 4.2.6. i) Il est facile de montrer que v : G' = Pic(X)
est en fait un isomorphisme. Ainsi, si e=p-1 et si on prend pour
G 1le groupe considéré dans 4.2.1 avec V=Z/pZXZ/pZ , on trouve que
PicT(X) contient un plus grand sous-schéma en groupes plat isomorphe
a up><up , tandis que sa fibre spéciale est up><up><z/pz .

ii) I1 résulte formellement de 4.1.3 et de 4.2.4 que si G
est un R-schéma en groupes fini et plat, & fibre générique non com-
mutative et a fibre spéciale commutative, on a e ) p-1 . Exercice :
donner une démonstration directe de ce fait.

ijii) Il existe des variantes de 4.2.1 et 4.2.4 en égale carac-
téristique p , ce gqui permet de construire sur k[[t]] , une surface
propre et lisse pour laquelle la dimension de HéR (cohomologie de
De Rham) n'est pas la méme sur la fibre générique et sur la fibre

spéciale.

4.3 Un exemple de R-schéma propre et lisse X tel gque

Picx/R ne contient pas de sous-schéma abélien de méme dimension que
. . , , , . .
PlCX/R (autrement dit 1'adhérence schématique dans PlCX/R de 1la

composante neutre de Pic est plate, mais n'est pas lisse).

XK/K
D'aprés 4.1.3 ceci n'est possible que pour e » p-1 . Soit donc
e ) p-1 et reprenons le morphisme de R-schémas en groupes

u:Z%/pZ > H introduit dans la démonstration de 4.2.1 .
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Lemme 4.3.1. Il existe une R-courbe elliptigque E gui contient

H comme sous—-schéma en groupes.

Si e=p-1, H==up et n'importe quelle courbe elliptique ordi-

naire convient.

Supposons e > p-1 de sorte que ﬁ==ap . Soit E une courbe
elliptique sur k supersinguliére de sorte que EDH et il en est
de méme du complété formel G de & & l'origine. Il résulte par
exemple de 2.5.6 gu'il existe un R-groupe formel lisse G qui relé-
ve G et gui contient H . Comme il y a éguivalence entre relévements

de G et relévement de la courbe elliptique E on a prouvé le lemme.

Lemme 4.3.2. 11 existe une courbe Y propre et lisse sur R et

un _schéma abélien B sur Y avant les propriétés suivantes :

i) La partie fixe de B est nulle.

ii) B contient HY comme sous-schéma en groupes.

Soit E comme dans 4.3.1 et notons F 1le produit de p-copies
de E .

Posons | '=2Z/pZ que l'on fait opérer sur F par une permutation
circulaire des facteurs. Soit d'autre part Y une R-courbe propre
et lisse munie d'un revé&tement étale galoisien Y'?Y de groupe I .
Faisons opérer [ sur Y'XF par son action sur les deux facteurs.
On obtient ainsi par descente galoisienne un Y-schéma abélien B, .

Considérons E comme plongée dans F par l'application diago-
nale. Alors E est fixe sous [ et donne par descente un sous-schéma
abélien de B, canoniquement isomorphe a E, . Soit B le Y-schéma
abélien quotient Bl/EY . Notons que E est la partie fixe de B,

(de sorte que B est sans partie fixe) : en effet, il suffit de le
voir sur la fibre générique et de noter que H°(Y,Lie B) s'identifie

4 la partie fixe sous I de Lie(A/E) donc est nulle.
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Considérons maintenant 1'action de I sur HP~EP=F . Comme H
et ' sont d'ordre p , il existe une filtration
O’:H1CiH2 [ Hp_lCHp = gP par des R-sous-schémas en groupes
plats, stables par [ , tels que HJ._/HJ.._1 soit isomorphe & H avec
action triviale de I' . Par descente, on en déduit que B contient un
sous-schéma en groupes isomorphe a HY (et correspondant au quotient
H2/H1 de F/E). D'ou le lemme.

Soit A un R-schéma abélien pour lequel il existe une immer-
sion de schémas en groupes Jj : Z/pZ > A (par exemple, on peut prendre
pour A le relévement canonique sur R d'une courbe elliptique ordi-
naire). Soit i :Z/pZ <= AXH , 1l'immersion de composantes j et u
et soit A' le schéma en groupes quotient AXH/Im(i). Alors A' est
plat sur R de fibre générique isomorphe a Ay mais n'est pas lisse
sur R .

Soient Y et B comme dans 4.3.2 . Utilisant 1'immersion
iY: (Z/pZ’)Y i (A><H)Y S A, X,B

et passant au quotient par Im(iY) , on trouve un schéma abélien C
sur Y gqui contient comme sous-schéma en groupes A& . De plus. comme
B n'a pas de partie fixe, la partie fixe de C est aussi celle de
A& , c'est-a-dire A .

Finalement soient X le Y-schéma abélien dual de C et
f:Y > R le morphisme canonique.

On a une suite exacte de R-schémas en groupes :

(1) o - PicY/R - PicX/R d f*(PicX/Y) > 0

ol le dernier terme est le foncteur :

T € Sch/R = Pic

Picy (Y XpT) = Pic(Xp)/Pic(Yy)

(noter que X~ Y a une section).
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T

X/Y

de schémas en groupes

On a Pic =C , de sorte qu'on déduit de (1) une suite exacte

T

- £ (c) -0
x/r  £+(C

(2) 0 > J ~ Pic

ou J est la jacobienne de Y/R .
Comme A& est un sous-schéma en groupes de C , on a un morphis-
me canonique v :A' 2> f (C) . Du fait que C et A& ont méme partie

fixe, vk est un isomorphisme sur les composantes neutres. Enfin, soit

D' 1le R-schéma en groupes extension de A' par J déduit de (2)
par v . Alors D' est propre et plat, non lisse, a fibre générique

connexe et 1'on a un morphisme w : D' = Pic qui induit un isomor-

X/R ’

phisme sur les composantes neutres des fibres génériques. Comme D'

majore 1'adhérence schématique D" de PicS dans Pic , D" ne

X/R

peut pas &tre lisse.

4.4 pApplication & 1'image directe d'un groupe formel.

Soient f:X ® R un morphisme de schémas propre et plat et G
un groupe formel lisse sur X . L'image directe £,(G) de G est le
foncteur en groupes sur Nil(R) : A" G(XXRA). L'image directe est la
"partie fixe" du groupe formel (variable) G . Cette notion est a rap-
procher de celle de '"trace" introduite dans (E8] chap. VIII). En
général le noyau du morphisme d'adjonction f*(f*(G)) - G n'est pas
nul (ce qui introduit certaines isogénies radicielles dans le cas des
traces de variétés abéliennes). Nous allons montrer que ces phénoménes

ne se produisent pas lorsque G est p-divisible et e{p-1.

Définition 4.4.1. Un groupe formel G 1lisse sur un R-schéma X

est p-divisible si pour tout x€X , la fibre de G sur le corps

résiduel k(x) est un groupe formel p-divisible au sens habituel.
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En fait, il suffit de vérifier la condition ci-dessus aux points
fermés de X et elle est vide si k(x) est de caractéristique O .
Un groupe p-divisible classique, défini comme limite inductive de
X-schémas en groupes finis Gn’ donne un groupe formel au sens ci-
dessus. On prendra garde que la réciproque n'est pas vraie (sauf si
X est le spectre d'un anneau local complet). Par exemple, le complété
le long de la section unité d'un schéma en groupes lisses, dont les
fibres sont de rang unipotent nul est un groupe p-divisible au sens
de 4.4.1, mais ne donne pas de groupe p-divisible au sens de Tate
si la partie de type multiplicatif des fibres n'est pas de dimension

constante.

Théoréme 4.4.2. Soient f:X ? R un morphisme propre et plat et

G un X-groupe formel lisse.

1) La restriction G' de £,(G) aux R-algébres nilpoten-

tes de longueur finie est représentable par un R-groupe formel de

présentation finie, novau d'un morphisme de R-groupes formels lisses.

Supposons maintenant gue G est p-divisible (4.4.1) et que les

fibres de f sont géométriquement réduites.

2) Le groupe formel G' est équidimensionnel et le novau

de 1'élévation & la puissance p dans G' est un groupe formel finij.

3) Supposons de plus e p-1 , alors G' est plat sur R .

4) Enfin, si e{p-1 et si f est lisse & fibres géométri-

*
quement connexes, le morphisme d'adijonction u: f (G') ® G est une

immersion.

Démonstration : L'assertion 1) est un cas particulier de 2.7.3.

Prouvons 2).
Notons pH le noyau de 1'élévation & la puissance p dans un

groupe formel H . Comme R est complet, pour voir que pG' est
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fini, 1l suffit de montrer que sa fibre spéciale pa' est finie. Or

§'==f*(p§) , ce qui nous raméne a un probléme sur . Soient

p X
X'==Xx%8pec(k[LT]]) et I 1'idéal maximal de k[[T]] . Pour voir
que p@' est fini, il suffit de montrer que p@'(I) est fini, c'est-
a-dire que pG(iXkI) est fini. Mais cela résulte facilement de 1'hy-
pothése faite sur les fibres de G et du fait que le complété formel
X' de X' le long de sa fibre fermée est réduit.

Ceci étant, G' est égquidimensionnel comme il résulte, plus géné-

ralement du lemme suivant (qui se démontre par exemple a 1l'aide du

foncteur de Greenberg) :

Lemme 4.4.3. Soit u:G - Gl un morphisme de R-groupes for-

mels lisses. Supposons pKer(u) fini., alors Ker(u) est éguidimen-

sionnel.

Compte tenu de 1) et 2), l'assertion 3) résulte de 3.3.1.

Prouvons 4). Soit N=Ker f*(G') » G . Pour voir que N=0 , il
suffit de montrer que pN==O et finalement il suffit de montrer que
pu: f*(pG') - pG est un monomorphisme.

Par passage a la limite projective, étendons les valeurs de G'
aux R-algeébres finies. Alors pG' devient représentable par un
R-schéma en groupes fini et plat. Soit R' une R-algébre finie qui
est un anneau de valuation discréte de corps des fractions K' , telle
que G'X_K' soit un groupe constant. On a des isomorphismes naturels

P R

(pG‘)(K')i‘(pG')(R') = pG(.X>< R'). L'image réciproque de f*(pG') sur

R

Xy est donc le groupe constant associé a pG(XXRR'). Or si

o€ pG(XXRR'), 1'ensemble des points de Xy ol T est nulle est &

la fois ouvert et fermé. Comme X+ est connexe, on en déduit que
N est nul sur XK‘ , donc sur XK . Finalement pour voir que
N=0 , il suffit de montrer que pN est nul en tout point fermé
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de X . Comme X est supposé lisse sur R , il passe par X une sec-—
tion s . Par restriction de pu a s , on obtient un morphisme
* * *
G' ® s (G) , de noyau s (N) . On vient de voir que s (N) a une

*
fibre générique nulle, donc s (N) est nul (3.3.6).

Signalons aussi la variante "schéma en groupes" de 4.4.2 4) :

Théoréme 4.4.4. Soient f : X ? R un morphisme propre et lisse,

A fibres géométriques connexes et soit G un X-schéma en groupes

lisse, séparé, & fibres de rang unipotent nul. Alors G'=f _(G) est

représentable par un R-schéma en groupes séparé, équidimensionnel,

4 fibres de rang unipotent nul. Si e {p-1 (resp. e{ p-1) , c'"  est

T »
lat sur R (resp. G' est plat le long de la section unité) et 1le
plat sur P

. . . . * T . .
morphisme d'adjonction f (G' ) » G est une immersion.

4.5 PApplication au "vanishing" de Kodaira.

Soit L un faisceau inversible ample sur une variété propre et
lisse X de dimension ) 2 , définie sur un corps c¢ . Si ¢ est de

caractéristique O , il résulte du théoréme de Kodaira que l'on a

1

Hl(X,L_ ) =0 . Si ¢ est de caractéristique p O , on peut avoir

Hl(X,L—l)ny (cf. 1'exposé de Szpiro, ce volume). Toutefois, si X

et L se relévent sur un anneau de valuation discréte R , pas trop

1

ramifié (e p-1), nous allons montrer que 1l'on a encore Hl(X,L_ ) = 0.

Théoréme 4.5.1. Soit X un R-schéma propre et lisse, de dimen-

sion relative » 2 et soit L un faisceau inversible sur X , R—-ample.
-1

Alors, si e{p-1, on a Hl(i,i y=0 .

i) Réduction au cas ou L posséde une section lisse sur R.
1, = —
Pour n» 0, H(X,L") =0 et H?(X,L") commute au passage aux fibres.
On peut donc trouver n > O , (n,p)=1 , et une section s¢€ HO(X,Ln)

telle que V(s) soit une section hyperplane 2 de X , lisse sur R.
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Considérons la OX—algébre :%ZQ9L—i , munie de la multiplication
définie par s . Il lui correspond un revétement u: X' = X , de degré
n , ramifié le long de £ . De plus, X' est lisse sur R et
L' =u (L) posséde une section s' , avec V(s')™>Z . Comme L1 est
facteur direct dans G*(i‘_l) , il suffit d'établir que
Hl(i',i'_l)= O , d'ou la premiére réduction.

ii) Soit donc L==OX(Z) , ou I est une section hyperplane

de X 1lisse sur R . De la suite exacte :

S O=(=2) » 0= —=0= -
0 2 0x(=2) O 205 > O

Yo 1,= = -1, 1,= 1,= . C e s
on déduit que H (X,L ) >Ker{H (X,0g) - H (£,05)} s'identifie a
l'algébre de Lie de Ker{Pici - Picz} . I1 nous suffit donc de montrer
que N =Ker PicX i PicZ est net sur R , ou encore que
A =T =
N = Ker Ple — Ker Picy. est nul.

Or X étant lisse, Pico(}_()red est une variété abélienne. Par
ailleurs, d'aprés le théoréme de Lefschetz, N ne contient pas de
points d'ordre £ premier & p . Il en résulte que N est de dimen-—

. PO . \ o~ ~
sion O , donc N est équidimensionnel. D'apres 4.1.3 Pch et Picy
sont plats sur R et se plongent dans des groupes formels lisses. Il
résulte alors de 3.3.1 que N est plat, donc fini et plat. Enfin, il
résulte encore de Lefschetz, appliqué cette fois & la fibre générique
géométrique, qui est en caractéristique O , et avec ¢€=p , que

A

NK=O donc N=O0 .

Remargue 4.5.2. Avec un peu plus de fatigue, on peut montrer que
le théoréme 4.5.1 reste encore vrai si, au lieu de supposer L ample,

on suppose seulement L numériquement positif.
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