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CORPS GAUCHES À INVOLUTION DE DEUXIÈME ESPÈCE 

par Peter DRAXL 

§ 1· INTRODUCTION 

Soit A une algèbre simple de rang fini sur son centre Κ à 

involution I de deuxième espèce (la référence principale dans 

cette situation est [l],Ch.X ). Notons 

S I ( A ) := {a 6 A | a 1 = a| et k := Κ Π S J ( A ) 

alors K/k est une extension quadratique séparable à groupe de 
Galois h . I j K l » et S ^ A ) est un espace vectoriel de dimension 

n^ = | A î ^ l s u r ^ · ^ n définit ( J une autre involution du même 

type ) 
I ~ J , si et seulement si I j K = J| K , 

et l'on montre facilement que I ^ J équivaut à l'existence d'un 

élément t ç S^(A) tel que l'on ait 

a^ = ta"*"t~1 ( a ^ A ) · 

Notons maintenant 

Î)J(A) := sous-groupe du groupe multiplicatif A* engendré 

par S ^ A ) , 

alors un calcul simple donne 

Σχ(Α) = Ej(A) , si I ~ J . 

( 1) La notation := utilisée ici signifie "égale par définition". 
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En outre on note ^^^/χ i a n o r ™ e réduite, et l'on démontre (voir 

p. ex. [ 7],Prop . 1 pour la première inclusion et [ 3 ] , ( 3 . 3 ) , p. 2 7 

pour la seconde) 

[A*,A*] ç Στ(Α) ç Nrd2/ K(k*) , 

donc le groupe 
U S K ^ A . I ) := N r d ^ / j j U ^ / r ^ A ) 

ne dépend que de la classe I de 1·involution I modulo la 

relation ~ , et il est appelé (voir ) 

groupe réduit de Whitehead de A par rapport à I 

C'est un analogue du groupe réduit de Whitehead de A 

SK^A) := Nrd^ K(}l})/[A*,A*] , 

et les deux groupes sont liés par l'homomorphisme 

Ο) Ω : SK^A) •υβΚ^Α , ΐ ) 

qui est induit par l'inclusion. 

Quant aux groupes USK^ les propriétés suivantes sont bien 

connues : 

0 ° En général on a U S K ^ A . Ï ) ^ 1 (voir [ 8 ] , [ 5 ] et [ 6 ] ) . 

1 ° Soit l/k une extension finie dis jointe de K/k , et soit L : s 

= Kl , alors il existe des homomorphismes 

U S K 1 ( A , I ) Î = = = ± U S K 1 ( A e KL,T®id) 

1/ 

tels que l'on ait ττ^οΐ^ = |L;K|«id ( [4j,Lemraa 4 )· 

2 ° USK^Ajl) est un groupe de torsion à exposant divisant  

1 * indice i(A) de_ A (cela résulte de 1 ° ) ( 2 ) . 

3 ° Soit K/k une extension quadratique séparable, et soit A 

( 2) i(A) := ̂ |D:K| , où D est le corps gauche avec A = M r(D) . 
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une algèbre simple de rang fini sur son centre^ Κ . Pour que 

A admette une involution I de deuxième espèce avec K O S^-(A) 

= k , il faut et il suffit que ΟΟΓκ/\ί(Α) = 0 dans le groupe 

de Brauer de k (voir p. ex. Γ9ΐ»Ρ · 9 3 ) · 

Par conséquent, d'après 2 ° et 3 ° il n'est pas intéressant de parler 

de USK 1 sur un corps local (comme la corestrietion est toujours 

injective là; voir p, ex. [1θ],Ch.XI,Prop.1 et Ch.XIII,Th.1 ) . 

4° Soit A = M^(D) ( D un corps gauche ), alors il existe des  

involutions J cle A et i de D telles que l'on ait 

I w J et (d = (d* ) . En outre le déterminant de 
— μν νμ - • 

Dieudonné induit un isomorphisme (voir [4],Lemma 3 ) 

USK (A,î) tu USK (D,ï) 

5 ° Soit A S Î A 1 ® RA avec pgcd( i ( Α ̂  ) ,i(A^) ) = 1 , alors il 

existe des involutions I de A telles que l'on ait 
v — v 

I ~ ï ^ l * e t l'on a 

fSi Λ/ PKJ 

υβΚ^Α,ΐ) 3 E U S K ^ A ^ I ^ y U S X ^ A ^ I ^ 

(c'est une conséquence de 1 ° ) . 
6 Dans le cas m X ( A ) impair" 1'homomorphisme Q dans (1) est 

surjectif (en fait, Nrd^y^(a) = Nrd^y^X a) implique 

— 1 I 2 
l'existence de b 6 ^ r <*Â/g;( I M ) avec a = a b , donc a = 

= (aa~̂ )b avec aa^ 6 E J ( A ) ; le reste est clair d'après 2 ° ) . 

Nous disons que k vérifie la 

condition (v) , 

lorsque les conditions suivantes sont vérifiées: 

quel que soit L/k extension finie séparable, quel que soit  

Ε corps gauche de rang fini sur son centre L , et si un  

groupe Γ des automorphismes de L sur k est, ou bien 

65 



P. DRAXL 

cyclique d'ordre premier impair, ou bien non-cyclique d'ordre 

k , et tel que Nrdgy L(E*) soit stable sous l'opération de 

Γ , alors 

H 1(r,Nrd E / L(E*)) * ϋ . 

Si un corps vérifie la condidion C^ (voir p. ex. [^]>Ρ ·373) * 

alors il vérifie la condition (v) d'après un théorème classique 

de Noether et Hubert. En outre les corps globaux vérifient la 

condition (v) d'après un théorème de M. Eichler en arithmétiques 

(voir [2],p.120,avant-dernière ligne). 

Le but de cette conférence est de démontrer simultanément les 

deux résultats suivants: 

• >· x 

THEOREME. Soit A une algèbre simple de rang fini sur son centre 

K à involution I de deuxième espèce, alors 

(i) l'exposant de USK^Ajl) divise ^ [A] ' * Q U ° N A N O T ^ 

Î ( A ) ' le plus grand diviseur de i(A) sans facteur carré; 

(ii) USK^A.I) = 1 , si k vérifie la condition (v ) . 

Le résultat (i) est une amélioration de 2 ° (voir aussi [ 6 ] , 2 . 8 ) , 

tandis que le résultat (ii) est une généralisation simultanée d'un 

théorème de V. I. Jancevskix ( [ 4],Th . 1 ) et d'un théorème de 

C.T.C. Wall ( [ 1 2 ] , T h . 2 ). Comme on va prouver (i) et (ii) en même 

temps, et comme cette démonstration sera très courte (voir § k, ) , 

je pense qu'il est intéressant de démontrer ici ce théorème bien 

que les résultats n'en soient pas complètement inattendus. 

§ 2 . SUR LE GROUPE DE KLEIN 

Soit Γ = | 1 » 0 Q , σ ^ , 0 2 j le groupe de Klein, c'est-à-dire 
2 2 

° 0 = 0 1 C 2 ~ Σ 2 ° 1 E T ° 1 = ° 2 = 1 ' P o s o n s Γ ι : = ί Ί' σΐ! 
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Α ­Χ i= 0 , 1 , 2 ), et soit M un Γ-module à droite. Si on note H (./.) 
( r € Ζ ) les groupes de cohomologie au sens de Tate et <fl: M > 

*M ( = sous-module des éléments invariants sous T Q ) la 
norme, alors 

PROPOSITION 1 . On a une suite exacte 

0 » Μ 1 • Μ 2 ï—SUÎrV/r^M 1)_1_*£- 1(Γ 2 ,Μ) , 
(ι-σ 2) 

induit par m I * m m I > m 

En fait, à partir de I e identité 

( 2 ) ( ΐ + σ 0 ) ( ΐ - σ ι ) « 0 - σ 2 ) ( ΐ - σ ι ) dans ζ[Γ] 
— 1 Τ* 

on obtient - quel que soit χ € Sft~ (M ) -
(l+o0)(^-o,) ( ι - σ 2 ) ( ι - σ 1 ) 

0 = χ = χ , 
0 - σ 2 ) Γ 1 0 - σ 2 ) ( ι - σ 2 ) ( ι + σ 2 ) 

donc χ ç M et !Rp^ (χ ) : = χ = 0 , 

c'est-à-dire ceci permet de définir α comme ci-dessus, et l'on 
en tire immédiatement 

βοα « ο . 
- Γ 1 Réciproquement, soit β(y) = 0 ( avec y € M tel que l'on ait 

(i+o 2) y = 9tp /γ. (y) = O ) , c'est-à-dire il existe χ € M avec 
( ι - σ 2 ) 1 / Α 1 

y = χ , donc - en utilisant ( 2 ) encore une fois -
( ι - σ , ) ( ' ΐ - σ 2 ) ( ι - σ ) ( ι + σ ( ) ) ( ι - σ 1 ) 

Ο = y = χ = χ , 
ce qui veut dire 

y = a(x) et fl(x) € . 
r 1 

Finalement soit Cx(x) = 0 ; il existe donc y € M tel que 
( ι - σ 2 ) ( 1 - < ? 2 ) , Γ 

x « y , par conséquent χ = y + ζ avec ζ € M 
Ceci implique Γ Γ Ρ 

Ker α = M + M , 
c.q.f.d. . 

Maintenant on regarde le diagramme suivant: 
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Ο Η ' ^ Γ / Γ , , Μ 1 ^ 1 ) 

H ^ I V T - . M 1 * 1 ) Η - 1 ( Γ 2 , Μ ) 

0 , Η 1 ( Γ / Γ 2 , Μ Γ 2 ) - ^ Η 1 ( Γ , Μ ) - ^ Η 1 ( Γ 2 , Μ ) . 

Le pentagone est commutatif et les deux suites sont exactes (voir 

p. ex. [10],Ch.VII,§6. ). En utilisant convenablement la Prop. 1 

ci-dessus on en déduit: 
Γ Γ 

PROPOSITION 2 . Sf 1 ( Μ Γ ) / ( Μ 1+M 2 ) as Ker β as 
Γ Γ 

ss inf(H 1(F/r i fM 0 1ηΓ(Η Ί(Γ/Γ 2,Μ 2)) ç; Η Ί ( Γ , Μ ) . 
Γ Γ 

COROLLAIRE. Η 1 ( Γ , Μ ) = Ο implique *Λ" 1(Μ Γ) = M 1 + Μ 2 . 

E X E M P L E S . 
(A) Soit L/k une extension galoisienne à groupe de Galois Γ î 

Γ. 
soient K ± : = L ( i s 0 , 1 , 2 ), et soit Ν : = N

L / K 

A l o r s , d ' a p r è s u n théorème c l a s s i q u e de N o e t h e r et Hubert, 

le corollaire donne 1 

N" (k*) = K*-K* . 

(B) Soit L/k comme ci-dessus, et soit Ε un corps gauche de 

rang fini sur son centre L tel que Nrd^ L(E*) soit 

stable sous l'opération de Γ · Alors, si k vérifie la 

condition (v), on obtient 
N'^k*)Π Nrd £ / L(E*) = (Κ*Π Nrd E / L(E*)>(K*n Nrd £ / L(E*)) . 

En fait, l'exemple (B) donne la motivation pour la notion 

"condition (v)". 

§ 3 . QUELQUES SUITES EXACTES 

Supposons A = D = corps gauche avec i(A) = i(D) = 2 R , et 
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supposons en sus 

l'existence d'une extension quadratique séparable l/k telle 
( 3 ) ; ' 

que 1 c S j ( D ) > donc 1 φ K . 

Posons 
L : = Kl et Ε := Z^(L) = commutant de L dans D , 

r— 1 

alors L est le centre du corps gauche £ avec i(E) = 2 ' , et 

L/k est une extension galoisienne à groupe de Galois Γ (= le 

groupe de Klein, voir § 2, )· Soient T{) - Î 1 > C ? Q } := Gal(L/K) et 

Γ 1 = ί 1»^! := Gal(L/l) , alors on obtient K Q = K et K 1 = 1 

(au sens de l'exemple (A) dans § 2. )· D'autre part notre involu­

tion I induit sur Ε une involution i := de deuxième 

espèce avec L Π S ^ ( E ) = 1 = K^ , c'est-à-dire = i|^ . Enfin 

le théorème de Skolem et Noether permet de trouver un élément 

g € D* tel que X°° = gXg"1 ( λ € L £ JD c D ) · 

Maintenant la définition 1^ ^ 
d - gd g - 1 

nous donne sur D une involution I Q de deuxième espèce avec 

1^ *M I , et - par restriction - sur Ε une involution i^ : = -^Q ) Ε 
de deuxième espèce avec 

i Q ψ i et 1^ : = L Π ( E ) = K^ (au sens de l'exemple ( A ) 

dans § 2. ) , 

c'est-à-dire o2 ~ <?ισο " σ 0 Σ 1 ~ 1 O | L * 

On va utiliser les abréviations suivantes: 

NRD := N r d D / K , Nrd := N r d E / L et Ν := N L / K . 

A partir des formules 

NRD|g s NoNrd (voir [3],p*28 ) - donc Nrd(E*Π NRD* 1(k*)) =^ 

Nrd(Nrd~1(l*)) = 1* 0 Nrd(E*) c N" 1(k*) Π Nrd(E*) = - , 
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Σ, (Ε) C Στ (D) = Σ Τ(Β) (c'est clair) , et 

( ) 

Nrd(E*) C ° c Nrd(E*0 [D*.D*]) £ Nrd(E*0 IjÎD)) (voir [3], 

P-50 ) , 
on obtient par un calcul simple les cinq suites exactes ci-dessous: 

H~ 1 (Γ 0 , N r d ( E ^ 1 

TTQir (TT *Λ Φ E * Π NRD~ 1(k») * Nrd(E*D NRD"1(k»))l» . 
U S K l ( E , x ) ^ ^ ( D ) Nrd(E.n E l(D))l* Z^f" 

, ζ (N'^k*) Π Nrd(E*))l* ζ Nrd(Nrd"1(l*))l* 
Nrd(E. (E))l* * Nrd(E. (E))l* * 1 

N~ 1(k»)n Nrd(E») ~ς~~ "Ί 
Ί ^ (1*Π Nrd(E*))(l*H Nrd(E*)) < ] U S K (Ε , Γ ) 

avec: γ induit par l'identité 6 induit par l'identité 

φ induit par l'inclusion ζ induit par l'inclusion -

ψ induit par Nrd modulo 1* e induit par Nrd modulo 1* 

Ç induit par l'application νλ H» V ( λ € 1* et 

V € N~ 1(k*)n Nrd(E*) ) · 

Comme application on en tire: 
Ε* Π NRD" 1(k*) 

l'exposant de , \ / divise le double de l'exposant 
( k )

 E Ε * η Σ ι ( ο ) 
de USK^E,!) ; 

i(A) β i(D) * 2 (c'est-à-dire r = 1 et Ε = L ) implique 

E*fl NRD~ 1(k*) » E*ni I(D) (voir 2 ° et l'exemple (A),§ 2 · ) ; 

USK^E.i) = USK^E.i^) = 1 implique Ε*Π NRD" 1(k*) = 

( 6 ) = E^flïjtD) , s± k vérifie la condition (v ) (voir l'exemple 

(B) dans § 2 . ) . 
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§ 4. LA DEMONSTRATION DU THÉORÈME 

D'après 4 ° , 5 ° et 6° dans § 1. on peut se restreindre au cas 

A = D = corps gauche avec i(A) » i(^) = 2 Γ 

(voir p. ex. (6.1θ),(6.11) et (6.12) dans [ 3 ] ,P-5 2 / 5 3 , et 
lignes 12 à 14 sur p.121 dans [2] ). 

Maintenant, en utilisant convenablement 1° et 2°, un résultat 

classique montre que pour démontrer le théorème il suffit de supposer 

(3) (voir § 3 · ) et de démontrer 

(7) l ^ a n U e ' ΐ ™ " ^ ) * * 2 " ' ' 
et 
(8) Ε* Π NRD" 1 (k*) = E*f> ϊ,χ(Ώ) , si k vérifie la condition (v ) . 

Mais pour r * 1 les deux assertions sont vraies d'après (5)> et 
pour r > 1 on utilise une récurrence sur r , ce qui donne (7) resp. 
(8) en utilisant (k) resp. (6 ) , c.q.f.d.. 
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