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INTRODUCTION

Autour de La thiorie "indéfiniment dénivable" des operateurs pseudo-diffe-
nentiels (o.p.d.), &'est développe, sous £'imputsion de A. CALDERON et A. ZYGMUND
une théonie "non onthodoxe" ; on y cherche Les conditions Les plus faibles possibles
de négularité permettant d'obtenin Les nésultats que L'on a, sans difficulte, dans
Les cas C% usuels.

L'objet de ces notes est de décrnine, avec précision, ce "voisinage de La
theonie classique".

On se propose alons d'allegen Le plus possible Les hypotheses tout en con-
servant La conclusion désinée. On obtiendra Le plus souvent des conditions néces-
saines et suffisantes ; aussitot on sont de La théonie classique (qui ne décrnit que
des conditions suffisantes).

Naturellement ce travail nous obligera a introduirne des démonstrations
digfenentes de celles que £'on peut trouver dans La Littérnature (ces dernines

avaient défa souvent et poussées fjusqu'a Lewrs Limites).

Engin Les hypotheses minimales a faire dépendront du probleme etudie.



Les chapitres 1 et 11 traitent de La continuité des o.p.d. classiques ou
exotiques sun Les espaces fonctionnels usuels (L2, 1P, fonctions hilderiennes ete..).

Au chapitre 111, nous &tudions L'énoncé suivant : "Si D est un champ de
vectewrs a coefficients C” et si T estun 0.p.d. classique d'ondne 0 , Le
commutatewn [T, 0] est bowng sun L2 .

On se propose de ramener a sa goume minimale L£'hypothése de négularite
faite sur Les coefficients de D . On examine ensuite celle gaite sur T .

Les optratewrs dédinis par des intéghakes singulitres de CALDERON-ZYGMUND
constituent, eux aussi, un "voisinage" des o.p.d. classiques d'ordrne 0 et forment
La matiene du chapitre 1V.

Le chapitre V traite de £'action des o.p.d. classiques ou exotiques sur
L' espace L™ des gonctions mesurables et boanées. On doit alons intrhodwine L'espace
BMO (car Les o.p.d. classiques d'orndre O ne sont pas bornés sur L.

L'espace BMO est Le dual de H! (FEFFERMAN et STEIN) et £'on thaite
alons de La continuité des o.p.d. exotiques sur H en prouvant une confecture de
E. STEIN (s;"éz est bong sun H1(RM)) .

Dans Le chapitre VI Les estimations 12 pour Les opératewrs sont obtenues
par des procédes tnes differents o Les meswres de CARLESON jouent un grand role.

C'est un plaisin de nemencien R. BEALS, A. CALDERON et E. STEIN qui nous
ont indties a cette théonie et dont Les encouragements ont conduit a ces notes. La
rédaction doit beaucoup aux conseils de J. SJOSTRAND. Le travail de dactylographie
de Mme DUMAS a &t2, comme d'habitude, excellent et nous L'en remercions tout parti-
culierement.

R. VAILLANCOURT a bien vouwlu Lire ces notes pendant Le congres de
WILLIAMSTOWN et en extinpen de nombreuses errewrs. Nous Lud en sommes thes necon-
naissants.


http://cormutate.uA

INTRODUCTION A LA SECONDE EDITION

Certains des opérateurs pseudo-différentiels a régularité minimale en
x que l'on a rencontrés dans la premiére édition de cet ouvrage ont été utilisés
dans 1'étude de la régularité des solutions des équations aux dérivées partielles

non linéaires (de type hyperboligue).

Il a fallu pour cela développer un calcul symboligue (absent dans la
premiére édition) ; ceci a été fait par J.-M. Bony et les opérateurs du théoréeme
9, correctement modifiés et simplifiés, sont devenus les "opérateurs para-diffé-

rentiels" qui se situent donc "au dela des opérateurs pseudo-différentiels”.

Nous donnons dans le premier appendice un apercu de la théorie de

Bony.

Enfin les méthodes du Chapitre VI ont permis d'obtenir la solution
des conjectures présentées par A. Calderon au Congrés International d'Helsinki et

d'un probleme de Kato.

Dans le second appendice, nous décrirons (sans les démontrer) ces

nouveaux résultats.



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

Notations utilisées de fagon systématique

C°°(Rn) = %(Rn) désigne 1'espace de toutes les fonctions indéfiniment dériva-

bles.

C: (R™) = B(R") est le sous-espace des fonctions indéfiniment dérivables

support compact.

ARM c c®R") est 1'espace de Schwartz des fonctions a décroissance rapide

(ainsi que toutes leurs dérivées).

f désigne la transformée de Fourier de f €_A(R"), définie par
SN -ix. & . _
f(€)-ane f(x)dx x.£—x1€1+...+xn€n.
%

. n [
Si G:((X1,..., (Xn)eN 9 ba (b—x;) ...(—n)n.

Lp = Lp(Rn) est 1'espace des fonctions mesurables f: R" — ¢ telles que

”f”p=<an ¢ lpdx>1/p < .

H® = Hs(Rn) est 1'espace de Sobolev des distributions S telles que

Il =S, Jate) o 623 ae) V2 <o

Enfin 0. p. d. signifie opérateur pseudo-différentiel.



CHAPITRE 1

LES INEGALITES 1° POUR LA CLASSE sg o
t

A. Calderon et R. Vaillancourt ont prouvé le résultat suivant ( |_7] )

THEOREME 1. Soit ¢ : R"xR" » € une fonction continue et bornée telle que

S_i CX=((X1,...,(!n), BZ(B17---9 Bn)r aj':oy 1’2_023y BJ-:Or 17223
P « . B . . © . _n n
les dérivées bg oy o(x,&) appartiennenta L (R XxR). Alors o(x,D) est

borné sur L2(Rn) .

Les dérivées sont prises au sens des distributions et
[ ] _ -n ix. € y
o (x,D)t](x) = (2m) n€ "ok, &)1(&)dE.
R

Pour obtenir ce résultat, Calderon et V:illancourt ont utilisé un lemme de
M. Cotlar et E. Stein. Comme il arrive souvent des méthodes moins générales donnent
des résultats plus précis. De plus le lemme de Cotlar et Stein ne s'applique qu'au
cas L2 alors que les méthodes que nous allons introduire conviennent au cas P ’
1< p <+ et seront reprises au chapitre V ( EW :l ).

Pour mieux comprendre le cadre dans lequel s'inscrit le théoréme 1 et dans
lequel nous allons travailler, deux remarques sont nécessaires.

Tout d'abord si un symbole o (x,£) définit un o.p.d. borné sur L2(Rn),
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alors pour tout X, e R" et tout Eo € Rn, le symbole O (x+x o £+£0) définit
un o.p.d. ayant la méme norme d'opérateur sur L2(Rn).

C'est pour cela qu'il est, dans un premier temps, si naturel de faire des
hypothéses uniformément invariantes sous 1'effet de ces translations.

Plus précisément, les hypothéses de régularité en x seront décrites par la
donnée d'une algebre de Banach A de fonctions continues sur Rn, contenant
Cgo (R™) et par la condition suivante : "il existe une constante C > 0 et une fonction
non identiquement nulle ¢ € Cgo (Rn) telles que pour tout o € {0, 1 ,2}1 et pour
tout couple (xo, I;'o) € R"x Rn, la fonction w(x)(oz cr)(x+x0 " go) appartienne a
A et que sa norme ne dépasse pas C". En d'autres termes, on exige que la fonction
x — 0(x,£) ainsi que ses dérivées premicres en ¢ appartiennent localement a A
et que cette condition soit uniforme par rapport aux translations.

Le résultat principal de ce chapitre est une amélioration trés sensible du

théoréme 1.

L'appartenance locale a HS(Rn), s > g, est une condition minimale de

régularité locale en x qui (si elle est vérifiée pour x —» bz o(x,£), «€N",

uniformément en &) entrafne que o(x,D) soit borné sur LZ(Rn).

Nous allons méme donner un résultat plus précis ol 1'algébre Hs(Rn), s> g,
est remplacée par une algébre A @ due nous allons maintenant décrire.

Dire qu'une fonction appartient localement a Aw’ uniformément par rapport
aux translations, reviendra a exprimer que cette fonction appartient a 1'algébre des

multiplicateurs de A w"
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1. LES ALGEBRES A, ET B,.

L'algebre A w due nous allons décrire permettira d'obtenir les conditions
minimales de régularité locale en x assurant qu'un symbole o (x,£) définisse
un o.p.d. o(x,D) borné sur Lz(Rn).

Suivant A. Beurling, on appelle 6 : Rr" > [0, 1] une fonction continue véri-

fiant les quatre propriétés suivantes

) J'Rn 8(x) dx = 1

(2) il existe une constante C > 0 telle que, pour tout x€Rn, on ait

(6 % 8)x) =< Chl(x)

(3) en posant w(x) = 1—) , il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
0(x

x€R" ettout yeER", onait w(x+y) < C w(x)w(y)

(4) il existe une constante C >0 etunentier m=1 tels que

wx) < c(1 +|x I)m.

DEFINITION 1. Soit « un poids vérifiant (1), (2), (3) et (4). On désigne
2
(

par A w 1'algebre des fonctions f € L

Ht”Aw = UR" lt(€) |2 w(e) ng /2 < .

R") telles que

La condition (1) assure que E € L1(Rn). Donc A est contenue dans
1'algébre de Wiener &'L1(Rn).

Le fait que A, soit une algébre résulte de (2) comme il est prouvé dans [2]

La condition (3) implique que si f € Aw et xg (x) = eix' € , £€Rn, alors

feA t f” < Cu( ”f” .
X€ w e ng Aw wg) Aw

Enfin la condition (4) implique que A w?> A(R™. Nous aurons besoin de
1'observation suivante

(1 bis) sup z n 0 (x+k) < +o0,
XER~ KkEZ
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Posons, en effet g(x) = Ez" 0 (x+k) et désignons par a un élément arbi-
k€
traire de R". Ona, grace a (3) CO (x+k) = 6(x-a) 6 (a+k) et donc

Cg(x) = 6(x-a) g(a). En appelant D 1'hypercube a, < X; < aj+1, X = (x1, .. ,xn),

a=(a1,...,an), il vient, a 1'aide de (1),
j g(x)dx =1 etdonc C=> g(a)j 6 (x-a) dx.
D D
Posons Y = ce JG (x)dx. Ona ¥ >0 etilenrésulte que g(a)< C'y"1,

0=<x.<1
J
c'est-a-dire (1 bis).
Comme exemples de poids w, on peut choisir (&)= C(1 + | £| 2)S avec
s > g ; alors Aw = Hs, 1'espace de Sobolev usuel.
On peut aussi choisir, avec une constante C convenable,
2\a
)

w(&)=Cc(1+ €21)a (14 €))7 avec a>%,

DEFINITION 2. Soit « un poids vérifiant (1) & (4). Nous désignerons par

B w 1'algebre des multiplicateurs de A w’ c'est-a-dire des fonctions m:R" » €

telles que, pour toute fonction f(x) € A le produit m(x) f(x) appartienne @ A w*

La proposition suivante fournit une description plus précise de 1'algebre B W'

PROPOSITION 1. Soit m: R" € une fonction. Alors les deux propriétés

suivantes de m sont équivalentes

(5) meEB,

6) il existe une fonction ¢ € C: (R"), non identiquement nulle et une constante

C > 0 telle que, pour tout x, € Rn, la norme dans Aw de x = (p(x—xo) m(x)

ne dépasse pas C.

Que (5) implique (6) est trés simple. Le théoréme du graphe fermé montre cue
tout multiplicateur m € B w définit une application linéaire continue sur A w
D'autre part, la norme dans A w est invariante par translation.

11 résulte enfin de la croissance polynomiale du poids « que Coo(Rn) cA .
o w
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Ces trois remarques mises bout & bout fournissent (6).
La démonstration de (6) = (5) est plus élaborée et repose sur les deux

lemmes suivants.

LEMME 1. Soient ¢ € c:(R") et 6 € (R/2nr2)". Alors la transformée

de Fourier de la fonction Z tp(x-k)elk'6 est la mesure v, donnant la masse

(2m)" (2km+0) au point 2km+9 .

Appelons en effet S lamesure I 5(x-k), somme des messes 1 en
kez". Alors, par la formule de Poisson, S = @m)" T 8 (x-2km).
La transform”e de Fourier de ¢ * (SXG) est donc

@m)" T o(2km+8) §(x - 2km- 0).

LEMME 2, Soit K c Rn une partie compacte telle que (K-K)N 72" - {O}

Pour tout poids w vérifiant (1), (2), (3) et (4), il existe deux constantes C, et

C, telles que pour toute suite f, € C:: (R") de fonctions portées par K, on ait,

en posant
Fx)=Z fk(x-k),

(7) C,HFHAws (z ka !iw)VZSCZHFHA .
w

Pour le voir, on désigne par 6 un élément arbitraire de (R/27Z)" et 1'on

pose F(x,0)=2 elk’efk(x - k). Appelons ¢ € C:(Rn) une fonction égale & 1

sur K ettelle que, si K' =support ¢, (K'-K)N 7" - {0} On pose
b(x,8)=72 eik'ecp(x -k) etl'ona

(8) F(x,0) = b(x,8) F(x).

Appelons g(¢) 1a transformée de Fourier de F(x) et ge(e) celle de F(x,8).
Alors (8) devient gg =g*V,., Lamesure v, aune décroissance rapide a
1'infini, uniformément par rapport & 6 ; la condition (3) sur le poids w entrafne

que la norme de la translation f(x) — f(x - xo) dans Li’ ne dépasse pas

Cw(xo). 11 en résulte que HgBHLZ < C”QH 2
w w
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Nous allons écrire cette inégalité de fagon plus explicite en appelant gk(g)

la transformée de Fourier de fk' Ona g(¢)=2 eik'g gk(é) et
ge (g) =z eik.(£+9)

gk(ﬁ). 11 vient donc
: 2
©) 'JR“ T olk-(£+0) gk(e)} w(€) dE < CHFIE'\w

et 1'intégration en OET" de (9) donne 1'inégalité de droite de (7).
Pour obtenir 1'inégalité de gauche, on procede presque de la méme fagon

mais on part cette fois de ”g“ 5 = Cng H 5 Qque 1'on éleve ensuite au carré pour

n @ w
intégrer par rapport a 6€T .

La preuve de la proposition 1 est presque immédiate. Par une partition c”®
de 1'unité sur T, onécrit 1= p1(x) oot pN(x) oll P est Z"-périodique et
ol le support de p‘_j est contenu dans xj + [— % , % n.z"- KJ.+Zn. On a donc, si feAw’
f=p1f +...+pr= 151 +...+tN.

En oubliant tous les indices, on peut donc supposer que f € Aw est de la
forme décrite par le lemme 2,

Onaalors f(x)=1X fk(x-k) et g(x)=m(x)f(x) = Z m(x) fk(x-k) =
z mk(x-k) fk(x-k) ; la suite m, décrivant une partie bornée de Aw est définie
par mk(x) = m(x+k) o(x).

Finalement |ig/? =G m, kaf\w <¢, E”kaZws C4”fo\w.

2. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL.

Nous désignerons par w : R" > [1 , +00 [ un poids vérifiant les quatre

conditions de Beurling

10
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(3) w(x+y) < C w(x) cp(y)

@) w)<cO+lx .
L'algébre A, est définie par teAw si Jn ’f(g)lzw(éj)dg<+oc et 1'alge-
R

bre B w est 1'algébre des multiplicateurs de A w ? décrite par la proposition 1.

THEOREME 2. Soit 0(x,£): R"xR"™ — € une fonction continue. Suppo-

sons qu'il existe une constante C > 0 etunpoids w vérifiant les conditions

n
(1, ), (3)e_t (4) tels que, pour tout o = (<x1, e ,an) € {0, 1,2} , la fonction

X — bz o(x,£) appartienne a Bw(dx) et que sa norme ne dépasse pas C. Alors

o(x,D) : L2(R™) » L2(R") est borné.

Compte tenu de la proposition 1, on peut paraphraser le théoreme 2 de la

fagon suivante.

COROLLAIRE 1. Supposons que 0(x,£): R" xR" » € soit continue et

vérifie la propriété suivante : il existe une constante C > 0 telle que, pour toute

n
|boule B de R" de rayon 1 ettout €A = {0, 1 ,2} , on puisse trouver une

fonction f ¢ ,a(x) €A, telle que

6 gy =c

(6) fg’a(x)=b(x€ o(x,£) si x€B.

Alors o(x,D): L2(Rn) - L2(Rn) est borné.

COROLLAIRE 2. Méme conclusion en supposant 1'existence d'un nombre réel

s>1 tel que, au lieu de (5) on ait Hf H =<C; HS désignant 1'espace de
2 £, HS
‘Sobolev usuel.

COROLLAIRE 3. On appelle N> 7 unentier et o(x,£):R"xR" —€

n
une fonction continue telle que pour tout o« € A = {O, ! ,2} et tout ;3€Nn vérifiant

lfﬁ’ <N, onait

1
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Iboé of c(x,ﬁ)l <cC.

Alors o(x,D): L2(Rn) — L2(Rn) est borné.

Avant de commencer la démonstration du théoréme 2 , montrons que le corollaire
2 (et donc le théoréme 2) décrivent les conditions minimales de régularité en x con-

duisant & des opérateurs pseudo-différentiels bornés sur LZ(Rn).

PROPOSITION 2, Le corollaire 2 est inexact si s = g et le corollaire 3

est inexact si N < g (N € N).

La premiere assertion de la proposition 2 est évidente. On se contente
d'examiner un symbole 0o (x,£)=m(x) ne dépendant pasde §&. L'opérateur
o(x,D) n'est autre que lz multiplication par m(x) ; s'il est borné sur L2(Rn),
on doit avoir |Im(x)”(>O < 40, Pour que cette condition découle de 1'appartenance
locale a HS(Rn), il est nécessaire d'avoir s > g puisque Hn/ 2(Rn) n'est pas
contenu dans L7(R"™).

Pour démontrer la seconde assertion de la proposition 2, il suffit de considé-

. 2
rer le symbole o(x,¢) = e_lx‘E e ’x ‘ A1 + [ £ |2)n/4. Un calcul évident montre que

fo‘f: ofo(x,E)lsca pour tout « € N ettout B E€N" tel que lﬁ|s§.

2
Cependant o (x,D) n'est pas borné sur L2(Rn) car o(x,D)f=ce” |x I ol

Cc= (2”)—nJ' £ )n 7 d{ si f €/.S(Rn). 11 est deés lors aisé de construire une
(1+1€l%)
suite tj € A(Rn) telle que HfjHZ <1 etque lcj |->+°° puisque

(1 +] €34 g L2RN).

3. PREUVE DU THEOREME 2 : LE LEMME DE PRESQUE-ORTHOGONALITE.

Dans la preuve qui suit, le lemme de Cotlar et Stein (que nous rappelons) doit

12
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&tre remplacé par un lemme de nature analogue, plus précis, mais moins général.

LEMME 3 (Cotlar et Stein). Soit a(j), j € Z", une suite positive telle que

A =T a(j) < +~ (la somme porte sur Z"). Soit T. une suite d'opérateurs

bornés d'un espace de Hilbert telle que ”TiT;” < a2(i-j) et ”Tr Tj “ < az(i-j),

pour tout i€ Z" et tout j€ z".

Alors ”E Ti” < A, la somme portant sur n'importe quelle partie finie de

LEMME 4. Soient n=2 1 un entier, s> g un nombre réel et H° 1'espa-
2
(

ce de Sobolev des fonctions f € L Rn) telles que

Hleis=jRn [56) 121+ £3)° at < oo,

Alors il existe une constante C = C(s,n) ayant la propriété suivante : pour toute

somme finie

ik.x
1) fx)= T _ f (x)e™"
kez" K

ol pour fixer les idées, f.k(x) € A(Rn), on a

< 2 \1/2
(2) Hf”z_c(ké:zn ”fk“Hs) .

Pour une fonction de L2, appartenir a HS, s> n’ c'est étre suffisam-
ment plate. De sorte que la somme (1) est une série trigonométrique perturbée dont
les coefficients, au lieu d'&tre constants, ont de lentes variations. Le lemme 4 expri-
me que la norme L2 d'une telle série trigonométrique perturbée peut é&tre calculée

par une formule de type Parseval.

LEMME 5. Plus généralement, pour tout poids w vérifiant les conditions

(1) a (4), il existe une constante C w lelle que, pour toute somme (1), on ait

lill, <c ¢ =l IR )72,
2= “’(kez" "Aw)

13
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La preuve est immédiate. On a

0(¢)= = — <
& k€Z" w(€ - k)

Par le théoreme de Plancherel,

2 * 12 s oyen ]2
k7 - @n)y J'Rnlf(e)l dé = (2r) jRnlsz(g 0% ag =

@™ | [Zlfk(ﬁ—k)|2w(€-k)J[Z ‘ Jde
Rn w(g-k)

scen™ [ 2 I 1) wie) ag - com™ 2

w

Les lemmes 4 et 5 sont donc démontrés. Enfin il est facile de voir que le lemme 4 est
. n

faux si s = 5-

LEMME 6. Si sup ”0 €)HA (d£)<C < 400, alors 1'opérateur pseudo-
x€R"

différentiel associé o(x,D) est borné sur P pour 2<p< 4o et

(3) Hcr(x,D)Hp’pSC2 ;

la constante C, ne dépendant que de C, etdupoids w (toujours décrit par les

conditions (1)‘3(4) du § 1).

Pour le voir, rappelons la relation entre symboles et noyaux.
On pose K(x,y) = J’ei(x—y).g o(x,&) —dg—-n
(2m)
Vo€ =y €4ty )
On a alors g(x) = [U(X D) f J =(2m)” j (x g)eix‘gf(g)d£=
f n K(x,y) i(y) dy.
R

L'hypothése sur o(x,¢{) s'écrit

J |K(XX—y)| y)dy<C$.
R"

(xer" , yer"

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

2 I '2
) |2 < k0, y) 12 wix-y) d Y),d <c2f M1 gy,
w2 (f, e s ([, 0Pzt p Il
En d'autres termes ]glzscf If'z*%o. Or %)€L1(Rn). 11 en résulte que, pour
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p/221, 'Hg‘sz/zsCﬁ”}o”T“'fP”p/Z ce qui est 1'inégalité désirée.

4. PREUVE DU THEOREME 2 :LES OPERATEURS ELEMENTAIRES.

Toujours dans 1'esprit de la preuve donnée par Caldercn et Vaillancourt du
théoréme 1, nous allons "casser 1'opérateur" o(x,D) en une série de morceaux
"presque-orthogonaux" au sens du lemme 5.

Pour étre plus clair, nous introduisons la définition suivante.

DEFINITION 3. Un opérateur lindaire T : A(R") — A'(R") est dit

"élémentaire" s'il existe un poids w vérifiant les conditions du § 1, une constante

C > 0 et une suite d'opérateurs linéaires continus T, : L2(Rn) - Aw(R"), de

k
sorte que, pour toute fonction f €. A(R™)
(M TOK) = T (T 0 ™
kE€EZ
et s gl < clllB.
kEZ w

On peut alors décomposer le théoréme 2 en deux étapes.

PROPOSITION 3. a) Tout opérateur élémentaire est borné sur LZ(Rn).

b) Pour tout symbole o (x,¢) vérifiant les hypothéses du

théoréme 2, o(x,D) est un opérateur 41émentaire.

L'assertion a) n'est qu'une paraphrase du lemme 5. Pour vérifier b), on
appelle ¢ € c°o°(R”) une fonction telle que ¢ =0 et I ¢2(£ -k)=1. Cette

fonction nous permettra de découper o(x,D) de la fagon suivante.

On écrit g(x) = [o(x,D) f}(x)=Tf(x)=(21r)"n'fneix'6 o(x,&)f(¢)d¢ =
R

Y

- ix. € 2
I fRn ™% o (x, £) 0%(£-K) £(£) dE.

On pose alors Tk(x,g) =0(x,£+k) (), onappelle T, 1'opérateur

k
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7, (x,D) et 1'on définit £ e AR") par £(6) = 0(€) £(£ +K).
On a donc (en changeant £ en £+k)

J oo™ ol 6) (e (8 at -
oikx [ L8, 8) £ (6) a6 = (2m)" X T (5 )(x).
R

ik.
2:n X k(
kEZ

On termine la démonstration gréce au lemme suivant.

Finalement T(f)(x) =

LEMME 7. 11 existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction

te AR™ ettout k€Z", on ait

(2) I oll, = cll,.
w

Admettons ce résultat ; il sera démontré dans un moment. On a alors

f”Tk“k)“in c? l>(:kallg=c2|lf!l§; enettet [ [2 = (2n)™ J, o i 12 0%(6) e
ery™ [ it 12 o*esae etaone 2l ff - il

Nous allons, en fait, démontrer le résultat suivant.

LEMME 8. Soient B une partie compacte de R" et w un poids vérifiant

les conditions (1) a (4) du théoréme 2. 11 existe une constante C > 0 telle que si

o(x,&): R'xR" 5 € est continue, nulle dés que ¢ € B et vérifie

”02 €)“ dx)_1 pour tout (x€A={O,1,2}n, 1' opérateur o(x,D):LZ(Rn)

— A w(R ) est borné et sa norme ne dépasse pas C. La conclusion subsiste dans

les deux cas suivants

3) w(x)=(1+|x|2)s, SEN, s>g et ’b%‘ bfo(x,&)’sc pour

lcxlSs et |B|SS
(4) w(x)=(1+xﬁ)...(1+xﬁ) et Ib b o £)'<C pour «= (cx ..,ocn),

B=(Bys..sB), ;=0 ou 1, BJ.:O ou 1.
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Dans la preuve du lemme 8, on peut se ramener au cas ol B est la boule
’ I3 ,S 1 (par une homothétie en §&). On écrit alors que

(5) Lo, E42km) =T (x,6)= D m(x)elJ £
k€Z €Z

En appelant <p€Co (Rn), une fonction égale & 1 sur laboule B et égale
4 0 hors de la boule 2B, on retrouve o(x,£) par o(x,£)=0(x,£&) o(£).
Finalement 1'hypothése entraine, aprés dérivation de (5)en £,

”m” < C et, a fortiori ”m ” =C.
2 2
J (1+;]]). . .(1+Jn) ’ J€Z dx)

On a obtenu la décomposition

o(x,6)= D mx) el £o(t)
J€Z

qui entrafne, en posant g(x) = l_(p D) f] (x)

I: (x,D) f:l x)= 2 mJ(X)g(Xﬂ)
J€Z

La conclusion est immédiate : g(c'-;) = (&) f( ¢) entrafne ”g” < C”t”2 ;
la norme dans A o ©stinvariante par translation et enfin les mJ.(x) fg’rment une
série normalement convergente de multiplicateurs de A .

Dans le second cas, on procede plus simplement.

On pose alors directement g(x) = [0 (x,D) t] (x) =
en™ [, ™€ o(x,6) £(£) at.

Montrer que g € H® revient & vérifier que Bg € L2 pour |Bl < s.
On commence par B =0. Alors il suffit d'employer le lemme 6. Pour le cas général,

B

la formule de Leibniz montre que 0"g est défini par un symbole

By B
ogx,8)= B —E ey Ty Poi,e).
B=B1+B, B! By

Le lemme 6 s'applique encore a ce nouveau symbole.

Le dernier cas s'obtient de fagon analogue.
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5. AUTRES RESULTATS L2 DANS LE STYLE DU THEOREME 2.

THEOREME 3. Soient n21 et N >g deux entiers, o(x,£): R"xR" » ¢

une fonction continue. Supposons qu'il existe une constante C telle que les dérivées

2% f o(x,&), prises au sens des distributions, vérifient Ibz d f o(x,&) Is C

si ‘a|SN, |B|SN. Alors 1'o.p.d. o(x,D) est borné sur L2(

R™). La méme

conclusion a lieu si 1'on suppose que Ibz bf o(x,t) !S C lorsque o= (0(1 5o .otn),

B=(B17"-7ﬁn)y “j=0% 1, ﬁ]=0%1. (*)

La preuve du théoréme 3 est identique i celle du théoréme 2, compte tenu des
trois formes que peut prendre le lemme 8.

On peut également développer une théorie des o.p.d. sur le tore n-dimension-
nel T".

On définit un o.p.d. par son symbole qui est une suite mk(x) indexée par

n

k€Z", de fonctions de L2(Tn). L'opérateur pseudo-différentiel correspondant

est donné, sur les caracteéres, par
(1) T(e™¥) = my (x) ¢’
et étendu par linéarité et densité a tout L2(’[‘n). Ceci a condition de pouvoir montrer
1'existence d'une constante C > 0 telle que
(2) > ¢ my (x) eik'x”2 =c(Z |Ck 2)1/2
pour toute suite Ck€ 82(Zn). En fait on se contente des suites ne comportant qu'un
nombre fini de termes non nuls.

Si 1'on s'en tenait 1a, tout opérateur continu T : Lz(’l‘n) - L2(Tn) serait
un o.p.d.

Le point de vue des o.p.d. sera donc différent : on cherche des conditions
de régularité portant sur la suite des mk(x), ke z" , et entrafnant la continuité

de 1'opérateur T.

PROPOSITION 4. Soient s> g un nombre réel et mk(x) une suite de

(*) Ce théoreme est dii 2 H. Cordes [24] .
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fonctions continues sur ™ vérifiant, pour une certaine constante C > 0,

”mkHHs =C.

Alors il existe un (et un seul) opérateur linéaire continu T : L2(’l‘n) > L2(Tn)

tel que T(elk'x) = mk(x) elk'x.

La proposition 4 résulte immédiatement du lemme 4.

6. AUTRES LEMMES DE PRESQUE-ORTHOGONALITE.

Comme le lecteur 1'a deviné, chaque nouvelle forme du lemme de presque-
orthogonalité donnera une variante distincte du résultat de continuité des opérateurs
pseudo-différentiels.

Nous allons examiner quelques-unes de ces variantes.
ik.xH

2

Tout d'abord on a HE fk(x) e <Z ”ka2 qui est la forme la plus tri-

viale mais n'exige aucune régularité sur les fonctions fk € L2(Rn). A 1'opposé,

1/2 si

la forme que nous avons utilisée est HE fk(x) eik'XHZ < C(s,n)(T ka“z s)
s > g On "consomme" beaucoup de régularité sur les fk mais on aHune estimation
meilleure puisque la norme 91 est remplacée par la norme 82. Un résultat
"intermédiaire" exigerait seulement un contrdle dans H° pour 0<s< g et
1'estimation obtenue serait (T “fk”l;(s))]/ P avec 1< p < 2 et une relation

correcte entre p et s.

En fait on a le résultat suivant.

PROPOSITION 5. Supposons que 1<p<2 etque s>n(1- %). Alors

il existe une constante C = C(n,p,s) telle que, pour toute somme finie

0= 24 KX o e ARY, KkeZ", onait |kl < C(EIIfk|’gs)'/p-

On d4finit d'abord q par %+ =1 puis la fonction

Ti—

w(&)=(Z (1 + | E-k '2)-sq/2)1/q. Onaalors w(¢)< C, puisque sq>n.
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nvient |2f(&-Kl<2lE (e -10] < wEe)z [ (g0 [P [ g [P/ /P
Posons gk(€) = |fk(§-k) l P14 1 £-k ] 2)Sp / 2. On a, gréce au théoreme de Plancherel,

”f”§=(2ﬂ‘"J';n lsz(e -k |2ae <

2

7. ESTIMATIONS L“ POUR DES SYMBOLES NON BORNES.

Soit o(x,£) € €”(R"x R") une fonction & valeurs complexes. Supposons
que, pour tout compact K c Rn, on puisse trouver une constante C et un entier
N tels que Ic(x,€)| < Cc(1+ 1 I3 I)N (x€K , £€Rn) et imposons des conditions

analogues aux dérivées bz d f o(x,&):

N
(1) o ofotx, o)l s, goelely P

sans préciser de conditions sur les Cy go! les N g’ («,B) € N"x N,
9 ,

On peut alors se poser la question suivante : est-il possible que 1'opérateur
pseudo-différentiel o(x,D) associé & un symbole o(x,£) vérifiant toutes ces
conditions raisonnables soit borné sur L2(Rn) sans que la fonction o(x,£) soit

bornég ? Peut-on en particulier avoir, pour tout x, sup |o(x,£) | = 400 ?

Nous allons décrire des classes tres naturelles de symboles conduisant a des
0.p.d. bornés sur L2(Rn) mais qui ne soient pas, eux-mémes, des fonctions bornées.
Si o(x,£)=m(£) ne dépend pas de x, il est presque évident que
%(

”m(ﬁ )“ o est égale & la norme de m(D) agissant sur L R"). Donc on ne
L (d¢)

peut obtenir le phénomene annoncé dans ce cas. On a cependant le résultat suivant.

PROPOSITION 6. Soient q € [2,4+=], a€LIYR") et be LYRY.

Formons o(x,&)=a(x)b(¢). Alors o(x,D): Lz(Rn) -»Lz(Rn) est borné et sa

norme ne dépasse pas (217)'n/ a Ha“ q ”b| g
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Ona 1=r<2 etl'exposant con-
jugué s est défini par % =1 1.

L'inégalité d'Hausdorff-Young est précisément que, pour toute fonction
ger”, gers et [El, < @n/slell.

Or on a I:oxD)f:I x)—ax)J1 (g)f(g)( g) =a(x) h(x) en

A

appelant h 1la transformée de Fourier inverse du produit fb.

Finatement [ £l < [Ill ], = 2mn/2/bl [kl

il < o /= = 20 el = o/ lbl] il et aonc < lal bl <
err ™/l o] o,

Voici un exemple. On pose p, = (1+ ]k | )1/2

= (1+Ik|2)2

alx)= T pkexp{-Tk |x -k |2} et 1'on choisit la méme expression pour b(§).

kez"

Dés lors le symbole o(x,£) = a(x)b(£) € C®(R" xR"™), est & croissance lente ainsi
que toutes ses dérivéesen x et £ ; ona, pour tout x, sup|0(x,£)| =+ et

cependant o(x,D) estborné sur LZ(Rn).

COROLLAIRE. Les fonctions o(x,£) appartenant au produit tensoriel

projectif LIRM ® ﬂLq(Rn) sont les symboles d'opérateurs pseudo-différentiels

bornés sur LZQRn) lorsque 2 < q< 4o,

Le lecteur au fait de la théorie des produits tensoriels topologiques peut
songer A remplacer la condition "forte" o € LYR™)® - LYR™) par la condition
"fajible" o € Lq(R")®E LIR").

Mais la condition faible ne convient pas, compte tenu du lemme suivant.

LEMME 9. Soit o(x,£): R"x R" — € une fonction continue. Une condition

nécessaire et suffisante pour que 1'opérateur pseudo-différentiel o(x,D) soit

borné sur Lz(Rn) est que le noyau Ki(x,§) = e1x.€ o(x,&) soit borné sur LZ(Rn).

Un tel énoncé peut choquer car le noyau naturel associé & o(x,D) est défini
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par K(x,x-z):(z'rr)'nj eiz'gc(x,g)dg.

RN
La preuve du lemme 9 est cependant immédiate. On écrit
I= f e(x) e*-€0(x, £) f(£) dédx pour f,g€ C(RY). Pour simplifier
R R" ()
1'écriture on pose h(£)=1(¢) et, compte tenu de la formule de Plancherel,
o(x,D) est borné sur L2(Rn) si et seulement s'il existe C tel que
1l s Nl Tl
Pour montrer que la condition "faible" o(x,£) € LZ(Rn)®€ LZ(Rn) ne convient pas,
on prend 1'exemple de

2 . N
e by g/ e L2RY 6 | LARY)

pour lequel K(x,£)= e € o(x,¢) n'est manifestement pas borné sur L2(Rn).

8. UN DERNIER RESULTAT DANS LE STYLE DU THEOREME 1.

Le "style" du théoreéme 1 est celui d'hypotheses de régularité sur le symbole,
isométriquement invariantes sous 1'action des translationsen x et §. Le

résultat suivant ne nécessite pas que le symbole soit borné.

THEOREME 4. Soient 9 € [0,1 /2] un nombre réel e¢ N > nd un entier.

Soit o(x,£): R"xR" 5 € une fonction vérifiant
2 1 ¢

(4) (JI |5 58 o(x, §T20 4 dé;>2 <cC

RxRD £ " x o

pour tout B € N tel que | B lS N ettout o€ N". Alors 1'opérateur pseudo-

différentiel o(x,D) est borné sur LZ(Rn).

Naturellement }'hypothése signifie que les dérivées b(é ? f o(x,t), prises

au sens des distributions, sont des fonctions de Lq, q= is- .
1=

Les hypotheses du théoréme de Sobolev (injection dans les fonctions continues

bornées) ne sont pas remplies quand 9 < ! et les symboles décrits par le théoréeme
2
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4 ne sont pas bornés (en général).

La preuve du théoreme 4 débute par le lemme suivant.

LEMME 10. Supposons que 0(x,£)=0 si lg IE 2 et que, pour tout

a € Nn, une constante ch existe telle que, pour q = 2 s

1-2%

(5) jﬁb‘go(x,e)lq dx d§ < C_.

Alors 1'opérateur pseudo-différentiel associé o (x,D) est borné sur LZ(Rn).

La preuve est immédiate. On fait, comme dans la démonstration du lemme 8,

une analyse de Fourier en £. Cela amene a poser, pour k€2n,

¢, ) = @n)™ fo(x, &) e ag = (2n) (1 l |2)'"J"(1-A£)” olx,t) e K& gp -

m, (x)
L —. De fagon dvidente la suite mk(x) est bornée dans LP(R™). 11 existe
(1+ 1k 2)

donc une fonction (2’ € C: (R") telle que ox,£)=( T n ck(x) eik‘g) &a(g) =
. a kE€Z
L (k]2 m ) &€ e).

kE€Z a
Nous venons d'écrire que o € L9® "Lq. Donc o(x,D) estborné sur

R").
Nous pouvons passer au cas général.
soit @€ CyR™ telleque 1= I = ©%(&-k). Ond’finit f_€AR")

R R kez" > >
par fk(g) =f(£+k) ©(&) et1'on a évidemment X ”fk”Z = Hf”z On a

g(x) = f n e+ & o(x,£) f(g) d¢ = EZ" olk-X gk(x) oli, comme dans la
R k€

démonstration du théoréme 2,
CRN ™ o(x,£+k) 0(8) T, (£) A€ = (1, (x,D) £, )(x).

Le lemme 10 fournit, pour tout B € N

lr ool s |2 |52 E "/
k2,2 <lcx|szn Jflg-kfsz go08) @ dt )

et 1'on a donc, en reprenant la preuve du lemme 8,

”gk”H(N) = IBIS}:N “bfgk(x)”2 < wk”fkllz ol
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SO S DA

|a|<2n |B|<N

Finalement ”2 olK-X g, (X)” < C(Z “gk”r N))VP ol r= 1—15 . 11 ne reste plus qu'a
observer que (T Wl “fk”r 1/P s (Z ”tk“2 1/2 (z wq)1/q puisque +

si=
[
Q=

Le théoréme 4 s'apparente au théoréme 2 mais la condition de régularité
locale en x est moins exigeante ; en revanche on demande plus sur le comportement
a 1'infini.

Dans les deux résultats, les hypotheses de régularité en x et £ sont
isométriquement invariantes sous 1'effet des translations de R"xR".

Le théoréme 4 est le meilleur possible au sens que la condition N > nd ne
peut étre remplacée par N < nd, NEN.

Voici un contre exemple pour § > 0. Onpose o(x,£)=e" 'x |2e"ix' é;a(g)
ot a(¢)=(1+ l& |2)-n/4 i:log(2+ ' 5’2):|-1/2. Le choix de a(£) permet d'avoir
J n a2(£) dé =+ de sorte que, si £ € AR"™), on obtienne
og(,D) f(x) = e(f) e” ' ¥ ou L(f) = f n a(¢) f(&) d¢ n'est pas une forme linéaire
sur L2(Rn). K

D'autre part VaenN? VB€N tel que 'B|

2 g T
|o°‘oﬁo(x 5)<c be)(1+|x| “"l l ’ ol b(£)=(1+l£|) Zm [10g(2+l£|2)_‘ 2

Onadonc b(£)eLddE) o q-= i& >2, Lecas 9 =0 esttouta fait différent
1-2

car la seule condition J]]U(x,&) Izdx d¢ < +o entraine que 1'o.p.d. o(x,D)
soit borné sur LZ(Rn) comme le montre le lemme 9.

Le théoréme 4 est donc exact (et évident) si N =% =0.

Ce contre exemple permet également de vérifier que, dans 1'énoncé du théore-
me 2, on ne peut remplacer 1'algebre Aw par une version plus fine, introduite
également par Beurling dans [2] , et dont nous allons rappeler la définition.

On désigne par  1'ensemble de toutes les fonctions continues

w: RQ,D , +® E qui sont en fait des fonctions croissantes de ‘x l et qui vérifient

24



ESTIMATIONS L2 POUR S:o

X 1. On appelle alors cﬂ; la réunion des espaces & Li pour w € Q.
R" w(x)
En d'autres termes f € b s'il existe un poids w € Q tel que

(o 11612 w(e) dg < son,
K A. Beurling a montré dans [2:] que A est une algébre de Banach et qu'elle
est contenue dans 1'algébre de Wiener A = $L1(Rn).

Pour montrer que 1'on ne peut remplacer A w bpar cette algebre Jf; dans
le théoréme 2, nous allons définir une fonction o(x,§) € CP(R"xR") et une suite
ch’ x € Nn, de constantes positives ayant les deux propriétés suivantes

(a) pour tout « € N" ettout &€ R, x- b%c(x,&) appartient a J%
et sa norme n'y dépasse pas Cy

(b)1'o.p.d. associé au symbole o(x,£) n'est cependant pas borné sur
rR").
On choisit o(x,£)=e" lx |ze'ix' £ a(g) avec a(€)=(1+ ’ €|2)-n/4’ compte

tenu du lemme suivant.

LEMME 11. Pour toute fonction g € /b(Rn), il existe une constante C > 0

telle que la norme, dans 1'algebre de Beurling J%, de e_lx'E

cOi+ | g2,

g(x) ne dépasse pas

Pour vérifier ce résultat, on utilise la caractérisation du dual de FJ

donnée par le théoréme II, page 10 de [ 2]: f appartient a ce dual si et seulement
si J.i

h(£) e A(R™), 1lanorme, dans &FA, de la fonction translatée

If ’2 dx < Cc(1 + r'n)1/ 2 pour une certaine constante C. Dés lors, si

h(g-¢,)

xISr

(1+|€o|n)1/2

est majorée par une constante indépendante de Eo'
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9. CONVERGENCE DES SERIES DE FOURIER ET O.P.D.
11 serait impossible de clore ce chapitre sans citer une conséquence inattendue
du théoréme de Carleson sur la convergence presque siire des sommes partielles des

séries de Fourier des fonctions de L2(0,21r).

THEOREME 5. 11 existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction

2y 0y 2
o(x,£) € AR®) vérifiant j |—0(x,€) |d£ <1, lanporme sur L%R) de
-0 dE

1'o.p.d. o(x,D) associé ne dépasse pas C.

On utilise, dans la preuve du théoréme 5, le résultat suivant.

LEMME 12. 11 existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction

f € A(R), onait, en posant S*f(x) = sup lJu eixe f(¢) dg I, ”S*f”2 < C”f]
o

uER 2

Dans le cas ol R est remplacé par [0,2#] , le lemme est d(i 2 R. Hunt.
P. Tomas et C. Kenig ont montré dans B9:| comment passer de [0,217] a R.
Revenons au théoréeme 5. Si  f € A(R), on a, en posant

S(u,x) =Ju eixl;' f(&) d¢, u€ER, gx)= 277[0(x,D) t](x) = J+°°S(u,x) Sbﬁ o(x,u) du.
[o] -0

-00
D'ol lg(x) | < sup 'S(u,x) 'j '-g—u o(x,u) [du < S*f(x). Alors la continuité sur
ucR -0

2 découle du lemme.

Naturellement ceci n'est qu'une paraphrase du théoréme de Carleson. Le
théoréme 5 se situe dans le cadre de ce chapitre puisque les hypothéses faites sur le
symbole sont isométriquement invariantes sous 1'effet des translationsen x et ¢£.

Remarquons enfin qu'aucune régularité en x n'est nécessaire : en revanche
la condition en £ est de nature globale et non plus locale. Cette observation
s'applique aussi au théoreme 4 : on peut, pour obtenir un résultat LZ(Rn), compen-

ser le manque de régularité en x par des hypothéses de nature globale en §£.
Enfin la conclusion du théoréme 5 s'applique également si L2(R) est rempla-
cé par Lp(R), 1<p <400,
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CHAPITRE II

ESTIMATIONS L2 POUR LES CLASSES EXOTIQUES

Nous avons, au cours du chapitre I, donné un ensemble de résultats sur la
continuité L2 d'o.p.d. définis a 1'aide de symboles o (x,£) appartenant a certai-
nes classes C de fonctions. D'un énoncé a 1'autre, la classe C changeait mais
dans tous les cas, C était définie par des conditions métriques invariantes par
translationsen x eten £.

Le rdle joué par le groupe des translations s'explique par 1'observation
suivante : si un symbole o(x,£) conduitauno.p.d. o(x,D) borné sur L2(Rn),
de norme C, alors pour tout X, €R" et tout 60 € Rn, le symbole
(T(x+xo , §+§0) définit un o.p.d. T7(x,D) borné sur LZ(Rn) dont la norme est

égalea C.

Nous allons maintenant vérifier que le groupe des homothéties (ou dilatations)

a également une action tout a fait remarquable sur les symboles des opérateurs

pseudo-différentiels. Cette action est décrite par le lemme suivant.

LEMME 1. Si un symbole 0 (x,£):R"x R" —» € conduit & un o.p.d.

o (x,D) borné sur Lz(Rn), alors pour tout T > 0, le symbole
7(x,£)=o(Tx , T7'¢)

définit un o.p.d. T(x,D) borné sur L2(R") et les normes de o(x,D) et de

7(x,D) sont les mémes.
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La vérification est trés simple. Désignons par Hp: AR > AR

1'opérateur défini par HTf(x) = f(’,—;). On a alors

(1) 7(x,D) = HZ. 0 0(x,D) o H

T T

car (2m)" [‘T(X,D) f} (x) = fei"~'3r(x,g) £(£) dE =

~

Je S arx, 1l ) ile)ag = [T E o(rx, ) T Te) at -

J'eiTx.g 0(Tx,£)(HTf)A(€)d£ - (2n )" H:r1 {o(x,D) [HTfJ}(x).

Or la norme de H, sur LZ(Rn) est Tn/ 2

on a donc “T(X,D)“ < ”o(x,D)H en désignant par ” H la norme de 1'o.p.d.

, celle de H,;T est T—n/2;

agissant sur LZ(Rn).

Naturellement, on peut échanger les rdles joués par 7 et o et 1'on obtient
”cr(x,D)” < ”T(X ,D)“ ; et 1'égalité annoncée en découle.

Au niveau de 1'analyse de Fourier, 1'action du groupe des dilatations (ou
homothéties) est décrite par la théorie de Littlewood-Paley dont nous allons rappeler
les grandes lignes (elle sera reprise en détail au chapitre IV).

Au lieu de faire agir sur R" 1e groupe de toutes les homothéties, on se
restreint au sous-groupe discret A des homothéties dyadiques c'est-a-dire de
rapport 2j, jE 2.

Des lors il existe une partition de R\ {0} en "couronnes dyadiques"

I‘j = {£»€Rn ; A< |£ |< 2j+1} , JE€Z, et A opeére de fagon simplement transitive
sur cette partition.

En dimension 1, I“J. est la réunion de deux "intervalles dyadiques' et, pour
toute fonction f € L2(Rn), on définit fj € LZ(Rn) par Ej(ﬁ) = f(g) si €€1“:i ,
fj(g) =0 sinon.

Le théoréme de Littlewood-Paley ( EM] ) prend, en dimension 1 la forme
suivante : pour tout p € ] 1,400 I: il existe deux constantes positives Cp et C!'

p
telles que, pour toute fonction £ € L2 N LP on ait

28



<l 241/2 \
@ el = 10 oo 2921, = ),

Cet énoncé est faux en dimension supdrieure car Ch. Fefferman a montré que
la simple inégalité ”fj”p < C;')”f”p est inexacte si p # 2 : la fonction caractéristi-
que de la boule n'est pas un multiplicateur de FLP si p#2.

On a cependant un substitut ot 1'on utilise, au lieu du découpage "brutal"
décrit par la partition I‘J., un découpage "adouci" obtenu par une partition dyadique
de 1'unité & 1'aide de fonctions C".

Il est aisé de construire une fonction ¢ € Cooo (R™), positive ou nulle, portée
par % < ‘ I3 |s 1, ne dépendant en fait que de | £ ] et telle que 1= Jrzz ¢(2'j£)
si & #£0. )

Dés lors on définit fj par fj(g )= <p(2'j£ ) fA(E) ’ et (2) est vraie en toute
dimension.

Nous venons de décrire sommairement les idées et les méthodes qui seront

systématiquement utilisées dans ce chapitre.

1. DEFINITION DES CLASSES EXOTIQUES ET ENONCES DES RESULTATS

DE CONTINUITE LZ.

La définition des classes S% 5 et la démonstration du premier résultat de
’

continuité (m=0, 0 <0 <p < 1) sontdues a Hsrmander, Kumano-go et

Unterberger ( [35] , [43] , [52:] ).

DEFINITION 1. Une fonction o € €”(R"xR") appartient & sg‘ g s'il
T ————— ,

existe une famille Coc g’ cx€Nn, g€ N"  de constantes positives telles que, pour
’

tout x€R" ettout & €R" onait

(3) lbz bfo(x,g)' SCG,B“ +le |)m-plocl+5lﬁ"
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m m
. 1 2
< > >
Naturellement si P, < p,, 61_62 et my =m,, Sp1,81 Dspz’sz'
de sorte que le théoréme de continuité de Hormander est une conséquence du théoréme

de A. Calderdn et R. Vaillancourt suivant.

THEOREME 6. Soient $€ [0,1 [ un nombre réel et o : R"xR" — € une

fonction continue dont les dérivées bz bf o(x,&), prises au sens des distributions,

5’8}-?3!0(’

vérifient

lo‘gofo(x,e)l sc(1+1£ )

si o< lal<2(flen et o< [Bl<2m ob men, m(1-8)2Zn.

Alors o(x,D) est borné sur L2(Rn).

Le lecteur a observé que A, Calderén et R. Vaillancourt se souciaient déja de
trouver les hypothéses minimales de régularité entrafhant la conclusion désirée.

Ensuite E. Stein a montré, en reprenant la méthode de Calderén et Vaillancourt
que le nombre de dérivées nécessairesen x et £ pouvait étre ramené & 2n.

La méthode utilisée est la décomposition de 1'opérateur o (x,D) en morceaux
presque-orthogonaux auxquels on applique le lemme de Cotlar,

Dans [:38] , Cordes et Kato emploient une approche entierement différente.

Nous allons vérifier que la théorie de Paley-Littlewood donne ici des résultats
beaucoup plus précis que le lemme de Cotlar et fournit les énoncés les meilleurs

possibles.

THEOREME 7. Soient n=1 et N >g deux entiers. Supposons que

o(x,€&) et toutes les dérivées bzbfc(x,g), IalsN, IB’SN, soient

continues sur R"x R" et vérifient
(4) lbgbfc(x,g)lgc(1+l£[)6(|)3|-'<x’)

ol 0= <1 et C>0 sontdeux constantes.

Alors o(x,D) est borné sur LZ(Rn).

Avant de démontrer ce résultat, nous allons vérifier qu'il est optimal au sens
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suivant : la condition N > g ne peut y étre remplacée par N = g

Si le théoreme 7 était vrai quand N = g, le théoreme du graphe fermé
entrafnerait la conséquence suivante : "il existe une constante C > 0 telle que
pour toute fonction o € C”(R" x Rn), les indgalités 1 bg d f o(x,¢) I <
1+ | 6[)6( J B|— lot | ), ch |s g, lﬁls g, impliquent que la norme de o(x,D) sur
LZ(R") ne dépasse pas C".

Pour montrer qu'il n'en est pas ainsi, on se restreint a des symboles o(x,£)
portés par la couronne dyadique 2:i = | 3 IS 2:i+1 . On a donc, par hypothese
|bz bfc(x,ﬁ) IS c 2j6( "BI' l(xl) si |(xls g, ’BISS et la norme de o (x,D)
opérant sur LZ(Rn) ne devrait pas dépasser C.

On procéde alors a un changement d'échelle en posant 7(x,£) = 0(2—)}8,2:;6 £).
Gréce au lemme 1, les normes d'opérateurs de 7(x,D) et o(x,D) coincident sur
L2(Rn). Ensuite on a ‘bz bf 'r(x,g)’S c si Ic& [S g et IBIS g et enfin

2(1-8) < [ ¢ < p30-BH1

7(x,£) est porté par la couronne que nous appellerons

Q..
J

Les estimations vérifiées par 7 étant invariantes par translation, il
résulterait de tout cela que pour toute fonction 7(x,¢) € c;° R"xR"), les inégalités
‘bq bf T(x,€) JS c pour I(X IS g , IBIS g entraineraient que la norme d'opéra-
teur de o(x,D) ne dépasse pas C. En effet, par une translation convenable en

£, on peut toujours se ramener au cas ot T(x,£) est porté par Qj.

Finalement un simple passage a la limite donne c,o(E) w(l—f) T(x,£)>1(x,¢) si
K3+, ¢ € C: (R™), ©(0)=1 et permet de réduire le cas général au cas des
symboles a support compact.

Pour résumer, nous venons de démontrer que si le théoréme 7 était vrai quand

N = g, il en serait de méme du théoréme 3 du chapitre I ; ce qui n'est pas.
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2. PLAN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 7.
On utilise d'abord la décomposition dyadique de 1'identité 1= (po(g) +
0o .
T o273¢) ob ¢, € Cz(Rn), Q€ C:(Rn) et support ¢ c {% < |g|s 1} pour
o

écrire

(5)  o(x,£)=0(x,£) 0 (£)+ T alx,£) (278) = 7 (x,6) + T ox,£).
o o

Cette décomposition spectrale du symbole est exactement dans 1'esprit de la théorie de
Littlewood-Paley.

L'opérateur ’TO(X,D) est borné gréice au théoréme 3 et il en est de méme
pour chacun des opérateurs cj(x,D) pris isolément ; car les symboles
Uj(').(_ s 2j6 &) vérifient les hypothéses du théoréme 3 et 1'on applique le lemme 1.

11 reste a montrer que les opérateurs cj(x,D) sont, en un certain sens que
nous allons préciser, presque-orthogonaux.

A cet effet, on construit, par une analyse spectrale en x, la décomposition

oj(x, &)= ;j(x, £) + pj(x, £) qui jouit des propriétés suivantes

(6) z ”pj(x,D)”SC
=0

(7) pour toute fonction f € LZ(Rn), les fonctions g. =0.(x,D)f sont orthogona-

(=]
les dans L2(Rn) et vérifient T ”gJIE <C Hf”é
o

Dés lors le théoreme 7 est démontré,
La construction des opérateurs G'j(x,D) et pJ.(x,D) nécessite de préciser
le théoréme 3 en introduisant des classes de Lipschitz dont nous allons rappeler la

définition et montrer le rdle.

3. LES CLASSES DE LIPSCHITZ ET LE THEOREME 3.

Soit m> 0 un nombre réel n'appartenant pas a N. On définit Am(Rn)
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de la fagon suivante : si 0<m<1, f€ A m(Rn) signifie 1'existence d'une cons-
tante C telle que ’f(x) IS C et It(x+y) - f(x) l <C |y ’m pour tout x€R"
ettout yeR". Si m>1, onécrit m=q+r ol geN et 0<r<1. Alors
feA, si toutes les dérivées 0% telles que Ioc Is q= I:m] appartiennent a
Ar ; il revient au méme d'exiger que f soit bornée et que o % e Ar quand
lal=aq.

De fagon classique les fonctions lipschitziennes sont caractérisées par des

propriétés de "meilleure approximation par les fonctions basse-fréquences". Plus

précisément on a la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Soient f:R™ € une fonctionet m>0, m&N un

nombre réel. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(8) €A,
(9) f=g0+2f:i
o

oll go(g) est portée par ’€’S1, fj(f-,') est portée par %Z]S ’&‘SZj et ol

-mj ‘ . ) .
J (1es transformfes de Fourier étant prises au sens des

”gon =C, ”fj”oo < cC2
distributions) ;

(10) il existe une constante C > 0 telle que, pour tout T = 1, on puisse trouver

une fonction g : R" 5 € vérifiant Hg”oo < C, support é c { ‘ g‘s T} et

e - gl < ™,

Cet énoncé est classique ( [45:’ ).

Pour la commodité du lecteur nous allons cependant rappeler comment la
décomposition (9) est obtenue.

On utilise la décomposition dyadique de 1'identité 1= (po(g) + g (p(2'j£)
présentée au, §3. Il suffit de poser Ej( £)= go(Z'jﬁ ) f(g) comme dafls la théorie
de Littlewood-Paley.

Nous aurons besoin du corollaire suivant.
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COROLLAIRE. Soient m, > m, > 0 deux nombres réels qui ne sont pas des

entiers et f € Am . Alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
2 R m,-m
R=2 1, onpuisse écrire f=g+h 92 support g { lg ls R}, ”h“A < CR e
m
1

et “g”A s C.
m

2
Deplussi ¢ € C::(Rn) est égale & 1 au voisinage de 0, on peut définir

g par g(&)=o(f) f(6).

Naturellement on peut se limiter au cas ol R = 2) et il suffit alors de prendre
_ _ . Vo .
g=g,+ fo + f1 Fooot fJ. et h= fj+1 + fj+2 +... Ce choix est d'ailleurs compatible
avec la derniére assertion du corollaire.

L'emploi des classes de Lipschitz permet de mieux cerner 1'indice critique g

dans le théoreme 3. Ona

THEOREME 8. Soient m > r2_1 un nombre réel qui n'est pas un entier et

N > g un entier. Soit o(x,§): R"xR" 5 € une fonction continue telle que

x-»béo(x,&)e Ay pour ’a‘SN et pour tout £ € R", avec une norme ne

dépassant pas C. Alors1'o.p.d. o(x,D) est borné sur L2(Rn).

La preuve du théoréme 3 s'applique mot & mot a condition d'avoir démontré le

lemme suivant.

LEMME 2, Soient N > 2 Unentieret m>m'>0 deux nombres réels. On

2
suppose que m n'est pas entier. Soient C1 et C2 deux constantes positives.
I1 existe une constante C3 telle que, si o(x,&): R"xR" 5 € est une fonction

continue, nulle si |£ ‘2 Cyr

tout £ € R fixé et pour lcx ’S N, ceci avec une norme ne dépassant pas C2,
2

telle que x » bz o(x,£) appartienne a Ay bour

1
alors o (x,D):L" » H™  est borné et sa norme ne dépasse pas C

3¢

1
u™ désigne ici 1'espace de Sobolev usuel.
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Pour le voir, on applique la proposition 1 & o(x,£) regardée comme
fonction de x. On obtient la décomposition
(oo
O'(X, g) = ao(xy E) +Z bj(xy E)
o
oll le spectre (en x) de ao(x,g) est porté par |u IS 1, celui de bj(x,g)
étant porté par la couronne Aj = {-31- d< lu IS 23}.
Appelons KJ. € AR™ 1e noyau dont ©(27) £) est la transform?e de
Fourier ; alors bj(x,g) = J n o(x-t, &) Kj(t) dt. Cette formule intégrale permet de

R .
vérifier que |b°‘£ bj(x,!;') ‘S c2™™ g4 'oc 'S N.

Posons g.(x) = Ielx'g b.(x,&)f(£)d¢. Le spectreen x de
. J J ~ . .
K e1x.£ bj(x,éj) appartient a la couronne élargie AJ. = {-Cﬁ% 2 < Iu ’S ZJ+C1}
et il en est de méme de celui de gj(x).

Par ailleurs 2™ bj(x, £) etsesdérivdesen £ d'ordre auplus N sont
bornés par une constante C3. Puisque ce symbole est nul si | E‘ > C1 , le lemme
6 du chapitre I s'applique et 1la norme de 2Jm bj(x,D) sur L2(Rn) ne dépasse pas
C 4

On a donc ng”Z =C 42"Jm”f HZ et le spectre de gj est contenu dans la

couronne dyadique KJ 11 en résulte aussitdt que ngHHm, < C523(m‘_m)HfH , et

le lemme en découle.

4. DETAILS DE LA PREUVE DU THEOREME 7.
On reprend la formule (5) du § 3. Le terme TO(X,D) est borné sur
L2(Rn) gréce au théoreme 3.
Posons sj(x,l-j) = O'j(—x—' , 26j€). Alors Ibo‘ bfsj(x,€) |s C si Ia‘s N
2% :

et fﬁls N. On pose =70 23(1'6) et 1'on applique la décomposition

décrite par le corollaire de la proposition 1 avec S <m'<m<N, On obtient
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sj(x, &)= 'é'j(x, £+ rj(x, £) avec les propriétés suivantes :

(1) x9 b‘é '§;i(x,£) appartient a Am(Rn) si lo& IS N et sa norme n'y dépasse
pas C ;

(12) 1e specire de x » gj(x, £) est contenu dans Iu Is 1% 2j(1'8) ;

(13) x» bz r'j(x,ﬁ) appartient 4 Am,(Rn) si Ia ls N et sa norme n'y dépasse

(1 .
pas c2i(! 6)(m'-m)
Finalement on pose a'j(x,g) = %(ZSJX " __E_) et pj(x,g) = rj(ZSJx , £ ).
58] 28]
On a oj = O;j + pj. Compte tenu du lemme 1, les opfrateurs rj(x,D) et
p.(x,D) ont la méme norme sur Lz(Rn). Le théoréme 8 et (13) montrent que

J

(o]
z HpJ.(x,D)H < 400 ; 1la norme est la norme d'opérateur de L2(Rn).
o

Posons enfin (27)" g,(x) = 'fe“-g o”j(x,g)f(g)dg - Jg.'eix'gc‘}'j(x,i)fj(g)dg

, . . A i)
avec A:i = {% 2 < ! £|S 23} et fJ.(&) =f(€) xj(g), x;i étant la fonction caracté-

ristique de Aj .

Lorsque £ € Aj’ le spectre de x » euc.E G'j(x,g) est contenu dans la

‘ . g 1 1, 5 14 5]
* L <1+
couronne élargie Aj définie par (3 7 0) 2V < l 3 ’_ (1 1—0) 29, Ces couronnes

1/2.

sont quatre a quatre disjointes et il en résulte que ”g gj(x)“2 <4 ng”g)
o

Toujours en vertu du lemme ' et du théoreme 8, on a H('Ivj(x,D)H <C et

ng"Z < CHfj”Z‘ Or le théoréeme de Plancherel donne EHfng = (21T)n”fH§ et

g, < cll,.

5. LE CAS DES SYMBOLES CLASSIQUES.
Deux conceptions existent pour définir les symboles classiques. Au niveau des

p

estimations L2 , LY ou Lipschitz ces deux conceptions conduisent a des résultats

tellement différents qu'il importe de préciser trés soigneusement les deux points de vue.
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Les pionniers (Giraud, Calderdn et Zygmund) ont imposé aux symboles o (x,£)
définissant les o.p.d. des conditions extrémement précises : £ —» 0(x,£) doit étre
homogene de degré s et indéfiniment dérivable dans R\ {0} ; et ceci, uniformé-
ment par rapport & x. C'est-a-dire que, si l& ‘= 1,

(14) 250, 0) | =c,.

Un des résultats principaux de la théorie classique est alors que, pour un symbole
o(x,£) homogeéne de degré O et vérifiant (14), o(x,D) est borné sur L2 et
tous les Lp, 1<p <+,

Aucune régularité en x n'est nécessaire.

Rappelons comment ce résultat remarquable est obtenu. Sur I 3 i= 1, on
développe ¢ — 0(x,£) en harmoniques sphériques et 1'on obtient, compte tenu de
(14),

oo
(15) o(x,£)= T X, a(x)H,(&) si ’g l =1 et
PR I Ml

- 3
(x,£) = I, a(x)H (=)
7 o] JaJx J-’?I-

dans le cas général ; Hj(g) est une harmonique sphérique de degré j normalisée
par ”HJ” 2, et = 1, )‘j est une suite de nombres complexes a décroissance
rapide et )”aj|'°° = 1.

Deés lors les résultats de continuité sur L2 (par exemple) sont essentielle-
ment trivaux ; ils se ramenent a 1'observation banale suivante : si le symbole o (x, £)
définit un o.p.d. o(x,D) borné sur L2(Rn), de norme < C, il en est de méme
pour le symbole a(x)o(x,£) lorsque “a”oo <1.

On obtient de méme les estimations LP (1 < p < +) ou les estimations de
Lipschitz.

Une conception différente est due a Hérmander. La condition d'homogénéité
en ¢ est remplacée par les conditions de décroissance a 1'infini des dérivées
successives bz d f o(x,£&) qui découleraient de 1'homogénéité.

Plus précisément o € S? o Sipour tout couple (a,8) € N"x N, on peut
’
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trouver une constante Ca B telle que, pour tout x € R" et tout £ e R on ait
,

(16) |oZofo(x,£)|sca’B(1+ \gi)'[“l.

11 n'est évidemment pas nécessaire d'avoir tant de régularité en x pour que
o(x,D) soit borné sur 1.2 ousur LP, 1<p<i4. Mais cette fois il est
inexact que o (x,D): L2 —_ L2 soit borné sous la seule condition que

(17) Iozo(x,g)lsca(1+lel)'|°‘|

qui, en un sens est 1'analogue de celle écrite pour les symboles homogenes.

Les conditions les plus faibles possibles sont plus précises que (17), moins
que (16) et sont décrites par le théoréme 9 suivant dont nous indiquons d'abord les
notations.

Nous appellerons module de continuité toute fonction w : [0,+°° [—» E0,+oo I:
qui est continue, croissante, concave et telle que w(0)=0. Les cas typiques dans

la suite seront w(h) = h6 si 0<§5<1 et wh)=Qog :—;)-S , 0<§, pour
1
<hs
0<hs 5-
Cette fonction w permettra de mesurer la régularité minimale en x d'un
symbole o (x,£) "classique en £" ; la régularité minimale est celle permettant

d'obtenir des estimations Lz.

THEOREME 9. Soient « un module de continuité et Zw 1'ensemble des

fonctions continues o (x,£) : R"xR"™ » € telles que, pour tout « € N7, il existe

une constante ch pour laquelle on ait
|o‘f§‘0(x,£)’ s c (1 clely o]

[l

et 'bzo(x+y,€)—O%U(X,€)|SCaw(]yl)(H,E')— .

Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes

(18) z [c-u(z‘j):]2 < 4o

(19)  pour tout symbole o (x,£) € Ew, 1' opérateur pseudo-différentiel associé

o(x,D) est borné sur LZ(Rn)
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(20) pour tout symbole o(x,£) € Ew ettout p € ] 1,400 E 1'opérateur pseudo-

différentiel o(x,D) est borné sur LP(R™)

(21) pour tout symbole o(x,£)€E Z W’ 1'opérateur pseudo-différentiel o (x,D)

est continu de H1(Rn) dans L1(Rn Y ; ici H1(Rn) désigne 1'espace de

Hardy généralisée.

)

Avant de démontrer le théoréme, donnons quelques exemples : si wh)=h",
1

P i
(log )
(18) est vérifiée si et seulement si 9 > 2 ; le fait que § > 1 suffise pour obtenm

$ > 0, (18) est évidemment satisfaite. Mais on peut aller plus loin. Si w(h) =

(19), (20) et (21) avait d*ja été observé par Mossaheb et Okada dans E‘S ] .

Nous allons d'abord expliquer pourquoi (18) est nécessaire pour obtenir la
continuité de o (x,D) dans les divers espaces fonctionnels.

Nous supposons que ; w2(2—j) =+ et posons, pour abréger, wj = w(2~j).

Le contre-exemple est1 présenté en dimension 1. Lecas n> 1, tout A fait
semblable, est laissé au lecteur.

On appelle (&) € C (R) une fonction égale & 1 sur 1'intervalle

[3 , ; et dont le support est contenu dans 1'intervalle [_5 3:[ ; on pose
olx,£)= T w; o2 J £) exp(-i2x).

Noﬁs allons d'abord vérifier que o(x,£) € Z‘w. Naturellement, pour tout
couple (x,&) fixé, il y a, au plus, un terme non nul dans cette somme.

D'autre part les fonctions m.(x) = wjexp(-iij) vérifient, uniformément en j,

’m (x+y)— m(x)l < w( |y|)

Ona d £ Yo(x,t)= ZJ w 2~ (2'j£) exp(-iij) et dans cette somme, un
terme au plus n'est pas nul celui ol 3 2‘] < &< 3 ZJ Alors Ig ' et 2j sont
du méme ordre de grandeur et il en résulte que o(x,&) appartient 2 Ew.

Pour voir que ¢ (x,D) n'est pas borné sur LZ(R), on appelle ¥ € A(R)
une fonction, non identiquement nulle ; on note % la transformée de Fourier de ¢

et 1'on suppose que le support de ¢ est contenu dans % , g
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N .
Pour tout N2 1, on pose tN(x) =(Z ‘yj exp(i2x)) ¥(x) en choisissant
5 N L ®
‘yj cét de sorte que T wj 'y:i 2+ avec N ; c'est possible puisque X wj =400,
1 1
La transformée de Fourier de tN est

"~ N -~ .
(22) fN(8) = 2708 -2));

les fonctions qui composent cette somme ont des supports disjoints et il en résulte que

- N
ligll - @y 2l - ez 1 12 sc.
D'autre part g (x) = (217)'1"reiX€ o(x,g)fN(g) d¢ =

N . . . .
z (2n)" w5 felxg o@Jg) e X y(¢ - 2y dt ; puisque ©(273E)=1 surle
=

J
support de P (& - 23), cette derniére intégrale vaut 27y (x).

N
Onadonc g, =(Z w,¥y.)y etilestclair que ”g ” >+ avec N.
N 1 J] N'2

En ce qui concerne le fait que la suite f’N est bornée dans LP , 1<p<-+o,
il suffit d'appliquer le théoréme de Littlewood-Paley [44]car‘ (22) est 1la décomposition

de fN en blocs dyadiques.
km+2m | N 12 1/2

Enfin ( ’Eyj exp(iZJx)l dx) <=cC.

2 1

km
Puisque ¥ est a décroissance rapide, il en résulte que ”fNH1 =< C1 . Par ailleurs

f., est portée par [O , +00 l: Il en résulte aussitdt que f,, appartient & H1(R),

N

1'espace de Hardy usuel et que sa norme n'y dépasse pas C

N

1
Nous venons de vérifier que (18) est nécessaire pour obtenir (19), (20) et (21).
11 s'agit maintenant de montrer que (18) est suffisante pour avoir (19), (20)

et (21).
Nous allons, a cet effet, décomposer le probléme en deux étapes en introduisant

les "symboles réduits".
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6. PLAN DE LA DEMONSTRATION DE (18)=(19) ET DEFINITION DES

SYMBOLES REDUITS.

Avant de nous attaquer aux symboles généraux o € Ew, nous allons étudier

les "symboles réduits".

DEFINITION. Nous dirons que o(x,£) € Ew est un symbole réduit s'il

Nous commencerons par prouver la proposition suivante :

est borné et sa norme ne dépasse pas C2 .

existe une constante C1 , une fonction ¢ € C:(Rn) et une suite mJ., j= o0,
fonctions continues sur R telles que
[ .
(23) o(x,8)= T mj(X) e(279¢)
o
et que
(24) ”mj(X)|L,0 sc,
(25) ) - molll, < cq wtlyh)
(26) ©(£) est portée par % < I €l$3
(27) |OZ¢(€)’ =C, pour |cx|5n.

et toute constante C1 ettout p€ ] 1, 4+ [, il existe une constante C2 telle

que, si le symbole o(x,£) vérifie (23)‘3(27), alors o(x,D): LP(R™) » LP(R™)

de

PROPOSITION 2. Pour toute fonction w vérifiant (18) et tout entier n 2 1

Nous définissons la norme d'un symbole réduit comme la plus petite constante

C, figurant dans (24), (25) et (27). On a alors, pour compléter la preuve du

théoreme 9, le résultat suivant.

PROPOSITION 3. Tout symbole o(x,£) vAérifiant les hypothéses du théoreme

9 est une somme normalement convergente de symboles réduits.
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7. DETAILS DE LA DEMONSTRATION : LE LEMME DE PRESQUE-ORTHOGO-
NALITE.

PROPOSITION 4. Soit w : [O,+oe [—» [0,+°° [ un module de continuité tel que

T w(279) < 4eo,
(e}

1

fonction continues telles que

Soient C. une constante positive et mJ. R 5 C, j=0, une suite de

(28) ”mj(x)”oo <C, pourtout j=0
(29) Hmj(x+y) - mj(x)Hoo = C; |yl) pour tout y € R" ettout j= 0.

Alors il existe une constante C2 ne dépendant que de C w et n

41’ _—

telle que, pour toute suite de fonctions fJ. € A(Rn) vérifiant

(30) support fAj c {% 2 < lg 's B.Zj},
on ait
- ol [1241/2
(31) [ Z myx) 0l = ¢y z 272
Plus généralement, pour tout p € :] 1,40 l:, il existe une constante C3
telle que
2 s 2,1/2
(32) I m e ooll) < cyllcz e 15721

o o

La signification intuitive de la proposition 4 est claire. Les fonctions mj(x)
[+

au lieu d'étre constantes sont trés plates et il en résulte que la somme T mj(x) fj(x)
au lieu d'étre composée de termes orthogonaux est composée de termes pgesque-
orthogonaux.

La encore la proposition 4 est une amélioration décisive du lemme de Cotlar
dont 1'application nécessiterait 1' hypothése OEO w(2'j) < 400 ; néanmoins 1'esprit de
la proposition 4 est trés proche de celui du le;:me de Cotlar.

La preuve de la proposition 4 dépend du résultat classique caractérisant les
classes de fonctions ayant un module de continuité donné par des propriété de "meilleure

approximation par les fonctions basse-fréquences".
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Nous énongons et prouvons ce lemme pour la commodité du lecteur.

LEMME 3. Soit f: R" + € une fonction continue telle que Hf“oo =< C1 it.

ey - 10l < ¢ wily .

Alors il existe une constante C2 (ne d4pendant que de C1 et n) telle que,

pour tout T 2 1, on puisse trouver une décomposition

(33) f(x) = g(x) + b(x)
ol Hg”w <C, et support gc {lg |< T} et
(34) lbll,, = ¢, wir™).

La partie g est 1'approximation "basse fréquence" de la fonction £(x) ; la
qualité de cette approximation est de 1'ordre de grandeur de w(T_1 ).

La preuve du lemme 3 est immédiate. On choisit une fonction K € /.')(Rn)
telle que IA<(O) =1 etque IA{(!;') =0 quand !6 |> 1.

On pose K(x) = TK(TX), g= Kp+f et b=f-g, desorte qu'il suffit
de prouver (34).

On écrit b(x) = f [f(x) - f(x—t)] KT(t) dt etl'ona
”b”°° < c“fw( ’t |)T" IK(Tt) | dt = C, S w(-tT—) ’K( t) ’dt. La concavité de 1a fonction
w et sa croissance entrafnent w(—,;—) < (1+ 't l) w(’ll‘)' L'inégalité (34) résulte
alors de la convergence de 1'intégrale I n 1+ ’t |)| K(t) ‘dt.

Retournons 2 la proposition 4. K

On écrit mJ.(x) = gJ.(x) + bj(x) ol ”gj”oo < C,, Support éj c {| gls % Zj}
et HbJ.Hoo <c, w(f:l') <6, w2,

Cette décomposition permet d'écrire

CZ,T mj(x) fj(x) = :)Eo gj(x) fj(x) + f bj(x) fj(x) = A(x) + B(x).

La spectre du produit fjgj est contenu dans la somme algébrique des
spectres de f:i et de g ; c'est-a-dire dans %2j < |£ IS 4.2j.

Les termes de la somme A(x) d'indices j € 5N sont donc deux i deux
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orthogonaux. Il en est de méme des termes d'indices j€ 5N +r quand r =1,
r=2,r=3 et r=14,

Finalement ”\"2 < 5( ;Hfjgj“g)v 2 =< ( OEO ||fj”§)1 /2. Pour évaluer ”BHZ’
o o o
on emploie 1'estimation triviale “8”2 < :gHijoo”fjHZ < ( :; HfJ.”é)l/?( E”bj”iﬂ/&
oo oo .
C'est alors qu'on utilise 1'hypothése sur w: X ”bJ”i < C2 z w2(2'J) < C'2.
o o

Il reste & examiner le cas de la norme LP , P#2, pE€ ]1,+oo [
Naturellement 1'organisation de la démonstration est identique et il suffit de

prouver les deux inégalités

ot = 2,1/2
(35) I T b0 fj(x)”p < cpll( z |fj(x)l ) Hp
et

- - - 2,1/2
(36) I  gx) fj(x)”p _cpH(§ lfj(x)l ) llp.

En ce qui concerne (35), on observe tout simplement que

12,00 £.00 < 12 6.0 127202 100 112 < c( B e |27/,
o 3% o o 3 o

11 suffit alors de prendre les normes P,
La preuve de (36) est plus subtile.

La encore, le spectre du produit fjgj est contenu dans la couronne dyadique

% 2j < l £ IS 4.2j. On appelle P € C:(Rn) une fonction égale a 1 sur la couron-

7< le|<s.

Nous allons grouper les termes de la somme A(x)=Z gj(x) tj(x) de 7 en 7 ;

ne %S Ig |S4 eta O hors de
(-]
o
si r=0,1,...,6, onpose Ar(x) =2 gk(x) fk(x) avec k=r (mod7). Les
k
termes fkgk sont alors les "blocs dyadiques" de la décomposition de Littlewood~
Paley de la série de Fourier de Ar(x). En d'autres termes, si 1'on définit Z\k
A —k ~ . X
par Ak(g) =y9(7°¢) Ar(g), on a, en fait, Ak(x) = fk(x) gk(x). Cette petite

gymnastique n'avait pas d'autre but que de montrer que 1'inégalité de Littlewood-

Paley s'applique a une somme telle que T gk(x) fk(x), k=r (mod7) pour donner
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Inglly = cpllm a0 1,60 A2 < il o0 321, 5 cgllcs o 25721

Nous examinerons plus loin 1'analogue de la proposition 4 dans le cadre de

1'espace de Hardy généralisé H1 .

8. DETAILS DE LA DEMONSTRATION : LES SYMBOLES REDUITS SONT
BORNES SUR LP, 1<p< 4w,
Nous nous proposons de démontrer la proposition 2.
si fe€AR"), on définit fj eAR" par fj(g) = f(g) w(z'jg) ;©
vérifiant les condiotoions (26) et (27). Alors pour toute suite wj € {-1 ,1}N la
fonction m({)= Z w, <p(2"j £) est un multiplicateur de  FLP(R™). De plus la

J
o
norme de m(£) ne dépasse pas C, = C2(C1 ,n,p) ; le résultat que nous venons

d'énoncer est le théoreme de multiplicateur de Marcinkiewicz.
On a donc

En Sui‘l ant un pI‘OC ’dé ClaSSique, on éléve (37) ‘a la puissance p et on pI‘end la

moyenne des inégalités obtenues par rapport a toutes les suites w = (wj)j> 0 c

{-1 , 1}”. On obtient, grice 4 1'inégalité de Kintchine,

2 21/2||
(38) ”(glfj(x)f ) Hp “C3Hf”p°

Revenons alors a notre symbole réduit.
[>°]

o .
Lorsque o(x,&)= Z mJ.(x) 0(27), ona [U(x,D)](x) =z mj(x) fJ.(x) et
o o
la proposition 2 résulte donc de la proposition 4 et de (38).
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9. DETAILS DE LA DEMONSTRATION : DECOMPOSITION DU SYMBOLE EN
SYMBOLES REDUITS.

PROPOSITION 5. Pour tout module de continuité w et tout symbole

o(x,€) € Ew, on peut trouver une suite ck(x,ﬁ), k€Z", et une constante <,

telles que les ok(x, £) satisfassent aux conditions (23) a (27), que

o(x,8)=7(x,)+ Z (1+'k|2)—nok(x,£) et que lbz'r(x,g)'sca, T(x,£)=0
kE -
des que |€|21.

Nous allons décomposer la preuve de la proposition 5 en deux étapes.

LEMME 4. Soient n=1 unentieret C> 0 une constante positive. I1

existe alors une constante C' avec la propriété suivante. Pour toute fonction

continue a(x,£): R'xR" 5 C telle que

(39) alx,£)=0 desque |&|z1
(40) “b‘éa(x,&)”wsc et

41) ”bz alx+y , &) - OZ a(x,t‘;)”OO < C w( |y I ), il existe une suite ak(x), kez",

de fonctions continues sur R" telles que Hak”w <C',

”ak(x+y) - ak(X)”oo <c w(lyl) etque

(42) alx, &) =k§z" (1+ 1 [2y2n a, (x) € o(e) ;

¢ étant une fonction, par ailleurs arbitraire, égale & 1 sur la boule

] 3 ]s 1, indéfiniment dérivable et nulle hors de 1'hypercube -7 < gj <,

1<j=n.

Comme le lecteur le devine (42) est une sorte de série de Fourier d'une
fonction périodique que nous allons définir.
On forme, en fait, A(x,£)= X n a(x,& - 2km) de sorte que A(x,£) est

k€EZ
2w -périodique en chacune des variables €1, e, £ , et coincide avec a(x,¢&) si
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)

On adonc a(x,§) = Al(x, &) o(£).
Calculons les coefficients de Fourier de ¢ » A(x,£) par

P -i& .k _ (em)y™ -i€.k; A )20
6 ) = (2 j_ n,! i e 16Kk £)de = WS"l'Svsejsne ((1 Ag))
a X,g d‘g =

(1+ ’k ’2)—2[] a, (x).

k
11 est clair que la suite ak(x), k €2" est bornée dans 1'espace de Banach
Aw des fonctions continues et bornées sur R" dont le module de continuité est

O(w).

Il ne reste plus qu'a écrire que A(x,£) est la somme de sa série de Fourier.

COROLLAIRE. Soient n=2 1 unentieret C> 0 une constante. Il existe

une constante C' ayant la propriété suivante. Quel que soit T = 1 et quelle que

soit la fonction a(x,£): R"xR" » € vérifiant

(43) a(x,£)=0 quand ’EIET
(44) Ib%a(x,ﬁ),SCT- “I, x€N"
et

(45) Ibz a(x+y, €) - 02 a(x, &) l <CT~ la Iw( ly '), il existe une suite ak(x),

k€2n, de fonctions continues sur R" telles que

. -1
) ab, €)= T (kA am T aer™

47) ”ak”wSC‘ et

48) ”ak(X+y) - ak(X)Hoo <c a(ly).

Enfin la fonction ¢ est la méme que celle du lemme 4.
Pour obtenir le corollaire, on applique le lemme 4 & la fonction b(x, &) =
a(x,TE).

La preuve de la proposition 5 est maintenant trés simple. On peut d'abord
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supposer que o(x,£)=0 si | £ |s 1/2. Sinon, par une premiére partition de
1'identité effectuée a 1'aide d'une fonction 6 € Cg’ R") égaled 1 si |£ |S 1/2
et 3 support dans | £ <1, onécrit o(x,£)=6(£)o(x,&)+ (1-6(£)) o(x, ) =
T(x,E)+p(x,£). Leterme 7(x,£) a les propriétés annoncées par la proposition 5.
11 faut maintenant décomposer le terme p(x,£). On appelle X € CBO R™)
une fonction portée par %s lg |S 1 et telle que oZOJX(Z'J' £E)=1 si |g |2%
et 1'on pose aj(x, £)=p(kx,¢) A(Z_jg), dans l'espr'it0 de la théorie de Littlewood-
Paley.
Ces fonctions aj(x, £) vérifient uniformément en x et j les hypothéses
de notre corollaire avec T =273,

a. , (x) . -j .
On a donc aj(x,é_‘,) = 3,k elk'€2 0(27 £) et les modules de

keZ" (14K
continuité des fonctions aJ. K sont uniformément bornés par Cw ; enfin “aj k“ooSC.
’ ’

Nous touchons au but.

On pose <I>(€)=eik'€ (p(&)(1+|k|2)"n ; ona Ibatb(ﬁ)l < C“ si chls 2n
et ®(£{) est portée par %S ]6 IS 1.

On forme alors crk(x, £) = :Eo aj’k(x) <I>(2_j£) ; il s'agit bien d'un symbole

réduit au sens de la définition et 1'on a

2=
o(x,€) = T(x,€) + kgzn<1+lkl "o (x, ).

10. FIN DE LA DEMONSTRATION,

11 ne reste plus qu'a examiner 1'opérateur pseudo-différentiel associé au
symbole T(x,£) nul quand | I3 IZ 1.

On considére alors le noyau de 1'opérateur T = 7(x,D) c'est-a-dire que 1'on
forme K(x,z)= (2")-nJ‘ei€.z o(x,£)d¢ ; zeR", xeR" etl'ona
TH) = [Kx , x-y) 1(y) dy.

On a, par un certain nombre d'intégrations par parties lK(x,z) Is 1+ | z 12)-n
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11 en résulte qu'en tout point x, ’Tf(x) l < KO * ’f l(x) en appelant K : R"» ¢
1a fonction Cn(1 + |x |2 )y,

Tous les résultats de continuité pour 7(x,D) en résultent évidemment.

11 faut enfin examiner ce qui se passe quand P est remplacé par 1'espace de
Hardy H1(Rn).

Comme 1'a remarqué L. Carleson, toute fonction f € H1(Rn) est une somme

finie f, +...+1f ol f:i € L1(R") et support fJ. c l“j, cdne de la forme

£. Uj = ‘/3_[ §| avec ’ VJ. l: 1. Réciproquement une telle somme définit automatique-
ment une fonction de H‘(Rn).

Tout cela signifie que 1'étude de H1(Rn) se raméne a 1'étude d'idéaux
fermés de 1'algebre de convolution L1(Rn).

En dimension 1, tout cela prend une forme particulierement simple : une
fonction de H1(R) n'est autre qu'une somme g+h ol g€ L1(R) et g est
portée par [O,+°° [: tandis que h € L1(R) et h estportée par :I-oo,OJ .

Retournant & la dimension n, nous montrerons que 1'o.p.d. o(x,D) est
borné sur H1(Rn) en examinant 1'action de o (x,D) sur les fonctions f€L1(Rn)
dont 1a transformée de Fourier est portée par 1'un des cones T décrits ci-dessus.

Les conditions sur les symboles o (x,£) étant invariantes par rotations en
x et &, on peut se limiter aucasou v =(1,0,...,0); lecdne T étant alors
défini par 61 = V—;‘ 5’ .

Nous allons d'abord prouver un analogue de la proposition 4 dans ce cadre.
Si f;€.A(R") etsi support fj = {%2j < |el<3.20 et £, 2 Vgl gl} alors

- o le [241/2
(49) 12 me0 g0l = cllez I "2

La preuve de (49) suit de trés prés celle de la proposition 4. On décompose
encore mJ.(x) = gj(x) + bj(x) ; il est trés simple de vérifier géométriquement que les
spectres des produits fjgj sont contenus dans un cdne élargi fixe TI'* = {5 12c l 13 IJ’ .

-]

De sorte que I gj(x) fj(x) appartient a H1(Rn). Or d'apres un théoreme de
o
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Fefferman et Stein, les multiplicateurs de Hérmander  opérent sur H1(Rn). On
en déduit que pour tout couple de deux constantes positives C2 > C1 >0 et pour
toute suite hj(x) de fonctions de L1(Rn) N LZ(Rn) telles que

support hjc {C12;| < 51 < ,5 |s C22J}, on a

o o 5 1/2
50) 150l = e, 12"
o o
On doit, sans doute, donner davantage d'explications. Les voila. La série du
membre de gauche peut s'écrire comme une somme finie de séries extraites ol 1'on
somme de p en p; c'est-a-dire pour j=r (mod p).

On peut donc supposer que les spectres de hj sont deux a deux disjoints et

que, de plus, la série z h.=F_ soit exactement la décomposition de
j=r(mod p)

Littlewood-Paley de Fr'

Puisque les spectres des hj sont contenus dans un céne fixe T¥, les
normes L1 et H1 sont équivalentes.

Le théoreme de Fefferman et Stein nous indique 1'existence d'une constante
C >0 telle que si wj =+1, onait HZ wjhj”1 = C”Z‘ hj”] ; la somme étant encore
prise sur les j=r (mod p).

11 suffit de faire la moyenne de ce qui vient d'é&tre écrit par rapport a toutes
les suites w:i =+ 1 pour obtenir (50).

Compte tenu de ces remarques, la preuve de la proposition 4 s'applique mot
pour mot et fournit (49).

De méme en ce qui concerne la proposition 2 ; le théoréme de Fefferman et

Stein y remplace 1'inégalité de Littlewood-Paley.

11. INVARIANCE PAR DIFFEOMORPHISME DES 0.P.D. DONT LES SYMBOLES
APPARTIENNENT A Ew.

Les notations de ce paragraphe sont celles du théoreme 9. En particulier w
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est un module de continuité vérifiant (18). Nous désignons par I w 1'algebre des
symboles définis au théoreme 9, par Gw 1'ensemble des o.p.d. dont les symboles
appartiennent a Ew et par X w 1'ensemble des noyaux-distributions définissant
ces opfrateurs ; tout noyau K € ¥ w est donné par K(x,y) = R(x , x-y) oli
R(x,z) = (7)™ " eig ‘2 o(x,£)dE ; cette dernitre intégrale &tant prise au sens
des distributionsl.2

Nous avons donc atteint 1'état le plus rudimentaire de la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels.

Ces opérateurs dont la régularité est minimale conservent cependant deux
qualités essentielles que 1'on attend d'o.p.d. : l'invariance par difféomorphisme et le

calcul symbolique.

Examinons d'abord 1'invariance par difféomorphisme.

DEFINITION. Un difféomorphisme & : R" 5R" est dit régulier s'il existe

deux constantes C2 > C1 > 0 telles que, pour tout x € Rn, on ait C1 < ’Jq) ‘ <

C2 ; IJ P ’ désignant le déterminant Jacobien de &.

A un tel difféomorphisme nous associons une application linéaire

Ty : L’(R") — L2(R™) définie par T(H) = (£ 0 ®)(x) IJ@(X) |

Alors un ensemble X d'opérateurs de L2(Rn) dans L2(Rn) est inva-

-1
T
Si ces opérateurs sont définis par des noyaux distributions K(x,y) €

riant par difféomorphisme si, pour tout L € X, oLoT ® € X.
A (Rnx Rn), 1'invariance par difféomorphisme se résume en la condition suivante :
si K(x,y) estle noyau d'un op?rateur de X, il en est de méme du noyau

IJ q)(x) ’K(@(x),cp(y)) pour tout difféomorphisme régulier &.

L) .
THEOREME 10. Soient « un module de continuité tel que I w2(2_J) < oo
o
et 6"» 1'ensemble des o. p. d. dont les symboles appartiennent a Ew' Alors

Q,‘w est invariant par difféomorphisme régulier.
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La preuve du théoréme 10 est trés simple et s'obtient par une discription
précise des noyaux K(x,y) € L définissant les 0. p. d. T € ‘G’w.

On appelle successivement :
IAE 1'algébre des fonctions m(£) € C°°(Rn) telles que 1 2%m(¢) I <
ch“ + ’5 ’)- |“| pour tout « € N".

et E 1'ensemble des distributions S € 3'(R") telles que é(g) € ]:3 ;

E est un espace de Fréchet dont la topologie est définie par les semi-normes

P4(S) = sup a-leh a5,
ter”

LEMME 5. Les noyaux K(x,y) € X, sont caractérisés par la condition

suivante : pour tout x_ € R" tixé, la distribution S, (z) = K(xo,xo-z) appartient
o
a E etl'application de R" dans E, x— Sx’ ainsi définie appartient a

Aw(Rn,E).

Nous avons noté par Aw(Rn,E) 1'espace des fonctions de R" dans E
dont le module de continuité est O(w). Comme E est un espace de Fréchet, il
faut étre plus précis : F € Aw(Rn , E) si, pour tout o« € N", il existe une
constante ch telle que, pour tout x ettout y appartenant a Rn,
pa(F(x) - F(y)) < Crxw( |x-y I) et pa(F(x)) < C,. Une autre fagon de s'exprimer
est d'écrire qu'il existe une partie bornée B de E telle que, pour tout x€R"

ettot yER", Fx)EB et F(x)-F(y)ew(|x-y|)B.

La preuve du lemme 5 est immédiate. Les conditions définissant les symboles
o(x,£) € Zw peuvent s'écrire, sous forme vectorielle, o € Aw(Rn , I%).

En retournant aux noyaux, on pose R(x,z) = (2m)™" Seig ‘Zo(x,E)dE et
1'on obtient R € Aw(Rn,E). Puisque le noyau K(x,y) est R(x , x-y), le lemme
5 est prouvé.

Naturellement le lemme 5 a son analogue pour les symboles classiques usuels

Si & est un espace de Fréchet, on notera BY(R" , &) 1'ensemble
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des fonctions de R" dans ¥ qui sont bornées ainsi que toutes leurs dérivées.
On désigne par X 1'ensemble des noyaux associés aux o. p. d. classiques d'ordre
0 et l'on a la caractérisation suivante : K € X si et seulement si, pour tout
X, € R" fix¢, K(x0 . xo-z) =S, (z) EE et sil'application x + S, ainsi définie

L s 5%en °
appartient 3 B (R,E).

Enfin les o. p. d. classiques d'ordre O sont invariants par difféomorphisme.
Cela entrafne que si K(x,y) estle noyaud'untelo. p. d.etsi & estun difféo-

morphisme régulier de R", K(&(x), ®&(y)) est un noyau de la méme classe X.

En particulier on a

LEMME 6. Soit & : R" 3 R" un difféomorphisme régulier. Alors & définit

une application linéaire continue de E dans X par K(x,y)=S(®(x)- &(y)),

S E€E.

Nous sommes en mesure de terminer la preuve du théoreme 10. On part de
K(x,y) € Kw. Alors K(x,y)=R(x , x-y) ol, par abus de langage,

R(x,z) € A (R" , E).

On forme R(x , &(u) - ®(v)) = K1(x,u,v). Le lemme 6 montre que, pour tout
x fixé dans R", K1(x,u,v) € X(du® dv) ; 1'application ainsi définie de R" dans
¥X(du® dv) appartient & Aw(Rn , K).

On pose ensuite R1(x,u,w) = K1(x,u,u—w) et 1'on paraphrase la conclusion
précédente. Pour tout B € Nn, il existe une partie bornée B 8 de E telle que,
pour tout x € R, tout y € R" ettout u€R", on ait 05R1(x,u,w) €By
et 05R1(x,u,w)—be1(y,u,w)€w(1x—y’)BB.

Ces deux conditions entrafnent, par 1'inégalité triangulaire, que
R1(d>(u),u,w) appartient & Aw(Rn , E).

En d'autres termes R1(<I>(u),u,u-v) €¥, Or R1(<I>(u),u,u-v) =

K, (@(u),u,v) = R(®(u), &(u)-2(v)) = K((u),2(v)).
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12. LE CALCUL SYMBOLIQUE.

L'invariance par difféomorphisme permet de définir la classe %zo d'o. p. d.
. . 2oz o
"rudimentaires" sur les variétés C compactes (le cas non-compact demande des

énoncés plus circonstanciés). Nous avons alors le résultat "de base" suivant.

THEOREME 11. Si V est une variété C . compacte, etsi S et T:

LZ(V) 2 L2(V) appartiennent a ‘{%’, alors le commutateur [S,TJ est compact.

Ce résultat est trés bienconnusi S et T sontdes o. p. d. classiques

d'ordre 0. Pour atteindre le cas général il suffit de prouver le lemme suivant.

LEMME 7. Pour tout opérateur S € QZJ, on peut trouver une suite d'o. p. d.

classiques d'ordre O, SJ. , JEN, telle que HS - Sj” +0 ; la norme étant la nor-

me d'opérateur de L2.

Naturellement il suffit de prouver le lemme dans le cadre de R".

On observe d'abord que si w est un module de continuité vérifiant la condi-
tion (18), il existe un autre module de continuité ' vérifiant la méme condition et
tel que w =o(w') al'origine.

On part de o(x,£) € Ew et 1'on forme, si ¢ € C:: (R™) est d'intégrale

égalea 1, oj(x, €)= S ox - g— , £) ¢o(t) dt. On vérifie immédiatement que

RD

oj € S? o etaue crj 20 dans 1'espace Aw,(Rn , E) (avec les notations du §12);
,

ceci parce que w =o(w'). Le théoréme entraine que ”cj(x,D) - cr(x,D)H 40

ce qui est la conclusion du lemme 7.

13. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS BILINEAIRES.
Nous désignerons encore par « un module de continuité tel que

=) 2 .
T w(27Y) < 4o,
o
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Nous allons définir des symboles d'un nouveau type o(x,&,n): R%xR'xR" » € ;
x ER", et 7 € R". Les conditions de régularité sont

]bz bga(x,i,ﬂ)l <Cyp

(51) et

|b°é bg o(x',&,n) - bz bf’o(x,ﬁyn” SC“’Bw(lx'-xh.

A 1'aide d'un tel symbole on définit un opérateur bilinéaire T_ : ARMx AR™) »c(R")
par T ()00 = 220§ E M o n)(e) pin) ag an.
R'XR
Si, par exemple, ¢ =1, alors To(f,g)(x) = f(x) g(x). Pour cette raison,

les estimations que nous allons obtenir doivent généraliser 1'inégalité de Holder

1.1
==+
p

.

]

el = e, g, st 2
L'utilité de ces opérateurs bilinéaires apparaftra au Chapitre III et au

Chapitre IV.

- +(l]e]o,1[ et soit

THEOREME 12. Supposons que 1<p < t» et %

a(x,£,m) un symbole vérifiant les conditions (51). Il existe alors une constante

C > 0 telle que 1'on ait

(52) I, oll, = clil; )
pour tout couple (f,g) de deux fonctions de ARY).

Un résultat analogue a été obtenu dans Eﬂ avec des hypothéses plus fortes
de régularité sur le symbole. Mais 1'organisation de la démonstration est semblable
dans les deux cas. Pour cette raison nous allons nous limiter, dans la preuve du
théoreme 12 aucas n= 1. Le lecteur soucieux d'écrire le cas général peut soit

faire les transcriptions évidentes qui s'imposent, soit se reporter a |:21:I .

Nous pouvons d'abord ramener notre attention au cas des symboles réduits de

la forme

(53) o(x,€,m) =  m(x) o7 , 273n)
[o]
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oll ”mj”mSC. :mj(x)—mj(x')'SCw(Ix-x'I) et ’bzogw(i,n)lsc pour

0<a<N, 0<B8=<N (le lemme 4 nous donne seulement cette derni¢re inégalité
pour «+ 8 <2 mais en reprenant la démonstration du lemme 1, on voit immédiatement
que 1'on peut obtenir n'importe quel nombre, fixé a 1'avance, de dérivées).
Nous allons pousser plus loin la décomposition en "cassant" la fonction
©(£,m) en une série de produits de la fofme ak(g) bk(ﬂ), k€22.
Voici les détails de cette op<ration.
Le support de ¢(£,n) est contenu dans le compact K défini par

% < (g2 + n2)1/2 < 3. On désigne par Q,, Q, et 9.3 les ouverts de K définis

respectivement par {In’<71(-3}, {71)< ”rll et %(-)< 'éj‘} et {|€|< -11—0}
Naturellement ces trois ouverts constituent un recouvrement de K et 1'on peut donc
écrire <p(£,n)=<p1(£,n)+<p2(£,n)+qo3(£,n) ot le support de @, est contenu

dans Qm H gom ayant la méme rédgularité que ¢ (m=1, 2 ou 3).

Nous employons maintenant la méthode du lemme 4 en développant en séries de
Fourier les fonctions <I>m(€,n) =z <pm(£ -2km ,mM-287), m=1,2 ou 3.
Un '"cut off" convenable nous rendra ®m qui est précisément la restriction de <I>m
a K.

Le "cut off" est réalisé de la facon suivante : en ce qui concerne <p1(§ ,M)

portée par Q., ona ¢.(§,n)=2&,(£,n)a,(£)b,(n) avec a1€C:,°(R),

% 1 1 1
b, €C, (R), support a, c [71 4}U [—4 , - 71:[ et support b, c i: g g] . Pour

Q. onaun "cut off" semblable oliles rdles de £ et 7 sont échangés. Enfin

3
pour <p2(£ ,M) on emploie a, € C:(R) et 1'on peut choisir b, =a,. Le support

de a, est contenu dans [—4 , = 1] U [21— s 4] .

Grice & ces deux op“rations (développement en série de Fourier, puis "cut off"),
on écrit <pm(€ ,M) comme une série normalement convergente de produits
Am(k, 2 &) Bm(k, ¢ ; m). Plus précisément, on a, en désignant par Hf” la norme
=2 (

de £:R+€ dans cN R),
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2zl 2,0l B o2, mll <o
(1a somme est prise sur tous les k€Z ettousles ¢ € Z).
Cette factorisation est rendue possible par 1'observation que ei(k£+€17) =
eik£ ei en )
Oubliant les indices k et €, nous voila ramenés a des symboles réduits

d'une forme tres particuliere. A savoir

@106, ,7) = Dmy(x) A,(27¢) B,(2n)

706, ,7) = D) A,(27¢) B,(27In)

o 0566, €,m) = T mx) Ay(27¢) By27 m)

o
le support de A1 est contenu dans { is 16 ’ < 4} celui de B dans ’n’
En ce qui concerne A3 et B3 lesrélesde £ et n sont simplement inversés.

Enfin les supports de A2 et 82 sont contenus respectivement dans 275 ’ €f< 4

1 . .
et 55 < 177' <4. Parailleurs A et B~ appartiennent a eN (R).

Etudions 1'action bilinéaire de o© 1°
On posera, pour f€.A3(R), fj(g) = A1(2—J£)f(€) et gj(i) = 131(2_]"7) g(n).

La théorie de Littlewood-Paley permet de montrer que si N2 4, ona

- 2,1/2
(54) H(;: 60 A2 < [l
tandis que
(55) ”Js;g ’gj(X) I ”q =C, Hqu
On a alors

SS X&) o (x,€,m) £(€) g(n) & dn

= Z m(x)f(x)g.(x)= T m(x)q.x).
o 3 3T S T
Le spectre de qJ.(x) appartient & % 2 < l I3 ’S 5.2) (car il est contenu dans la

somme algébrique des spectres de fJ. et gJ.). Le "lemme de presque-orthogonalité"
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s'applique et il vient

2,1/2
<l 2 ool

i 2,1/2
cll(f Ifj(X)l ) Hp ”jszug Igj(x>lllqs

l
.o Il Tl

Passons alors a 02(x, £,m) définissant h2(x). On obtient encore

h = Z m.(x)F.(x) G.

5 (x) z m,(x) F4(x) G;(x)
J_

mais, cette fois, le spectre de Qj(x) = Fj(x) Gj(x) n'a plus rien de remarquable. On

emploie alors la majoration triviale résultant de ”ijw <=C
(=] (o]
2,.\1/2 2,.\1/2
Ihz(x)l sc(f ’FJ’ (x)) (f ’GJ.’ (XD
et 1'on applique successivement a ce produit les inégalités de Holder et de Littlewood-

Paley.

Enfin le terme h3 est semblable a h1.

14. LES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET LES FONCTIONS
HOLDERIENNES D'EXPOSANT NON ENTIER.

Nous allons maintenant montrer que les op#rateurs pseudo-différentiels
classiques d'ordre 0 sont bornés sur 1'espace Aé des fonctions hdldériennes
d'exposant 6§ € 10,1 [ Ceci en donnant, une fois encore, les conditions minimales

de régularité en x pour obtenir le résultat désiré.

THEOREME 13. Soit o : R"xR"™ 5 € une fonction continue. On suppose que

8 € ]0,1 [ et que, pour tout o € Nn, on puisse trouver une constante Ca telle

que, pour tout x€Rn, tout y€Rn et tout £€Rn on ait
o <
(56) lbg o(x,8)] <cC, ¢

61 DYol,e)- 0§ o o)l =c ly-xI°.
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Alors o(x , D): Ay A est borné.

11 est clair qu'on ne peut remplacer 1'hypothése de régularité en x du
symbole par quelque chose de plus faible. Pour le voir, on examine le cas d'un
symbole de la forme m(x)a(£) ol a € AR ; onappelle A: AR" +4R")
1'0. p. d. a(D) défini par (Af) (&) =a(€)£(£). Alors, si pour tout a € A(RY),
m(x)A envoie AR" dans A 57 il est nécessaire que m(x) appartienne, du
moins localement, a A 6" I1 n'est pas difficile de montrer que cette condition doit
&tre réalisée uniformément (par rapport aux translations en x) ; on obtient donc
m(x) € A .

La preuve du théoréme 13 repose sur trois lemmes.

LEMME 8. Soit F(x,y): R"x R" 4 € une fonction telle que, pour tout

y €R" fixé, la fonction x +F(x,y) appartienned A (R") et que 1'application
_ e ——————————— 6

ainsi définie de R" dans AG(Rn) appartienne elle-méme 2 A, ®r", Ag ®r™M).

Alors F(x,y) appartient a A, (R"x R") et, en particulier, F(x,x)

appartient & A 5 (R").

Rappelons que 0< § <1 et que l'espace de Banach E = A, (R™ a pour
norme ”f” = sup{ lf(x)l +|—f(-)](—))if](-{¢l ; x€R", yeR", x4y }

Par ailleurs la preuve du lemme est immédiate et laissée au lecteur.

Le second lemme a déja été utilisé et est classique.

LEMME 9. Soient n2 1 unentieret § € 10,1 [, 11 existe deux constantes

C,>0 et C,>0 ayantles propridtés suivantes.

o0
Toute fonction f € A, (R™) peut s'écrire f(x)=b(x)+ > fj(x) ol
o

(58)  le support de la distribution b(£) est contenu dans ’ £ I <1

(59)  le support de fj(i) est contenu dans % 2 < ’ ¢ IS 3.2)
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(60) bl <c bl o Hfme < 270l
o0 .
R4ciproquement toute série b(x) + Z fj(x) dans laquelle Hblloo <1, ”fjHOO <278

o
|et pour laquelle (58) et (59) aient lieu définit une fonction f € Ag (R™ de norme < C,.

Le dernier lemme est un cas particulier du théoreme 13 lorsque le symbole
o(x,£) ne dépend pas de x.

Nous 1'énongons puis le démontrons.

LEMME 10. Soient m € coo(Rn) une fonction et C > 0 une constante telles

que, pour tout £ € R" et tout « €N vérifiant |<x| < @]+ 1, on ait
o3 mie)] = cre el s
Alorssi f€ A, etsi g(&)=m(¢)£(E), ona g€ A, ; 1'opérateur

m(D) : Ay » Ay ainsi défini est continu et sa norme ne dépasse pas C(n,s)C.

Nous allons d'abord observer qu'il existe une constante C' et, pour tout

j2 0, une fonction Aj€L1(Rn) telles que
(61) H)\jll1SC‘ et Aj(e)=m(g) si %235 ’EISB.ZJ.

Pour le voir on fixe une fonction ¢ € C: R™ dgalea 1 si < '5 | <3 et

1
3
nulle hors de l £ IS 4. Les dérivées du produit mj(g) -m(¢) 0(279¢) véri-

1o
ol a3
E)ISC12_O‘J, Iocls[;:|+1.

fient ‘bz mj(
On pose alors MJ.(E) = mj(2j€ ) ; le support de Mj est contenu dans
th < | £ l < 4 et les dérivées de Mj d'ordres < I__g]+ 1 sont uniformément
bornées.
11 suffit d'appliquer a M:i le théoreme d'injection de Sobolev : on a
Mj(éj) = éj(i) ol HSj”1 =< C,. Onpose alors Aj(x) = an SJ.(ij) et 1'on a encore
BJl<c,
Revenons alors a la preuve du lemme 10.

On appelle LJ 1'opérateur de convolution avec xj : Lj(f) =fx )\j et M
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1'opérateur dont le symbole est m(§).

On utilise la décomposition de f € A[5 fournie par le lemme 9. On a donc

‘o0 oo
M(f) = M(b) + T M(f,) = M(b) + Z L.(f.).
o 4 o 171
1 1 'j6
Or HLJ.(fJ.)”m <C ”fj”oo =< C1C 2 .
D'autre part la transformée de Fourier de Lj(fj) est m(¢) fj(g ) et son
support est contenu dans % 2j = l£ ‘ < 3.23. En utilisant la réciproque du lemme 9,

on obtient M(f) € Ay .

Pour terminer, on pose, pour (x,y)€ R"xR",

n

F(x,y)=J X £ o(y,&) fA(E)de

RN
de sorte que F(x,x)= [0 (x,D) f:l(x).

Si f€A,, pourtout ye€ R" fixé, la fonction x —s F(x,y) appartient
a A, (R™) ; c'est le lemme 10.

D'autre part, 1'application de y € R" dans Ag (R™) ainsi définie appartien
a Ay R", A, (R™) ; car, en employant les notations du lemme 5, o(y , &) peut
étre considéré comme une application de R" dans l% (espace des symboles ne

dépendant pas de x) et cette application appartient a3 A s (R"E).

11 suffit alors d'employer le lemme 8.
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CHAPITRE III

LES COMMUTATEURS

L'étude systématique des commutateurs entre les opérateurs pseudo-différen-
tiels et les champs de vecteurs présente un double intérét.

D'une part, comme le remarque R. Beals, les o.p.d. peuvent étre caractéri-
sés par leurs propriétés remarquables de commutation avec les champs de vecteurs a
coefficients C° .

D'autre part, A. Calderdn et ses éléves ont trouvé les conditions minimales
de régularité des coefficients d'un champ de vecteur pour que les commutateurs avec
les o.p.d. classiques d'ordre O soient bornés sur L2.

Nous nous proposons de développer ces deux courants d'idées. Nous rappelle-

rons d'abord les résultats de R. Beals et d'A. Calderdn. Puis nous présenterons des

variantes ou des généralisations de ces énoncés.

1. LE THEOREME DE R. BEALS.
Soit p: R" » [0 , +oo [ une fonction vdérifiant les deux conditions suivantes

(1) p(€)=c>0 pourtout & €ER"

(2) ilexiste & >0 et trois constantes C,, C,, C3 strictement positives
telles que
. [}
c,pe) <o sc,ne) si lenl=c lo@]™.

Nous désignons alors par H([;) 1'espace de Sobolev a poids de toutes les distributions
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ueA(R") telles que p™(£) G(g) € Lz(Rn) ; lanorme de u dans H™(p) étant,
naturellement, (217)'n/ ZHpm qu.

Soient Dj 1'opérateur - i =2 et x:i 1'opérateur de multiplication par

bxj

la fonction coordonnée xj, 1<j<n.

Enfin désignons par s™(p) 1'espace de Fréchet des symboles o(x , £) €

c®(R"xR") tels que, pour tout «€N" ettout B € N", 1la semi-norme
p. (o) =sup p(€)'m+'°‘" s ’lb"‘ 2Bo(x,£)]
«, B £ "x
X,
soit finie.

Nous désignons par Sﬁm(p) 1'algébre des o.p.d. dont les symboles appar-
tiennent 3 S™(p).

Alors tout opérateur A € &8 m(p) définit une application linéaire continue de
HP™(p) dans HP(p); et ceci pour tout p € R.

On peut dés lors chercher a caractériser les opérateurs A €$m( p) parmi
les applications linéaires continues de HP™(p) dans HP(p).

La caractérisation est donnée par 1'énoncé suivant I: 1] .

THEOREME 14. Une application linéaire B : A(R™) ».4'(R") appartient &

;ﬂo(p) si et seulement si B : L2(Rn) — L2(Rn) est continu et si les conditions

suivantes sont satisfaites

(3) le commutateur, noté LJ.B, entre 1'opérateur B et 1'opérateur de multi-

plication par xj est continu de H_1(p) dans L2;

(4) le commutateur MJ.B entre B et Dj est continu de H1(p) dans L2 ;
(5) plus généralement, pour tout « € N" ettout B €N", le commutateur itéré
x, x B B
1 2 n 1 n
L1 L 2 Ln M1 e Mn B
est continu de H I B l' IO‘ Lp) dans L2.
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2. LA CAR\CTERISATION DES O. P. D. CLASSIQUES.

Le résultat que nous allons pbésenter‘ concerne le cas des o. p. d. classiques ;
ce cas est exclu par la condition (2) portant sur la fonction p.

Par ailleurs les o. p. d. classiques sont invariants par difféomorphismes et
il est naturel de remplacer dans leur caractérisation les champs de vecteurs D—S
par des champs de vecteurs arbitraires a coefficients Coo. !

On a alors

THEOREME 15. Soient V une variété C* compacteet T :C (V) >C (V)

un opérateur linéaire.

Alors les deux propriétés suivantes de T sont équivalentes

(6) T est un opdrateur pseudo-différentiel classique d'ordre O
(7) T est borné sur L2(V) et, pour toute suite X, ..., Xj’ ... de champs
de vecteurs a coefficients C°°, les commutateurs T1 = [T,XJ seeey Tj =
IFFj—] s Xj] ,... sont aussi bornés sur LZ(V).

La preuve de ce résultat est trés simple.
D'abord il est évident que (6) implique (7) car le commutateur entre un o. p. d.
classique d'ordre 0 et un champ de vecteurs a coefficients COo est encore un

0. p. d. classique d'ordre O ; a ce titre, les Tj sont bornés sur L2(V).

11 reste a vérifier que (7) implique (6).
Rappelons tout d'abord la définition d'un o. p. d. classique sur une variété

(s )
C compacte.

DEFINITION 1. Soient V une variété compacte et T : COO(V) - COQ(V) un

opérateur linéaire.

On dit que T est un opérateur pseudo-différentiel classique d'ordre m

(m € R) si les deux conditions suivantes sont satisfaites
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(8) il existe un noyau K(x,y) qui est une fonction de classe c® sur VXV

privé de sa diagonale, tel que (Tf)(x) =J K(x,y) f(y)dy aquand f€ c®(v)
Vv

et quand x n'appartient pas au support de f.

9) pour tout ouvert Q < V assez "petit" pour que 1'on puisse utiliser des

coordonnées locales et pour tout couple ¢ , ¥ de deux fonctions de C:;o (Q),

1'opérateur ¢ T ¥ devient un o. p. d. classique d'ordre m sur R"

quand il est exprimé a 1'aide de ces coordonnées locales ; @ T § est défini

par

o T 0] (%) = o) (@] x).

Naturellement cette définition n'aurait aucun sens si 1'algebre des o. p. d.
classiques n'était pas invariante par difféomorphisme.

Pour montrer aue (7) entraine (6) nous allons d'abord nous assurer de (8).

Soient A et B deux parties compactesde V et X un champ de
vecteurs & coefficients C sur V. On peut trouver une modification X' de X
telle que X' =0 auvoisinagede A et X' =X auvoisinage de B.

Dés lors, pour toute fonctions f € L2(V) portée par A, X'(f)=0 et
TX'(f) =0. On a, puisque le commutateur ET s X':’ est borné sur L2(V),

X'(Tf) € L2

et donc, au voisinage de B, la distribution X(Tf) coihcide avec
une fonction de LZ(V). Comme ceci a lieu pour tout champ de vecteurs X a
coefficients Coo, la fonction Tf coincide, au voisinage de B, avec une fonction

(1),

appartenant a 1'espace de Sobolev H 11 suffit d'itérer ce raisonnement pour

montrer que, pour toute fonction f € Lz(A), la restriction de T(f) & tout compact
B disjoint d¢ A appartient a tous les H(S), donca C”.
Sous forme quantitative nous venons de montrer que, si x € B,

Tf(x):S K(x,y) f(y) dy ol S |b°‘K(x,y)lZdySC2.
v A X «

Pour donner a cette inégalité une forme plus concise, on appelle <p€C°°(VxV)

une fonction nulle au voisinage de la diagonale. On a alors
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2

|2% (ko) |2ax dy < 12 |
[ hwePaasc

On observe ensuite que 1'opérateur adjoint T* de T vérifie les conditions
(7) car, par exemple, ET* s X:[ = —( [T , X*] Y* et 1'adjoint d'un champ de vecteurs

X est un champ de vecteurs. On a donc aussi

Sg 2% (ko) |2ax dy < C&z.
VaV y

La remarque suivante termine la démonstration.

LEMME 1. Soit f € L2(V)« V) une fonction telle que, pour tout o € N,

bzf(x,y)eLZ(VxV) et b;f(x,y)€L2(VxV). Alors f € CO(VxV).

Les d4rivées sont prises au sens des distributions. La preuve du lemme est
immédiate. A 1'aide d'une partition c” de 1'unité, on localise le probleme et 1'on
est ramené aucasde V =T" ol le théoréme de Plancherel donne immédiatement la
solution.

Pour terminer la preuve de 1'implication (7) 2(6), il suffit de décrire les
opérateurs "localisés" ¢Ty 2 1'aide des coordonnées locales.

11 est utile d'introduire la définition suivante.

DEFINITION 2. Un opérateur lindaire T : L2(R") = L°(R") est "porté"

par une partie compacte K de R" si les deux conditions suivantes sont remplies

(10) pour toute fonction ¢ € C:: (R") nullesur K, ona T(0)=0 ;

(11) pour toute fonction ¢ € Cs: ®"), Te¢ est supportée par K.

Une fois exprimés a 1'aide de coordonnées locales, les opérateurs ¢T3
sont évidemment portés par des parties compactes de rR".

Des lors, la proposition suivante termine la preuve du théoreme.

PROPOSITION 1. Soient K une partie compacte de R et T: L2(Rn) >

L2(Rn) un opérateur linéaire continu porté par K. Alors les deux propriétés

suivantes de T sont équivalentes
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(12) T estuno. p. d. classique d'ordre 0

(13) pour toute suite X,, X,,..., Xj’ ... de champs de vecteurs a coefficients

c® sur Rn, les commutateurs T1= ET,XJ,..., Tj= EFJ._1,XJ:|,...

sont bornés sur L2(Rn).

Nous désignerons par ‘&c Sf(LZ(Rn) , LZ(Rn)) 1'ensemble de tous les

opérateurs portés par K et vérifiant la condition (13).

LEMME 2. L'ensemble "é, ci-dessus est une algebre pour la composition.

En particulier si T €$ etsi A est 1'opérateur de multiplication par une fonction

aec”®R"), AT et TA appartiennent a 4.

Le fait que % soit une algebre est a peu pres évident. Si, par exemple
seé , T €& etsi D estunchamp de vecteurs i coefficients Cm, alors
EST , D:' =S [T,Dj + ES,D:]T ; a ce titre 1'opérateur [.ST , D] est borné sur
LZ. Pour les commutateurs d'ordre supérieur, les calculs sont tout a fait analogues.

si a€ C”(R™), il existe une modification a, € C: (R") égaled a sur
K et 1'on désigne par A1 1' opérateur de multiplication par aj. Alors
AT = A1T et TA1 =TA. Pour conclure, on remarque simplement que A1 € ‘6

La seconde remarque nécessite 1'introduction de 1'espace vectoriel Z des
symboles des opérateurs de “é

Si g€ C:(Rn) estégalead 1 sur K, onpose
o(x,£) =e'i€ 'XT(eie X 0(x)) et cette définition ne dépend pas du choix de ¢ € C:
puisque T est porté par K.

Appelons I 1'espace vectoriel de tous les symboles o(x,£) associés aux
opérateurs T €“§. Puisque T est continu sur LZ(Rn), o(x,¢) € L2(dx) et

1'application de R" dans 12 définie par ¢ »0(., £) est continue.

Notre seconde remarque suit de trés pres la démarche de R. Beals dans [1] .
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. [oXej
LEMME 3. Pour tout o € Z, ona 5% €z €z et € €cr;
— e, ) X . ’ bE E
J

La encore, la vérification est presque immédiate. Supposons que o (x,£)

soit le symbole de 1'opérateur T. Alors - O%ZO— est le symbole du commutateur

J
[T y 2 ; -1 00 est le symbole du commutateur [T , X ] entre T etla
bx;i 0 Zk k

multiplication par Xy Enfin Xy bx €J FE_ est le symbole du commutateur

o o
[T » X -b—x—J:[ . Le lemme 2 montre que Xy —b-—J cx et il en résulte que £, —E-ez

LEMME 4. Soient oeN", BeN", p= |« et P(Xy,...,X ) un polyndme

‘l’
de degré au plus égala p. Alors, pour tout ¢ € T, P(£1,...,£n)b°‘ bfc(x,g)

€z,

11 suffit, en effet, d'itérer le lemme 3.

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la proposition 1.

Si T est borné sur L2(Rn) et porté par le compact K, il existe une
constante C >0 telle que, quel que soit ¢ € R", le symbole o(x,£) de T
vérifie
(14) S lo(x, &) 2ax < c.

n
R
Cette inégalité résulte de T(elx'g) = T(elx'E o(x)) = elx’€ o(x,£) si o€ C:: (R™

estégalea 1 sur K.

On a donc, pour tout o € T, sidegré
o B 2
(15) SRn IP(£1,...,£n)b£ bxo(x,ﬁ)’ A< Cy g

Le théoreme d'injection de Sobolev s'applique et donne
x B
[P, .08 0 280, ) sy g

ce qui est la définition des symboles classiques.
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3. CARACTERISATION DES O. P. D. EXOTIQUES.
Nous allons présenter 1'analogue du théoréme 15 pour les opdrateurs définis

par des symboles appartenant a la classe exotique S0 .
1/2,1/2

Nous allons d'abord définir ces opérateurs dans le cadre des variétés compac-

tes.

I DEFINITION 3. Soient V une variété compacte et T : C (V) 3C7 (V) un

opérateur linéaire.

Onécrira T E€L si les deux conditions suivantes sont satisfaites
—

o
11
22

(16) il existe un noyau K(x,y) qui est une fonction de classe Coo sur VXV

privé de sa diagonale, tel que (Tf)(x) = S K(x,y) f(y) dy quand f € c®(v)
\Y%

et quand x n'appartient pas au support de f

(17) pour tout ouvert Q < V assez "petit" pour que 1'on puisse utiliser des

coordonnées locales et pour tout couple ¢ , ¥ de deux fonctions de CZO (),

1'op‘rateur @Ty¥, quand il est exprimé a 1'aide de ces coordonnées locales,

o

est un o. p. d. exotique dont le symbole appartient a S1 1°
272

Nous désignerons toujours par H(S)(V) 1'espace de Sobolev habituel.

On a alors la caractérisation suivante des o. p. d. T € L? 1 par le conti-
’
nuité des commutateurs avec les champs de vecteurs a ceofficients 22 c”®

THEOREME 16. Soient V une variété C° compacte et T : C7(V) » C%(V)

un opérateur linéaire.

Alors les deux propriétés suivantes de T sont équivalentes

(18) T appartient a la classe exotique L? 1
212
(19) T estborné sur L2(V) et, pour toute suite D.,..., Dj’ ... de champs

de vecteurs a coefficients Cw, les commutateurs itérés T1 = [T,DJ yeuoy

Tj = ‘_—Tj_1 , DJ.:[ ,... vérifient les conditions suivantes : pour tout s € R,
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Tj se prolonge en un opArateur linéaire continu de H(s)(V) dans

(s-3)
H wv).
Pour vérifier 1'implication (18) =(19), on définit, la classe L? ;» SER,
o 2’2 s
de fagon analogue a L, 4 avec la seule différence que les opérateurs T € L
22 272

S

11°

202 -
et si D est un champ de vecteurs a coefficients C ,

sont définis localement par des symboles o € S

k)

Alorssi T € L? :
2'2 s

SN

le commutateur [T,D] appartient a L1 ? comme on le vérifie par un calcul
s
immédiat . 22
s (s}) (s5)
Par ailleurs T € L , est bornéde H (V) dans H “ (V) si
S=8, -5 22
-7 2°

La preuve de (19) (18) est plus subtile et suit, grosso modo, la d*marche
utilisée pour démontrer le théoreme 15.
On vérifie d'abord (16) en employant exactement le méme raisonnement que pour

(8). Le seul ingridient un peu nouveau est le lemme suivant.

LEMME 5. Si f€ L2(V) et si, pour tout entier j= 1 et toute suite

Dyyerns Dj de champs de vecteurs & coefficients C°, D,o...0 Djf € HJ/Z(V),

alors f€ CT(V).

La vérification de (17) repose sur un analogue de la proposition 1.

PROPOSITION 2. Soient K une partie compacte de R" et T: c‘:(R“) —_

C:(Rn) un opérateur linéaire continu porté par K. Alors les deux propriétés

suivantes de T sont équivalentes

(200 Te€ L? :
212

(21)  pour tout s€R, T: H(s)(Rn) — H(s)(Rn) est borné et pour toute suite

D , D.,... de champs de vecteurs a coefficients c® sur Rn, ]_e_s

TRRE i
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commutateurs itérés T,= El‘ , D1] yesey Tj = l_—TJ._1 , DJ.:I ,... ontla propriété

de continuité suivante :

pour tout s€ER et tout j, Tj se prolonge en un opérateur linéaire continu

Es H(s)(Rn) E‘E H(S-j/z)(Rn).

11 suffit, pour notre propos, de vérifier que (21) implique (20).
Désignons, pour tout nombre réel t, par ‘%t 1'ensemble des opérateurs

T: C::(Rn) — Cg’ (R™) qui sont portés par K, continus de H(S)(Rn) dans

H(S_t)(Rn) (pour tout s€ER) et tels que les opérateurs Tj’ définis par (21) a
l'aide de T, soient continus de HOIRY) dans H(S-t3/2)gM).

L'ensemble des symboles des opérateurs de "Gt sera noté Et'

Avec ces notations, T vérifie (21) lorsque T € ‘60 et 1'opérateur Tj’
j-iéme commutateur itéré de T avec les champs de vecteurs, appartient a ‘éj.

D'autre part si T € 'ﬁt et si D est un champ de vecteurs a coefficients
C°°, le commutateur ET , D] appartient a "&t +1/2°
L'analogue du lemme 2 est le résultat suivant.

LEMME 6. Si S €% et Te‘fst, alors TS €8, et STe‘ét. En

particulier si A est 1'opérateur de multiplication par une fonction a € C°°(Rn),

AT e%t et TA e'z%t.

La preuve est identique a celle du lemme 2.

De méme pour 1'analogue du lemme 3.

[ 00
LEMME 7. Pour tout 0€Z“t, on a &;ezt%, b—q(ez &t
g.b_l’éier .
1%ty

Par itération on obtient que

A o(x,€)€ L

(22) P&y, ..., &) 0 O]
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lorsque o € X2 degré P =< |x| et s=l°(l+’8l
o’ - - -2z
Une partition dyadique de 1'unité en £ permet de localiser (22). On écrit
oo .
1=0()+Z v &) o o€ C::(R") estportéepar |£] <1 et p e c: (R™)
1

estportée;o)ar 55 |€‘S1

La seule information que nous retiendrons de (22) est que

(s)

P(£.,...,E ) DB (x,&) estle symbole d'un op*rateur continu du H dans
1 n’ " & “x

2, o lslsls]

On teste ce renseignement sur des fonctions de la forme 2_Js’fj
ou Hfj”Z =1 et Support fj(:‘;') c {% 2 < lé’ ’S 2J} ; ces conditions impliquent que

la norme, dans H(s), de fj ne dépasse pas c2%8,

En posant GE%)) (x,&)=2 bB o(x,€&), ilvient

llo (¥ x,py 1. sczjlﬁl/z'j""I/z.
gy 32

Finalement on pose o .(x,g) =o(x,£) ¥(279¢). La norme de 1'opérateur de

L (R ) dont le symbole est bg b'gcr (x ¢) ne dépasse pas Cy 32}‘ ;

_ilel-jlal
A= —_—
Alors on emploie la transformation canonique x —» 2"3/ 2x, £ —>23/ 25
21/2 | 2/2,

décrite par le lemme 1 du Chapitre II et 1'on pose Tj(x, &)= crj(

Les o. p. d. dont les symboles sont b(é b)f ‘rj(x,é) sont bornés sur L2(Rn)
et leur norme ne dépasse pas C& g
’

Nous terminons donc en démontrant le lemme suivant.

LEMME 8. Soient n =1 un entier et CO‘ B une suite de constantes
ena— ——— ,

positives (oc€Nn , BE Nn). Il existe une seconde suite Co'( B telle que si les
. , ——

symboles bz o) f

o(x,£) conduisent a des o.p.d. dont la norme sur L2(Rn) ne

‘ ax B )
dépasse pas Ca,ﬁ’ alors |b£ bxo(x,g)lsco"ﬁ.

La preuve de ce dernier lemme est sans surprise. On remarque d'abord que

hypothéses et conclusions sont invariantes par translations en x et £. Il suffit
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« , B \
donc de prouver que ’bg oy 0(0,0) I < Ca, A

Pour cela on appelle ¢ € C:(Rn) une fonction égalea 1 en O et portée
par |x| =< 1. onpose 7(x,&)=0(x,£) o) o(f).

A 1'aide de la formule de Leibniz on montre que bg o f T7(x,£) est le symbole
d'un o. p. d. dont la norme sur L2(Rn) ne dépasse pas C&,B'

Enfin on pose K(x,£) = eix' £ T(x,£). Alors K(x,£¢) estunnoyau borné

Bk,

sur L2(Rn) en vertu du lemme 9 du chapitre I. De méme b(é o, Kix £) se calcule
par la formule de Leibniz et est également borné sur L2(Rn).
Finalement tout revient & voir que 1'on peut conclure une majoration de K(0,0).

Si f et g appartiennent a L2(Rn) on a donc

@[55t ek e axa | sl gl el

Définissons f(x) par f(x)=exp(-ik.x), k€Z', si -7 < x:i <7 et
£(x) =0 sinon ; de méme g(£)=exp(-i2.£), ¢€ 2", si -m< gj <7 et
g(&£) =0 sinon.

Puisque K(x,£) estnul si |x I =1, SSK(X,&) f(x) g(£) dx d¢ = IA((k, e)
pour ce choix particulier de f et g.

11 vient ’k“ ZB PA((k, 2) ' < Eo" g ces inégalités permettent le contrdle de
la décroissance rapide de 1A<(k, 2) et donc la majoration de
K(0,0) = (47%)™ £ T K(k, 2).

Revenant a TJ., on a donc l T.(x, E)' <C «, B et cela entrafne
Y

E x T
Ibzof 0J.(x,£)|g€0‘ Bzx : A=J‘B|-g|o&’.

Si IE I =21, ona o(x,£)= T o.x,£) mais les seuls termes non nuls
20 !
de cette somme sont ceux oll ’ 3 ‘ et 2)  sont du méme ordre de grandeur. 11

en résulte que o(x,£) € S?/2 1/2 car le cas ’ 3 ’ < 1 ne pose aucune difficulté.
’
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4. LES COMMUTATEURS DE CALDERON ET LEURS GENERALISATIONS.

On part de la transformation de Hilbert, c'est-a-dire de 1'exemple le plus
simple d'un opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0 surlecercle T ; H est
(™)

définie par H =-1isignk X o par H(1)=0. Le symbolede H est

mk(x)=-i si k>0, mo(x)=0 et mk(x)=i si k<O0.

A. Calderdn a montré en 1965 dans [3] que, pour toute fonction A : T »€
vérifiant |A(x) - A(y) ’ < ’x—y’ pour x€T, y€T, le commutateur LJ—I,/\_I

envoie LZ(T) dans 1'espace de Sobolev H(1).

Si AE€E Coo(’l“), c'est tres facile car [H,A] est un o. p. d. classique

d'ordre -1 et envoie, a ce titre L2 dans H(”.

Si A€ C1(T), il s'agit au contraire d'un résultat trés profond. Si
D= ag, on calcule trés simplement le symbole de 1'opérateur T =D I_—H,A:J par la
= mk(x) K,

On développe A(x) en la série de Fourier T a e

régle T(elkx)

X et1'on obtient

mk(x) = - T j(sign k - sign(k+j)) ajele. C'est-a-dire que mk(x) n'appartient pas,
en général, a L°°(’I‘). L'opérateur T n'est plus un opgrateur pseudo-différentiel

en aucun sens du terme.

Les méthodes employées par A, Calderén utilisent la variable complexe et
reposent sur la caractérisation qu'il a obtenue de 1'espace de Hardy H1
par 1'intégrabilité de la fonction d'aire de Lusin. Cette découverte a été le point de
départ de tres beaux travaux sur H1 menés principalement par Ch. Fefferman et
E. Stein ( [31]).

Une autre fagon d'exprimer ce résultat est d'écrire que si A' € L°°(T), Al
étant la dérivée, au sens des distributions de la fonction continue A : T €, le
commutateur entre la transformation de Hilbert H et le champ de vecteurs A(x) dgx

est borné sur L2(T).
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Ce résultat est méme valable si A' € BMO ( |:20:] ); l'espace BMO de
John et Nirenberg contient strictement L™(T).
Comme le lecteur 1'a sans doute deviné, le théoréme de Calderdn admet la

généralisation suivante ( [2 1] ).

. N ., o0 ) o0
THEOREME 17. Soient V une variété C  compacte, T :C (V)>C (V)

un opérateur pseudo-différentiel classique d'ordre 0 et X un champ de vecteurs

sur V vérifiant une condition de Lipschitz. Alors le commutateur [T , X] est

borné de L2(V) dans lui-méme.

La condition de Lipschitz est que, pour tout choix de coordonnées locales,

n
X s'dcrive T a.(x) =2 o la.(x) -a.(x'") !S C lx -x' I .
1370 J i
La démonstration de Calderdn et les m#thodes de variables complexes ne

permettent pas de prouver ce résultat. Pour ce faire, nous aurons besoin des méthodes
de variables réelles, introduites par A. Caldercn et A, Zygmund, et présentées au

Chapitre IV. Nous différons donc la preuve du théoreme 17 au §5 de ce chapitre IV.
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CHAPITRE 1V

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
et

INTEGRALES SINGULIERES DE CALDERON-ZYGMUND

Nous n'avons pas pu résister au plaisir de rappeler les résultats obtenus par
A, Calder‘o'n, A. Zygmund et les mathématiciens de leur groupe. Ces résultats
d'appliquent a une grande variété d'opérateurs incluant les opérateurs pseudo-diffé-
rentials classiques d'ordre 0. Les méthodes employées, dites de "variable réelle"
complétent les méthodes "spectrales" utilisant la transformation de Fourier ou la

. . . . . . 2
variable complexe et qui sont nécessaires pour obtenir les estimations L°.

Les méthodes de "variable réelle" ont été découvertes par A. Calderdn et
A. Zygmund et développées par R. Coifman, M. Cotlar, E. Stein, G. Weiss, etc.
Elles ont le caractere remarquable de convenir a des situations beaucoup plus généra-
les que celle des intégrales singuliéres particuliéres pour lesquelles elle ont été
congues.

La définition que nous donnerons des "opérateurs de Calderon-Zygmund" ne
correspond pas a la terminologie généralement utilisée.

Mais cette définition permet de traiter a la fois les intégrales singuliéres les
plus traditionnelles et des noyaux plus compliqués comme ceux introduits par A.
Calderdn dans [6] .

De toute fagon les raisonnements utilisés sont exactement les mémes que ceux
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que les auteurs nommés ci-dessus ont employés.

Ce chapitre n'est donc pas original (si 1'on excepte la démonstration du
-théoréme 17 et le thdoréme 18).

Venons-en au contenu.

o n n n n

On désigne par © l'ouvert y#x de R XR ; xER, yER",
On a, pour tout o. p. d. classique d'ordre 0, T, une formule de représentation
intégrale

(1) TH) = | KOy )y

formule dans laquelle K € COO(Q), f€C:(Rn) et x n'appartient pas au support
de f.

La fonction K (singuliére sur la diagonale y =x avec un type de croissan-
ce que 1'on peut préciser) sera appelée le "noyau" associé al'o. p. d. T. Le mot
"noyau" est donc pris, dans tout ce chapitre, dans un sens différent de 1'acception
usuelle de "noyau-distribution" associé a un opérateur.

Les "noyaux" figurant dans (1) appartiennent & une famille plus générale que
nous appellerons "noyaux de Calderdn-Zygmund" (cette dénomination nous étant
propre); famille que nous allons décrire dans ce chapitre et a laquelle s'appliquent
les méthodes dites de "variable réelle" introduites par A, Calderdn et A. Zygmund.

I1 y a de nombreux cas ou 1'on peut, a 1'aide du "noyau" K(x,y), définir
entierement 1'opérateur T (sur les fonctions f € C:: (R")) par 1'intégrale
singuliére

2) TH(x) = Lim | K(x,y) £(y) dy.

ebo ly-x ,ZE
L'inégalité de Cotlar permet alors de montrer que, pour toute fonction
fe Lz(Rn), (2) a lieu pour presque tout x € R™.

Ce résultat est profond et repose sur 1'étude de 1'opérateur maximal

(3) (Tf)(x) = sup 'S K(x,y) f(y) dy | .
0 ly-xlze
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Une autre inégalité fondamentale est due a Ch. Fefferman et E. Stein. [Elle

relie directement le comportement de (Tf)#(x) et de la fonction maximale usuelle de

¢ [P,

p > 1. La fonction "diéze" de Fefferman et Stein est une modification tres

utile de la fonction maximale de Hardy et Littlewood.

Nous supposerons que le lecteur a acquis une certaine familiarité avec les

premiers chapitres du livre de Stein [50] et qu'il conndit, par exemple, la ddéfinition

et les propriétés de la fonction maximale de Hardy et Littlewood.

1. DEFINITION DES OPERATEURS DE CALDERO,N—ZYGMUND.

yeR",

Dans tout ce qui suit  désignera 1'ouvert de R"xR"  défini par y#x;

n

x€R". En d'autres termes O est R"xR" priv de la "diagonale".

DEFINITION 1. Un opérateur lindaire T :A(Rn) — A'(R") est appelé un

opérateur de Calder‘én—Zygmund si les quatre conditions suivantes sont satisfaites

(4)
(5)
(5a)
(5b)

(5¢)

T se prolonge en un opdrateur linéaire continu de L2(Rn) dans L2(Rn)

il existe une fonction continue K : 2 »+ € et une constante C > 0 telles que

‘K(x,y)] =C [x—y ‘—n ;

les gradients Vx K(x,y) et Vy K(x,y), pris au sens des distributions, sont,

en fait, des fonctions localement bornées dans & et y vérifient

-n-1

’Vx K(x,y)! <C ’x—y’ et ’Vy K(X,Y)I <C lx—y ’_n_1 ; enfin on a

Tf(x) = S K(x,y) f(y) dy chaque fois que f € C:: (R") et que x n'appartient

pas au support de f.

Soit |ITH2 , lanormede T: L2(RY) 5 L3R : la norme de Calderdn-

Zygmund de T, notée HT”, est alors définie par HTH = ”TH2 st inf C ; inf C

désignant la borne inférieure des constantes C pouvant figurer au second membre de

(5a) et (5b).
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On remarquera que K(x,y) n'est pas le "noyau-distribution" associé a
1'opérateur T et que d'ailleurs T n'est pas entierement défini par K(x,y).

11 existe cependant un cas particulier important oi T est déterminé par

K(x,y).

DEFINITION 2. Soit K : Q + € une fonction vérifiant les propriétés (5a)

et (5b) de la définition 1. Nous dirons que K est un noyau de Calderdn-Zygmund si

les deux conditions suivantes ont lieu

(6) pour toute fonction ¢ € C:: ®r"),

Y (x) = 11m SI | (x,y) o(y) dy
y-X >s

existe pour presque tout x€R".

(7) en posant ¥ = T(¢), il existe une constante C telle que HT((p)”2 <

C”(sz pour toute fonction ¢ € C: RM).

La norme L2 est 1a norme L2 usuelle relative a la mesure de Lebesgue dx.
La plus petite constante C telle que (5.a), (5.b) et (7) aient lieu sera notée
HK”* et appelée la norme de Ca]derdn-Zygmund du noyau K.

Compte tenu de (5.a), 1'intégrale SI ’ K(x,y) ,:cp(y) - w(x):l dy converge,
X-y |I=1

. S T .
de sorte que (6) est équivalente & 1'existence de l€1m ges ’y—x 151 K(x,y)d

Nous allons montrer par un contre-exemple tres simple que cette derniére
condition dépend de la structure euclidienne choisie sur R".
Soit ¢ € C°0 (Rz) une fonction portée par %S \/x2+y2 <1, telle que pour

tout re€ [1,1“, g o cos 6 , rsind)dd =0 mais telle que

o
SS o(x,y) dx dy = 1.
4y2+x2< 1 o
Posons S(x,y)= Z 16X <p(4kx , 4ky) et considérons le noyau de convolution

o
avec S ; x et y représentent ici les coordonnées de (x,y) € Rz.
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Alors S S(x,y)dx dy = | car, sur le domaine d'intégra-
1

§4—ks V4_\'2+x254_k
tion % 4K < Vv 4y2+x2 < 4'k, seul le terme  16¥ <p(-1kx , »lky) n'est pas identique-
ment nul et le changement de variable x = 47y , ¥y = 47X domne le résultat.

Le noyau K(x,y ; u,v)=S(u-x , v-y) satisfait les conditions de la définition
2 et cependant I(g) = Sge B mﬁf(x,y) dx dy ne tend pas vers une limite quand
€>0 tend vers O.

Donc les noyaux de Calderc;n—Zygmund dépendent de la structure euclidienne
choisie sur R". A fortiori, 1'ensemble des opérateurs définis par les noyaux de
Calderdn-Zygmund n'est pas invariant par difféomorphismes.

Nous verrons d'ailleurs que les o.p.d. classiques d'ordre 0 ne sont pas,
en général, définis par des intégrales singulieres (6).

Le cas des opérateurs de Calderdn-Zygmund est tout différent. La structure
euclidienne choisie ne joue plus aucun rdle et 1'ensemble des opérateurs de Calderdn-
Zygmund est invariant par difféomorphismes réguliers (le déterminant Jacobien étant,
en valeur absolue, compris entre deux constantes positives).

Naturellement les opérateurs décrits par la définition 2 constituent un cas
particulier de ceux de la définition 1.

Voici deux exemples montrant qu'un opérateur de Calder'o’n—Zygmund n'est
pas toujours une "intégrale singuliere" (6).

Si 7y est un nombre réel non nul, on définit My : L2(Rn) > L2(R“) par
(Myf)A (&) = ’ £ Ii'y f(g). Alors My est un opérateur de Calderdn-Zygmund et le

noyau associé est K, (x,y)=c 'x—y ’-n-l‘y ; la constante complexe ¢ n'est pas

Y
nulle et s'exprime de facon simple a 1'aide de la fonction T ([-50}).

Cependant, méme si f € C,, (R"), 1la limite limg | x-y | "™ g(y) gy
t0 lx-ylzo

n'existe pas lorsque f(x) # 0.
Par ailleurs, si T est 1'application identique, T est un opérateur de

Calderdn-Zygmund pour lequel le noyau K(x,y) est identiquement nul. La limite
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écrite dans le second membre de (6) existe cette fois mais ne vaut pas (To)(x).
La relation entre opérateurs de Calder‘c{n-Zygmund et noyaux de Calderdn-

Zygmund est donnée par 1'énoncé suivant.

THEOREME 18. Soit T : LZ(Rn) —)L2(Rn) un opérateur linéaire continu.

Alors les trois propriétés suivantes de T sont équivalentes

(@) T est un opérateur de Calderén-Zygmund

(b) il existe une constante C > 0 et une suite Kj(x,y) de noyaux de

Calderdn-Zygmund telles que HKJH* < C, pourtout j€ N, etque, pour toute

fonction f € Cz’ (R™), on ait HTj(f) - T(f)”2 —> 0 (j —+x) ; ceci en appelant

Tj 1' opérateur associé a Kj par (6).

(c) il existe une constante C > 0 et une suite T, d'opérateurs de

Calderdn-Zygmund dont les normes HTJH de Calderdn-Zygmund ne dépassent pas

C et telle que, pour toute fonction f € C: R"), ”Tj(f) - T(f)”2 —0 (5 »+).

En fait nous prouverons que 1'on peut imposer a KJ-(X,y) d'étre une fonction
appartenant a C”(R"xR") de sorte que ij(x) = SKj(x,y) f(y) dy. Naturellement

lK.(x,y) ’—>+°° avec j.

sup n ' K;

(x,y)ER"XR

Le théoreme 18 donne un procédé d'approximation des op“rateurs généraux de
Calder‘o'n—Zygmund par les opérateurs particuliers définis par les noyaux de Calderon-
Zygmund.

Passons a la preuve du théoréeme 18.

Nous allons d'abord montrer que (a) implique (b).

Rappelons a cet effet la définition du "noyau distribution" associé a un opéra-
2(

teur lindaire continu T : L2(R") — L2(RY).

On définit ce noyau S(x,y) par

(8) (S(x,y) , £(x) gly)> = SR" (TE)(x) g(x) dx
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si te AR, ge ARM ; puis on prolonge cette définition par lindarité et
continuité a tout AR"xR™). Pour ce faire, on remarque simplement que toute
fonction f(x,y) € AR"xR") s'écrit

f(x,y) = T, (x) g, (y)
[e)

ol f, EARY), g €AR") et

=l ||l

<

Z [l lglly <+

o
Finalement on obtient S €.4'(R"xR"). La définition du "noyau-distribution" S
étant rappelée, revenons a 1'opérateur T vérifiant (a) et désignons par S(x,y)
le noyau distribution correspondant.

On a évidemment S(x,y) = K(x,y) dans © ; pour le voir on combine (5c)

et (8).

Appelons ¢ € Cz: (Rn) une fonction d'intégrale 1 portée par la boule

On pose successivement <pj(x) =T oGx), j=1, et Sj(x,y) =
SSS(u,V) wj(X-u) wj(y-V) dudv=S5=« (wj ® wj).

Naturellement Sj(x,y) € CW(Rn xR"). Nous allons montrer que les Sj
sont des noyaux de Calder6n—Zygmund uniformément bornés et définissant des opéra-
teurs T:i tels que
() o - 10l — 0 G — )
pour toute fonction f € LZ(Rn).

Vérifions en premier lieu que ”SJH* < C. Supposons d'abord que

|x-y |2 % Les supports de (pJ.(x-u) et de (pj(x—v) sont contenus dans

|x-u |s 1—51'3- et |x -V IS % . Le produit cartésien de ces supports est contenu
1
dans 1'ouvert ={|u-v|> }
" 1 5]

Les restrictions de  S(u,v) et K(u,v) a cetouvert &21 coincident et

1'on a donc, si lx-yl = %,

S(x,y) - gg K(u,v) @(x-u) ,(y=v) du av.
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Deés lors on majore cette intégrale de fagon évidente en 1'écrivant
SSK(x-u , y-v) (pj(u) (pj(v) du dv et 1'on obtient |Sj(x,Y) l<c ]x-y |1 et
-n-1

|Vx SJ.(x,y)I <cC Ix—y I'"—1, IVy Sj(x,y)l =C lx-y|

11 reste & examiner le cas lx-y l < % On va montrer que pour tout

1

yer xR, seonlscs, W senl=ci™ e W syls

n+1

Cj ; ce qui est plus précis que 1'estimation cherchée.
La distribution S a la propriété que
(10) [<ste,y) , 100 e = clil, llll,

résultant de la continuité de T.

n

On a donc lsj(x,y) |< clle”S =C'j' et, de méme

|\7x Sj(x,y) < CH«pJ.HZ HV«JJ-”Z =C J'””-

Si ij(x) = Ssj(x,y) f(y) dy, il est aisé de majorer la norme de

Tj : L2(Rn) — L2(Rn). On appelle 7_: LZ(Rn) ->L2(Rn) 1'opérateur de transla-

tion par a défini par (-rat)(x) = f(x-a).
On a alors Tj = SS Ty © T o T v <pj(u) (pj(v) du dv ce qui entraine

Il < el ol
D'autre part, si f € LZ(Rn), la continuité de la translation dans L2(Rn)
implique ”Tj(f) - T(f)”2 —0 (j —>+).
11 est évident que (b) entrafne (c) et il reste & prouver (c) »(a). Appelons
Kj(x,y) les noyaux associés aux opérateurs Tj par la définition 1.

Le théoreme d'Ascoli permet d'extraire de la suite Kj(x,y) une sous-

suite K. uniformément convergente sur tout compact de £ vers une fonction
v

K(x,y).
11 est clair que lK(x,y) , <C lx-y ]-n par simple passage a la limite.
On vérifie facilement les conditions sur les gradients VXK(X,Y) et

Vy K(x,y) en remarquant qu'elles sont équivalentes aux inégalités
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¢ Inl

il\'(x+h , v) - K(x,y) |< .'.—FH—l
X-y
¢ In]
et |K(x 3 y+h)-K(x,y)l SW

lorsque lh[ = Lxgy_ .

Enfinsi f€ C:: (R"™), ona, pour tout x n'appartenant pas au support de f,

(TJ- £)(x) =§ Kjv(x,y) f(y) dy — SK(x,y) fy) dy ;

v
par ailleurs HTJ. f - Tf“2 —> 0 (v —4o). Il en résulte que Tf(x)= SK(x,y)f(y) dy
presque partout sﬁr le complémentaire du support de f.

Nous voila en possession d'un ensemble remarquable d'opérateurs de L2(Rn).

On rappelle que si T est un opérateur de Calderdn-Zygmund,
”T” = HT”Z,Z +C ol C estla plus petite constante pouvant figurer dans (5.a) et
(5.b) et ot ”T“2,2 est lanorme de T comme opérateur de LZ(Rn). Alors
1'ensemble des opérateurs de Calderdn-Zygmund est un espace de Banach. Ce n'est
malheureusement pas une algebre,

Nous allons le montrer par un contre-exemple en dimension 1. Soit

6 : R\ {0}-) R une fonction impaire, nulle a 1'infini, de classe C1 dans

R\ {O} et telle que |9 '(x) ‘ < —12 Commengons par établir le lemme suivant.
X

LEMME 1. L'opérateur T : L2(Rn) - LZ(Rn) défini sur C:: (R) par

(Tf)(x) = lim S 6 (x-y) f(y) dy est un opérateur de Calderdn-Zygmund.
elvO ly-x IZE

L'existence de la limite ne pose aucun probleme : 6 étant impaire, on a

(x-y) f(y) dy = (x-y) [-f(y)-f(x)] dy. Cette derniere intégrale

6 6
S12|y—x IZS 12[&’-" ‘25

a évidemment une limite quand € tend vers zéro. Il reste a montrer (4). A cet
effet, on pose, si €> 0, Ge(x)=9(x) pour lx [2 e et Ge(x)=0 si lx |< €.

Si f€ C: (R), (Tf)(x)= lim 6 _«x f=1lim fe' Deés que nous aurons montré

le lemme de Fatou

1'existence d'une constante C > 0 telle que Hf e”2 < C”f‘ 29
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s'appliquera et donnera ”Tf”2 =< C“t 2

Pour calculer ”6 e® f||2, on observe que Ié € ’ < C et1'on utilise le

théoréme de Plancherel. Enfin |6 e ‘ < C résulte de

5e(g) =2 Sw sin(t£)8 (t) dt = -2i [‘;‘3?-t§e)(tﬂE +2i Soo 1'_Czs—t59'(t) dt = A(£) +

€ €
B(£); cecisi & >0 ce qui suffit & notre propos. On a

|a@)] =2 125 o (g sz‘-_?tﬁs C. De méme
,B(E)|<28 1—cost£dt_28 -cosu

D4signons par H la transformation de Hilbert (non normalisée) correspondant
au cas particulier ou 6 (t) = tl . Nous nous limiterons a des fonctions 6 (x) € A(R)

vérifiant ’6 '(x) | < lZ et telles que 6' soit paire. Alors 1'opérateur T, = ToH
X
est 1'opérateur de convolution avec la fonction 6 1 donnée par 6 1(x) = 89 (x-t) (% ;

cette derniére intégrale étant prise au sens d'une valeur principale de Hadamard.

Nous montrerons qu'il n'existe pas de constante C > 0 telle que, quelle que

soit 1a fonction 6 € A(R) vérifiant les conditions ci-dessus, on ait IO ; (x) ’S % .
X
Cela suffira pour établir notre contre-exemple.

dt
-t
Or, si, par exemple, x =1, la seule propriété de 6'(t) autour de x =1

Ona,si 6 cAR), 6! (x)—ge (x-t)

est d'é&tre majorée en valeur absolue par 2 ce qui ne permet évidemment pas de
3/2

majorer 6 i( 1) puisque S = 400,
1/2 |t-1

Avant de terminer ce premier paragraphe, rappelons quelques exemples
classiques de noyaux de Caldero’n-Zygmund.

Soit S :R™M\ {0} - C une fonction indéfiniment dérivable, homogeéne de

degré -n et telle que ‘ ’ S(x)do(x) =0 ; do désigne la mesure de Haar
X | =1

de la sphere lx I= 1 (invariante sous 1'action de SO(n , R) et normalisée par

Sdo =1)
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Alors K(x,y) = S(x - y) est un noyau de Calderdn-Zygmund. La fonction S

définit une distribution, encore notée S, par la formule

(11) (S,p) = lim S S(x) o(x) dx
0 ’xlzg

3
et 1'opérateur T associé au noyau S(x-y) peut étre décrit par la formule
(12) T(p)=S * ¢

conduisant a

(13) (T(0)) (&) = m(£) @(¢).

La transformée de Fourier m(£) de S est une fonction ind2finiment d#rivable dans
Rr" privé de O et homogene de degré 0O en €.

On a donc
(14) (0)x) = — § &€ m(¢) o(¢) at.
(2m)

11 faut cependant remarquer que m(£) n'appartient pas a la classe S? 0 des
’

symboles classiques (a cause de la singularité de m(¢) a1'origine).
Réciproquement si 1'on part d'une fonction m : Rn\{O} » € qui soit indéfi-
niment dérivable et homogeéne de degré 0, elle est 1a somme de la transfor-
mée de Fourier d'une distribution S du type précédent et d'une constante.
X.
L'exemple le plus classique de cette situation est celui ot S(x) = ¢ —
£, X !n+1

conduisant, pour un choix approprié de la constante ¢, a m(¢) =i ﬁ . L'opéra-

teur Rj correspondant est appelé transformation de Riesz ; 1 < j<n.

2. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET OPERATEURS DE CALDERGON-
ZYGMUND.,

Nous rappelons que S? c CP(R"xR") est 1'algébre des symboles

0

’

o(x, &) vérifiant les inégalités
M

’°°sf 2Box,8) <C, 40 wlely el

Nous appellerons opérateurs pseudo-différentiels classiques d'ordre 0O les o.p.d.
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o(x , D) associés aux symboles o € S? 0 Ce point de vue assure que les o.p.d.
’
classiques d'ordre O soient continus sur Lz(Rn).
Le lien entre o.p.d. classiques d'ordre O et opérateurs de Calderdn-

Zygmund est donné par le résultat suivant.

THEOREME 19. Tout opérateur pseudo-différentiel classique d'ordre 0 est

un opérateur de Calderdén-Zygmund.

Plus précisément soient ¢ € C:: (R™) une fonction égaled 1 en O et,

pour tout symbole classique ¢ € 5(1) 0’ oJ.(x, £)= <p(J-§) ox, &).
?

Alors 1'o.p.d. oj(x,D) est défini par un noyau Kj de Calderdn-Zygmund ;

on a HKJ.”* =< C et pour toute fonction f € L2(Rn), on a

(15) ooy -0, Dyill, —0 G — ).

La premiére observation a faire est que (p(j§) décrit une partie bornée de

S? 0 quand j= 1. La vérification est évidente et laissée au lecteur.

11 en rdsulte que 1'ensemble des oj(x, £), j= 1, estaussiune partie bornée

0
1.0

Nous allons donc nous restreindre a des symboles ¢ € S

de

0
1,0

ce sous espace vectoriel de

ayant des

supports compacts en §. Nous désignerons par x? 0
?
0

SIS

Avec ces notations, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Pour toute suite double C aeN", BeN", de

x, B’
constantes positives, il existe une constante C telle que si
1 }p g a B < - !0&‘
(16) o€ 1,0 vérifie lbgbx o(x,E)l ch,B(1+l€|)

le noyau K(x,y) défini par K(x,y)=R(x , x-y) avec

R(x,z) = (2m)™" Selg -z o(x,&)d¢ est un noyau de Calderdn-Zygmund tel que

(17) ”K” <C.
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Cette proposition fournit “KJ.‘L < (C dans le théorcme 19,

Nous supprimons ainsi 1'indice j et supposons, tout simplement, que toutes
les intégrales en £ convergent.
Il vient R(x,z) =Sei€'Z o(x,£)d€ = (-l)N |z |-2N S A]z cr(x,g)eig'Z d¢
si z#0. Cette derniére égalité est obtenue par 2N intégrations par parties en £.
On a, par hypothése IA,z c(x,E)l < CN(1+ ' 512)_1\] et donc, pour N > g s

'R(x,z)l o ]z I-ZN‘

De méme toutes les dérivéesen z et x de R(x,z)
ont une décroissance rapide a 1'infini que 1'on contrdle explicitement & 1'aide de la
suite donnée C .
«,B
Les inégalités (5.a) et (5.b) sont donc satisfaites pour K(x,y)=R(x , x-y)
quand ’x-y’ =1,

Pour étudier le comportement de R(x,z) quand z -0, on pose Iz | = ;2

et on appelle ¢ € C: (R™) une fonction égale & 1 au voisinagede 0. Ona
R(x,z) = R1(x,z)+R2(x,z)
ol Ry(x,2) = {ox,€) o(f) e'® % at.

L'estimation de Rl(x,z) s'obtient directement en remarquant que
lc(x,g) w(é) elg -z | <C sur |£ ’ < CR. Une majoration brutale donne

[R1(x,z)| scsz“:ﬁ.

En ce qui concerne R2(x,z), on emploie la méthode ci-dessus (les 2N

intégrations par parties). On obtient

IRy,2) | = 12 [N G 1A {ox, )1-0(E0} lag

-2N -2N R o} . n
<Cy |2 | S|€|2CR|€| dt =C! R (si N>

Les estimations de b;‘ d zﬁ R(x,z) sont semblables et 1'on obtient

la; ofR(x,z)l <Cy p |z|'"'|'9|.

Nous venons de vérifier que, pour tout ensemble borné B de symboles

oes? les noyaux K des o.p.d. correspondants o¢(x,D) satisfont HKH* <C.

1,0’
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Pour terminer la preuve du théoréme 19, appelons f. € L2(Rn) la fonction
définie par fj(g) = w(f)f(&). Alors ”f - fjHZ 20 (jo+o) et
olx, D)t-oj(x ,D)f=0(x, D) [f-fj:[ >0 dans L2(Rn) car o(x , D) est
continu sur L2 .

Maintenant que les opérateurs pseudo-différentiels classiques d'ordre 0
sont des opérateurs de Calderdn-Zygmund, nous allons oublier les premiers et ne nous
occuper que des seconds durant de chapitre IV,

Il y a, en effet, des exemples trés intéressants d'opérateurs de Calderdn-
Zygmund qui ne sont pas des op’rateurs pseudo-différentiels, ni classiques, ni
exotiques.

En voici quelques uns, diis principalement & Calderch et définis par des noyaux

de Calderdn-Zygmund :

K(x,y) = A((") ')A(y) ot A' € L™(R)
X-y
K, (x,y) = D:(x) ;nf( )" ol nEN et A'€L(R)
X-y
C(x,y):-(—)—-—‘——(——) ol z(x)=x +ip(x)
z(x) - z(y

etoll ¢ :R >R vérifie ”(p' ”w < 8 ; la valeur minima du nombre 6> 0 n'est
pas connue ( [21] et [6] ).

Nous croyons que les opérateurs de Calderdn-Zygmund présentent un intérét
ind“pendant des opérateurs pseudo-différentiels classiques auxquels ils sont apparen-

tés. Cet intérét justifie une étude "en soi".

3. LES THEOREMES DE CALDERON-ZYGMUND-COTLAR.

THEOREME 20. Tout opérateur de Calderdn-Zygmund est borné sur LP(R"™)

quand 1<p <+ etenvoie L1 dans L1-faible.
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C'est-a-dire que si T est un opérateur de Calderon-Z gmund, il existe une
‘ Y

constante C >0 fe L1 N L2, on ait, pour tout A >0,

telle que, si
(18) mes{xeR" ; |7t | (x) > A} < g”ﬂ],.

La preuve du théoréme 20 que nous présentons est due a3 A. Calderdn et A,
Zygmund et est exposée dans leur céleébre travail ( [9] ). Nous la rappelons pour lu
commodité du lecteur.

Nous allons commencer par démontrer (18) si f est une "fonction simple" ;
c'est-a-dire ne prenant qu'un nombre fini de valeurs non nulles sur un nombre fini de

cubes dyadiques. Puis nous en déduirons (18) dans le cas général ol f € L1(Rn).
Enfin le théoréme d'interpolation de Marcinkiewicz montrera que T est borné sur
LP quand 1<p =2, Le cas général résulte de 1'observation que 1'adjoint T*
de T estun opérateur de Calder‘én—Zygmund.

Pour démontrer (18) on peut évidemment se restreindre au cas ou ”t”1 =1
et oll la norme de T, en tant qu'opérateur de Calderon-Zygmund, est égale & 1.

La preuve de (18) repose alors sur la célebre décomposition de Calderdn-
Zygmund de f que nous rappelons.

Appelons cube dyadique de R" tout cube Q de la forme

= {m X <x, < (m 1) 2“} o k€Z, v=1,2,...,n et m€Z
Désignons par Q. les cubes dyadiques maximaux (pour 1'inclusion) tels que

-I—l- S dx > ). Si ”t” > X, ces cubes maximaux existent : plus précisé-
ment tout cube dyadique Q tel que -I-—‘ S £(x) ] dx > X est contenu dans un cube
QIYQ

dyadique maximal Q vérifiant 1a méme condition.

Pour le voir on construit la suite emboitée Q =Q° < Q1 c...c Qk c ..
des cubes dyadiques définis par la condition que le cdté de Qk+1 est le double de
celui de Qk ; on appellera alors Qk+1 le "cube dyadique double" de Qk et 1'on

posera Qk+1 = 6“.
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Puisque f€L(R on a r——-]-g x)|dx—>0 (k = +) etil

existe un plus grand entier k tel que ,—k—l-g K |f(x) |dx >\ ; ce cube Qk est
Q Q

donc 1'un des cubes maximaux Qj cherchés et 1'on a I—,}T S~ lf(x) , dx < x.

Qj Qj
A fortiori S lt0e) [ax < 2™ |, |
Q, J
J

Remarquons que les cubes Q. étant dyadiques et maximaux sont disjoints.
Par ailleurs si ”f”Oo <A, iln'ya pas de cubes QJ..

Posons finalement fj =f- m f sur Q:i et fJ. =0 sur le complémentaire
de Qj ; on a noté me la moyenne de f sur le cube Q.

Les supports des fj sont deux a deux disjoints et S fj(x) dx =0 tandis
que S Ifj(x) |dx <M1y le I .

Appelons  la réunion des cubes Qj ; Q=@ s'iln'y a pas de cubes Qj'

LEMME 2. On a ’f(x) ’ < XA presque partout sur le complémentaire de

idans R" .

Pour prouver le lemme 2, remarquons d'abord que, si x € Q, ona, pour

tout cube dyadique Q contenant x, ﬁ S |f(t) Idt < XA. Sinon on aurait
QlvQ

ﬁ S If(t) ’dt > X\ et, comme nous 1'avons déja remarqué, Q serait contenu
Ql“Q

dans 1'un des cubes maximaux Qj composant . Or x n'appartientpasa .

Le théoreme de différentiation de Lebesgue implique lf(x) |S A presque
(o)

partout sur le complémentaire de Q. On pose alors b(x) =2 fj(x) ; fj est sup-
1
portée par le cube dyadique QJ ; les Qj sont deux a deux disjoints,

S (x)dx =0, S If (x) Idx < 2n+1l et la mesure de la réunion  des Q.
% %% gy J
ne dépasse pas —r1 = % ; ceci parce que AJQJ. |< S |t(x) |dx et
Q.
J

en additionnant A ‘Q ls ”f”1.

La décomposition f(x) = g(x) + b(x) s'appelle la décomposition de Calderdn-
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Zygmund de f et, en vertu du lemme 2, on a lg(x) 's 2™\ presque partout.
En fait f(x) et g(x) coincident sur le complémentaire de £ tandis que

g(x) = mij si x€ Qj'
Puisque f est une fonction simple, la décomposition de Caldero’n-Zygmund

de f ne comporte, en réalité, qu'un nombre fini de termes.
Désignons, pour chaque j, par Q; le cube ayant méme centre que Qj
et pour cdté le double de celui de Q.. Soit ©° 1a réunion des Q; . Ona

lo*| <z [o*l=2nzla | =2 el < 2.
: J ; J
J J
Pour démontrer 1'inégalité (18), nous désignerons par E 1'ensemble des

x € QF tels que !T(f)(x) |> A et montrerons que ’E ’ < Cn/)\ . Puisque 1'on a
une majoration analogue pour IQ* | , 1'inégalité (18) en découle.

Désignons par E, 1l'ensemble des x €E tels que !T(g) 1(x) > % et par
E, l'ensemble des x€E vérifiant |T(b) |(x) > %‘ Puisque IT(f) | < lT(g) |+
IT(b)l, ona EcE,;UE,.

Pour majorer ’E1 I , Tremarquons d'abord que

SRn lg|2=gﬂlg|2dx+gﬂc |g|2dx <

z o llmg el 420 lreolaxs .
j J mQ:i + af X n

2 4C
11 en résulte %|E1 | SSRn ]T(g)ldeS SRn |g’2 dxscnk et |E1 | sTn .
Pour ma;;orer IEZ I , il suffit de prouver le résultat suivant.

LEMME 3. Sfﬂ* | T(b)x) | ax < C) -

La vérification du lemme 3 repose sur les estimations des noyaux associés aux

opérateurs de Calderdn-Zygmund.

™8

Si XQQ*, on écrit T(b)(x) =

T(E.)x) =
o1 3

—_
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jf1 SQ K(x,y) fj(y) dy = 351 ng [K(x,y) - K(x,yj):lfj(y) dy ;

J
cette dernitre égalité vient de ce que g fj(y) dy=0., Orsi y et i
Q.
appartiennent a Qj dont le cété a pour longueur eJ., ona, quand x & Q; ,
[k(x,y) - K(x,y.) | < ce,lx-y, [ < g
X,¥) = B Y1 S & 551Xy = D |n+1 T
J
2.

puisque lx - yj |2 74 .

Finalement lT(b) l(x) <C E

7 S ‘fj(y)fdys C A0()

j=1 |x y |n+1
ol A(x) est la fonction de Marcinkiewicz : N1
© 2n+1 x) ej
Alx) = . Ona S Alx) dx = Z'}
J_1 Ix J.,n+1 + 2n+1 R" j=1 R [x-y. |n+1 + eq+1

=C ze =C, ‘Q|<C'/>~
nJ__1

On en déduit aussitdt le lemme 3.

Pour passer au cas général o f € L1 N L2, on peut supposer Hf“1 =0
[¢2)

et écrire f= T fV ou f v est une fonction simple telle que ”fv”1 <477,
1 (=]
Naturellement on peut aussi supposer que la série I f converge normalement dans
L) 1

L2(Rn). Onaalors T(f)=1X T(f ) ce qui entrafhe, en appelant E, 1'ensemble

des x tels que |T(f )|(x)>2 A, {x, |T(f)|>A}c U E,. Or
v=1
el ||

mes(Ev)S <c27Y/x. etdonc l{x ; lT(t) |> )\} I <C/X.

L'opérateur linéaire T est donc de type faible (1,1) et de type fort (2,2).
Le théoréeme d'interpolation de Marcinkiewicz ( E50] p.21 th. 5 ) montre que
T : LPR") —» LP(R") est borné.

Si p€ [2 y + [, on remarque que 1'adjoint T* de T estaussiun
opérateur de Calderdn-Zygmund ; le noyau associé K'(x,y) étant R(y,x). En
appelant q € ]1 ,2 [ 1'exposant conjugué de p, T est borné sur Lq(Rn) et

donc T 1l'estsur LPR™).
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Remarques sur la démonstration du théoréme 20.

Le cadre des "opérateurs de Calderdn-Zygmund" a 1'avantage d'étre commode
et de comprendre beaucoup d'opérateurs usuels. Mais on peut chercher a affaiblir les
hypothéses faites sur le noyau K(x,y) et permettant d'obtenir les conclusions du
théoreme 20.

Par exemple, dans la définition 1, (5.a) et (5.b) peuvent étre remplucés par lo
condition suivante :

il existe une constante C et un nombre 6 € ]0, 1] tels que, si ly-yo ‘fd

n n n . C
et Ix-y0 IZ 2d (x€R', y€ER, Y,ERY, d> 0) on ait ’K(x,y) IS fx__y—l-ﬁ s

6

cd
[Kx,y) - K, y,) < —
X=yg
cd®
et IK(y,x) - K(yo,x) ‘S | — -
X—yo

Nous verrons d'ailleurs que ces trois conditions suffisent également pour
obtenir le théoréme 21 ci-dessous (en remplacement de (5.a) et (5.b)).

Enfin la géométrie euclidienne sur R" peut &tre remplacée par une géométrie
plus complexe. R. Coifman et G. Weiss ont systématiquement développé ce point de vue

en définissant les ''espaces de nature homogéne" ( [22] ).

3PS A CONVERGENCE, PRESQUE PARTOUT DES INTEGRALES SINGULIE-
RES DE CALDERON-ZYGMUND.

Soient K un noyau de Calderdn-Zygmund et T 1'opérateur associé ; T
est défini presque partout par

TE(x) = lim (x,y) #(y)dy
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T,f(x) = sup |Tef(x) | .
0

Plus généralement, si T est un opérateur de Calderdn-Zygmund et si K

désigne le noyau associé, on définira de méme T, et T,.

THEOREME 21. Si K est un noyau de Calderdn-Zygmund, 1'opérateur

maximal associé T, envoie L' dans L1-faib1e et est borné sur LP  pour

1<p < +oo,

Pour toute fonction f € Lp(Rn), 1<p < 4o, lifl Tef(x) existe presque
E 0 L ———
partout et coincide presque partout avec Tf(x), définie au sens fonctionnel de la

facon suivante : si f € LPRM, 1< p<+w, Ti estlalimite, dans Lp(Rn),

®(R" - o |l
de To, lorsque wkeco(R) et f-qokp-’O (k » +).

On peut se demander quel est 1'analogue du théoréme 21 pour les opérateurs de
Calderdn-Z ygmund.

Si T est un opérateur de ce type, T, estencore borné de L1 dans
L1-faible et sur tous les Lp, 1<p<+40, Cependantonn'aplus Tf=1im T f

€40
presque-partout ; ceci puisque 1'on n'a pas cette relation quand f€C:)° (RD),

L'inégalité suivante, dite "inégalité de Cotlar" est au coeur de la démonstra-

tion du théoréme 21,

PROPOSITION 2. Il existe une constante Cn ne dépendant que de la dimen-

sion n et ayant la propriété suivante. Soient T un opérateur de Calderdn-Zygmund

et f€ C: (R™). Alors on a, pour tout x € R,

(19) 1,800 < ¢ {(r0*t0) + el 00} .

On a noté g* la fonction maximale de Hardy et Littlewood de g.
11 n'est pas exclu que les deux membres de (19) vaillent +oo,

La preuve de (19) débute par le lemme suivant.
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LENMMI -1, 11 existe une constante Cn telle que, pour tout x€Rn, tout

€> 0 et toute fonction f€L1(Rn), on ait

(20) € S | oox !z: |y-x |'"'1 lf(y) |dy < cnf*(x).

Naturellement on peut se ramener au cas ot x = 0. On emploie alors des

coordonnées sphériques et 1'on pose m(r) = g l | |f(y) |dy.
yl<r

On a donc, en appelant 'yn le volume de la boule |y IS 1,

£(0) = sup m(r)

r>0 ynr'

et le membre de gauche de (20) vaut

-n-1 m'(r)dr =

-n-1 _ ®
€S'yI2€IYI If(y)ldy—eger

(21) o o
€ (:r_n_1 m(r :l +(n+1) € S r -2 m(r) dr.
€ €

On a, puisque f € L1(Rn), m(r) < ”f”1 et dans le terme tout intégré, la contribution

de +o estnulle ; cellede € estnégative et (21) ne dépasse pas
00

(n+1) € g Z 2 ey dr < ¥ £0)n+1) € S r~2 dr = (n+1) ynf*(o).
€ €

LEMME 5. Pour tout noyau de Calderon-Zygmund K, tout €>0, tout

x€R™, tout x'€R" et toute fonction f€ L'R"), ona
*
(22) ’x‘—x |S g =) S [K(x,y)—K(x' ,y)Jf(y) dyi < Cn”KH* f (x).
|x—y IZE

En effet IK(x,y) - K(x',y) ’S ch |x—x‘ Hx-y l_n_1”KH* si !x-y ‘2 2 |x‘-x ;
ceci gréce a 1'inégalité des accroissements finis et & la définition des noyaux de
Calderdn-Zygmund.

On est alors ramené a (20).

Remarquons que dans (22) on peut remplacer

{ K(x',y) fy)dy par § K(x',y) flyldy car
lx—y|2€ |x'-y|25

1'erreur commise ne dépasse pas S |K(x' ,y) Hf(y) \dy <

5= | x-y |s§z‘-':
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<cC, e kll, S lt(y) [ay < c £* (o)l .

€ _3e
25 |x—y | T

Nous en venons a la preuve de 1'inégalité de Cotlar. On peut évidemment se
limiter au cas ol x =0 et oli la norme de 1'opérateur de Calderdn-Zygmund T est
égalea 1.

Appelons € un nombre positif, T, 1'opérateur tronqué g ’ IK(x,y)f(y)dy,
y-XI=€

f1 le produit de f par la fonction caractéristique de Iy ]S € et f2 =f-f 1
Nous nous proposons de montrer que, pour tout € >0, ona
*
(23) 72l = c {0 + 0}

En prenant la borne supérieure du membre de gauche de (23) par rapport a tous
les €> 0, on obtient 1'inégalité de Cotlar.

On remarque que (Tef)(O) = T(f2 )(0). Désignons par B 1la boule
’y Is 5 . Pour majorer (Tef)(O) = T(f2 )(0), nous allons comparer T(fz)(O) aux
autres valeurs prises par T(fz) dans la boule B.

On a, par le lemme 5, pour tout x€B,
(24) |Tf2(o) - sz(x)l <c, ).

Pour revenir & Tf(x), on écrit, pour presque tout x€EB,
(25) Tf2(x) = Tf(x) - Tf1(x)
et (24) devient, pour presque tout x€EB,

(26) |Tt2 lo)=< |Te](x) + ITf1 |(x)+cnf*(o).

Si Tf2(0) =0, 1'inégalité (23) est évidemment satisfaite. Sinon soit A > 0
et A< th2 I(O). Désignons par u la mesure de probabilité |B |_1 Xp dx (xB
étant 1a fonction caractéristique de B).

Soient E., 1'ensemble des XxEB tels que ITfI(x)>A, E, 1'ensemble

1
*
des x€EB tels que ITf1 l(x)>%‘ et E3 =@ si Cpf (O)Sg, E3 =B sinon.
Compte tenu de (26) et de A < Isz |(O), ona B=E,UE,U E3 et
1=p(B) < p(E)) +u(Ey) +p(Ej).

Or 1'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff entrafhe
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27 E) <20 |relau = -2 |7t | (x) ax < 2 (T£)*(0).
(27) wE) s3It law mgB (x) dx < 3 (T£)"(0) )
c,£(0)

Pour évaluer u(EB), on utilise la majoration triviale u(EB) <
A/3

Enfin pour “(E2)’ on emploie le type faible (1,1) de 1'opérateur T.
(£,) = 2 K g, | x
Ilvient w(E,)= < S f lax <C!
2 Il B ! n
On a donc, pour tout A < lez I(O),

=1 #(0).

q " -1 x *
(28) 1 S,U(E1)+U,(E2)+/J(E3)S Cn>‘ {(Tf) (0)+¢ (O)}.
En multipliant les deux membres de (28) par A, il vient
1 * *
(29) x < {Te(0) + £*(0)}

et, en prenant la borne supérieure du membre de gauche par rapport a A < le2 ‘(0),

on obtient (23).

PROPOSITION 3. Il existe, pour tout p € ] 1,+00 [ ettout n=1 une

constante C(p,n) telle que, pour tout opérateur de Calderén-Zygmund T et toute

. o n .
fonction f € C0 (R), on ait

(30) “T*th < C(p,n) Hf”p ”T I

L'inégalité (30) est une conséquence immédiate de 1'inégalité de Cotlar et de
1'inégalité de Hardy et Littlewood suivante : Hg*“p < ‘y(p,n)Hng si 1<p< 4o
et ge LPR).
Compte tenu du théoréme 20, on a H(Tf)*”p < ‘y(p,n)HTpr <
C'(p,n)“TH”th. De méme 1'inégalité de Hardy et Littlewood s'applique a Hf*”p
Nous venons de prouver que 1'opérateur maximal T, est borné sur P si
1 <p< o,
Pour vérifier que T, envoie continiment L1(Rn) dans 1'espace L1-faible,
on procéde de fagon analogue mais 1'inégalité de Cotldr doit &tre affinée de la fagon

suivante.
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PROPOSITION 4. Soient &8 € 10,1] un nombre réel et n=2 1 un entier.

11 existe une constante C (6) telle qu'avec les notations de la proposition 2, on ait

Tuit0) < € (8) {1, (0)0) + [[7l] 00}

onaposé, si g: R" 5 € est une fonction mesurable,

M (g)(x) = SUP (,—’ S lg I 6dy>1/ ¢ ; la borne supérieure étant prise par rapport

A toutes les boules (de rayon non nul) contenant x.

La preuve de la proposition 4 suit, grosso modo, les lignes de celle de la

proposition 2. On a cependant besoin de quelques résultats auxiliaires supplémentaires.

*
LEMME 6. Soit g€ L1(Rn). Posons, pour tout x€Rn, g (x)= M1g(x),

au sens de la proposition 4. Alors, pour tout A > 0,

{x s gt (x) > )\} ' < % S{g*>)\ }‘g(y) IdY-

(31)

Soit en effet E 1'ensemble des x vérifiant g*(x) < XA. Définissons
g1(x) =g(x) si x€E, g1(x) =0 sinon et posons gz(x) =g(x) - g, (x). Soit
finalement  1'ouvert [E.
Si x€Q etsi B estune boule contenant x, deux cas peuvent se produire.
Ou bien B rencontre E. Alors, par définitionde E etde g*, ona
! S |g(x)ldxs)\.
818
Ou bien B ne rencontre pas E et g coihcide avec g, sur B. En tout
état de cause, si 1'on veut trouver une boule B contenant x telle que

I—Bll SB ’g(x) ldx > X, on doit obligatoirement assurer -,—1l S |g2(x) ldx >\,

On a donc {x ; g¥(x) > )\} { x) > )\} ce qui implique (31).

LEMME 7 (Kolmogoroff), Si g€ L._taible avec une norme ne dépassant pas

A etsi 0<6 <1, pourtoute partie borélienne E de Rn, ona

S 'g|6dxscn(a)|E|1'° 2,
E
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La preuve ost tros simple. On peut évidemment se resireindre au cas oll
A =1 cariln'yarien a démontrer si X =0,

On pose, si kEZ, E, = {er ; lg(x) |> ;Zk}. Onappelle k- le plus grand

-k
entier kE€EZ telque 2 O = |E I et 1'on majore IL‘IIV | par
1N
i <
e e lel s k<k

|Ek| <2k sl k=zk,.

Cette derniére inégalité vient de ce que la norme de g dans L1—faib1e est égale a

1.
(k+1)9

N

6 oo
Finalement g ’gl dx < T 2
E oo k+1

[«] [=<]
=_§°2(k+1)6(IEk’- IEk+1 ly = z %= 1) 2K® IEkl <
% K 1
@0-1) ¢ 2ME-1) g8 gy 0% ok || <c, g |1-*
K oo

[
compte tenu du choix de k o
Reprenant les notations de la preuve de la proposition 2, on repart de (26) que
1'on éléve a la puissance 6 pour en prendre ensuite la moyenne par rapport a la
mesure de probabilité p .

I1 vient
1/6
(32) |Tf2 | (0) < C M, (T)0) +C, /e (S |Tt1 1%(y) dy> +C, £(0).
B

11 reste & majorer le second terme du membre de droite de (32). L'inégalité
de Kolmogoroff donne, en désignant par A la norme de Tf1 dans L1—faible,

n-nbxé .

S ITf1|6(y)dySC6>\6 |-t ¢t ¢
B

]
8
Finalement A < Can1 “1 < enCn f*(O) et ceci termine la preuve de la proposition 4.

Nous allons maintenant majorer la norme L1-faib1e de Tyf par CnHTHHf”1
lorsque T est un opérateur de Calderén-Zygmund et f € C: ®™).

Le passage aux fonctions f € L1(Rn) quelconques s'obtient par 1'argument
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utilisé pour le théoréme 20.

Compte tenu de la proposition 4, il suffit de majorer la norme dans L1-taible
de Mé(Tt) quand 0< 5 < 1,

Soient A > 0 et E 1'ensemble défini par M 5 (Tf) > A . Puisque
fe Cc: (R™), E est un ouvert borné (donc de mesure finie) et, grace a 1'inégalité

de Bienaymé-Tchebitcheff et au lemme 6, on a

e - ’{(ITfIB)*>)\6}

On majore cette intégrale par 1'inégalité de Kolmogoroff et 1'on obtient

C
n <]
<% SE 12 | ® (y) ay.

el =cp (o)A [e ™23 lelle.

Puisque IE l < 40, on peut diviser les deux membres de cette inégalité par
IE |1_6 pour avoir ’E |6 < Cr'](é) Hf”? HTH{S qui implique 1'inégalité désirée.

Montrons enfin que, si f € P (R"), 1<p< 4x, li‘m (Tef)(x) existe
presque partout et coincide avec le prolongement a evo teLP(R") dela
restrictionde T & C_(R").

Nous pouvons évidemment nous restreindre au cas ou teLP(R") etle noyau

K sont réels.

On pose alors A(f ; x)= Tim (Tef)(x) - lim (Tef)(x). Pour tout 7 >0, ona
€V0 €70

f=g+h ol g€ C::(Rn) et ”thS n.
On a alors presque partout Alf 5 x)=Alh 5 x). Or A ; x) < 2(Ty h)x).

C'est-a-dire que, pour tout entier N2 1,

(33)

{x; alt;x) >1%1}1 < 2P NP |Ir* hH; <c, NP 7P,

Le membre de gauche de (33) ne dépend évidemment pas de 7 > 0 ; en lais-
sant 7 tendre vers 0, il vient '{x s AF ; x)> 1-1\-]}‘ = 0,

11 en résulte que, pour presque tout x€R™, A(f; x)=0. Nous venons de
prouver 1'existence presque partout de Lf(x) = lim (Tef)(x) si fe€ LPRM).

ev0
Appelons encore T 1'opérateur qui prolonge & LP(R™) notre opérateur
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T CYRY 5 LAR").
Puisque ’Lf l(x) < T,f(x), les deux opérateurs T et L sont continus
sur LP(R™) et ils coincident sur C: (R"). Onadonc L=T sur LPR")

ce qui s'écrit (Tf)(x) = lim S K(x,y) f(y) dy presque-partout.
€40 ly—x‘ze

4, L'INEGALITE DE FEFFERMAN ET STEIN.

L'inégalité de Cotlar a été essentielle dans la preuve du théoréme 21, Cette
inégalité présente la particularité que 1'opérateur T intervient dans les deux
membres, a gauche sous sa forme maximale, a droite par le biais de la fonction
maximale de Tf.

Ceci est dans 1'ordre des choses car 1'inégalité Tyf(x) < C *(x) ne peut

&tre vraie : sinon les opérateurs de Caldero’n-Zygmund seraient bornés de Lw(Rn)
n
).

dans L°°(R Or ceci n'est pas : il suffit pour le voir de considérer 1'exemple

; 1
(si n=1) dunoyau K(x,y):x_y_

11 existe cependant une inégalité semblable a-celle de Cotlar ou T n'inter-
vient que dans le membre de gauche.

Cette inégalité repose sur la définition de la fonction # de Fefferman et

Stein ( |:31:] ).

DEFINITION 3. Soit f:R" € une fonction localement intégrable. On pose

alors

f#(x) = sup { inf ! lf(y) -c ’dy}.

r>0 - ceC ynr"

S’x-y|SI'

C'est-a-dire que f#(x) < X\ signifie que pour toute boule B cenirée en x,

on peut trouver une constante c¢ =c(B) telle que

(34) 131[85 l#(y) - c |y < A.

On a appelé ’n le volume de ]yl <1.
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On en déduit immédiatement lth -C |s A et donc

-’l[ g |f(y) - myf |dy <2\ ; or dans la plupart des applications, changer X en
B B

2\ n'a aucune importance et 1'on peut toujours supposer que c¢ est la moyenne de

f sur B.

THEOREME 22. Pour tout entier n2 1 ettout p€ ] 1,400 [ il existe une

constante C(p,n) ayant la propriété suivante.

Si T estun opérateur de Calderén—Zygmund de norme ”TH, on a pour

toute fonction f € c: (R") ettout x € R",

(35) (1t} (x) < Clp,n) Mpf(x)”T I
« 11/p

ol M f(x) = [( £ 1Py (x):l :

En d'autres termes M f(x) = sup ( S lf |p dy>1/ P Avant de démon-
Bsx

trer (35), remarquons que si 1 < Py =P, (x) < Mp f(x) < Mp f(x). L'inégalité
1 2
(35) est donc d'autant plus précise que p est plus proche de 1 et 1'on peut se

demander si elle reste vraie quand p = 1.

Nous allons voir qu'il n'en est rien en présentant un contre exemple en

dimension 1.

PROPOSITION 5. 11 n'existe pas de constante C > 0 telle que, pour toute

fonction € C(R), on ait H*(x) = ¢ £ (%),

On a appelé H la transformation de Hilbert définie par le noyau 11-7 =y

On part d'une fonction ¢ = 0, appartenant & C:: (R), d'intégrale égaled 1 et

portée par [0, 1:[ . On forme successivement (si j = 1), fj(x) = jo(jx) et
(x)=f.(x - 1).
gJ(X) J(x )
Alors un calcul immédiat donne g;."(o) < 1. En désignant par Y 1la

. ~ 1
transformée de Hilbert de ¢, ona gj(x =z f (y—1) dy —»- x—al
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Pour terminer de prouver la proposition 5, il suffit d'établir le résultat suivant.

LI 8. Soient  k; € CP(R) et ¢;€ T tels que

2
(36) il existe C telle que S |k.(x) -c, ldx <C
o ]
(37) kj(x) — k(x) presque partout (j —+).
Alors S lk(x) ldx < 400,
——— -2

~ 1 1 s
Dans notre cas, on a kj(x) = gj(x) et k(x)= 7 701 La propriété (36)

2
résulte de k#(o) < C' et cependant S x +o0,
J 2 |x-1

La preuve du lemme 8 se rameéne a vérifier que la suite lcj l est bornée.

Sinon, quitte a passer a une sous-suite, on peut supposer que ch I—» +o0 et méme
oc
1

que T < +oo,
T Vle
2
Alors on écrit kj(x) =cj+ ej(x), ona g I eJ.(x) ldx < C et donc

-2
|c;i l-1/2 Ej(x) — 0 presque partout sur [-Z,ZJ . Or

|c.|-1/2 2.(x) = ‘C“-VZK.(X)JrWlT; |c.|_1/2 k.(x) tend également presque
j ] ] i <. j i

j c,
partout vers O et il en résulterait 1a méme propriété pour 7%[. ce qui est
c

absurde. J
Venons-en a la preuve du théoréeme 22,
On peut naturellement se ramener au cas o x =0 ; on en profitera pour

désigner par x la variable d'intégration.
Soit B une boule de rayon r> 0 centréeen 0. Désignons par B

la boule double et posons f = £, +1, ou f, =f sur g, f,=0 sur le complémen-

taire de ‘1:3,' .

Nous allons vérifier successivement que, si HTH =1,

(38) ﬂ;ﬂ SB |7t () ax < crp,m) M£(©)
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et qu'en posant ¢ = (sz)(O) = SK(O,y) fz(y) dy, ona, si |x IS r,
(39) |(Te,)x) - (T1,)0) | = c1 £%(0).
11 en résultera évidemment que ! S ,Tf(x) -c ‘dx < C(p,n) M _£(0) ce qui est
B8] B P
1'inégalité désirée.
L'inégalité (39) n'est autre que 1'inégalité du lemme 5. En ce qui concerne

(38), on a tout simplement

L It | (x) ax < (= e, [P ax)!/P
" ] dp MW e (3
47

< IB|'1/p”Tf1Hp < c(p,n)|B["/P Hf1Hp < C'(p,n)M,£)(0).

Comme J. O. Strémberg 1'a remarqué, cette démonstration s'applique égale-

ment au résultat suivant (qui sera utilisé dans la preuve du théoréme 17).

PROPOSITION 6. Soient 1<q<=<r < +x deux nombres réels, Il existe une

constante C = C(q,r,n) ayant la propriété suivante.

Si K(x,y): R"xR" 5 € est une fonction continue telle que

ke, y) | < Ix-y [P, IVX Kex,y)| = [x-y [ et ’VyK(x,y)IS |x-y |1

|si, de plus 1'opérateur Tf(x)= S K(x,y) f(y) dy a la propriété que, pour toute boule

B c R" et toute fonction f€ LY(R") portée par B, on ait
1/q 1/r

(41) L S ITe]9ax) <( 2 S |t |Tax
(aydg Imelte = (b lefeo

alors 1'opérateur T est un opérateur de Calderdn-Zygmund dont la norme ne

dépasse pas C(q,r,n).

En effet 1a preuve de (39) s'applique car elle ne dépend que des propriétés de
décroissance du noyau K(x,y).

En ce qui concerne (40), on a gréce a (41),
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1 2n
» IE-ISB |Tf1 | (x) dx SEIS“B‘ ITf1|(x)dx§
42

2“(1%] gg e, 19019 < anTé'-’S"B' 1, [T &)™ <2 ().

Ve . z . . *
Soit s> 1r un nombre réel. On sait que 1'opérateur sous-linéaire >
g

est borné sur tous les LP (Rn) pour 1<p < 40, Il en résulte que
| S

(43) o)l < &, mlel,.

Or en combinant (39) et (42), on a

(44) (Tl (x) < C, (M £)(x).

Les inégalités (43) et (44) impliquent

(45) eyl < e €, mlill

On utilise alors un théoréme de Fefferman et Stein ( [31_] p.153 th.5 ).

THEOREME 23. Soient p € J1,+oo|: un nombre réel e¢ n= 1 un entier, 11

existe une constante C(p,n) ayant la propriété que, pour toute fonction g€ LP(R™),

on ait Hng < C(p,n) Hg#Hp-

On applique ce résultat 3 g=Tf ; Tf appartienta L°R") parce que T
est défini par un noyau tronqué et que f € C::(Rn).

Alors (45) et 1e théoréme 23 donnent, si s € :lr,+oo [
(46) lrel| < cos,mlel.

Cette inégalité suffit pour reprendre la preuve de la proposition 2 et conclure
que si f appartient a L](Rn) avec une norme égale &4 1, Tf appartient &
L1-faible avec une norme ne dépassant pas C.

Par interpolation, on obtient HTf”2 =C! Hf”2 etlanorme de T, entant

qu'opérateur de Calderdn-Zygmund, ne dépasse pas C' + 1.
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5. PREUVE DU THEOREME 17.

Nous allons démontrer le théoréme 17 en prouvant un résultat plus précis.

PROPOSITION 7. Soient A :R™ € une fonction telle que |A(x) - Aly) l

< lx-y' pour tout x€ R" et tout yeRn et M

A 1'opérateur de multiplication

par la fonction A.

Alors, pour tout opérateur pseudo-différentiel T, classique et d'ordre 1,

le commutateur [T,A] est borné sur Lz(Rn).

Montrons d'abord pourquoi cette proposition entrafne le théoreme 17.

L'énoncé du théoréme 17 est que le commutateur entre un o.p.d. classique
d'ordre 0, S, etunchamp de vecteurs X a coefficients Lipschitz, tous deux
définis sur une variété C* compacte V, est un opérateur borné sur L2(V).

En réalité il s'agit d'un résultat local que 1'on démontre en utilisant des

coordonnées locales. Pour le voir, on fait les deux remarques suivantes

a)si f€ L2(V) est portée par un compact w de V, alors
[S,X]f = S(Xf) - X(Sf) est une fonction de classe Lipschitz sur le complémentaire de
w et tout revient donc a estimer la norme L2 de ]:S,X]f sur un voisinage de w.
B) on peut recouvrir V par les intérieurs de compacts Wipeowy Wy assez
petits pour que 1'on puisse, au voisinage de chaque wj, 1<j< N, utiliser des
coordonnées locales ; alors toute fonction f € LZ(V) s'écrit f = £+ By ol
fj est portée par wj.
Pour traiter le probléme local, on se ramene a R" etl'on peut supposer que

le champ de vecteurs est X =A 5% , A étant Lipschitzienne et & support compact.

On appelle S' le commutateur [S ’ F?T ; S et S' sontalors deux
J
o.p.d. classiques d'ordre 0 définis par des symboles appartenant & S? 0"
,
On doit étudier 1'opérateur 1. défini par
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L(f)_s<\ ‘f\_\ S (sf).
o 5
Or on a
s(A bx (af)) - s(2= °A f\_
j

(47)
[S(Af)l +S'(Af) - S ( )

Puisque le support de A est compact, 1'opérateur f — Af est borné
sur L2(Rn). Les deux derniers termes de (47) sont donc des opérateurs bornés sur
L2(Rn). On a ainsi, modulo des opérateurs bornés, L = [Bbx—s , M Aj] .
J
La preuve de la proposition 7 sera présentée en dimension 1. Ceci pour deux
raisons. D'une part la démonstration compléte peut &tre trouvée dans [21 J . D'autre

part le passage a la dimension n ne nécessite que des modifications superficielles

entrafnant cependant un alourdissement trés sensible de 1'écriture.

Désignons par T(x,{) € S} 0

Nous allons procéder en deux temps.

le symbole de 1'opérateur T.

Dans une premiére étape nous allons tronquer 7(x,£) en le remplacant par
T(x, &) (p(J-.g) ol <0€C3° (R) estégaled 1 en 0. De sorte que toutes les intégra-
les écrites a 1'aide du noyau Kj(x,y) de 1'0.p.d. Tj (associé au symbole tronqué)
seront absolument convergentes).

Nous montrerons 1'existence d'une constante C telle que, quel que soit

iz1, onait,si f€cC;(R)

(48) Iryan - arol, = clidl,.
(1)

Un o.p.d. d'ordre 1 est continu de 1'espace de Sobolev H dans L2. Il en
résulte que si g € H(1), HTj(g) - T(g)”2 —> 0 (j 2+%). En particulier si
fe Cz: (R) est fixé et si 1'on fait tendre j vers + dans (48), on obtient, & la

limite, 1'inégalité désirée

(49) s - arll, < cll,
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Naturellement pour alléger les notations nous oublierons 1'indice j dans ce
qui suit.

Nous allons faire une autre simplification en supposant que la dérivée a =A"
de A appartient a C: (R). Dans ce cas nous montrerons la proposition suivante.

PROPOSITION 8. Pour tout ensemble borné B de symboles 7T € S: 0’ il

existe une constante C telle que, pour toute fonction A € C®(R) vérifiant

A'ec:’:(R) et pour toute fonction fecz:(R) onait, si T estuno.p.d. dontle

symbole T(x,£) appartienta B et a un support compacten ¢,

(50) lan) - ar@ll, < cliellllal,..

L'uniformité obtenue dans cet énoncé permettra d'atteindre le cas général ol
A' € L(R).

Dorénavent les symboles sont tronqués en ¢ et les fonctions a=A' et f
appartiennent C::(R).

Nous énongons trois lemmes.

LEMME 9. On a, pour tout Xx€ER, tout yER et toute fonction A€C°°(R)

ftelle que A'=a€ C:(R)

(51) A - A =L T E2e ) G as.

La vérification est trés simple et laissée au lecteur.

Le noyau K(x,y) de T est défini par R(x,z)= (277)'1 Seig'z T(x,£)d¢
et K(x,y)=R(x, x-y). 1 est immédiat que, pour tout x€ER, z —R(x,z) appar-
tient 3 4(R) ; ceci parce que T a été tronqué. On a donc Tf(x) = SK(x,y)f(y)dy
si f€CZ°(R) et 1'intégrale converge de facon évidente.

En particulier T(Af) - ATf = g(x) = SK(x,y) A(y) - A(x):| f(y) dy.
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LEMME 10. On a, pour tout x€R, ﬂ a=A",

T(Af)(x) - Ax)TE)(x) =

S

0 ax(Ea) Tl ) = Tlx,8) 2y 7
4_:255 eix(€+a) 7(x €+oi(a T(x, £ a() £(€) dac dE |

On part de  g(x) = SK(X,y) [A(y) - A(x)]f(y) dy et 1'on substitue (51). On a

donc
. iy iox
(53) e(x) = g\ (KOx,y) S—=2—

ix

;(0() f(y) da dy.

or (K&x,y) e t(y) dy = 5 § ™ r(x, £) 1(€ - o at =
L 08 1 £40) (8) ag
2m

et de méme SK(x,y) RE t(y) dy = L Seix(gﬂx) T(x,£) E(ﬁ) d¢.
2m

Donc, pour tout « € R (lecas «=0 résultant d'un simple passage 2 la limite),

1]. vient

g Kx,y) &—=¢

ix

f(y) dy =

x(g+a) 706, E+) - T06E) gy ge |
ia

A

Le théoréme de Fubini appliqué au second membre de (53) donne alors le résultat annon-

z

ce,

1

1,0° Alors on a

LEMME 11. Soit 7(x,£)€ S

T(x,€) =7 (x,€) +io(x, )

ou T (x,.‘;)G:S0 est nul si |£|220 et ol 0(x,€)€SO est nul si
(o] 1,0 ————— ——— 1,0 ————

I&]sm.

C'est immédiat : on découpe T(x,£) gréace & une partition C* de 1'unité

(o)
1= wo(g) + <p1(£) dans laquelle ¢_ € C_ (R).
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Nous allons décomposer la démonstration de 1'inégalité (50) en trois parties.

Dans un premier temps nous montrerons que la symbole ‘ro(x, ¢£) donne lieu
a une estimation triviale.

Ensuite nous nous occupons de 1'opérateur T dont le symbole est

to(x,£) et montrons que

(54) Irag) - ate)l < o, lar]]
r p q

1

si 1<p<+w, 1<q<+40, 1<r<4o et +

hed
Ol =

Enfin la proposition 6 s'appliquera et montrera comment passer au cas général

ol 1<q< 400,

(x) Le cas de 1'opérateur T, associé a To(x,E,).

On a go(x) = To(At) -A T f= SKo(x,y) [ZQ(y) - A(x):lf(y). Or
|Ko(x,y) l <C(1+ Ix-y l )_3 comme le montre un calcul immédiat. Donc, si

”A'”oo <1, ona

’go(x)l < CS (1 +,x-y’)-2 ‘f(y)‘dy.

Cette derniére intégrale est le produit de convolution entre |t | et un noyau
appartenant a L1(R).

On a donc ”goH2 <C!' Hf”z

(B) L'inégalité (54).

On utilise le lemme 10 que 1'on applique 8 7(x,£)=ifo(x,£). 1l vient

. ix(€+a) (£+a) o(x, E+a) - &) feya
g(x)_mggelx +a) (&+a) o(x cx+0c Ea(x,£) £(¢) a(a) déda =
g,(x) + h(x)
oll ( _ 1 1x(£+) ° - _ .
g (x) = P Sge o(x,&+a) £(£) a(a) déda = S(af)(x) ; ceci en appelant S

1'o.p.d. o(x,D). On a donc ”g1'|rscr”af”PSC ”f”p”a“q. Il reste & examiner

_ A ix(g )[ :le* -
h(X)_mgS eXista o(x,E+a) - o(x, ¢ &f(e)a(a)dédcx.

m



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

On appelle ©_ € CE: (R) une fonction paire, égale 3 1 sur ["’% , r})} et
supportée par 1'intervalle |- 1-(17 , 1% . Cette fonction sert a écrire

E) + ‘D )
en appelant ®, € C:: (R) 1a fonction paire telle que

1
= <po(t) + <p1(t-) pour tout t € R.
Nous poserons

SS x(£+a) [:0(x,£+oc)-o(x,E):lé<Po(%)g(€);(°‘)d€d°‘ ’

o0 = =5 §5eXE V0,60 2o, () 1(8) ale 0t
’ m

ety 400 =00 Mot b Fo 0 1(6) alw dan
’ T

de sorte que h(x) = ho(x) - h, ’O(X) + h1 ’ 1(x).

Pour estimer Hho”r’ il suffit de remarquer que

(x,€,a) —--)§ [0 (x, E+a) - U(X,ﬁ):l <po(%) =X(x,£,a) vérifie les estimations

(55) Oabrg oA (x, £,q) <C, m’n(1+|€‘+|<x\)'m_n

comme on s'en assure immédiatement. D'ailleurs, compte tenu du support de Por

1+ | 13 |+ |cx| et 1+ ’ £ | sont du méme ordre de grandeur et (55) résulte de o€ S? 0"
’

Dés lors le théoréme 12 du chapitre II s'applique et donne
gl = cto,a el ol

et h

1.0 1.1 sont semblables et reposent sur
’ b

Les traitements de h

1'observation suivante.

LEMME 12. 11 existe une fonction 6€.&(R) telle que, pour tout t> 0, on

ait

(56) 0, () = S 6 (u) du.
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11 suffit, pour s'en convaincre, de poser t = ev, VER et de remarquer que

v—re' o i ") appartient A la classe (R) de Schwartz ; a ce titre

+o0
ev<p1(ev)=g e"Wou)du ot 6€AR).

-00

On a donc §¢](§)= |§I<p1( |§|)sign ¢ sign o =

oo

)

-00

I £ |iu lor !-iu sign £sign « 8 (u) du.

On définit la fonction f € c®N L2 par £,(£) = sign ¢ e |V se) et,

de méme, on définit a, € cn L2 par au(g) = sign & I I3 ’-1u a(¢).

On a donc Hh

00
On pose F(x) = S fu(x) au(x) ®(u)du et 1'on a, par un calcul évident,

-00

h, 1(x) =0 (x,D) F(x).

’

+oo
<cllell, < c § e/l Jia,l lo lau <

1,1”1« u'puiq

=00

v 0, Jall o+ 2 lolaw< coll, Jal,

-0

On s'est servi du fait que le multiplicateur ’ £ ’w définit un opérateur de Calderdn-

Zygmund T = dont la norme ne dépasse pas C(1+ ’u l).

et 1'on

T est

9

NG,y | < CHA'HOO |x-y |-, l%‘}(x.y)l < cla

ON
lb—y(x

!iy K(

Le cas de h] est analogue et 1'on a

,0
400
h1,o(x) = S-OCEI(X,D) fu]au(x)dx

conclut de méme.

(Y)Lecas p=2, q=+»,

Nous allons étudier le noyau N(x,y) de 1'opérateur I:T R MA] . Puisque

un o.p.d. d'ordre 1, sonnoyau K(x,y) vérifie IB'% K(x,y)l <C ’x-yl'B,

X,y)| SCIX-y|'3 et lK(x,y)I SC'x—yl_z.

On a clairement N(x,y) = I__A(y) - A(x)] K(x,y) et donc

loo |x-y [ et

| = clarl] ey 2.
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Montrons alors que [T,MA] est un opérateur de Calderdn-Zygmund dont la
norme ne dépasse pas C”A' ”oo
A cet effet on appelle f une fonction portée par un intervalle I, apparte-

nant a L4, et 1'on doit montrer que g(x) = I:T,M Jf vérifie
(57) (l-;—’ SI g 260 ax) /2 SCiIAI’!""(Elf SI [£1% ax)V2.

La proposition 6 permet alors de conclure,

Pour vérifier (57) on appelle J 1'intervalle double de I (méme centre et
longueur double) et a1(x) une fonction de CooO (R) égalea a(x) sur I, majorée
par 2”a”oc et portée par J.

Enfin A, désigne une primitive de a,.

Alors si x et y appartiennenta I, A](x) - A1(y) =A(x) - A(y) de sorte
ave g = (13, J160 = k) |20 - A ay et g0 [, My J160
coincident sur 1I.

L'inégalité (54) avec r=2, p=q=4 donne

e, < clla, I, Il = clill_le V4l

D'ou <g ‘g '2 dx)l/2 = C‘Han II | 1/4 HtH4 ce qui n'est pas autre chose
que (57). '

Nous avons terminé 1a preuve de (50).

Pour passer au cas général ot a=A'¢€ L°°(R), on appelle ajecz’ (R)
une suite de fonctions telle que IlajHoo < Ha”oo et aj(x) — a(x) presque partout
(quand j —» +%).

Alors la primitive Aj de aJ. normalisée par Aj(O) =A(0) converge

uniformément vers A(x) sur tout compact de R.

Posons gj(x) = T(Ajf) - AjT(f) = SK(X,Y) [AJ-(X) - AJ-(}’)J f(y) dy.

Puisque K(x,y) = O(1+ lx—y l )-3 etque f€ C: (R), ona gj(x) —> g(x) pour

tout x€ER avec g(x) =SK(x,y) A(x) - A(y) |f(y) dy. Donc Hg”z <

1im [lg [, = cllall, I
s

-
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Nous avons terminé la démonstration de la proposition 7.

Nous concluons ce chapitre par la remarque suivante,

PROPOSITION 9. Avec les notations de la proposition 7, 1'opérateur

l_-T , MA:I est un opérateur de Calder6n-Zygmund.

Appelons encore T;i les o.p.d. d'ordre 1 associés aux symboles
T(x,£) cp(jé) et Kj(x,y) les noyaux des opérateurs T.. Nous avons montré que
les noyaux Nj(x,y) = [A(y) - A(x)] Kj(x,y) de I:TJ. , MA] sont des noyaux de
Caldercfn—Zygmund dont les normes sont uniformément bornées.

Si teCg (R), TAD)-ATf) tend en norme L2 vers T(Af)- AT(f)
(1)

car Af appartient a 1'espace de Sobolev H et les noyaux des T:i ont,
uniformément en j, une décroissance en O( lx-y |-N) a 1'infini (pour tout N = 1),

Nous appliquons alors le théoréme 18.
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CHAPITRE V

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
et
ESPACES DE HARDY GENERALISES

Les opérateurs pseudo-différentiels classiques d'ordre 0 sont bornés sur
les LP quand 1<p <+ mais ils ne le sont pas sur L1.
Un substitut pour ce résultat est que les o.p.d. classiques d'ordre O envoient

H1 dans L1 ; H1 désigne ici le sous espace de L1 défini par les conditions (de

-1/2 1

Riesz) bTb o (-4) feL (1<j=<n).
J

Le dual de H' est B.M.0. (espace de John-Nirenberg) ainsi que 1'ont
montré Ch. Fefferman et E. Stein).

Les opérateurs pseudo-différentiels exotiques d'ordre 0 ne sont pas bornés
de H1 dans L1 et ne le sont pas davantage de LP dans lui-méme si p#2.

Nous donnons d'abord un contre-exemple puis des conditions suffisantes pour

qu'un o.p.d. exotique de la classe Sg 0 soit borné sur LP ou sur H].
?

1. LES OPERATEURS DE CALDERON-ZYGMUND ET L'ESPACE BMO.

Nous rappelons d'abord la définition de BMO.
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Une fonction localement intégrable f : R" 5 € appartient 3 BMO s'il existe

une constante C > 0 et pour tout cube Q de Rn, une constante CQ telles que

1

(1) =15 [1x) - ¢ lax = .
En d'autres termes f€BMO si et seulement si f#eLoo.

On observe immédiatement que les constantes appartiennent a BMO avec
C = 0. Si la borne inférieure des constantes C que 1'on peut faire figurer dans le
second membre de (1) est prise comme norme de f dans BMO, les constantes ont
une norme nulle.

Ce qui ameéne a considérer BMO non pas comme un espace de fonctions, mais
comme un espace de fonctions modulo les fonctions constantes.

Ce point de vue est d'ailleurs compatible avec la dualité entre H] et BMO

décrite ci-dessous.

THEOREME 24. Tout opérateur de Calderdn-Zygmund définit canoniquement une

application linéaire continue de L™ dans BMO.

Expliquons d'abord les termes de cet énoncé.

Puisque les fonctions de C: (R™) ne constituent pas une partie dense dans
L”(R"), il faut définir directement 1'opérateur T sur LZ(R").

Appelons cube rationnel tout cube Q de R"  dont les sommets ont toutes
leurs coordonnées rationnelles ; le cube 6 est alors un cube de méme centre et de
c6té double.

Pour presque tout (x,x') ER"xR", on pose

(@) Flox') = Tey(x) - TE (') + E«x,y) - K(x! ,y)}2(y) dy

~

ol Q estun cube rationnel contenant x et x', Q estle cube double, f] le

produit de f par la fonction caractéristique de 6 et f,=1- f1 ; le noyau

2
K(x,y) étant associé a 1'opérateur T comme il est dit dans la définition 1 du chapi-

tre IV.
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On vérifie sans peine que la définition de F(x,x') ne change pas si 1'on
remplace Q par uncube Q, > Q. 1 en résulte que (2) ne dépend pas du cube Q
contenant x et x'.

Enfin pour presque tout x'€R" et presque tout x"€R", F(x,x')- F(x,x")
est une constante (regardée comme fonction de x).

On définit alors Tf(x) comme la classe dans BMO de x — F(x,x');
pour presque tout x' € R" cette classe ne dépend pas de x' et c'est précisément
celle-1a que 1'on choisit.

Naturellement si f € C;o(Rn), F(x,x') = (Tf)(x) - (Tf)(x'). Pour vérifier que
Tf € BMO, on appelle . Q un cube rationnel et 1'on reprend (2).

Pour majorer la norme dans BMO de la classe de F(x,x'), il suffit d'esti-

mer — S le1(x) ’dx par une constante C ; puis de montrer que, si X€Q,
BIRL
) Ig [mx,y)- K(x',y>]f2(y> dy{ <c.

D'une part on a ‘—]—Ig ITf1(x)’dx g(lQL'SQ le1 Ide>1/2 <
(@SR |t | dx> ' %IJW <c [l

- !
D'autre part, le membre de gauche de (3) ne dépasse pas C g {x X ’

s

Si nous n'avions pas eu a définir T sur L°°(Rn), nous nous serions
contentés de remarquer que 1'inégalité de Fefferman et Stein du théoréme 22 donne,
si f€ C°° ®R™M), (1¢ )# (x) < CHTH Hf”co ou, en d'autres termes,
Il < cliel el

Dans le cas particulier d'un opérateur pseudo-différentiel T classique
d'ordre 0, le probléme que nous avons rencontré de définir T sur Lw(Rn) ne
se pose pas car le noyau a une décroissance rapide a 1'infini et, localement, une fonc-

tionde L” appartient a LZ.
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2. L'ESPACE DE HARDY GENERALISE H'.

On définit H1(Rn) comme le sous-espace de L‘(Rn) des fonctions

1E€L1 (R") telles que RJ.(f) € I_,‘(Rn) si 1<j<n. La transformation de Riesz

2

£.
R, est 1'opérateur o (—A)'1/ 2 dont le symbole est i — et dont le noyau
] °%; £

X, - V.
J J . < .
est ¢ ’mﬁ ; ce noyau est un noyau de Calderon-Zygmund au sens du Chapitre IV

et Rj est un opérateur de Calderdn-Zygmund.

L'idée qui préside a la définition de H1(Rn) est que, si 1'on souhaite que tous
les opérateurs de Calderdn-Zygmund envoient H1(R") dans L1(R"), il est néces-
saire d'exiger cette condition pour les plus simples d'entre eux, a savoir les opéra-
teurs R,, 1=<j<n.

n
La norme Hf” ; est définie par HfH 1= ”f”1 +Zz ”R.f”1.
H H 1 d

On vérifie alors immédiatement que H1(Rn) est, pour cette norme, un espace
de Banach.

D'autre part la condition RJ.f € L1(Rn) implique la continuité en 0 des

it,
transformées de Fourier J f(¢).
Tel

A

Ceci ne peut se faire que si £(0) = 0.

Toute fonction f € Hl(Rn) est obligatoirement d'intégrale nulle.

Contrairement a ce qui se passe pour les espaces Lp, 1<p<+ew, 1la
condition d'appartenir a H1 ne peut s'écrire sous la forme d'une inégalité simple
portant sur le module de f. En d'autres termes, appartenir a H1 ne concerne
pas seulement la taille de la fonction mais traduit un équilibre entre les grandes valeurs
positives ou négatives de la fonction.

L'exemple suivant justifie cette remarque.

. . . 1 1
En dimension 1, 1lafonction f(x)= quand ’x ’ <~ etégale a
X log2 X 2

0 pour lx' >% appartient a H1(R) tandis que lf(x)l n'appartient pas a

H1(R) pour la raison évidente que 1'intégrale de |f(x) | n'est pas nulle et aussi pour
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une raison plus profonde : il n'existe aucune fonction ¢ € (‘g (R) telle que lf l+ ©
appartienne a H‘(R) ; alors que 1'on peut visiblement par un choix correct de ¢
satisfaire a la condition d'intégrale nulle.

En revenant a notre propos, on vérifie facilement que toute fonction ¢ appar-
tenant & la classe A(R") de Schwartz et d'intégrale nulle appartient a Hl(Rn).

Nous admettrons le théoréme de dualité de Fefferman et Stein ( 1:31] ).

THEOREME 25. L'espace dual de H' est BMO.

Nous allons commenter et préciser ce résultat.

Comme Coifman et Weiss 1'ont observé, BMO est un treillis : si

dx < /-(‘)_]Slf()()_ CQIdX.

D'autre part, les fonctions constantes appartiennent a BMO et y ont une norme nulle,

f € BMO, alors |f |€ BMO. En effet, ! If(x)l- lc I
ol SQ Q

En combinant ces deux remarques, on obtient le lemme suivant.

LEMME 1. Pour toute fonction f:R" —R appartenant & BMO et pour tout

T = 1, définissons f., par

T

(4) fr(x)=T si f(x)=T
(5) fT(x) =f(x) si -T<fx)<T

(6) fx)=-T si  f(x)=-T.

Alors fT appartient a BMO et

(7) HfT”BMO < ||t[|BMO.

L'inégalité (7) dépend naturellement du choix de la normalisation de

on prend Hf”BMO = nggn {éng l-c;—‘ SQ |f(x) -c ’dx} .

Il s

Si f est avaleurs complexes, on écrit f=g+ih et1'on pose
fr =gp +ih, pour obtenir une inégalité du type (7) avec un facteur 2 dans le second
membre,
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On peut alors paraphraser le théoréme 25 de la fagon suivante
(a)si g€ H1(Rn) et f€ BMOR"), alors I=1lim 'g(x) fT(x) dx existe
Ta+oo
(1a fonction £ étant tronquée comme il est expliqué ci-dessus) ; de plus il existe

une constante Cn ne dépendant que de n= 1 telle que ’I lg Cn”gHH1 ”f”BMO‘

(b) réciproquement toute forme linéaire continue sur H T est définie par le
procédé (a).

Deés lors le théoréme 24 admet la version duale suivante.

THEOREME 26. Tout opérateur de Calderdn-Zygmund est continu de H ](Rn)

dans L1(Rn). En particulier tout opérateur pseudo-différentiel classique d'ordre 0O

est continu de H](Rn) dans L](Rn).

11 n'est pas vrai qu'un tel opérateur définisse un endomorphisme de H1(Rn).
Soit, par exemple, m(x) une fonction bornée dont toutes les dérivées sont également
bornées. Considérons 1'opérateur M défini par la multiplication par la fonction
m(x) : Mf(x) = m(x) £(x). Alors M est un endomorphisme de H1 si et seulement si
la fonction m est constante alors que M est 1'exemple le plus banal d'un o.p.d.
classique d'ordre O.

Le cas des symboles o¢(£) ne dépendant pas de x est différent.

PROPOSITION 1. Soit o(¢) € SO un symbole ne dépendant pas de x.

1,0

Alors 1'o.p.d. S =0(D) associé envoie H' dans lui-méme.

La preuve de la proposition 1 résulte trés simplement du lemme suivant.

£.
LEMME 2, Le symbole T1(&)=i0(¢) ]—l’- définit un opérateur T = 7(D) de
— s ¢ —_

Calderon-Zygmund.

La vérification s'obtient a 1'aide des trois remarques simples suivantes.
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(¢) si T estun opérateur de Calderdn-Zygmund défini par un noyau-distribu-
tion S(x,y), alors pourtout & >0, le noyau distribution §"S(8x , 6y) définit

un opérateur de Calderén-Zygmund T 5 ayant la méme norme que T

(B) 1e symbole de T, est ob(x,£)=o(6x, 5'15) lorsque T estun

0.p.d. classique défini par le symbole o(x,£{) € S(1) o
’

(¥)si o€ C”(R") estégaled 1 quand |£‘22 eta O quand l&’sh
£,
i¢(€)0(5€)ﬁ="'5($) décrit une partie bornée B de 5(1)0 pour 0< 6§ <1
€ ’

et T(€)=éi£ 18(6'] £).

Ces trois remarques étant faites, le lemme 2 s'obtient en appelant TE 1'o.p.
d. classique d'ordre O dont le symbole est 7 6(6_16) ; les symboles 76(6-1 £)
ne décrivent pes une partie bornée de S?’ o Quand 0<5 <1 maisleso.p.d. Tg
sont des opérateurs de Calder'én—Zygmund et leur norme est majorée par une constante
ne dépendant pas de 6 ; ceci en vertu de la remarque («). Enfin si f € L2,
HTf - T6t|,2 —> 0 (650). Tlenrésulte que T estun opérateur de Calderdn-
Zygmund (Théoréme 18 du chapitre IV).

Pour terminer, il reste a démontrer la proposition 1. On part de feH1 et
1'on pose g = S(f). Alors g€L1 . Pour vérifier que gEZH1 , il suffit de prouver
que RJ.g c L1 quand 1<j<n. Or Rjg =Tf en employant les notations du lemme
2et T envoie H] dans L1 .

3. UN CONTRE-EXEMPLE.
Nous avons vu que les opérateurs pseudo-différentiels classiques d'ordre 0
sont bornés de Hl(Rn) dans L1 R™ etde LPR™) dans LP(R™) pour

1<p < +oo,
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En particulier le symbole m(¢)= (1 + | &'2)lt = exp |:it(1+ lg lz):| , t€ER,
définit un opérateur linéaire m(D) continu de H1(Rn) dans lui-méme et de

IPR") dans LPRM).

Pour essayer d'étendre ce résultat, il devient naturel d'étudier les symboles
de la forme ei<0(€) ot ¢ :R" 3R est une fonction radiale (ne dépendant que de
I €| ), indéfiniment dérivable et ayant un certain type de croissance quand | £ l-) +00,
Si la croissance de ¢ est trés réguliére et contrdlée par celle de log 1 I3 1 ,
cela signifie que ’b(é © | < Ca“ + |£ |)' “l si |(x |2 1 ; les estimations analogues

ip(£)

en découlent pour m(£) =e et, cette fois, pour tout «. L'opérateur m(D)
est donc un o.p.d. classique d'ordre 0 et est borné sur H ](Rn) et sur tous les
LPR"), 1<p< 4=,

Si 1'on veut chercher quelque chose de neuf, il faut donc essayer des fonctions
©(£) dont l1a croissance (toujours supposée trés réguliére en l 3 I ) est plus rapide
que celle de log IE | quand |€{-’+°°.

Nous montrons alors que 1'o.p.d. m(D) associé au symbole m(¢) = ei‘p(g)
n'est borné sur aucun LP pour p#2 et n'est pas borné sur Hl(Rn).

Grace au théoreme d'interpolation de Fefferman-Stein complété par le théoréme
d'interpolation de Riesz-Thorin ( [31] et [‘54] ), on observe que les valeurs de p
les plus proches de 2 sont les plus critiques ; c'est-a-dire celles pour lesquelles
1'0.p.d. a le plus de chance d'é&tre borné.

En vertu du théoréme de restriction des multiplicateurs ( [27] ), il suffit de

démontrer le résultat suivant.

THEOREME 27. Soit ¢ : R »R une fonction de classe C2, concave,

telle que ’(p"(e)| tende en décroissant vers 0 (£ »+%) tandis que €2 lw"(£)|

tend en croissant vers +o avec ¢, Alors 1'opérateur pseudo-différentiel

T =m(D) associé au symbole m(£) = ew(g) n'est borné sur aucun LP , sauf sur

2,
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Par exemple si  ¢(£) =(log £) ¥(£) ol ¢ tend trés lentement et trés régu-

liecrement vers +o, les conditions du théoréme 27 sont remplies et le multiplicateur
ew(g) n'est pas borné sur FLP, p#2. Les conditions sur $(£) sont

. C.
|¢’(J)(€) |<—3 pour £ =2 et elles entrafnent les hypothéses correspondantes
£)10g £
pour la fonction ¢ si £ est assez grand.

La signification du théoréme 27 est que la croissance logarithmique est la

ip(€)

meilleure possible pour ¢ afin que ew soit un multiplicateur de 3Lp, p#£2.

Venons en a la preuve du théoréme 27.
11 est facile de montrer que 1'opérateur adjoint de T est défini par le

g) = e'i‘p(g).

symbole m( 11 suffira donc d'examiner le cas 1<p <2,

Nous désignons par n= 1 unentier et par E c R 1la réunion des q

intervalles Ik = 2k , 2k+ Enjl ol n<k<n+g-1. Leschoixde q-= qa, et de
¢ =< 21 seront faits dans un moment .

Nous désignons par h €_A(R) une fonction non identiquement nulle telle que
h soit portée par [0, 1] et nous posons successivement
ika
(8) g)=h(gx) et fx)=( = e )ek).
ns=k<n+q
11 nous suffira de comparer Hf”p et ”T(f)Hp pour conclure que T n'est
pas borné sur LP, p#2.

D'une part le support de f est contenudans E. On peut donc calculer

2l

Tout sera fini si nous montrons comment, par un choix approprié de la suite

”f” b par la théorie de Littlewood-Paley : Hf”p <C p

e . 1/p
- 1 > 1
q=q,  tendant vers 1'infini et de en, obtenir ”T(f)”p = Cp q Hg”p
Pour ce faire, désignons par Y 1'espace de Banach LE c LP des fonctions
f € LP(R) dont la transformée de Fourier est nulle presque partout hors de E.
Ceci étant, nous allons décomposer T en T,0T, ol T, et T, sont

deux endomorphismes de Y tels que
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1/p
(9) ”T1(f)Hp =Cpa Hng
et oll Tg ! : Y 2Y estborné avec une norme ne dépassant pas une autre constante

C..

-1 mo /D
Al T(f)/| . = C _"|[T,(f)l| .= C .
ors || ()Hp b | 1( )”p p g ”g'p
Pour définir les opérateurs T1 et T2 , nous allons construire deux
fonctions m1 et m, : E 3C tellesque. m= m1 m, sur E.
Alors (T1f) (£)=m1(£)f(£) et de méme pour T,.
1l reste a construire m, et m,.

Appliquons la formule de Taylor, a l'ordre 2, sur chacun des intervalles

Ik composant E, alafonction ¢. Il vient

(10) 02 +1) = (2") + to' @) + 1y (1)
avec 0st=< ¢@.

. K oK
Posons alors Cx = ew(2 ) et m1 (2k+t) = ckelt(p (@ ). Dans les mémes

conditions m2(2k+t) = elrk(t). Tout ceci entrafhe m](é) m2(£) =m(¢) = ew(g) si
ECE.
Commengons par étudier T,.
On a évidemment
12K 2% K
(11) T,( I e gx))= I e ¢ g(x+0'(27)) = 8, (x).

n<k<n+q n<k<n+q
Pour évaluer la norme LP de cette somme, on utilise le lemme suivant.

LEMME 3. Soit h €/)(R) une fonction telle que Hth = 1. Il existe une

constante A >0 telle que, pour tout entier q= 1, toute suite Sy de nombres

-5, = A pourtout k>0 et toute suite f € L'(R),

réels vérifiant s

k+1
vérifiant Itk(x)’ = lh(x)‘ (pour tout k=0 ettout x€ER), on ait
3 1.1/p
(12) 12 - sl = 70",

La preuve est trés simple mais nous la donnons cependant pour la commodité
du lecteur.
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5, A2 1/p
On pose S(x) = 2 fk(x - sk) et 1'on écrit que ||S|| > (E g |S |pdx) .
k -A/2
Tout sera fini si nous montrons pourquoi
s, +A/2
(13) K/ lsx) [P ax =
5, -A/2 2P
ou, ce qui revient au méme
s, +A/2 1/p
(14) S K s Pax) " =
(7 sl
Pour abréger, écrivons H H pour désigner la norme LP sur 1'intervalle
A A
|;k B " 2}
ona llslz el - 2 leesl=(F72 nlpac)’®
S -A/2 s

1/p
avec ej = CSA Ih |p dx) et A:i = |}k - sj -g » Sy = Sj + Q:l . Les intervalles

AJ. , j#k, sontdonc deux & deux disjoints et ne rencontrent pas - ZA- g‘] .
A/ 2 1 / p
11 suffit pour terminer de choisir A tel que <S ’p dx> 3 tandis
-A/2
que ?ZZ €. =< JT Cette derniére condition étant rendue possible par la décroissance
jFk
rapide de h.

Retournant & la somme S1(x) définie par (11), nous 1'écrivons a 1'aide de

la fonction h que 1'on supposera normalisée par Hh”p =1. Ona
K
N k i27x
S.(x) = 2 f (x-s,) ou s, =28 ©'(2") et f (x)=ce
1 n<k<n+q k k k n k k

Pour assurer “81”p = % ql/p’ il suffit que 1'on ait an |:<p'(2k) - <p'(2k+1)] >A

h(x).

pour n<k<n+q. Nous allons rendre cette condition plus maniable en écrivant
k+1 k+1

0'(2¥) - <p("+1)—gk | "t)ldt-gk 2|<p"t)ldt 2B 27" avec

Bk = 4k |<p" 27) \ . Cette minoration est due a la croissance de t l(p"(t) l

Nous devons donc assurer
(15) 2 2 on@) | = 24

pour obtenir (12).
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On va maintenant majorer la norme de T51 :Y>Y ol Y= LE .

Pour cela, on observe que Tg 1 I est associé au symbole
-ir, (t)
k

o(€)=e -1, g=2%4t, ostse .

Définissons ok:E-)C par ok(£)=cr(£) si £€Ik et ak(€)=0
sinon.

On a 0(£)=cn(£)+...+0n+q_1(£).

Appelons R, :Y »Y 1'opérateur associé au symbole o, Ona évidemment

TE‘ -1I= Rn +ooot Rn+q—1 ce qui permet de majorer ”T;” par 1+ ”Rn” LN

; les normes étant celles des opérateurs sur Y.

iR

Pour majorer ”Rk” nous allons vérifier que
(16) R (=M _*f ob M€ L'R), tevy.
ators R [l < [ ll; puisave (b x ell = na I il

Pour assurer (16) il suffit que Mk(E) = ok(E) si £ EE.
Si nous imposons 2n < 2“‘1 , les distances mutuelles entre les différents

intervalles I dépassent ¢ . On appelle 6 € C: (R) une fonction égale & 1

~ k
sur [0,1] etd O horsde [—1,2:'. Alors O(E'Z) est égale & 1
~ k
sur I etd O surlesautres I, j#k. Deplus 6(5'2 ) est la transfor-
k A Zn

.k
mée de Fourier de e12 x ene ( enx) =6 la norme L1 de cette fonction est une

k,n’
constante.

1l suffirait de poser M, = Gk n sio était égale a 1 sur L, et a o

k
sur les autres intervalles Ij‘

Pour arriver au cas général, on utilise le lemme suivant qui est classique.

LEMME 4. 11 existe une constante C telle que, pour tout intervalle compact

I < R ettoute fonction «:I14€ declasse C 1, il existe une fonction B € L1(R)

telle que

(17)  BE)=ale) si E€T et

(18) ”3”1SC(SlIlp|oc|+|I’sup|a'
I

).
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—ir, (t)

On applique ce résultat a 1'intervalle I et h1afonction e K -—1-= « &),

£=2"4t, ostse . 2
n

La formule de Taylor donne II“ (t)l T k<su22k+l ltp l et

ol = e Jon]. -
t < sup
n ok ¢ <2k+1
On appelle alors Mk le produit de convolution « * Ok n On a
’

”Mk” < C22 |<o"(2 )| et Mk £)= é,') si £€ E. Cela entrafne 1'inégalité

correspondante pour HRkH et donc HT2 H <Cgq ef} I(p"(2n) | + 1.

Résumons les conditions portant sur q, et Zn en posant B, = 4 |<p"(2k) l

suite croissant vers +o,

Elles s'écrivent qa, Bﬁ 4_"Bn <C et an-kBk = 2A ; il suffit pour assu-

rer cette derniere condition que an"anZ'q 2 A car n<k<n+q etlasuite

a=q, tendant vers 1'infini existera si et seulement si enZ'"Bn » +, En appelant

Qn la plus grande valeur de qEN telle que 29 < A-1 2n2'an, on aura Qn »> +00

et g=< Qn.
c4”
. e Y NP < Y -
L'autre condition a satisfaire est Q< -5 Qn. On peut choisir

n n
. "o (s '
q, = 1nf(Qn , Qn) a condition que Qn tende vers +o.
Nous arrivons au choix de en. 11 doit étre tel que 2n2'an - 400

r21 4" 82 -+ +) et tel que eﬁ 4_an 0. On prend par exemple Bn =

1

2nB-3/4
n n
etl'on a Bn < 5 2" si n estassez grand.

(ou ¢

4. SYMBOLES EXOTIQUES ET ESPACES DE HARDY.

La classe s? est 1'espace des symboles ¢ € ¢”(R"xR") vérifiant

0,0
|b: bgo(x,€)| < Cor g pour tout (x,¢£)€ R x R", tout aeN" et tout BenN".
= ’
Nous allons donner une condition suffisante assurant que 1'opérateur pseudo-différen-
tiel associé o(x,D) envoie "1'espace de Hardy" H1(Rn) dans L1(Rn).

Quelques définitions sont nécessaires.
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DEFINITION 1. Désignons par H1(’I‘n) le sous-espace de Ll(’l‘n) formé
ik.6 kj eik.9

des fonctions f£(8)~ZI e
k

telles que, pour 1< j<n, fj(9)~2' o

appartienne aussi a Ll(’l‘n).

Onaposé T=R/27Z, 6:(91,...,9n), k=(k1,...,kn), |k|=
1/2

(kﬁ +ouot kﬁ) , lasomme X porte sur tous les kezZ" et I' signifie que le

terme k=0 a été omis.

DEFINITION 2. Un multiplicateur de 3H1(Tn) est une suite (mk)kezn
ik.0

telle que, pour toute fonction f(8)~Z ce € H](Tn), la série trigonométrique

ik.0
z c m €

soit la série de Fourier d'une fonction de H1(’I‘n).

Nous désignerons par ”mkH 1 1 lanorme de 1'opérateur linéaire corres-
H ,H

pondant.

THEOREME 28. Soit o(x,£) € ¢”(R"xR™) une fonction ayant la propriéié

suivante : pour tout «eN" et tout B € Nn, il existe une constante C(x B telle
’
que, pour tout x€R" et tout £€RrI vérifiant  sup Iﬁ ‘ < 1, le multiplicateur
k — > bg o(x, E+k) = m soit borné sur FH (T") et que
(o, B) -
=C
”"‘k ”HI,H1 «, B

Alors o(x,D) envoie H1(Rn) dans L1(Rn).

L'espace des multiplicateurs de 3H1(’l‘n) est invariant (mais non isométri-
quement) par translation car H1(’I‘n) est un module sur C™(T"). De sorte que
1'hypothése du théoréme 28 pourrait aussi bien concerner les ¢ tels que

sup ’g.ls 50.
1<jn Y

COROLLAIRE. Soit m(¢) une fonction appartenant 8 C¢™(R") telle que pour

tout £ER™  vérifiant sup(]&ll,..., |£n|)51 et tout o€N", 1la suite

129



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

k — >%m(¢+k) soit un multiplicateur de 3’H1(’l‘n) dont la norme ne dépasse pas

C,» Cconstante ne dépendant pas de £. Alors m(£) estun multiplicateur de

FH(RD).

Ce corollaire admet une réciproque partielle.

THEOREME 29. Soit m(¢) un multiplicateur de 3H1(Rn). Alors pour tout

n

£€R", 1asuite k —s m(£+k) est un multiplicateur de  FH '(T").

Remarquons que m(£) est nécessairement continue dans R" privé de
1'origine ol m(£) n'est pas définie. Si, dans le théoreéme 29, £ =0 (ou £€2V),
on définit arbitrairement m(0). Avant de prouver ces deux résultats, nous allons

les illustrer par une application. Rappelons un résultat classique qui sera démontré

dans 1'appendice 4.4,

LEMME 5. Pour toute fonction f€H (T,

o k™ t0) | < 4oe

Il en résulte que toute fonction m. kez", vérifiant ‘mk ’ =< Ik ’-n/ 2

si k#0 estun multiplicateur de 3H1(Tn) et envoie plus précisément 3H1(Tn)
dans 22(Zn).
Posons (£ =(1+ 1 £|2)1/ 2 . Un corollaire immédiat du théoréme 28 est le

théoréme suivant.

THEOREME 30. Pour tout symbole o (x,£)€ 58 o’
’

; alors 1'opérateur pseudo-différentiel correspondant 7(x,D)

posons
RS

T(x,€)=0-——72(x’€)

e
envoie H1(Tn) dans L1(Tn).

Naturellement le théoréme 30 compléte les résultats antérieurs de Ch. Fefferman

relatifs aux classes Sr; 5 ([28:[).

,
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Nous aurons besoin, au cours de la démonstration du théoréme 28 de savoir

ik.x

estimer la norme de H'(Rn) des fonctions du type f(x)=Z f.k(x) e lorsque la

somme porte sur k€Z" et que les "coefficients perturbés" tk(x) ont des "basses

fréquences" ; tout se passe alors comme si les termes "hautes fréquences" elk‘x

et les termes "basses fréquences" fk(x) étaient indépendants de sorte qu'en posant

F(x,0)=Z fk(x) elk'9 ”f” 1n et S n ”F(x,e)” 1 dx seront deux normes
H'(R") R H(T)

équivalentes. Le théoréme 31 précise cette idée et sa démonstration occupe les

§ 4.1et4.2. Le § 4.3 est alors consacré a la preuve du théoreme 28 et le § 4.5

a celle du théoreme 29.

Avant de calculer les normes dans H1(Rn), il est utile d'estimer les normes

dans L1(R").

4.1, Calcul de certaines normes L1 .

Le lemme ci-dessous établit un lien entre les normes L1(Rn) et L1(’I‘") 3
ici T"=(R/272)" et dO désigne la mesure de Haar normalisée sur T" dont la

masse totale est 1.

LEMME 6. Soient n=1 unentieret A= {0,1:F 1'ensemble des 2"

suites de O etde 1. Pour toute somme (finie) f(x)= T n fk(x) eik’X ol,
kE€Z -
pour fixer les idées, f, e AR"), ona
(19)  lolacsenr = (0 1206%,)60 © ax 0.
R a€EA RrR" x’l‘

La preuve du lemme 6 est tres élémentaire et repose sur des remarques bien
connues (dont les preuves seront laissées au lecteur) et que nous allons maintenant
rappeler.

Pour toute fonction f € GI(R), ona

2m
xsg 2l x)|< S x)ldx+go lf'(x)ldx.
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Par récurrence sur la dimension, on en déduit aussitdt que si Q = [0 R 217]", on a,

pour toute fonction f € ¢"(R™), sup lf l < T l 2% '(x) dx ; l'ensemble A est
Q a€A QR
le méme que dans le lemme 6.
Posons alors f(x) =% fk(x) KX ot F(x,y)=Z% fk(y) KX ; imaginons que

x est fixé et appelons  1'hypercube défini par xJ. < yj < xj +27, 1<j<n.

On a alors

(20) 'f(x)l = IF(x,x)‘ < sup |F(x,y)] < X ’b;‘;l’(x,y)ldy.
yEQ aCAQ Y

11 suffit d'intégrer (20) par rapport & x et d'échanger 1'ordre des intégra-
tions, compte-tenu de la périodicité en x de F(x,y) pourtout y fixé, pour
obtenir (19).

Nous aurons besoin de résultats plus précis.

LEMME 7. Soit V un ensemble compact tel que deux points distincts de V

ne soient jamais congrus modulo 2" : Z" N (V-V)= {0} . Il existe alors deux

constantes C, et C, ayantla propriété suivante : pour toute suite (finie)

~

k

fx) = D £,00) X et Flx,y) = T (y) X,

n

f c AR"), kezZ", telle que supportf cV pour kEZ", ona, en posant

(21) CHfH < |F , idxd schH )
T w0 SSTann (x,y) y 21 Ry

La premiére partie de (21) n'est qu'une paraphrase du lemme 6. En effet, pour
tout x€T" fixé, le spectre de y —» F(x,y) est contenu dans V et 1'inégalité
de Bernstein fournit

SRn ’b;F(x,y)ldy <c, SRn |Fex,y) lay.

11 reste a vérifier la seconde partie de (21). Un changement de variable évident

donne SS n lF(x,Y)'dxdy=Sg n nIF(x+y,y)]dxdy et (21) sera prouvé si
TxR" T'xR

nous démontrons le résultat plus précis suivant : il existe une constante C telle que

132



ESPACES DE HARDY

pour tout xET", on ait
(22) SRn |F(x+y , y)lay < C”fHL1(Rn) )

L'inégalité (22) résulte immédiatement de 1'observation suivante.

LEMME 8. 1l existe une constante C telle que, pour tout 6€Tn, on puisse

trouver une mesure de Radon complexe et bornée Ko de norme ne dépassant pas C

et vérifiant ue(g)=e“"9 si £ Ek+V, keZ".

En reprenant les notations de (22), on a alors F(x+y,y) = (ux % f)(y) et
1'inégalité (22) en résulte.

Pour démontrer le lemme 8, on appelle ¢ € GO(: (R™) une fonction égale & 1
sur V et dontle support W possede les mémes propriétés géométriques que
Vi W-w)n z" = {O} On pose alors ;e(éj) = ké:zn eik'etp(g—k) ; le calcul de

Mg se fait en utilisant la formule de Poisson et les détails sont laissés au lecteur.

4.2, Calcul de certaines normes dans H](Rn).

THEOREME 31. Soit V < R" un ensemble compact tel que les ensembles

|k+V, kez" , soient deux a deux disjoints et soit ko 1'unique élément (s'il existe)

2(_3_ "N (-V). Alors on peut trouver deux constantes C1 et C2 telles que,

Jpour toute somme (finie) f(x)= % nfk(x) XX dans laquelle, pour fixer les
k€2

ides, f, e AR et

A

(a) 1le support de chaque fk est contenu dans V

(b) f,=0 pour k=k_, on ait

ik.0
C1Hf|IH1(Rn) <§n 2 £, 00) ! HH1(Tn)dx scszHH1

R")
ik.6 k; ik.6
Posons F(x,O):Efk(x)e 7, F.ux,8)=2 £ (x)e " et
j ] %
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gj(x) = ajf(x) 5 les fﬁj étant les transformations de Riesz. Nous montrerons plus
précisément que
o elgh-clil =57 Irgorlas =gl e

Ny

™

Cette double inégalité, combinée avec le lemme 7, fournit immédiatement le
théoréme 31. Comme le lecteur 1'a remarqué nous désignons par C4,C, etc. des
constantes qui ne sont pas nécessairement les mémes.

L'inégalité (23) découle de trois lemmes utilisant les notations suivantes. Pour
tout groupe abélien localement compact G, notons I le groupe dual et A(T)

1'algebre des transformées de Fourier des fonctions L1(G). Alors

LEMME 9. Si £ est un sous groupe fermé de T, les fonctions de A(A)

sont exactement les restrictions @ A des fonctions de A(T) et la norme de

1'opérateur de A(T) dans A(A) ainsi défini est égalea 1.

Soient R>0 et wec:(R") une fonction dont le support est contenu dans
‘ §|SR. Désignons par 6 € C®(R™) une fonction nulle si ‘ £| < 2R et égale a
1 si IEI > 3R.

Avec ces notations, on a le résultat suivant.

LEMME 10. La fonction F € ¢”(R"xR") définie par

€n< )w

appartient a AR™XR™) pour 1<j<n.

E.+1. £.
Posons, en effet, G(&,7n)= JG J-w(n)6(€+n)—|—jw(n)9(£).
t+M

Alors G-F € Goo (R"xR") et il suffit de prouver que G € AR"xR"). On appelle
E

© le noyau défini par Q(E) === 0(£); ona Q(x)=0( 1x | “M) " au voisinage de 0
l_eT

et Q(x) est a décroissance rapide a 1'infini. Appelons § la fonction dont ¢ est
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la transformée de Fourier ; G est la transformée de Fourier de

a(x) [w(y-x) - ()] € LR xR,

LEMME 11, Avec les notations du lemme 10,

MY (n) 6 (k) € A(Z"x R")
<k+n |k|>¢”7 X

Le lemme 11 s'obtient en combinant les lemmes 9 et 10 dans le cas oll

T=R"xR" et A=2Z"xR".

Nous sommes maintenant en mesure de prouver (23).

St )‘ ] £ ( )kT—Jfgj'kj }
>t -k Tt (E-k .
[e] 7k ¢ k k+&-k || ARY)

En vertu du lemme 7, cette derni¢ére norme est équivalente a celle, notée X, de

On a HgJHL](Rn) = A(Rn) =

a kj +n 2 n
(fk(n)m)k€zn dans A(Z xR).

Appelons ¢ € G: (Rn) une fonction égale & 1 sur V et dont le support
W posseéde les mémes propriétés géométriques que V ; en particulier on peut
supposer que V N 2"-wn2'-= {-ko} .

Le lemme 11 affirme 1'existence d'une fonction p(k,n) appartenant a

A(Z"xR") et telle que, si k£0 et k# Ky

k.+n. k.
(24) ﬁ(—:jw(n)j;ﬁ o(n) +p(k,m).

En particulier si n €V, k# k, et k £0
(25) k:i + T)J. kj
Pre P
Lanorme X se décompose donc en un terme principal qui est la norme de

K, a
<];J|fk(n)>k€ 7 dans A(Z" xR"™) et en un terme d'erreur, qui grice au lemme 7,

est O(”f H]) ; 1'indice k=0 étant évidemment omis dans le terme principal.

o 'k%fk(n)) kez"

achéve de prouver (23).

) = ||F. et cette derniére remarque
A(Z°xRM) IR x 1™
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4.3. Preuve du théoréeme 28.

Elle débute par le résultat suivant.

PROPOSITION 2. Soit (<pk(x,z))k€zn une suite de fonctions appartenant a

cw(Rnx Rn) et telle que, pour une certaine constante C, pour tout x€R" et tout

z € Rn, k —» <pk(x,z) soit un multiplicateur de 3H1(’l‘n) de norme au plus

s C . - n .
égale a . Alors, pour toute suite (finie) f, (x), k€Z , de fonctions de
(1+ 1z [9)" k

LS(R™), ona, enposant g (x)=
——— K

(26) SSR"XT" g (%) )

Qn 0, (x,x-2) f, (z) dz,

Zelk.e

dodx < c1§ ) I Eeik'efk(x)HHl(Tn)dx.

La constante Cl ne dépend que de C et de la dimension n. La preuve
de la proposition 2 est immédiate. On appelle I le membre de gauche de (26) et 1'on

a

27) I < SSS T eik'etpk(x,x-z) t () lax dz 6 .
R R"xT"

Or, pour tout x ettout z fixés dans Rn, on a, par hypotheése,

ik.0 C ik.0
(28) STn | z el (pk(X,X—Z) f.k(Z) ‘dO =< m H z el fk(Z)”H.I(Tn).

On intégre (28) par rapport & x , z étant toujours fixé, puis par rapport a z pour

obtenir (26).

PROPOSITION 3. Pour toute fonction ¢ € G:: (Rn), il existe une constante

C > 0 ayant la propriété suivante : pour toute fonction f € H1(Rn), si 1'on définit

f(£)=o(£)f(E+k), keZ", etsillonpose F(x,0)= T _f (x)elK-®
f, par f etsilionpose Fix kezntk

(xeRn, 9€Tn), on a

(29) lrx,0)ll,  ax < clll] .
SRn AN H(RY)
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Par linéarité, on peut se ramener au cas oii le diametre du support V de ¢
ne dépasse pas 1/2. On appelle alors k , 1'unique élément de 2" N (-V), s'il
existe et 1'on pose m(£)= T ¢(£-k) ; m(£) est la transformée de Fourier d'une

k
o
mesure de Radon bornée. De sorte qu'il existe une fonction g€H1(Rn) telle que

g(£)=m(£)£(€) ; enfait gl)= I f(x)e*X,
k#k
o
Posons G(x,0)= T fk(x)elk'9 . Le théoréme 31 implique que
k#k
o
(30) O ool | acsclell - <crldl
R" H' (T H(R") H'(R™)
ik .6
Mais F(x,6) et G(x,0) différent au plus par un terme £ (x)e ©  pour lequel
o

1'estimation recherchée est évidente ; (30) entrafne donc (29).

PROPOSITION 4. Soit o, (x,£)€ c(R"xR"™), keZ", une suite de

k
fonctions possédant la propriété suivante :

(31) il existe, pour tout oEN" ettout BEN" une constante C, 8 telle que,
— B e

pour tout (x,¢) € R"xR",

k—-;of(‘ogck(x,g), ke 2",

soit un multiplicateur de JHI(Tn) de norme au plus égale a C, g

Pour toute fonction ¢ € G:: (R™), définissons le symbole

o(x,£&)= kgznck(x ,» £-k) o(£-k).

Alors 1'opérateur pseudo-différentiel o(x,D) envoie Hl(Rn) dans L1(Rn).

Pour le montrer, on appelle ¥ une fonction appartenant & C: (Rn) et

égale 3 1 surle supportde ¢ etl'onremplace o,(x,£) par le produit

K
v(E) Uk(x, £); celanechange ni o(x,£) niles hypothéses (31). On écrira
encore Uk(x,g) au lieude ¥(&) ok(x, ¢) et 1'on peut donc supposer que ok(x,é)

=0 si IE'ZR.

137



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

Posons <pk(x,z) = S eig -z ck(x, £)d¢g, définissons f,, comme dans la
proposition 3, par fk(g) =(&)f(€ + k) et posons gk(x) = ak(x,D) fk(x) =

S(Dk(z) dz.

Alors g(x)=0o(x,D)f(x)= Z n olk-x gk(x). Le lemme 6 donne
kEZ
el <@ = § Iz o%g 0 e™f [axas.
a€EAYR XT

Or bo‘gk(x) = g b)o:{ <pk(x , x-z)} fk(z) dz et pour tout couple

(B,y)eN"xN", ona
2800, x,2) = (16)7 €% 5[ 0 (x,€) at

= (14|22 (ets 2 (- ap" of{16)0 i, €0} ac.

B

Y .
< 2y tpk(x,z) est un multiplicateur de

Cette derniere expression assure que k — 0

3H1(Tn) de norme < C(1+ 'z 12)—n. La proposition 2 donne

(Tn) dz.

(32) e

B - r o"‘gk(x)e“"e lax a6 < CS n” Tt (z)e
R ' xT R
La proposition 3 permet enfin de majorer le membre de droite de (32) par
clll | .
H'(R))
Le théoreme 28 est un corollaire évident de la proposition 4. Soit ¢ € G: (Rn)

telleque 1= Z ¢>2(€—k). Onpose 0o, (x,£)=0(x,£+k) ©(£) etl'on a donc
kezZ" k

ox,6)=Z0,(x, £-K) o(£-k).

4.4, Appendice.

Nous commencerons par prouver le lemme 5 puis nous décrirons des résultats
analogues au théoréme 28.

Pour démontrer le lemme 5, on se sert de la décomposition atomique des fonc -
tions de H1(Tn). Soient Qc T" un cube de diamétre d et f une fonction

portée par Q, d'intégrale nulle et vérifiant Hf”o<> < [—LI ; une telle fonction est
Q
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©o

appelée un atome dans [23] et toute fonction f € H1(’I‘n) s'éerit f(x)=T Ak Ak ,
o

(-]
les A, étant des atomes (normalisés), et1'ona I |)&k| = CHf”H
o

k 1(Rn)’

Pour montrer le lemme 5, il suffit de vérifier qu'il existe une constante C
telle que, pour tout atome normalisé f, on ait
(33) z [ |t | < c.

On peut naturellement se ramener au cas ol le centre de Q est 0 car
translater f revient a multiplier f par un caractere ce qui ne change pas le pre-

mier membre de (33). On écrit E(k) = S f(x) e KX gy o S f(x) [e"ik'x - 1]dx et
Q Q

1'on a les deux estimations

(34) = It 12 < ], <clel-"2

et

(35) |£00) | SHf”mS e X _qfax < calil.
Q

On écrit I |k|-nff(k)| = = S, + S,. Pourestimer S,,

+ z
Is|k1s1/d |k|>1/d

on utilise (35) : s,<cd T e [=+1 < ¢
1< |k |s1/d
tandis que 1'inégalité de Schwarz donne
s,sclal"V2(, = |[?m/2<cn,

‘k 21/d
La preuve du théoréme 28 s'adapte immédiatement au cas des multiplicateurs

de 3LP(T") et des opérateurs bornés sur LP(R"), 1<p=<+w. Ona

THEOREME 32. Soient p € L1, +o] unnombrereelet o(x,§)€C X
EOREME 32. S [ ] éel (x,¢) € cT(R"xR")

une fonction ayant la propriété suivante : pour tout o«EN" et tout BEN", il existe

fune constante C_ g telle que, pour tout x€R" et tout £ = (51, ceey £n) cRr"
‘ , —_—

vérifiant : sgg |€’ < 1, la suite m, = d bg o(x, £+k), ke€Z" est un multi-
<j<n _———

plicateur de FLP(T™) dont l1a norme ne dépasse pas C“ B

| ’

Alors 1'opérateur pseudo-différentiel o (x,D) est borné sur LP(R™).

Une application est 1a suivante.
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Soit o(x,£) € Sg o un symbole exotique arbitraire. Alors, en posant
?

<£>=(1+|E_|2)‘/2 et ‘r(x,g)=< :ﬁx’g)p , D'opérateur 7(x,D) est
— £ - —_— —_—

borné sur LPR") ; ici 1< p<+oo,

Supposons d'abord 1< p <2, On commence par observer que le multiplica-
-n |1 _% ! n 2,-n
teur <k> P envoie FLP(T") dans FL°(T"); c'est un résultat classique

de l'intégr'ation| lir‘a(;tlionnaire. 11 en résulte que toute suite (mk)kezn vérifiant
Imk | < (k>_n p 2 définit un multiplicateur borné sur FLP(T"). 11 suffit alors
d'appliquer le théoréme 32. I 11 |
Si 2 <p <+, onobserve que (k)-n p 2 envoie 3L2(’I‘n) dans
FLP(T") et 1'on continue comme ci-dessus.
Naturellement cette application peut aussi s'obtenir par interpolation complexe

entre le cas H] et le cas L2 comme dans [28] .

5. PREUVE DU THEOREME 29.

Rappelons qu'un multiplicateur de :}H](Rn) est une fonction m(£) continue
et bornée dans R" privé de 0 telle que, pour toute fonction f€H1(Rn), on
puisse trouver g€H1(Rn) telle que é(g) =m(¢) f(&) pour tout £ #£0. On peut
convenir de donner 3 m(0) une valeur arbitraire de sorte que 1'égalitéci-dessus soit

également vérifiée pour £ =0, compte tenude £(0)=g(0)=0.

La preuve du théoréme 29 repose sur trois lemmes.

LEMME 12. Soit K< R" une partie compacte ne contenant pas 0. Il existe

une constante C(K) telle que toute fonction f € L‘(Rn) dont le spectre est contenu

ldans K appartienne a H1(Rn) et vérifie Hf” 1 n SC(K)HfH1.
— H (R")

On peut, en effet, trouver des fonctions tpj € /S(Rn) telles que

140



ESPACES DE HARDY

- £.
<pj(£) =i l—l| au voisinage de K. Appelons R:i les transformations de Riesz. On
£

a donc Rj(f) =fxo € LIRD).
Rappelons que A(R™) désigne 1'algebre des transformées de Fourier des

fonctions de L1(Rn) .

LEMME 13. Soient m(£¢) un multiplicateur de 3H1(Rn) et Kc R" une

partie compacte ne contenant pas 0. Alors il existe une fonction de AR™) égale

2

a m(¢) sur K.

Soient, en effet,  un voisinage compactde K telque 0¢ Q et
Jc A(Rn) 1'idéal fermé des fonctions de A(R™) dont le support est contenu dans
Q. Alors Jc 3H1(R") comme le montre le lemme 12 et m(¢) est donc un
multiplicateur de  J. Soit enfin ¢ €4R™) < A(RR™) une fonction égale & 1 sur
K et asupport dans . Alors m(£) o(¢) appartientd A(R™) et coincide avec

m(¢) sur K.

LEMME 14. Soient ¢ € cf:(R") et pour fout T =1, @n(£)=0o(TE).

Alors pour toute fonction f€ A(R") nulleen 0, ona

1i f = 0.
i flogel

C'est une propriété classique due a Ditkin.

De méme si f € A(R") est nulle en £y lim H(pT(E-Eo) f(E)”A(Rn) =0.
T+

Nous devons montrer que, pour tout multiplicateur m(¢) de 3H1(Rn) et tout
acR", k —» m(k+a) estun multiplicateur de & H1(’I‘n). Or Hl(’l‘n) est un
module sur C*(T") et donc 1'algébre des multiplicateurs de EHI(’I‘H) est inva-
riante (non isométriquement) par translation. On peut donc supposer que

a=(ay, ..., an) vérifie |a|o=sup(|a,|,..., |an’)5%.

Désignons par ¥ €A(R™) une fonction dont la transformée de Fourier est
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égalea 1 en O et estnulle si |€|02
o le D

Pour tout T =1, on pose sz(x)=T'n zp(T'1x) de sorte que
(¥p) (€)= B(TE).

Soit (Ck)k(—ZZn une suite arbitraire de nombres complexes (tous nuls sauf

; on a posé '£IO=SUD(|€1I, .

Wl =

un nombre fini). Formons

£(x) = (2 o eik.x) eia.x ‘l’T(X)-

Si Cy= 0, le théoreme 31 implique 1'existence d'une constante C1 et d'une cons-

tante C2 telles que

(36)

5 ckeik'x” : L

<c, k]
n) 2 HI(R )

c, |l <
1 H1(Rn)
Posons m, = m(a+k), keZ", et

gT(x) - <E mk Ck eik.x> eia.x ‘pT(x).

Désignons enfin par M : H](Rn) —-;H1(Rn) 1'opérateur associé au

multiplicateur m(§).
LEMME 15. On a pour toute suite finie (Ck)k€2n s im”gFMfH 1 n =0

1
T 9+o0 H'(R)

La limite n'est pas atteinte uniformément par rapport a (ck)

kez",
Admettons pour 1'instant le lemme 15, En utilisant que ”M(f)” 1 < CHfH 1
H'(R™) H (R")

et, en appliquant (36) a g(x), on obtient
HZ m, c, €

un multiplicateur de  H ' (T").

ik.x”
1

ik.x”
H (Tn) 1

sC'HEcke n si c0=0; (mk) est donc

H (T kez"

Pour démontrer le lemme 15, on peut, par linéarité se restreindre au cas ot

Cy = 0 sauf pour une valeur de k pour laquelle Cx = 1. On pose alors

V={£€Rn, |€|OS%} et K=k+a+V. Lelemme 12 s'applique et il suffit

de prouver que
[{m(&) - mlisa)} & [m-a)JH 0 (T ).
AR")

Pour cela, on applique les lemmes 13 et 14.
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CHAPITRE VI

MESURES DE CARLESON ET ESTIMATIONS L2

Le point de départ de ce chapitre est un lemme de Pommerenke ; cet auteur
démontre qu'un certain opérateur est borné sur L2 en vérifiant qu'une certaine
mesure est une "mesure de Carleson". Ce type de technique s'applique a des situa-

tions treés variées et fournit des résultats plus précis que ceux du chapitre IV.

En particulier, on peut démontrer directement par ce moyen que le noyau de

Caldercon Alx) - Aly) définit un opérateur borné sur LZ(R) quand A' € LY(R).
(x-y)
La seconde partie du chapitre VI traite du commutateur entre un opérateur

pseudo-différentiel T dont le symbole appartient a S;}éa /2 et un champ de
vecteurs D.

Si les coefficients de D sont des fonctions de C:(Rn), nous savons déja
(théoreme 16 du chapitre III) que I:T,D] est borné sur L2.

Mais il en est encore de méme si les coefficients de D sont de classe C1.

Ce résultat est le meilleur possible.
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1. L'ESTIMATION FONDAMENTALE.

Le but de cette premiére partie est de définir un opérateur bilinéaire de base
T(a,f) et de montrer que f—» T(a,f) estborné sur L2(Rn) quand acL”™(R").
Ensuite il faut montrer que beaucoup d'opérateurs bilinéaires naturels peuvent
s'étudier au moyen de T(a,f).

Pour étre plus précis nous démontrerons les résultats suivants.

THEOREME 33. Soient ¢ et ¢ deux fonctions définies sur Rn, telles

que ¢ et ¢ coincident avec des fonctions de /S(Rn) quand, disons, |g |2 1

et telles que, si I€]< 1, ’Ellallbz ;2)(5)] < C(xlé;l pour tout multi-indice

«EN"  de longueur |cx|,tandisque lg\“ |b°é &(g)|sca|g1 bour |<x|21.

Posons <pt(x) = —:] <P(¥) , t>0 etsoit m une fonction de L EO,+°° [
t

Alors 1'opérateur

(1 T, = (o« 1, * a) A at
o

vérifie

2) Irca,nll, = cllallgyg lell,-

Les hypothéses du théoreéme 33 sont, en particulier, satisfaites si o AR,
PSR et si g n Y(x) dx = 0. Cette derniére condition reflete ;(0) =0 qui
est exigée de . "

Le caractére remarquable de 1'opérateur T est d'étre bilinéaire et d'étre

relié trés simplement (si 1'intégrale de ¢ est aussi nulle) a une fonction g de

0 1/2
Littlewood-Paley définie par g(f) = (g ly e 2 9}) dont 1a version bilinéaire
(o]
est
® dt
(3) Gla,) = (b *ap, D .
(o]

En fait 1'intégrale de ¢ n'est pas nulle et le point de vue que nous amorgons
ne donne pas le théoréme 33 car il n'y a pas de théorie de Littlewood-Paley quand

(-]

acL .
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Le théoréme 33 fournit ce qu'on pourrait appeler le "théoréme de base" de ce
chapitre.

Considérons par exemple 1' opérateur

@ S“’ Alctt) + Alx=t) = 2A() 10 1 g4
o

t2
agissant sur LZ(R) et dans lequel A' € L”(R).
L'opérateur (4) est formellement du type (1) avec ¥(x) = sign x, lx Is 1

et YP(x)=0 si lx’>1, <p=61 (masse de Dirac au point 1) et a=A",
T A(x4t) - Ax) £
=

-00 t
si 0<x<1, ¥(x)=0 ailleurset ¢ = 8, mais le fait d'intégrer entre -

Pour le commutateur de Calderdn S x-t)dt onprend P(x)=1
et +oo introduit la compensation indispensable (pour ).

En fait nous verrons que ces opérateurs peuvent étre représentés comme des
sommes d'opérateurs du type de ceux du théoréme 33.

11 en est de méme en ce qui concerne le résultat suivant.

THEOREME 34. Soit o(x,a, £) € C*(R"x R™xR™) une fonction vérifiant

(5) ‘bg bz ch(x,a,i)l Scp,q,r(1+'°‘|+lﬁl)— lql-‘rl
quand xeR", a=(x;,..., a), Gj€Rn, EerR", q=(aq,...,9,), qjeN“ et
[al = la, b osla .

Définissons a 1'aide de o 1'opérateur pseudo-différentiel multilinéaire T

par T(a1,...,am,t)(x)=gg - neix‘(€+°‘1+"'+“m)0(x,<x,£)€(éj;1(ox1)...
R XR

~

.. am(cxm) doy ... dx dé. Alorsona HT(a1, e ,am,f)Hz < CHa]Hw. .. Ham”w”fHZ
et la constante C ne dépend que des constantes Cp q,r qui interviennent dans (5).
M

Si, de plus, le symbole o(x,x,£) estidentiquement nul dés que 1'un des

&, 1<j<m, estnul, alors
——

® a0l <l da L

On rappelle que « = (on1 yeus ,cxm) e R™ et que % cR",
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Pour mieux comprendre le lien entre les théorémes 33 et 34 (et celui existant
avec d'autres résultats sur les commutateurs), nous allons commencer par donner une

version L2 du cas simple suivant démontré au chapitre IV .

THEOREME 35. Soit m(£) € CT(R\ {O}), Supposons que ]m(k)(ﬁ) ’ <

Cy I El_k. Désignons par M 1'opérateur défini par (Mf) (£)=m(£)f(£). Sait

A : R 5 C une fonction telle que A' =a€ LOO(R). Alors le commutateur entre M

et la multiplication par A est régularisant d'ordre 1. Plus précisément, on a

(7) 1w, alerll, < cllarll [l

Nous reprenons la technique utilisée dans la preuve du théoreme 17.

On écrit d'abord
®  ar? lu,ad@m = (G m(gsa) - m<g>]§£<e> a(a) d¢ da.
On écrit ensuite 1= qoo(é) + @(é) + <p1(§) ol ¢ € C::(R) est portée par

1 .
|t I< o ®€ C:;o(R) est portée par 2% < ‘t I <20 et ¢, € C®(R) est portée
par lt I> 10 ; ces trois fonctions étant de plus paires.
Nous décomposons 1'intégrale I figurant au second membre de (8) en les
trois termes correspondants notés Io’ J et Il'

Pour traiter T nous continuons la décomposition en écrivant

1= +}02° @2(2jcx) oll % € C: est portée par 1< |t ‘ <3 et nous écrivons Io(x)
sou; la forme
© [0 miera) - m(e)) S0 () 1(6) ala) d ax =
+00 . - ;oA . a
z (e m(gra-m(e)) £ 0 (5 42 (20 6*(@8) a(a) da at

Jj==c0

lorsque ¢ € C:: (R) estégalea 1 quand |€ | <2.

11 suffit d'observer que ’cs"po(’cs') P(t) o(s) € C: (RXR) et que1'on a donc
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(10) £ 0,® bt o) = §§ ™) n(w,v) u av
avec 7 €/3(R2) En faisant t = 2j s=2] ¢ dans (10) et en introduisant le ré-

sultat obtenu dans (9), nous obtenons SS eix(£+a) (5) R (5) £(£) a(cx) déda =
{§nw,v [z (§e™ (E+a)y (2o o, (zJE)mmt(e)a(a)de da|du dv =

SS uv)Z‘(M(f)*tp Jaxw, Jduav

ol ¥ (s)=y(s+u).
De méme Sg eix(gﬂ) m(&+a) é <p0(0-€‘) f(g) ;(a) déda =

SS n(u,v) M [E (f * <pv,j)(a * wu,j):l du dv.

Le travail essentiel est alors d'estimer la norme L2 d'une somme de la

400 . .
forme I (f x <pj)(a * de) dans laquelle f€L2, a € BMO, (pJ. =29 @2 Tx) et
-0

de méme pour sz Mais une telle expression est une version dyadique discrete de

1'intégrale S (£ * (pt)(a * t) m(t) T et le théoreme 33 fournit 1'estimation désirée
o
(1a preuve que nous allons donner dans le cas continu s'applique dans le cas discret).

Le cas de J(x) se traite directement et 1'on obtient qu'un seul des termes
de la somme ci-dessus.
Pour traiter 11(x), lesr8lesde o« etde £ sont essentiellement

échangés. On observe de plus que

(1) w 13 <01(§) 2(23¢) o(2) = Sgei(zJ“u+ZJ€V) n4(u,v) du dv

N N

ou [n.(u,v)l S —>—x et CN ne dépend pas de j.
J (1+u”+v

Pour vérifier (11) il faut ramener toutes les fonctions & avoir un support fixe
en posant 235 =s et 2lx=t. En se servant de 1'hypothese sur la fonction m,

on obtient que

2K ot -j iy S 0 Sy D
-b—tl-( Q{ m(27Y(s+t)) - m(27's) r ‘pl(f) ¥(s) w(t)} < Ck,e uniformément

(12)

en j.
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Ainsi on peut écrire que BS z nj(u,v)(t * ;bv j)(a *o, j) du dv.
J' ’ b

Pour estimer la norme L2 d'une telle somme, on observe tout simplement
que les termes sont orthogonaux dés que l j1-j2 |> 3 ; ceci parce que le premier
membre de (11) est porté par 270 < | £ |s 3.2-3, lal < % 27 (a cause de la
condition sur le support de (p]) et que les fréquences du produit (f * wv,j)(a * (pu,j)
appartiennent donc a la somme algébrique de |- 1%2'j , %Z-j] et de
{2 < [el<327},

Puisque Ha*cp ” SC”an et que E”f*d)u J.HZSCHf
3 ’

2
u,j e 5

1'estimation

de la norme L2 de 11(x) est essentiellement triviale.

2. LA DEMONSTRATION DU THEOREME 33.

Nous commengons par quelques lemmes d'usage courant (voir Bﬂ , BOII ).

. 1,50 . 1
LEMME 1. Soit ¢ € L (R") une fonction telle que |lb(x)l <
= % n+1

00 | A
et S Y(x) dx = 0. Alors S |zp(€t) |2 9} < C_. ou C_ nedépendque de n.
o— Rn e—— o |  Q— n

COROLLAIRE. Sous les hypothéses du lemme 1, on a

°° 2 dt 2
T e v B <c 2

LEMME 2. Soit ¢ € L1(Rn) une fonction vérifiant les hypothéses du lemme 1.

Alors pour toute fonction a € BMO(R"),

(13) dwlx,t) = faxy, |2 &
est une mesure de Carleson sur R:'_+1 .
C'est a dire que, pour tout €> 0,
{ [ lawp 2o
|x—xo|5(-: O<t<e T

C_  ne dépendant que de n.

ﬂ c= HaHZBMO Cn ; n
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1

LEMME 3. Soit ¢ € L1(Rn) une fonction telle que I(p(x) | < —

T+ 1x
Désignons par o> 0 un nombre réel et par l“a(xo) le cbne {(x,t) ;

t= « ,x-x I } centré en x_. Alors il existe une constante C telle que
o —— [o] Ay N —

14 ltx o0, | <cC *(x ).
(1) (x,t?g[I)‘a(xo) “t xn’ o

La encore C“ n De dépend que de « etde n.
SRR ']

*
On a désigné par f 1la fonction maximale de Hardy et Littlewood.

COROLLAIRE. Soient ¢ ,  deux fonctions de L1(Rn) telles que

l(p(x) I < 1_|—1|'n_+'1’ lw(x) lS 1—|—1|n—+-1 et S Y(x) dx = 0. Alors pour toute fonction
+1x +1x

acBMO(R"),

(s § o g:\f*wtlz laxy, 12 & <c fal .

La constante C_ ne dépend que de n.
C'est une conséquence immédiate du lemme 2 et du fait (voir Stein BO:] ) que,

pour toute mesure de Carleson
®© *
(16) S ng |f*(pt|2du(x,t)scg G )desc'g n1f|2dx.
R “o R R

Une premiére approximation vers le théoreme 33 est le résultat suivant.

PROPOSITION 1. Supposons que ¢, 11)1, ¢2 soient, en valeur absolue,
R

1n+ et que SRn z/)1(x) dx = SRH wz(x) dx = 0.

majorées par
f———— ]

Formons, si m¢€ L® [O,+°° [,

[< -}

3(")=S Ypp* l:(f*wt)(a* (8 t)} ’-"ﬁ—t)dt.
o ! ’

Alors “g”z < CnHa”BMO”mHoo”fHZ' On a posé by ’t(x) =t ¢1 (t-1x) etc.

La preuve de la proposition 1 est trés simple, On appelle h € Lz(Rn) une

fonction telle que Hh”2 < 1 et 1l'on cherche a majorer

149



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

I=Sg( x) h(x) dx = S S (§b1 t*h)(¢2 t*a)(‘pt*f)m(t)dth

avec z(x) = ¥(-x). En appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

o 1/2 o
R R T L G TG PATLE Tk

< ¢, lml|lal 0l

ceci en vertu de (15).

Nous allons maintenant écrire 1'opérateur général décrit par le théoréme 33
a 1'aide des opérateurs particuliers de la proposition 1. Tout le probléme est d'intro-
duire la troisiéme convolution de wz ¢
’

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

LEMME 4. Soient d)] et zbz deux fonctions de L1(Rn) telles que
1

\dJ][SW, |¢2|Sm;1,m et que 12)1 e_t iz aient un support

compact ne contenant pas O.

Alors il existe une constante C (dépendant de ¢1 et de zpz) telle que,

[pour tout % >0, on ait

Il

(17) Hg (tx ¥, Jax b, St)m(t)dtH < clmll_llally,,,

Nous allons distinguer trois cas pour % > 0.
Si §< 81 (81 > 0), nous allons vérifier que le spectre du produit

(f* o, YNax ) est contenu dans une couronne de la forme 3 < I €ls 3
1,t 2,0t : ot

(o< 1‘3 < R3) En effet le support de d) est contenu dans r, = ’& IS R1 , celui
de wz est contenu dans r, ‘ £ |< R de sorte que la support de

[__f * P, t)(a * by o t)] est contenu dans la somme algébrique de
’ ’

{?S!é‘s?} et de {;2 !£‘<—}

Choisissons zp3 €/.§(Rn) de sorte que 3= 1 sur la couronne

~
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< ]£|SR3 et que ;)3=0 quand |£|$r'3/2 ou |£|22R2.

Nous pouvons alors récrire notre opérateur sous la forme

=So Y3 gt * [(f* ¥y, Jaxd, St):l mt(t)

La technique de démonstration de la proposition 1 s'applique. On forme si

Hh”2 <1, I_S g(x) h(x) dx que 1'on majore brutalement par
/2
c||a||BMo(g gwlf* b, J2ea) (g BRTTAES

ceci en utilisant Ha * wz,tlloo < CHa”BMO'
Si 5 > 62, le support de [(f * ¢1’t)(a * ll)z’gt):lh est contenu dans
| El T pour un choix approprié de 0 < ry < R3 On est alors conduit a
l‘opérateur So ‘pB,t * [(f % ¢1,t)(a * wZ,St)} —,E—ldt ; on intégre contre h€L2(Rn)
vérifiant Hh||2 < 1 et 1'on continue comme ci-dessus.

Quand 51 <g< 52, par des arguments tout i fait semblables, on peut

récrire notre opérateur sous la forme S 0, * (f * ap1 t)(a * d)z St (t) dt ol

A A

¢ a un support compact et ©(£)=1 pour ! €l< R3 (pour un R3 approprié).

Ici encore, on integre contre h et on applique la proposition 1 en échangeant

lesrdlesde f et h.

LEMME 5. Soient ¢ € L1(Rn), Y € L1(Rn) deux fonctions telles que

A ~

! on suppose que ¢ et  aient un

L) | <
1+xn+’ i 1+ |x

lox) | < ol

support compact et que 0 & supp .

Alors pour tout So > 0, il existe une constante C0 telle que, si

O<SSSO, on ait

1§71 opta o 050 Bl = ol

Laencore, si § est assez petit, on écrit notre intégrale sous la forme
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S ¥y 5% I:(f*‘pt)(a*‘/’z St)]nlg')'
o ’ t

En reprenant la preuve de la proposmon 1, on est conduit a estimer
2 dx dx dt
n+1

Posons §t=s et remarquons que

|f<p | < If* | T -
(x,s?élIa‘“(xo) * ¥/t (x,s?ggo((xo) <ps/ So . °

Dés lors, en vertu de (16), toutes les estimations sont uniformes en §.

Si § n'est pas assez petit pour que le support de ¢ ne soit pas assez
petit relativement a celui de d)z 5, nous écrirons ¢ = ®,+ zp] ol le support de
’

© 1 est assez petit et ol 0 n'appartient pas au support de ¢1 .
11 suffit donc de s'occuper de

°° m(t)
Ta,0) = (x v, )@xy, B
1,t ot
o
auquel on applique le lemme 4.
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 33, L'idée est
de décomposer ¢ et ¥ en une somme de termes auxquels s'appliquent les lemmes
précédents.

Nous commengons par supposer que les supports de ¢ etde ¢ sont

contenus dans {' Els 1}. Soit p(£¢) une fonction radiale appartenant a C:(Rn),

portée par {3_ l£1<2} et telle que Ep(ZJé)—1 pour 0 < I€|<1
j=0

Nous utilisons 1'estimation |¢J(£) |< ] 3 l pour écrire

PN © a L a A N . oA
p(6)= TpVe)p)= z2N L @Ne) et o(6)= T plE) 0(e) +

o (o] . o
(2 o enale)= T 1261« Ry @Ne)
N+1 o J )

Les fonctions ¥ ; et dJ? sont portées par ; =< | gl <2 et toutes leurs

dérivées sont bornées uniformément en j.

Comme pour Ry, on peut écrire RN(2N€)=w1(2Ng)¢(£) avec
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©.€AR"), il en résulte que Ry=9.%@ _ est majoré en module par
1 1 2 N

c(i+|x1y™" uniformément en N.

Maintenant nous pouvons écrire T sous la forme

[ee] [ee]
T=2 £2N7. +r2Ng ou T, est 1'opérateur (du type T) associé
. j,N N j,N
o J=<N 1
N 1 2 . N PN 1
a x[)N et zpj , 0<j<N, etou SN est associé a z[)N et RN.

Le lemme 4 fournit 1'estimation
Iy tas0lly = cliallgyolll
tandis que le lemme 5 donne
Is .ol = cllally, il -
En groupant ces inégalités, il vient

@, o), < :20 (na1) 27 flall o Tl

A

Pour terminer, il faut traiter le cas général ol ¢ et ¥ ne sont pas

portés par l&ls 1.

On écrit A oA oo A .
_ (1) (-7
<o—<p0+§wj¢j (277 €)
~ "~ (-] A .
— 1 (2) =]
et Y=y, ;D wj ¥y (277 ¢)

()

U w, wj' sont a décroissance rapide et zb(ji), z[)(jz) sont portées par

J,
< ] gl <2, sont uniformément bornées ainsi que toutes leurs dérivées.

[\V7 N

Les couples (zb:(i” , zbl((z)) conduisent a des opérateurs Tj | Qui sont
’

uniformément bornés sur L2, en vertu du lemme 4, Le lemme 5 s'applique aux

opérateurs associés aux couples ((00 , lb(jz)) ; le S dulemme 5vautalors 277,
Enfin le terme provenant du couple (zb;(i” y wo) se traite par la démonstration

du lemme 4 relative aux grandes valeurs de 3.
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3. LA DEMONSTRATION DU THEOREME 34,

Nous allons d'abord démontrer le théoréme 34 dans le cas bilinéaire et pour
des symboles ne dépendant pas de x. Nous indiquerons ensuite comment obtenir la

cas général.

PROPOSITION 2. Soit o(x, £) € CT(R"™XR™\ {O O}) une fonction telle que

|b§b%0(o&,€)|SC (Ia’+’€|) ql pour («,&) # (0,0).
Alors 1'opérateur bilinéaire

o (D)a,1) = §§ e+ o (q, £) f(6) ale) dua

vérifie Hcr(D)(a,t)H2 < CHaHmeHZ.
Si, de plus, 0(0,£)=0, ona
Ho D)(a,f) ” CHa”BMO ”sz

Comme dans la démonstration du théoréme 17, on écrit o(x,£) =0 1(@, £)+
02(a,g) ol o© 1(on,&) est portée par ch |2 l g|/20, 02(0(, ¢) est portée par
10 [cx ‘ = l gl etoll © 1 et o, vérifient les mémes estimations que o.

Pour traiter 1'action de o ](D), on appelle Y(a) € C::(Rn) une fonction

portée par 5-. |cx|<§ et telle que g (w) (dt) pour o #0. Soit

d'autre part <p €cC (R“) une fonction égale 4 1 si |€| < 30.

Nous pouvons écrire

(18)  o,D)a,) = g:gg e (849) 5 (1o, t8) Dta) 0(t€) ala) £(8) da ag
avec 0(a, €)= @(oﬁ) &)(E)O](%, t_ﬁ) .

Le support de o (cx £) est compact et contenu dans 5 ICX |+ l €]< 40
et toutes les dérivées de o t(ot, £) sont uniformément bornées en t.

Cela permet d'écrire

_ i(a.u+€.v) du dv
(19)  ox8)={e m(t,u,¥)
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ot m(t,u,v) e AR xR") uniformément en t ; en particulier Im(t,u,v) |$ C.

Les identités (18) et (19) donnent

00§ TR, {sseix-<€+«>em-u b

o(£1) a(e) £(£) do dg } darag | eV

du dv v u, m(t,u,v)
(Exo)ax ) 22—~ dt
0 et e S vy i)

avec ©'(x)=o(x+v) et PY(x)=¥(x+u). On a donc

m(t,u v)

l)n+1 (1+ lu ‘ )n+1

n+

(1+|v

loV) | < ¢ lp%x) | < ¢

’
ot (1+1x

(1+1x 1)
et il suffit d'appliquer le théoreme 33,
Pour traiter 02(D), nous échangeons lesrdlesde £ etde «. Un

raisonnement analogue conduit a la formule

o,(D)a,f) = {§ o Iu“"‘z‘i"’v IZ)NSow Ler{re e x oD} 2o gt o

by t(x) =t b, (t'1x) est introduit en remarquant que si

61> 10lal, o) B(6)= () 6@ B(6), ¥, € CZRY, 0 supp by

L'opérateur g d)1 t* {(f * ;bt)(a * (pt)} @t(ﬁ dt se traite en intégrant
contre une fonction h de L (R") de norme < 1, en appliquant 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz et en remarquant que Ha * (ptHoo < C||a”°°

Si 0¢(0,£)=0, onaura 02(0, £)=0 et 1'on obtient que

o_t(a’e):gg(ei(x.u_ .I)eig.v m(t,u,v) du dv

(+ a2 [V 2N

On pose ¥ 2’u(cr) =@*Y - 1) e(a) ce qui conduit 3 des opérateurs de la

o0
forme Sozb1't * {(f * d)t)(a * zpz,t)} '%t) dt qui sont bornés si a € BMO.

Nous allons passer au cas général des symboles dépendant de x ; nous
supposerons cependant encore que m= 1,

Nous observons que o¢(x,D)(a,f) est la restriction & la diagonale x' =x
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de R"xR" de 1'opérateur pseudo-différentiel sur RN dont le symbole est
o(x',a, &) et que l'on applique a la fonction a(y1 )f(yz), (y] ,y2) e R"xR",

Retournant au noyau, on a

o, D)a,0) = {§ Kix,x-y;,x-;)aly,) fy,) dy, dy,

R"xR"

formule dans laquelle 1'intégrale est prise au sens des distributions.

Soit ¢ € Cooc(Rn xR™)  une fonction portée par lz1 |+ |22 Is 1/2 et
égale 3 1 auvoisinagede 0. Alors K, = K(x,z1,z2)(1-<p(z],22)) eAR"xRM)
uniformément en x.

De sorte que |SSK2(X’X'Y1 ,x—yz) a(y1) f(y2) dy, dy, I <
SS w(x-y, , X-Y,) la(yl)‘ ]f(yz) |dy1 dy,

ol w€ L1(Rn X Rn). La norme L2 de cette fonction est évidemment majorée par

ell_JelL.

Le terme non trivial correspond a K1(x,z1,zz) = K(x,z1,zz) <p(z1,22) et

peut étre écrit sous la forme
o 1x,D)a,000) = {849 X o x,0,€) £(£) ala) ataa

ol 01(x,<x, £)= SS o(x,o=u , £-v) <'/‘.)(u,v) du dv est un symbole vérifiant les
conditions du théoréme 34,
De plus si f estportée par uncube Q de cdté 1, alors o 1(x,D)(a,f)
est portée par le cube double 6 de cdté 2 et de méme centre.
n

Soient Qj’ j€EZ", les cubes jk < Xy < jk+1 , 1=<k=<n. Onpeut

écrire f = ol fj est portée par Qj'

z f,
j€z" I
Puisque le support de 01(x,D)(a,fj) est contenu dans Qj’ il suffit de
montrer que ”01(x,D)(a,fJ.)”2 = C”a”m”fj'lz.
On peut se limiter au cas j =0, nos hypotheses étant invariantes par

translation.

Nous utiliserons alors le lemme suivant.

156



MESURES DE CARLESON

LEMME 6. Soient N et n=2 1 deux entiers tels que N > 2 Alors il

existe une constante C(n,N) telle que, si F(x,y) € AR"x R"), on ait

2

(20) SRn |F(x,x)|2dxsc ngb Fx,y)|? dx dy.

ch|<N

Pour le voir, il suffit, pour tout x fixé, d'appliquer le théoréme d'injection
de Sobolev a la fonction y —» F(x,y). On obtient |F(x,x) ‘2 <

| | S ’0 F(x,y) 12 dy que 1'onintégre en x pour avoir (20).
x| =N

Soit x € C:(Rn) une fonction égale 3 1 sur le cube "double" 60 et
formons

Fx,y) = x00 x(y) § §e™ (7 03,0, €) a0 £(6) docat.

Le lemme 6 montre que le probléme peut effectivement étre réduit au cas des
symboles indépendants de x.

11 nous reste a prouver la version multilinéaire du théoréme 34. Comme dans

|:21] , nous introduisons une partition de 1'unité 1= E 6 (g PR o&m) ol Oj
j=0

est homogene de degré 0, C~ pour (£,a)#0 et telle que

IA

support jS{%lock| I“j‘ ; 1|€|< |°‘j| ; k=1,2,...,m}

|€| ; k=1,2, ...,m}.

A

et support 60 c {21 Ionk I
Le symbole 0'9j est alors décomposé de facon dyadique par rapport a la
variable % (ou la variable £ si j=0).
Les termes correspondants seront estimés comme ci-dessus en utilisant la

version suivante du théoréeme 33,

PROPOSITION 3. Soient ¢, € AR™) des fonctions telles que ¢, € c:’:(R"),

A

0 < j<n et telles que, pour au moins une valeur de j, <pj =0 sur un voisinage

de 0.

Alors 1'opérateur multi-linéaire

=]
- m(t)
T<a1,...,am,f>-go (tx 0y Mag* ey )..lay xop ) B at

157



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

est borné sur L2(R") quand aj€L°°, 1<j<m.

Rappelons que @, t(x) =t (pj(x/t).
b

Dans la preuve de la proposition 3, on doit examiner deux cas.

~

a) Supposons d'abord que 0 n'appartienne pas au support de ¢ o
Désignons alors par R > r > 0 deux nombres réels tels que ce support soit contenu
dans r < IE ls R.

Pour tout j=1,2,..., m, onécrit ;;’j = EA)j + g)j ol éj € C:(Rn) est
portée par {|€ [S Tﬁl} et ;Lj par {%‘ < |£|S Rj}'

Différents types de termes apparaissent dans la décomposition correspondante

de 1'opérateur T :

“ - m(t)
21 T =g (f wo,t) n (aj* ej,t)t_ dt
o J:]
v o) 1 m y mit)
+Z f*x o DH(a, *€6, ,) IO (a. * ¥, dt .
o OVt e ot e g ettt

m
La transformée de Fourier de (f * 0, t) I (aj * Gj t) est évidemment
? '=’| 9,

portée par la couronne {ZE < ’ £ ls ?} car le spectre d'un produit de

fonctions est contenu dans la somme algébrique des spectres.

Le premier terme de (21) peut donc étre récrit sous la forme

0

m N A
S wt * ]:(f * 0 t) n (a;i * (-)J. t):'ﬂ%tl dt avec 0& supporty et Y € C:(Rn).
o ’ j=’] ?

Pour estimer la norme L2 de cette derniere fonction, on intégre contre
h€L2, ”h”2 < 1 et 1'on applique 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et le corollaire
du lemme 1.

11 reste & estimer les autres termes de (21).

Un terme typique de la somme (21) est

) 2 m
= m(t)
sW-{ troy ) Mo, ) 1 (a*p, )%
o k=1 e+1

avec & <m. Le spectre de 1'intégrant est contenu dans ' £ |s Ct pour une
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certaine constante C > 0.

On appelle ¢ € C:(Rn) une fonction radiale, égale 3 1 sur I £ |S C
et 1'on peut, sans changer 1'intégrant, ajouter une convolution supplémentaire avec
0,(x) = M o™ 'x).

On évalue donc |Sh(x) S(f)(x) dx \ <

C(S'“*“’t'za * ¥ mtzdt> <S|f*“’ot2dt>

Puis on majore le second membre en utilisant les corollaires des lemmes 1 et 3.

b) 11 faut maintenant examiner le cas o 0 & support ;Jj pourun j#O0,
disons j=1.

Pour les autres valeurs de j, on écrit encore <pj = ij + GJ. comme ci-des-
sus et il vient

R m
(22) T(a.], ceey am, f) = So(f * wo,t) J£I1(aJ »* (pJ,t) lﬂ‘(}) dt

S (f*eot a * o, t) l'[(a *0.

t)
j=2

i,

e .
m(t)
+B((Ex 0 Jay* o ) RACTRY e1+11(aJk TR oL

Le premier terme est du type de ceux traités dans (a). Le second peut &tre
traité comme dans (a) en remarquant que le spectre du produit figurant dans 1'intégrale
est contenu dans g < l éls 2R (0<r=< l 13 |S R) contenant le spectre de <pl).

On peut introduire une convolution supplémentaire par ¢ t(x) ="y ]x) :
0 & support @, ;b € C°0o (R™). Alors, encore une fois on intdgre contre h € L2(Rn)
telle que Hh”2 < 1 etl'on utilise les corollaires des lemmes 1 et 3.

Les derniers termes de (22) se traitent comme ceux de (21). Le spectre de
1'intégrant est contenu dans | £| < Ct ; on peut donc introduire une convolution
supplémentaire avec @, pour une certaine fonction ¢ € AR telle que
Za € C:(Rn). On fait le produit scalaire avec h telle que Hh”2 <1 etl'on

majore le module de 1'intégrale obtenue par
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(S lh* ¢t|2'am*¢

pour chacun des termes, le corollaire du lemme 3.

2.dt \1/2 2 2 dt \1/2 .
m,t T') (S|f*60,t[ [81*<p1’t T) . On emploie,

4. APPLICATIONS ET EXEMPLES DES THEOREMES 33 ET 34.

L'exemple le plus simple du théoréme 33 s'obtient en prenant 6 = P

le noyau de Poissonen t>0 et d)t =t b_bt P.

t’

Alors o(£)=e ‘ E‘, P(E) = ’ €|e- I 5] et 1'opérateur
(=]
T(a,f) = S (Pt * f) b_bt (Pt * a)dt vérifie les conclusions du théoréme 33.
o

Supposons que n=1 etque a et f soientles valeurs aubord (t =0)
de deux fonctions holomorphes que 1'on écrira encore a(x +it) et f(x + it).
Alors Pt * f = f(x +it), Pt * a=a(x +it) et sinos deux fonctions holomorphes sont
o( ’x+it "1) A 1'infini, ona T(a,f)(x) = SX a'(u) f(u) du comme on le vérifie par
changement de contour d'intégration. -

Le théoréme 33 se réduit alors (quand a et f sont de "type analytique")
au lemme de Pommerenke [49] qui a servi de point de départ a notre étude et qui

s'écrit
¢ I, < clally,, [kl
(23) S_wa'(u) t(u) dul, < clla o -
L'idée d'utiliser les mesures de Carleson dans la preuve de (23) est due

a Pommerenke.

Notre second exemple d'application est décrit dans la proposition suivante,

PROPOSITION 4, Si A'=ac€ LOO(R), les opérateurs

sign t) f(x~t) dt

© A(x+t) + A(x=t) - 2A(x) (
2

oo t

T(a,t):v.p.8+

et
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f(x-t) dt

T A(x+t) + A(x-t) - 2A(x)
2

-0 t

S(a,f) = v.p. S

sont bornés sur L2(R). Les valeurs principales de Hadamard existent presque

partout si A' = acL™(R) et fEL3(R).

L'existence des valeurs principales résulte de la théorie générale des noyaux

de Calderdn-Zygmund faite au chapitre IV.
(2x-y) + Aly) - 2A(x)
2
(x-y)

En effet le noyaude S est K(x,y)= A etceluide T

est sign(x-y) K(x-y).

Si nous montrons que S et T sont bornés sur LZ(R) quand a€L°°(R),
le théoréme du Chapitre IV permettira de conclure ; 1'existence de la limite si
fe C:(R) ne pose pas de probléme car il suffit d'intégrer par parties en t.

Nous allons d'abord démontrer que ”S(a,f)”2 < CHaHmeHZ quand
simultanément a et f appartiennent a C:(R) ;  C désignant une "constante

absolue". En désignant par Se 1'opérateur tronqué
S A(x+t) + A(x-t) - 2A(x) £
2
t Be t

x-t) dt, le théoréme du chapitre IV donne

”Se(a,f)H <C' Ha”oo”f’lz ol C' estune autre constante absolue.

Si maintenant a€L™(R), il existe une suite ajec;fR) telle que ”aJ.HOO <
”an et que aj(x) »a(x) presque partout. Il en résulte que, si la primitive A:i
de a est normalisée par AJ.(O) = A(0), Aj(x) —» A(x) uniformément sur tout
compact. On a donc, pour tout XER, Se(a.,f)(x) — SE(a,f)(x) et le lemme de Fatou
fournit HS €(a,lE)H2 sC! ”aHoon”z. On applique encore une fois le lemme de Fatou
en laissant tendre € vers O,

Notre programme est d'écrire
(24) s(a, ) = §§ ™8+ (g, f(¢) (e at aa
et 0‘(5,“):01(&’“)"'02(&;&)

de sorte que la proposition 2 s'applique a 02(6 ,a) tandis que o 1(6 ,a) se traite

161



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

par des méthodes directes.

On commence par observer que
. 2/X
© sin"(z) i
(25) <o e dx = ﬂ(]—t) + lD(t)
o (z)
si 0<t<1; =iD(t) si t>1 ol D(t)=(t+1) log(t+1) + (t-1) log ’t—1 l- 2t log t.

Naturellement changer t en -t revient a changer i en -i.

En écrivant ensuite que A(x1) - A(x2) =

iocx1 ) iO(x2 R

717—7 S = . = a(a dar on obtient (24) avec
1X 5 at)
o(£,a) = —12800 .sif(_;z_ sin(£t) dt =
2o 0‘(5)
J—{(£+a) tog | £+ (6= 10g [ £-a| - 28108 [ €] }.

277«

Ce symbole est homogene de degré O dans R2 \ {0} mais n'est pas
indéfiniment dérivable. La proposition 2 ne s'applique pas directement a un tel symbole.
Soit ¢ € C°°(R2\ { O}) une fonction homogene de degré 0, telle que

©0(0,1)=0 et ©(-1,1)=410g 2.

3

Enposant t=-—-, ona
£+

o(&,a) - L {(2t - 1) log |2t-1 |- 2t log lt |}
1-t

et o(&,a)+ ¢(&,a)=n(t) ol, comme dans la démonstration du théoréme 17 du chapi-

tre IV, la fonction 7(t) peut étre représentée par

+oo . om ()
n(t):S 7 Zrdy si t>0

-0 1+y
et par
+00 ..m (y)
n(t)=g [ty =4y si t<o
-0 1+y
avec |m+(y)|s C.
Déslors T=T,+T, ol

1 2
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m (¥)

{SS e [‘+51gn ¢ 51gn(€+°‘)] g |77 [ g1
]+’)‘

@6)  Tya0m-30 2y

£(£) alo) dgdou}ay +
58 m (')’){SS ix(&+a) ‘ - sign Esign(£+a)

| eaa |7 | el 1(e)

l+7
a(o&) dgdcx}d‘y

et Tya,000 = E oig, 0 5(€) alw) aan.

L'opérateur T, est réalisé comme une intégrale de Bochner d'opérateurs
é1émentaires bilinéaires ; le "symbole" |£+cx [-17 | 6|W conduit, par exemple,
a 1'opérateur M_y {a(x)(Myf)(x)} qui est manifestement borné sur L2(R) quand

a€L”. Nous avons appelé M,y 1'opérateur défini par (Myf) (&)= |g|17 £(£).

L'opérateur T, est borné en vertu de la proposition 2. Enfin 1'opérateur
S peut &tre étudié de fagon analogue ( [21] ).

Le dernier exemple est de nature quelque peu différente. L'étude nous en a
été proposée par A. P. Calderdn.

Soit A : R — € une fonction d'une variable réelle dont la dérivée
A'=aecL®R). Si x= (x;,%,) € R2, y= (y1 »¥p) €R2,
|x-y |2 = (x1-x2)2 + (y1-y2)2 et l'on considere 1'opérateur

() - Alyy)

(27) glx, SS TP f(y,,¥,) dy,dy,

comme un opérateur sur L (R ).

On commence par récrire
ix, (€ 4o Hix, €, € (€+cx)+e‘;'
(0 1117272 2iop 11 Za(a,) 1(€, ) dtaa.
1 51 + 62

Notre but sera d'écrire cet opérateur comme une somme (finie) de termes

(28) g(xl ,X2) =C

auxquels la proposition 2 s'applique.

Nous allons d'abord paraphraser la proposition 2 sous la forme suivante.

LEMME 7. Soient 6(¢ 1 gz,al) € Cw(RB\{O}) une fonction homogéne de
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degré 0 et m et a deux fonctions de L (R) Alors 1'opérateur

1 HxsE ) n
(29)  S(a,iX x>-ggg VTR 2 (g ) €8, £5) alay) A dE, A,

est borné sur L (R ). Deplus, si 6(& 1 £2,O) =0, 1la conclusion subsiste quand

a€EBMO.

La preuve est immédiate. On appelle M : L2(R2) — L2(R2) 1'opérateur
défini par  (Mg) (£,,&,) =m(£,) g(£,,&,) et o(£;,£,,a,a;) une fonction
appartenant a C°°(R4\ {O}), homogene de degré 0 et telle que
0(€ ]y£27“1’0) = e(€1y€27“1)-

Alors S(a,f) = M(c (D))a,f) ol 5(x],x2) = a(x1). Grice a la proposition 2,
f — o(D)(a,f) est borné sur L2(R2).

Lorsque 6 (¢ 1,52,0) =0, on peut prendre 0(&1,52,0,0) =0 et

ac BMO(RZ) résulte de a € BMO(R).

PROPOSITION 5. L'opérateur défini par (27) est borné sur L2(R2) quand

A' =a€ L°(R).

Naturellement la premiére question est de définir convenablement (27). On
convient que la dérivée rb est prise au sens des distributions (nous laisserons de
cdté le probleme de l'ex1stence presque-partout de cette dérivée). Si f€C (R ),
la dérivée existe au sens usuel.

Alors on montre facilement qu'il suffit, pour prouver la proposition 5,

d'établir 1'existence d'une constante C telle que

(30 gl <cllll _ [kl
) ¢ L2(R?) ° L°R) L2R%)

lorsque aec:’:(R) et f€ C:(RZ).

Pour passer au cas général, on suppose toujours que f € C:(Rz) et 1'on
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utilise une suite aJ. € CZ(R) telle que “aj”oo < Ha”oo et aj(x) — a(x) presque
partout.

Compte tenu de (28), nous sommes amenés a étudier le symbole

2 2
£,  (E4))" + &5
sle——m—7 = M€1’£2’°‘1)'

g7+ €
1 2

Pour préciser les singularités de ce symbole, on peut, puisque X est
homogene de degré 0, se placer sur la sphére 5? + £ g + cx21 =1 et écrire

A £ 142 b2, 2.2 Sifa
(51,52,o&1)=qlog( +2a1€1)—071-log(€1+52)= 'E;&ng( +20,69) -

£2% 2
?—— 10g(1 - (x1 ).
! Cette derniere expression montre que o = 0 n'est pas une singularité. Les
singularités correspondent & 1'annulation de 1'un des logarithmes ; c'est-a-dire :
soit {£1 = £2 =0} =E soit {51 +ay = E2 = O} =F. Dans chacun des cas, la
singularité vient de ce que t log |t ! n'est pas c® a 1'origine.

Nous allons, puisque E et F définissent deux parties disjointes de
R3 \ {O} , trouver deux cOnes ouverts disjoints Q] et Qz tels que 91 contien-

ne E et 02 contienne F.

Pour étre plus précis, posons

a,-{le, < gl l, leyl< g 1o}

o, = {lepal< Fle, |, e, l<gle, [}
93=03'ﬂﬂg
avee Qy={lal<20le,l o o l<20le,l}
et ay={le,l<20le 40l ou e l<20le, 1},

Le lecteur remarquera que 91 U Q:; . R3 \ {0} et qu'il en est de méme pour

3
fonctions 64, 6,, 93, homogénes de degré 0, appartenant a C°°(R3 \{O})

Q2 U Q; Pour cette raison 91 U 92 U, = R3 \{O} et 1'on peut trouver trois

et telles que 1= 91 + 62 + 63, support Oj c Qj.
On écrit donc A = )t61 +A92 +A93.
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De facon évidente A6 3 € COO(R3 \ {0}) et la proposition 2 s'applique au
terme correspondant.

Pour étudier Ae1, on écrit A = A1 + )\2 avec

2 2,1/2
- (€24 e3) ;
X (E,,6,,0) = 2 L 2 log< ! 2>
1'=217°2771 2 2,1/2 o 2
(&7 +¢&5) 1 s
1 2 1
et
€, (& +a ) + €
1 2
A5, cxz)-—log( ).
%4
La encore )\29 1 € Cm(R3 \ {0}) puisque, sur le support de 6 1 '0(1 ‘
est considérablement plus grand que I £ 1 | et I Ez ’ . La proposition 2 s'applique
a ce terme.
Le terme A 6 sera traité directement en observant que, sur le support
E + E2 ) 1
de 19 u= ( vérifie 0<u< 2 et que, sur cet intervalle
+oo
31) ulogu= S u wt)dt avec w EAR).

-0

Ceci entrafne la formule de représentation intégrale
400 £ . .
B 2 2 ,2it/2, . -it .
(00 M€ Eap)=- 6 6 e o) oy 10 (6, 85,00 wlt) at.
e ETe2

i [x1(€ 1+cx1)+x2€2]

Pour simplifier 1'écriture de g, (x) = Sgge (A ,0,)E,,

52,0(1) f(£1 ,£2) a(ot1) dE1 d£2 day, on définit successivement f, € L2(R2) par

t

F(6, ) -2 (624 22 t acl’R)
1510 %2) = 2 g+ &) e ,8y) et gy par
(51 + €2)
;t(a])=(sign cx1)|(x1 l—it ;(o(1). Alors Hft”ZS ||f”2 tandis que ”atHBMO <
C(1+[tl)”a”°°
On a dans ces conditions
+00
(32) g )= &0t () at
avec

166



MESURES DE CARLESON

iEx1(€1+a1)+x2€2:| A N
31(x;t) = SSS e 4 1(51 s gzr“) ft(£1y§2) at(W‘ )d€1 d€2 da] .
Puisque 6 1 (¢ 1 52,0) =0, laproposition 2 s'applique et donne
”g](x,t)” 2 < C(1+ lt | )Ha||°°”f||2 ; estimation qu'il suffit de substituer dans (32)
L%(dx)

pour obtenir, compte tenu de la décroissance rapide de w(t), ”g1”2 < C]|a||°°”fH2.

£+ a
. 5t
Nous allons étudier )\92 de fagon analogue. Nous posons u= —51_
et v—€2' dans Iu|< ! .et |v|< ! etl'ona a A(E L E,,a,) =
= H ’ ’ -
E 27 10 T0 E‘1 1752791
2 2 2 2 2
v10g¥=_vlog<v—;}1>+vlog‘i—'5v—.
v+ 1 v v
La encore, le premier terme s'écrit
2 +00 .
vo+1 . it
- v log —;2-> =-g_ws1gnv|v| w1(t)dt

pour une certaine fonction w, € A(R) tandis que

log [1 +(:I—l )2:| oo

. . ulis
— = S_oo sign u sign v |‘7 I wz(s) ds
v
et
- mE lul < o
u=S (signu)iul w,(t)dt car 0= |ul< .

3
. 5 N
Remarquons enfin que 62'(€ 17 €2’°‘1) = (x_162(£1’ &2,0(1) appartient a

c®®>\ {o}).
Le symbole A 92 s'écrit donc comme une moyenne pondérée de symboles

é1émentaires de la forme sign E,'] sign &, ,51 |_it I €5 ’it Gé(ﬁ 1,62,<x1) ou

sign £ sign &, sign( ;+a,) | £, |_it | £, I-is | € +ay Ii(t+s) 65(€ 1, €x,x7).

Finalement 92'(5 1 62,a1) vérifie les hypothéses de la proposition 2 et
définit un opérateur bilinéaire ©(a,f) borné sur f € L2(R2) si a€L”(R).
Lorsque m, , m, et m, appartiennent & L*(R), le symbole

m, (€ +ay) my(€ ) m3(€2) 64(€,,€,,a,) conduit a 1'opérateur
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m1(- i b—f{’]) 0©om,y(-i 0—21) o m3(-i 0—22).
Chacun de ces opérateurs étant bornés sur L2(R2), il en est de méme de
1'opérateur composé.
Pour finir ce paragraphe, nous examinerons une généralisation du probléme
précédent ; généralisation que A. P, Calderdn nous a également demandé d'étudier.
On suppose que A(x1,x2) €ec (R ) a un gradient borné et 1'on appelle D

un champ de vecteurs a coefficients dans L°°(R2) tel que DA =0.

On considere alors 1'opérateur

st=p S , f‘ﬁ‘[’;‘“ﬁzyl ty) dy.
L'exemple ci-dessus correspondaita D = bTb ce qui entrafne A = A(x 1).
2
L'exemple suivant montre qu'en général de tels opérateurs ne sont pas bornés

sur L2(R2) mémesi A et D sontdeclasse C*

. 0 . o]
On choisit A(x],x2)=cosx1+x2 et D=S)—(—1+smx15—x—2-. Le terme en

b_: est borné car des deux termes de A, 1'un ne dépend pas de X et on peut
2
1lui appliquer la proposition et 1'autre donne une intégrale singuliére de Calderon-

Zygmund du type le plus classique.

En revanche le terme en b_)?' conduit a une intégrale singuliére

K6,y ty) @y od

(sin x1) X=-y |2+2(cos X,-cos y, )(x1-y1)
K(X:Y) =

l E = K,(x,y) + Kz(x,y) en appelant
X~y

K1(x,y) le produit de K(x,y) par la fonction caractéristique de Ix-y | <1

L'analyse de la singularité de K1(x,y) est trés simple car
(X1-y1) = (xz'yz) 1
K,(x,y) = sin x +0( ).
1 1 4
X-y X-y

La encore, le terme principal est une intégrale singuliére de Calderdn-Zygmund
et le terme d'erreur est borné par la convolution avec une fonction de L1(R2).

Nous allons démontrer que K,(x,y) ne conduit pas & un opérateur borné.
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En effet si 1'on désigne par x(x) 1la fonction caractéristique de lx |> 1, il vient
S (x-y) +2( )(x ) (x-y)
(x,y) = X (x-y) + 2(cos x, - cos y X (x-y).
% Ty ? 1 Y Ty I3

Le second terme est Of lx—y |_3) et définit donc un opérateur borné sur

L2(R2) tandis que le premier terme n'est évidemment pas borné sur L2(R2) car le
noyau de convolution x(-y) ne 1'est pas.
X-y

5. COMMUTATEURS ET SYMBOLES EXOTIQUES.

Nous allons montrer la souplesse des méthodes spectrales introduites aux
chapitres I et II en étudiant le commutateur entre un champ de vecteurs a coefficients
C1 et un o. p. d. exotique dont 1a symbole appartient a S;}é% /2 ; ce commutateur
est borné sur L2(Rn) et ce résultat est évidemment a rapprocher du théoreme 16 du
chapitre III.

Nous rappelons que m(x,£) estun symbole de la classe SZ ,6 si
meCTR"xR") et

(33) ’bch bfmo(xyg)l SCG’B“*"E')-DIGI—*-SIBI

oll mo(x,g) =(1+ ’ €’2)—TI/2 m(x, £).

THEOREME 36. Soit m(x, £) un symbole appartenant 53%21 /2 et soit
— ’

m(x,D) 1'o.p.d. correspondant. Alors on a

|9 {mex, D)D) - Amix,D) £}, < cllwall_ .

En d'autres termes, le commutateur entre m(x,D) et un champ de vecteurs
dont les coefficients ont un gradient borné est continu sur LZ(R").

La démonstration que nous allons présenter conviendra pour le cas général

p-1

0,0 Les modifications évidentes sont laissées au lecteur et
?

de symboles dans S
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supposerons toujours que p = 1/2.

Nous commencerons par un certain nombre d'observations et de réduction du
probleme.

Notre opérateur peut étre écrit sous la forme

- [m(x,D),Alf =i Sgeix'(€+°‘)(£+a) [m(x, E+a) - m(x,e)}f(m;\(a) déda +

Sg oix- (£+2) [Vx m(x, £+a) - V. m(X,€):|E(€)A(Ot) déda =
- @A) me,0) £+ (5 % B0, €40 - i, )] 1(6) Alw) atan

avec M(x,£) = i€mlx, €) + ¥, mix, €) = o(x, )1+ [ )4 ou otx,)€9, | .

Posons 6 (x,¢,qa) = [o(x, E+a) - o(x, g)](l + ’ &[2)1/4 et commencgons
par étudier 1'opérateur
(34) (5 e (&) g(x,¢,a) £(£) Ala) agan,

Le "terme d'erreur" sera traité plus loin.

Nous écrivons 0(x,€,a)=m(£) 08+ (1-m)8 ol m(£)=1 pour l 5’2 10
et m(£)=0 pour l 13 ] < q. Le second terme est le plus simple. Laissons le de
cdté pour nous concentrer sur le premier.

La encore on utilise une "microlocalisation" mais dont la particularité est de
comporter des ouverts non coniques en (£,a) ; les ouverts coniques correspondent
aux symboles classiques.

-1/2

On écrit 1=<po(<x|€| )+<p](<x‘£}—1/2)<I>0(0(’€|_1)+<I>1(<x|E’_1) oll

© 1-<p1, o et 1-®, sont quatre fonctions radiales de Cgo(Rn).

1
Cette partition de 1'unité permet de distinguer trois régions
1/2

o’

(a) celle ot |cx|SC|€|

1/25 lo&lSCzlEl

(b) celle otr C4 ]EI

.

(c) celle ou C3 \ €.l < [oc
Nous allons d'abord analyser 1'opérateur bilinéaire

05 &80, ) m(e) o (o €72 £(6) Alw) dEdn = g ().
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Pour cela, on pose a;= (oc1, PRL R 0, ... 0) etl'on aévidemment

n

olx, E+a)-0(x,¢)= T olx, £+aj+<xj) -o(x, £+aj) en appelant, par abus de langage,
j=l ~

% le vecteur (o, ..., 0, % 0, ..., 0). Onobserve que i % A(x) est

la transformée de Fourier de 2Ae L°(R™).

X,
J
Toutes ces observations conduisent a s'intéresser au symbole

7,0 = g (ot eapy - o(x, e+ }(1+ | €%/ o T2 ()
Ce symbole est porté par 10 < | €| ’ |oc IS C | EI /2 et vérifie les estima-
tions ol lal Irl
2T 7

(35) 2P 0g of wj(x,e,cx)| <Cp gl leh? :

L'estimation relative a ce premier terme découlera de la proposition suivante.

PROPOSITION 6. Soit 7 € CX(R"XR"xR") une fonction portée par

|cx|sc|£|'/2, 10 < ’€| et telle que

2 "2 7
(36) |o§ o‘é o‘; n(x, £, | scp’q,r(1+|£|) .
|Alors
67) m6x,D)a,0) = (§ e n(x, £,0) £(£) al(e) ad
est borné sur L2(Rn) quand a€L°°(Rn).
Plus précisément
(38) ln e, D)@, 0], < cllall, el

La démonstration de la proposition 6 suit, de fagon trés remarquable, le preuve
du théoréme 7 du Chapitre II .
Nous allons, dans un premier temps, vérifier (38) si 7(x,£,a) est porté par
%2“5 el <2%, ken.
Ensuite nous décomposerons 1'opérateur 7(x,D) en deux sommes

z ﬂk(x,e,or)+ Tz ﬂk(x,ﬁ,a) de sorte que les fonctions T

(x,D)a,t) soient
k=0 k=0
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deux a deux orthogonales dans L2(Rn), ﬂk(x, £,a) étant porté par

;st ’gls 2k; tandis que ﬂk(x,E,a) est tel que z ”‘rrk(x,D)(a,f)”2 <

el .

Les deux parties de ce programme seront maintenant précisées par une série

de lemmes.

LEMME 8. Pour tout symbole 7 vérifiant (36) et pour toute fonction

Y € C::(Rn) telle que, O & support ¢, il existe une constante C > 0 telle que,

uniformément par rapporta R = 1,

39) 1§ e (& nix, 6,00 9(§) (&) ala) ataall, < cllall_Jkl,.

La preuve du lemme 8 est tout a fait dans 1'esprit des démonstrations du
chapitre

On observe que, pour tout couple (x,£) fixé, u— m(x,¢ ,R]/Zu) V(E/R)
appartient a C::(Rn), est portée par un compact fixe (indépendant de R, x et
et que toutes les dérivées par rapport 3 u sont majorées par des constantes fixes

(indépendantes de R, x et ¢&).

Cela permet d'écrire (en revenant a la variable o =R~ /2 u
o -1/2
(40) mx, 6,0 w(g) = &R mix, £,v) — L
R (1+1v 19)

ou (x,£)—» m(x,£&,v) estun symbole appartenant & une partie bornée B de

0
S1/2,1/2°
On substitue (40) dans (39) et 1'on obtient
g0) = (§e ) n(x, ,0) 4(§) 1(£) a(a) dgaa =

(211)2n SRn a(x +R'1/ v) [m(x,D,v) f:l(x) (1_(1"_’7271\_1
+lv

dont 1a norme L2 est bornée par CHa”w”fHZ ; ceci parce que les symboles

appartenant & S (]) /2,1/2 définissent des opérateurs continus sur Lz(Rn).
’
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Nous retournons alors a la proposition 6.
On commence par écrire f = g, + z fk ol go(g) est portée par

k=0

lel< 1 et fk par 2K < |g[< 2K+,

Posons [(x) = m(x,D)(a,f) et Fk(x) = n(x,D)(a,fk). On a évidemment
'rr(x,D)(a,go) =0 carlessupportsen £ de 7(x,£,a) etde go(ﬁ) sont disjoints.

Pour étudier F on appelle ¢ € C:(Rn) une fonction égalea 1 si

k1
1< I 5'5 2 et dont le support est contenu dans % < ] &lg 3. On récrit

R0 = (e (6 nx, 0 @7e) £,(6) a(e) a da
et le lemme 8 fournit HFkHZ =< CkaHz Ha”w.

Si les termes Fk étaient orthogonaux, tout serait fini (compte tenu de
e 112 2
z e |2 < [l

A cause de la dépendance en x du symbole, les fonctions Fk(x) ne sont

pas orthogonales dans L2(Rn) ; mais elles sont presque-orthogonales au sens

suivant :
(41) F0=60+R 0 on ol <clle Ll
les Gk sont 3 a 3 orthogonales et HRkHZ < C‘Z-k/ 2Hf ||2 ”a”w. Naturellement une
telle décomposition fournit 1'estimation cherchée de F(x)= T Fk(x).
k=0

Tout comme dans la preuve du théoréme 7 du chapitre I , la décomposition
(41) résulte d'une analyse du spectrede x — m(x,£,a); & et o étant fixés,
Cette analyse spectrale s'obtient a 1'aide d'un lemme déja utilisé au cours

du chapitre

LEMME 9. Soient T2 1 et X € c”R™) tels que ”bo‘)\(x)”w <c,T ,‘"l/z

ipour tout o« € N,
Alors X =2 1 +A2

ol
”ba)\1(x)|loos CC',‘TIO‘-l-}2 et suppor'txl(e)c {“ls%}

‘tandis que
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”ba)tz”oo <cr T‘1/2 T lcx 1/2 .

Enfin en désignant par & € 4(R"™) une fonction telle que ®(£)=1 pour | g[.<_ 1/20

et support @ < { I I3 IS T1(')}’ on peut prendre X ](x) = g)\(x - ’tT) ®(t) dt.

Ce lemme est appliqué a A (x)=7(x,£&,a) zp(—i) et donne
2

m(x,€,q) ll)( )— ™ (X, €, 0) + 7 (x £,a) ; la transformée de Fourier de

k
X —> T (x £ ,a) étant portée par ln|< pour tout (&,a) fixé.
1)

= ﬂk(x,D)(a,fk) et R = nk(x,D)(a,fk). Les fréquences de

On pose G K

k

x—-)Gk(x) sont de laforme ¢'=oa+ € +1M ol 2ks lE’SZkH

k
lcx |_<.' C2k/2 < 1%2" (si k= ko) et |n’s 273 Finalement le spectre de Gk(x)
est contenu dans la couronne élargie 5 ’ £ ’ %1- oK (si k= ko) et les
fonctions Gk(x) sont trois a trois orthogonales dans LZ(Rn).

Enin |iG, [, < CHan”kaZ en vertu du lemme 8. En ce qui concerne R,
on a directement par le lemme 8, HRkHZ < c2k/2 ”aHoo”fk”Z < 27 leaHmeHz
1'amélioration en 2%/ venant de (42).

La proposition 6 est démontrée.

Nous allons nous occuper des termes ot C, | £/'/2 = |al= c, |¢l
correspondant au symbole 6 (x, £,a) ¢ ,(« [ £[=172) @ (a el

Dans ce cas « n'est pas assez petit pour qu'il vaille la peine de considérer

o(x,€+a) - o(x,£) comme une différence et nous allons montrer le lemme suivant.

LEMME 10. Les symboles
v.(x,&,0) = (1+| £/ m(&) o, (] €l7%0 («le]™") o (x, £40)
1 1 o)

vy, 8,00 = (14| €14 m(e) o, (€72 0 (al €l ") o (x, )

sont tels que

00 = (§ 5y, £,0) 16) Ala) aga

|vérifient Hg‘]HZ < C”f”2 ”'A”w pour j=1 ou 2.
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©o a
LA encore on écrit f = g, + CZ; tk avec m go =0.

Etudions F, = v1(x,D)(A,fk) ou F = v2(x,D)(A,fk).
Pour estimer la norme L2 de Fk’ nous allons décomposer A en
-] o] .
Ax)=Bx)+Z Aj(x) =B(kx)+ Z 2™ aj(x) ; les conditions étant ”aj”00 < C”VAHOO,
o o
support B c |a|_<_ 1 et support ajc {ZJ'ZS |cxls 23}.
-1/2) ¢0(<x| ¢ 1) entratme que

k+C .
x)= T ZJFkJ.(x).

.k ’
J=5-C

Puisque la présence de w1(a | £|

c2k/25 IalsCZk, 0<c<(C, ona Fk(

I1 y a trois sortes de termes.
Les termes "purs" ol ‘2( + R < j< k-R. Par un choix judicieux de R,

on a alors <I>°(<x|€|_1)=1 et (p1(a|£|_1/2)=1 quand a].(a);éo et
1 ;

2K < IEI < ok+

Dans ce cas Fk i est tout simplement aj(x) c(x,D)(Gk) ou o(x,D)(aij) ;

(€)= (g4 (o).

~

Gy

On a alors évidemment

k-R . o .

I's" 279r, |, <c r2ile Lkl <

ke 0 wzRKE e

cr2k/2 (k°£ 2 D)all ke L, < collall e [l

2+R

Nous devons maintenant nous occuper des termes "brouillés". Ils sont de deux
types.

Ceux pour lesquels lj—k 's T. Alors o,(a ’ €|-1/2)<I>°(<x | £|~1) =

® (cx{ £| _1) &[)(—E) ¥(<=X) pour une certaine fonction ¥ € C(R") telle que
o 2k 2k o

O & support ¥ .

Cette derniere fonction peut étre écrite

SS eizk(u.aw.é') n(u,v) < du dv
(+lul+1v 7)Y
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ol n(u,v) EAR"XR™) et le terme correspondant est alors estimé comme ci-dessus.

De facon analogue si |j - lz( |s T,

12y 27k ¢,

Nous développons en transformée de Fourier la fonction <p1(qf72) ¥(s), nous
s

o(alel 0 (alel ) = o (aldl

posons s = 2'k£ , t= 2'k/ 2

« et nous procédons comme ci-dessus.
Finalement, en réunissant les diverses estimations, il vient
llg,Il, < cllall, lls [l
Pour majorer ”E gk”Z’ nous opérons comme pour la proposition 6.
Nous décomposons 0 (x, g) o (x )+ pk(x £) ollesupportde x —> o (x, £)

est contenu dans ’77| et ol 2k/ o) décrit une partie bornée de

k
0
S1/2,1/2

Ceci conduit a une décomposition g = h + re oli, par les estimations
précédentes (appliquées a crk(x,D) et pk(x,D) au lieu de o(x,D)), il vient
I I, <l L et T L < cz /2Ll Jil.

Enfin les fonctions hk sont orthogonales de trois en trois ce qui donne

2y1/2

lon, < aclkll, @l 2

= BCHanHsz tandis que HE Pk“z =C ”a”w”fHZ.

Ceci termine la démonstration du lemme 10.

LEMME 11, Les symboles
2,1/4
T'I(xygya)=(1+|£| /

m(€) ¢ |€| X, £+a)

et

- ‘rz(x,g,o()=(1+l€|2 1/4

E)w(a'€| o(x,£)

véritient |Ir (x, DA, 1), < clvall_Jkl,.

La encore, on écrit f = g, + > f et pour A(x) on écrit de méme
k>0

A=B+ £ 279a,=B+ I A,. Dans cette somme, seuls les termes j= k-R vont
o0 3 =0

intervenir parce que le support de (p1(or l £| _1) force a avoir 'o& IZ a I 3 I pour

c>0.
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Comme ci-dessus, si j= k+R, T 1(x,D)(Aj,tk) =2 c(x,D)(aij) tandis que

TZ(X’D)(Aj’fk) = Z'Jaj o(x,D)(Gk). Dans les deux situation, la norme L2 ne dépasse
pas C2'j2k/2HaHme”2 et1'on a évidemment I I 277 21(/2 < 4o,
k=0

Les quelques termes extrémes k-T < j < k+T sont traités comme ci-dessus.

11 ne nous reste plus qu'a examiner les diverses corrections introduites au

début de la démonstration du théoréme 35.

LEMME 12. Le symbole {(1+ | €+«|2)1/4 - (1+ | £|2)1/4} o(x,§+a)

m(£) définit un opérateur bilindaire borné sur L2(R") si VA € LY(RY).

11 suffit de vérifier que {(1+ l E+a |2)1/4 -(1+ I £|2)1/4} o(x,&+x) définit
un opérateur bilinéaire borné ; on fait agir o (x,D) sur le résultat pour prouver le
lemme 12,

LA encore, on décompose 1'opérateur suivant les ordres de grandeur relatifs
de la’ et de IEI

Le premier terme est l:(l+ | E+a |2)1/4—(1+ ‘ €|2)1/4:|‘P0(0( I 13 1-1/2)] m(§).

(4] evapray 14 - (14 g4y [V ‘
On observe que 1 1 i ‘Po<| |a1/ 2) est un symbole
3

X,
1

dans SI_ 11//22 auquel on peut appliquer le lemme 8.Les autres termes peuvent étre
’

traités comme ci-dessus.

Le dernier terme a estimer a la forme

B0, 6,00 = 0,(€) { (14| £+ Ao x, £00) - (14 [ €14 0.x, 00}
avec @ € COOO(R“).

L4 encore on écrit A(x) = B(x) + :)Eo 273 aj(x) avec Haj”w < C”VA”OO.

Les termes 2':’a:i sont analysés comme au lemme 10. Pour ,cx |s 2 et
| I3 |s 2, ona

n

b(x, €, 0 () = :2 % ¥(x,6,0) avec ¥ € C R xR" xR"),
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A

Le terme Sgeix.(gm) zpj(x, £,qx) « A((X) £(£) d¢ dx s'analyse de facon

simple en écrivant

nj(x,u,V)

du dv

wj(x,ﬁyo‘):SS ei(g.u+q.v) )N

(+lul®+ v

avec lnj(x,u,v)ls C.
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CONCLUSION

L'objet de ces notes a été, en particulier, 1'étude de certains des nouveaux
opérateurs présentés par A. Calderoh au congrés international des mathématiciens a
Helsinki.

Ces nouveaux opérateurs ont ceci de remarquable que leur définition est trés
k
(A(x) - A(Y)) . k€N, xeR,

simple : ils sont donnés par les noyaux explicites ) T
(x-y

yER avec la seule condition que I% A(x) I <1,

En revanche il est trés difficile de montrer que les opérateurs en question
sont bornés sur LZ(R).

Ces opérateurs ne sont pas des opérateurs pseudo-différentiels. Pour donner
A cette assertion le sens le plus précis possible, il était indispensable d'alléger au
maximum les hypothéses de régularité portant sue les symboles des o. p. d. et

entrafhant la continuité sur 1'espace L2 .

Nous avons consacré les Chapitres I et II a ces résultats optimaux sur les
0. p. d.. Les nouvelles classes étudiées sont les meilleures possibles et ne contien-

nent cependant pas les opérateurs de Calderdn.

11 n'existe donc pas encore de théorie satisfaisante permettant d'obtenir les

inégalités 1?2 ila fois pour les o. p. d. et les nouveaux opérateurs de Caldercn.

Les "lemmes de presque-orthogonalités" de M. Cotlar ou les variantes que
nous avons présentées aux chapitres I et I constituent 1'outil le plus puissant pour

montrer que les o. p. d. sont bornés sur L2.
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Personne a 1'heure actuelle ne sait cependant adapter ces méthodes au cas
des commutateurs de Calderdn ; notre compréhension du sujet est donc encore trés

rudimentaire.
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APPENDICE I

LE CALCUL PARADIFFERENTIEL DE J. M. BONY ET LA REGULARITE

DES EQUATIONS AUX DgRIVE/ES PARTIELLES NON LINEAIRES.

1. ESPACES DE BESOV As T

’

Soient 1<p<+o, 1<q<+»o et s 6:[0,1 [ On définit 1'espace de

Besov As comme suit.
pP,q

DEFINITION 1. Une fonction (ou une classe de fonctions) f appartient &

A; q si et seulement si f € LP(R") etsi w(h)= ”f(x+h) - f(x)“ DoV module de

’ LF(dx)
continuité de f en norme Lp, satisfait

(1 S wI(n) dh < +oo,

Remarques. Il vaut mieux écrire que w(hg€ Lq(Rn , ’iT—r-]) car cette formu-

h h

lation convient aussi quand q =+ et montre le rdle joué par la mesure %
h

invariante par rotations et homothéties. On voit d'ailleurs que cette condition est
locale (c'est-a-dire que dans (1) le probleme de la convergence n'existe pas a 1'infini

puisque w(h)< 2Hf”p). Si p=q=+,, alors A;s)q est 1'espace C® des
’

fonctions holderiennes d'exposant s etsi p=q=2, TN espace de

pP,q

2
£x) - £(y) | <
7S dx dy < +o0,

Sobolev carsctérisé par f € L2(Rn) et
RxR" X7V
Si s=1, onremplace le module de continuité w(h) par

w(h) = Hf(x+h) + f(x-h) - 215(x)”p sans modifier (1). C'est-a-dire que f € A:) q

’
w(h) e L9R", dhn).
Tl NE
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Enfinsi s> 1, onécrit s=mir ol mMEN et 0<r=<1. Alors

fe AE q signifie que, pour tout N tel que Ials m, 2% e Ag q
? ’

Remarques. L'espace A:o 400 n'est pas 1'espace des fonctions lipschit-
’
ziennes ordinaires mais c'est la céleébre "classe de Zygmund" qui fut a 1'origine de la

Coex s 1
definition des A .
P,q

En revanche 1'espace A; 2 est 1'espace de Sobolev H1 usuel. Enfin si
’
p #2 les espaces de Besov Ais) q ne coincident, pour aucune valeur de q, avec
b
les espaces de Sobolev "généralisés" Wg =(1- A)_S/2 P (1< p< ),

2. CéRACTéRISATIONS DES ESPACES DE BESOV PAR L'INTERPOLATION
REELLE.

THEOREME 36. Soient p,q et s trois nombres réels tels que 1< p =< +x,

1< q< 4 e_t s> 0. Onappelle m unentier vérifiant m>s. Alors, pour

toute fonction f € LP(R™) les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(2) £€ A

(3) il existe une suite € 9 et une suite £ € CT(R") telles que, pour tout
€k oo Kk

k=0,
e - fk”p < ekz‘ks
_e£ ”bo‘kap < 9 2k ’cx |2_ks lorsque lcx I= m.

Remarques. On peut introduire 1'espace de Sobolev ng des fonctions
u € LP(R") dont toutes les dérivées, jusqu'a 1'ordre m, appartiennent a LPR"),
muni de sa norme canonique ; ici 1< p <+, Alors les propriétés des f, sont

”t - fk”p < € 2—ks et kaHWp < € 2k(m-s)' De sorte que A;’q apparaft comme
m
1'interpolé réel :

(4) AS o= (PRY) , wh(R")

P,q )9 ,q
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ol s=6m.
Naturellement on peut paraphraser le théoréme 36 en introduisant

Akf =f -f . Alors f se présente sous la forme de la somme télescopique

k+1 k

Ekzk‘cxlz—ks

o0
f=f + z Ak(f) dans laquelle Hb“ Ak(f)”p < et Ek € ¢9 pour

o
0= ]or Is m.
Une telle décomposition de f s'appelle "décomposition de Littlewood-Paley

généralisée"”. La raison de cette terminologie est la suivante.

On désigne par ¢ € C°0°(Rn) une fonction radiale, =0, égalea 1 si

|€|S1/2 etd 0 si I£'21. On pose alors wk(£)=(p(%[)—<p(ik), KEN,
2

ce qui permet d'introduire les deux opérateurs S, : LP(R") ——IPR") et

k
Ak : LPR™) — LP(R™) définis par

(5,0 ()= “’(2%) i(£)
et (A0 (8) =¥, (€)1(6).

On a alors
[e]

(5) f= So(f) +§ Ak(f).

Une condition nécessaire et suffisante pour que f € AS est alors que
,

P,q
HAk(f)Hps € 27k on £ € 9 et S (f) € P,

3. LES ESPACES DE BESOV ET LE THEOREME DE L[NéARISATION DE
J. M. BONY.

Rappelons la définition du paraproduit 7 : 4'(R") x A'(R") —_4'(R").

Si u et v sontdeux distributions tempérées, on définit w = 7(u,v) par

]

W= 22 Sk_z(u) Ak(v).

On montre sans difficulté que, si u € L°°(Rn), 1'opérateur linéaire qui & v associe

7(u,v) est borné sur tous les espaces H°, SER, A°

0,q’ etc...
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THEOREME 37. Soient n=1 un entier, s> g un nombre réel et

u:R" +R" une fonction appartenant 8 H (R"). Alors pour toute fonction F€ C™(R),

nulleen 0, ona

6) Fu)=7(F'(u), u) +w
N 2s 2s-n/2 2s-n/2
ou w (S A1, 1 c A2, 1 cH .

Remarques. Si F n'est pas nulleen 0, si, par exemple, F estune

constante, (6) n'a pas lieu globalement car les constantes n'appartiennent pas a A21S 1

Dans ce cas (6) devient un énoncé local : w appartient localement a A21S 1
’

On pose, pour alléger les notations, u = Sk(u) et v, = Ak(u) = U g - Uy

Alors F(u) = F(uo) + (F(u1) - F(uo)) ot (F(uk+1) - F(uk)) +... et
1
Flu )~ Flu)=my, ol m(x)= g F'(u +tv,)dt =S, (F'(u) + 1, =
o
Sk_Z(F'(u)) T+ Py

Nous nous proposons de montrer 1'existence d'une suite N c 22 telle que

1'on ait, si 0< ’oc’Sm (m>§)

@ R
et
®) N N
oo o]
En appliquant le théoréme 36 aux séries T vy et X Py vy on obtiendra
o o

le théoreme 37.

Pour démontrer (7) et (8) nous suivons la méthode présentée dans [57] . Pour
alléger les notations, écrivons F'(t)=F'(0)+ G(t) ou GE€ C®(R) estnulleen O.
Posons, pour t € I:O, 1] y P = G(uk + tvk) et q = Sk(G(u)). Notre propos est
donc d'examiner en quel sens 1'opérateur linéaire Sk commute avec 1'opérateur

non linaire : u —» G(u) de H° dans lui-méme.

| PROPOSITION 1. Soient G € C°°(R) une fonction nulle en 0 et u€H (R")
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une fonction a valeur réelle ol s> n/2. Ilexistealors,si mEN et m>s,

une suite € _€ 22(N) telle que, si 0< |<xls m, on ait

) lo¥{ s, (G(u) - a(s, W}, < ¢ 2 ol s

Pour démontrer la proposition 1, on commence par examiner le cas « = 0.

On observe alors que, puisque G € C*(R), ”G(Sk(u)) - G(u)”2 < C”Sk(u) - u”z <

ks

ek2" et que, de méme, G(u) € H° car G(0)=0 et donc

-ks
k2

Si maintenant lo& |= m, nous allons vérifier (9) en démontrant 1'inégalité

“Sk(G(u)) -Gl s €

correspondante pour ”0 O‘(Sk((}(u)))Hz et ”0 O‘G(Sk(u))HZ. L4 encore la premiére
vérification est évidente puisque G(u) € Hs. En ce qui concerne la seconde, on a
(en posant u = Sk(u))

o
= I DqG(uk) d 1u
q=1 0(=cx1+...+qu

o
o G(uk) K

oll la somme est étendue a tous les entiers q = 1 et a toutes les décompositions, dans
n

N, de « enune somme % +...+ocq (ajeN“); observons que |a|= |<x1|+

. + ’qu I et que seuls sont écrits les O‘j £0 desorteque 1<gqg< ’cx l .

Cette formule (lorsqu'on explicite les coefficients qui interviennent grace aux
répétitions) s'appelle formule de Faa di Bruno.

. N . 2
Finalement on est ramené a majorer la norme L° d'un mondme

DqG(uk) oo‘1uk e baquk. On pose alors pZ_; =GT etl'ona
I N N N S e N
On utilise alors 1'inégalité suivante
lo3 | oot lala-s
(11) d uy D, < ek2 oll tj= % (1 "En)’

J

La preuve de (11) n'est pas triviale et nous la renvoyons i la fin de la démonstration.

Les inégalités (11) impliquent (par 1'inégalité de Holder) 1'inégalité (10)
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si ]cc |= m.
Lecasoll 1< loc |s m-1 s'obtient par interpolation (ou bien en utilisant les
inégalités évidentes portant sur les normes 12 des dérivées successives d'une

fonction). Le théoréme 2 est alors démontré.

Revenons & (11). On doit distinguer trois cas : ‘cxj |+ n(; - p1—) >s ;
J
’(x. I+ n(% - —1) =5 et lcx. |+ n(; - l) < s. Dans le premier cas, on écrit
J pj J Pj

u =u_+V_+...+V
k

ot Yo k-1 €t1'on utilise 1'inégalité triangulaire pour majorer la norme

P o,
LY de bo‘uk. De plus 1'inégalité classique de S. Bernstein donne Hb Jkap <
k |0(. |
J
c2 Hvk”p'
Dans le premier cas, on utilise finalement le lemme évident suivant.

k

LEMME. Si g € BZ(N), il en est de méme pour M = z eJ.rk-J lorsque
o

0<sr<1.

Les calculs sont alors immédiats et 1'on doit, a la fin, observer que
1 1 S n
'ocj I— s +n(2 - p—j) < 'cxj ’— = ’cle parce que s> 5.
X
Dans le second cas, on obtient HOJ uk”p = O(log(1+k)) ce qui rend (11)

évident et dans le dernier on a une estimation en O(1).

THEOREME 38. Soient n>1 et N> 1 deuxentiers, F € C R"xR"),

F = F(x, Upy ooy uN) ; supposons que f;: R" R, ..., N R" »R appartient &
H° ou s> g Alors on a
(12) F(X, f"(x)y ey fN(X)) =
N oF
12 Tf(b—uj (x, £,(), ...y £G(D), fj) + G(x)
ot Ge A%, localement.
?

La preuve de ce résultat est semblable & celle du théoréme 2 et laissée au
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lecteur : on écrit la fonction composée comme une série télescopique
_ . i
T {F(x, Sk+1(t1)’ R Sk+1(tN)) F(x, Sk(f1), ey Sk(tN))} et 1'on utilise encore

k=0
la formule de Taylor avec reste intégral.

4. LES OPERATEURS PARA-DIFFERENTIELS ADAPTES A LA LINEARISATION
PRECEDENTE.

Supposons toujours s> g et posons s = g +r.

Désignons par B, < C”(R"xR") 1'ensemble des symboles o(x, £) tels que

1) aslehlslbsonl | <c,, xent

Hs(dx) &
(14)  pourtout & fixé, le spectre de x —»0(x,£) soit contenu dans le boule
lnls%|g| si |£]21 et o(x,£)=0 si IE’SL

Cet ensemble de symboles sert a traiter les termes principaux. Pour traiter

les termes d'erreur, nous utiliserons une autre famille de symboles.

Pour tout r > 0, désignons par I'Tc c®(R"xR™) 1'ensemble des fonctions

vérifiant
(15) 3% 58 pee,e) | = 1] [y AHI
€ "x o R
et, plus précisément
(16) Slgl (s ¢ [2led 21d 8% o ox, € 12 Fﬁf 1o,
>1

Avec ces notations on a

(o]

THEOREME 39. Soient T € s9 4
—— ’

et o €Br. Alors

1 3

7(x,D)o o (x,D) = l lz (l)la’_]_ % T bgcr +p(x,D) ob p(x,e)erT,
al<r !

THEOREME 40. (E. Stein). Si p(x,£) €T et t> -r, alors
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p(x , D): Ht(R ) — A?'H;(Rn) est continu.

La preuve du théoréme 39 est, en fait, une simple vérification puisque nous

disposons d'une formule explicite pour p(x,£) & savoir p(x,¢)= 7(x,€+m)-

n° in.x s
(BT O T ) TG, g am

Nous allons vérifier, dans un premier temps que, si 2k < ’ £|S 2k+1 ,

Ip(x,E) ls £ 27Ky & € 82. Les inégalités portant sur lbz b)f: p(x, &) ’

s'obtiendront de fagon analogue.

On désigne par ¢ € c:(R“) et p € c‘::(R") des fonctions réelles, radiales,

positives ou nulles et telles que 1= <p2(17) + z qb2(2_J n) et que le support de ¥
j=0

soit contenu dans ’17 |< 1. En introduisant cette décomposition de 1'identité

3

sous 1'intégrale en dn définissant p(x,£), ilvient p(x,&)=alx,£)+ pj(x, £).
=0

De fagon plus détaillée, on pose p.(x,'n,e) =32 ) a(n,¢) X (etl'ona p; = 0

si 23>=|-IE| car or(n £)=0 si '77] T(')’El et qj(x,n,€)=

{'r(x,£+"7)— | IZ 0(—,170‘ b‘é T(x,g)} p2 3 n) etlona,si 2K< ’gls okl ot
<r ¢

n.
. 5]
< g lel, qu(x,n,e)HLz(d )<C(‘E)M - Deplus oy, €)=
n

( L = S pj(x,n ,€) q.(x,n ,£)dn et 1'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit
27)

1 2
lox, 61| < @y 212 | ol ,
2 L%(dn)
. N ] -js .
au fait que x —»o(x , £) appartienne & H (dx), en O(ej2 ). Puisque
-k(r+1)

On majore cette derniére expression, gréce

s=x5+r, on obtient |pj(x, ¢) <ce 2 g et 1'on obtiendrait de méme

«, £ j+|B’ -k(r+1+|0(|)
b o} (x <C 2 2 ..
[og0f pixe)l = g J
I1 ne reste plus qu'a additionner ces estimations en remarquant que pj =0 si j=k
et a se servir du lemme.

Le terme a(x,{) est trivial (comme d'habitude).
La preuve du théoréme 40 est une adaptation des méthodes du chapitre II. On se
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o0
raméne aux symboles réduits de la forme o (x,£)= T ak(x) b(2—k£) oll
o
© .n . N o -k k ’a ,
beC 0(R ) est nulle au voisinage de 0 et ol be ak(x)”w <2 £k2

€ € 82(N), 0< ,cx ,S m, m assez grand. Alors on utilise le théoréme 36.

5. REGULARITE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIEL-
LES NON-LINEAIRES.

Soient n=1 et N1 deuxentiers, F:R"xRY —»> € une fonction

indéfiniment dérivable et considérons 1'équation aux dérivées partielles non linéaire

(17) F(x ; ux), ..., 2%u(x),...)=0
ol |cx |S m (et m esteffectivement une longueur d'un des multi-indices figurant

dans (17)) et o u:R™ —»R est la fonction inconnue.

Posons alors pm(x,£)= | IZ BOu_F (x ; ux),..., 2%u(x), ... )0&)%.
«l=m "«

Nous dirons que (xo , €o) ER"xR"\ {O} est non-caractéristique pour la
fonction u si pm(xo , go) # 0. Nous avons implicitement établi une bijection entre
{1, vy N} et les a«EN" vérifiant ’cxl < m de sorte que nous utilisons, par
abus de langage, la notation u, pour désigner la "a-iéme" coordonnée d'un point de

rY,

THEOREME 41. Soient s>5+m et u€HR") une solution de (17).

Alors en tout point (xo,go) non caractéristique relativement & u, u est micro-

localement dans A25"™ ¢ Ags'm'“/ 2 _ p2s-m-n/2
———— 1 y 1 , 1

Le théoréme 41 s'éclaire en posant s = g +m+r, r>0, etenremarquant
que le gain de régularité est r (et méme légérement mieux au sens que 1'espace de

Sobolev est remplacé par un espace de Besov plus petit).

La preuve du théoréme 41 suit exactement 1'algorithme donné par J.-M. Bony

dans ]__;5] et en y injectant les estimations améliorées que nous avons obtenues.
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On applique d'abord le théoréme 38 a (17). Il vient, si s,=s-m,
« 2s,
(18) 1217( x;u(x),...),bu)=—g€A11.
(x ’

S
)m/2u€H0

Ensuite on pose f=(1-A et 1'on appelle 4 1' opérateur para-diffé-

rentiel défini par

N 2
(19) L= T e o), 2%- 4720
1

ou c (x) (x 3 u®x), ..., 2%ux),...).

bu

Alors le symbole de L(t) est

(20) ok, E)= I (k, x c)0) — €L
' 1 € « (1+1¢ m

ol k, est1'approximation de 1'identité utilisée pour définir le paraproduit

(k, € L1(Rn) 5”1 <C et kg tend vaguement vers la masse de Diracen O

I3
quand ' £ ’->+°°)

Ce symbole a la propriété remarquable que

Pp(x:€)
1) im {o(x, £)- 2 } 0.
1 5’ ++00

11 en résulte que si pm(xo, go) £0, ona, pour r= r ‘o(xo,rgo) IZ
g >o0.

On peut donc utiliser le théoréme 40 pour inverser £

11 existe donc JG € Op S? , telque

’

(22) Mob=P+R

ol P est 1'opérateur (de symbole classique, homogéne de degré 0 en &) de
microlocalisation et o R € Op I'".

2
Alors (18) s'écrit B(f)=-g€ A1 1 et (22) entrafne
2s 25
Pf =Rf = - JIGg € A, ? (utiliser le théoréme de Stein). Ona Rf € A1 1 et

250 Zso+m -m/2
finalement Pf€ A, 7 ce qui entrafne Pu € A puisque u=(I- A) f
b ’
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6. OPERATEURS APPARENTES AU PARAPRODUIT.

Considérons le disque ouvert D = {, z l<1} et 1'anneau O des fonctions
f(z) holomorphes dans D. Le premier opérateur de paramultiplication qui a vu le
jour a été inventé par A. Calderdn en 1965 [3] et est un opérateur bilinéaire
T:Ox¥—& défini par w(f,g)=h lorsque h'(z)=1f(z)g'(z) pourtout z €D
avec h(0) =0. Les espaces fonctionnels utilisés sont les espaces de Hardy du

disque HP(D), p>0: f€HP(D) signifie f€ O et
2m i0
sup ,f(re )lpde < joo,
0<r<1 “o
A. Calderdn démontre que si 0<p<+o et 0<q< + et 111=[1)+

b

Dl =

alors ”h”rsc(p,q)”f”p”g”q (on a noté ”hHr' la "norme" de h dans HF qui

est un espace de Banach si r= 1 et un espace métrique 0<r<1,

De plus, dans ce cadre, le théoréeme 3 a la formulation trés simple suivante.
Si F: € +C est une fonction entiere alors, pour toute fonction holomorphe
f:D €, lafonction composée F(f) estégale au paraproduit entre F'(f) et f
(a condition d'oublier la constante F(f(0)). En effet si h(z) = F(f(z)), ona
h'(z) = F'(f)f'. La formule approchée de Bony est ici une formule exacte. Une autre
généralisation du paraproduit est la notion d'intégrale stochastique que nous présente~
rons seulement dans le cas discret. La formule de Bony devient alors la célébre formule
d'1td.

Soient (§,@,P) un espace de probabilité et ak une suite croissante de
tribus de Q telle que (SLO = {¢,Q} soit la tribu triviale et que &L soit engendrée

par la réunion des ak‘ Une martingale est une suite f, € L1(Q) de fonctions

k

ak-—mesurables relies entre elles par la relation de compatibilité :

- & 2 b N
f, =E I:tk +1| k:l (fk est 1'espérance conditionnelle de f, ; par rapport a ak).

On écrit, le plus souvent, dk+1 = fk i fk et la condition est alors que la
moyenne de dk +1 bpar rapport a 1'ensemble de "toutes les connaissances que 1'on

posséde a 1'instant k" est nulle.
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2

kJy=c, aors L tei’@a,p) et g -mila,).

Dans ce cadre 1'opération de paraproduit est particulidrement simple et
consiste a associer au couple (f,g) € L°°(Q)x L2(Q) la fonction h définie, a
. , .
1'aide des notations ci-dessus, par h = 2 fk dk+1 [f ’&.k] g =E I._g Ia'k]

et dk +1(g) =81 " 8 On observera que la série définissant h est encore une

martingale de carré intégrable.

7. REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES ET HISTORIQUES.

Les espaces de Besov ont été introduits par Besov "On embedding and extension

theorems for some function classes" Trudy Mat. Inst. Steklov 60 (1960), 42-81,
Indépendamment Arne Beurling redécouvrait 1'espace de Besov A;{ i(R) comme
1'algebre des transformées de Fourier des fonctions f: R +C, mesurables et telles
qu'il existe un poids w : R ——»10,+oo [, pair, décroissant sur I:O,+°° [, tel que

w(0) = lim w(x) < +o et que (w(0) + S w(x) dx)(S |f |2 dx/w(x)) < 4o,
xV0 R R

L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors f € L1(R)
Les espaces de Besov Ap/ PR™), 1<p=<+wo, sonten fait des algébres,
généralisant 1'algebre de Beurling et, plus généralement si 1< p<+4,, 1=<q=< +

et s>n/p, alors Alsa q(Rn) est une algebre.
’
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APPENDICE II

LA SOLUTION DES CONJECTURES DE CALDERéN.

Les conjectures de Calderdn datent de 1965 et ont été & 1'origine de beaucoup

de progres en "analyse dure".

Voici ce dont il s'agit.

Soit K une partie compacte du plan complexe. Une fonction A : R »C

A(X) - A(Y) € K.
X-Yy

Soient donc K une partie compacte du plan complexe, U un ouvert

est dite K-lipschitzienne si pour tout x€ER ettout y#x, ona

contenant K, A :R +C une fonction K - lipschitzienneet F :U »€ une fonction

holomorphe.

X-y X-Yy
A. P. Calderdn a conjecturé que ce noyau est un noyau de Calderdn-Zygmund au sens

On forme alors le noyau singulier N(x,y) =

de la définition 2 du chapitre IV. C'est-a-dire qu'il s'agit de prouver la continuité

+00
12 de 1'opérateur T défini par T f(x)=v. p. S N(x,y) £(y) dy.
-00

Apres des résultats partiels dus 4 A. Calderén et aux auteurs de cet ouvrage,
les conjectures de Calderon ont été résolues pendant le printemps 1981 par R. R.
Coifman, A. McIntosh et Y. Meyer (lorsque K est convexe) et au cours de 1'été
1981, par Guy David, dans le cas général.

On sait maintenant que tout se rameéne a 1'estimation de base suivante ; si

n
A : R »C vérifie lIA' H < 1, alors le noyau (Ak) - Ay)) définit un opérateur
® (x-y)"* >
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borné Tn : L2(R) +L2(R) dont la norme ne dépasse pas C(1+n)4 ol C estune
constante absolue.
Désignons par ¢ la fonction % e Ix l et par ¥ 1la fonction

- i sign x ¢(x). Nous suivons les notations du Chapitre VI et désignons par Pt

1'opérateur de convolution par ?, Qt(f) =fx wt. Alors on a la formule explicite

+ee [ J" dt
T =V. p.g_w (Pt—th)Ma (Pt—th)T—

dans laquelle M, désigne 1' opérateur de multiplication par a(x)=A'(x) € L*(R).

Pour conclure, on est amené a introduire une fonction de Littlewood-Paley-

Stein associée au probleme :

) 1/2
G, lrsx] - @, |0, P e [2) 4E)

La démonstration de ”Tn(f)H2 < C(1+n)4Hf”2 se raméne alors, grice a des
manipulations algébriques, a celle de ”Gn(f)||2 < C(1+n)”f”2 et cette derniére est

obtenue gréce aux techniques de mesures de Carleson du chapitre VI.

Les détails paraftront dans BS] .
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ENGLISH SUMMARY

Two classes of operators are studied that generalize pseudo-differential

operators.

Firstly new classes of ¢ d. o. with minimal smoothness assumptions are
defined in Chapters I and II. The corresponding L2 estimates are obtained by new

and simple considerations.

Secondly following A. P. Calderdn's program, commutators between C1
vector fields and classical i d. o. are examined. This second class is of special
significance. These operators do not belong to the first class and their study requires
new methods such as those developed by A. P. Calderdn, A. Zygmund and their school
(Chap. III and IV).

=/2 i< boundedon H')
0,0

and in Chapter VI Carleson measures are used for obtaining L™ estimates.

In Chapter V a conjecture by E. Stein is proved (S
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