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MESURES D'éQUILIBRE D'ENTROPIE COMPLETEMENT POSITIVE.

Frangois Ledrappier

Introduction

Considérons une transformation continue sur un espace métrique compact X.

D. Ruelle et P. Walters ont introduit la pression, fonction réelle convexe sur
1'espace C(X) des fonctions continues sur X ([13) ﬁ4] ). Les plans tangents
a la pression en f définissent des probabilités de Radon invariantes sur X
qu'on appelle mesures d'équilibre pour f . Les mesures d'’équilibre pour f
forment un ensemble convexe compact dont les points extrémaux sont des mesures
ergodiques. L'unicité de la mesure d'équilibre pour f est équivalente a la
dérivabilité de la pression en f .

Dans cet article, nous donnons une condition pour que cette mesure soit
d'entropie complétement positive (cf. §1). Pour cela, nous étendons la définition
de la pression & un espace de suites de fonctions continues. Notre résultat
principal est le suivant: Pour un systéme faiblement expansif (cf. §1), 1l'unique
mesure d'équilibre pour f est d'entropie complétement positive si et seule-
ment si la pression est dérivable dans certaines directions "ergadiques”

(cf. §3 pour une formulation précise).

Ce résultat généralise une caractérisation analogue obtenue par D. Ruelle [12]

dans le cas d'un gaz sur un réseau.

I. Préliminaires
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F. LEDRAPPIER

Soient X un espace compact séparé, T:X - X une application continue, C(X)
1l'espace des fonctions continues muni de la norme uniforme, M(X,T) 1'ensemble
des probabilités de Radon T-invariantes sur X ,muni de la topologie de la
convergence vague. L’espace M(X,T) est compact.

Soit (Y,S8) un autre systéme dynamique topologique; on note (XxY, TxS)
le systéme défini sur 1l'’espace produit Xxy par TxS (x,y) = (Tx, Sy) . On note

HX.HY les projections de XxY sur X et Y.

Si m appartient & M(X,T) , A est une partition finie de X en ensembles

mesurables on note hm(A,T) = 1%m % L - m(a) log m(a) ol la somme porte sur
a
tous les éléments de la partition
n-1 -1
\/ T*A, et h(mT) =sup h_(A,T) .
m
i=o0 A

Si (XxY, TxS) est un systéme produit, m appartient & M(XxY, TxS) ,
notons

) -1 -1 -
h{m/Y) = sxp igf hm(HX (A)y HY (B) , TxS ) hm

(B,S)
°H?1

ol A (resp. B) décrit les partitions finies mesurables de X (resp. Y) .
Nous avons alors la formule:
him,TxS) = h(m, I, ', S) + h(m/Y) .

(cf. [11] et [7] 1lemma 3.1)

Définition

Un systéme (X,T) est dit faiblement expansif si pour tout systeme (Y,S) ,
la fonction mr~h(m/Y) es semi-continue supérieurement (et donc finie) sur
MOXxY,TxS) .

Soit m appartenant & M(X,T) . Les éléments mesurables A tels que
hm({A.AC},T] = 0 forment une o-algdbre P(X,T,m) . Une mesure m de M(X,T)
est dite d'’entropie complétement positive si la o-algeébre ﬁ?[X,T,m) est

grossiére., Nous utiliserons la propriété suivante:
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MESURES D’EQUILIBRE

Proposition 1.1. (A. Berg [1] lemma 2.3.)

Soit m une mesure d'entropie complétement positive vérifiant h(m,T) < + .

Soit M une mesure de M(XxY, TxS) vérifiant M“HX1 =m et h(m/Y) = him,T) .

Alors M est une mesure produit sur XxY.

Supposons désormais X compact métrique et soit d une distance sur X définis-
sant la topologie. Soit § positif. Un sous-ensemble E de X est dit

(n,8)-séparé si pour tous x # x' dans E, Max d[Tix,Tlx') > 6 . Soit B(X)
o<ic<n
1'espace des suites équicontinues bornées f(n,x) de fonctions continues sur X .

L'espace B(X) muni de la norme ||f]|| = sup |f(n,x)| est un espace de
n,x
Banach (cf. l'interprétation de B(X) au § 2). Nous pouvons étendre & B(X) les

définitions de [14] et poser, pour f(n,x) dans B(X) :
n=1

/
pn[T,F,6) = sup { b expl I
(X€EE i=

£01,7H0) | E[n,d]-séparéj
o

PIT,#,6) = lim sup — log P (T,£,8) P(T,f] = Lim P(T,f,8) .
n - : §0
Dans le cas ol la suite f(n,x) est une constante +(x), la quantité PI(T,f)
coincide avec la pression de la fonction f définie en [14] . En particulier
P(T,0) est 1l'entropie topologique du systéme (X,T) . On vérifie comme dan; [1@
que si P(T,0) est fini, la fonction f - P(T,f) est lipschitzienne convexe
de B(X) dans R .

Rappelons également les résultats suivants (cf. [13] ou [4] chapitre V.9):
Soit P une fonction convexe lipschitzienne d'une espace de Banach B dans R .
On appelle plan tangent & P en b toute forme linéaire L (nécessairement
continue) sur B telle que L(b') < P(b+b')-P(b) .

Pour b et b' dans B, la fonction A——éh%[P(b + Ab'") - P(b]] est
croissante de R’ \{0} dans R et sa limite en 0 se note ODP(bsb’).
L'application b'-—DP(b;b') est sous-additive, positivement multiplicative

et continue. Une forme linéaire L sur B est un plan tangent @ P en b si
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et seulement si pour tout b’ ,
- DP(bs;b') < L(b') < DP(bsb') .
On dit que P est dérivable en b dans la direction de b’ si DP(b;-b’') =
= -DP(b3;b') . Une application du théoréme de Hahn-Banach montre que si P n'est
pas dérivable en b dans la direction de b' , il existe deux plans tangents &
P en B prenant une valeur différente sur b' . La pression sur C(X) est
donc dérivable en f si et seulement si elle n'admet qu'un plan tangent L en *,

Le résultat suivant exprime le "principe variationnel” (cf. [13] , [14] et [9]):

Proposition 1.2.

Soit (X,T) un systéme faiblement expansif. Les plans tangents & la pression
en f sont exactemant les mesures de probabilités invariantes telles que

h(L,T} + [fdL = sup h(m,T) + [f dn = P(F,T) .
meM{X,T)

On les appelle également mesures d'équilibre pour f . Nous utiliserons le

principe variationnel relativisé [7] H

Proposition 1.3.

Soient X et Y deux compacts métriques. Avec les notations de ce §, posons

pour y dans Y , f continue sur XxY,

n-=1
P(T,f,y) = 1im 1lim sup % logsup { £ exp I f[Tix,TiyJ E(n,§)-séparé}
§ n X€E i=o

Soit © appartenant & M(Y,S) . On a la formule:
PIT, £,y)do(y) = sup (h(M/Y) + [£0x,y) dMix,y) | MeMOXxY,TxS), Mo, ' = 9},
Nous utiliserons enfin la proposition suivante, qui assure qu'une mesure d'équi-

libre est d'’entropie complétement positive:

Proposition 1.4.

Soit (X,T) faiblement expansif. Soit sur le produit (XxX', TxT') de deux
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copies de (X,T) la fonction continue F(x,x') = f(x) + f(x') ., Si la fonction F
n'admet qu'une mesure d'équilibre dans M(XxX', TxT') , 1l'unigue mesure d'équi-

libre pour f dans M(X,T) est d'entropie complétement positive.

Démonstration.

Soit m une mesure d'équilibre pour f dans M(X,T) et supposons que m
ne soit pas d'entropie complétement positive, c'est-a-dire que la g~algébre
?P[X,T,m] ne soit pas grossiére. La mesure produit mxm est clairement une
mesure d'équilibre pour F ; nous allons en construire une autre:

Soit m 1la mesure définie sur les rectangles de XxX' par

P
maxat) = [ g XeT.m

A

- 1A, dm

Il est facile de verifier que m se prolonge en une probabilité sur XxX' , et

gque m vérifie:

h(m, TxT') 2 him,T) h(mxm, TxT) ,

[ F di = 2ffdmn = [F dmxm .

La mesure m est donc une mesure d'équilibre pour F , différente de mxm s1

la o=-algebre ?(X,T.m] n'est pas grossiere .

II. L'espace B(X)

Dans ce § nous allons étudier les plans tangents & la fonction P intro-
duite ci-dessus, et pour cela identifier B(X) & un espace de fonctions
continues sur un compact. Soit Y le compactifié de Stone—Eéch de 1l'ensemble N
des entiers naturels et notons encore n les éléments de N plongés dans Y .
Notons S 1'application continue de Y dans lui-méme qui prolonge Sn = n+1 .,
Toute application de N dans un espace compact séparé se prolonge & Y par une
application continue; en particulier tout élément de B(X) est une suite rela-
tivement compacte dans C(X) , il existe donc une application continue f de Y

dans C(X) telle que f(n) = f(n,x) . Nous identifions désormais la suite
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F. LEDRAPPIER

f(n,x) et la fonction continue sur XxY qui & (x,y) associe la valeur de la
fonction f(y) au point x . Nous avons ainsi établi un isomorphisme d'espaces
de Banach entre B(X) et C(XxY) . Notons A 1'enveloppe convexe fermée dans

M(Y,S) des points d’accumulation de la suite
1 nz1
= €
n 125 i

( €4 dénote la mesure de Dirac au point 1 ) .

Theoréme 1,

Supposons (X,T) faiblement expansif et soit f wune suite constante de B(X).
Les plans tangents @ P en f sont des éléments de M(XxY, TxS) qui ont les
praopriétés suivantes:

1) M,I appartient &8 A

2) MII est une mesure d'équilibre pour f

3) h(VY) = hOMI, T)

Démonstration.
soit € (resp.ga) la o¢-algébre des boréliens sur XxY (resp. Y) et soit
M une probabilité de Radon sur XxY . Notons encore M 1le prolongement régu-

lier de M a € ; M,H;1 est 1le prolongement régulier de M,H;1 a B.

Pour f dans L1[XxY.M] s Eéaf dénote 1'espérence conditionelle de la fonction

f par rapport & la o-algebre H;1[$] . Soit £ une partition finie de XxY

en €léments mesurables, posons:

Hy (3/3) =J : D (ED1_ ) M, od D (t) = ~tlogt pour t > 0,)(0) = 0O
M ack M "a

Lemme 2.1.

Soit & une partition de X formée d'éléments mesurables et de frontiére

-1

M

négligeable. Alors:

1im sup Hu(E/hJ E.HM(E/%]
n—M (cf. 7 lemma 3.2. ii))
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Démonstration.

Choisissons une famille filtrante de partitions finies ;a de Y formées

d'éléments de frontiére MJI;1 négligeable et telle que 1l'algebre V;a
o
engendre 93 . Notons
-1 f du
;a f]'[Y (b) CU.
Eu f = bz 1“'1“3) —_1-—-——-, Hp(g/;;“] = aXED[Eu’[1a°H W) odu .
Ca Y CMICHD €

Soit Cu une fonction tendant vers 0 1le long de © (par exemple ﬁa =1/card %)
’
L’ensemble U, des mesures M telles gue Hu(E/;a] < HM(E/;a] + C& est un

ouvert de M(XxY) contenant M . Nous pouvons alors écrire:

1im sup Hu[E/ﬁl inf sup H (/%)
H>M uM  peu M

< inf sup H (£/A)
a neu,

|A

inf sup H (g/¢ ) (d'aprés la concavité de 1))
a HEU, L @

<inf (Hy (B/z,) + €a) = i;+‘ Hyle 7z )
%o
Pour tout a de & d'autre part, la famille EM (1a°HX] forme une martingale
bornée par rapport a la famille des o-algébres engendrées par n;1(; ). D'apres
ol

9
le théoreme des martingales [[1@ ) , les fonctions g 2(1

M a°HX] convergent vers

EM(15HX] dans L1 . I1 s'ensuit qu'il existe une sous-suite an croissante

g
telle que EMan(15nx] converge vers Ea(1énxl M presque partout et donc:

[ 4
. £ a
12f HM[ /%y) igf Jg D(Elv| (1aHX]] dM

z
inf gp[EMa”Ma.nX)) dM
on a
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- B -
- gz (B, (1,01, )] dM = H,(/3) .

Le lemme est prouvé en comparant les deux inégalités.

Lemme 2.2,

Soit M wune mesure invariante sur XxY, £ une partition finie mesurable
n-1 .
de X, gn la partition V' Tlg . Nous avons
i=0

1
lr::.m = Hy(EN®) < h(/Y) .

Démonstration.

D'’aprés la défintiion de h(M/Y) , nous avons

-1 1
h(M/Y) z_i;f (hM(HX E)v i (By), TxS) hIv| I 1 [BQ.S)]

Y Ty

ol B décrit les partitions finies de Y . D’ol

.1 n, n-1 i 1 n _ 1 n
h(M/Y) > inf (llmﬁ HM(E / V S Ba]) > inf ( limﬁ HM(E /B)) = limT_]- HM[E /B)
a n i=o a n n

Lemme 2.3.

Soit f' une fonction de C(YxX) ,

=1

y € A} .

P(F',T) < sup {h(M/Y + ff' dM | MeMIYxX,SxT) , M

Démonstration. (cf. [7] proposition 3.6. , [9]) :

Soient & > 0 et En un ensemble (n,8) séparé de X tel que

St exp ( ngg f'(i,Tix]) 3_% pn(T,f’.5] .
ern i=o

Soit % la mesure atomique sur YxX définie par:

n=1 .
b exp (I £104,Tx)) €(0,x)
X€E i=o ’
o = L
n n-1 1
b exp (£ F'(4,T°x))
ern i=0
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Si w désigne la mesure u =-J— Qgg [TxS]ic P oH_1 est la mesure

n no5 n n°y
1 n=1
— I €, . Soit n une sous-suite des entiers telle que
"N oo i j

7, log P, (T,f',8) tendevers P(T,f',s$)
J J
guand j tend vers 1'infini et soit u un point d'accumulation des U -
- J

La mesure u appartient a

Soit & une partition finie de
petit que &8 et de frontiere uyn;1
dans [7] ’ [9] :

m m
- log pn.[T,f’,dl <q o*m IF'
J J
D'ou:
mP(T,£7,8) < mff’
< mJ?’
Nous obtenons P(T,f',8) <

En faisant tendre m vers 1'infini,

PT,#,8) <[f* du + hiusy) < sup

MXxY, SxT)

et vérifis I, €A,
X formée d'éléments de diamétre plus

négligeable. Soit m<n,, nous avons; comme

J

2

"y +
3

du_ + H
P

n

n log (card £ ) .

J

n

du + lim sup Hu,[gmABJ

u'—>u

du + Hufgmﬂb] d'aprés le lemme 2.1.

1

m
du +E HU(E /B) .

il vient:

-1
Y

{Jf’du + h(u/Y) | neMOYxX, SxT),u, I, € A}

Le lemme est prouvé en faisant tendre &8 vers 0 . Nous posons donc
QUF') = sup {jf'du + NG/Y)| ueMIYXX, TxS) woll, € A }.
Lemme 2.4.
L'application f'=» Q(f') est une application convexe lipschitzienne de
C(YxX) dans R . Si f' est une suite constante nous avons Q(f') = P(f',T) .

Démonstration.immédiate d'aprés la définition de Q .
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Le lemme suivant décrit les plans tangents a @ .

Lemme 2.5.
Supposons  (X,T) faiblement expansif et soit f' dans C(YxX) . Les plans
tangents & @ en f' sont les mesures M de M(YxX,SxT) telles que

MOII;'&/-\ st h(M/Y) + [ f'dM = Q') .

Démonstration.
D'aprés le lemme 2.4., tout plan tangent L & @ est une forme linéaire
continue sur C(YxX) . Notons Me 1l’ensemble des mesures de M(YxX,SxT)

telles que

M€ A et HM/Y) +ff'dm - Qf") .

Le systeéme &tant faiblement expansif, Mf , est non vide et tout M de Mf,
définit un plan tangent & Q en f' . En effet, pour tout " de C(YxX),

nous avons:

h(M/Y) + ff"dM < Q(f") et donc J}f"-f']dM i’Q(f”) - QUF") .
Pour montrer le lemme il faut encore vérifier que tous les plans tangents sont

de cette forme; pour cela calculons DQ(f';f") . Pour tout A > 0 choisissons

ux dans Mf'+xf" , nous avons

QUF +Af") = h[uA/Y] + S(f’+kf")duA et Q(f') 2 h(uA/Y] + Sf' duA.

D’'ou

% [aceranem) - Q(f")] < g-F" du, et DQ(F';") < lim sup sup gf" du
g > fr uEMg

Le systéme étant faiblement expansif Mg est fermé, il existe donc une
mesure ug dans Mg telle que
sup Sf” du = If" dug
ueM

g

11 existe alors une mesure uo adhérente aux ug,g -+~ f telle que
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lim su Ll = SF" d .
g > f? S dug ¥o

Le systéme &tant faiblement expansif, toute mesure adhérente aux ué,g—+f' ,

appartient a Mf, . Nous avons donc obtenu la majoration suivante

DQ(f';f") < sup gf" dp .
uémf.
En changeant f"” en =f" , nous obtenons finalement que tout plan tangent L

a4 @ en f' doit verifier, pour tout f" de C(YxX) :

inf gf" du < L(f") 5 sup gf" du .
uer, peMF,

Cette relation n'est possible que si L appartient & 1'enveloppe convexe
vaguement fermée de Mf, , comme Mf, est déjad un ensemble convexe vaguement

fermé, L appartient a va et le lemme est démontré.

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme: Nous avons deux fonctions
convexes P et Q sur B(X) telles que P 2 Q (lemme 2.3.). D'autre part si
f est une suite constante de B(X), P(f) = Q(f) (lemme 2.4.). Les plans
tangents & P en f sont donc également des plans tangents @ @ en f , et
donc appartiennent & M, (lemme 2.5.) . Montrons que les mesures de MF satis-

f
font les propriétés 1/ 2/ et 3/ du théoréme 1: Si M appartient &

Mf. NoHYlaA par définition et d'’autre part les inégalités
- - f -
h(M/Y) +jf an, T e I ul am 12" < sup hou,T) + ff M = P(F)
HEM(X,T)

sont des égalités, ce qui entrafne les propmétés 2/ et 3/ .

III. Mesure d'équilibre d'entropie complétement positive.

Avec les notations du § 1, on dit qu"une suite f(n,x) est ergodique si
n-1
la suite - %- 5. f(i,x) converge uniformément vers une fonction f de C(X) .
i=o0
Notre résultat principal est:
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Théoréme 2.

Soit (X,T) faiblement expansif, f dans C(X) . Il n'’existe qu'une mesure
d'éguilibre m pour f et m est d'entropie complétement positive si et
seulement si la fonetion P(f',T) est dérivable en f dans les directions +°'

A
ergodiques, de dérivée m(f') .

Démonstration.

Supposons d'abord que m est la seule mesure d'équilibre pour f , et
d'entropie complétement positive. Avec les notations du § 2, d'aprés le théoréme 1,
tout plan tangent & P en f est répresenté par une mesure u de M(YxX, SxT)
avec les trois propriétés suivantes:

1. uoﬂ;1 appartient a8 A .

24 UoII 1

X est une mesure d'équilibre pour f .

3. h(u/Y) = him,T) .

D'aprés la proposition 1.1. la mesure u est la mesure produit de uar[x1

et de m . Ces propriétés impliquent que la mesure yu appartient a l'enveloppe
convexe fermée des points d'accumulation de la suite % i51 eqxm . ( I1 suffit
de le vérifier pour les fonctions élémentaires produit !) f

En particulier, si nous calculons pour f' ergodique wu(f') , nous trouvons:

10t UL 5
pif') = l%m‘ﬁ T [Eix m)(f') = 1%"‘fﬁ .Z £'(1,x) dm(x]) = J%' dm
i=o0 i=o

car la convergence vers $' est uniforme.

Nous avons montré que tout plan tangent & P en f prend la méme valeur
{?’ dm sur f' ergodique, autrement dit la fonction P est dérivable en f dans
les directions ergodiques, de dérivée m($).

Réciproquement supposons P dérivable en f dans les directions ergodiques.

Les directions constantes étant en particulier ergodiques, la pression P est

dérivable dans C(X) et il existe une unique mesure d'équilibre m pour f .
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Supposons de plus que la dérivée dans la direction f' vaut m(?'] . Le théoreme
résultera de la proposition 1.4. et du lemme 3.4..

Considérons le produit (XxX',TxT'} de deux copies de (X,T) .Si x est un
point de X , g dans C(XxX') , considérons1’/élément hx de B(X) défini

par : hx[n.x'] = g(Tnx,x'] .

Lemme 3.1.

Si x est un point quasi-ré8ulier de X (la limite vague de la suite
n=1
1 z ETix existe) de mesure limite é& , la suite hx est une suite ergodique
i=o
A ,
de BUX)LA, Jg[t.x ) dd (1)

Démonstration.
L
La suite de fonctions uniformément continues en x', — I g(T™x,x') converge
i=o

simplement vers la fonction continue en xj&(t,x')d&&(t]. La convergence est
donc uniforme .
Soit u appartenant & M(X,T) . L'ensemble des points quasi-réguliers est

de mesure 1 pour u , et u =.I°x du(x) .

Lemme 3.2.

Soit u appartenant & M(X,T). La fonction A —»-1-f[P[f*)‘hx,T]-P(-F.T]]dp
décroit quand A décroit vers 0 , vers {g(t,t’] dp}t]dm[t'] .
Démonstration.

Si x est un point quasi-régulier de X, %{P(f+AhX.T]—P(f,T]] décroit
quand A tend vers 0 vers m[ﬁxl = Ig(t,x'] de(t] dm(x'}) (lemme 3.1.) .
La famille de fonctions

x> < [PUF + A, T) = PC#,T)]
décroft donc vers une limite qui est presque partout égale a
X > Ig(t,x'l db%(t] dm(x') .
Nous avons donc que

1
T‘[P[f‘ £ Ah,T) - P(F,T)] dulx)
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décroit vers ‘}é[t,x') qu[t) dm(x') du(x) quand X décroit vers 0 . En
intégrant cette derniére expression d'abord en x' , puis en t et enfin en x ,
elle peut s'écrire
J{[Jé(t.x'] dm(x')) d:&[tl du (x)
ou encore
J( glt,x") dm(x')) du(t)
ce qui est 1'’expression annoncée.

Considérons la fonction F(x,x') = f(x) + f(x') dans C(XxX') .

Lemme 3.3,
Soit P 1la pression sur (XxX', TxT'),A > 0, g appartenant & C(XxX') ,

nous avons:

p
P(F + Ag) < P(F,T) + P(f + x) gle,t) dm(t) , T) + A sup sy
M(X,T)
ou sy est une fonction semi-continue supérieurement sur M(X,T) , décroissant

vers 0 avec A .

Démonstration,
D'apres le principe variationnel (proposition 1.2.) nous avons en effet:
P(F + Ag) = sup{h(M,TxT") +.J(F + AgldM [ MeM(XxX',TxT')}
ou , en isolant ce qui dépend de x :

P(F + Ag) < sup {h(u,T) +deu + ROLWI| neMx, T},

-1

X = u}.

R(A,u) = sup {h(M/X) +f(+‘.n +Ag) dM | MeMXxX',TxT') M,I

Xl
Le systéme étant faiblement expansif, la fonction R(A,u) est semi-continue
supérieurement sur M(X,T) . Définissons la fonction semi-continue supérieure-
ment s, bpar
5, () = 1 [RoLw) - Pes, ] -Jg(t,t') du(t) dm(t') .
A

Vérifions d'abord la formule annoncée. Nous avons:

P(F + Ag) < P(Ff,T) + Asup sx(ul +  sup h[u,T]+J¥du + Jé[t,t']dp[t]dm[t)
HeM(X,T) ueM(X,T)
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4

et le dernier terme est bien egal & P(f + AJg[.,t'] dm(t'),T) d’'apreés la
proposition 1.2. . Vérifions ensuite que SA[uJ décroit vers 0 gquand A
décroit vers O :

D'aprés le principe variationnel relativisé (proposition 1.3.), nous pouvons
écrire:

R(A,u) =~5 P(T,fonx, + Ag,x) du(x) .
X

Remarquons d'autre part que la définition de P(T,f,I,, + Ag,x) coincide avec

X'
la définition de P(f + Ahx,T] ol hx est 1'élément de B(X) défini par
hx[n,x’J = g(Tnx,x') .

Nous pouvons donc écrire sx(u] sous la forme:
s, () =+ (jF'[{-‘ + Ah ,T) du(x) - PC£,T)) -fg(t,t'] du (£ )dm(t) .

D'aprés le lemme 3.2., SA décroit vers 0 avec A .
Lemme 3.4.

La fonction F n'admet qu'une mesure d'équilibre dans M(XxX', TxT') .

Démonstration,

Nous allons montrer que la pression est dérivable en F dans C(XxX') .
Puisque la mesure produit mxm est une mesure d'équilibre pour F , nous savons
déja que DP(F;g) :_Ig dmxm pour toute fonction g de C(XxX') .

D'autre part nous avons d'aprés le lemme 3.3.,

L
DP(F,g) = 1im  + [P(F + Ag) = P(F)]

ANND
< lim %-[P[F + Afg[.,t) dm(t) ,T) - P(f,T)] + 1im sup s, .
- A
A0 AN M(X,T)

l.es fonctions Sy étant semi-continues supérieurement et décroissant vers O
sur un compact, convergent uniformément vers 0 et le dernier terme est nul:

DP(F,g) < lim -;l\—[P[F + Ajg[.,t) dm(t), T) - P[f,T)] .
A0
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La fonction P étant dérivable et de dérivée m sur les suites constantes,

nous obtenons: DP(F,g) j_mg{g(..t] dm(t)) =.jg dmxm. La mesure mxm est 1'unique

mesure d’équilibre pour F .

IV. Complements et remarques.

4.,1. Un systéme (X,T) est dit expansif s’'il existe un nombre & tel que
dés que x # y €X , 11 existe un entier n avec d(Tnx,Tny] > § ., Il est facile
de vérifier avec l'aide du lemme 2.1. qu'’un systéme expansif est faiblement
expansif. M. Misiurewicz [8] a introduit 1la notion de systéme asymptotiquement
h-expansif. Pour vérifier qu’'un systéme asymptotiquement h-expansif est faiblement
expansif, il suffit de remplacer h(m) par h(m/Y) dans 1'énoncé et la

démonstration du théoréme 4.2. de [8] .

4,2, Soit Tt wune action de Z? , d fini, Les résultats et les démonstrations
s'étendent sans difficultés si on remplace toutes les moyennes de Cesaro par
des moyennes sur les cubes de c6té n . La proposition 1.1. est encore vraie dans

le cas d'une action de z% (cf. [3] théorzmes 4.1. et 4.2.) .

4,3, L'espace des suites ergodiques est la somme directe de 1l'espace C(X)
n=1
et de l'espace D(X) des suites f(n,x) tellss que les fonctions % I fli,x)
i=o
convergent uniformément vers 03 nous avons le résultat suivant:

Théoréme 3.

Soient (X,T) faiblement expansif et f appartenant & C(X) . Supposons que
la fonction P(+,T) est dérivable en f dans les directions de D(X) , de
dérivée nulle. Toutes les mesures d'équilibre extrémales pour f sont alors

d'entropie complétement positive.

Démonstration.

La démonstration suit les étapes du § 3: Soient Y un espace métrique com-
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pact , S une transformation continue de Y sur Y , uniguement ergodique (il
existe une unique mesure O dans M(Y,S)) . Tout point de Y est alors quasi-
régulier de mesure limite O . Considérons le produit (YxX, SxT) et pour y

dans Y, g dans C(YxX) 1la suite h de B(X) : h (n,x) = g (T, x) .

Lemme 4.1,
La suite hy est une suite ergodique de B(X],ﬁy =‘[g[t,x) dd(t): (cf.Lem.3.1.)
Supposons gue la fonction P(:,T) est dérivable dans les directions de D(X) ,

de dérivée nulle.

Lemme 4.2.
La fonction A ———)-%‘t?[f + Ahy,T] - P(f,T)] d¥(y) décroit quand A

tend vers 0 vers DP(f; Ig[t,.) dy>(t)) .

Démonstration. (cf. Lemme 3.2.)
La suite hy est la somme de la suite constante Jg[t,'] dd(t) et d'une
suite hy' de D(X) . Nous avons
1
T [Pef + AR, T) - P(F,T)]
majoré par

1 1 .
x [Peo+ 2>\fg(t.') (£, |- PC#,TI] + o5 [PCF + 220!, T) -P(£,T)] .

Le deuxiéme terme décrolt vers 0 par hypothése, le premier décroit vers
DP(f;Jg(t.-] dd(t)) .

Supposons h(¥,S) fini et notons encore P la pression sur YxX.
Lemme 4.3.
Soit g appartenant & C(YxX) . Nous avons:

PUf I, + Ag) < h(3,8) + P(F,T) + ADP(F, Jg(tu] dolt)) + Asy

ald N décroit vers 0 avec A .
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Démonstration., (cf. Lemme 3,3.)

Notons Mf 1'ensemble de mesures d'équilibre pour f dans M(X,T) .

Lemme 4.4.

L'ensemble des mesures d'équilibre pour foII, dans M(YxX,SxT) est Ofo .

X

Démonstration. (cf. Lemme 3.4.)
Nous avons d'abord P(f.HX] = h(9,S) + P(f,T) et les mesures de la forme

S xm, nler sont bien des mesures d'équilibre pour f,N, . Réciproquement si

X

m est une mesure d'équilibre pour foll,, si ge C(YxX), m(g) §_DP(f°HX;g]

X
Or

DP(foll 3g) = 1im ~ [PfL, + Ag) = P(flL)] = DPCFs [glt,+) dd(t)) .
X =g X X

D'ol :

DP[fDHX;g] < sup u(Jg[t,'] do(t)) .
uer

Nous avons finalement :

inf Oxulg) < mlg) < sup uxvg) ;
uel"lF u(—l"l10

la mesure m doit appartenir & l'’enveloppe convexe vaguement fermée de 1l'ensemble
\>><r'l_F ,» qui est -)fo lui-mé&me. Pour démantrer le théoreme 3 & partir du lemme
4.4., nous modifions légérement 1'argument de la proposition 1.4.. Soit donc m
une mesure extrémale de I"I_F . Le systéme (X,T,m) est ergodique. D'aprés le
théoreéme de Jewett-Krieger [8] , nous pouvons choisir un systéme (Y,S,9)
uniguement ergodique et isomorphe & (X,T,m) . Si la mesure m n'est pas
d'entropie complétement positive, il est possible alors de construire sur

(YXX,SXT) une mesure d’équilibre pour f,II,, qui n'est pas une mesure produit,

X
ce qui contredit le lemme 4.4, et achéve la démonstration. Les méthodes du § 2
ne permettent pas de démontrer la réciproque du théoréme 3 ( contrairement & ce

qui avait été annoncé lors de la conférence! ) .
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4.4, Les démonstrations des paragraphes 2 et 3 peuvent &tre adaptées pour
obtenir également les résultats suivants : Soit G(X) 1'espace des suites pres-
que-périodiques de fonctions sur X c'est-a-dire telles que pour tout ¢ il

existe n1....,nK tels que :

sup inf  sup f[ni +m,x) = flp + m,x)|<e .
pez ny meZ
xeX

A chaque suite presque périodique est attachée une unique fonction 7, moyenne
de la suite f . On définit la pression sur G(X) comme au § 1. Soit F(X)

le sous-espace des suites presque-périodiques de moyenne nulle. L'espace des
suites constantes de G(X) est identifié avec CI(X). Nous avons alors les

résultats :

Théoréme 4.

Soit (X,T) un systéme faiblement expansif, f appartenant & C(X) . Toute
mesure d'équilibre extr@male pour f est faiblement mélangeante si et seulement
si la fonction P définie sur G(X) est dérivable en f dans les directions

de F(X) , de dérivée nulle.

Théoréme 5.

Soit (X,T) un systéme faiblement expansif, f .appartenant & C(X) . Il
n'existe qu'une mesure d'équilibre m pour f et le systeme (X,T,m) est
faiblement mélangeant si et seulement si la pression P définie sur G(X) est
dérivable en f , de dérivée m(f) .

Le théoréme 5 est une conséquence du théoréme 4 . La démonstration du
théoréme 4 suit les étapes de celle du théoréme 2 :

Appelons Z' 1le compactifié de Bohr du groupe Z des entiers naturels, S
la transformation Sz = z + 1 . Nous identifions l'’espace G(X) & 1l'espace des

fonctions continues sur Z'xX . Supposons (X,T) faiblement expansif. Les plans
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tangents & P en f sont alors des mesures de M(Z'xX, SxT) telles gue Mon;1
soit une mesure d'équilibre pour f (cf. § 2) . Supposons gue tous les états
extrémaux soient faiblement mélangeants. Alors par disjonction, ( [5] Théoréme 1)
tout plan tangent & P est la mesure produit de la mesure de Haar sur Z' et
d'une mesure de M , La valeur d'une telle mesure sur F(X) est nulle.
Réciproquement supposons que la pression P est dérivable en f dans les
directions de F(X) et soit (Y,S,¥) un systédme dynamique ol Y est un groupe
compact abélien monoth&tique (il existe c¢ tel que la suite nc, neZ est

dense dans Y ) , S la transformation Sy = y+c , ¥ la mesure de Haar sur VY .
Nous considérons le produit (YxX, SxT) . Il est immédiat que si g appartient &
ClYxX) , y a Y, la suite hy (n,x) = gly + nc, x) est presque-périodique. Il

s'en déduit, comme au § 4.3., que les mesures d’équilibre dars M(YxX,SxT]) pour

f, Il sont les mesures produits de N par les mesures d'équilibre sur X pour

X
f . Supposons alors que m soit une mesure d'équilibre pour f extrémale ( et
donc ergodique) et non faiblement mélangeante; en choisissant Y facteur de (X,m),

la mesure Oxm sur YxX n'est pas ergodique et ceci est en contradiction avec

1'assertion précédente .

4,5. On dit gu'un systéme (X,T) vérifie la propriété de spécification si

pour tout & > 0 , il existe un entier p(§) tel que pour chague suite d'entiers

ay :'b1 <ay, 2 b2.... <a < bn
avec hj - aj_1 > p(8§) , pour chaque k Z-bn Ayt p(8) et pour chaque
famille XqeweXy de points de X , on peut trouver un point x de période k
tel que d[TSx,Tij) < 6 , pour ay <s < bj 3

s

D'autre part pour f appartenant & C(X) , on considére les sommes
n=1 1
Sn(f) = 5 fO)
i=o

et on appelle V(T) 1’ensemble des fonctions tels que il existe & > 0 et K

avec pour tout n ,
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d(T%, ) <e pour 0 <k <n entraine |SnF(x] - Snf(y]| <K.

R. Bowen [2] a montré que si (X,T) est un systéme expansif vérifiant
la propriété de spécification; les fonctions de V(T) admettent une seule
mesure d'équilibre. Le systéme produit (XxX', TxT') de deux copies de (X,T)

a les mémes propriétés et la fonction F = f,II, + f .1 appartient a V(TxT')

X X'
si f appartient & V(T) . La proposition 1.4. permet d’établir :

Théoréme 6.
Sous les conditions de [2] , 1'unique mesure d'équilibre définit un

K-systéme.
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