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Société Mathématique de France 

Astérisque 38-39 (1976) p.53-72 

HIERARCHIES DE COMPLEXITE ET REDUCTIONS ENTRE PROBLEMES 

par 

P. FLAJOLET - J.M. STEYAERT 

INTRODUCTION. 

L'étude des questions de complexité en algorithmique consiste essentiel

lement en l'évaluation et la comparaison d 1 algorithmes^numériques et non 

numériques ; cette étude conduit naturellement à se poser la question de 

l'optimalité d'un algorithme déterminé et donc à rechercher des bornes in

férieures à la complexité de tout algorithme résolvant le problème. Un grand 

nombre de problèmes spécifiques ont été étudiés de ce point de vue en calcul 

numérique, manipulation de données non numériques,par exemple en théorie des 

graphes (cf. les autres exposés). Ce qui est présenté ici est essentiellement 

l'étude et la comparaison des différentes notions de complexité qu'il est 

naturel de définir : temps ou mémoire de calcul, difficulté de vérification 

d'une solution, c'est-à-dire complexité non déterministe. La présentation 

que nous adopterons ici comporte trois parties : 

I.- Les modèles de calculabilité et les mesures de complexité, 

II.- Les mesures non déterministes et la réductibilité entre problèmes, 

III.- Les bornes inférieures sur les procédures de décision en mathématiques. 

Dans chaque cas, nous ne ferons que citer les résultats existants en 

décrivant informellement les méthodes de preuve utilisées. De même, nous 

nous bornerons à citer en référence des articles d'intérêt général facile-
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ment accessibles ; une bonne présentation de nombreux résultats de comple

xité a été donnée par Borodin (1973)» Les preuves détaillées de la plupart 

des théorèmes cités ici apparaissent dans Flajolet-Steyaert (1975). 

1.- MODELES DE CALCULABILITE ET MESURES DE COMPLEXITE 

L'intérêt de disposer d'une formalisation précise de la notion de cal-

culabilité est fondé sur la possibilité, dès lbrs, de partager les problè

mes entre ceux qui sont calculables et ceux qui ne le sont pas : cette for

malisation, déjà ancienne, a été introduite par les logiciens vers 1930 

(cf. Kleene (1952)). L'approche introduite par Turing en 193& est intéres

sante ; elle consiste à définir un processus calculable comme une manipula

tion, à chaque étage etjde manière séquentielle, d'une quantité finie d'in

formations selon un programme fini prédéterminé (sur les différentes notions 

de calculabilité cf. Minsky (1967), Yasuhara (1971)). 

D'un point de vue informatique, cette formalisation apparaît comme 1'un 

des modèles de calculabilité : celui où la mémoire est susceptible d'un ac

cès séquentiel par paquet d'information de taille fixée. Cette approche est 

non dépourvue d'intérêt pour les deux raisons suivantes : 

- pour de nombreux problèmes (multiplication de nombres, reconnaissance de 

langages,..) les meilleurs algorithmes connus n'utilisent pas,de manière 

* 
fondamentale, la possibilité d'un accès indexé ; 

- il existe un lien relativement étroit entre temps et mémoire de calcul par 

machine à accès indexé - RAM - et les machines de Turing - TM -. L'écart 

peut être important pour des problèmes de complexité peu élevée (par exem

ple la recherche en table) où le choix d'une bonne structure de données 

est primordial 1 ; à partir d'un certain niveau de complexité (classe N P , T ) , 

il est équivalent d'étudier les problèmes en termes de RAM ou de TM ; en 

revanche les TM sont plujs manipulables (cf. inf ra) . 

* par accès indexé nous traduirons le terme "random access" parfois rendu 

par "accès aléatoire". 
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1.1.- Définitions 

Une machine de Turing (TM) consiste en un programme déterminé contrô

lant un nombre fixe de mémoires ou bandes accessibles séquentiellement, dont 

chaque case peut contenir une information élémentaire appartenant à un en

semble fini (par exemple binaire ÍO,l|). Les instructions sont : 

(a) - les instructions d'échange avec la mémoire : 

o 

Ecrire (a,i) : écrire a sur la i mémoire 

Lire (i) : lire la i° mémoire 

(b) - les instructions d'exploration de la mémoire : 

Droite (i) 1 

> déplacement sur la i° mémoire 

Gauche (i) \ 

(c) - les instructions de contrôles habituelles : branchement, branchement condi

tionnel. 

Les temps et mémoire de calcul sont définis de manière évidente. Par la 

suite, les machines de Turing introduites, sont les machines à nombre quelcon

que de mémoires : les machines à une bande présentent en effet une trop gran

de restriction sur l'accès à l'information pour que les résultats de complexi

té puissent être considérés comme significatifs de la complexité intrinsèque 

des problèmes étudiés. 

Une machine à accès indexé - RAM - consiste en un programme fini 

opérant sur une suite de cases de mémoire susceptibles chacune de contenir 

un nombre entier. 

Les instructions sont : 

(a) - les instructions arithmétiques :X. <— X. <8> X, où ® appartient à l'ensem-
i 3 k 

ble d'opérations arithmétiques permises par la machine ; 

(b) - les instructions d'échange avec la mémoire : 

X.«r- X (chargement indirect) 
i x. 

J 

X <- X . (rangement indirect) 
x. .1 
i 

(c) - les instructions de contrôle habituelles : branchement, branchement 
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conditionnel, entrée/sortie. 

Notation : RAM désigne l'ensemble des machines telles que ® € 1+,-1 î 

RAM [+,-,x3 désigne l'ensemble des machines telles que 

® € |+,-,xJ, etc... 

Il est possible de définir alors un coût de chaque instruction : ce coût peut 

être choisi : 

- soit fixe : ce sont les c-RAM ou RAM à coût constant, indépendant de la 

taille des opérandes, 

- soit variables : ce sont les v-RAM dont le coût par opération dépend ici 

- de manière proportionnelle - de la taille des opérandes supposés repré

sentés en binaire (RAM à coût logarithmique). 

Pour une étude de ces machines, on se référera à Cook-Reckhow 1973« 

Remarque 1*" Dans tous les cas, la complexité d'un problème est évaluée en 

fonction de la taille, non de la valeur de la donnée : un problème est réso

luble en temps T(n) par une machine M ssi pour toute donnée de longueur n, M 

utilise au plus T(n) étapes de calcul. Dans le même esprit, à propos de bor

nes de complexité, on abrégera lim T(n) = œ par T -* °°. 

n -» » 

Remarque 2.- Afin d'éliminer des phénomènes non significatifs provenant seu

lement de l'ordre de grandeur des résultats des calculs, nous établirons les 

propriétés des classes de complexité même dans le cas où le résultat du cal

cul ne vaut que 0 ou 1 ; il s'agit alors d'algorithmes de solution de problè

mes ou encore de reconnaissance de langages ; ces deux termes seront employés 

indifféremment l'un pour l'autre par la suite. 

1.2.- Théorèmes de hiérarchie 

Les résultats suivants montrent que, pour les mesures envisagées, il 

existe à chaque niveau des problèmes difficiles ; de plus, l'existence de ces 

problèmes difficiles sera utilisée en III pour démontrer des résultats de 

borne inférieure sur certaines procédures de décision en mathématiques. 
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THEOREME 1 : Soient ^ et deux bornes de complexité ^ telles que 

— — T " > 0° ; alors il existe un problème reconnaissable par TM en temps T^, 

mais non reconnaissable en temps T^. 

Preuve.- Hennie et Stearns ( 1 9 6 6 ) . Il s'agit d'obtenir une machine universel

le pour la classe des machines à nombre quelconque de bandes opérant en temps 

T^, puis d'appliquer une construction diagonale appropriée. La preuve repose 

sur un algorithme non trivial qui simule un nombre quelconque de bandes opé

rant en temps T par une bande unique (ainsi qu'une certaine mémoire de cal

cul auxiliaire) opérant en temps T log T. 

De manière plus simple, pour la complexité en mémoire, on a le théorème 

analogue : 

L 2 
THEOREME 2 . - Soient L et L deux bornes de complexité telles que ; 1 2 L . 

1 

alors il existe un problème reconnaissable par TM en mémoire mais non re-

connaissable en mémoire L^. 

Dans le cas des machines à accès aléatoire, la structure d'accès à la 

mémoire rend plus aisées les constructions de machines universelles ce qui 

permet un résultat légèrement plus "serré" que dans les cas des machines de 

Turing : 

T 
" N , 2 

THEOREME 3 . - Soient et deux bornes de complexité telles que — 0 0 ; 
1 

alors, il existe un problème reconnaissable par v - R A M [+,-]) ou c R A M [ + , - ] 

en temps T^ et non reconnaissable par la même classe de machines en temps T^. 

Ainsi donc pour une large classe de mesures, il existe des problèmes 

3 
traitables e-g en ressources n mais dont une borne inférieure sur la comple-

2 99 
xité est n ' 

1 . 3 » - Relations entre mesures 

Les mesures introduites précédemment ne sont pas indépendantes. Par exemple 

(*) les fonctions utilisées comme bornes de complexité sont supposées "hon
nêtes". Une définition précise n'est pas donnée ici mais toutes les fonctions 
usuelles, e-g les combinaisons de polynômes, exponentielles, factorielles, 
logarithmes sont honnêtes. 
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Cook et Reckhow ont démontré : 

THEOREME 4.- (a) Si A est reconnu en temps T par une v-RAM [ + , - ] , A est re-

2 
connaissable en temps T par TM ; 

(b) Si A est reconnaissable en temps T par une TM, A est re

connaissable en temps T log T par une v-RAM [ + , - ] . 

Preuve : Facile : il suffit d'évaluer le coût de simulation d'un accès aléa

toire par un accès séquentiel et vice-versa. 

Ceci montre un lien relativement étroit entre R A M et TM, qui rend notam

ment significatives les bornes inférieures de complexité exponentielles obte

nues par l'intermédiaire des TM en III. Des résultats très voisins sont vala

bles pour tous les modèles raisonnables de v - R A M en particulier V - R A M [ + , - , x ] . 

Par contre, des résultats différents ont été obtenus concernant les 

c-RAM [ + , - , x ] , c'est-à-dire des RAM dont le temps de multiplication est indé

pendant de la taille des opérandes. 

Cette assignation de coût correspond à un degré de parallélisme impor

tant et en fait Simon [l97^] a démontré l'équivalence de ces machines avec 

les machines vectorielles de Pratt-Rabin-Stockmeyer [l97^3 Q u i constituent 

une sorte de "machine APL". Pratt et al. ont notamment démontré : 

/ x 
THEOREME 5,- Pour les machines vectorielles : 

(a) ce qui est effectuable en mémoire S par machine de Turing est effectua-

ble en temps S par machine vectorielle , 

(b) ce qui effectuable en temps T par machine vectorielle est effectuable 

2 
en mémoire T par machine de Turing. 

Il y a donc correspondance entre le temps de calcul par machine vecto

rielle, ou encore par c-RAM [+,x] et la mémoire de calcul par machine de 

Turing. Ce résultat entraîne que des problèmes difficiles vis-à-vis des TM, 
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ont vis-à-vis de la mesure associée aux c-RAM multiplicatives une complexité 

bien moins élevée, mettant ainsi en évidence le gain correspondant au paral

lélisme . 

1.4.- Compléments 

Nous ne discuterons pas ici des problèmes de la relation entre temps 

et mémoire de calcul pour une même classe de machines (TM ou RAM). On se 

contentera de noter que pour les TM, le temps est borné inférieurement par 

l'encombrement mémoire et supérieurement par une exponentielle de la mémoire. 

C'est un problème ouvert de savoir si chacune de ces inégalités est stricte ; 

sur ce problème, consulter Cook (1973) et le résultat récent inédit de 

W. Paul (1975). 

Signalons également que la théorie de la complexité axiomatique due à 

Rabin et Blum permet de prévoir la forme des résultats concernant les mesu

res : théorèmes de hiérarchie et relation entre mesures en sont un exemple ; 

par contre, elle ne fournit pas l'évaluation des fonctions de relation qui 

reste à déterminer par l'étude des mesures particulières ; cette théorie est 

exposée par exemple dans Yasuhara (1971). 

Enfin, en complément au théorème 4 sur le lien entre accès séquentiel 

(TM) et accès indexé (RAM), il convient de citer le résultat suivant, dû à 

Cook (1971) : 

• 2 
THEOREME 6.- Il existe une classe d'algorithmes fonctionnant en temps n 

(*) 

utilisant une mémoire séquentielle restreinte pour lesquels une mémoire 

à accès aléatoire permet la construction d'algorithmes équivalents fonction

nant en temps linéaire. 

Il en résulte l'existence d'algorithmes non triviaux opérant en temps 

linéaire sur RAM pour un grand nombre de problèmes de traitement de caractè-

(*) Cette classe est celle des 2 DPDA - twoway deterministic pushdown auto-

mata-qui en plus de la donnée explorable dans les deux sens sans écriture^ 

utilisent une mémoire de pile auxiliaire. 
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re ("string matching") ; cf. Aho Hopcroft Ullman (1974). 

2.- LES MESURES NON DETERMINISTES 

2.1.- Le concept de non déterminisme 

La solution d'un grand nombre de problèmes naturels s'exprime simple

ment en terme d'algorithmes non déterministes. On peut introduire,afin de 

formaliser cette notion, un certain nombre d'approches conceptuelleraent voi

sines et mathématiquement équivalentes, cf. Cook (1971)» Karp (1972), 

Karp (1975). 

(a) un algorithme non déterministe comporte en plus des instructions usuel

les, des instructions de choix. On peut considérer l'exécution d'une telle 

instruction comme un dédoublement du programme en deux sous-programmes con

currents (parallélisme) ; le programme principal se termine en fournissant 

un résultat dès que l'un des deux sous-programmes se termine. Ainsi le pro

gramme non déterministe suivant teste si un nombre est composite (= non pre

mier) . 

COMPOSITE (b) 

soit b = (b b ...b ) 
o 1 n 2 

pour i «é— O à n faire 

d ¿ choix (0,1) ; 

soit d = d d . . . d ) 
o 1 n 2 

si d ^ l et d ^ b et d|b alors résultat 4r- vrai ; 

De même qu'en 1.1, une définition précise peut s'obtenir au moyen de la 

notion de machine non déterministe ; celle-ci déjà ancienne provient des 

premiers travaux de théorie des langages et des automates (Rabin et Scott 

(1959))• Aux algorithmes non déterministes correspondent ainsi les machines 

de Turing non déterministes - susceptibles de plusieurs évolutions dans un 

état donné. Une telle machine accepte une donnée dès qu'il existe une suite 

(un choix) d'évolutions qui conduit à l'acceptation ; le temps de calcul non 

déterministe est alors la longueur de la plus courte (la "première" dans 
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l'approche parallèle) suite de choix conduisant à l'acceptation. De même la 

mémoire de calcul non déterministe est l'encombrement mémoire minimum d'un 

calcul conduisant à l'acceptation. 

(b) un système de preuve : un certain nombre de problèmes peuvent être dé

crits par un système formel ou système de preuve : les formules valides du 

calcul propositionnel (tautologies). Le temps de calcul de (a) a ici comme 

homologue le nombre d'étapes d'une plus courte démonstration et la mémoire 

de calcul la taille du plus grand mot intervenant dans une preuve. 

(c) les problèmes de recherche arborescente : correspondent au "schéma" sui

vant : 

RECHERCHE (a) = si condition (a) alors vrai 

sinon RECHERCHE (a^) ou 

RECHERCHE (a^). 

La procédure de recherche se développe donc selon un arbre de possibi

lités dans lequel on recherche une branche conduisant à un sommet satisfai

sant la condition terminale. 

11 < ^ 

. ; : : 

<y 
22 

Exemple : la recherche de la satisfabi1ité d'une expression booléenne peut 

s écrire . SAT (F(x„,x . . . . , x )) = si n = 0 alors F 
1 2 n 

sinon 

SAT (F(0,x 2,...,x n)) ou 

SAT (F(l,x ....,x )) ; 
2 n 
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Il est facile de vérifier qu'un problème de recherche exprimé sous 

cette forme est résoluble par un algorithme non déterministe qui choisit 

la "bonne" branche de l'arbre ; le temps de calcul de l'algorithme non dé

terministe est alors égal à la profondeur de l'arbre de possibilités. L'é

quivalence entre (a) et (c) est ainsi claire. 

Un algorithme de recherche par essai-retour ("backtracking") est défini 

comme explorant successivement chacune des branches, s'arrêtant et revenant 

en arrière pour modifier son dernier choix s'il rencontre une impossibilité ; 

c'est donc un algorithme déterministe qui résout le problème de recherche ; 

remarquons que contrairement à l'algorithme non déterministe équivalent, 

l'exploration de toutes le branches correspond à un coût exponentiel en la 

profondeur de l'arbre des possibilités. On a ainsi : 

THEOREME 7 » - Si un problème est reconnaissable en temps T(n) par machine de 

Turing non déterministe à choix binaire, il est reconnaissable en temps 

T ( n ) 

2 par machine de Turing déterministe. 

Dans le cas de la mémoire, on a par contre le résultat suivant dû à 

Savitch (1970) : 

THEOREME 8.- Si un problème est reconnaissable en mémoire L(n) par machine 

2 

de Turing non déterministe, il est reconnaissable en mémoire L (n) par ma

chine de Turing déterministe. 

Preuve.- pour une preuve simplifiée, cf. Flajolet-Steyaert (1975)« 

La question se pose alors naturellement à propos du théorème 6 de l'i-

néluctabilité du coût exponentiel en temps de la réduction du non détermi

nisme. Il est possible de l'exprimer de la manière suivante : 

Problème 1.- Existe-t-il un polynôme p(x) (par opposition à l'exponentielle 

du théorème 6) tel que tout problème résoluble en temps T par machine non 

déterministe, soit résoluble en temps p(T) par machine déterministe ? 

Il est raisonnable d'étudier l'incidence de ce problème par les classes 
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de complexité de niveau le plus bas, dans lesquelles se trouvent un grand 

nombre de problèmes courants. En particulier, on définira : 

P = la classe des problèmes résolubles en temps polynômial par machine 

déterministe. 

N P = la classe des problèmes résolubles en temps polynômial par machine 

non déterministe (donc clairement P ^ N P ) . 

Grâce aux résultats de la section I, on se rendra compte facilement que 

les classes introduites sont indépendantes du modèle particulier de machine 

utilisée ; on peut prendre indifféremment TM, c-RAM additives, v-RAM quel

conques. 

En fait, P représente la classe des problèmes traitables de manière 

efficace par l'une des méthodes classiques de programmation : exploration 

simple d'une structure de donnée adéquate - arbre ou graphe, méthodes tabu

laires de la programmation dynamique ... NP représente, selon (c) ci-dessus 

la classe de tous les problèmes résolubles par un backtracking de profondeur 

polynomialement borné (en fonction de la taille de la donnée). 

Exemples : P contient les problèmes de tri, les calculs arithmétiques usuels, 

les problèmes de recherche, certains problèmes de graphe : plus courtes dis

tances et flot maximum... 

NP contient en plus des problèmes énumérés ci-dessus, un certain nombre 

de problèmes classiques de théorie des graphes : coloriage, problèmes de 

commis-voyageurs, ainsi que différents problèmes de recouvrement et parti

tion d 1 ensembles , habituellement résolus par des algorithmes "combinatoires" • 

D'après ce qui a été dit plus haut, les seuls algorithmes déterministes 

connus pour les problèmes énumérés ci-dessus utilisent un temps qui est l'ex

ponentielle d'un polynôme. Une instance particulière du problème 1 est alors: 

Problème 1' : A-t-on P = NP ? 

En plus de son importance pratique évidente, celui-ci tire son intérêt 

de ce qu'on peut montrer que toute réponse à (1') fournit une réponse à (1). 
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2.2.- Réduction et problèmes complets 

Cook (1971) a montré l'important résultat qu'il existe des problèmes 

"caractéristiques" de la classe NP tout entière : ces problèmes qui sont 

dans NP, sont tels que tout élément de NP leur est "facilement" réductible ; 

il en découle que P= NP ssi les problèmes caractéristiques de NP sont dans 

P ; ou encore : pour étudier NP, il suffit d'étudier la complexité de l'un 

quelconque des problèmes caractéristiques. 

On peut donner un fondement précis à la notion de "facilement réducti

ble" en posant : 

Définit ion.- A est dit p-réductible à B, s'il existe une fonction f telle 

que : 

i) Vx x € A <—> f ( x) € B 

ii) f est calculable en temps polynômial (par exemple : par machine de 

Turing déterministe). 

La fonction f de réduction transforme donc les questions sur A en ques

tions sur B selon le schéma : 

< ^ x c T ^ ? ^ > f »<^f(x) € B ^ > 

Il en découle que tout algorithme pour B permet de construire un algorithme 

pour A : 

x > f B 

A 
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f étant "facile", dire que A est réductible à B revient à dire que B est 

au moins aussi compliqué que A. 

Des notions intuitives voisines réductibilité étaient connues : c'est 

2 

ainsi que sachant calculer la fonction carre = x -* x , on en"deduit facile

ment" un mode de calcul de la fonction produit x,y -* x • y ; les problèmes 

qui "se traitent par" les méthodes de la programmation linéaire, ont été 

largement étudiés... 

Ces définitions posées, on a alors : 

THEOREME 9 « - Le problème de la satisfiabilité des expressions booléennes 

est tel que tout problème dans NP lui est réductible (on dit encore que 

c'est un problème NP-complet). 

Corollaire.- P = NP ssi le problème de la satisfiabilité des expressions 

booléennes est résoluble en temps polynômial. 

Preuve.- Elle utilise la définition formalisée de NP en terme de machine de 

Turing non déterministe ; on montre alors qu'on peut décrire de manière 

concise les calculs de machines non déterministes au moyen des expressions 

booléennes. 

Ce théorème permet ensuite de prouver l'équivalence du point de vue de 

la complexité d'un grand nombre de problèmes combinatoires. Par exemple, la 

recherche d'un circuit hamiltonien dans un graphe est (p-) équivalente au 

problème de détermination de nombre chromatique. La preuve utilise le dia

gramme suivant : 

SAT 

(HAMILT / N 

(CHROMAT 
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où les flèches représentent la p-réductibilité : 

C. HAMILT < SAT | découle, par le th. 8 de ce que 

N. CHROMAT < SAT J C. Hatnilt et N. Chromât sont dans NP. 

SAT < C. HAMILT 1 

r utilisent des constructions particulières 
SAT < N. CHROMAT J 

Suivant Karp (1972) et Sahni (1973), on peut énoncer : 

THEOREME 10.- (i) un grand nombre de problèmes combinatoires sont équivalents 

du point de vue complexité. 

(ii) P = NP ssi il existe un algorithme polynômial pour résou

dre l'un quelconque d'entre eux. Parmi ces problèmes, citons : les problèmes 

de recouvrement minimaux d'ensemble, les problèmes de programmation en nom

bres entiers, les problèmes de coloriage de graphe, certains problèmes de 

flots, de séquencement... 

Enfin, Garey, Johnson et Stockmeyer (197^)ont essayé de trouver des 

problèmes les plus simplifiés possible qui soient encore NP-complets : c'est 

le cas, par exemple, de la détermination de coloriabilité avec trois couleurs 

des graphes planaires... 

2.3.- Programmation heuristique et programmation approchée 

Selon toute vraisemblance,en tout cas dans l'état actuel de nos con

naissances, les problèmes NP-complets sont difficiles à traiter puisque 

seuls en sont connus des algorithmes utilisant un temps exponentiel. On peut 

pratiquement proposer, pour éviter cet inconvénient, deux approches que nous 

appellerons par commodité programmation heuristique et programmation appro

chée. 

Programmation heuristique.- ceci consiste à élaborer des tests qui permet

tent, dans la plupart des cas,d'éliminer une partie des recherches dans 

l'arbre des possibilités ; sans que le cas le pire cesse d'utiliser un temps 

exponentiel, on parvient parfois à améliorer notablement en moyenne le com-
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portement de l'algorithme. Cette approche est utilisée en théorie des jeux 

en démonstration automatique... 

Programmation approchée.- Elle s'applique aux problèmes qui s'expriment 

comme recherche d'un optimum, il existe donc une mesure d'évaluation du de

gré d'acceptabilité d'une solution. On peut alors rechercher non la solution 

optimale, mais une solution quasi-optimale, en un sens à préciser. 

C'est cette approche que nous étudierons maintenant ; les résultats de 

Johnson (1973)? Karp (1975)* Carey-Johnson (1975) montrent que des situa

tions très diverses peuvent se produire : 

(a) Il existe un algorithme efficace (= dans P) qui fournit toujours une so

lution proche de l'optimum. C'est le cas pour l'organisation en paquets 

("binpacking") dont une heuristique fournit une solution de coût au plus 

les 11/9 de l'optimum. 

(b) Il existe une suite d'algorithmes qui fournissent une solution quasi-

optimale ; cependant le temps de calcul des algorithmes approchés croît ra

pidement lorsqu'on cherche à réduire l'écart entre les solutions quasi-opti

males admises et l'optimum. 

C'est le cas du problème de réalisation d'une commande ("Subset Sum" ou 

»1 II 
Knapsack ) : pour chaque k, il existe un algorithme qui donne une solution 

1 k 
approchée à au - de l'optimum mais dont le temps de calcul est 0(n ) . 

(c) Aucun algorithme approché n'est connu (et probablement n'existe) ; c'est 

le cas du problème de coloriage de graphe : Carey et Johnson ont en effet 

montré que la détermination approchée du nombre chromatique d'un graphe mê

me à un facteur de 2 près était un problème NP-complet, donc aussi difficile 

que le problème exact dont on était parti. 

3.- COMPLEXITE DE PROCEDURES DE DECISION MATHEMATIQUES 

Les problèmes de la classe NP sont tels que les seuls algorithmes con

nus pour les résoudre opèrent en tejnps exponentiel ; cependant, aucune borne 
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inférieure de ce type n'est connue sur leur complexité. Nous montrons ici 

qu'il existe des problèmes naturels dont la complexité est intrinsèquement 

exponentielle. 

Dans la partie 1, on a démontré l'existence de problèmes complexes à 

tous niveaux ; dans la partie 2 le concept de réductibilité a été introduit. 

Il est possible de combiner les méthodes de 1 et 2 de la manière suivante : 

si une classe C de problèmes (contenant des problèmes difficiles d'après 1) 

est réductible facilement (par une méthode analogue au théorème 9 dans 2) 

à un problème Tf donné, on peut en déduire que le problème TT est lui-même 

aussi difficile que le problème le plus complexe de C. De manière simplifiée, 

si un problème difficile se réduit facilement à un problème n, alors ïT est 

lui-même difficile. 

Les premiers résultats en ce sens ont été obtenus par Meyer-Stockmeyer 

( 1 9 7 2 ) , (1973) auquel nous empruntons l'exemple suivant : 

Expressions avec carré : on considère l'ensemble E des expressions formées 

sur un alphabet binaire }a,b) au moyen des opérations de : 

- union notée + 

- concaténation notée . 

2 
- carré : A dénote A.A. 

Ainsi : a(a + -b) dénote l'ensemble des mots iaa,bb} 

2 2 2 2 2 

(ab + b a ) + a b + b a dénote les mots de longueur 4 contenant deux 

a et deux b. 
L'équivalence de deux expressions de E est clairement décidable puisque 

seuls sont dénotés des ensembles finis ; un algorithme évident consiste à 

développer complètement les expressions et comparer les ensemble de mots ob

tenus, mais utilise un temps plus qu'exponentiel. Ce comportement, dans le 

cas le pire, est inévitable car Meyer et Stockmeyer ont démontré : 

THEOREME 1 1 , - Tout algorithme décidant de l'équivalence d'expressions dansE 

nécessite un temps exponentiel. 
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Preuve.- On démontre que tout problème résoluble en temps exponentiel par 

machine de Turing est p-réductible à l'équivalence d'expressions dans E ; 

ce résultat s'établit par un lemme de description des calculs de machines 

de Turing opérant en temps exponentiel. On conclut en utilisant le théorè

me 1 de hiérarchie. 

Remarquons que ce résultat de borne inférieure établi pour le temps de 

calcul par machine de Turing est encore valable pour de larges classes de 

machines grâce au théorème 4 de relation entre mesures. 

La méthode de preuve fournit également le résultat surprenant suivant : 

PROPOSITION.- Tout algorithme qui décide de l'équivalence sur E est amélio

rable dans une proposition exponentielle en une infinité de points (phéno

mène de speed-up). 

Ainsi tout algorithme est intrinsèquement long mais peut toujours être 

amélioré partiellement (i.e. il n'existe pas d'algorithme optimal). D'au

tres résultats du même ordre ont été obtenus concernant des problèmes de 

mots ou d'équivalence algébrique. 

Ces méthodes ont été appliquées avec succès à l'étude de la complexité 

d'un certain nombre de procédures de décision en mathématiques. On sait, 

par exemple, depuis Presburger que les propriétés de nombres entiers vis-à-

vis de l'addition (= la théorie du 1° ordre de la structure < N,+ >) sont 

décidables. Fischer et Rabin (1974) ont démontré : 

THEOREME 12.- Toute procédure décidant les propriétés des entiers vis-à-vis 

de l'addition nécessite un temps au moins 2 dans le cas le pire. 

Des bornes inférieures du même ordre ont aussi pu être établies pour un 

grand nombre de théories logiques ; d'autre part, l'examen des procédures 

de décision connues montre que l'encadrement obtenu est assez étroit ; cf. 

Rackoff (1975). On peut montrer que les mêmes phénomènes de "speed up" que 

ci-dessus se pio duisent. Enfin, des bornes inférieures même sur la complexité 
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