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SUR LES SUITES EUTAXIQUES
par

Marc REVERSAT

§.1. - INTRODUCTION. - Les probléemes d'eutaxie consistent en 1'étude de l'en-

semble des éléments x , de (IR/Z)q par exemple, pour lesquels il existe une in-
finité de solutions n 2 l'inéquation : (1) Hun-x|)q< €, (ou || . “q désigne la

norme de (]R/Z)q et (e)) une suite donnée de nombres réels positifs, dé-

n'neN

croissante, telle que la série Z 53 soit divergente).
Si l'ensemble des éléments x de (IR/Z)q pour lesquels 1'inéquation (1)
admet une infinité de solutions est de complémentaire négligeable relativement a

la mesure de Haar, la suite est dite eutaxique relativement a la suite

(un)n €N

La suite (un) est dite eutaxique si elle est eutaxique relativement

(en)nelN : nc IN

a toute suite (en) décroissante, telle que la série X 62 soit divergente.

neIN

Cette notion a été introduite par J. Lesca ([2]).

Le plus ancien résultat d'eutaxie est le théoréme métrique de Khintchine

(Khin&in). De nombreux auteurs ont étudié le probléme d'eutaxie suivant ([8]) :
P
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M. REVERSAT

soit (sn) une suite de nombres réels positifs et (an)nG]N une suite d'appli-

n¢IN
cations d'un pavé S de ]Rp , a valeurs dans (IR/Z)q (p et q entiers positifs).
Soit ee(IR/Z)q . Quelle est la mesure de l'ensemble des éléments x de S pour

lesquels (2) HCpn(x)- 9 “q <e, (oh l'inconnue est l'entier n) possede une infinité

de solutions ?
Les cas suivants ont été étudiés :

- Par W.M. Schmidt lorsque la suite (€ ) est décroissante et
n‘neIN
(C{-‘-n‘/ i'application de mR? dans (]R/Z)q définie par : Cpn(x) = P(n)x (mod Zq) s

P étant un polyndme 2 coefficients entiers ([9]).

- Par W. Philipp lorsque Cpn est l'application de 1l'intervalle ]0, += [
dans IR/Z définie par : Cpn(x) =xq" (mod 1), o étant un réel supérieur 2 1

([s1).

- Par B. de Mathan pour les applications Cpn: x4 ax (mod 1)

(@ étant un réel positif) définies dans l'intervalle J1, +o[ ([3]).

Dans ces trois exemples, il est montré que tout g¢ (IR/%.)q , 1'iné-
quation (2) possede pour presque tout x¢ S une infinité de solutions lorsquc .a
Zos q :
série L e diverge.
n n
Ce type de résultat implique que pour une = 't (& , ~ dornid
wongE K

suite (CPn( est eutaxique pour presque to.:. =, ¢

rtivement I le

x), €N

i ' i i v ix it e ique podr
(en)neIN . Mais cela n'implique pas que la suite (#n\‘x))neﬂ\l soit eutaxique pou

presque tout x , car l'ensemble de complémentairc ndgligeable form .
x pour lesquels la suite (C.Pn(x))nE N est eutaxique par rapport a uns o

(e)

donnée dépend de cette suite
n'nelN P

(en)nglN . Ainsi il a été démontr par

J. Lesca ([2]) que la suite (nx)n est eutaxique dans IR/Z si et seulement

¢ IN
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SUITES EUTAXIQUES

si x est de constante de Markov finie, i.e. pour presque aucun x .

Ce résultat avait conduit J. Lesca et B. de Mathan a conjecturer que
preque aucune suite (relativement 2 la mesur e de Haar du groupe compact
N . . . £ Vi1
(IR/Z) ) ne serait eutaxique. Dans cet article nous démontrons qu'il n'en est
rien et qu'en fait presque toute suite d'éléments de (IR/Z)q est eutaxique. Pour
cela nous établissons un critére suffisant d'eutaxie a 1'aide de certaines fonctions
)\ définies sur l'ensemble des suites d'éléments de (]:R/Z)q . Ce critére permet

en dimension q . Cette suite

également d'étudier 1'eutaxie de la suite (n X)nc N

' 1
est eutaxique si et seulement si M (x) = lim sup (1/n /a lnx|| ) est finie. En
q q
n>0
dimension 1, J. Lesca démontrait ce théoréme en utilisant le développement de

x en fractions continues, permettant d'obtenir des propriétés tres fortes de ré-

partition sur la suite (nx) propriétés qui ne peuvent s'étendre aux dimen-

nelN’

sions supérieures 2 1 . Notre critére permet également d'étudier l'eutaxie des

soit lorsque la suite (a ) croit '"'trées lentement'', soit

suites (anx) nlne N

nelN’

lorsqu'elle croit ""tres vite''.

Notations : Si x estun nombre réel, [x] désigne la partie entiere de x , et

{x} 1'élément de IR/Z associé &3 x par la surjection canonique IR + IR/Z .

Nous désignons par q un entier positif, par || . “q la norme de

(R/Z)% (|| (% .-

’xq)”q = sup qui“l) , et par “q la mesure de Haar normali-

i=1,...,

sée de (lR/Z)q . Nous dirons qu'un élément (x

1,...,xq) de (]R/Z.)q est ration-

nel s'il appartient 3 (Q/2)3 .
Nous ferons souvent l'abus de notations consistant & confondre un inter-

valle de IR inclus dans [0,1[ et son image canonique dans IR/Z . Ainsi, si N

est un entier positif et si k = (kl’ cees kq) est un q-uplet d'entiers tels que
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1
0‘_<ki< [N /q] , nous désignons par P(k;N) 1'hypercube de (IR/Z)q défini par :

q ki ki+ 1
P(k;N) = P(k,,....,k ;N)=| | [ ,
1 q i [Nl/q] [Nl/q]
§.1I. - EUTAXIE ET REPARTITION. - Soient u = (u) une suite d'éléments

n'ng IN
de (IR/Z)q et K un hypercube de (IR/Z.)q , de mesure non nulle. Soit N un

entier positif. Désignons par A(K, u, N) le nombre de q-uplets d'entiers

1
k=(k ,...,kq) tels que OSki<[N /q] pour i=1,...,q et tels que le pavé

1

KNP(k;N) contienne au moins un point u avec I1=n=N. On pose :

)\(K,u) = lim inf .MK’U'—’N)_

N N uq(K)

x (u) = inf A(K,u)
K

( K décrivant la famille des hypercubes de (IR/Z)q de mesures non nulles et a

sommets rationnels).

Remarquons que les fonctions A(K,.) et X sont invariantes par l'ap-
C qIN .- . . . .
plication de ((IR/Z)") dans lui-méme qui a la suite (un)nelN associe la suite

(Vn)nE]N définie par : Ve U (Shift-endomorphism).

THEOREME I. - Soit u une suite d'éléments de (IR/Z)q. Si x(u) est stricte-

ment positif, alors la suite u est eutaxique.

Nous démontrons d'abord le lemme suivant : Soit t un entier positif.
Pour tout pavé K de (IR/Z)q désignons par Nq(K,t) le nombre de q-uplets

d'entiers k = (k,,... ,kq) tels que OSki<t pour i=1,...,q ettels que l'hyper-

1

cube P(k;tq) rencontre K sans étre inclus dans K. Si a désigne un nombre
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réel positif, soit : Nq(a,t) = s&p Nq(K, t) (K décrivant la famille des pavés de
(IR/Z)q dont chaque c6té est de mesure au plus a).

LEMME I.1. - Nq(a,t) < 2% (max (at, 2))‘1'l .

Preuve : Pour i=1,...,q, soit Ii un intervalle de ]:R/Z de mesure O.iSO.

a4
et soit K =] |1, .
h i
i=1
Le nombre Nq(K' t) est majoré par la différence du nombre de pavés de

forme P(kl,... ,kq ; tq) (kielN , OSki<t pour i=1,...,q) qui rencontrent K

et du nombre de ceux qui sont contenus dans K . Le nombre d'intervalles de la

k  ktl

forme ['E', t [ (kelN, 0=k<t) rencontrantl'intervalle Ii est au plus

[ai t]+2=< ait+ 2, etle nombre de ceux inclus dans Ii est au moins max(ait-Z, 0).

Donc :
-9 -9
N (K, t)=<| | (@t+2) - | max(ait—z, 0)
d i=1 i=1
Pour j=1,...,q9, la fonction
-9 a
a, || (O.it+2)- | max(ait—Z,O) (c1i fixé pour i#j)
i=1 i=1

est croissante, par conséquent :
< q q
Nq(K, t) < (o t+2) * - fmax(at-2, 0))

d'olu il résulte la majoration cherchée.

. . P . _ _ i (D (q) .
Démonstration du théoreme I : Posons u = (un)nEIN_ ((un s U ))nelN . Soit

(en) une suite décroissante de nombres réels positifs. Soit Vn 1'hypercube de

(]R/Z)q obtenu comme produit des intervalles ouverts de IR/Z de centres

u(l) (i=1,...,q) etde rayons e_, etsoit V= U V_ . Il suffit de montrer que

n n ne N* n

si la série I anq est divergente, on a uq(V) = 1. En effet, la fonction \(K,.)
n
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étant invariante par le Shift-endomorphism, on aura alors uq( U Vn) =1 pour

tout entier positif N et par suite u ( N U Vn)=l
9 N>0 n=N

Soit a un nombre réel tel que 0<a <y (u). Le fait que uq(V) =1 résul-

tera des lemmes suivants :

LEMME 1. 2. - Soit (en) une suite décroissante de nombres réels positifs. S'il

existe un hypercube K de (]R/Z)q de mesure non nulle et 3 sommets rationnels

tel que uq(K nv) = Zqiz uq(K) , alors, pour toute suite (ts)se]N d'entiers po-

1
sitifs telle que ts/ts—l > (2/a uq(K)) /a , il existe un entier Sy tel que
1
eq< ot pour s> so .
tS s

Preuve : Soit (ts) une suite d'entiers positifs tels que

seIN

1
ts/ts—l > (2/a uq(K)) /a et soit s, tel que A(K, u, t3)> a uq(K) t:l pour tout

1

1
s>s_ . Soit s>s, et supposons que € 2 —— Soit U = U v
1 1 3 Zts s t: 1<nS tg n

Le nombre d'hypercubes P(k.,..., kq' ; t:l) (kiEIN et OSki< t, pour

1
i=1,...,q) tels que P(kl' ,kq H tsq) N K contienne au moins un point u avec

qd

t? <n=t? estau moins (ap (K)tq—t
s q s s

s-1 _1) . Le nombre de ces hypercubes conte-

q I_2q+1tq-1

nus dans K est donc au moins (ap (K)tq-t
q s s s

) , puisque, d'apres le
U tq) qui rencontrent K sans
1 q s

+1
étre contenus dans K est majoré par 24 (max(uq(K)

lemme I.1., le nombre d'hypercubes P(k
- +1 q-1
l/qts, 3! <24 lt: .

Pour chaque hypercube P(k ,...,k ; tq) (kielN et OSki< ts pour

1 q s
i=1,...,q) tel que P(kl, ,kq ; t;l) soit inclus dans K et tel qu'il existe un
entier n avec t3 . <n=td et u e Pk,,..., k ;tq),ona:
s-1 ] n 1 q’ s

U NPk.,..,k ;tin=
My (Ug N Pk g’ N 24,4
S

puisque enz e =2 7t et que pour chaque indice i=1,...,q 1l'un au moins des

S

[ d
@ 0
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. . . 1 .
deux intervalles ]u(l), u () + —1[ ou ]u(l) -, u (1)[ est contenu dans
n n 2t n 2t n

k, k. +1 s s
i i
[t P T [. On a donc :
s s
1 q .q q+l q-1
= - -
pq(Usﬂ K) thq (a |.1q(K)tS to 2 tg )
s
a 2
= u (K)y-— .
2'q+l q ts

On aura donc uq(Us NK)> uq(K) pour suffisamment grand.

a
q+2

LEMME 1.3. - Soit (en) une suite décroissante de nombres réels positifs telle

que la série X s::' soit divergente. Alors, pour tout hypercube K de (IR/Z)q

de mesure non nulle et & sommets rationnels, l'on a :

a
M(KNV) > (K
gt ) Jarz ALY
Preuve : La démonstration se fait par 1'absurde. Supposons qu'il existe un hyper-

cube K de (IR/Z)q de mesure non nulle et 3 sommets rationnels tel que
q+3

2 2

VNK) < K) . Soit & un entier positif tel que &>-—“—— (donc

Mg ) ,a+2 Mg (K P q " “q(K) (
2 1/ . ) o

8 > (—=——)1/4 :

(auq(K)) ) . Soit (vn) la suite définie par

Yn T € si 6q<5-1)<n5 548 (Vl :51)
69°

Soit V'n 1'hypercube de (]_R/Z)q obtenu comme produit des intervalles de

R/Z ]u(i)—\) , u(i)

+ v i=1,..., et pour tout entier positif s , soit
N I N A q) et pour tout en P

W =U V' . Comme V'CV , ona u (W NK)= (K) pour tout entier
s n_ n q' s

a
Nl
S n<b 2q+2 4

Evaluons uq(Kﬂ (WS \ Ws_l)) : d'apres le lemme 1. 2., on peut suppo-
1

ser s suffisamment grand pour que ¢ < Le nombre d'hypercubes

09%  28°
P(kl, ,kq ; éqs) (kie]N , 0= ki< 5° pour i=1,...,q) contenus dans l'ensem-
ble KN W,_, estau plus ( in uq(K) 695y puisque, par hypothese,
2
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n <2 '
uq(K ws—l) 2q+2 uq(K). Le nombre d'hypercubes P(kl""

k5 0%9%) qui re-
q
contrent KﬂWS | sans étre contenus dans cet ensemble est majoré par le nombre
. -1 .
de ces hypercubes qui rencontrent les ensembles KﬂV'n (0<n= éq(s )) et qui
ne sont pas contenus dans ces ensembles. Donc, d'apres le lemme 1. 1., le nom-

bre d'hypercubes P(k.,... ,kq ; bqs) qui rencontrent KﬁWs sans étre contenus

1 -1

dans cet ensemble est majoré par
: zq“((z\)n %) 971
zéqts—l)

0<n

puisque pour chaque n, K ﬂV'n est contenu dans 1'hypercube V'n de mesure

(Zvn)qA Ona :

2v 0%)371 - (2(2e . 85371 (pk_ palk-1)y
n oqk
0<nsodlsl) 1sk=<s-1
- -1y 89-1 8°- -
+(25163)q 1568(q 1)_66__11_ 6__1+ O(és(q l))
1
puisgque pour k assez grand ona & <—— . Onmajore 6%.1 par
.qk k
0d-1 q-1 o 2%
6%, —— par q® . Finalement : il existe une constante L (dépendant éven-

0 -1

tuellement de 0 mais nonde s ) telle que le nombre d'hypercubes

l""’kq ; 6qs) (kielN et OSki< & pour i=1,...,q) qui rencontrent

KN Ws—l soit majoré par :

a2 “q(l‘q"qsﬂlqurl pd5 1, 1 p3(a-1), 20 (s 1)
2

D'autre part les hypercubes P(kl’ ,kq H éqs) contenus dans K et

-1
(s )< n< 89° sont pour s suffisamment grand,

contenant un point u avec o4

d'apres les calculs du lemme I. 2., au moins au nombre de

(a gy (K) 6%°- pale-1) _patl gsla-l)y
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SUITES EUTAXIQUES

I1 existe donc au moins

q+2 ~ _
u au (K) 6qs- (1+22q) éq(s 1)_ (2q+1+ L)és(q 1)
,ate q
+ -
-qu lésq 1
hypercubes P(kl,... ,kq; oqs) contenus dans K disjoints de WS 1 et conte-

nant un point u avec 5q(s -1 <n=<3®® | or, pour un tel hypercube

CE . 59597 > ¢4 .
P(kl,...,k ; ) ona u((WS\Ws_l)ﬂP(kI,...,kq,5 N=c¢ qs puisque, pour

4 8

6q(s-l)<nscqs, vV =€ < L

n a8 265

On a donc :

29%2

qs 2q,,a(s-1)_,qtl s(q-1)
>| —— - -
uq(Kﬂ (WS\WS_I)) = 2q+2 a p.q(K)é (142716 (2 +1)06
q+l _
_qZ ! 1 ed
64°
q q+l
27 - 2 +
Z( L apu (K)—-————]i)éqs el
2 q 6° 09°
2q+3
. 6 . .
puisgue 0> N I-lq(K) Donc, pour s suffisamment grand :

9,

2 gs _q
uq(K ﬂ(Ws\Ws_l))zZqul auq(K)é eéqs

Mais ceci est contraire au lemme suivant :

LEMME I.4. - La série £ 8%°¢?  est divergente.
820 848

Preuve : Ona :

o
0
w
o
0
—
B

6qs<n = 6q(s+1)

puisque la suite (sn) est décroissante. Donc

§ pd8 4 5 1 ed
S | "

s=0 n> 64

275



M. REVERSAT

ce qui démontre le lemme puisque la série I eg est divergente.
n=1

Fin de la démonstration du théoréme I : Le lemme I. 3. prouve que V a une den-

sité positive en tout point de (IR/Z)q , par suite que V est de mesure 1. En ef-
fet, le complémentaire de V est négligeable puisqu'il admet la densité 1 en
aucun point de (]R/Z)q et que, d'apres un théoréme de Lebesgue, tout sous-en-

semble mesurable de (IR/Z)q a la densité 1 en presque tous ses points.

Remarques : Dans la démonstration du théoreme I on n'utilise pas le fait que les
hypercubes intervenant dans la définition de la fonction ¥ soient a sommets ra-
tionnels. Ce sont les théorémes mesurant des ensembles de suites eutaxiques qui

nécessitent la restriction a une famille dénombrable d'hypercubes.

Une autre modification de la fonction ¥ donne une condition suffisante
d'eutaxie plus faible que celle du théoréme I : Soit u une suite d'éléments de
(IR/Z)q . Pour tout x¢ (IR/Z)q soit Xx(u) = IIr;f A(K,u) (K décrivant la famil-
le des hypercubes de (lR/Z)q , contenant x , de mesures non nulles et 3 som-
mets rationnels). La méme démonstration que celle du théoréme I permet de

prouver le

THEOREME 1 bis. - Si xx(u)> 0 pour presque tout xe(IR/Z)q , la suite u

est eutaxique.

La réciproque du théoreme I est fausse ([1], [8]) et nous ne savons pas
si celle du théoreme I bis est vraie. Cependant, la méme démonstration que celle

de [4] (voir aussi [7]) permet de montrer le :
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THEOREME II. - Soit u une suite d'éléments de (IR/Z)q . S'il existe un hyper-

cube K de (IR/Z)q de mesure non nulle tel que A(K,u) = 0, alors u n'est pas

eutaxique.

§.III. - MESURES DE CERTAINS ENSEMBLES DE SUITES EUTAXIQUES

Soit M la mesure de Haar normalisée du groupe ((IR/Z)q)]N . Le

théoréme I permet de mesurer l'ensemble des suites eutaxiques :

THEOREME III. - Presque toute suite d'éléments de (IR/Z)q (relativement 2 la

mesure T) est eutaxique.

S

On peut en effet montrer par une méthode analogue a celle du théoréme 2
de [4] que pour T -presque toute suite n, ona ¥ (u)=t, od t estle nombre

1-
de l'intervalle ]0,1[ tel que tt(e(l-t) t) =1.

Ce résultat peut étre précisé dans certains cas. Par exemple, les mé-

thodes du chapitre 3 de [3] (voir aussi [7]) permettent de montrer :

une suite de nombres réels positifs. Alors, si

THEOREME IV. - Soit @)
a

neclN

a
n+l

R/Z est eutaxique pour presque tout xc R .

la série E est convergente, la suite a(x) = ( [anx})nelN d'éléments de

On peut en effet montrer que pour presque tout x¢R ona ¥x(a(x))=t.

Le théoreme I permet alors de conclure.
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§.IV. - LA SUITE (nx) EN DIMENSION q .- Si x¢ (IR/Z)q , nous désignons

1 -
par Mq(x) le nombre (lim infn /a anHq) ! si ce nombre est fini. Sinon nous
n

posons Mq(x) =4+,

THEOREME V. - Soit x un élément de (IR/Z)q . La suite (nx)nelN d'éléments

de (]IR/Z)q est eutaxique si et seulement si Mq(x) est fini.

Cet énoncé généralise le résultat analogue obtenu par J. Lesca en dimen-

sion 1 ([2]). La démonstration découle du résultat plus général suivant :

une suite strictement croissante d'entiers posi-

THEOREME VI. - Soit (an)nelN

tifs, de densité inférieure strictement positive, et soit x un élément de (]ZR/Z.)q .

Alors :

- sila suite (anx) est eutaxique, Mq(x) est fini ;

- réciproquement, si la suite (a_x) est v-répartie, ol VvV estune
n £2L repartie, ou estune

mesure sur (IR/Z)q telle que inf :J%% > 0- ( K décrivant la famille des hyper-
q

cubes de (IR/Z)q de mesures non nulles), et si Mq(x) est fini, alors la suite

(an x) est eutaxique.

. 1 PP . .
Preuve : Désignons par 3 la densité inférieure de la suite (an) et soit p>0

uq(K)

de (IR/Z)q de mesures non nulles). On peut montrer ([7]) que pour tout hyper-

une constante telle que ( K décrivant la famille des hypercubes

cube K de (IR/Z)q de mesure non nulle

a
e = MK, (a x) = — (64
(14" M ()8 " M (0% 9+
q q
1'inégalité de gauche étant vraie sous réserve que la suite (anx) soit Vv -répartie

cet encadrement n'est pas le meilleur possible : [6], [7]). La conclusion de la
P p
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démonstration vient alors des théoremes I et II.
I1 résulte en particulier du théoreme VI :

COROLLAIRE. - Soit (an) une suite strictement croissante d'entiers positifs,

de densité inférieure strictement positive, alors la suite (an x) d'éléments de

(IR/Z)q n'est eutaxique que pour presque aucun Xx¢ (IR/Z)q .

En effet, Mq(x) est infini pour presque tout x , comme il résulte du

théoreme métrique de Khintchine.

Remarque : Les démonstrations completes des résultats de cet exposé figurent

dans un article dont la publication a été demandée a '""Acta Arithmetica''.
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