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NOMBRES NORMAUX ET PROCESSUS DETERMINISTES
par

Gérard RAUZY

Le résultat principal de cet exposé, dont on trouvera les démonstrations
dans [3] est la caractérisation des translations de IR , laissant invariant l'en-

semble des nombres normaux dans une base donnée.

Plus précisément, soit r un entier supérieur ou égala 2, R l'ensem-
ble {0,1,...,r-1}, B(r) l'ensemble des nombres réels a normaux en base r ,
s s . n DS : .
c'est-a-dire, tels que la suite (ar )nelN soit équirépartie modulo 1 et soit,

BJ'(r) 1l'ensemble des nombres réels B tels que :
YaeB(r) , a+pe B(r)

Le but est donc de donner une caractérisation de l'ensemble BL (r) . Pour

cela, nous définissons le bruit inférieur et le bruit supérieur d'un nombre réel ¥y

©
de développement en base r : y=[y]+ I cn/rnJrl .
n=0

Pour s=1, N=1, on pose
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1
B (y,N)= inf — £ inf (1, |[c_-®(c_ . ,...,c_, D
] ‘PEESN n <N n n+l n+s

( ES désignant l'ensemble des fonctions de R® dans R)

puis, -

ﬁs(v)=1&i7r2 B, (v, N) , B (V) =N1':r2 B,(

le bruit inférieur de Yy est alors la quantité

8(v) = lim g _(v)

R 2

et, de méme, le bruit supérieur est la quantité

S+

Les bruits inférieurs et supérieurs ne dépendent évidemment que de la

classe de Y modulo 1 ; en outre, on a toujours 1l'inégalité :

0=g(y)sp(n=

Ces quantités expriment en quelque sorte, le degré moyen ''d'imprévisi-

bilité'" du chiffre de rang n, étant connus les chiffres de rang n+l , n+2, ... etc...

et on a de maniére précise le résultat :

(i) Y appartient & B(r) si et seulement si, il est de bruit maximum

r-1

c'est-a-dire, si B(Yy) =

: I L . PR . o
(ii) v _appartienta B7(r), si et seulement si, il est de bruit minimum,

c'est-a-dire, si B(y) =0.
P . 4 ~
Une autre caractérisation de B™ (r) est d'étre l'ensemble des nombres

r-déterministes au sens de B. Weiss [4] et T. Kamae [2] et, les méthodes em-

ployées pour aboutir au résultat énoncé sont proches de celles employées par ces
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auteurs dans la résolution de problemes analogues de stabilité de l'ensemble des
nombres normaux : elles utilisent essentiellement la notion de disjonction de pro-

cessus stochastique.

Nous donnons, d'autre part, un exemple de nombre r-déterministe (les
nombres dont la suite des chiffres en base r est a caractére presque périodique),

ce qui permet de retrouver un résultat di a H. Daboussi et M. Mendeés-France [1].
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