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INTRODUCTION

Ce travail a été inspiré par les premiéres pages de 1'exposé
[5] ol Cartier présente, en un raccourci magistral, les idées de
Schwinger et Symanzik concernant les liens entre la virtuelle équation
du champ quantique et celles du champ Euclidien, puis rattache ces
idées a la théorie de Guelfand sur la correspondance entre représenta-
tions de Weyl et mesures quasi-invariantes sur les EVT(l). Malheureuse=
ment, la difficulté extr@&me des problémes techniqges que pose la théorie
fait que 1l'on ne sait pas,actuellement, mettre en oceuvre ces idées(z)
et que les équations en cause restent "formelles'" ; cela, non seulement
dans le cas "physique'" ou d = 4 (d désigne la dimension de l'espace
temps), mais méme dans le cas ou d = 2., Par contre, il se trouve que
dans le cas ou d = 1 (cas "trivial" ou l'espace est réduit a {O}), les
problémes sont abordables par des techniques bien au point (entre autres
celles de la théorie Hilbertienne des équations paraboliques et celles
de la théorie probabiliste des processus de diffusion), et que toutes
les équations présentées par Cartier au § 1 de [5] peuvent &tre alors
posées et résolues rigoureusement : c'est l'objet de ce mémoire que d'ex-
pliciter une maniére d'y parvenir. Et, indépendamment de la théorie des
champs qui les ont motivés, les développements ainsi obtenus relient les
processus de diffusion aux mesures quasi-invariantes sur leurs espaces
de trajectoires, et ces derniéres a certaines équations fonctionnelles

en dimension infinie.

Ainsi, le sujet, quoique trés centré, touche a plusieurs spé-
cialités ; et on a pris ici le parti de le présenter de fagon a peu prés

autonome : au niveau technique, ce travail ne réclame de connaissances

(2) I1 est question ici des idées mentionnées ci-dessus concernant les
équations du champ quantique ou du champ Euclidien, et non des idées
qui ont été mises en oeuvre dans la théorie constructive de Glimm et

Jaffe ou dans la théorie Euclidienne de Nelson.

(1) Pour cette théorie, voir le § IV.5.2 de [19] et l'appendice A

ci=dessous.



préalables ni en théorie des champs, ni en théorie des processus de dif-
fusion ; en particulier, une connaissance de l'exposé de Cartier précité
n'est pas indispensable, formellement. Cependant, au niveau des motiva-
tions, un lecteur non averti de la théorie des champs se trouvera sans
doute plus a l'aise aprés avoir lu au moins le § 1 de cet exposé, et
cette lecture pourrait &tre faite parallélement a celle du "condensé"

de la matiére en cause qui suit. En tout cas, que ce lecteur ne s'ima=
gine pas qu'il va trouver ici des éclaircissements sur 1l'interprétation
physique de la Théorie. Et m@me il serait sans doute assez vain de cher-
cher une signification physique aux objets mathématiques étudiés ci=-
dessous : le modéle envisagé (avec d = 1) ne présente un intérét en
Théorie des champs que comme préfiguration formelle (du point de vue des
liens entre les diverses équations du champ) des modéles ''physiques" a

mettre en place (avec d = k).

Bref, voici ce dont il est question : il s'agit de montrer
comment 1'étude de certaines mesures quasi-invariantes permet d'expli-
citer le lien entre les équations du champ quantique et celles du champ
Euclidien. Pour ce faire (voir 1'alinéa c/ ci-dessous), on commence par

définir ces champs :

a/ Champ quantique : construction de Guelfand-Segal - Etant donné un es-

pace de Hilbert complexe ;6 , un germe de champ (quantique) dans ﬂ@

est un triplet (Qo, ﬁo’ H) d'opérateurs auto-adjoints dans Hﬁ tel que,
d'une part,

. 1 . . .
(1.1) [@0, ﬂo] =1l ( )(relatlon de commutation canonique),

(1) Si A, B et C sont des opérateurs non bornés dans %? , la relation
[A,B]— = C signifie que l'opérateur [A,B] = AB = BA est préfermé et

que sa fermeture coincide avec C ; voir aussi CO (Appendice C),



et d'autre part, l'opérateur H (le Hamiltonien) est positif, admet O

comme valeur propre simple et vérifie,

(1.2) (n,8 ] =-inm

De plus, désignant par Q un polyndme réel dérivée d'un polyndme borné
inférieurement et non constant, on dira que le germe (60,"0,H) admet

1'interaction Q si on a ,
(1.3) (o,m ] =i Q(e)

Le champ (quantique) associé au germe (QO,HO,H) est la famille
]
(¢,)

¢ €R d'opérateurs auto-adjoints dans?@ définie par,

(I.4) b - it IR (4 e,

Et il n'est pas difficile de vérifier formellement (1) que la relation

(I.2) signifie que -(;—i;c—/ it = M et que (I.3) équivaut a,
t=0
a2
(1.5) s/e v ae) -0 (x Em).
ds /
s=t

Les relations (I.3) et (I.5) sont deux formes équivalentes de 1l'équation

du champ qui est en cause. On comparera les relations (I.1), (I.2), (I.3),

(I.4) et (I.5) ci~dessus aux relations (4), (5), (6), (7) et (1) de
Cartier dans [5]. Cela étant, deux résultats sont a retenir ici, Le pre=

mier concerne lfexistence et l'unicité d'un champ : Lorsque le systéme

(Qo,ﬂo) est donné de fagon standard (ainsi que le polyndme Q), il y a
existence et unicité d'un Hamiltonien H vérifiant 1'équation (I.3) (plus

des conditions de régularité convenables), et on a,

(1.6) H = (% ﬂi + 6‘(60))

(1) voir 1'alinéa 1.2 (§ 1) ou cela est fait rigoureusement.



ou 6 est une primitive de Q (1) (on retrouve ainsi le Hamiltonien de

(2)

l1'oscillateur anharmonique ). Le second résultat concerne 1la cons=

truction de Guelfand-Segal : Etant donnée une mesure de probabilité §

sur IR admettant une densité P réguliére et partout > 0, on définit des
opérateurs 50, ﬂo et H dans Lzﬁm,g)symétriques, fermés et admettant

D = H(R) comme ceur en posant,

(1.7) QOW(x) = x y(x)

(1.8) mHG) = T (4G - glx) ¥(x)

(1.9) Hy(x) = - % r(x) + g(x) ¥ (x) (x € R, §y €9), ou
(1.10) () = = 3 1 (x)/p(%) (x € R)

2
L'opérateur H dans L (R,E) ainsi défini est le Hamiltonien

(3)

engendré par la mesure § De plus, pour que ce triplet (ﬁo,ﬂo,H)
. 2 . . .
soit un germe de champ dans L (IR, E) admettant l'interaction Q, il faut

et il suffit que,

(SIS

(T.11) G-z =
et cette équation admet une solution P et une seule, réguliére, partout
>0 et d'intégrale 1 (en fait, cette solution est dans-tf(]R)c Ia mesure

€ correspondante est la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par

(&) (5)

liinteraction Q Ainsi, la construction du champ quantique d'inter=

- e s o -

(1) Voir 1.3.

(2) Voir 1l'appendice B

(3) Voir 1.4,

(4) Voir I.5.

(5) Sur R, les mesures quasi-invariantes par translations sont celles

qui sont équivalentes a la mesure de Lebesgue j; voir A2 (Appendice A).



action Q est ramenée & la détermination de la mesure quasi-invariante §

via la résolution de 1'équation (1.11).

b/ Champ Euclidien : mesures Euclidiennes et construction de Nelson

Soient W le sous-espace de C(IR,IR) formé des fonctions

2 -
w € C(IR,IR) telles que f lw(t)lp(l + t) 1dt<+ ® pour tout p>o0 (1)
B

 (resp G&, pour chaque JCc R ) la tribu sur W est engendrée par les pro-
jections XT : w 2>w(t) avec t € R (resp par les projections Xt avec

t € J) et S (resp eu, pour chaque u € IR) la transformation de W dé-
finie par Xt oS =X

(resp X, o eu = X , t € R, u€ R).On appelle

t t+u

ici mesure Euclidienne toute mesure de probabilité B sur (W, %) inva=-

riante par les transformations et(t € R) et S (propriété d'invariance

Euclidienne) et possédant la propriété de Markov.

(I.12) Eu[Z/(F(_w’t]] = Eu[Z/Fit}]

pour tout t € IR et tout Z € Lz(\W,G«t +m),u) ou EM['/GGJ désigne le
9

2 2 .
projecteur orthogonal de L°(W,&, 1) sur L (W,GJ,u). La construction de
2)

Nolson( consiste a associer & une telle mesure M le couple (po,Hu) ol

uo est la mesure de probabilité sur IR qui est l'image commune de M par
les Xt(t € R) et ou Hp est 1l'unique opérateur auto-adjoint positif dans
2

L CR,HJ tel que 1l'on ait,

“tHy (3)
(1.13) (e ¥ o X =E[V¥o Xt/(’rio}] (t=0)

La correspondance entre [ et (Mo,Hp) pose de nombreux problémes j; on
retient seulement ici le résultat suivant concernant la construction
d'une mesure Euclidienne W a partir du couple (“b’Hu) : si § est la
mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par l'interaction Q, et si H est

le Hamiltonien engendré par § (voir a/ ci-dessus), alors il existe une

(1) Voir 2.6.1. a propos de cette définition.

(2) ou plutdt une forme trés particuliére que prend cette construction
dans le cas ou d = 1 (voir le § 3 de [6] et le § 3 de [5]
(3) Voir 6.1.1.

10



mesure Euclidienne M et une seule telle que,

(I.14) b o= E et H = H .

Cette mesure est la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q.

Ce résultat repose essentiellement sur le caractére Markovien du semi=

groupe (e-tH) (2) et sur la décroissance rapide de la densité p de §.
t 20
Le systéme (W,“,u 3 (8,) 3 (Xt) ) e t un processus

t € R t € R

de Markov stationnaire quelle que soit la mesure Euclidienne K. Clest

un processus de diffusion lorsque { est la mesure Euclidienne spécifiée

)

par l'interaction Q

Enfin, & chaque mesure Euclidienne Kk est associé le champ Euclidien

4
(\W,O:,p‘ 5 Zu) surJ(IR)( )
J(JR) dans LO(W,G",H) qui, a chaque f € 4§ (m) , fait correspondre la

obtenu en désignant par Zp. 1'application de

classe modulo K de la fonction (- mesurable w - <w,f> = fw(t) f(t) dt.
R

c/ Equations du champ Euclidien : quasi-invariance de la mesure Eucli-

- - - e - o - - - o - e o s o o . = e e = - - o - -

gig_r_n;lg .« Soit B la mesure Euclidienne spécifiée par 1l'interaction Q,
On cherche a caractériser H directement et explicitement en termes de
Q, et pas seulement par la relation (I.14) qui la définit en termes du
couple (E,H) que fournit la construction du Guelfand-Segal via la réso-
lution de 1l'équation (I.11). Le résultat de base obtenu a ce sujet est
le suivant : La mesure M est quasi~invariante par les translations de
3= -f(]R , R), et, plus précisément, on a (5),

(1) Voir 2.1.3.

(2) Voir 2.1.2,

(3) Voir 2.1.4. et [27]

(4) Selon la définition donnée par Nelson au § 6 de [6] avec 4 mis pour
D ; voir 2.3.

(5) Voir 5.2.1 et la remarque de 5.3.3.

11



ACE,w)

(1.15) | Flw-f)n(dw) = [ Flw)e p(dw) (£ €8 , F Ef‘%wuﬁf)), ou ,
W

W

(1.16) Alf,0) = [{[w(t)+ % £(£) Jem () - [Qlw(t)+£(t))= Qw(t)) Jlat
R

(UJ E‘W)v

(1)

A
ol Q désigne une primitive de Q . De plus, et ce point est primordial,

L est la seule mesure Euclidienne vérifiant (I.15) et pour laquelle 1le

(2)

couple (HO,Hu) vérifie des conditions de régularité standard

Cette propriété de quasi-~-invariance de i a diverses conséquences

(3)

qui en apparaissent comme des formes infinitésimales . D'abord, 1la

transformée de Fourier I de P vérifie 1'équation de Symanzik,

2
(1.7) =-S5 v @(e) i Q(F ) I(g)+ g(t) T(g) =0
ds /S:t

(t € R, g €8),

ou la dérivée fonctionnelle est définie par,

(1.18) [ £(t) b, &(g) at = a‘i— I (g + ef) (f € 8).
54
R e=0

La fonctionnelle I est définie ici par,

i <w,g >

(1.19) I(g)=] e F(aw) (g € 8) ,
W

(1) Voir 4.1.2.
(2) Voir 6.1.2
(3) Voir 5.2.1 et la remarque de 5.3.3.



®
et appartient & une classe @ ($) de fonctions sur $ indéfiniment dif-

férentiable au sens de Gateaux ; classe laissée stable par l'opérateur
(1)
bt,

ce qui donne un sens au second terme de (I.17) . Puis, de 1'équa-
tion de Symanzik que vérifie I découlent les équations de Schwinger :

Pour chaque entier n Z 1, on définit une fonction continue, bornée et

P n
symétrique sur R en posant :

- n
) I w(tj) p(dw)

(I.20) Sn(t1,...,tn) = i i

v e 9

d, X (0) =/
1 n W

((t) € Rr")

et la suite S = (Sn) avec S0 = 1 vérifie,

nz0

0
1
™M=
-
o
<.
-
0
5

(1.21) [ £1(e)S  (t,t ,00e,t )at

(tyeeest. st. eyt )
R j=1 1 1 n

j=1""j+

q
+ T oa [ f(t)s  (t,et gt

yeeyt )dt
n
k=0 R

1

(f € $, n entier =0, (tj) € R"), ou,

2 k
(1.22) Q(X) = Z a X
k=0
(le premier terme au second membre étant pris égal a3 O si n = 0).
En outre,
+® in n
.2 = — oo Il LI
(1.23) &(g) Z o= / Sp(tyreeest)) I glt)at, at_ (g € %),
n=0 mn j=1

,os 4 2
la série au second membre étant absolument convergente( ). On comparera

(1) Voir 5.1.
(2) Voir 5.3.



les relations (I.15), (I.16), (1.17) et (I.21) ci=dessus aux relations
(31), (30), (16) et (13) de [5] ; en particulier, le probléme posé par

Cartier au bas de la page 418-07 est résolu dans le cas ou d = 1. On

note la maniére dont la quasi-invariance de po fait écho a celle de |
Pour W, mesure sur l'espace fonctionnel W, le module de quasi-invariance
eA est explicitement donné en termes de Q par (I.17) ; tandis que pour
uo, mesure sur IR, le module de quasi-invariance e © [avec

Ao(x,y) = Log (P(x+y)/P(y)), x € R, y € n((i)] n'est obtenu qu'impli=

citement en termes de Q via 1l'équation (I.11),

Enfin, dans le cas du champ libre de masse m > 0 (cas ou
2 , PP
Q(x) = m X), W est la seule mesure de probabilité sur (W,O:) vérifiant
-]
(I.15), I le seul élément de @ (H) solution de (I . 17) et tel que
o«

J(0) =1, et S = (5) le seul élément de I ¢ (R™) solution de (I.21)
n’n20 n=0 b

et tel que S = 1 (2). On conjecture que, daits le cas d'un polyndme d'in-
o

teraction Q quelconque, il en est de méme, au moins, en ce qui concerne

les deux derniéres propriétés, si on impose a I et a S de dériver d'une

mesure de probabilité sur (W, 04).

A propos des idées directrices et particularités de ce travail,
on peut souligner (entre autres ; voir aussi 6.5) les points suivants :
Du point de vue de la théorie des champs, se limitant & un systéme d'axio=-
mes trés spécial au cas d = 1, on étudie résolument le champ (quantique

et Euclidien) a partir de 1l'équation d'interaction supposée donnée d'a=-

vance, plutdt que par perturbation du champ libre ainsi que le fait 1la

théorie constructive.
Et en ce qui concerne les processus de diffusion en cause, on s'intéresse

davantage aux propriétés fonctionnelles des mesures sur C(R,R) aux =

(1) Voir A1, A2 et 1.7.3.
(2) Voir 6.4.1.

14



quelles ils correspondent qu'a leur aspect probabiliste, tandis que,
ainsi qu'il est naturel de la faire dans le contexte Hilbertien de la
Théorie Quantique, les semi-groupes Markoviens qui interviennent sont
considérés comme semi-groupes d'opérateurs auto-adjoints dans l'espace
L2 de leur mesure invariante, plutdt que comme semi-groupes de noyaux=
mesures (1). A ce propos, on s'est permis de redémontrer dans le con-
texte intervenant ici divers résultats "bien connus' dans les contextes

(2)

plus généraux (par exemple les formules de Feynman-Kac et Cameron=

(3),.

Martin

Nous remercions vivement Claude Bardos et Pierre Priouret pour
leur collaboration. Le premier a propos de divers résultats prélimi-
naires d'analyse fonctionnelle(g) ; et le second a propos des liens de
ce travail avec la Théorie des processus de diffusion. Nous remercions
aussi Dimitri Fotiadi et Jean Lascoux pour leurs observations et leur
soutien. Et nous saluons encore Cartier pour la vision de la Théorie

des champs que nous a apportée son exposé précité.

(1)Voir 2.1.4 a ce sujet.
(2) Voir 3.1.
(3) Voir 3.5.
(4) Appendices B,C et D.
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§1.- CHAMP QUANTIQUE EN DIMENSION d = 1 : EQUATION, HAMILTONIEN

ET MESURE QUASI-INVARIANTE CORRESPONDANTS

Dans ce paragraphe, on introduit les opérateurs différentiels
qui interviendront dans la suite : a chaque mesure de probabilité po
sur IR, de densité P partout > O et de classe Cm, on attache 1'opéra-
teur symétrique fermé H dans LZ(:m,uo) défini, avec QD( IR) comme cceur

par,

(1.1) Hy = - 29" Q' (VED (W), od ¢ = - 5 p1/p

(1)]

[voir le Théoréme 1.II en 1.4, le Lemme 1.5 et la Proposition 1.6

En fait, le but de ce paragraphe est d'expliciter comment
certains de ces opérateurs peuvent étre considérés comme Hamiltoniens
de champs quantiques en dimension d'espace temps d = 1. Pour cela, on
commence en 1.1 par énoncer pour un tel champ (considéré comme une
famille (wt%GIR d'opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert
j@ ) un systéme d'axiomes incluant la relation de commutation canonique

a chaque instant,

(C) Pour tout t € IR, [Qt’ﬂtj il , avec mo= f%! fs, et 1'équation,
=t

2
(D) Pour tout t € IR, d ¢+ Q(@t) = 0, ou Q E]B[X] est le "polyndé-

2 s
ds s=t

me d'interaction! Puis on montre en 1.2 comment (C) et (D) se tradui-
sentpour le Hamiltonien H [assurant l'invariance du champ par transla-

itH -itH
e ¢ e
o

tion via la relation it = (t € :m)] respectivement par les

relations,

(1) Un lecteur principalement intéressé par l'aspect "processus de dif-
fusion et mesures quasi-invariantes'" de cet article peut se contenter

de prendre connaissance de ces résultats avant de passer au §2.

16



(c) m = ifu,2 ], et (D)) Q@) = —i[H,TI'OJ ;
ce qui permet en 1.3 (Théoréme 1.I) d'établir, lorsque le systeme de
Heisenberg(@o’no) et 1l'interaction Q sont donnés, l'existence et 1l'uni-
cité de H (donc aussi du champ) sous forme de l'opérateur anharmonique
% ﬂi + é(ﬁo) ol § est une primitive de Q déterminée sans ambiguité par
la condition spectrale (H 2 0) et l'existence du vecteur vide (Q de-

vant étre tel que Q soit borné inférieurement).

On étudie ensuite en 1.4 et 1.5 comment on peut réaliser le
systéme (QO,ﬂO,H) dans un espace LZ(IR,uo) (ou M est, comme ci-dessus
une mesure de probabilités quasi-invariante sur IR), de telle sorte
que (fo,ﬂo) soit le systéme de Heisenberg canoniquement associé a po

(2)

selon la théorie de Guelfand et que le vecteur vide Qo soit la
constante 1 : ces conditions déterminent de fagon unique, lorsque Q
est donné, la mesure MO par les équations équivalentes,

1 a1
é(p/z)” + Q0 - o,

1
(@ -z eeae ()
et H est alors l'opérateur différentiel défini ci-dessus par la rela-

tion (1.i) [ voir en 1.5 le Lemme et le Théoréme 1.III].

1.1.- Axiomes d'un champ quantique en dimension d = 1

1.1.1.- Désignant par Q un polyndéme & coefficients réels (3), un champ

quantique d'interaction Q peut étre défini comme suit lorsque la di-

mension d'espace temps d est réduite a 1 :

Etant donné un espace de Hilbert complexe et séparable 76(4), on consi-
dére un systéme ? = (9 ,QO,H,Q), ou ® est un sous-espace dense de

[1e domaine] s Qo un vecteur de @ tel que HQOH =1 [le vecteur videJ

(1) En 1.1 et 1.2 sont introduits des cceurs sur lesquels les relations
(c), (o), (Cl) et (D1) deviennent mathématiquement correctes.

(2) Voir A.5 (Appendice A).

(3) Voir la remarque 1.7.5.

(4) Avec les notations et la terminologie introduites en CO (Appen-

dice C).



1.1.1.

H un opérateur auto-adjoint dans% [l'opérateur Hamiltonien] et

- (Qt) une famille d'opérateurs auto-adjoints dans %(1) [les
t € R
opérateurs de champ (4 temps constant)] . Un tel systémeé sera appelé

champ quantique dans % (ou seulement champ) si les axiomes A, B et C

ci-dessous sont satisfaits

. ey . 2
AXIOME A (condition spectrale).- L'opérateur H est positif (2) dans

%,etona,

(1.1.1) {¥|¥ € D(H) et HY = O} = imo]h €cC .

, . . itH
AXIOME B (invariance).- Pour tout t € IR, l'opérateur unitaire e-

applique ® dans ® , et, pour tout s € IR, on a,

(1.1.2) 4 = e [ e-itH

Ainsi la famille & = (it)t € R des opérateurs de champ est entiére-
ment déterminée par la donnée des opérateurs ‘50 et H, et par la
relation,

-itH
e

(1.1.3) - e ¢ (t €R).

AXIOME C (relation de commutation canonique & chaque instant).- Pour

chaque § €D , ¢ € D(ﬁt) pour tout t € IR et 1l'application t - @tw
est continliment différentiable de IR dans%; de plus, pour chaque
t € IR, @ est un ceur pour Q , et il existe un opérateur auto-adjoint
TTt sur # admettant ® comme cceur et tel que, d'une part (§ TTt) cons-
titue un systéme de Heisenberg standard (3) sur % et d'autre part,

d
(1.1.4) rrtw = —

aa ] pour tout ¢ € D .

¢
u
u=t

(1) On se limite aux champs scalaires neutres.
(2) i.e accrétif (voir C1).

(3) Voir A.5 (appendice A).



1.1.1, 1.1.2,1.1.3

On note que, puisque® est supposé &tre un ceur pour ﬂt, cet
opérateur est déterminé sans ambiguité par la donnée de § et la rela-

tion (1.1.4) ; en outre, en vertu de l'invariance (axiome B), on a,

(1-1.5) mo= e1tH m e-ltH pour tout t € IR.

On dira que le champ & admet 1'interaction@ s'il vérifie, en

plus,

AXIOME D (Equation du champ).- Pour tout t € R, D ¢ D(Q(Qt» ; et

pour tout § €9 , 1l'application t = € _{§ est deux fois continliment

t
différentiable de IR dansé&, et on a,
d2
(1.1.6) 2//%s¢ + Q(it)w =0 pour tout t € IR.
ds et
1.1.2.- Les axiomes A et B sont ce qui reste, lorsque d = 1, des

axiomes O, I et II de Wightman (voir [1] pages 97 a 100) modifiés pour
inclure 1l'existence des opérateurs a temps constant Qt ; lesquels per-
mettent de formuler la relation de commutation canonique a chaque ins-
tant (Axiome C) et - contrairement a ce qui se passe lorsque d = 2 =

1'équation du champ (1.1.6) (Axiome D). L'axiome III (causalité) n'a
C(i)

pas de correspondant formel ici; mais est remplacé par 1'axiome H
et 1'irréductibilité postulée pour les systémes (Qt,ﬂt) (par défini-
tion méme d'un systéme de Heisenberg standard ; voir A5) entraine que

le vecteur vide Qo est cyclique pour chacun des opérateurs ft(t €IR).

1.1.3.~ En posant les axiomes précédents, on a en vue un théoréme

d'existence et d'unicité d'un champ les satisfaisant lorsque le poly-

néme d'interaction Q est donné a priori ; cela afin d'obtenir une clas-

sification des champs en fonction de la caractéristique 'interaction".
Lorsque Q est la dérivée d'un polynéme borné inférieurement, un tel
résultat sera établi en 1.3 (corollaire 4 du Théoréme 1.I). L'unicité
va avoir lieu'"a une équivalence prés'" que 1l'on peut définir comme suit :
appelant germe du champ § le triplet (Qo,ﬂo,H) d'opératefrs auto-ad -

joints sur}@ ; on convient de dire que deux champs ¢ et ¢ sur les es-

(1) voir le bas de la page 100 de [1]
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1.1.3, 1.2

A
paces de Hilbert?@ et ﬁZ sont équivalents si leurs germes se corres-
A
pondent par une transformation unitaire U de}ﬁ sur %ﬁ(i.e si
¢ —uveul, m - ynut 1
o o o o

a l'expression des axiomes C et D en termes duy germe (i&ﬂo,H).

et H = UHU 7). Le numéro suivant est consacré

1.2.- Intervention des commutateurs LH,QOJ EE [H,ﬂo]

On désigne ici par (ﬁo,ﬁo,H) un triplet d'opérateurs auto-
adjoints sur 1l'espace de Hilbert ﬁ@(l) et on en considére les proprié-

tés suivantes

(cr) Qo et T sont dominés par H.

(2)

, 2
(cm) H@o et HWO sont dominés par H .

On note que ces propr¥tés incluent que,
(1.2.1) DD )ADM) et  pu)ep([u, & Danum ] )

En outre, pour chaque t € IR, on définit les opérateurs auto-
adjoints Qt et M surjz par les égalités,
itH -itH itH -itH
§ e ﬁ e e .

et m = e u

2.2
(1 ) t o t o

Cela étant,

PROPOSITION.- Soient (€ ,m ,H) un triplet d'opérateurs auto-adjoints

—_— o’ o

surﬂ@ possédant les propriétés (C') et (C") cidessus, et D un sous-
. . . itH .

espace vectoriel de D(Hz) tel que l'opérateur unitaire e applique

19 sur;@ pour tout t € IR. Alors,

(1) A priori quelconque : on ne suppose pas que (éo’no’H) est le germe
d'un champ.

(2) Voir CO.

(3) Si A et B sont des opérateurs surAG(kadomaines D(A) et D(B), on
pose [A B] = AB - BA, domaines compris ; c'est-a-dire D([A,B]) =
D(AB) A D(BA), avec D(AB) = {¥|¢ € D(B) et By € D(A) }.
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(1) L'application t = 5t‘# est continfiment différentiable de IR dans

m pour tout ¢ €D set pour que,

d
(1.2.3) as isw = TTtik pour tous t €EIR et § €D ,
s=t

il faut et il suffit que,
(1.2.4) m¥ = i[H,ﬁo]w pour tout ¢ €9 .

(2)Supposant de plus que P < D(Q(Wo)) et que (1.2.4) a lieu, 1'ap-
plication t = ft'# est deux fois continliment différentiable de IR

dans % pour tout ¢ € ® ; et, pour que,

d2

d52

(1.2.5) //isw + Q(ﬁt)w = 0 pour tous t € IR et § €D ,
s=t

il faut et il suffit que,

(1.2.6) Q(@o)‘#: - i [H,m ]¥ pour tout y €D .

COROLLAIRE.- Soit = (® ,Q ,H,#) un champ dont le germe (2_,m ,H)
posséde les propriétés (C')et(C") et vérifie ® C D(Hz)ﬂ D(Q(‘fo)).
Alors, d'une part la relation (1.2.4) est satisfaite ; et d'autre
part ¢ admet l'interaction Q si et seulement si la relation (1.2.6)

est aussi satisfaite.

Le corollaire résulte immédiatement de la proposition, la-

quelle découle du lemme suivant

LEMME.- Soient, dans 6, H un opérateur auto-adjoint, et Ao un opé-
rateur (1). On pose, pour chaque t € R, AJc = eitHAoe_itH ; et on
suppose que (a') AO est dominé par H, et que (a") HA est dominé
par 2 (1). Alors, D(Hz)c D([H,Ao]) ; et, pour tou: Vv € D(Hz),
1'application t = Atw est continliment différentiable de IR dans%

(1) Voir CoO.
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l et on a,

(1.2.7) é%/AtW = ielSH[H,Ao]e_lSHw pour tout s €IR

t=s

(1)

En effet, soit ¢ € D(Hz) ; ona ¢ € D(HAO) d'aprés (a"), et
HY € D(Ao) d'aprés (a') ; donc.w € D(HAO)(\ D(AOH) ;5 clest-a-dire
y € D([H,Ao]). Posons W(s) = e 5 et, F(s,t) = W(s)A_ W(-t)y. Pour
établir que 1'application t = Atw = F(t,t) est continliment différen-
tiable, il suffit de montrer que F a des dérivées partielles continues

sur IR XIR, et on aura alors,

d o) o}
(1.2.8) — [/ F(s,s) = =— /F(u,t) Er-F(t, ) .
ds s:ts © b“/i:i v “/ -t ¥

Or, d'abord 1l'application u = F(u,t) est dérivable, puisque,

d'aprés (a"), Ao W(-t)y € D(H) ; et on a,

du

(1.2.9) —O~/F(u,t) -1 W(s) HOAW(=E) 4 .
u==s

Ensuite, 1'application v = AOW(-v)w est dérivable, et on a,

dv

(1.2.10) le/A W(-v)¥ = -i A HW(-t)y .
o o
v=t

En effet, puisque HY € D(H), on a,

lim %(W(—t+h)Hw - W(-t)HY) + iHW(-t)HY = O ;
h - 0

d'oll, puisque HW(-v){ = W(-v)HY (v € R),

1

(1.2.11) lim H(h

h >0

(W(-t+h) ¥ - W(-t)¥)+ iHW(-t)y) = O.
Par ailleurs, puisque § € D(H),

(1.2.12) lim %(w(-t+h)w - W(-t)y) + iHW(-t){¥)= O ;
h =20

(1) Le second membre de (1.2.7) est bien défini puisque 1l'opérateur

-i 2 s A
unitaire e isH applique D(H ) dans lui-méme.
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1.2

mais, (1.211) et (1.2.12), jointes a 1'hypothése (a') entrainent que

lim A (%(W(-t+h)¢ - W(-t)¥) + iHW(-t)¥) = O.
h-»>o0 °

D'ou la dérivabilité de v - AOW(-v)# et (1.2.10) ; donc aussi celle de

v = F(s,v) et la relation,

(1.2.13) ?%Z(F(s,v) = -iW(s)A_HW(-t)}.

=t
Enfin, la continuité des dérivées partielles de F résulte de fagon
standard de leurs expressions (1.2.9) et (1.2.13), des hypothéses(a')
et (a") respectivement, de la forte continuité de W et de ce que
HW(-t) ¢ = W(-t)HY ; et on obtient (1.2.7) en portant (1.2.9) et (1.2.13)
dans (1.2.8)

cqfd.

1.3.- Détermination du Hamiltonien par l!équation du_champ_ ; existence

On appellera polyndéme d'interaction standard tout polynéme

réel Q de degré impair dont le coefficient dominant est > O. On a alors,

THEOREME.- Soient (§° T ) un systéme de Heisenberg standard dans
l'espace de Hilbert ﬂﬂ (l)et Q un polyndéme d'interaction standard( )
Il existe un opérateur auto-adjoint H dansi% et un seul ayant les

propriétés suivantes ou J désigne le sous-espace dense C (§ "0) de

H (1)

(i) J ¢ D(H) et H applique o dans 4 .

(ii) HOW = iLH,@OJW pour tout ¢ € 4’.

(1) Voir A5 (Appendice A).
(2) Voir la remarque 1.7.5.
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(1.

(iii) QB )y = - i[H,ﬂOJ\v pour tout ¢ € .

(iV) H est positif et O = inf O(H) (1)

De plus,-g est un ceeur pour H etlﬁ désignant la primitive centrée

(2)

de Q » on a,
3.1) HY = -;— ﬂ’iv + 6(5°)¢ pour tout § € J .

On dira que H est 1l'opérateur Hamiltonien dans 3@ spécifié

par le systéme de Heisenberg (Qo,ﬂo) et 1l'interaction Q.

COROLLAIRE 2.-

COROLLAIRE 1.- L'opérateur anharmonique ﬂ’engendré par la primitive

(2)

, A . . 2 PP
centrée Q de Q est l'opérateur Hamiltopien dans L™ ( IR) spécifié

par le systéme de Heisenberg (SO,EO) et 1l'interaction Q.

) Le triplet (@O,ﬂo,H) posséde les propriétés (C')

(&)

et (C") , et on a D(H) C D(Q(Qo» . En outre, O est une valeur

propre et simple de H dont les vecteurs propres appartiennent a 5 .

(%)

COROLLAIRE 3.- Soit Q € S tel que llall = 1 et HQ = 0. Alors,
si on pose & = D(Hz) et si on définit la famille & = (%))
tiem

par la relation (1.1.3), le systéme (D ,QO,H,f) est un champ quan-
(5)

tique admettant 1l'interaction Q

COROLLAIRE 4.- Il existe un champ quantique admettant 1l'interaction

(6)

Q, et un seul a une équivalence prés, dont le germe posséde
s L R

les propriétés (C'), (C") (%) et (i).

0(H) désigne le psectre de H ; voir la remarque ci-dessous.

Voir B1 et B2 (appendice B).
Dans la situation du théoréme.
Voir 1.2

Voir 1.1.1.

Voir 1.1.3.
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1.3

Les corollaires 3 et 4 résultent immédiatement du Théoréme
et du corollaire 2, ainsi que de la proposition 1.2 et de son corol-

laire.

Pour établir le théoréme et les corollaires 1 et 2, on peut,
d'aprés le Théoréme d'unicité de Von Neuman, se ramener au cas ou
(36,60,ﬂ0) est la représentation de Schrodinger :}6 = Lz(IR), 60 = 20
et ﬁo =’30 (voir A5). Dans ces conditions, pour montrer l'existence
de H, il suffit de mentrer que l'opérateur anharmonique H engendré
par la primitive centrée 6 de Q (voir B2) posséde les propriétés (i),
(ii), (iii) et (iv) [avec ici # = J (R) d'aprés (A5.3)] ; ce qui est
une simple vérification en vertu de la proposition Bl et de la défini-
tion de H (relation (B2.1)). D'ou la partie existence du Théoréme, ainsi

que le corollaire 1. En outre, le corollaire 2 résulte immédiatement

des propositions B3 et B5.

Passant maintenant 4 l'unicité, soit H un opérateur auto-
adjoint dans Lz(lﬂ ayant les propriétés (i), (ii), (iii) et (iv).
L'opérateur H étant fermé dans LZ(HU et appliquantzf dans o , H/%
est un opérateur fermé, donc continu, de ¥ dans 1? (cet espace étant na-
turellement muni de sa topologie usuelle d'espace de Fréchet). Cela

étant, soit M l'application linéaire continue de ¥ dans & définie par,
1 ~
My = HY - H¥ = HY + 9" - Q¢ (4 €F ),
ou 6 désigne la primitive centrée de Q (voir B2). Puisque H et H véri-
~r
fient tous deux (iV) (H par hypothése et H par définition), pour mon-
trer que H = H (ce qui établira 1l'unicité cherchée), il suffit de mon-
trer que M est un multiple de 1'identité. Or, H et ﬂ vérifiant tous

deux (ii) et (iii) (H par hypothése et H d'aprés le corollaire 1 déja

établi), on a,
.3.2. ¢ = -
(1.3.2.) M o¢ §0M¢ et Mﬂow ﬂon pour tout ¢ € 5.

On est ainsi amené a établir :
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1.3

LEMME.- Toute application linéaire continue M de 5’: if(ﬂﬂ dans 1f

vérifiant (1.3.2) est un multiple de 1'identité.

En effet, pour chaque x € IR, soit Tx 1'opérateur de trans-
lation : ¢ = wa = ¢4+ x) (V€ F ). on va d'abord montrer que 1'hypo-
thése MD = DM (ou D = iﬂo est l'opérateur de dérivation : D¢ = §') en-
traine que MTx = TxM. I1 suffit pour cela de remarquer que, pour chaque
V€ F, les applications x - F1(x) = TXM¢ et x = Fz(x) = Mwa de IR
dans ¥ sont continfiment dérivables et solutions de 1téquation
F'(x) = DF(x) (x € IR) : pour F1 c'est clair ; et pour F2 cela résulte

de 1'hypothése MD = DM et de la continuité de M via les égalités,

d d
Fi(x) = E;/MTy!& = M(d—y— Ty\l{) = MDT_§ = DMT_¥ = DF,(x).
y=x y=x

D'ol, puisque F1(0) = Fz(O) = My, Fl(x) = Fz(x) pour tout x € IR par
unicité des solutions de 1'équation différentielle linéaire
F'(x) = DF(x) (x €IR) [on peut éviter 1'étude de cette équation dans

1'espace de Frechet‘g en considérant (Tx) comme groupe de contrac-
x € R
tions de l'espace de Banach Cu(IR) des fonctions uniformément continues

bornées sur IR, et D comme le générateur infinitésimal de ce groupe ;
voir Yosida [BJ pages 235 et 242, et Kato [2] page 481] . De la rela-

tion MTx = TxM (x €R) ainsi établie, il résulte que,

(1.3.3) MP(x) = <U,T_¥4> (x €R, § € )

ol U est la distribution ¥ - My(0) [autrement dit, M est 1l'opérateur
v

de convolution par Uﬂ. Mais d'aprés (1.3.3), on a, pour ¥ € S et

x € IR,

= < ¢ y> = x < >4 < >
Miow(x) U, T o\y x U,wa + U,ﬁowa y

puisque Tx§oW(y) = (x+y) ¥(x+y)

xwa(y) + QoTxW(y) s d'ou

$ = ¢ <y,$® > . ' & -
M OW(X) OMW(X) + <U,® T _§>; et en vertu de 1'hypothése Mﬁo foM,

(1.3.4) <U,§o¢>=o (v € %),
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1.3, 1.4

De cette relation, on déduit que Supp U C:{O} ;3 ce qui fait que U est

n
de la forme £ a D%6 ; d'ou, encore d'aprés (1.3.4),
k =0
n n
T (-0 a0 Ty0) = T (-1)¥ a D(% ¥)(0) = 0 pour tout ¥ € F;
k=1 k k=0 ke o

donc a = 0 pour k = 1,2,...,n. Ainsi MYy = aOW pour tout ¢ € S.

cqfd.
Remarque.- Les conditions (i), (ii) et (iii) suffisent, en fait, a dé-
terminer H 4 une constante additive prés, laquelle est fixée par la

condition spectrale (iV).

1. 4 - Opérateur Hamiltonien engendré par une mesure quasi-invariante

On désigne ici par p une fonction numérique sur IR, indéfi-

niment dérivable et telle que,
(1.4.1) Pour tout x €R, p(x) >0 ; et [ p(x)dx =1,
R

et on note uo la mesure de probabilité sur IR admettant P comme densité
par rapport a la mesure de Lebesgue. En vertu de (1.4.1),“0 est une
mesure de probabilité quasi-invariante sur IR (voir Al et A2, appen-

dice A). On désigne par(fo,ﬂo) le systéme de Heisenberg standard sur

2
1'espace de Hilbert ﬁé = L (Ehuo) engendré par M (voir A6). On sait
(voir A6) que § = H(IR) est un ceur pour chacun des opérateurs auto-

adjoints io et ﬂo et que 1l'on a,

(1.4.2) ¢ Y(x) = x¥(x)
° (x €ER, ¢ € H(R) ..

(1.4.3) TG = T8 () - () ¥(x)

ou [ est la fonction indéfiniment dérivable sur IR définie par la re-

lation,
(1.4.4) Cx) = - 2 01 (x)/p(x) (x €R).

On désigne enfin par Qo la (classe modulo uo de la) fonction cons-
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1.4

tante égale a 1. Cela étant,

2
THEOREME 1.II.- On suppose que { € L (]R,Lbo). Alors, il existe un
. . 2 Loz
operateur fermé H dans L (]R,Mo) et un seul ayant les propriétés

suivantes

(i) 9 < p(H) (1), H applique ® dans D et © est un ceur pour H.

(33) TTo‘ll = iLH,Qo]tV pour tout § € D .

(333) Q € D(H) et HQ = o.

De plus, si on pose F = —;— (1;2-;'), on a, pour tout § € © ,
(1.4.5) HY = - % o Cyr,
(1.4.6) HY = —;— rr(z)w + F(Qo)w s et,
|
(1.4.7) F'(§0)¢ = - i[H,‘I‘I’O]¢ .

Enfin, 1'opérateur H est symétrique et = O dans l'espace de Hilbert

Lz( IR,k ) (2).
(o]

L'opérateur fermé H dans Lz( IR,p.O) introduit par ce théoréme

sera appelé 1l'opérateur Hamiltonien engendré par la mesure quasi-inva-

riante LLO sur IR. Diverses propriétés de régularité (caractére auto-
adjoint, étendue du domaine, etc...) seront établies en 1.5 et 1.6

pour ceux de ces opérateurs qui sont des Hamiltoniens de champs.

On peut établir 1l'existence de H comme suit : partant de

1'expression (1.4.3) de 'I'fo, on vérifie d'abord que,

1 1 4 ' s
M= - ¥+ ¥ - FY (y €D )

(1) on rappelle qu'on a posé icid - D (m).

(2) Voir aussi la remarque 1.7.k.
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1.4

d'ol 1"équivalence des expressions (1.4.5) et (1.4.6). On vérifie en-
suite, par un calcul sans difficulté, que l'opérateur non borné dans
Lz( ]R,uo) défini, avec £ comme domaine, par (1.4.5) est symétrique

et 2 0, donc fermable ; ce qui permet de prendre pour H la fermeture
de cet opérateur. L'opérateur H ainsi défini posséde la propriété (j)
par construction j; et il est clair sur 1l'expression (1.4.6) qu'il véri-
fie (jj) et (1.4.7). Enfin, pour montrer qu'il vérifie (jjj), on se

ourvoit d'une suite (¢ ) d'éléments de P telle que,
p @n

(1.4.8) A n 0 Scpn <1 et (pn(x) = 1 pour tout x € [-—n,n] ; et

(1.%.9) C = sup Sup (vl ’H*;H ) <4 @
n @© ©

2 N
et on remarque que lim 9, = Qo dans L (]R,u.o) d'aprés (1.4.8) et 1le
n 2> ®

P . 2 . cas

Théoréme de Lebesgue, et que lim Hp = O dans L (]R,I-Lo) [d'ou (3dd)
n oo
N 2

puisque H est fermé] d'aprés (1.4.9), 1'hypothése { € L (]R,L-bo), le

Théoréme de Lebesgue, et la majoration suivante ou E = {x € IR ”xl >nl

2 1 .2 2 2
e || <7 ¢ v (E) +c {: tlel + ¢ Jau, .
n
D'ou la partie '"existence" du théoréme.

s ez . , . 2
Passant a l'unicité, soit H un opérateur fermé dans L (IR,LLO)
ayant les propriétés (j), (jj) et (jjj). On considére 1'application

linéaire M de ® dans  définie par,

My = HY - 2Ty - F(8 )W = HY + 24" - C¥' (VED).

Puisque 9 est supposé é&tre un cceur pour H, il suffit de montrer que
My = O pour tout ¢ € 9 . pour cela, on remarque d'abord que, puisque
chacun des opérateurs H et -214"'§ + F(@O) vérifie (jj), on a

MQOW = QOM\V pour tout ¥ €D ; donc aussi M(RY) = RMYy pour toute fonc-

tion polynémiale R et tout ¥ €D . D'oa il résulte que,
(1.4.10) M(BY) = &My pour tous O € c” et vVED:

*® ’ ’ .
en effet, 8 € C et § €P étant donnés, il existe une suite (.Rn) de
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1.4

fonctions polynémiales telle que 1lim R = 0, 1lim R' = O' et
n-o « no o
lim R" = ©" uniformément sur un compact contenant les supports de ¥
n- o
et de My. On a alors, 1lim R ¥ = 8¢y , 1lim - iR V'+ (R ¥)' =
2 'n n
1 n- n-o 5
- 5(ew)" +0(BY)" et 1im anw = BMY (limites dans L (JR,uo» 5 donc
n- o
aussi, 1lim H(R §) = &My - l(QW)” + £(8¢) ', puisque
n - o n 2
1
- - — " 1 1
H(RnW) = RnMW 2(Rntv) + g(RnW) . Donc, puisque H est fermable,
H(Oy) = eMy - %(QW)" + C(OY)' ; d'ou la relation (1.4.10) annoncée. De
@
cette relation, on déduit qu'il existe une fonction G € C (IR) telle
que,
(1.4.11) M¥(x) = G(x)¢(x) (x €R, § €D).

On va voir que (jjj) implique que G =

0. En effet, © étant supposé

étre un cceur pour H, (jjj) entraine qu'il existe une suite (¢n) drélé-

ments de  telle que,

(1.4.12) et 1lim

1lim ©® = Q
n. o B o

et on peut supposer aussi que,

(1.4.13)

lim

(x)=1
n o> o ®n

On va montrer que,

(1.4.14) 1im et

n o, o

¢ﬁ(x) =0

ce qui entrainera que G =

dans la relation,

(1.4.15)

n -5 «©

dans ces conditions,

lim ¢"(x) = 0O
n
n -

Htpn:O

(SIS

(limites dans Lz(IR,HO» $

pour presque tout x € IR.

on a aussi,

pour presque tout x ;

0 par passage a la limite presque partout

op - Col-

"
n

2 . .
Or, remarquant que la convergence dans L (IR,MO),lmpllque celle dans

1
lo

L C(IU , (1.4.12) et (1.4.15) entrainent que la suite «—'%¢A+g ¢n)')
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1.4, 1.5

converge vers (' - G dans Lioc(HU ; donc en prenant les intégrales
définies et en tenant compte de (1.4.12) et (1.4.13), la suite

1
1 - |} ~
(¢n ¢n(x°» converge dans Llo
x € IR est choisi tel que 1im @ (x ) = 1. Mais, (1.4.15) implique
o hnowoh O

c(:m) et presque partout, dés que

alors que la suite (¢; - Qg(xon converge aussi dans L:O

que partout ; donc en prenant les intégrales définies la suite

c( IR) et pres-

' - ! - - " . d'od
(¢n(y) wn(xo) (y xo)¢n(x°» converge dans IR pour chaque y ; d'ou
on déduit que la suite (w;(xo» converge dans IR ; donc aussi que la

1

3 A
suite (wn) converge dans L,
prés (1.4.15), qu'il en est de méme de la suite (mﬁ). Posant alors

C(IR) et presque partout ; et enfin, d'a-

® = lim ¢! et B = 1lim o (limites dans L}

( IR) et presque partout),
n o n -5 o loc

on a, pour presque tout (x,y),

y

}f(a'(u)du = n1-i_’mm(cpn(y) - wn(X)) ) et,
y
[ B(v)av = 1lim (9'(y) - @' (x) = a(y) - a(x).
x N o 1 n

La premiére de ces relations jointe a (1.4.13) entraine d'abord que

@ = O ; puis la seconde que B = 0. D'ou (1.4 1b4)et 1'unicité de H.
cqfd.

1.5.~- Mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q; Détermination

On attribue ici a P et aux quantités (, uo’ﬁo’ﬂo’ﬂo qui en

sont dérivées les mémes significations qu'en 1.4.

On remarque que la donnée de la fonction P est équivalente a
celle de la fonction {, car, en traitant (1.4.4) comme une équation en

P, on obtient,

A

(1.5.1.) o(x) = e 2600 (L e R,

~
oul est une primitive de { déterminée sans ambiguité par la seconde

condition (1.4.1).
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1.5

standard (voir 1.3)

ces

(1.

(1.

|

(1.

De plus, on désigne toujours par Q un polyndme d'interaction
N
(1), et par Q sa primitive centrée (voir B2). Dans

conditions, on a d'abord,

«©
LEMME.- Il existe une fonction f € ¢ (IR) et une seule vérifiant

(1.4.1) ainsi que les équations équivalantes suivantes :

(@ ¢ -2g-q @

(a) ¢2-¢r =247

(am) - % (4 3 0% - o.

En outre, cette fonction P et la mesure Mo de densité p vérifient

5.2) p}é € 4 (m)

5.3) ¢ € Lz(]R,uo), et,

5.4) xk € L2 CM,MOL pour tout k entier >0 (?)
La mesure uo dont la densité P est caractérisée (%) par ce

Lemme sera appelée la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q.

Ensuite,

2 .
THEOREME 1.III.- Soit H 1'opérateur Hamiltonien dans L (]R,uo) spé-
Q(5)

cifié par le systéme de Heisenberg (ﬁo,ﬂo) et l'interaction
Alors, pour que l'opérateur H soit tel que Qo € D(H) et Hﬂo = 0, il
faut et il suffit que MO soit la mesure quasi-invariante sur IR spé-
cifiée par Q. De plus, s'il en est ainsi , H coincide avec 1l'opé-

(6)

rateur Hamiltonien engendré par po , et le systéme (io’no’H) est

Voir la remarque 1.7.5.
! 1 1 2
f . =" - = - L !
-2 =2
X désigne 1l'application identique de IR.
Voir la remarque 1.7.2.
Voir le Théoréme 1.1.

Voir le Théoréme 1.II, en notant (1.5.3) ci-dessus.
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1.5

(1)

1'image du systéme (20, , };l,) par la transformation unitaire

%

Iy

~o
- 2 2

@ = P “p de L°(IR) surL(]R,Mo).

Si uo est la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q,

le champ (D(Hz),ﬂo,H,ﬁ) (2) sur LZ(IR,HO) [oﬁ H est 1'opérateur auto-

adjoint introduit par le Théoréme ci-dessus, et ou & = (Qt) avec
itH -itH tER
ﬁt = e Qo e (t EIR)] sera appelé la réalisation de Guelfand-

Segal du champ quantique d'interaction Q.

En effet, le Lemme découle comme suit de la proposition B3 :

remarquant que, d'aprés (1.4.4), { = - (log 91/é

)'y, on vérifie d'abord
que Cz - (' = (P}é)"/P}é 3 ce qui entraine gue (d') équivaut a (d"), et
que (d) équivaut & 1'existence de A € IR tel que - -;—( 91/é)"+(/Q\-)\)p}é = 0.
Mais, d'une part, le corollaire de la proposition B3 entraine que

np € D(g), Ho = Ap, @ partout > 0 et / cpzdx = 1" équivaut a "¢ = ¢

()
R 1o by, AN

et A= 0" ; et, d'autre part, la relation - -é—(P Y'+ QP = Ap7, jointe

a (1.4.1) entraine que 331/é € D(H) [relation (B1.1), proposition Bi].

D'ou p}é = cpo 3 ce qui établit la premiére partie du Lemme et la relation

(1.5.2) (puisque cpo €8 (R) en vertu de la proposition B3). Enfin,
(1.5.3) et (1.5.4) résultent de (1.5.2) [en ce qui concerne (1.5.3),
remarquer que sz = -Zt- p'z/p = ((p%)')2 J D'ou le Lemme.

Le Théoréme 1.III va résulter du Théoréme 1.II et du Lemme

©
on note d'abord que [quel que soit P € C (R) vérifiant (1.4.1)] 1'opé-

Y%

. . - 2
rateur unitaire S : @ - p “p de L (R) sur Lz( ]R,P:o) applique © (R) sur

D (R) et transforme le systéme (30,1'?,0) en le systéme (io,ﬂo). Par

ailleurs, l'hypothése faite sur H entraine (Théoréme 1.I) que

1 2 A,z ©
HY = Y ‘I'I'OW + Q\QO)W pour tout ¢ € C (50,11'0), donc aussi pour tout

«©
v €D (R), puisque ® (R) cC (QO,TTO) d'aprés la remarque précédente.

D'ou il résulte que S transforme _\l—} en H et H en H
”/:o(m) /53 (R)

(1) Voir A5 et B2.

(2) Voir le corollaire 3 du Théoréme 1.I.
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1.5, 1.6

donc H posséde la propriété (j) (Théoréme 1.II) puisque @ (R) est un

ceur pour H (proposition B1), ainsi que la propriété (jj).
~y

Cela étant, H satisfait (jjj) si et seulement si P vérifie
1'équation (d") ; d'ou la premiére partie du Théoréme. Et s'il en est
ainsi, P satisfait aussi 1'équation (d') ; donc, d'aprés (1.4.6) [Théo-
réme 1.II ; compte tenu de (1.5.3)], H est 1l'opérateur Hamiltonien en-

gendré par po.
cqfd.

1.6.- Quelques propriétés du Hamiltonien engendré par P'
Soient Q un polyndéme d'interaction standard (voir 1.3), P:O la
mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q (voir 1.5), et H 1l'opé-

rateur Hamiltonien engendré par p‘o (voir 1.4). Alors,

PROPOSITION.- (1) L'opérateur H est auto-adjoint positif dans
2 sosos
L7 ( ]R,uo) , admet @ (IR) comme ceur , et vérifie,

(1.6.1) D(H) = {y € Lz(m,uo)lw € H?oc( R) et - %\y'w Cyr € Lz(m,uo)},

et,
(1.6.2) HY = - %W" + QY pour tout ¢ € D(H).
(2) On a,
n m (1)
(1.6.3) g, (R N pE" ¢ (W) )
>0
n

(3) Le sous-espace vectoriel dense (3 de L ( IR, M ) engendré par les

fonctions e i8x (E € R) (2) est un ceeur pour H.

(4) La valeur propre O de H est simple et isolée.

(1) (7M(]R) désigne l'espace usuel des fonctions a creissance lente
sur IR (voir par exemple Tréves [4] page 275).
(2) % désigne l'application identique de IR.
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1.6

En effet, en vertu du Théoréme 1.III, les propriétés (1) et

(4) résultent des propriétés correspondantes de l'opérateur H [propo-

sitions Bl et B3, et relation B2.1], les relations (1.6.1) et (1.6.2)
2 ~% v

s'obtiennent en calculant, pour ¥ € Hloc(]R) , P E(p ¥) au moyen de

1'équation (d") que satisfait P (Lemme 1.5) ; la premiére inclusion

(1.6.3) résulte de ce que § (R)c ngo D(H") (puisque H applique

¥ (R) dans lui-méme) et de ce que p}éw € $(mR) pour tout § € B/M(IR)
d'aprés (1.5.2) (Lemme 1.5) ; et la seconde inclusion (1.6.3) résulte

de la propriété analogue de ‘I:I' (proposition B4). Passant ensuite a la

propriété (3), il suffit de vérifier que, pour )\ > 0, l'opérateur
M + H appllque % sur un sous-espace dense de L (]R p, ). Pour cela,

soit ¥ € L (IR ko ) tel que,
(¢|(7\I+H)eigx) =0 pour tout £ € IR.

Afin de montrer que ¥ = O (ce qui établira la propriété), on transpor-
2 a P .

te cette relation dans L ( IR) grace au Théoréme 1.III, ce qui donne,

en posant @_ = g:f’é [cpo € ¥ (r), daraprés (1.5.2)],

/ K] tpo(7\1+ﬂ)(cpoei§x)dx = 0 pour tout & €IR ; ou encore,
r

(1.6.4) < L(To),(poeigx >=0 pour tout £ € IR,

en désignant par L l'application linéaire continue de 4'(R) dans lui-

méme qui est la transposée de la restriction de 7\I+H a “:f(]R) , par

<+,*> la dualité entre £ (R) et 8 (R) , et par T 17é1lément de d°(R)
défini par v @, € L (R). Mais,pour T € J(]R) , 1a transformée de
Fourier cp T de (p T est la fonction € » < T cp elgx > [en définissant la
transformee de Fourier 9 de 8 € ¥ (W) par la relation

i L. - A
9 = / 6(g)e gxd@]. Ainsi, (1.6.4) entraine que ((pOL(TO)) = 0 ; ou en-
R
core, (poL(TO) = 0 ; donc aussi, puisque e, est partout > 0,

< L(To),tp >0 pour tout ¢ € ‘g(]R).

Mais, par définition de L et de To’ cette relation s'écrit aussi,
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ﬁ{v ¢0(11+§)¢ dx = 0 pour tout ¢ € & (R) ;

d'ou ¥ = O, puisque hlfg applique 1?(]0 sur un sous-espace dense de

2
L°(R) (proposition B&4).
cqfd.

COROLLAIRE.- Il existe C > 0 tel que,

(1.6.5) uxn” <c? /:; pour tout entier n >0 (1).

En particulier,

(1.6.6) M X e 12 R,k )  pour tout A > 0.
|

En effet, on déduit (1.6.6) de (1.6.5) et du Théoréme de

Beppo-Levi en écrivant,

r .n ©
«f ezx X du )}é < sup I AT HXnH < I (Ac)
o n!

R r n=0 n=

Pour établir (1.6.5), on remarque que,
(1.6.7) (xanxm) = %? (Qolxw+“+2) (m, n entiers > 0),

ainsi qu'on le vérifie facilement a partir de 1l'expression (1.6.2) de H

[et compte tenu de ce que x* € D(H) d'aprés (1.6.3)] ; donc,

(1.6.8) 5P < 2= X" Y| (n entier >0).

VE

Par ailleurs, d'aprés le Théoréme 1.III et la relation (B5.2) (proposi-

)
tion B5), §o <K~Hé ; donc, il existe a >0 et b >0 tels que,

(1.6.9)  IX™ | < || + blx*| (n entier >o0).

Et cette relation jointe a (1.6.8) permet de vérifier par récurrence

(1) H n désigne la norme dans Lz(IR,MO).
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1.6, 1.7.1, 1.7.2

sur n que (1.6.5) a lieu dés que c = ||x|| et 2> a2,

N

1.7.- Compléments_et_remarques.

(1.7.1) QX) = m2X

cl'est-a-dire au cas ou 1l'équation (1.1.6) du champ quantique est 1li-

néaire.

Une simple vérification donne alors, compte tenu de l'unicité stipulée

par le Lemme 1.5,

% 2
(1.7.2) p(x) = (%) e ™ (x €ER)
(1.7.3) {(x) = mx (x €EmR)
2
~n m 2 m
(1.7.4) Q(X) = —z- X" - E 3

. m
La mesure uo est dans ce cas la mesure Gaussienne ui )de moyenne nulle
. 2 , . . ;
et de variance ¢~ = 1/(2m) ; et l'opérateur Hamiltonien engendré par

uim)est donné par,

1}

(1.7.5 8™ yx = - Hyr(x) + mxbx) (x € R, 4 €D (W) .

1.7.2.- En vertu du Théoréme 1.III, les équations équivalentes (d),
(ar) et (am) (Lemme 1.5.) permettent de déterminer la mesure quasi-
invariante Ho a partir du polyndme d'interaction Q de telle sorte que
le systéme (QO,WO,H) engendré par My lvoir 1.4, relation (1.4.2),
(1.4.3) et (1.4.5)] soit le germe d'un champ quantique admettant 1'in-
teraction Q. Ainsi, ces équations font écho a 1l'équation (1.1.6) du
champ (voir 1.1). On note le caractére hautement implicite de la cor-
respondance faisant passer de Q 4 P : le calcul de P en fonction de Q

’, . . . . ”~ ~ . .
équivaut, puisque a priori Q n'est connu qu'a une conscante additive
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1.7.2, 1.7.3

prés, soit a la résolution de 1'équation (d), dérivée de 1l'équation de
Ricatti (d'),soit & la recherche du vecteur propre de valeur propre
minimale pour 1'opérateur anharmonique %’ﬂi + P(Sb), ou P est une pri-
mitive quelconque de Q (voir B3).

1.7.3.- Il serait intéressant (dans la perspective d'une extension
aux cas ou d = 2) d'obtenir, en termes de Q, une équation portant di-
rectement sur la variable uo (ou sur sa transformée de Fourier Jo) et
non sur la densité @ comme les équations (d), (d') ou (d"). Nous ne
savons pas formuler de fagon utilisable une telle équation [en parti-
culier, traduite en termes de Jo, 1'équation (d") présente des racines

carrées de convolution peu abordables....].
Par contre, les équations (d) et (d') peuvent s'exprimer
comme suit en termes de module de quasi-invariance ao de la mesure uo :

posant d'abord,

(1.7.6) Ao(z,x) = log(Pp(z+x)/p(x)) (z €ER , x €R),

A
(de telle sorte que a_ = e ° ;5 voir A2), puis,
o
(p) p a
(1.7.7) A, (z,x) = 20 —5 /\o(y,x) (z € R, x€R, p=1,2,3,...),
dy

y=0

les équations (d) et (d') sont équivalentes respectivement aux équa-

tions (d) et (d') ci-dessous,

@ AP0 APz . A(()B)(z,x) k23 Qx) (2 €W, x €R) ;

(ar") (A(()i)(z,x))2+ 2 /\iz)(z,x) =8 z2 P(x) (z €R, x €R).

Et le Lemme 1.5 peut alors &tre reformulé en disant qu'il existe un

@
cocycle additif Ai1) sur IR, et un seul, de classe C et satisfaisant

aux équations équivalentes (d) et (d'). En particulier, 1'équation

(d) détermine entiérement le cocycle additif Ao sur IR [et, partant,
(1)q .
la mesure “o ] a

partir du polyndéme d'interaction Q. Cette équa-

(1) Voir A2,
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tion est ainsi une réplique en termes de la mesure po’ de l'équation

du champ (1.1.6).

L'avantage de l'équation (d) sur 1l'équation (d) réside dans
le fait qu'on peut 1l'étendre aux cas ou d 2 2 en substituant les no-
tions de mesure quasi-invariante et de cocycle additif a celles de me-
sure équivalente a4 la mesure de Lebesgue et de densité d'une telle me-

sure, ces derniéres n'ayant plus alors de sens.

1:2;&" Dans le contexte de la théorie des formes de Dirichlet ou se
place Gross dans [17J, on peut compléter comme suit le Théoréme 1.II :
dans la situation de 1.4, l'opérateur Hamiltonien engendré par la me-
sure quasi-invariante u sur IR est l'unique opérateur fermé H dans
L ( IR, M ) admettant D ( IR) comme cceur et tel que,

(1.7.8) (W‘HW) = % / lw‘{z kg pour tout § € D (R).
R

Cette caractérisation de H est facile a vérifier a partir de
son expression (1.4.5) : si § € D (R), on a, par définitions de W et

¢ en fonction de p,

JCvoyms¥pryr+yrpyr)ax

Nlp

I

Colap) = 3 /(| 2an,
R R
1 ' ) -
= -3 {R( )rdx = o.

néme d'interaction standard (voir 1.3, 1.5 et 1.6) peut étre reprise
de fagon analogue lorsque Q est une fonction a croissance lente conve-
nable; essentiellement lorsque la croissance a 1'infini des dérivées

de Q n'est pas plus rapide que celle de Q (1).

Plus généralement, dans la situation de 1.4, on peut se pro-

(o]
poser de chercher quelles sont les fonctions 0 € C (R) vérifiant

(1) voir aussi & ce sujet la fin de la remarque 1 de 6.3.1.
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(1.4.1) et pour lesquelles 1l'opérateur Hamiltonien

sure W de densité p (avec, par définition, § ( R)
2

auto-adjoint dans L (IR,P-O). I1 semble raisonnable

est le cas dés que p € '5(]12), mais nous ne savons

engendré par la me-
comme caeur) est
de penser que tel

pas le démontrer.

1.7.6.- Pour préfigurer la théorie des champs vectoriels, on pourrait

aussi se placer dans R" au lieu de IR. Mais le probléme est plutdt de

passer deIR a ':f'(IR, R), (voir 6.5.2 a ce sujet)....
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§ 2.- CONSTRUCTION DE LA MESURE EUCLIDIENNE : PROCESSUS DE MARKOV
STATIONNAIRE ET CHAMP EUCLIDIEN CORRESPONDANTS

Dans ce paragraphe, on introduit la mesure Euclidienne spé=-
cifiée par 1l'interaction Q et on étudie, du point de vue développé par

Nelson dans [6], le processus de Markov qu'elle définit.

Il s'agit de construire une mesure de probabilité sur C(R, IR)
(muni de sa tribu standard) possédant la propriété de Markov relative=

ment a la fonction aléatoire canonique (Xt) définie sur cet es=

t € R
pace : En utilisant le critére de continuité des trajectoires de

Kolmogorov, on établit directement en 2.2, l'existence d'une telle me=
sure admettant la mesure quais-invariante Ho sur R spécifiée par Q

(voir 1.5) comme répartition commune aux X et le semi-groupe
(e7H)
t =20

transition (H désignant toujours le Hamiltonien engendré par po 3 voir

.t’
. . 2 .
d'opérateurs Markoviens dans L (]{,uo) comme semi-groupe de

1.4 et la proposition 2.1.2). En outre, il existe une seule mesure ayant
ces propriétés, et cette mesure est portée par un sous espace W de
C(R,IR) N S'(R,R) et vérifie l'invariance Euclidienne (Théoréme 2.1
en 2.,1.3).

On introduit ensuite en 2.3 le champ Euclidien Z en tant qu'ap-

o 2 .
plication linéaire de 4 (R) dans L°( W, ,l) par la relation,

(2.1) o(g) = [ £(¢t) X, dt (f € 4(R)
R

Les propriétés qui font du systéme ( W,F , p ;3 Z) ainsi obtenu
un champ Euclidien sur 4 (R) (au sens donné & ce vocable au § 6 de [6],
y compris la propriété de réflexion et la propriété ergodique) sont
énoncées dans le Théoréme 2,II ; tandis que le théoréme 2,III explicite

la correspondance entre X et le champ quantique introduit au § 1.

La propriété de Markov de I découle de la continuité a droite

de la famille croissante des tribus complétées (t € R) asso-
P

41



2.1.1.

ciées a la fonction aléatoire (X ) laquelle est établie en 2.4

t't € R’
(proposition 2.4.3). Par ailleurs, au lieu du prolongement continu de
Za H~1(HH que postule Nelson au § 2 de [6], on introduit un prolonge=-
ment séquentiellement étroitement continu de Z 4 1l'espace des mesures

bornées (propriété E6 du Théoréme 2.III et alinéa 2.5.4).

L'exposé est complétement indépendant e la théorie des pro=-
cessus de diffusion basée sur les équations intégrales stochastiques et

constitue une approche autonome de la question (voir 2.1.4).

210 Résultat de base ¢ Le_processus de Markov statlonnalre en_cause
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Conformément au § 1, on désigne par Q un polyn8me d'interaction stan=
dard (voir 1.3), par po la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par
Q (voir 1.5), par P la densité de uo et par H l'opérateur Hamiltonien
associé a K (voir 1.4k). En vertu de la proposition 1.6, H est un opé-
rateur auto adjoint positif dans L (R, k) ). Pour chaque t 2 0, on dési-

’ , =tH
gne par N  1l'opérateur borné e dans L (R, MO).

Par ailleurs, on désigne par W le sous-espace de C(R,IR) formé

des applications continues w de IR dans R telles que,

(2.1.1) / Iw(t)lp ——EI—E-< + ®  pour tout p entier =20 3
R 14+t
et, pour chaque t € R , on désigne par Xt la fonction coordonnée d'in-
dice t sur W définie par,
(2.1.2) X (@) = w(t) (w € W) .

Pour chaque sous~ensemble non vide J de IR, on désigne par

G$J la plus petite tribu sur W rendant mesurables toutes les fonctions

Xt avec t € J (R étant naturellement toujours muni de sa tribu boré=-

lienne) ; et on note % la tribu 6:'IR
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2.1.1, 2.1.2,

Enfin, on désigne par IE le groupe Euclidien de R (groupe cons-
titué des transformations de la forme t > €t = u, ol € = Y4etuc R),

et, pour chaque M € E, par Tﬂ la transformation 6."--mesurable de W défi-

nie par,

(2.1.3) Tﬂ(w) =w o n-1 (w € W) , ou encore par,
. -1

(2.1.4) X-n(t)(“’) = xt(T11 (w)) (t €ER, w € W),

En particulier, on note eu la transformation T, de W
u

(u € R), ou Tu est la translation t ® t = u, et S la transformation

Tc ou O est la symétrie t @ - t ; autrement dit, on a,

(2.1.5) x,wu=xtoeu et X =X oS (t € R, u€ R).

2,1.2- Les opérateurs Nt sont Markoviens et régularisants :

PROPOSITION - Pour chaque t = O,

2 L, s .
(1) Dans L™ (R, Ho), 1'opérateur N, est auto-adjoint, contractant, et

t
Markovien en ce sens que,

(2.1.6) Ntw 20 pour tout § 20 (¢ € LZ(IL MO)) ;3 et,

(%.1.7) xa =a 1,

(1) QO € LZ(IL uo) désigne la (classe modulo Mo de la) constante 1

(voir 1.4),

43



2.1.2, 2.1.3.

En particulier,

(2.1.8) /N pap =/ ¢ ap pour tout § € Lz(]R, B).
t o o o
R R
[--]
(2) L'opérateur N induit une contraction de L (R, Mo) dans lui-
A (1)
méme .

®
(3) L'opérateur Nt applique LZ(IL uo) dans C (R) .

(voir la démonstration en 2.2.1).

2.1.3. La mesure Euclidienne M peut &tre caractérisée comme suit

a partir de Mo et du semi=groupe (Nt)t >0 H

THEOREME 2.1.- Il existe une mesure de probabilité K sur ( 01,05) et

une seule possédant les propriétés M1 et M2 suivantes :

(M1) Pour tout t € R, 1l'image de M par X

est la mesure B sur R,
t o

(M2) Pour tout t € R,tout h =20 et tout ¢ € Lz(]R, po),

—

2.1.9) Eu[\ll ox, ./ @’(_m’t]] = (90X, (2)

En outre, la mesure M ainsi déterminée vérifie,
9

(M3) Pour tout m € E, W est invariante par Tﬂ s et,

(M4) Pour chaque p tel que 1 < p < + ®, l'application t = Xt est

continue et bornée de IR daais £P( W, &, ).

(1) Voir aussi la propriété (4) du lemme L4.2.,7 ci=-dessous et la propo-

sition 6.1.1.

(2) Voir ci-aprés en ce qui concerne ces notations.
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2.1.3, 2.1.4k

Pour chaque t € R et chaque § € LO(BL Ho), on désigne par
¥ C)Xt la classe modulo M commune (d'aprés M1) aux fonctions f o Xy
avec f € ¢ [En vertu de M1, ¥ OX appartient a LP(W,O,p) si
/S Lp(]R M ) (1 <p €+ °°)] Et, si 03 est une sous-tribu de &, et
Z €L (W G:,P'), 1'espérance conditionnelle E [Z/(B_] est 1'élément de
L (W’ﬁ% w) défini par la relation (1),

(2.1.10) Ep‘[Y.Ep‘[Z/ﬁ_]] = Eu[Y.Z] pour tout Y € L°(W, &®,u),

oi E [X] [X € LYW, &,1)] désigne 1'intégrale [ Z dp. Ainsi (2.1.9) est

entendue comme égalité entre éléments de Liﬂw,G:,H)(i.e entre classes

modulo W).

La mesure M sur (W,G:) introduite par le théoréme précédent
sera appelée la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q. Le

systéme (W, ®,p ; (T )

neEE’ (Xt)t € I? est le processus de Markov sta-

tionnaire a partir duquel sera construit le champ Euclidien en 2,3.

La démonstration du Théoréme 2.1 occupe les alinéas 2.2.2 a

2.2.,5 ci-dessous (voir aussi 2.1.4 ci-aprés).

2.1.4 4, - Remarque_d'orientation - La problématique adoptée ici différe
de celle ou s'est fixée la théorie générale des processus de Markov
aprés Dynkin et Meyer (voir par exemple Dynkin [11], § 1{1.2,

Getoor [10], § I.2, ou le séminaire [26]) en ce sens que la donnée de
base, au lieu d'étre un semi-groupe de noyaux Markoviens comme dans
cette derniére, est constituée par une mesure de probabilité MO

( ici sur R) et par un semi-groupe (N ) d'opérateurs Markoviens

t 20
dans L (R, H ) laissant u invariante [proposition 2.1.2 ci-dessus].
En outre, la fonction aleatoire (Xt) en cause est définie pour tout
t € R (et pas seulement puur tout t € Kﬁ) eu égard au caractére

Euclidien (i.e stationnaire au sens strict et invariant par symétrie 3

(1) Voir par exemple le § IV.3 de Neveu [8]
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2.1.4.

propriété M3 du Théoréme 2.1) du processus stochastique auquel on st'in-

téresse.

Le rapport des deux problématiques peut &tre précisé comme
suit : Notant que, pour chaque t >0, @ € C:(BO entraine N, € c'(m)
[proposition 2.1.2], on définit un noyau borélien n, sur Iél) en po=-

sant, pour chaque ¢ € C:(Iﬂ,

(2,1.11) / nt(x,dy)w(y) = Ntw(x) pour chaque x € R,
R

1)

Le noyau n, ainsi introduit est, en fait, Markovien( , et la

t
relation (2.1.11) a lieu pour toute fonction ¢ borélienne bornée sur R

(en particulier, n_ est fortement Fellerien) ; donc,la famille(né

t t 20

. . 2 : .
constitue un semi-groupe de noyaux( ) Markoviens ; autrement dit une

fonction de transition sur IR (ces propriétés sont établies par Priouret

et Yor dans [27] 3 voir aussi la remarque 2,2,2).

Cette fonction de transition (nt) engendre un processus

t 20

de Markov non interrompu X = (Vf, m’(Px)xEIR’ (Xt) +) sur R au sens

t €IR
donné a ce vocable, par exemple, par Getoor au § I.2 de [10]. Ce pro=
cessus admet une version a trajectoires continues, et la mesure canoni=-

que P = f Pxpo(dx) sur C(R+,BU correspondant a la répartition ini=-

Ho R

tiale uo coincide avec la mesure induite sur cet espace par la mesure W
qu'introduit le Théoréme 2,I ; la mesure uo pouvant &tre caractérisée
comme l'unique mesure de probabilité sur IR invariante par la fonction de

transition (nt) En fait, le processus X ci-dessus est le processus

t 20°
engendré par l'opérateur différentiel A: ¢ 4-% o= Co' (p ED (R)) ; et

K

en tant que tel, il peut é&tre construit a partir d'un mouvement Brownien

(1) Voir Meyer [9], alinéa IX.2,

(2) Voir Meyer [9], alinéa IX.36.
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standard (Bt) en résolvant 1'équation intégrale stochastique

t €IR
+

t
(2.1.12) X, =X + B, - ({ ¢(x)as (t € R )

On peut déduire 1le théoréme 2.I de cette construction ; et

obtenir ainsi une caractérisation du semi-groupe de noyaux (nt)t >0
=

directement en termes de l'opérateur de diffusion A (voir a ce sujet

Priouret et Yor [27]).

Conformément au point de vue Hilbertien adopté dans ce travail,
le théoréme 2.I va &tre établi ici en construisant directement la mesure

b sur W a partir de la mesure uo et du semi-groupe (Nt) d'opéra-

t 20
2 . ,oas s
teurs dans L (R, Ho), sans passer par l'intermédiaire des mesures

Px (x € R) du processus de Markov X(i).

2,2,~- Démonstration - 2,2,1.,- On établit d'abord la proposition 2.,1.2 :

, < s 2
L'opérateur N, est auto-adjoint et contractant dans L™ (R, uo) par cal=-

cul fonctionnZl, puisque H est auto-adjoint positif (proposition 1.6) ;
et la relation (2.1.7) résulte de ce que no € D(H) et Hﬂo = O par défi-
nition de H (Théorémes 1.II et 1.III en 1.4 et 1.5). Pour établir en-
suite (2.1.6), il suffit, d'aprés la derniére assertion du Théoréme 1.III,

tﬁv

s s o 2 -
de vérifier que, pour § € L"(R), ¥ = 0 entraine e 2 0. Or, cette

propriété résulte de la formule de Trotter

-tﬂ 2n ~o o' n
(2.,2.1) e ¥ = lim (e e ) v
noy o
t 2 t A
" Em Y . "~ &)
et de ce que les opérateurs e et e possédent la m&me pro-

priété ; la formule de Trotter (2.2.1) découlant du Théoréme Ck et de

(1) Voir aussi a ce sujet la remarque 2 en 2,4,1 ci~dessous.
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2.2.1, 2.2.2.

12

Pal
> + Q(io) (propo-

ce que H coincide avec la fermeture de l'opérateur
~

sition B1). Enfin, (2.1.8) résulte de (2.1.7) et de ce que N‘t est auto-
adjoint via les égalités :

ﬁth¢ ab = (@ N ¥ = (N [¥) = (@ ]¥ = ﬁzw dk . D'od la propriété

(-]
(1). En ce qui concerne la propriété (2), si ¢ € L (R, uo), on a, pour

tout § € R, - \W\\mﬂo <@ eig\k < \WH@ Qo : d'ou, d'aprés (2.1.6) et

(2.1.7), = |l¥ll & <Bee'Sn v < |4l|u8, 5 donc aussi [|B oSy vl < |vll,, 5

et finalement HNttH\m < H\H\w, puisque \\Ntv\\= sup \\@n« eigNt\kHw. Enfin,
ECIR

la propriété (3) résulte de ce que N, applique Lz(]R, P-O) dans N p(H™)
n

et de la propriété (2) de la proposition 1.6.
cqfd.

242,2.,~ Pour établir le théoréme 2.I, on commence par déterminer les

lois marginales de la mesure W cherchée (voir le lemme 2.2.3) :

LEMME - (1) Pour chaque partie finie J de IR ayant n =2 2 éléments, il
existe une mesure de probabilités m g et une seule sur ]R‘;r telle que,

pour toute famille ((;:J.)1 <j<n d'éléments de D(R)

(2.2.2) [/ #am =/ N (oN
J 1 tz-t1 2 t3—t

(cerealo N ®)...)ap P
r® R 2

1 tn_tn-l n o

ou t1 < tz < .ee <t est la suite strictement croissante des éléments

n
de J et ou & = ( & ©.) o y_, en désignant par y_ la bijection
. J J J
1<jS<n
J n
i -
canonique (xt)t €3 (xt ) de IR sur R . En outre, pour

j1<j<n

(-
(1) La quantité sous le signe somme au second membre est dans L (IR ,p»o)

en vertu de la propriété (2) de la proposition 2.1.2
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2.2.2

chaque partie J de IR ayant un seul élément, on note m la mesure sur

Ig-canoniquement identifié a Ho.

(2) Pour tout couple Jl’JZ de parties non vides de IR telles que

J1C_J2, m

5 par la projection canonique de

est 1l'image de mJ

J J1 2

Ilz sur R 1.

En effet, l'unicité de la mesure m ; vérifiant (2.2.2) pour
toute famille (cpj)1 €j<n d'éléments de ® (R) est standard ; et on dé-

finit une telle mesure en posant, pour chaque partie borélienne A de mq

(2.2.3) m (&) =/ W (ax) /n_ _,

(x_,dx_) R (x
R R 227% 1 2 g

t -t n=1’

dxn)
R n n=-1

1A(‘VJ(X1,-o-,xn))a

(1)

ol, pour chaque t > 0, n, est le noyau borélien sur R défini par la

t
relation,

(2.2.4) fnt(x,dy)cp(y) = N,o(x) (x €E R, 9 € C (R)) ,
]R“ (o]

a partir de Nt considéré comme opérateur de CO(HU dans C(IR) Erelation
(2.1.6) et propriété (3) de la proposition 2.1.2]. On remarque que, en
vertu de (2.1.7) et du théoréme de Lebesgue appliqué a une suite (¢n)

d!'éléments de CO(IO croissant vers 1, on a
(2.2.5) nt(x,I0=1 pour po—presque tout x € R ;

d'ou il résulte qué (2.2.,3) ci-dessus définit une mesure de probabilité,

(1) Voir Meyer [9], alinéa IX.2.
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2.2.2, 2.2.3.

Ce qui établit la propriété (1). Et le caractére projectif de la famille
des mesures m [propriété (2)] résulte aussi de l'expression (2.2.3) de

ces mesures et de (2.2.5).
cqfd.

Remarque.- Ainsi qu'on 1'a mentionné en 2.1.4, 1e noyau ng défini par

(2.2.4) est en fait Markovien ; autrement dit, on a,
nt(x, R) =1 pour tout x € IR.

Cela résulte de la théorie développée par Priouret et Yor dans [27J 3
mais on aimerait pouvoir 1l'établir directement...quoi qu'il en soit,

(2.2.6) suffit pour les besoins de la démonstration ci-dessus.

2.2.3.- L'unicité de la mesure M résulte de fagon standard de la défi-

notion de la tribu 0 et du lemme suivant ou, pour chaque partie finie
non vide J de IR, XJ désigne la projection canonique w = w/J de W sur
RJ°

LEMME.- Pour qu'une mesure de probabilité W sur ( M,G:) posséde les
propriétés M1 et M2, il faut et il suffit qu'elle vérifie : (ME) pour
toute partie finie non vide J de IR, l'image de { par l'application
(1)

mesurable XJ coincide avec m

En effet (2)

, soit M une mesure de probabilité sur ( W,G‘) sa-
tisfaisant M1. Si M satisfait M2, on a aussi

(M21') Pour tout n 2 2, toute suite (t.) telle que t, < ... <t _,
J < i < 1 n
1S jJSsn
et toute suite (9.) d'é1éments de PD(R),
J1<j<n

(1) Voir le Lemme 2.2.2.

(2) Voir a ce sujet l'exposé N°3 de [26], le § I.2 de Getoor [10] ou
le § III.2 de Dynkin [11].
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2.2.3

n
(2.2.6) E[Tgp, ox, ]=1/eN (o N (eoulep N © ) ooo)dp
- -t - -t
Hrj=13 tj m1t2t1 21:3 2 nltn n-—1n o
[vérification standard pour récurrence sur n . Inversement, si P sa=-

tisfait M2', alors, pour tous t € R, h 20 et ¢ € P (R), on a,
Ep‘[F < (oo x )] = EfF . (N@) o X, )]

t

@ (1) H
pourtoutFEI(W,&'(mtJ) e la forme F = n¢joX ofxtjitet
-y . .
Jj=1 J

cpj € D(R) (j = 1,2,¢00e,0 3 n 2 1) ; donc aussi pour tout

-]
e ( W,@'(_m t])" d'aprés le théoréme de prolongement par mesurabim
9
(2)

lité ;5 autrement dit, M satisfait M2. On conclut alors au lemme en
remarquant que (2.2.6) s'écrit aussi EM[Q o XJJ = fJT de avec les
notations du lemme 2,2,2,. R

cqfd.

De ce lemme, il résulte que M vérifie M3 dés qu'elle vérifie

M1 et M2 : En effet, supposant que XJ(M-) = m_ pour chaque J, il suffit

J
de montrer que les mesures Tn(u) (n € E) ont la m8me propridté. Pour cela,
désignant par my la bijection (xt)t e 5 (x 1 ) de ]RJ sur
m “(u) u € n(J)
n(J -1 -1 .
= X H
R , on remarque que XJ o T'ﬂ 'T]J o n(J) donc, puisque

N -1 . .
X,q(J)(P‘) = m'ﬂ(J) par hypothése, on a XJ(T (M)=m_ si et seulement si,

n J

(2.2.7) me(g) = ’ﬂJ(mJ) .

o
(1) Si (E,§) est un espace mesurable, on note £ (E,§) l'espace des fonc-
tions complexes sur E qui sonté-mesurables et bornées.,

(2) Voir, par exemple, Meyer [9], Théoréme I1.20.
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2.2.3, 2.2.4.

I1 suffit donc de montrer que cette relation a lieu pour chaque J et

chaque M. Mais, d'aprés la propriété (1) du Lemme 2.2.2, 1l'égalité

N

(2.2.7) équivaut a 1'égali.é ,

(2.2.8) /¢ N (eo( o N © Jeeo) di
R Y1 2™ Yn-1 “n"Yn-1 Yn °

=j¢ N (-.-(Cp N ®, )....) dp ,
R n(ti) ty-ty n(t tmt g T](tn) ()

n-1) n

pour chaque famille (¢ ) de fonctions de (IR) , en désignant
®uu

€ n(J)

par t1 < Lee< tn (resp u, <...< un) la suite trictement croissante des
éléments de J (resp M(J)) . Or, si M est une translation Ts’ on a

uj = n(tj)‘(i £ j €n) et uj - =t, -t (2 < j €n) ; donc

u. . .
Jj-1 J Jj=1
(2.2,8) est identiquement satsifaite ; et si M est la symétrie
i < - = t -
n-j+1) (1 €£§ <n) et uj uj-l n=j+2 tn-j+1
(2 € j Sn) ; ce qui fait que (2.2.8) résulte du caractére auto-adjoint

c:t=>-1t, ona u; = Ul

des opérateurs Nt' Ainsi la relation (2.2.7) est satisfaite pour M = Ts

(s € R ) et pour M = ¢ ; donc pour tout M € E, D'ou la propriété M3 pour

v en méme temps que M1 et M2,

2,2,4,=~ Afin de montrer l'existence de M, on commence par appliquer le

théoréme de Kolmogorov (1) au systéme projectif des mesures m

~ ~
(Lemme 2.2.2), ce qui fournit une mesure de probabilité B sur ( W ,6:)

~ O~
telle que XJ(M) = m,J pour toute partie finie non vide J de R, en posant
~ ~ o~ ~
W = IGR et en désignant par &, Xt et XJ les termes canoniquement définis
sur cet espace comme G ) Xt et XJ le sont sur W. Le processus stochasti-

~ NN ~
que (W, &, b ; (xt)t € ]2 ainsi construit posseéde la propriété de con-

tinuité suivante : (C) Il existe une famille (Y
~ ~
& -mesurables de W dans IR telle que,

t)t €m d'applications

(C1) Pour chaque t € R, Ekiw € ﬁth(w) = i;(w)}) = 1,

~
(C2) Pour chaque w € W, l'application t = Yt(w) est continue de IR dans
]R.c

(1) Voir par exemple [8] pages 78 et 79 ou [12] pages 20 et 21.
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2.2,k

C'est un résultat classique de la théorie générale des fonc-

tions aléatoires que cette propriété résulte de ce que,

LEMME - Il existe C > 0 tel que, pour tous t € R et s € R,

(2.2.9) [ X -X

[On peut établir que ce Lemme entraine la propriété (C) a partir des

propositions III.4k.3 et III.5.3 de [BJ : La proposition III.4.3 fournit
d'abord une fonction aléatoire séparable (Yt)t € ntvérifiant Cl1 ; apreés
quoi la proposition III.5.3 avec @ = 4 et B = 1 entraine que 1'on peut

~ ~
modifier (Yt) sur un sous-ensemble M=-négligeable de W de telle sor-

t €R
te que C2 soit aussi vérifiée. On peut aussi procéder directement (i.e

sans faire appel 4 la notion de fonction aléatoire séparable) comme dans

[12], pages 30 a 33 ]¢

On montre maintenant le Lemme ci~dessus : on remarque d'abord

que, si h = |t - sl, on a,

(2.2.10) fﬁ(Wth)(eexs)dp = ]wa N 6 ak = £(Nh¢) 6 aw ,

~
pour tous ¥ et 6 dans ® (IR) d'aprés (2.2.2) et la définition de K (en
prenant J = {t,s}) ; donc aussi pour tous § et O dans LZ(IL Mb). Dési-
gnant alors par X l'application identique de IR, et tenant compte de ce

k 2
que X € L (R, uo) pour tout k > 0 [Lemme 1.5, relation (1.5.4.)], on a

~ oo h i
[IX,=X_|"an= 2 [ X b - & / xNh(XB)duo + 6/ szh(xz)du -4 f XBNh()(jdu ,
W R R R ° R °

~ ~ L
en développant (Xt - XS) par la formule du bindme ; ce qui peut aussi
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stécrire,

~ ~ L
(2.2.11) /‘ﬁ,IXt - X_|

puisque (X3INAX» = (x]Nh(x3» . Mais, d'une part XF € D(Hz) pour k

~ L 3 2 2
ak = 2(Q_[x") - 8(x|N (x7) + 6(x” [N, (XN,

= 2,3

(propriété (2) de la proposition 1.6), et d'autre part, pour § € D(H)

et s 20,

S
(2.2.12) N¥ = - £ NH ¥ du

. , . 2 N .
[1'1ntegra1e étant convergente dans L™ (R, MO)] 3§ d'ou, en faisant dans

cette relation, d'abord ¥ = xk, puis ¢ = ka,
h
k k k
N (X)) = X -vaH(X)dv ,
(o]
h A\
(2.2.13) Nh(xk) = x5 = nHO) + [av [ N, 12 () au
[o] o

puis,

(k

2,3)

.
K

et en portant (2.2.13) dans (2.2.11), on obtient, aprés simplification,

ai = 2 nla(x|HGEY) - 363 H(EY ]

h A4 h \4
- 8x|/ av [P0t aw s 603 | av [N pE2 () aw)

o o o o

au second membre, le second et le troisiéme termes sont majorés en mo-

dule respectivement par &4 hzan HHZ(XB)H et 3 hzuxzu HHZ(XZ)H. Pour

achever la démonstration du lemme, il suffit donc de montrer que,

(2.2.15) wix[HOAY = 363 3 = o
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2.2.4, 2.25

or, H(xk) (k = 2,3) étant donné par la relation (1.6.2) [pro-

position 1.6], on a,

k=2 k-
H(xk)=--;—k(k-1)x + k¢ X

L [HGEY - 3GEH(EY

g [ [- 33 3¢°] aw -3 [ [- K2+ o20] av,_,
R R

-3/ (3¢ - 2] an

-3/ [szp(x) + x39'(x)] dx, puisque
R

po a pour densité P et puisque { = - % p'/p (voir 1.4),

= O puisque P € 'J(BH (Lemme 1.5).
cqfd.
2+2,5 = Pour conclure, on établit 1'existence de B a partir de la pro-
priété (C) : On remarque d'abord que alpresque toutes les tajectoires
de la fonction aléatoire (Yt)t € Klvérifient la relation (2;}.1). En
effet, l'application (t,w) = Yt(w) étant mesurable de RX W dans TR
dt de ﬁldans [O,+ “] est

d'aprés C2, l'application w - / lYt(w)Ip
R 1+ t

mesurable pour chaque p 2 0, et on a, d'aprés le théoréme de Fubini,

2 2

[ W) [y )P =2 o [ S [y, () ]P B(aw)
W R 1+ t R 1+ t° W

/ ——EZ'E fh,li;(w)lpﬁkdw) d'aprés C1,
R 1+t W
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2.2.5.

/ dt > f |xlp P»O(dx) par construction de T; .
R 1+t R

D'ou, puisque X' € Ll(]R, l-bo) [lemme 1.5, relation (1.5.4)],

dt

<+ ®
2

(2.2.16) [ W) [ |¥ @) [P
W R 1+t

~ ~
Ainsi) désignant par \Wb 1'ensemble des w € W tels que

~
~
/ lYt(w)lp & <. pour tout entier p = 0, on a \Wb € F et
R

2
1+t

~ ~ ~
o ( \Wb) = 1. Cela étant, soit Y 1l'application de Wb dans W associant

~y
4 chaque w € \wb sa trajectoire t - Yt(w) (laquelle appartient & W par

~
définition de \Wb ). Cette application est mesurable lorsqu'on munit

~

~ ~
\Wb de la tribu G’b induite par & , puisque Xt(Y(w)) = Yt(w) (t € R,

~
w € \wb) ; et, pour chaque partie finie non vide J de R, on a, d'aprés
C1,
~ ~ ~
(2.2.17) XJ(Y(w)) = XJ(w) pour M-presque tout w € \Wb.

I1 est alors clair, d'aprés (2.2.17) et le lemme 2.2.3 que l'on obtient
une mesure de probabilité p sur ( W, ® ) possédant les propriétés M1 et
M2 en p:enant 1'image par Y de la mesure induite sur (ﬁb’ ’G}lb) par la
mesure M . En outre, cette mesure posséde la propriété M3 ainsi qu'on
1'a vu en 2.2.3. Enfin, en ce qui concerne la propriété M4, on remarque
que l'ensemble des Xt(t € R) est borné dans £ ( W, ,1) pour tout
r < +® d'aprés la propriété M1 et le lemme 1.5 [relation (1.5.4)]. Ainsi,
pour chaque t_ € R et 1 S&p <+ ® Jl'ensemble des |Xt- Xt lp (t € R)

o

, 2 . . . ,
est borné dans £ ( W,G:,P:) 3 donc cet ensemble est uniformément intégra=-
ble (voir Meyer [9_], Théoréme II. 22), D'ou (voir Meyer [9], Théoréme

II. 21), 1im ||Xx, = X, || = 0, puisque 1lim X, (w) = X, (w) pour tout
t t t t
t = to op t - to o

w €W, cqfd.
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2.2.5, 2.3

2 3.- Champ Euclldlen et champ quantique j Theorle de Nelson en dimension

2)

Oon désigne( par B la mesure Euclidienne spécifiée par 1'in-

2
(3), par.’é 1'espace de Hilbert L (W,G,M), et, pour chaque

teraction Q
t € R, par Et la classe (modulo k) de Xt. D'aprés la propriété Mh (Thé-
oréme 2.I), 1l'application X : t -Pz(_t est continue et bornée de IR dans
JL ; on peut donc définir 1l'application linéaire Z de J(]R) dansx en

posant,

(2.3.1) (£) = [ £(1) X, at (£ € (R,
R

1'intégrale du second membre étant absolument convergente dans .H;.

Pour chaque ouvert non vide U de R, on désigne alors par S’U
la sous-tribu de (Y engendrée par les Z(f) avec f € 'J (IR)et supp fCc U
(autrement dit, G'U est la plus petite sous~tribu de F rendant mesurables
toutes les fonctions G : W - € appartenant aux classes Z(f) avec
f € ’f (R) et supp f ¢ U) ; et, pour chaque fermé non vide F de R, on
désigne par GF 1'intersection des tribus B/U avec U ouvert et U D F,
Enfin, on désigne par 2 la classe (modulo W) de la fonction constante

égale a 1 sur W.
Cela étant,

THEOREME 2.II - Le systéme & = (W,&,u ; (T.)

vneEE’ Z) posséde (en

(1) Un lecteur principalement intéressé par la quasi~invariance de la
mesure Euclidienne peut sauter sans inconvénient cet alinéa.
(2) Avec les notations introduites au § 2.1.1.

(3) Voir 2.1.3
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2.3.

(1)

plus de M3 ) les propriétés suivantes :

(EO) Pour tout £ € € (R), Z(T) = (¢
(E1) L'application linéaire £ est continue de 4 (R) dansJG .

(E2) Pour toute demi-droite ouverte U et tout Z € LZ(W.O'U,P»),
(2.3.2) E (2/0, ] = £ [2/6, ] (2) |
° B CU- T Tl dU ?

(E3) Pour tous f € 15(]R) et M€ E,

(2.3.3.) Z(f om) =

I
g
2
©
H

3

Ek 2 -
(E4) Pour tout z € L (\w,&{o},u), zZOT, = 2.

(E5) La mesure K est ergodique pour les translations et(t € R) en

ce sens que les multiples de Q (i.e les constantes) sont les seuls

éléments Z de o tels que 2 @ 6, = Z pour tout t € R.

Pour chaque Z € LO’(W,G-',M), z 0 T"’] désigne naturellement la
classe (modulo M) commune (propriété M3) aux fonctions G o T'T] avec
G € z.

Ainsi, § = (W, 6 ,u ; (T'ﬂ)'ﬂ € E’ Z) constitue un champ Marko-
vien Euclidien sur S(IR) (propriétés EO & E3) selon la définition donnée
par Nelson au § 6 de [6] (avec 4 au lieu de B; voir aussi la remarque
2.5.1) ; et ce champ posséde la "propriété de réflexion" (E4) et la pro-

priété ergodique (E5).

(1) Voir le Théoréme 2.I en 2.1.3.

(2) Si U= (- ®», a] ouU =]a, + °°L % = {a} 3 voir la remarque 2.5.1.
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2.3

En outre, le champ Euclidien é fournit, par la démarche de
Nelson, la réalisation de Guelfand-Segal du champ quantique d'inter-

action Q (voir le théoréme 1.III en 1.5) :

THEOREME 2.II1.- En plus de la propriété M3 et des propriétés EO a

E5, le systéme & = (W & ,p ; (Tﬂ) ;3 Z) posséde les propriétés
me€IE

suivantes :

(E6) L'application I se prolonge de fagon unique en une application
’ »

linfaire séquentiellement continue I de W(b( IR) muni de la topolo-

gie étroite (1) dansjc ; et on a,

(2.3.4) E#(E) = fl(_t E(dt) pour tout § € Wlb(]R) ; et,
I IR
(2.3.5) X, = E’(s ) our tout t €m (2

«3. 2 = t p .

(E7) La tribu 9’101 coincide avec la tribu engendrée par 1(_0 ; et

(3)

1'application U0 ¢y 2>V 0 2(_0 est une isométrie de Lz( ]R,po) sur

LZ(W,<9'{O},M.

(E8) Pour tous t =0 et Z € Lz( W ,49/10}&),

-1
(2.3.6) Uy N, U 2 = E[z08,/ «9{02].

(1) W(b( IR) [resp Cb( ]R)] désigne 1'espace des mesures [resp des fonc-
tions continues] bornées sur IR ; et la topologie étroite est la topo-

logie faible O(mb( R), Cb( R)).
(2) Voir la remarque 2.5.4

(3) On désigne naturellement par § ® la classe (modulo W) commune

X
2o
aux fonctions f o G avec f € § et G € _)_(_0 (voir 2.1.3).
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2.3.

(E9) Pour tous Y et Z appartenant a Lz(w,eio},P) tel que ,
{

vty € D(HVZ) et Uz € D(HVZ), ona¥Xx z€L W, Fu, et,
o o -0

-1 -1 - (1)
(2.3.7) (U "y[# uotz) = Eu[Y X, z]

En particulier, il existe C > 0 tel que,

(2.3.8) [E[Y X z]| <c |l(x + " v ty|| s )" uZ'z|)

pour tous Y et Z appartenant a Uo(D(H%» .

Nous ignorons si le champ Euclidien § en cause ici admet (pour
1'interaction Q la plus générale) un prolongement linéaire continu de
H-i(nl) dans LO(WV,G{,p) ainsi que le postule Nelson dans les § 2 a 5
de [6]. La propriété (E6) remplace avantageusement ici ce prolongement,
et permet de "récupérer" le champ (Euclidien) Et a l'instant t (relation
(2¢3.5)) a partir de I (défini seulement sur 'J(Iﬂ) sans avoir a affronter
les difficultés du § 6 de [6](2) ; la propriété (E7) assure l'équiva=-
lence unitaire de 1'espace56:= LZ(W,G'O},u) de Nelson avec l'espace
LZ(BI,HO) qui porte la réalisation del Guelfand-Segal du champ quanti-
que d'interaction Q (voir 1.5). La relation (2.3.6) correspond alors a
la relation (4) de [6] par laquelle Nelson définit le Hamiltonien H via

—tH)
t=0°
quantique € a 1'instant zéro [considéré comme forme sesqui-linéaire

le semi-groupe (e Enfin, la relation (2.3.7) relie le champ

1, o 1
sur D(Hé) X D(Hé)] au champ Euclidien 50 a 1l'instant zéro j; et la rela=-

tion (2.3.8) exprime que 1l'hypothése (A) de Nelson (§ 4 de [6]) est sa-

(1) (-

rateur de multiplication par ¥ dans cet espace (voir 1.4 et 1.5).

L s . . 2
+) désigne le produit scalaire dans L (Bl,po), et Qo est 1'op -~

(2) Voir aussi la remarque 2.5.4.
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2.3,2.k,1

tisfaite ici avec k = = 4 = 1.

2,4k, = Complements sur_la proprlete de Markov de la mesure Euc11d1enne

l-&(i)

2,4, 1.~ On introduit d'abord la forme générale de la propriété de

Markov :

PROPOSITION - (1) Pour tout t € R et tout Z € L1(w,6=‘[t +m),u),
b

(2.4.1) Eu[z/ @J(-w,t]] = E“[z/ a:'{t}].
(2) Pour tout t € R et tout z € L (W, (5"(_UD t]’“')’
(2.4.2) E 2/ “[t,w)] - 5 [z/ &’M].

(3) Il existe une application linéaire continue MH de
!.(W} ﬁto +“),u) dans L (Il u ) et une seule telle que, pour tout
t € R et pour tout z €.t (W, W[o m),u).

(2.4.3) M,(2) @X, = Eu[z 08,/ Gz_m,t]].

En outre, MN est un opérateur Markovien en ce sens que,

1
(2.4.k) Mp'(Z) >0 pour tout z =20 (Z € L™ (W, G’[O,+w),p)); et,

(2.4.5) M(Q) =Q ;
o o

(1) La situation et les notations sont celles intervenant en 2.3.
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2.4.1.

et, MH induit une contraction de Lp(W} Gto,+“)’“) dans Lp(]l,uo) pour
1S p S+ %

Les propriétés (1) et (2) seront appelées respectivement la

(1).

propriété de Markov et la propriété de Markov rétrograde de W

En effet, par une vérification standard, on déduit d'abord de

la propriété M2 que (2.4.1) a,lieu pour tout Z de la forme

n
f ¥, 0 X,

(=]
avec Wj €L (B{,uo) et tj Zt (j = 1,2,000,n 3 n 21) 3 dlou
j=1 J

il résulte que (2.4.1) a lieu pour tout Z € Lm(w, Gtt +m),u) d'aprés le
théoréme de prolongement par mesurabilité(z) ;5 et finélement pour tout

Z € Li(mg Gf[t +w),u) d'aprés la continuité en moyenne des espérances
conditionnellés. D'ou la propriété (1). On peut en déduire 1la propriété
(2) en utilisant 1l'invariance de W par la symétrie S (voir la remarque 1

. . 1 1
ci-dessous) : Si Z € L™ (W, (<w,¢]7*)r on @ 20S €L (w,G?'[_t’+m),u), et,

E}L[Z/G"[t,-q-m)] = Eu[ZOS/ (F-“,-t]] ©S par 1l'invariance de W,

j]@s d'aprés la propriété (1),

s lzos/ @)

EH[Z/ Git}] de nouveau par l'invariance de W.

Enfin, remarquant que l'application Uo : ¢ - W(DXO est une isométrie de

Li(Il,uo) sur Ll(W, Eﬁoi,p) [Théoréme 2,1, propriété Mi de u], la pro-
priété (3) résulte immédiatement de la propriété (1) en posant
MM(Z) = U;l(Ep[Z/ Gk)}]) s l'opérateur M ainsi défini étant Markovien

. -1
en m&me temps que les opérateurs U0 et EH['/ Gﬂo}].

cqfd.

- oo o o

(1) Voir 4.2.1 et la remarque 1 ci-dessous.

(2) Voir par exemple Meyer [9], Théoréme I1.20.
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2.4.1, 2.4,2

Remarque 1 - La propriété de Markov rétrograde de P est conséquence de
la propriété de Markov indépendamment de l'invariance de M par la symé=-
trie S [voir 4 ce sujet 1l'exposé N°3 de [26] (Théoréme 1, page 3.03) ou
le Théoréme 1.3 au § I.3 de Getoor [10]].

Remarque 2 - On peut déduire de la proposition V.4.4 de Neveu [8] que

l'opérateur Markovien M est associé A& une probabilité de transition

n
P(x,dw) de R dans C(]P_L‘_,IR) : une version de cette probabilité de transi-

tion est fournie par la famille (Px) des mesures qui constituent

x € R
le processus de diffusion X mentionné en 2.,1.4 ci-dessus.

la sous-tribu de 0% engendrée par G’ UJ(" ouf {A € G"'lu(A) = O} et par

2, 4.2.- Pour - chaque sous-ensemble non vide J de IR, on désigne par_@_"J

6: +1'1ntersect10n des tribus @J avec U ouvert et U 2> J. On note que 6:‘J

est aussi la sous-tribu de engendree par la réunion des classes -)St
(1)

avec t € J . Cela étant,

LEMME - (1) Pour tout t € Ret tout z € L (W, @’[t SRR
9

(2.4.6) B [2/€ o (1) = BLZ/ Gy
(2) Pour tout t € Ret tout z € L (W, f(_@ t],u),
+
(2 4.7) Eu[Z/ _[t,w)] = Ep[Z/Fit} .

En effet, on déduit d'abord la propriété (2) de la propriété(1)
comme en 2,4.1 la propriété de Markov rétrograde de la propriété de
Markov. Ensuite, comme dans la démonstration de cette derniére en 2.4.1,
on s raméne a établir la propriété correspondant & M2 : Pour tous t € IR,
h 20 et ¢ € Lz(]R,l.Lo),

"t
(2.4.8) Ep[w ox“h/@z_w,t]j =NV OX,

(1) Voir le début de 2.3.
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2.4.2, 2.4.3.

Et, pour cela, il suffit [1es deux membres de (2,4.8) étant fonctions
continues de ¥ € LZ(IQ Ho)] de montrer que, pour t € R, h =0,

Vv € Cb(IU et A € —I-“,t]’ on a,

(2.4.9) Ep[iA.(W o X, ] =rEl1,.(n ¥ ox)].

[on note que th € Cb(]ﬁ d'aprés la proposition 2.1.2]. Or, posant

tn =t + a pour chaque n entier > 0, on a A € @‘ donc,d'aprés M2,

—( -, tn] ?

o X = E . X .
E“‘[1A (v ox, ] W1 @9 0 x )]
n+h n
D'ou (2.4.9) en passant a la limite dans cette relation lorsque n tend
vers 1'infini, ce qui est licite, d'aprés le théoréme de Lebesgue et la

continuité des trajectoires de la fonction aléatoire (Xt) puisque

t € R’
les fonctions § et th sont continues et bornées.

cqfd.

Remarque - On établirait de mé&me la propriété de Markov forte pour le pro-

cessus en cause (voir a ce sujet Getoor [8], § I.8, Théoréme 8.11).

2.4.3.= On en vient maintenant a la continuité a droite des tribus g& :

(1)
(2.4.10) G, =f= . .
J J et g_J = Q:J

(2) Si J est un intervalle fermé de R, on a,

l(2.4.11) G, =€

En effet, la seconde égalité (2.4.10) résulte de la premiére, laquelle
découle de la continuité des trajectoires de la fonction aléatoire

(Xt)t €ER® D'ou la propriété (1). Pour établir ensuite la relation

(1) T désigne la fermeture de J dans IR.
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2.4k.3

(2.4,11), il suffit de montrer que ,
+
(2.4.12) Eu[Y/g_JJ = Ep[Y/fJ]

pour tout Y € LQ(W,@', k). Supposant d'abord que J = (-°°,t], grice au
théoréme de prolongement par mesurabilité, on se raméne a montrer que
(2.4.1020) a lieu lorsque Y = Y1Y2 avec Y1 € LW(W,@E_‘»’t],u) et

Y2 €L (W,G"[t’+w),p) ;3 ce qui résulte des propriétés (1) de la proposi=-
tion 2.4.1,du lemme 2.4.2 et de ce que EH[Yle/ﬁ] = Y1E|.L[Y2/ﬁ] pour

&= g(-“,t] et R= El(--“,t]' Et on conclurait de m&me lorsque J = [t,+°°) a
partir des propriétés (2) des mémes énoncés. Supposant ensuite que

J = [a,b] (avec a<b), il suffit de mé&me de montrer que (2.4.12) a lieu

(-] (o]
lorsque Y = Y Y Y , avec Y, €L (W’g-m,aj’“)’ Y, €L (\W,F[a’b],u) et

3’
® . + .
Y3 €L (W,ﬁ"[b’+m),kb). or, si 0= g—[a,b] ouf3= (f-[a,b]’ on a, puisque
A C f(_m b] et (bcf[a ro) d'aprés ce qui précéde,

9 ,

Ep[YleYB/(:)] = Eu[Eu[YinYj/ E(-@,b]]/ R,

e ly, v, B [¥,/ f(_w,b]]/ Bl

EP'[Y1Y2 EM[YB/ﬂb}I/ 43], d'aprés la propriété de

Markov de p(l),

P Y Yy B/ V6, ey VB ]

B Ly, B LY, /6 I, 1Y /67, ey 1/ 8],

= B,[Y, Ep[Y3/0—"{b}j Eu[Yl/@{a}]/ Nl

(1)

d'aprés la propriété de Markov rétrograde de W . Ainsi,
LY YYy/ @) = v, B Y, /7 4] B,/ 6, 1]

D'ou (2.4.12) lorsque Y = Y1Y2Y3.
cqfd.

(1) Proposition 2.k.1.
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2.4.5, 2.5.1.

Remarque - Nous ignorons si l'on a 07 = EJ pour tout fermé non vide

"""" (1) -7

2,5.1.- Les propriétés EO, E1 et E3 sont immédiates [voir(z.l.lt) en ce

qui concerne EB:]. La propriété de Markov E2 résulte de la proposition

2.4.1 [propriétés (1) et (2)] et de la proposition suivante :

PROPOSITION - Si JC R est un intervalle ouvert ou un intervalle

fermé, on a G'J = _(EJ.

En effet, en vertu de la proposition 2.4.3 [propriété (2)],
suffit de montrer que O’J = EJ lorsque J est un intervalle ouvert. Or,
dans ce cas, en vertu de la continuité de l'application t —)Z('t de 1R dans

2
=1 (W,F,n), d'une part % contient EJ car, si (fn) est une suite stan-

dard de fonctions de £ (IR ) approximant 8,, on a X, = 1lim Z(f ) (limi=-
t -t ne n

2
te dans¥), donc Et €L (W,%,M) pour tout t € J ; et d'autre part 6:1
contient @_’J, car, pour chaque f € ’.f(]R), Z(f) est limite dansx d'une
suite de sommes de Rieman, lesquelles appartiennent a L ((W CF , W) dés
que supp £ J. cqfd.

Rema{ggg - Nous ignorons si on a 8‘ = (F' pour tout fermé non vide J de

B, et si la propriété de Markov (2.3.2) (propriété E2) a lieu pour tout

U ouvert non vide de IR. La propriété de Markov pour les demi-droites
(2)

qui vient d'@tre établie suffit a la Théorie de Nelson ; et il n'y a

pas d'inconvénient a s'y limiter.

(1) Voir la remarque 2.5.1.

(2) Plus généralement (i.e pour une dimension d quelconque), la théorie
développée par Nelson dans [6] ne réclame la propriété de Markov du

champ Euclidien que pour les demi-espaces ouverts.,
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2.5.2, 2.5.3

2.5.2.~ La propriété E4 résulte de la propriété E7 (Théoréme 2.III), la-
quelle résulte elle-m&me de la proposition 2.5.1 (avec J = io}) et de

la propriété M1 (Théoréme 2.I).

2¢543.= La propriété ergodique E5 va résulter de la propriété asympto-

tique suivante :

PROPOSITION = Pour tout couple (Z,Z') GIxJG, on a,
(2.5.1.) lim <z|z' © 6, » = <z|a><aqlz' >,
I t > iew t

. 2 le produit scalaire dans 1'espace

On désigne ici par < .

de Hilbert %6.

En effet, doit 6 1e sous-espace vectoriel dense de ¥ qui est réunion des

2
sous-espaces L“(W, 6. ,k) avec J intervalle compact (& est dense dans J

=J
car, si Z GJC est tel que < z,z2' > = 0 pour tout z' € g , on a aussi

-
< z|z'" >0 pour tout 2' € L (W,F,w) d'aprés le théoréme de prolongement
par mesurabilité). Puisque ¥ est dense dansJjet puisque HY @etn = HY“
pour tout Y GJQ, il suffit de montrer que (2.,5.1) a lieu lorsque
2 2
€ & '
Z € L™(W, —[a,b]’p) et Z' € L™ (W, E[a',b']’p‘)' Or, dans ce cas, on a,

dés que a' + t 2 b,
<zl|z'e8>-£E[ZE 21008,/ E(_m,aut]]],
= Ep,[z Ep,[z'/ E(_a,ayjjoet] dtaprés M3,

= E“['z'(w'@xa,)@et] , d'aprés la propriété de Markov,

en posant {' = MH(Z'O 9;}) [proposition 2.4k,1, propriété (3)] 3
= EH[Z (W'Oxa'ﬂ:)]

= EP'[(-‘F@xb)(w'oxaut)]’ d'aprés la propriété de

Markov rétrograde en posant § = MM(Z@9;1 o S),
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2.5.3, 2.5.4.

= (¢|N gr) d'aprés M1 et M2 en désignant par

al+t=b

(O

.) le produit scalaire de LZ(IL uo). Ainsi,

(2.5.2) <z[z'@et>= (WINa ¥')  dés que a'+t =b.

'+t=b
Mais, en vertu de l'équivalence unitaire entre H et l'opéra-
teur anharmonique H (Théoréme 1.III) et de la propriété (3) de la pro=-

position B3, O est valeur propre simple de H ; ce qui entraine que,

(2.5.3) Lim (¢|N
t e

] _ 1
a'+b-bw ) = (*Ino)(nol¢ ) .
D'ou la relation (2.5.1) lorsque t = + ® puisque (¢|0°) =<z|Q>et
(Qolv') =< QIZ'>, donc aussi par symétrie lorsque t = - ®

cqgfd.

La propriété E5 en résulte sans difficulté comme suit : soit
Z un élément de Jo tel que ZOet = Z pour tout t € R . Posant
2
= - < Q >0 6 = N < > =
z2, =12 z| » on a encore Z @8 =2 ; donc Z1|210 Gt H21H

pour tout t € R; et la relation (2.5.1) avec Z, mis pour Z et pour 2!

1
2
entraine que HZ1H = 0, puisque ‘:ﬂlzf> = 0 par construction. D'ou

z = <z|Q>Q.

Remarque - La démonstration ci-dessus repose essentiellement sur le
fait que O est valeur propre simple de H et ne fait intervenir que la
propriété de Markov et la propriété d'invariance Euclidienne de M. In-
versement, si K est une mesure de probabilité sur (W,F) vérifiant ces
propriétés ainsi que la propriété ergodique E5, alors O est valeur pro-
pre simple du Hamiltonien associé (voir 4 ce sujet la proposition 5.1.1
et la remarque 2 de 5.1.2) : on établit ce résultat sans difficulté en
transcrivant au cas particulier en cause ici la démonstration du théo-

réme 3 de Nelson [6].
2,5.4¢= En ce qui concerne la propriété E6, 1l'unicité du prolongement

£ résulte de ce que toute mesure § € %b(lﬂ est limite [pour la topolo~
gie étroite G(W%’Cb)] d'une suite de fonctions de ®(R) [§ est d'ebord
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2.5.5

limite étroite de la suite des mesures a support compact cpn.§ ou

°, ED(R) et 1[-n,n] < 9, < 1[-n-1,n+1] 3 puis chaque mesure i support
compact est limite de la suite de ses régularisées]. Et pour établir
l'existence, il suffit de montrer que l'application linéaire Z° de
W(b(]R) dans J définie par (2.3.4) est séquentiellement continue. Or, en
calculant scalairement deux fois 1'intégrale (2.3.4) aprés 1l'avoir por-
tée au second membre de 1'égalité HZ#(g)Hz = <2#( g) IE #(5) >, on ob=

tient,
¥
(2.5.k) ||E (§)”2=]fR§(ds) {R§(dt)<l(_slz(_t>= f<3(_slggt> E®E(ds X dt).

D'ol la continuité en vue, puisque, d'une part la fonction

(s,t) = <_)£sl_2(_t> est continue et bornée sur RX R (propriété Mk, Théo-
réme 2,1I) et, d'autre part, l'application § - E®E est séquentiellement
continue de ~772b(]R) dans Mb(mxm) lorsque ces espaces sont munis de la
topologie étroite [cette derniére propriété découle immédiatement du
Théoréme de continuité de Paul Levy (voir, par exemple, [15], Théoréme

2, page 311-08)].
Remarque - La relation (2.5.4) entraine que,
(2.5.5) I£%e) | <x gl pour tout £ €7 (W),

avec k = ll)_(_on.

Plus généralement, soit & une application linéaire de -S(R)

dans un espace de Hilbert (quelconque)J telle que,
(245.6) lz(e)|| < x [/ |£(t)| dt  pour tout £ € HAR) .
R

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(c) L'application £ se prolonge en une application linéaire séquentiel=-

lement continue E#de 77(b(]R) muni de la topologie étroite dans J0.
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2.5.4, 2.5.5, 2.6.

(cc) Il existe une application continue et bornée t _)E't de R dans JC

telle que £ soit de la forme (2.3.1).
Et si ces conditions sont satisfaites, (2.3.4), (2.3.5) et (2.5.5) sont

vérifiées.

Ainsi, en particulier, la propriété E6 est caractéristique des champs

Euclidiens £ de la forme (2.3.1).

Par ailleurs, en vertu de la propriété Mi (Théoréme 2.I), 1l'intégrale
(2.3.4) (Théoréme 2,III) converge aussi dans Lp(\W,C"", B) pour 1Sp<i+ @
ce qui fait que 2#( E) € Lp(M,F,u) pour tout E € W(b(IR) , et qu'on pour=-
rait établir une propriété analogue & E6 dans LP(W,F,p) (1<p<+ ®),

2.5.5.~ Enfin, les propriétés E8 et E9 ne sont que transcriptions : la

relation (2.3.6) résulte de ce que & (propriété E7, voir
{ ={o}

o} ~

2,5.2. ci-dessus) et de la propriété de Markov M2 ; et E9 résulte de M1
1,

et de ce que §0 est dominé par H/é de méme que 2‘0 est dominé par ﬂ,}é

(Théoréme 1.III et propriété (1) de la proposition B5).

2,6.,=- Compléments et remarques

g..‘.é:l" Le choix de l'espace W retenu pour porter la mesure Euclidienne
(voir 2.1) n'est pas impératif. Pour ce qui est de 1l'étude faite ci=-

dessus du champ Euclidien, ainsi que pour les développements du § 3 ci=-
dessous, on aurait pu remplacer W par C(R,R)., Par contre, pour 1l'étude
de W du point de vue de sa quasi-invariance, il importe que P soit por-

tée par un sous-espace W de C(R,IR) tel que, pour tout w € W,
flw(t)|plf(t)| dt <+® pour tout p>0 et tout f € {(]R) [ce qui entratne,
R

en particulier, que We 4'(R,R) ] ; or, W constitue, parmi d'autres pos-
sibles, un tel sous-espace de C(R,R) (voir a ce sujet 4.1 ainsi que la

remarque 4 de 6.1.2 et la remarque 6.4.1),

2,6,2 - Dans le cas du champ libre de masse m>0 (voir 1.7.1), d'une

""" (m) _ e-tH(m)

part, pour chaque t >0, l'opérateur Nt est défini par un
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2.6.2

noyau Markovien nim)(x,dy) sur Hﬁi) dont le symbole est donné par la
formule,
2
(m) ig E; (1-e-2mt) i§e-mtx
(246.1) [ n™ (x,ay) e = e e
R

(x € R, E € R) ;

autrement dit, nim)(x,.) est la mesure Gaussienne sur IR de moyenne
-mt -2mt)/2m (2).

e x et de variance (1-e D'autre part, la mesure Eucli=-
P ~ 2 . ,
dienne u( spécifiée par le polyndme Q(x) = m X [v01r (1.7.1)] est dé-

m)
terminée par sa transformée de Fourier via la relation,
i Jo(t)£(t)at

(2.6.2) /., R (™) gy
w

1 -1
-—<< >
> f,zm f

P . . 2

pour tout f € 4&BL]R), ou <,,. > désigne le produit scalaire de L (R)
2

et Em la transformation f - - f'"+m"f de 4(R,IR) ; autrement dit, la me=-

sure sur 4'CR,HU associée a M(m) (voir 2.6.,1) est la mesure Gaussienne
de moyenne nulle et de covariance 2;1. Ces résultats sont bien connus(j);
ils peuvent &tre établis comme suit dans le présent contexte : D'une part,
on vérifie (en raisonnant sur les symboles) que (2.6.1) définit un semi-

groupe de noyaux qui induit un seml-groupe fortement continu (N 5

d'opérateurs auto-adjoints dans L (R, u(m)) $ puis que le generateur
infinitésimal ﬁK m) de ce semi-groupe est tel que ,

ei§x € D(ﬁ«m)) et ﬁ{m)(eigx) = (% §2+ im&€x) eigx (E € R) ; d'ou on con~-

~)
clut que H(m) = H(m) et ﬁim)= Nim)(tEEO) grice a la propriété (3) de 1la

proposition 1.6. D'autre part, en ce qui concerne (2.6.2), on rappelle

d'abord que,

(2.6.3) = 'g(t) = [ y (t=u) au (f € J(R,R), t € W),
m m m

(1) Voir 2.1.4 et 2.2.2.
(m)

(2) ng est connu comme le '"'nmoyau de Mehler"

(3) Voir par exemple Nelson [7]
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2.6.2.

ou la fonction Y est définie par,

(2.6.4) v (s) = L e.-mlsl (s € R) (1) ;
m 2m

ce qui fait que l1l'on a,

(2.6.5) <f£,2° f>= [  y (u-t)£(t)f(u) dat du (£ € S(R,R)) .
mn RXR "
Cela étant, on va voir que,
ifw(t)E(ay) -=/ vy (u=t)E(dt)Edu)
RXR "

(2.6.6) [ e B u(m)(dw) = e )
W

(SIS

pour toute mesure § sur IR & support compact ; d'ou il résultera, d'aprés
(2.6.5), que (2.6.2) a lieu pour tout f € D(R,IR) ; donc aussi pour tout
f € 3(R,IR) par continuité des deux membres pour la topologie de S(R,IR).
Puisque toute mesure E sur IRa support dans un compact est limite vague
d'une suite de mesures a supports finis dans ce compact, il suffit de
montrer que (2,6,6) a lieu lorsque § est une mesure 4 support fini

autrement dit, que, si (&)

j'1<j<n et (tj)1<j<n sont des suites finies

de nombres réels, on a,
n 1 n
i jglajw(tj) -7 I ajakym(tj-tk)
(2.6.7) [ e plaw) = e Ikt
W

“e

ce qui est facile a déduire de (2.6.1), de (2.6.4) et de 1l'expression

(2.2.2) (Lemme.2.2.2) des marginales de la mesure WM.

(1) Voir 1'appendice F.
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§ 3.- FORMULE DE FEYNMAN=-KAC

L'essentiel de ce paragraphe concerne la résolution "sto-
chastique", en termes de la mesure Euclidienne M, de l'équation d'évo-

lution non homogéne,

(1)
(3.1) a‘-’g ¥, = (H- K ,t) ¥, (t <u) dans L(m, b) ,
s=t

o K est une fonction complexe sur IR X IR localement réguliére et
non bornée, mais telle que, localement uniformément en t € R, la fonc-
tion MiK(.,t)l soit strictement dominée a 1'infini par leq+1

est le degré de Q.

On montre que l'unique solution forte t = Wt (t S u) de
r
cette équation telle que *u = ¢ [oﬁ Y est donnée dans L CR,HJ avec

r > 2] est fournie par la formule de Feynman~Kac,
u
(3,i1)  ¥0X = Eu[(Expi{ K(X,s)asD (4o X ) /F o 3] (£ € w),

(voir le Théoréme 3.I en 3.1.2), et que le probléme de Cauchy pour
1'équation (3+vi) ainsi fortement résolue par (3+ii) donne lieu a uni-

cité faible (voir le Théoréme 3.II en 3.3).

En outre, en 3.5, on retrouve directement a partir de cette
formule (reprise en 3.4 dans le cas homogéne) la variante, ici complé-
tement explicite (i.e sans intégrale stochastique), de la formule de
Cameron-Martin qui donne la densité mutuelle des restrictions aux tri-
bus locales(F[a’bJ des mesures Euclidiennes Mi et “2 sur W spécifiées

par deux polyn8émes d'interaction Q1 et Qz.

(1) H étant l'opérateur Hamiltonien engendré par la mesure Mo sur IR

[voir la relation (1.i) (introduction du §1) et les alinéas 1.4 et 1.6]
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3.1.1.

3.1.- Résultat principal : cas non homogéne

(a)

3.1.1- Définition de la classe XK - La situation est celle inter-

venant en 2.1 : Q,D,U»O,H,(Nt)

et (W,6f) ayant la m&me acception
t 20
que dgns ce numéro , ('o’ﬂo) désigne le systéme de Heisenberg standard
2 , . P

dans L (]R,I-ho) engendré par “o (voir 1.4 et A6), et W désigne la mesure
Euclidienne spécifiée par l'interaction Q. En outre, q désigne le de-
gré du polyndme Q.

On désigne de plus par ]K(q) lt'espace des fonctions complexes
K : (x,t) » K(x,t) sur RX R, boréliennes, localement bornées et vé-

rifiant les conditions K1, K2 et K3 ci-dessous :
(K1) Pour tout t € IR, 1la fonction K(s*,t) est continue sur R .
(K2) pour tout intervalle compact J de R, on a,

(3.1.1) lim sup  |K(x,t)|/|x|%Y = o
|x] 2+ t €J
{K3) Pour tout x € B, la fonction K(x,+) est continfiment dérivable

sur R ; et, pour tout intervalle compact J de R , on a,

(3.1.2) [ (sup ldis-/K(x,s)l)p Mo(dx) <4 @ pour 1 <K p <+ ®
Rt €J s=t

(1) (aq)

Un exemple important ici d'élément de XK est fourni par les

fonctions K polynémiales en x, c'est-a-dire de la forme,

n .
(3.1.3) K(x,t) = Z a.(t) x° (x €ER, t € R),
j:O

ou n < q et ou les a, sont continfiment dérivables.

(a)

Si K € K et t € R, on note K(t) la fonction K(+,t) sur W et

(1) Voir la paragraphe 4.
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3.1.1

K(t) 1'opérateur fermé K(§ ,t) dans L (R, u) [1.e K(t) est, dans

L (R, H), 1l'opérateur de multlpllcatlon par la classe modulo I de la
fonction K(t)]. Ces opérateurs donnent lieu au résultat préliminaire
suivant

(a) (1)
LEMME - Pour chaque K € K ,

(1) Pour tout t € R, D(H) € D(K(t)) et 1'opérateur H - K(t) est
(2)

quasi-accrétif maximal

(2) De plus, pour tout intervalle compact J de R, il existe lo>0
2)

tel que l'opérateur H - K(t) soit ko-accrétif maximal( pour

tout t € J.

(voir le Lemme 3.2.1 et sa démonstration).
Cela étant, on s'intéresse au probléme de Cauchy :
(3.1.4) wr(t) = (H - K(t)) W(t) (t <u)

W(u) = ¢ avec | € Lz(nl,Po).

(q)

Plus précisément, K € K et u € R étant donnés, on appellera ici

solution avant u pour l'équation d'évolution spécifiée par K toute

appllcatlon continue t = * de 1l'intervalle fermé (= ,u] dans
[ (3)

L (R, M) dérivable en tout point t de 1l'intervalle ouvert (- ®,u

et telle que,

(3.1.5) Wt € D(H) et é%/ws = (H - K(t)) Wt pour tout t € (= w,u[.
s=t

(1) Voir la remarque finale de 3.2.1.

(2) Voir C1i .

(3) Continuité et der1vab111te de l1l'application t = W sont entendues

"fortement" [1 e L (R, u) étant muni de sa topologie d'espace de

H11bert].
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3.1.1, 3.1.2.

La propriété (2) du Lemme ci-dessus et le Lemme d'unicité

(1)

forte D1 [sous 1'hypothése UO avec AL = H - K(u-t)(t<u) entrainent
que, pour tout ¥ € LZCR,HJ, il existe, pour 1'équation d'évolution

spécifiée par K, au plus une solution t = wt telle que wu = §. Le thé-
oréme 3.I ci-dessous que l'on a en vue fournit une solution '"stochas-

tique" & cette équation.

3.1.2 = Si K € ]K(q) et t € R, u€ R avec t S u, on désigne par

MEK] la classe (modulo M) dans LO(\W,@',}L) de la fonction complexe

,u
u
w = Exp UtK(w(s),s)ds} (w € W) [la continuité de chaque w € y et le
fait que K est localement borné sur IR XIR entrainent que 1l'intégrale
écrite est absolument convergente et définit une fonction 6[1: u:I-mesu-
9

rable de w € W]. Ainsi,

K

(3.1.6) ME’E € L°(\W, &,[t,u]’u) pour chaque t € u,
(2)

(3.17) M[K] = Q

u,u
et la famille (M[K]) est multiplicative en ce sens que,

t,u
t<u

(3.1.8) M[K] M[KJ = M[K] si t Susv.

t,u u,v t,v

On peut alors énoncer :

THEOREME 3.I - Pour chaque K € K'9
(1) Pour tous t € R et u € R tels que t < u, on a,

(3.1.9) MEKS € LP(w,Fp) pour 1€p<4+ @,

2
(2) L'opérateur linéaire continu NEKl]x de L (]R,]-LO) dans L1(]R,P»°)
9

(2) Q désigne la classe (modulo W) de la constante 1 (voir 2.3)

(1) Voir 1l'appendice D.

76



(1)

défini sans ambiguité par la relation,

K K] 2
(3.1.10) NE’Ewoxt = Eu[ME,u .(wexu)/ait} (¢ € L7(R, uo))

2 . a
applique en fait continfiment L CR,uJ dans lui-mé&me. En outre,

on a,

(3.1.11) NS R pour tout t € R, et,
9

(k] G x] _ (kK] 4

o1 = d .

(3.1.12) Nt,u Nu,v Nt,v &s que t€usyv

(3) Pour tous u € R, r € ]2,+ W] et § € Lr(li,pg, 1'application

t >y =N K v (t Su) de (- W,u] dans LZ(DQ,P) est, pour 1'équation
t t,u o » (2)

d'évolution spécifiée par K, l'unique solution avant u telle

que Wu = ¢. De plus, cette application est continue de (- “,u] dans

Lr’(]R,H'o) pour 1 €Sr!' <r .

La relation (3.1.10) ci-dessus, qui définit 1'opérateur NEKE
9
résolvant avant u 1l'équation d'évolution (3.1.5), est la formule de
Feynman-Kac annoncée (a4 propos de cette formule, voir par exemple [20],

le § X111-4 de [11], et [30]).

On note que, d'aprés (3.1.9) et 1'inégalité de Holder,
MEI,(EII - (¥0X ) appartient a L (W, &, u) si lxcv € Lr(]R,H:o) (r 22) et
1 <r'<r, Donc, a priori, 1l'opérateur Nt,u applique seulement
Lr(m,ug dans Lr'CR,MJ ;s et c'est la propriété (3) qui, jointe au
Lemme d'unicité forte D1 [majoration (D1.3) applicable sous 1l'hypothése

UO avec At = H = K(u=t)(t <u) 3)gr'a?tce A la propriété (2) du Lemme ci-

2

(1) Gréce a (3.1.9) et a la propriété M1 de P (Théoréme 2.I) ; wvoir
ci-aprés.
(2) Selon la définition donnée ci-dessus d'une telle solution.

(3) Voir 1'appendice D

e



3.2.1

(k]

dessus] entraine a posteriori que 1l'opérateur Nt o applique continQiment
9

L (]R,p-o) dans lui-méme.
La démonstration du Théoréme 3.I occupe les alinéas 3.2.2,
3¢2.3 et 3.2.4 ci-dessous. Son pivot est constitué par les proposi-

tions A et B énoncées en 3,.2.2.

3.2.=- Démonstration du théoréme 3.1

3.2.1.- Opérateurs de multlpllcatlon par_les fonctions de la

(q).

classe WV On désigne par V l'espace des fonctions com-

plexes sur IR, boréliennes et localement bornées ; et par \V(q) le
sous-espace de V formé des fonctions V € V telles que,

(3.2.1) lim vix) / |x|q+1 = 0.
x| >+ =

Pour chaque V € YV, on désigne par V 1'opérateur V(f ) dans L (R, U‘)

[i.e V est, dans L (IR, P:) l'opérateur de mu1t1p11cat10n par (la classe

modulo LJ»O de) la fonction V]. On note que, puur chaque K €I (a) et
chaque t € R, la fonction K(t) = K(s,t) appartient a ¥'%,
(a) (1) .
LEMME - (1) Pour tout V € V' °’, on a V << H et 1l'opérateur

(2)(3)

H - V est m-sectoriel

(q)

(2) Pour tout V € W et tout r € ]z + =], LY (R,p) € D(V) et ¥

applique continfiment LF (R, u) dans L (R, R ).

(a)

(3) Pour tout K € X */, tout r € ]2,+ °°] et tout intervalle compact

J de R, il existe C(r,J) > 0 tel que,

(1) Voir CO (Appendice C)
(2) Voir C3

(3) Voir aussi l!e lemme 3.3.
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3.2.1

1 (1)
(3.2.2) |K(t) - K(t")|, Sc(r,9)[t-t'| pour tous t € J et t'€ J .

|
[On désigne ici par H!Hz v la norme de V en tant qu'application li-
9

2
néaire continue de Lr(IR,H-O) dans L (]R,P:O):I.

En effet, en ce qui concerne la propriété (1), d'une part
la condition (3.2.1) et le fait que V est localement borné entrafi-
nent que V <X §g+1 ; d'ou V <X H, puisque §g+1 << H en vertu du
Théoréme 1.III et de la proposition B5 [propriété (1)]. D'autre part,
la condition (3.2.1) entraine aussi que pour tout ¢ > 0, il existe

bg> O tel que,

3.2.3)  [)vw)] < eu]lv %M+ b W2 pour tout ¥ € D(#3HY)
donc, en vertu de (B5.3) (et du théoréme 1,III), on a,

(3.2.4) [(¥|v ¥ é-;-(WIHW) + bl¥]>  pour tout y € D(H),

8n posant b = % + b%g 5 d'ou il résulte que H - V est m-sectoriel. En
particulier, H - V est quasi-accrétif (plus précisément H - V est
2b-accrétif), donc puisque V <X H, H - V est quasi-accrétif maximal
(proposition C2). D'ou la propriété (1) du Lemme ci-dessus ainsi que
la propriété (1) du Lemme 3.1.1. En outre, la propriété (2) de ce
dernier découle de ce que, grace a l'uniformité postulée dans (3.1.1)
pour tout € > 0, il existe be > 0 tel que la majoration (3.2.3) ait
lieu pour tout V appartenant a iK(t)[t €Jl.

La propriété (2) du Lemme ci-dessus résulte immédiatement de
1'inégalité de Holder et de ce que la mesure po admet des moments de

tous les ordres [Lemme 1.5, relation (1.5.4)] puisque les hypothéses

faites sur V entrainent que ,V' < cte |x|q+1.

(1) Voir la remarque ci-dessous.
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Enfin, la propriété (3) résulte de l'hypothése K3 faite sur

K : si r' est déterminé par 1'égalité ff + %-: % , il suffit de mon-

trer qu'il existe C(r,J) tel que,
(3.2.5) [K(t") = k()| , €c(r,J) [t' = t| pour tous t € J et t'€J.

Or, on a, si t € J, t'€ J et t< t!

rt rt
(3.2.6) |K(t') - k()] = [|K(x,t") - K(x,t)| b (ax),
r! R
t ,
b r
= fl / 3:/ K(x,u) ds| uo(dx),
R t u=s
1'" rl
< |tr-t] [ ( sup |J%Z K(x,u)l) p (dx) ;
R s €J 0 °
=S
d'ou (3.2.5) en vertu de (3.2.2) (condition K3).
cqfd.

Remarque - Les conclusions du Lemme 3.1.1 réclament seulement que la

fonction K sur RX IR soit localement bornée et vérifie K2 ; et la

propriété (3) du Lemme ci-dessus réclame, en plus, K3. Mais la condi-

(1)(2)

tion de continuité K1 n'intervient pas ici

3¢2.2.- Schéma de la démonstration du Théoréme 3.I : une forme

intégrale pour l'équation d'évolution spécifiée par K.

(q)

Pour chaque V € W l'opérateur H - V est quasi-accrétif

maximal avec le m@&me domaine que H (Lemme 3.2.1) s on désigne, pour

v , , -t (H=-
chaque t 2 0, par NE J l'opérateur [borne dans LZCR,HJ] e t(H-Y) (3)

(1) Cette condition intervient dans la démonstration de la proposition

A en 3.2.4 pour établir la relation (3.2.43).
(2) Voir aussi le Lemme 3.3.

(3) Voir C1 ainsi que 3.k.
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3.2.2

Cela étant, l'équation intégrale en vue s'écrit, si t € t',
tl
[V] (v]
(3.2.7) ¥, = e Vot { N (K(s) = V) ¥ ds.

(a)

Plus précisément, K € (q)’ vV EVW et u € R étant donnés, on appel-

lera solution avant u pour 1'équation intégrale spécifiée par K et V,

2
toute application continue s = *s de (- “,u] dans L (IR,P:O) telle que,

(s1) 11 exlste r' > 2 tel que s = ¢ applique contin{iment (- w,u]
dans L' (]R P:) ;

(S2) Pour tous t € R, t' € R tels que t < t' < u, l'équation (3.2.7)

est vérifiée.

On note que la condition S1 entraine, en vertu du Lemme 3.2.1, que
!k € D(K(s) - v) pour tout s € (- ®,u| et que l'appllcatlon
s » (K(s) - V)\Ir est continue de (- ,u] dans L (R, M) ; ce qui fait

que la fonction intégrée au second membre de (3.2.7) est aussi conti-

nue.,

Le théoréme 3.I est alors une conséquence immédiate des deux proposi=-
tions suivantes et du Lemme d'unicité forte D1 (appendice D) :

(a)

PROPOSITION A - Etant donnés K € K et u € R,

(1) Pour chaque t Suet 1 Sp < + ®, MEK‘:II € LP(w,Fu) .
9

(2) Pour chaque r tel que 2 <r & + ® et chaque ¢ € L (]R l-b ), 1'ap-

plication t - ¢t de (- ®,u] dans L (R, K ) définie sans amblgu1te(1)

par la relation,

(1) En vertu de la propriété (1) [qui est aussi celle du Théoréme

3.1] et de 1'inégalité de Hélder.
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3.2

.2, 3.2.3

(3.2.8) 'lit 6 X

¢ = EMEMEI,{E < (v OXu)/@it}] (t S u),

1
envoie continfiment (=~ “,u] dans LY Cm,uo)pour tout r' tel que

(a)

2 <r'<r, et constitue, pour chaque V € ¥ une solution avant

u pour 1l'équation intégrale spécifiée par K et V.

PROPOSITION B - Etant donnés K € K(q) et u € R, soit t = Wt une
application de (- “,uJ dans LZ(HL$%) qui est, pour chaque V € V(q)
[ou seulement paur chaque V € iK(t)lt < u}(l)], solution avant u
pour l'équation intégrale spécifiée par K et V, Alors, t = Wt est

aussi solution avant u pour 1l'équation d'évolution spécifiée par K.

La démonstration donnée ci-dessous pour la proposition A
(voir 3.2.4) utilise, en fait, la proposition B qui est établie pour

cela au préalable.

3.2.3- Démonstration de la proposition B =

Soit s = ws une application continue de (- “,u] dans
1
Lr Cm,p& (avec r' > 2) qui est solution avant u pour 1l'équation inté-

s s ps 2 2
grale spécifiée par K et K(to)( )

, ou to< u est donné. On va montrer
que,dans ces conditions, s = vs est dérivable en s = to ,

d
- - =(H - . i <u é
wto € D(H K(t )), et dsé—tvs (H 5_(to))¢to Le point t < u étant

arbitraire, la proposition B sera ainsi établie.

[K(t )] o

. . O o o -tH .
On pose ici H = H - E(to) et Nt = Nt = e (t 20) ; et on dé-
signe par J 1l'intervalle [to—l,u]. L'opérateur H® étant m-sectoriel

d'aprés le Lemme 3.2.1, d'une part,

(1) Voir la remarque 3.2.3.

(2) Voir la remarque ci-dessous.
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3.2.3

(3.2.10) sz € D(H®) pour tous t >0 et § € L2(]R,u°),

et d'autre part, il existe C1 >0, C2 > 0 tels que, pour tout
2
V€L (lR,i-bo),

(3.2.11)  [INOWll <c (¥l sio St € u-t 1, et,

1, 0 O i C2
(3.2.12) |V - DN <= [l¥]] sih>0et0<t<u-t+1
[cela résulte immédiatement de (C1-3) et (C3-2) en C1 et CB].

Par ailleurs, la relation (3.2.2) [Lemme 3.2.1] donne, avec
CB = C(r',J)v

(3.2.13) ”E(Sz) - 5(51)“2 r'< lesz- s, | pour tous s

k)

1 € J, s, € J.
Enfin, la continuité de s = *s entraine qu'il existe Ch > 0 tel que,

(3.2.14) stn s Clt pour tout s € J.
r

Cela étant, on s'occupe d'abord de la dérivabilité & gauche : pour

chaque h » 0, on a, en vertu de (3.2.7) écrite pour t = to- h ou

t=t , t'=uetV=K(t),

o
tO
-y, -4, ) == -DN° oy -2/ N (K(s)-K(t_)y_ds
h "t «h t h h u-t ‘u h s=t +h = o ]
o o o to-h o

u
1, .0 o
- [ GNp= TIND L (K(s) = K(t ) ¥ ds.

t o

o
Examinant successivement chacun des trois termes au second membre, on
voit que, d'une part, d'aprés (3.2.10) [et puisque to < uJ,
(3.2.15) NZ LV, € D(H®) et 1lim - =(N° = I)N° _ ¢ on°

o

= HN LA
hVvo h h u to u u-t0 u
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3.2.3

d'autre part, d'aprés (3.2.11), (3.2.13) et (3.2.14), pour 0 < h & 1,
t t

o o
1 o 1
- < = - < :
I { _;th-tom(E(s) K(t )y as|| <cccy { _hls t las < C,C,C,h 3
o o
d'ou,
t
. 1 ° o
(3.2.16) hlimO T { . Ns_to+h(5(s) - K(t Ny ds = O,
o

Enfin, pour to <s S<u, d'aprés (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14),

1
=y - I)N:_to(g(s) - K(t )¥_|| S c,c ¢, pour tout h >0, et,

(o]

. 1, 0
lin - h(N - I)Ns_t

0 (K(s) - K(t Dy = HND_. (K(s) - K(t_Dy¥_, d'aprés
hé0 o o

(3.2.10) ; donc, d'aprés le Théoréme de convergence dominée de
Lebesgue,
u u
lim = [ (2(8% - I)N® | (K(s)-K(t N¥_ds = /| HON® _ (K(s)-K(t )y_ds.
h' "'h s=t -~ - o s s=-t = = o s
h$0 t ) t o
o o
D'ou, puisque,
u u

1,..0 o o
£ () - I»Ns_to(g(s)-gc_(to» ¥, ds = =(N = I) { Ns-to(E(s)'E(to’”sds'

-4 O

h
o o

u

(3.2.17) [ N° _ (K(s)-K(t )¥ds appartient a D(H®), et,
A A

o
(3.2.18) u
u
lim - [ (%(N;-I))N‘;_t (K(s)-K(t D¥_ds = HOJ N°_. (K(s)-K(t )y ds.
ndo  t_ o t, T o

Et finalement, (3.2.15), (3.2.16), (3.2.17) et (3.2.18) entratnent

b ) = HOY .
o o

que Wt € D(H®) et 1lim - %(w

-h_
o h$0 to

Passant ensuite 4 la dérivabilité & droite : pour 0 < h < u-to, on a,

en vertu de (3.2.7) Bcrite pour t

t +thout=1t, t'=uetV=K(t),
o o o
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3.2.3

t +h
o
1 1 o 1
E(¢t0+h—wt ) = gt u-t_-h - Nu-to”’u " h £ N:_to(g(s)-g(to»vs ds
u
* % f (No t -h~ N:-t )(5(5)-£(to» ws ds.
t°+h 8= o o

Cela étant, d'une part, d'aprés (3.2.10),

o o . 1,0 Fa}
(3.2.19) Nt Y € D(H') et 1lim K(Nu-t -~ Voot )¢u =HN _ ¥,
o hyO o o o

e

d'autre part, de m@&me que ci-dessus (3.2.16),
t +h
o

o

s_to(g(s)-g(to» ¥, ds = O.

(3.2.20) 1lim % JY
hvo 7t

Enfin, on va montrer que, compte tenu de (3.2.17), on a,

u
.1 o o
(3.2.21) lim & [ (NJ_. - N7 . )(K(s)-K(t ) ¥ ds =

h¥o t +h o o
o

u
H° [ N° | (k(s)-K(t ) y_ ds ;
s=-t = -0 s
t o
o
Cette relation, jointe a (3.2.19) et (3.2.20) entrainera la dérivabi=-
1ité & droite cherchée ; et la proposition B sera sinsi établie. Or,

si h et ¢ sont tels que 0 < h < ¢ < u-t_, on peut écrire,

u
(3.2.22) =/ (NO__ _ oN® ) (K(s)-K(t ) ¥ ds =
t +h o s o ° S
o
eo(h,e) + 91(h,e) + 93(h,e), avec,
u
1 o o
6 (h,e) = = / (N2 _¢ _p~Noog ) (K(s)-K(t ) ¥  ds,
t o o
t+e
1, o o
8,(h,e) = / (SON-I) N°_._ (K(s)=K(t_+h)) ¥_ ds, et,
t+h o
t +e¢
8,(he) =3 [ (O - No_, )(E(t_+h) - K(t ) ¥_ ds.
2 h ¢ o s-t -h T Nsog VPR K(t))) ¥ as
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3.2.3

Cela étant, on a, d'une part, d'aprés (3.2.11), (3.2.13) et (3.2.14),
t +€

(3.2.23) [|8,(h,e)|| S 2 c,C 5, J ﬁh/h)ds <200, e, et
0

d'aprés (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14),
t+e

(3.2.24) |8 (n,e)|| < c,c.C, / (s-t oh)/(s=t -n)ds < C,C.Ce ; dlon

¢ 3

(3.2.25) lim 92(h,e) =0 et lim (9 (h,e) = 0 uniformément en h.
evo e¥0

Enfin, si e¢' est tel que 0 < h <e¢'< g SSu-to,

1. .0 NC o
eo(h’e) = H(Ne'-h e') f Ss-to~e'(5(s)-£(to» ws as j

d'ou, compte tenu de ce que (3.2.10) entraine que,
u

(3.2.26) [

t_ve N t (K(s)-K(t ) ¢ ds appartient a D(H®)

b

(3.2.27) lim © (h,e) = H° [ N _ (K(s)-K(t ) ¥_ ds .
hvo © t +e s=t = - o '8

Pour conclure alors a (3.2.21), il reste, d'aprés (3.2.22), (3.2.25)
et (3.2.27) [et, compte tenu de (3.2.17)],é vérifier que,

u u
. o o _ 4Of O / _
(3.2.28) 1im HOS N_ . (K(s)-K(t ) ¥ ds = H®/ NO__ (K(s)-K(t ) ¥ ds.
eyO o t o
t +e o
o
Or, on a, d'abord,
u
. o o
lim f Ns-t (E(s)-ﬁ(to» ws ds = f Ns-t (E(s)-E(to» WS ds ;
X 7¢] to+s o t o

. . . o .
Ensuite, puisque l'opérateur HONe est borneée,
u

o o
(3.2.29) H { ND_, (K(s)-K(t ) ¥ ds = [ H° NO_, (K(s)-K(t ) ¥ ds
o+e o t +e o

<.
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3.2.3

Enfin, d'aprés (3.2.12), (3.2.13) et (3.2.14),

o o
- < .
|1 Ns_to(_xg(s) K(t ) v |l < €,C4C,  Pour t Ss<u;
donc, d'aprés le théoréme de convergence, dominée de Lebesgue appliqué
au second membre de (3.2.29),
a u

o
(3.2.30) 1im #°/ N__. (K(s)-K(t ) ¥  ds = {H°N‘s’_
o

(K(s)-K(t ) ¥_ ds.
e ¥0O t°+e o ° S

t
o
Et la relation (3.2.28) résulte alors de (3.2.26), (3.2.29) et (3.2.30)

puisque l'opérateur H® est fermé.
cqfd.

Remarque - La question se pose naturellement de savoir si la conclu-
sion de la proposition B subsiste lorsqu'on suppose seulement que
1'application t = Vt est une solution avant u pour 1l'équation inté-
grale spécifiée par K et V = 0 :

tl
(3.2.31) ¥, = N, ¥, + {Ns-t K(s) ¥ ds (¢t <t' <u).

La démonstration ci-dessus est alors en défaut : par exemple, la con-
u

vergence du terme f (%‘(Nh-I)NS_t 5(s)¢sds intervenant dans la décom-
o

t
o
position de - %(¢t -h-¢t ) ne peut plus &tre établie, comme pour
(3.2.18), en utilifant 18 théoréme de Lebesgue, puisque on a alors
1 -1 .
N, =I)N . - . insi
seulement HH( h 1) st E(s)¢sn < cte(s to) On voit ainsi que la

démonstration repose essentiellment sur l'hypothése que 1l'équation

intégrale (3.2.7) est vérifiée pour V = K(t) (t < u).

Cependant, on peut énoncer des hypothéses supplémentaires portant
sur l'application t - wt (1)qui, d'une part, jointes a 1l'équation in=
tégrale (3.2.31), entrainent la conclusion de la proposition B et,
d'autre part, sont vérifiées par l'application stochastiquement défi=-

(1) entre autres l'hypothése (venant renforcer S1) que t - wt est lo-

'
calement lipchitzienne de (- “,u] dans L' (Bhpo)o
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3.2.3, 3.2.4

nie par la formule de Feynman-Kac (3.2.8). Mais la variante de la dé-
montration du Théoréme 3.III ainsi obtenue n'aurait un intéré&t que si
lton établissait (3.2.31) plus simplement que (3.2.7), ce qui n'est pas le

cas par la méthode employée ici (voir 3.2.4).

3e2eke- Demonstratlon de la prop051t10n A

On désigne ici par igq) l'espace des fonctions complexes sur
R X IR boréliennes, localement bornées et vérifiant les conditions

~
K1 et K2 (1) et par IK q)(reSp ]K(Q)) le sous-espace de ]K(q)

(resp ]K(q)) formé des fonctions de K E]K(q) telles que,

(3.2.32) Sup Rek(x,t) <+ =,
x€ R,t €R
K €K gla) la définition de M‘:K:|

t,u
ainsi que ses propriétés (3.1.6), (3.1.7) et (3.1.8) (2). On dira que

kex(V

On étend naturellement aux fonctions

est adéquat si la propriété (1) de la proposition A est satis-
faite pour tout u€ R. Si K€ K(q% K est adéquat car,

(3.2.33) MEKE € LQ(W,ﬁgw) pour tous t « u.
9

on suppose donnés dans la suite u€IR, r€ ]2t+ | et WELr(IR,HO); et,

~(q)

si K€K est adequat, on désigne par t - ¢ l'application de

(- ®,u] dans L" "(R, k) (avec 2 S r' <r) définie par (3.2.8). Si
KE]K(q) \y[KJGL (R, |.L) pour tout t < u.

Cela étant, on va établir les propriétés auxiliaires suivantes :

(1) Voir 3.2.1.
(2) Voir 3.1.1.
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3.2’4‘
(A1) Si Vv € W(Q) est tel que A = Sup V < + ®, alors, pour tout
p € [2,+ “] et tout t 2 0, 1l'opérateur NtV applique continliment
Lp(?R,MO) dans lui-m&me et on a,

(3.2.34) HNEV] eup < e}\t HQHP pour tout g€ Lp(IR,HO).

(q)est tel que

(A2) si K° € 'f((q)est positif et adéquat, et si K €K
ﬁi K £ Ko, alors K est adéquat et l'application t = WtK est conti-
nue de (- “,u] dans Lr'(]R,uo) pour tout r' < r,

(A3) Si K%, K et K (n €N), éléments de 'f((q), et t € u sont tels
que K® est positif et adéquat, 'Kn] <k° pour tout n, et

lim Kn(x,s) = K(x,s) pouwy tous x €EIR et s € [t,u], alors, d'une
n =
part,

(3¢2.35) 1im H¢£Kn] - wEKlnz =0 pour tout s € [t,u] H
n = *®

et d'autre part, pour tout V € W(q),

(x
(3.2.36)  Lim [[(k_(s)- V¥ " - (K(s) - D“’EKJHZ -0
n > ®

pour tout s € [t,uJ, et,

K
(3.2.37) sup sup ik, (s)- wv, P, <+ =
n s € {t,u

(AL) Si K (n €N), éléments de IK(q), et t € u sont tels que,

(3.2.38) lim sup sup ,K (x,s)l/lxlq+1 = 0,
x| 44+ ® n s € [t,u n

alors il existe Ko > 0 tel que l'opérateur H - En(s) soit

Xo—accrétif maximal pour tous n et s € [t,uj.

La propriété Al résulte, par un raisonnement de compacité
faible standard, de la formule de Trotter (voir Ck) appliquée aux

opérateurs accrétifs maximaux H et = !o ou V0 =V - A et de ce que
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3.2.4

LI
les opérateurs Nt = e et e sont contractants dans
n

Lp(:m,uo) [le premier en vertu de la proposition 2.1.2 et du Théoréme

(1)

de Riesz-Thorin , et le second en vertu de ce que - V0> 0 par dé=-

finition de K].
Pour établir la propriété A2, on remarque d'abord que,
(x] (x°]
(3.2.39) lMs,u' < Mt,u pour tout s € [t,ul.

Donc, K est adéquat comme K°. Cela étant, d'aprés (3.2.8) et 1'inéga-
1lité de Holder, on a, si JL-+ EY = JL-,
r” r 1

1T = ol < L I, e, peur s € [eiu] st € [esule

D'ou la continuité cherchée puisque 1lim HMETJu— MEKEH = O d'apreés
s'= s ’ !

le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, la majoration (3.2.39)

r"

et la relation 1lim M[§]u = MEKE p~-presque partout, laquelle résulte,
S'—)S 9 b

par le méme théoréme, de ce que K est localement borné et de ce que

WCC@R , R).

En ce qui concerne la propriété A3, les hypothéses faites

K o
entra%nent que, pour tout s € [t,u], IM; 2 | < MEKu] pour tout n, et
K 9 9
lim M
n = ®

s 2 = MEKE p=presque partout. Cela étant, par application répé=
9 k)

tée du Théoréme de Lebesgue et de 1'inégalité de Holder, on obtient

d'abord, d'aprés les relations précédentes et (3.2.8),

Gz 1im e I o e e, < P

n > *®

o collvll s

pour tout s € [t,u] [d'o& (3.2.35)] ; puis les relations (3.2.36) et

(1) Voir a ce sujet la propriété (4) du Lemme 4.2.7.
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3.2.4

(3.2.37) [en décomposant de fagon standard le membre de gauche de
(3.2.36) en somme de deux termes] a partir de (3.2.40), des hypo-

théses IKnI <K® et 1lim Kn(x,s) = K(x,s8)(x€R, s€IR), et des con=
n->®
ditions a 1'infini (3.1.1) [pour K0] et (3.2.1), lesquelles entraf-

nent la condition uniforme sup sup ,Kn(x,t)-K(x,t),sc(t)lxlq"’l
(x€ R) n s€ [t,u

Enfin, on établit la propriété AL comme la propriété (2) du

Lemme 3.1.1 (voir 3.2.1).

Les propriétés A1, A2, A3 et AL étant acquises, on envisage

éq) : la propriété (1) de la proposition A étant

d'abord le cas ou K€ K
alors satisfaite d'aprés (3.2.33), et l'application t - !l/tK étant
continue de (- °°,u] dans Lr'( IR,uo) d'aprés A2 [avec K° =(sup @eK).'—],
il reste seulement & montrer que cette application vérifie (3.2.7)
pour t < t' &€ u. Pour cela, on va commencer par établir (3.2.7) lors-

(q)
b

~
que K€K est tel que, W désignant un élément de W(q), on a,

{3.2.41) K(s) = W pour tout s € Jt,t'[,
et lorsque V = W, On note que l'on a alors, d'aprés (3.2.32)
(3.2.42) A= sup W<4+ &

Dans ce cas la relation (3.2.7) a établir se réduit a,

(] _ vl k]
(3.243) U A
Afin de montrer cette relation, on remarque d'abord que, d'apreés
(3.2.8), (3.1.6), (3.1.8) et la propriété de Markov de M, on a,

s lox, - 0f Blox, o

Mais, posant, h = t'=t et tnj =t + jh/n (n entier >0 et
9

j=1,2,.4.,n) on a, puisque la fonction W = K(s) (s€ ]t,t'[) est

continue d'aprés K1,
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(k] I h
M = 1lim I Exp (mW)ex p-presque partout et,
t,t! ) n t .
n = ® j=1 n,Jj
1 h AMtr-t) X A
|j§1 Exp(;‘w)@ Xt l 5 e d'aprés (3.2.42) ; d'ou, d'aprés

n,Jj

(3.2.44) et le Théoréme de Lebesgue,

n
(3.2.45) 1im [ [( I Exp(2W)© X, ‘)(wglf]@xt,)/(;:(_ w’t]]- W,EK]@XtHfO-

n >« Jj=1 n,Jj
Mais, par récurrence sur k = 1,2,...,n et par application de la pro=-
priété de Markov M2 de W (1) aux instants tn k! °on voit que,
9
n
h (x7
E II =
JLOT Exp@nox, )G 10x ) /6 _ wt])
J=1 n,Jj
n-k -ﬂw
. h =k [k
=E (T Exp(=%)OX (N, e™7) ¢[ ])@x /& 1
(L n t .k T t - ®t]
J=1 n,Jj o n,n-k

d'ou, en portant cette relation écrite pour k = n dans (3.2.45),
h
-W
- 2
wEKJ = 1lim (N, &" )IIWEfj dans L CR,MJ, et la relation (3.2.43) en

vertu de la formule de Trotter (voir Ck4),

~
Toujours, sous l'hypothése (3.2.41) sur K E]Kéq), on éta-
blit ensuite (3.2.7) pour V€ Wfq) quelconque: la formule de Duhamel

(voir C5), applicable aux opérateurs H, = V et - W grice au Lemme

3.2.1 [propriété (1)J donne, aprés changement de variable linéaire,
tl
(w] (v] (v] ]
(3.2.46) Np,2. 8= N: d B {c' NS (M- V) Np S Bds (€ D(H)).

Et compte tenu de (3.2t43), cette relation fournit (3.2.7) si elle
K] (2)

est valable pour 6 = wt'

Oor, si (en) est une suite d'éléments

(1) Théoréme 2.I en 2.1.3.

s s - K
(2) A posteriori, les propositions A et B entrainent que ¢£'1€ D(H)

-.

mais on ne le sait pas au stade actuel de la démonstration.
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3.2.4

de P(R) convergeant vers ¢E§J dans Lr’(Ihuo)(avec 2 <r' <r),la pro-
priété A1 ci-dessus jointe au Lemme 3.2.1 [propriété (2)] entraine que,
lorsque n tend vers 1l'infini, les deux membres de (3.2.46) écrite pour
6 = en lon a ®(R)C D(H) | convergent dans Lz(]R,IJ‘O)[gr’a‘lce au Théoreéme
de Lebesgue et a (3.2.34) pour 1'intégrale au second membre] vers les
membres correspondants de (3.2.7).

On va maintenant établir (3.2.7) lorsque K eéiéq) est en
escaliers, c'est-a-dire est telle que, K(s) = Wj pour j = 1,2,4e4,01
et tout s € ]tj-l’tj[’ ol wje W(q)(j = 1,2,40.,n) et ou

t = to <t, < tn = t!', Pour cela, on vérifie par récurrence sur j que,

1
pour j = 1,2,e64,0,

t.
J
(3.2.47) “’EK] = NEVJt VEK] v/ NLﬂ(ys)-x) wEK] ds.
j J t

[en effet, en substituant a WEK] dans (3.2.47) le second membre de

J

(3.2.7) déja établie ci-dessus’pour t = tj et t' = tj on obtient

)
(3.2.47) avec j+1 mis pour j]. D'ou (3.2.7) en faisanilj = n dans
(3.2.47)Lon note que la fonction intégrée au second membre est continue
par morceaux a cause de la continuité de s = ng et du caractére en
escalier de K].

(q)

Soit alors K un élément quelconque de XK, . On construit sans

b
~
difficulté une suite (Kn) de fonctions en escalier deIKéQ) et une fonc-
~
tion positive K® de m‘q) satisfaisant aux hypothéses de la propriété

entraine que K° est adéquat] ; et pour

A3 [en particulier, K° G?{éq)

chaque n, on a , en vertu de ce qui préceéde,

(3.2.48) wt

Cela étant, les conclusions (3.2.35) et (3.2.36) de A3 entrainent que,

lorsque n tend vers 1'infini, les deux membres de cette égalité con-
2

vergent dans L CR,HO) [gréce au Théoréme de Lebesgue et a (3.2.37)

pour 1l'intégrale au second membre] vers les membres correspondants
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(aq)
b

(q)

de (3.2.7) ainsi établie pour tout K € K et V €W .

Passant enfin au cas général, soit K un élément quelconque
(a)
b

Kn(x,s) =n + 3(QRe K(x,s)-n) + idm K(x,s) (x €EIR, s €IR), ou B est une

de iK(Q). Pour chaque entier n 2 0, on définit Kn €K par,
application continfiment dérivable et croissante de IR dans (- “,O]
telle que B(x) = x si x £ -1 et B(x) =0 8si x =21 [i.e la fonction
Bn(.) = n + B(- -n) approxime différentiablement la fonction

x 2> n A x]. En vertu de ce qui précéde et de la proposition B, 1l'ap=-

(x,]
plication s = ws n7 est solution avant u pour 1l'équation d'évolution

spécifiée par K . En outre, la condition d'uniformité (3.2.38) étant
satisfaite puisque ,Bn(x)l < |x] + 2 (x €R), il existe, d'aprés Ak,
Ko > 0 tel que l'opérateur H - En(s) soit Ro-accrétif maximal pour

tous n et s € [t,u]. Le Lemme d'unicité forte D1 (majoration (D1.3)
[
sous 1'hypothése UO)entraine donc, puisque ¢u no ¥, que,
K A (u=t)
H¢E “]H °
t

(3.2.49) 5 < e HWHZ pour tout n.

D'ou, d'aprés cette relation écrite pour ¢ = Qo, celle ob=

tenue en prenant 1l'espérance E_ des deux membres de (3.2.8) et 1'iné-

Kn Kn g
gatite [ly, "Il S v 7l

K]
n ], < ek(u—t) pour tout n.

(3.2.50) IEu[Mt’u

Par ailleurs, la majoration ]Knl < ‘K' + 2 (n EN) et la
relation 1lim Kn(x,s) = K(x,s) (x €IR, s € IR) entrainent, d'apreés

n = « . p s .
le Théoréfe de Lebesgue appliqué aux intégrales intervenant dans

(x,]

n
les Mt,u , que,
(x,]
K
(3.2.51) lim M, i ME J tout
N ® ,u ,u p-presque partou
LN .
Cela étant, si K est réel, Mt u est positif pour tout n,
9

donc (3.2.50) et (3.2.51) entrainent, d'aprés le Lemme de Fatou, que
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3.2.4, 3.3

[M[K]] <+ @ ; ce qui établit que tout K E]K(q)

qu 'M[K]l = M[ﬂl’K:| (QaK appartenant é]K(q) en méme temps que K)

est adéquat, puis-

et (MR{E)I’ = M[pK] . D'ou la propriété (1) de la proposition A. Et la
propriété (2) resulte alors de la propriété déja établie pour les K
[relation (3.2.48)] et [en remarquant que, pour tout K EJK(q), il
existe K’ €K tel que K® >0 et k° >QK] des propriétés A2 et A3 qui
entrainent que 1'on peut passer a la limite, lorsque n tend vers 1'in-
fini, dans les deux membres de (3.2.48), Ce qui achéve d'établir la

proposition A et le Théoréme 3.I.

3.3.- Unicité faible pour l'équation d'évolution spécifiée par K

(1)

et u € IR , on appellera solution

Etant donnés K € ]K(q)

faible avant u pour 1l'équation d'évolution spécifiée par K toute ap-

pllcatlon continue t = ¢ de 1l'intervalle fermé (- °°,u] dans
L (R, u) (2 )telle que,

(SF') Pour tout 8 €Z (R) et tout t < u, la fonction complexe
s %(GIWS) est dérivable en t et on a,

a (3)

(343.1) =/ (8lV) = (HK(£)8]y,) ,

ou X désigne la fonction complexe conjuguée de K [on a évidemment

X E]K(q) ]. On note que,
(3.3.2) H-K(t) = (H-K(t))  pour tout t € RR.

[en effet, H—I__(_-(t) et (H-K(t))* sont quasi-accrétifs maximaux (Lemme

(1) La situation est la m@me qu'en 3.1.

(2) La continuité de 1l'application t = w est entendue "fortement!'
(i.e L (R, IJ: ) étant muni de sa topologie d'espace de Hilbert).

(3) ('I ) de51gne toujours le produit scalaire de L (]R,HO).
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3.3

4.1.1 et Théoréme C1), et (H-K(t)* prolonge H-K(t)}.
D'ou il résulte que, pour 1l'équation d'évolution spécifiée par K,
toute solution avant u (voir 3.1.1) est aussi solution faible avant u.

Le résultat en vue est alors,

THEOREME 3,I1 =~ On suppose que K EIK(q) vérifie,

L . d / ,
(K3 ) La fonction (x,t) - E;/S_tK(x,s) est localement bornée sur

B X IBet, pour tout intervalle compact J de R,

. d
(3.3.3) lim sup ]Eg/s_tK(x,s)l/,XIQ+1 - o.
|xi >4+ @ t€yJg -
2 . . .
Alors, pour tout u € R, et tout ¥y € L (R,HOL 1'équation d'évolu-
tion spécifiée par K posséde au plus une soluiion faible t - ¢t
avant u telle que wu = V.

COROLLAIRE (1)

- Pour tous u € R, r € ]2,+ ®) et § € Lr(KhHO), 1'ap-
2 . R . . p
plication t = wt = NEKEw (2) est, pour l'équation d'évolution spé-
b

cifiée par K, l'unique solution faible avant u telle que wu = Y.

Le corollaire résulte immédiatement du Théoréme 3.I (voir
(3.1.2),du Théoréme 3.II et de ce que toute solution avant u est aussi

solution faible avant u.

Le Th2oréme 3.II va résulter du Lemme d'unicité faible D2,
Etant donnés u € R et T >0, il suffit de vérifier que les conditions
de validité de ce Lemme sont satisfaites par la famille (At% <t <7

, . 2 PP
d'opérateurs dans l'espace de Hilbert ¢5= L CR,HJ définie par,

(3.3.4) Ay = H-K (u-t) (0 €t 7).

Pour cela, on va s'appuyer sur le Lemme suivant qui compléte

les Lemmes 3.1.1. et 3.2.1 .

(1) Sous la méme hypothése K3 que le Théoréme 3.II.
(2) Voir le Théoréme 3.I en 3.1.2
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3.3

LEMME - Soit L : (x,t) = L(x,t) une fonction complexe sur R XIR,
borélienne, localement bornée et vérifiant la condition K2 (1)
ainsi que,

(K4&) Pour tout x € R, la fonction L(x,+) est continue sur R.
Alors : (1) Pour tout intervalle compact J de IR, il existe C

C, et 03 > 0, tels que, pour tous t € J et ¢ € D(H),

(3.3.5) ey oll < c (vl + [¥lD,  et,

(3.3.6)  c (il + ¥l < lG-LCed vll < cyClavl] + flop

(2) Pour tout § € D(H), 1'application t = L(t) ¥ est continue de
2
R dans L (]R,uo).

En effet, les hypothéses faites sur L entrainent que, uni=-
formément lorsque t décrit 1l'intervalle compact J, L(t) <X §2+1
donc aussi L(t) << H, puisque *2“ << H d'aprés le Théoréme 1.III
et la proposition B5. D'ou, d'une part (3.3.5) et la seconde inéga=-
1ité (3.3.6) j;et d'autre part la premiére inégalité (3.3.6) grace a
3a relation (C2.2) écrite pour B = L(t). En ce qui concerne la pro=

priété (2), on remarque que, si €ER et J = [to-l,to+1], la fonc=

t?)
tion sup 'L(t)] appartient a LA
t €J

est localement bornée ; ce qui entraine que, si ¢ € D(H), la fonction

en vertu de K2 et de ce que L
2 2 . N 1 2242
sup lL(t)l |¢l appartient a £ (R,HJ [proprlete (1) du Lemme 3.2.1
t€J
ou raisonnement ci-dessus] 3 donc

. 2 . i2 2
Lim L)y = LGDV" = 1im [ [L(£)= Lt )| |¥]% au =0
t >t t=>t R
o o
en vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue et de 1'hypo-

thése K&, D'ou le lemme.

(2) Pour chaque t € R, la fonction L(t) = L(+,t) appartient a W(q)
(voir 3.2.1) ; en particulier, D(H) C D(L(t)) (Lemme 3.2.1), en no-
tant L(t) 1'opérateur L(t) = L(t,ﬁo) comme en 3.1.1.

(1) Voir 3.1.1.
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3.3

Cela étant, on remarque d'abord que, d'aprés (3.3.4) et

(3.3.2),
(3.3.7) A: = H-k_:(u-t) (0t 7).

Et, en appliquant le lemme aux fonctions L = K et L = E, les inéga=-
1ités (3.3.6) fournissent les inégalités (D2.1) et (D2.2) ; ce qui

fait que les conditions Ul et U2 sont satisfaites en posant,
(3.3.8)X=X% =) et |l ¥[] = [l v ]I, = (el + 4]l (v €X).

En outre, l'existence de )\0 >0 tel que UO soit satisfaite résulte de

la propriété (2) du Lemme (3.1.1).

En ce qui concerne U3, Uk et U5, on remarque d'abord que la
L
fonction K sur RX IR définie par,

d
i K(x,s) (x € R, t € R),

s=t

(343.9) K(x,t) =

-
satisfait aux hypothéses du Lemme. Donc, d'une part ¥ C D(K(t)) et
X c p(K(t)) pour tout t € R; d'autre part, d'aprés (3.3.5) avec X

— 9
mis pour L et (3.3.38), il existe C" > 0 tel que,

(3.3.10) \\I_—'(-_(t)\VH Sc'|[l¥]|| pour tous § €Xet t € [u-T,u] ;

enfin, pour chaque ¢ €X¥, les applications t —’I._{_(t)'# et t —’K(t)\k
2 . .

sont continues de R dans L (]R,I-ho). Ainsi, pour montrer que la condi-

tion U3 est satisfaite, il suffit de vérifier que, pour tous ¢ € X

et t € [u-T,uj, on a,

(3.3.11)  lim H%(E(t+h)7§(t» ¢-g<t>wnz
h =0

= lim [ I%(K(t+h)-K(t» -k(t)]2]¢|2 dp_ = O,
h =0 R °
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3.3, 3.4

Or, cette relation découle du Théoréme de Lebesgue et de ce que, d'une

part |%(K(t+h)-1<(t))-f<(t)| €2 sup |[K(s)| si - 1S h€«1et
s €J
. 2 2
J = [u-T-i,u+1J ; et, d'autre part, la fonction sup |[K(s)| '¢| ap=-
s €J

W(q) en vertu de 1'hypo~-

partient a £1CR,MJ, puisque sup Iﬁ(s)]é
o s €J
thése K3 . En outre, (3.3.11) entraine que,

(3.3.12) Z\tw = - ﬁ(u-t)v et A:qg = - E(u-t)w

pour tous § € Xet t € [O,TJ 3 donc, d'aprés (3.3.10),
(3.3.13) HA:#H <c" || ¥|ll pour tous ¥ € ket t € [0,7].

Choisissant A > KO, la validité des conditions U4k et U5 ré-
sulte alors, d'une part de (3.3.13) et de la continuité de 1'applica-
tion t - Az¢ (y €%), et, d'autre part,*de la majoration (D2.11) et
de la continuité de l'application t = Rh,tw (¢ € thm,po» de [O,T]
dans X, ces derniéres découlant des propriétés UO, Ul, U2 et U3 déja

établies (1).

cqfd.

Joby= Cas_homogéne

La situation étant toujours celle de 3.1 et 3.2,si la fonc-
tion V € W(q)
(x € R, t € R)appartient an((Q) (voir 3.1.1 et 3.2.1), et le Théo-

est continue, la fonction K : (x,t) = V(x)

réme 3.I entraine que l'on a, pour t < u,

(k] _ V]
(3.4.1) Nt’u = No¢
(3.4.2) MEYE € Lp(W,G',\J-) pour 1°'Sp < + @, et,

(1) Voir la démonstration du Lemme D2,
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3.4

v \'/ 2
(3.4.3) (NE_E Ve x, = EuLME,g - (vex /G _ m,t]] (y € L5(R,y0_ D)y
en notant MEV] au lieu de M[K] .
su t,u

La formule de Feynman-Kac (3.4.3) admet 1l'extension sui=-
vante que 1l'on utilisera ci-dessous en 3.5 : Soit Wb le sous-espace

de V formé des fonctions V € ¥V telles que, d'une part,

(3.4.4) sup R v(x) <+ @,
x € R
et, d'autre part, l'opérateur (H-_V;)— (fermeture de l'opérateur quasi-
P . P . 2
accrétif H-V) est quasi-accrétif maximal dans L (]R,Ho) ;5 et pour cha-

. - , 2
que V € Wb et t 20, soit NEv] l'opérateur [borné dans L (]R,uo)]
-t(H—_Y_) [V]
e . Cela étant, en désignant par Mt 3 la classe modulo M de
u ’

la fonction (F-mesurable ® - Expl{/ V(w(s)) ds} (w € W), on a,
t

PROPOSITION - Si V € Wb et si V est une fonction continue sur IR
v ®
E \:xl €L (W,F,u), et la formule de
9
Feynman-Kac (3.4.3) est vérifiée.

alors, pour tous t Su, M

Cette proposition peut &tre établie a partir de la formule
de Trotter comme la relation (3.2.43) dans la démonstration de la
proposition A ci-dessus (voir 3.2.4).

(1) b .. P
On peut montrer que V € V'~ dés que V vérifie (3.k.4) et

appartient a y -‘:p(]R,Pto) s mais on n'utilisera ici que le résultat

2
plus faible stivant,

LEMME -~ Si V est un polynSme réel borné supérieurement, alors

V appartient a Wb.

(1) Voir [BOJ en notant que l'hypercontractivité du semi-groupe

(Nt)t >0 n'intervient pas ici a cause de l'hypothése (3.k.4).
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3.4, 3.5

En effet, en transportant la situation dans L2(10 au moyen
%

de 1'isométrie ¢ = P

avec les notations de Bl et B2, l'opérateur H - V(zo) est essentiel=-

2 PR
v (¢ €L (R,DOD, on est ramené i montrer que,

lement auto-adjoint ; ce qui résulte immédiatement de 1l'hypothése

faite sur V et de la proposition B1, puisque ®(IR)c D(} - V(zo)).

3+.5.~ Une variante de la formule de Camevon-Martln

On désigne ici par Q, et Qz des polyn8mes d'interaction

standard ; et on note, pour i = 1,2, qi le degré de Qi’ Hi ° la me=
9

sure quasi-invariante sur IR spécifiée par Qi’ pi sa densité, Hi 1'o~
pérateur de diffusion associé et ui la mesure Euclidienne spécifiée

par Q. Cela étant, si a € Bet b € R sont tels que a £ b, on pose,
b

-/ [62(w(s» - 61<w<s»] ds
(3.5.1) Az/l(w) = cpz/l(w(a)) cpz/l(w(b)) e

(@ € W), ou (M

(3.5.2) 9100 = (,(0)/p, ) (x € W),

2 s s
On note que la fonction A /1 sur W ainsi définie est partout > 0 et

9
¢ -mesurable. On peut énoncer,
(a:e]

I THEOREME 3.III - (1) Pour tous a € R et b € R tels que a < b, on

a,

(3.5.3) E, [a2/17 - 1, et,
1 9

(3.5.4) E, [F]= B, [F A2/1
2

our tout F (W G:[ ]) .
pou u € £ ly
| (2) Les mesures W et P‘z sur (M,‘i) sont étr angeres si1 Q # ng

Ainsi, les restrictions des mesures H1 et uz aux tribus lo=-

calesﬁr sont équivalentes, bien que les mesures H. et WK
[a,bJ 1 2

”~
(1) Qi désigne la primitive centrée de Qi (voir B2).
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3.5

sur ( W, ) soient étrangéres. La relation (3.5.4) est la variante en
vue de la formule de Cameron-Martin (voir par exemple [13] au sujet
de cette formule en théorie des processus de diffusion et [30] en

théorie des champs).

On va déduire la propriété (1) de la formule de Feynman-

Kac (3.4.3) (voir 3.4 ci-dessus). Tout d'abord, en tenant compte de

2 2 N N :
ce que A;/b = (& /;) , on se raméne a l'un ou l'autre des cas sui-
vants : soit q2 > q1 [cas (:)] soit q2 = q1 et az > a1 [cas (:)],
soit a, = 9 et a, = [cas <:)] en notant a; le coefficient domi-

nant de Qi (i = 1, 2) Posant alors V = Q - Qz, on va s'appuyer sur

1
le lemme suivant

LEMME.- (1) On a V € W(b) (1) dans les cas (:) et (:)
(q,)
VEV 1 (2) dans le cas (:) .

2 ©
(2) ®2/1 €L (]R’”Lo) Nc(m), et,
A%
(3.5.5) NE,E ¢2/1 pour tout t > o0.

(3) Pour chaque t = 0,

Iv]
.5. = € .
:3 5.6) N1,t(¢2/1¢) w2/1N2,tw pour tout o €D (mR)
. -tH 2 [(v]
On note ici_N l'opérateur e dans L (]R,M ) et N
2,t 1,t
—t(H1 -v)~
l'opérateur e dans L (IR,m ) [ce dernier étant bien défini

1,
en vertu de la propriété (1) du Lemme, ce qu'est W( ) dans les cas

(:) et (E) et d'aprés le Lemme 3.2.1 dans le cas (:) ].

En effet, d'abord la propriété (1) découle immédiatement des

, v tay) :
definitions de et de WV et du Lemme 3.4 ; et la relation

®s /4 € L ( IR, by ) N c“(R) résulte de ce que p, et p, sont partout >0
et appartlennent a 5 ( IR). Ensuite, pour etabllr (3.5.5), il suffit,
(1) Voir 3.k4.

(2) Voir 3.2.1.
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3.5

d'aprés le Lemme d'unicité D1, de montrer que,
5. € -V - = 0.
(3.5.7) 472/1 D(H1 V) et (H1 Y_)<92/1 0o

Or, cette relation est facile a vérifier en transportant la

situation dans L (]R) au moyen de l'isométrie { - p V(¢ € L (R, P- 0)) :
12

d'une part P}fcpa/i = Pz ) p};a

;-!292 = 0 d'aprés le Lemme 1.5 ; et d'autre part, ﬂq- V(Eb) et K, ont

appartient a J(]R), J(IR)C.D(H ) et

méme restriction a 4 (R) par définition de V. Enfin, pour établir
(3.5.6), il suffit [toujours d'aprés le Lemme d'unicité D1, et compte
tgnu de ce que S : ¢ = cpz/l‘# est une isométrie de Lz(]R,l-Lz,o) sur

L (]R,Hrl’o).l de montrer que, pour tout ©® € O(R),

(3.5.8) (H-¥) (8, ,,0) = 0, /1,0 .

Or, si S, désigne 1'isométrie § - p:’éw de L2(]R) sur
2 .
L (Ryp, ) (i = 1,2), on a,
i,0

-1
(H1'!-)(‘Pz/1“’) (H-Y) S,5,7

-1
5,V (2, 5

= S, H <p_s1s

1825, 2lp® = 9, H0 .

D'ou (3.5.8) et le lemme.

s s v
Désignant alors, pour a < b, par M£ I;J la classe modulo K de
9
la fonction w = Exp| fV(w(s)) ds} (w € W), on a, d'aprés le Lemme ci-

a
dessus [propriété (1) et (2)] et la formule de Feynman-Kac (3.4.3)
(voir 3.4),

(3.5.9) MEV]} € Lp(w,ﬁ',ui) pour 1 € p < 4+ , et,

(1)

.

. [v]
(305-10) ‘pz/le xa = Ep1[Ma,b .(w2/10xb)/F(“ “’a]]

- - o -

(1) Voir remarque ci-dessous.
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3.5

Cela étant, on raisonne de fagon standard comme suit : on

remarque d'abord que (3.5.10) entraine que,

V] 2
Ep.1f(°’z/19 Xa)Mg,b(”zmoxb)] = Eui[("zm@xa) 1

2 2
o0 i - -
d'ou (3.5.3), puisque Eu [(qoz/l@ Xa) ] = f(cpz/l) du1 = 1.
1 R
Ensuite, grace au théoréme de prolongement par mesurabilité (voir

Meyer f()], Théoréme 1.20), on se raméne a montrer que (3.5.4) a lieu
© n
lorsque F € £ (W,F ) est de la forme I ¢ o X, , avec
[a,b] . s t.
Jj=1 J
as<t <..... <t <beteo, €ECOMR)(j = 1,2,...,n). Et, en raison=-
1 n J
nant par récurrence sur n, on voit qu 'il suffit pour cela de montrer

que, pour a 8§ s & t<b , si,
(3.5.11) (3.5.4) est vérifiée pour tout F € Iw(‘w,ﬁta SJ),
9

alors (3.5.4) est aussi vérifiée pour tout F de la forme G.(¢ o Xt),
-~}
avec G € £ (W,F a s]) et ¢ €D(R). Or, on a,
9
- ' . .
EHZEG'(“’ o Xt)] = EMZEG'(Nz,t-sw o Xs)] d'aprés la propriété de

Markov de My [en notant que Nz,t-sw € Cb(]R)],

2/1 . .
- \] 1
= Ep. [G'(Nz,t-s‘p o xs)'Aa,b] d'aprés l'hypothése de

récurrence (3.5.11),
_E T v] (v]
= Eul 1z(9, /40 xa)Ma,S(Nz,t-scP@xs)Ms,b(cpz/loxb)]’

fpso s 2 P
par définition de Aa/; et en désignant par Z la classe modulo p‘l de
9

la fonction G,

v] X
= EP'1LZ(CP2/10xa)Ma»S ((wz/iNZ,t-s‘p)oxs)] d'apres

(3.5.10) écrite avec s mis paur a,
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3.5

v \ .
= Ep1[Z(¢2/10Xa)M‘E’s](NE’g_s(tpz/lcp)@Xs)], d'aprés la pro-

priété (3) du lemme,
vl (v .
= Ep,i[Z(CPZ/l@Xa)ME’;‘ Mg,g ((‘02/1¢P) Oxt)], d'aprés la for=-

mule de Feynman-Kac (3.%.3),

[}

\
Eulfz(cp@xt) (cp2/1 @Xa)ME,E(q’Z/l@xt)]

v v N
Eui[z(gp oX,) (cpz/1 @xa)ME’E M,E’g(epz/l @xb)], d'aprés

(3.5.10) écrite avec t mis pour a,

2/1].

= EuifG(ipo X8,

D'oll (3e5.4) avec G.(¢o Xt) mis pour F et la propriété (1)
du Théoréme 3.III. Afin d'établir la propriété (2), on raisonne par
contraposition en supposant que pl et uz ne sont pas étrangeéres,
c'est-d-dire que la mesure y = by A My est non nulle (voir Neveu [8],
§ IV.1, p. 102). Alors, d'une part, la mesure Vv est absolument conti-
nue par rapport a Ml et par rapport a uz ; soit z, € Ll(W;w,ui) la
densité de v par rapport a Hi(i = 1,2). Et, d'autre part, v est inva-
riante par les transformations Qt (t € R) en m&me temps que y et Moo
D'ou il résulte que z,0 et = Z, ; donc aussi (n A Zi)oet =nAZ;
pour tout n > 0 et tout t € R(i = 1,2). Et la propriété ergodique
E5 (Théoréme 2.II en 2.3) entraine que Z, et Z2 sont des constantes

1

a1 et az ;s constantes qui sont égales puisque ul et ”2 sont des mesu-

res de probabilité et non nulles puisque Y £ O par hypothése. Ainsi

= . d'ou = . i = i = [P
Hl Hz H ou “1,0 92,0 § puis pl,o pz,o et enfin Q1 Q2 dva
prés l'équation (d) (Lemme 1.5). Ce qui achéve la démonstration du

Théoréme 3.III,

Remarque - Les relations (3.5.9)et (3.5.10) expriment que, pour chaque

a € R, le processus stochastique

2/1) )

(3.5.12) (W6, w5 (A
1 ? a,t t € [a’+ )
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est une martingale par rapport a la famille croissante de tribus

. Ce fait joue aussi un r8le central dans la

* )
[a.t] t € [a,+ @)
démonstration de la formule de Cameron-Martin & partir de la formule

d'Ito (voir par exemple L13]).
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§ 4.- QUASI-INVARIANCE DE LA MESURE EUCLIDIENNE

Dans ce paragraphe, on montre que la mesure Euclidienne
spécifiée par le polyndme d'interaction Q (Théoréme 2.I) est quasi=-
invariante par les translations de $ =qJ(FL]R), et on explicite le

module de juasi-invariance correspondant (Théoréme 4 en 4.1.2).

La démonstration de ce résultat donnée en 4.2 est basée sur
la formule de Feynman-Kac (Théorémes 3.I et 3.II) selon les étapes
suivantes : on obtient d'abord (proposition %4.2.2) des conditions por-
tant sur une fonction K € ZK(q) (voir 3.1.1) pour que la fonctionnelle

M;[K] sur W définie par,
(ki) M,"K](w) = exp /K (u(s),5)ds} (0 € W),
R

soit la densité par rapport a K de la mesure translatée Mf= (e +f£)

(f €§) ; et on établit que ces conditions déterminent une fonction

K = Qf, ce qui fournit un calcul a priori du module de guasi-invariance
(proposition 4.2.4). On montre ensuite (proposition 4.2.5) que la
fonction Qf ainsi introduite vérifie la condition en question. Pour
cela, on s'appuie, d'une part lorsque f a son support compact, (voir
4,2,6 et 4.2,7) sur la résolution explicite de 1'équation d'évolution
spécifiée par Qf et sur les résultats du paragraphe 3 (Théorémes 3.1

et 3.II) ; et, d'autre part (voir 4.2.8) sur un calcul préalable de

la martingale,

lo,]

(&,ii) U,(sz = Eu[,l*i /F_ w,t]] (t € R),

lequel permet de montrer a priori son uniforme intégrabilité et la re-
@
lation fondamentale Eu[% £ ] = 1 1lorsque f € § est quelconque. Cette

démonstration satisfait 4 l'esprit ."non perturbatif" de ce travail en
ce sens qu'elle procéde directement avec la mesure Euclidienne spéci-
fiée par Q et non par perturbation de celle du champ libre. La quasi=-

invariance de cette derniére étant aussi établie indépendam:.ent en
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s'appuyant sur 1l'injectivité de la transformation de Fourier des me-
sures (voir 4.3.2), une démonstration basée sur 1l'approche perturba-
tive et la formule de Cameron-Martin (Théoréme 3.III) est donnée par

ailleurs en 4.3.3 (voir aussi [27] a ce sujet).
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bo1,1, k.1.2

4,1.- Enoncé du resultat

4L,1,1.- La situation et les notations étant celles intervenant en
2.1, on désigne par § le sous-espace de -5(]R) formé des fonctions
réelles et on met § et W en dualité par la forme bilinéaire réelle

standard,

(4.1.1) <w,£>=[w(t) £(t) dt (0w E W, £ €F)

R
(on note que la condition (2.1.1) qui définit W dans C(R,IR) entrafi-
ne que l'intégrale figurant au second membre est absolument conver=-
gente). Le triplet (§ , W, <+,*>) ainsi défini constitue une spécifi=-
cation de la situation envisagée dans l'appendice A (voir A1) : avec
8 mis pourWet Wmis pour W , on a ici exactement U} c Mr et ? = f
pour tout f €1; le produit scalaire <*,*> sur § coincide avec celui
induit par L2(]R) ; et la plus petite tribu & sur W rendant mesurables
les fonctions w = <w,f > (f €8) coincide avec la tribu & (proposi-
tion 2.5.1).

(1)

L,1,2,- Etant donné un polyndme d'interaction standard Q , pour cha-

que £ €%, on désigne par Qf la fonction rélle sur R XIR définie par,

(.1.2) Q@ (x,t) = [x + 2 £() ] £(¢t) - [A(£(t)+x) - (x) ]
(x € R, t €R),
ou 6 désigne une primitive de Q ; et on pose, pour chaque w € W,

(ho1.3) ACf,w) = f Qf(w(s),s)ds ,
R

1'intégrale figurant au second membre étant absolument convergente
en vertu de la relation (2.1.1) qui définit W,

(1) Voir 1.3.
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4.1.2, 4.2.1

On vérifie que la fonction A : $X W= IR ainsi définie est un cocycle

additif [relation (A2.1)],

est F-mesurable sur W,

Cela étant,

et que, pour tout f € § la fonction A(f,s)

THEOREME 4.- La mesure Euclidienne p spécifiée par 1l'interaction

Q (1)

. . A
cocycle multiplicatif e :

invariance.

(f,w) =2 e

est quasi-invariante par les translations de $ et admet le

f
AE,w) comme module de quasi-

Autrement dit, (2) pour chaque f € § ,
(ho1.4) J MNE ae) = 1, et,
W
(L.1.5) J Flo-f) w(aw) = [ Flw) NE9) L aw)
w W
pour tout F € £°°(W,@) (3).

Une premiére démonstration de ce théoréme est donnée en 4,2

(voir d'abord 4.,2.2 et 4.2.5)

4,2,- Démonstration du Théoréme

3 et diverses variantes figurent en 4.3.

4L,2,1.,- Fonctionnelles mu1t1p11cat1ves et mesures Markov1ennes.- Si v

est une mesure de probabilité sur (W,f), on appelle ici fonctionnelle

N £y 2 1
multiplicative relativement a v tout élément M de L (W,@,V)tel que

(1) Théoréme 2.I en 2,1.3.

(2) Voir A1 et A2.

(3) On désigne par £m(w,ﬁ) l'espace des
G -mesurables et bornées.

(4)Voir d'abord L4.2.2 et L.2.5.
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k,2,1.

(FM1) M est strictement positive v-presque partout et,

(L.2.1) E[M] =1
(FM2) Pour tout t € R, il existe M—,t € LO(W,@('_m’tJ,V) et
o
Mt,+ €L (W,‘;t’_'_w),\a) tels que,
(1)
> > = (]
(L,2.2) M_’t =Z0 , Mt’+ >0 et M M_,t Mt,+

Par ailleurs, on dira qu'une mesure de probabilité v sur
(2)

(W,¥) est Markovienne si elle vérifie la propriété de Markov :

1
I_'ﬂ_(_(v) Pour tout t € Ret tout Z € L (W,G‘J[t’_'_ <>°),\)),

Ev\_z/a.'(_ w,t]] = Ev[z/(;-’itij.

On s'appuiera ci-dessous sur les propriétés suivantes de ces

mesures ;

LEMME - (1) Soient v et V' des mesures Markoviennes sur (W,H). Alors

v = V' si et seulement si, pour tous t € R et u € R,
(4.2.3) E (8o X )(poX)]=E,[(80X)(poXx)]

pour tous B €EH(R) et ¢ € D(R).

(2) Soient v une mesure Markovienne sur (W,K), et M une fonction-
nelle multiplicative relativement a v. Alors la mesure M.,V sur

(W,F) est aussi Markovienne.

En effet, en ce qui concerne la propriété (1), supposant

que, pour chaque t € Ret u € R (4.2.3) est vérifiée, on remarque

(1) Cette définition est & rapprocher de celle donnée par Nelson
au § & de [21].
(2) Voir la propriété (1) de la proposition 2.k.1.



4.2.1

d'abord que cette relation entraine que les mesures v et v' ont m&me

marginale m d'ordre 2. D'ou on déduit qu'il existe une probabilité

t,u

de transition P, , de R dans R telle que, pour tout o ED(R) , 1la
9

fonction P ® o X

£.u sur W soit 4 la fois un représentant de la
9

t
@©
classe Ev[qa o Xu/(F'iti] €L (V,ﬁ, v) et un représentant de la classe

- L}
EV'[q; o xu/ﬁit}] €L (W,F,v) [appliquer le théoréme d'existence des
1)

probabilités conditionnelles réguliéres

lité (BXIR, m

dans l'espace de probabi=
t,u) ]. Et cette propriété, jointe aux propriétés de

Markov de v et de V', permet de vérifier que les marginales XJ(\)) et
XJ(\)') Lvoir 2.2.3J coincident pour toute partie finie non vide J de
]R[le raisonnement est standard par récurrence sur le nombre d'élé-

ments de J]. D'ou v = V' et la propriété (1).

Afin d'établir la propriété (2), on pose V' = M.V et on dé=-

@ (o]
signe par Z un élément de L (\W,C"[t . cr,),\)) =L (W’F[t N ,V') et par
k) 9

)
$18 “(W,¥ “(w,& '

Y un élément de L (W, (- oo,t]’\’) =L . Oc,’t],\) ). On a alors, en

supposant Z 20 et Y =0,

B, [¥ EV'[z/(#(_ oo’t]]] e, [¥.2]

, .
Ev[Y M_,t Mt’+ z] draprés (4.2.2)

n

) EV[_Y M_ . Ev[Mt,+ Z/ﬁlit}] d'aprés

e

MK (v)
- EV[Y M_’tEv[Mt’+Z/()"'it}](Ev[Mt’+/G’it;])'1 Mt,_'_],

encore d'aprés MK (v) (en notant que Ev[Mt +/G{it}] est > 0 v=presque
- 9

partout comme M +). Ainsi,

t,

(1) Voir par exemple le corollaire de la proposition V.4.k. de
Neveu [BJ p. 185,

(2) Voir le nota ci-dessous.



Lh,2,1, 4.2,2

Ev'tY Ev'[Z/ﬁ(_ “,t]]] = EvIEY Ev[Mt’-‘_Z/@'{t }](E\)EMt,+/G‘{t }_])-1.]
D'ou, puisque Y est arbitraire,

- -1
(k.2.4) E_ [2/6 _ w,t]] = Ev[Mt,+z/0='it}](EvLMt’+/&'it}]) ;

et finalement Ev,[Z/G'(_ “,t]] = E\)'LZ/Fit}’ puisque le second membre

de (L.2.4) est Glit}-mesurable.

Nota = Si v est une mesure de probabilité sur (W,F), si@ est une

sous-tribu de ® et si X € L w](w,ﬁ',v) , on pose,

(4.2.5) E[X/@] = sup E |n AX/@]
n € N

Alors, EV[X/@] est un élément de Lt cc,](\W,@,\)) qui est caractérisé

0,+
par la relat‘ion,

(4.2.6) E LY Ev[X/@ 1] = & |x Y]
pour tout Y € LEO"“ °°J (wW,8,v). [avec la convention 0 . (+ ®) = O].

é.g;'%;- Expre551on analyt1que de la qua51-1nvar1ance de B

La situation étant celle du théoréme 4.I (voir 4.,1.1 et

(q) (2)

4,1.2), on désigne par K un élément de XK . On suppose d'a-

bord que,
(ke2.7) K est réel et flK(w(s),s)[ ds < + ® pour tout w € W,
R
Et on désigne par M[Kg (resp MEK_;J, M[K]) la classe(modulo M) dans
= ]

L2 ( W,O",u) de la fonction numérique

(1) LEO . °°_J (W,8,v) désigne naturellement le c8ne des classes
9
(modulo v) d'applications @& -mesurables de W dans [0,+ «],

(2) Voir 3.1.1.
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4.2.2
t + ®

w - Exp {f K(w(s),s)ds} (resp w = Exp U’ K(w(s),s) dsi,
- t

w - Exp {f K(w(s),s)ds}). On note que (voir 3.1.2),
R
[K o [K o
(402-8) M_,_g E L (W’Gi"' “,t]’p’) 9 Mt,_,:_l é L (ws a'/[t’+oo)1p)s
x] (x] k] _ wx] | yx]
(k.2.9) M-,t Z0 , Mt,+ 20 et M = M_,t . Mt,+ .
On suppose ensuite que,

K
(k.2.10) Ep[M[ ]] = 1.

Ainsi, M[K] est une fonctionnelle multiplicative relative=

ment a la mesure W (voir 4,2.1). Enfin, on considére les éléments

w_[_lfg et w,EIf} de L°[0,+ o] (R,k) définis par les relations (1)
(k.2.11) vElf-‘oxt - Eu[MEI’(g/F{t;], et,

(k.2.12) wP’(gext = EP‘[MEI’(J/@‘(&%J ;

et on suppose que,

(4.2.13) pour tout t € R, wE’fg et w,l;'f} appartiennent a L:oc(m’“o)’

Par ailleurs, pour chaque z € R, d'une part, on désigne par
TO(Z) la transformation linéaire de LO(IR,PaO) induite par la transfor=
mation g @ g(++ z) des fonctions g GC]R; et dl'autre part on désigne

[--]
par ao(z) la fonction p(++ z)/p(*) de C (IR). Ainsi, pour tout z € R,
1
€

ao(z) L (]R,p‘o)q et,

(h.2.14) ﬁ;TO(Z)w dp = év ao(-z) aw pour tout § € Lm(]R,H'O).

(2) et par uf la me=~

Enfin, on désigne par f un élément de $
sure de probabilité sur (W,F) qui est image de W par l'application

F-mesurable w » w - £ de Wsur W; autrement dit,

(1) Voir 1le nota en L4.2.1.
(2) Voir &.1.1



L,2,2

(£.2,15) fF(w)uf(dw) = /F(w-f) W(dw) pour tout F € £°°(w,o=‘).
w W

Cela étant,

(1)

f .
PROPOSITION = Pour que les mesures M[KJ.LL et B soient égales,

il faut et il suffit que,

(4.2.16) ¢EKE

|

(k.2.17) N‘*EI,(B"’ = wglﬂ T (EGE) N To(f(u))'1(( ‘*lﬁl,({l)-i

wLKE = ao(f(t)) pour tout t € R, et,

pour tous t < u et tout ¢ €D(R) (2).

On note que, si (4.2.16) est satisfaite, ('#[K-J) est bien
défini comme élément de Ll (R, P') d'apres 1'hypothese (4 2,13) puis=-
que ao(f(t)) est inversible dans 1l'algébre L (]R,P:o) [en effet,

a (f(t) est continue et partout > O comme p] ainsi

W[K]) o €L (]R p) et le second membre de (4.2.17) est bien défini

«©
comme élément de Lioc (R, l-b) puisque ¢L ] € Ll (R, LLO) d'aprés 1l'hy-
pothése (4.2.13) et puisque les operateurs T (f(u)) 1 N et T (£(t)

u-t
appliquent L (]R IJ') dans lui-méme. Par allleurs, le premier membre

de (4.2.17) appartient a D(H) d'aprés le théoréme 3.I, donc aussi a
(s}
Lloc(]R,U:o) [propos1t10n 1.6].

Pour montrer cette proposition, on vérifie d'abord que la
mesure uf est markovienne en méme temps que K (voir 4.2.1) : si

tE]R,FES(W,@’ wt])etGE.ﬁ(w (3)

, on a, aussi

(tor =)
F(+-f) € £ (w,(ﬁ(’_m,t]) et G(--£) € £ (W,F Tt,+ =) 1 done

(1) Sous les hypothéses (4.2.7), (4.2.10) et (4.2.13) faites ci=-
dessus sur K.

(2) En ce qui concerne 1l'opérateur N[ ] voir le théoréme 3.I en 3.1.2.
(3) si (E,£) est un espace mesurable,on note L (E,§) l'espace des
fonctions complexes sur E qui sont 8-mesurables et bornées ; on note

o . o LY '
£ (R) au lieu de £ (]R,CB]R), ol @]R est la tribu borélienne sur R,
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4.2.2

Ep‘f[FG] = Ep‘[F(' -£)G (- -£) ]

Ep[Z E“[G(- -f)/ @'( . t] ]], en désignant par Z la classe
= T
modulo K de F(s -f),

E [z Ep[G(o-f)/&'{t}] d'aprés MK(w),

Eu[F(. -f) g o Xt], ol g € £2( R) (1) est tel que

U}

goXx € Eu[G(v—f)/G"{t}]. Ainsi, E [F.G] = E [F.g-+£(tDoXx,] 3
] ]
d'ou la propriété lr[lS(P:f) puisque t, F et G sont arbitraires.
. (x] . .

Par ailleurs, la mesure y = M .4 est aussi Markovienne
d'aprés la propriété (2) du Lemme 4.2.1. Donc, d'aprés la propriété (1)
du méme Lemme, Vv = pf si et seulement si, pour tous t S u et tout

@©
g€ £ (M), g 20 et a support compact,
(k.2.18) Ef(BoX)(gox)]=E [(8oX)(g0oX)]
W
pour tout 6 € H(mw), 6 = o.
-]
Or, désignant par y la classe de g dans L (]R,uo), on a,

K K 5
Ev[(e o X )(goX)]-= Eu[ME’E(GQ){t)(y@Xu) ME’J]d'apres (Lk.2.9),

} (x] (k] Vapr
= E“‘[M_’u(eoxt)(y gxu)(wu’Jr oXu)] d'aprés la

propriété de Markov MK(p) et (4.2.12) (voir le nota en 4.2.1),

K K K
Ep[ME,E(GOXt)ME’S((‘#E’g v) @ X)) ]

B e wE’fg) o X, MEK;‘ (« \yEKE ¥) @ X,)] d'aprés

(1) Voir la note (3) page précédente.
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la propriété de Markov rétrograde de W Lpropriété (2) de la proposition

2.4.1] et (k.2.11),

. (k] LK) Lx] L apre dore-
= EHL(Gq;_’t Nt’u(\vu’+ y))oxu], d'aprés (3.1.10) (Théoreé
me 3.I en 3.1.2) et 1l'hypothése (4.2.13) laquelle entraine que
¢[ﬁ]+y € LQCR,MJ [compte tenu de ce que g a son support compact].
9
D'ou

+

K K K
(4.2.19) EV[(eo Xt)(goXu)] = ée‘k_li’{‘ NL’J ”’E,J y)dug
D'autre part,
E f[(e o X.)(g 0 xu)J = pr[((l‘o(f(t))'1 e)oxt)(('ro(f(u))"ly)@xu)]

"

-1 -1
= B [T (£(£)770) N _ (1 (£(u) TyDeoX, ],

d'aprés la propriété de Markov M2 de M (Théoréme 2.I en 2.1). D'ou
en vertu de (4.2.14),

-1
¢ T (£(u) Ty ap

(4.2.20) E [(BoX)goX )] =/ 8a (£(t) T (£(t) N
[ IR
Ainsi, en comparant les seconds membres de (4.2.19) et

(4.2.20), on voit que (4.2.18) équivaut a

LR PR -1
(hk.2.21) “’-,tNt,uwu,ﬂ) = ao(f(t)) To(f(t)) Nu_tTO(f(u)) R
ou vy désigne la classe de g dans LQCR,HJ.

Cela étant, la condition annoncée est nécessaire car, si
Vv = uf, alors (4.2.21) a lieu pour tout y € Lw(m,ug a support com-
pact et pour tous t S u. D'ou, 2'abord (4.2.16) en faissnt t = u ;
puis (4.2.17) en prenant vy = (wgfg)_lw (o €EPD(R)). Inversement, si
(4.2.16) et (4.2.17) sont satisfaites, alors (4.2.21) a lieu pour tout
v de la forme (WET})& avec ¢ €D (R) ; donc (4.2.18) a lieu pour tout
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4.2.2, 4.2.3

g de la forme h ® avec hu € (WEK;‘)_i et ® €D (R). Mais, en vertu de
’ -

(£.2.16), on peut choisir hu partout > 0 et appartenant a £loc(]R)

ainsi que son inverse 1/hu ; et le théoréme de prolongement par me-

(1)

surabilité entraine alors que (4.2.18) a lieu pour tout

(oo}
g € £ (R) a support compact ; d'ou v = Hf.

cqfd.

4,2.3.- Un calcul préliminaire

Le Lemme suivant sera crucial pour établir (voir 4.2.4 et
L,2.7) que la condition de quasi-invariance (4.2.17)(proposition
4,2.2) est vérifiée si (et seulement si ; voir 4.2.4) K = Qf :
LEMME - (1) soient ¢ € D(H), v €EP(R) et z € R. Alors,
V€ C1(1R), v TO(Z)ﬂl € D(H) et on a,

(k.2.22) H(yT_(2)¥)= yTo(z)H\h(Hy)To(z)W+[’y(g—To(z)g)v—DyJTo(z)DW

(2) Soient K €]K(q)

, T €9 , u€ R; et soit t = ¢t une solution
avant u pour 1l'équation d'évolution spécifiée par K. Alors, pour
tout t < u, tous ¢ €ED(R), 6 €D (R), et tout 8, €D (R) identique
a4 1 au voisinage du support de €, la fonction complexe

s - (elelﬂksTo(f(s)) Nu_sqo) (2)est dérivable en t et on a,

(4.2.23) %/ (8]8,¥ T (£(s) N,__@) = (H-K (t)8|8 ¥, T (£(t) N, _ o)
s=t
l + (8[91(D¢t—[g—To(f(t)) g-f'(t)onwt)To(f(t))DNu_tcp).

P 1
On désigne ici par Dy € C(IR) la dérivée de § € C'(IR) . En
effet, la propriété (1) est facile a vérifier a partir de 1l'expression

(1.6.2)de H. Afin d'établir la propriété (2), on va vérifier que la

(1) Voir par exemple Meyer L9], Théoréme I.20.
(2) (-

2
) désigne toujours le produit scalaire de L (]R,U»o).
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4,2.3
fonction complexe R définie, sur U = (- W,u[B, par,

(k.2.24) R(s ,s,,8,) = (G[Ql\bslTo(f(sz)) Nu_s;p) (s; €u, i=1,2,3),

23
admet des dérivées partielles données par,

d

(4.2.25) 4=/ R(s ,s,,5;) = (HK(s,) ¥, BT (£(sy) N __ @),
S=51 1 3
d ' -
(4.2.26) <o/ R(s s, s,) = £'(s,) (¥ |8 7 (£(s,) DN __ ®), et,
S=Sz 1 3

(k.2.27) 4 - 3 .
P R(s,18,,8 ) = (¥, |8 T (£(s,) N __ HP)
= 1 3
3
et que ces dérivées sont fonctions continues sur U. Il en résultera

la dérivabilité cherchée et l'expression,
d -
(4.2.28) d—sé_twieiv;o(f(s» N, %)= (H-K(£)V, [BT_(£CEIN _ o)
+ £1(£) (§, [OT_(£(+) DN __. o)

+ (Wt['éro(f(t)) N, HO) .

)
%3

D'abord, remarquant que R(sl,sz,sj) =(W$1|§To(f(sz» N,
puisque 919 = ©, la relation (4.2.25) résulte de ce que l'application
s = ws est fortement dérivable de (- “,u[ dans LZ(R,HJ par hypothése ;
la relation (4.2.26) s'obtient par dérivation standard sous le signe
somme dans l'intégrale qui exprime R(sl,sz,sj) ; et la relation
(4.2.27) résulte de la dérivabilité forte de 1l'application

s =2 Nu P en écrivant, d'aprés (4.2.14) (voir 4.2.2),

R(sl’sz’SB) = (ao(—f(sz» To(-f(szn(evsl)lNu_sw).

Pour montrer ensuite que les dérivées partielles (4.2.25),

(L4.2.26) et (4.2.27) sont fonctions continues de (si’SZ’SB) € U, on
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note que la continuité de 1l'application t = wt de (- w,u] dans
LZCR,HJ entraine celle de l'application t = gig(t)wt[gréce au théo-
réme de convergence dominée de Lebesgue, cela résulte de ce que K

est localement borné et de ce que l'application t - K(x,t) est conti-
nue pour chaque x € R (condition K3 en 3.1.1)] ; ce qui permet de se

N

ramener a établir que les applications R et R_ de

1’R2

3
(- oo,u[ X (- W,u[ dans Lz(]R,Pto) définies par
— B _ )
R,(s,,8,) = H(eTo(f(sz)) Nu_53¢) » Ryls,,sy) = Br (£(s,’ )DNu_sjcp
et RB(SZ,SB) = gTo(f(sz» N,-g He (si <u j; i = 2,3) sont continues,

3
Or, ces continuités ne sont pas difficiles a vérifier en utilisant
d'une part celle des applications S'?Nu_s¢ et s = Nu_sﬂw, le théoré-
me de Lebesgue et (4.2.14) ;et d'autre part, en ce qui concerne R1 et
R,, la relation ﬂo<< H (Théoréme 1.III et proposition B5) aprés avoir

calculé Rl(SZ’SB) au moyen de (4.2.22) [avec ¥ = Nieg @0 ¥ = 6 et
zZ = f(sz)] et exprimé DNu_SBw en fonction de ﬂoNu-53¢ grace a (A5.7).

D'ou la relation (4.2.28).

I1 reste alors a transformer le second membre de (4:2.28)
en celui de (4.2.23). Pour cela, il suffit de calculer la quantité
H(91¢tTo(f(t» Nu_tw)fque l1'on fait apparaitre au second membre de
(£.2.23) puisque H est symétrique] au moyen de la propriété (1) du
Lemme : une premiére application de (4.2.22) avec § = Wt,
Y = 91T0(f(t» N, _¢® et z = O donne une expression ou figure le terme
Hy = H(91To(f(tD Nu_tw),lequel est a calculer par une seconde appli-

cation de (4.2.22) avec § = Not®Y = B, et z = £f(t) ; et l'expres-

1
sion de (9]H(91vtTo(f(t» Nu_tw))ainsi obtenue (compte tenu de ce que
(elDei) = (9|H91) = 0 par définition de 91) fournit (4.2.23) lors-
qu'on la confronte au second membre de (4.2.28).

cqfd.
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h.2.bk

4,2,4,- Détermination a priori du module de quasi-invariance (1)

(aq) ot

Comme 2n 4.2.2, on désigne par K un élément réel de K
par f un élément de $ , mais on suppose ici qu'il existe un inter-

valle compact [to’tl] de IR tel que,
(4.2.30) £(t) =0 et K(t) =0 pour tout t § [to’t1-|'

La condition (4.2.7) est alors satisfaite, et on a (avec les nota-

tions introduites en 3.1.1 et 4.2.2),

(k.2.31) w¥l o a sit< t,
t,+ 1
(k] _ k],
(k.2.32) Mt’+ = Mt’t1 sit <t1 , et,
(£.2.33) B K] <k
t,t1 o

En particulier, d'aprés (4.2.33) et la proposition (1) du Théoréme 3.I,
w¥l e Ltow g .

Cela étant,

PROPOSITION - On suppose (2) que (4.2.10) est vérifiée et que les
(3)

f .
mesures M K].M et K sont égales . Alors,

(1) Pour chaque t € R, ﬁEKJ appartient a Ci(BU et vérifie 1'é-
9

quation différentielle

(1) Cet alinéa constitue une justification a priori de la forme ex-
plicite du module de quasi-invariance de K. Son contenu est logique-
ment indépendant de la démonstration du Théoréme 4.I (voir 4.2.5 a
son sujet) mais cherche a l'introduire "naturellement'".....

(2) en plus de (4.2.30)

(3) Avec les notations introduites en 4.2.2.
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(k.2.34) ;—Y/yﬂ *E‘f}(y) = Le(x)-g(xe£(t)) - f-(t)]wyfg(x) (x € R)

(2) I1 existe une fonction numérique & sur IR, continliment déri-

vable et telle que,

1 1
~[x+ SE(E) JET () = A (£(2),x)
(4.2.35) ¢£Kg(x) = ea(t) e [ 2 ez ° (x € R)
(k.2.36) K(x,t) = - a'(t) + Qf(x,t)
!
L.2.37) @(t) =0 sit§ [t T ].

On rappelle (voir 1.7.3) que 1l'un a posé,

(4.2.38) Ao(z,x) = log(p(z+x)/p(x)) (z € R, x € R),

de telle sorte que explAb(z, )} o= ao(z) pour tout z € 11(12

Cette proposition fournit de fagon naturelle, au moins lors-
que f a son support compact, la formule donnant le module de quasi=-
invariance présumé de M [relation (4.2.36)] en supposant seulement
que ce module est de la forme M K ou K EIK(Q) satisfait la condition
de localité (4.2.30). En outre, la relation (4.2.35) donne la forme
explicite des fonctions ¢£§9 qui jouera un rdle central dans la dé-
monstration du Théoréme 4.I (voir 4.2.5). On note 1l'indétermination
représentée par la fonction @ ; indétermination qui ne contredit pas
1'expression (4.1.3) de A(f,w) en termes de Q, puisque f<¥'(t)dt =0
d'aprés (4.2.37). =

Le pivot de la démonstration de la proposition ci-dessus
va étre l'équation différentielle (4.2.3L4) que 1'on va commencer par

établir. Pour cela, on remarque d'abord que, d'une part, d'aprés

(1) Avec les notations introduites en 4.2.2
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(£.2.31), (4.2.32) et (3.1.10) [Théoréme 3.I |,
(k] _ i <
(Lk.2.39) ¢t,+ = Qo si t1 < t, et,

(&.2.40) '&El,{_;l = NP,(\;' Qo si t <u et ti Su ;

et, d'autre part, en vertu de l'invariance de P par la symétrie S,

v
(hk.2.41) WEKE = ¢E§]+ pour tout t € R,

v
(a) est défini par K(x,t) = K(x,-t) (x € R, t € R) ; et ces

v
ou K € K
. - fos . K [x
relations, jointes au Théoréme 3.I, entrainent que ¢ i et \kt ; ap-
i) L]
partiennent & D(H), donc aussi a Cl(]R) [Lemme 4,2,3, propriété (1)].
En particulier, la condition (4.2.13) est satisfaite et on se trouve
dans les hypothéses de validité de la proposition 4.2.2. Fixant
u > tl’ 1'hypothése M[K].pf entraine donc que (4.2.17) a lieu, la-
P . - K]~ «
quelle s'écrit, puisque To(f(u)) 1((1'5 +-]) 1<p) = ¢ d'aprés (4.2.30) et
Y

(k.2.39),

(], _ ,(x] <
(k.2.42) Nt,ucp = wt,+ To(f(t)) N 4@ (t <u, o €ED(R)).
Mais, pour t < u et pour € € ® (R), d'aprés le Théoréme 3.I, la fonc-
tion s - (GINEchp) est dérivable en t, et on a
d K K . . - .
Eg/s_t(e'NE,'}(p) = (H- K(t)) QINE,Ecp), puisque, K étant réel, l'opé-

rateur H - K(t) est auto-adjoint ; ou encore, d'aprés (4.2.42),

(&.2.43) d (k]
ds/ (9‘91¢t’+ To(f(t)) Nu-tw):
s=t

(k]
((H'E(t))e'91‘”t,+ T EEDN 9,

ou 91 €D(R) est identique a4 1 sur le support de 8. Par ailleurs,
d'aprés (4.2.39), (4.2.40) et le Théoréme 3.I, l'application

s = ¢s ; est solution avant u pour 1l"équation d'évolution spécifiée
b
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par K ; on peut donc lui appliquer le lemme 4.2.3 ; et la comparaison
K . .

de la relation (4.2.23) [avec ¢t ; mis pour ¢t] ainsi obtenue avec
9

(4.2.43) fournit la relation,

(x] : (] .
(k.2.4bk) (e|91(D‘Vt,+ - [e-r (£(e)g-1 (t)Oo]wt’+)To(f(t))D N, _.®)=0 ;
ou encore, puisque 6 ESDGR) est arbitraire,
(k.2.45) (DwEK} - [g-To(f(t»g-f'(tmo]wEK})To(f(t» DN,_,¢ = 0,

pour tout ¢ € @ (R). Pour conclure alors & (4.2.34), on remarque que,
pour tout intervalle ouvert J de R, il existe ¢ €D (R) telle que
DNu_tw n'est pas identiquement nulle sur J [en effet, dans le cas con-
traire, il existerait J tel que Nu-t¢ serait constante sur J pour tout
© €ED(R) ; ce qui entrainerait que, si © €D (R) a son support dans J
et (9,00) = 0, on aurait (Nu_telw) = (elNu_tw) = O pour tout

© €EO(R) ; c'est-a-dire Nu_te = 0 ; donc © = O puisque Nt
tif ; ce qui est absurde]. Et de cette propriété, on déduit que, si

¥ € C(R) est tel que WTo(f(t»D N,_® = O pour tout ¢ €9 (R) , alors

est injec-

¢ = 0. D'ou 1'équation (4.2.34) d'aprés (L.2.45) ; et la propriété (1).

L'intégration de cette équation fournit alors immédiatement
ltexpression (4.2.35) de ¢ . La fonction t = a(t) ainsi introduite

est continiment dérivable en méme temps que les fonctions t = (elw )

(£) '
et t - (el¢ ) (6 €D (R)), ou on a posé,
¢if1(x) = Exp —[x + Ef(t)]f'(t) + 5 Ao(f(t),x)} (t € R, x € R) ; et

puisque w(f) _ Qo sit § [to,t1] d'aprés (4.2.30), on a a(t) = 0 si

t =2 t1 d'apres (k.2.39), et o(t) = 0 si t < to d'aprés (4.2.32),
(L.2.33) et €4.2.10) [en calculant 1'espérance E“ des deux membres de
(k.2.12) ]. D'ou (4.2.37).

Enfin, ont peut obtenir comme suit 1'expression (4.2.36) de
K : puisque l'application s - WEKE est une solution de 1'équation d'évo-
9
lution spécifiée par K,on a,d'aprés (4.2.35), pour tous t € R et

8 €D(m), 4.7 €p() et,
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b2k, k.2.5
(h.2.46) L/ olv{™)) - - a'(t)(9|w(f)) + (8] (H-K(t)) w(f) ;
s=t ’

ou encore,

(k.2.47) f Ax(e)aa (010 Jog D an, - (8uyi*)) - ds/( I

Et il suffit de calculer le second membre pour obtenir 1l'expression.
(k.2.36) de K [ce calcul est fait ci-dessous en 4.2.6 ; voir la rela-

tion (4.2.60)et ce qui la suit].

c.q.f.d.

L,2,5.- Articulation de la démonstration

Désignant par f un élément de & , on pose d'abord,

1 ' 1
[x + S0 Jer(e) 5 A _(£(8),%)
e e , et,

U}

(h.2.48) )0

—[x + —;'f(t)]f'(t) %Ao(f(t),x)

(f)(x) = e e (t€R,x€IR),

(4.2.49) wt .

ou /\0 est défini,comme ci-dessus en 1.7.3, par,

(L.2.50) /\o(z,x) = log(p(z+x)/p(x)) (z€ R, x€ ).

(£) (f)

@
Les fonctions ¥_ .t et \Pt ainsi définies appartiennent a C (R) et

)

sont partout > O.
On pose ensuite, pour chaque t < u et chaque ¢ €9 (R),
-1

(f)T (£(t)N__,T Ceu) "t Ty o)

t, -t o u,+

(k.2.51) Nif)¢ _—

[01‘1 (\llflfi)_ désigne la fonction x - 1/'¥( )(x)] La fonction Niflcp

ainsi définie appartient a C (]R) puisque la fonction To(f(u)) ((\If(f))

appartlent a® (R), et puisque 1l'opérateur N applique @ (R) dans

u-t
(o} (JR) [proprlete (3) de la proposition 2.1. 2]
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Les définitions précédentes sont motivées par l'expression
analytique (4.2.16)-(4.2.17) dela quasi-invariance [proposition
4.2.2] et par les formules (4.2.35) [proposition 4.2.4] et (L.2.41).
De plus, on remarque que la fonction Qf [définie par (4.1.2)] appar-
tient é]K(q) et vérifie la condition (4.2.7) [voir 4.2.2] en vertu de

la relation (2.1.1) qui définit W . Cela étant,
PROPOSITION - Pour chaque f € £ (12
(o]

£
(c, 1) Ep[M ]= 1.

(CfZ) Pour tout t € IR,

(o]
(k.2.52) W__ : = ',_(_fi , et,
l fa,]
(h.2.53) o= ifi

(CfB) Pour tout u €IR, tout t S u et tout ¢ €D(R),

(a,]
GGl o (@)

(L.2.54) tw @ Ny

Le Théoréme 4 va résulter de cette proposition et de la pro-
position 4.2.2 : en effet, pour chaque f €%, les propriétés Cf1 et
Cf2 entrainent que la fonction K = Qf satisfait aux conditions (4.2.10)
et (4.2.13) préliminaires & la proposition 4.2.2 [en méme temps que
(4.2.7) elle aussi satisfaite par Qf]. Et, comme par définition
(L.2.48) et (L.2.49), on a,

A (£(t),e)
(k.2.55) A N e (2(8) (L€,

-,t t,+
les propriétés Cf2 et Cf3 entrainent, compte tenu de la définition

(4.2.51), que les relations (4.2.16) et (4.2.17) de la proposition

(1) avec les notations introduites em 4.2.2.

(e ]

(2) En ce qui concerne 1l'opérateur Nt u’ voir le Théoréme 3.I en

b
3.1.2.
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k.2,5, £.2.6

L.2.2 sont véEifﬁées. D'ou, en vertu de cette proposition, 1l'égalité
Q

L f f .. . .
dés mesures M .M et M ; et la quasi-invariance de [ annoncée par

le Théoréme L.

La proposition précédente est établie ci-dessous en 4.2.6,

4,2,7 et 4.2.8, en commengant par le cas ou f a son support compact.

4.,2,6.- Démonstration des propriétés Cfl et sz lorsque f a son

Soit f un élément de § ayant son support dans l'intervalle

(1)

compact [to,tij. La propriété de localité de Q entraine alors

f
que, Qf(t) = O pour tout t q [to,t1] (2). D'ou il résulte que,

lo,] [q,]

- i <
(£.2.56) Mt,+ = M si t \.to y et,
lo,]  [ef] . . -
(k.2.57) ¢t’+ = Nt,u Qo si t Su et t1 <u .

Cela étant, on remarque d'abord que la propriété Cf1 décou-

le facilement ) de la propriété CfZ : en effet, en prenant l'espé-

rance E des deux membres de (4.2.12) écrite pour K = Q

(e, il (o, ]

£ on obtient

f t N duo = Eu[Mt,+ ] ; d'ou, d'aprés (4.2.56),
(o] (o]
f £ .
(k.2.58) / by, aHg = E“[M ] sit<t,.
R
(£) .
Mais, *t,+ = Qo si t < to, puisque supp fc'[to’t1]° Donc (4.2.53)

(1) Pour tout x € R, Qf(x,t) = 0 dés que t Q Supp f ; voir aussi
6.4.2, a ce sujet.

(2) Ce qui fait que 1l'on est ici dans la situation de 4.2.2 avec

K = Qf'

(3) dans le cas particulier envisagéici (f a support compact ) ; il

n'en sera pas du tout de méme dans le cas général (voir 4.2.8) !
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4.2.6

écrite pour t < to entraine Cfl. On remarque ensuite que (4.2.53) pour
t = s entraine (4.2.52) pour t = - s, puisque, d'une part

¢£f; = ¢E§)t [avec f(s) = f(—s)(sE]R)] et, d'autre part

[Q ] (ay]
s s., 0 vertu de l'invariance de Hp par la symétrie S et de
o A}

la relation Qf(-s) = Q;(s) [on note que l'hypothése de support faite

sur f n'intervient pas ici].

On est ainsi ramené a établir (4.2.53) ; et pour cela, d'a-
prés (4.2.57), la propriété (3) du Théoréme 3.I et le Théoréme 3.II
(£)

t,+
est solution faible (avant u avec u > t1) pour l'équation d'évolution

(voir 3.1.2 et 3.3), il suffit de montrer que l'application t = ¢

spécifiée par Qf [on note que la condition de validité KB* du Théo-

réme 3.I1 est satisfaite pour K = Qf].

Tout d'abord, on vérifie facilement a partir de (4.2.49) et

(4.2.14) que, pour tout t € R),

f(t)f'(t) / e—Zf'(t)x

ko(ax)
r

f),2
(h.2.59) [(4{T)2an - e
r 0 °
(£)
- L, bt
partient a L (nz,po) pour tout t € R, et, en vertu du Théoréme de

Donc, d'aprés le corollaire de la proposition 1.6, ¥ ap-

convergence dominée de Lebesgue appliqué au second membre de (4.2.59),
f .

l'application t - HW( )H est contime de IR dans II . Par ailleurs,

il est clair que l'appllcatlon t = (9]¢(f)) est cont:nue pour tout

O ED(R) ; et de ces deux continuités résulte celle (au sens fort)

f 2
de 1l'application t = W( ) de R dans L (m,u&.

Il reste alors & montrer que, pour tout © € D(R), la fonction

numérique s = (9|¢;f1) est dérivable et vérifie,
d (f) (f)
(4.2.60) Eg/sifwt’*) = ((H- gf(t))el\b )  pour tout t € R,

Or, d'une part, par dérivation standard sous le signe somme, et compte
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tenu de ce que,

(Lk.2.61) diy-/ /\O(y,x) = p'(z+x)/p(z+x) = - 2¢(z+x),
Y=z

(1)

on obtient la dérivabilité cherchée et la relation ,

a (£) 1 " Y 2
(4.2.62) E;/:Slws,+) = (6]91[-(x + 2f(t)Q°)f (t) - 3 £1(v)°a

- e (e o),

ot B, € P(R) est identique & 1 sur le support de O. D'autre part, on a,
f)
i o 4P ¢
puisque 1¢t,+ D (R),

(1)
(4.2.63) (Helw(f)) - (8[uce v "y .

Mais désignant par DY la dérivée de ¢ € Cl(]R), et compte tenu de ce
que, d'aprés (4.2.50),

(k.2.6k) aii; A (z,y) = 2(¢(x)-¢(z+x) (2 € R, x € R), on a,

y=x

(f)

S S LRI 30 clvg Lo et

(f)

2 (f) .
t,+

D74, ) = [DE-DT_(£(£) ¢+(-£' (£)Q +g-T_(£(£) ) 1y

T

et, en portant dans (4.2.63) la valeur de H( GIWifi) calculée a partir
1

de ces relations, on obtient, aprés simplifications [compte tenu de ce

que HE et D91 sont nulles sur le support de 6 et de ce que

2 ~

"-D¢ = 2Q (Lemme 1-5)],

(f)

(k.2.65)  (18]y,*)) = (0]8 [-(r (£(+)d - Q) - 3 £ ()%

- £1(£)T_(£(¢) g]w(f)

{1) X désigne 1'application identique de R,

(2) 4 ce stade de la démonstration, on ne sait pas encore que

\utf) € D(H).
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D'ou la relation (4.2.60) cherchée en confrontant (4.2.62) et (4.2.65)
avec la définition {(4.1.2) de Qf

cqfd.

L.,2.7.- Démonstration de la propriété C 3

On va s'appuyer sur les résultats auxiliaires suivants :

LEMME - Soit r € Rtel que r = 2. Alors,

f . .
(1) Pour chaque f € & , 1'application t = W( ) est solution de 1'é-
quation d'évolution spécifiée par Qf, et envoie continliment

R dans Lr(]R.,LLO) .
(2) L'application z = ao(z) est continue de R dans LF(R,uJ.
(3) Si r' € Rest tel que 1 €r' <r, l'application z = T (z)§ est

continue de R dans L' CR u) pour tout ¢ € Lt (R, u) 3 en partlcu—
lier, pour tout compact J de IR, il ex1ste C >0 tel que,

—~

4.2,66) HTO(Z)WHr,S C“wnr pour tous z € J et ¢ € LrCR,HJ.

(4) Pour chaque t = 0, l'opérateur Nt induit une contraction de

Lr(m,pg dans lui-méme ; et pour chaque § € Lrtm,ug, l'application
t - Ntw est continue de [O,+m) dans Lr(ll,ug.

)

En effet, remarquant sur 1'expression (4.2.49) que ¢(f ne
dépend que des valeurs de f au voisinage de t, on se raméne a montrer
la propriété (1) lorsque f a son support compact. Or, si f a son
support dans l'intervalle compact [to,tlj, on a, d'aprés (4.2.53) [dé—
ja établie dans ce cas en 4.2.6] et (4.2.57),

(£) [Q ]

.2, = i < < H
(L.2.67) Wt’+ t u o si t Su et t1 Su ;

et la propriété annoncée résulte de cette relation et du Théoréme 3.I.

Grace a l'inégalité de Holder, la propriété (2) découle de la proprié-



L,2.7

v
f

té (1), de la relation (4.2.55) et de ce que tk(f) = wft.)+ pour tout
9

t € IR. En ce qui concerne la propriété (3), si w €L (]R " ), on a,
] ]
JIt (z)4]" ap_ = [|¥]" a (-z)ap_ dvaprés h.2.1k ;
o o () o
R R
donc, d'aprés 1l'inégalité de Holder,

(£.2.68) “\To(z)\kur' < Hao(-z)ni/rln\kur pour tout z € R,

r"

]
ol r" est déterminé par ;4,-'- + -E;— = 1. D'ou, d'aprés la propriété (2)
avec r" mis pour r, T (z)1]; € (]R,uo) pour tout z € R et (4.2.66)
avec C = sup Ha (—z)”l/r
zZ J

. En outre, il est clair que l'application

z 2 To(z)¢ est continue de IR dans Lr'(]R,}bo) pour tout ¢ €9 (R); d'ou
la continuité cherchée pour tout § € Lr(m,uo), en vertu de l'uniformi-
té locale en z qui a lieu dans (4.2.66).

Enfin, en ce qui concerne la propriété (&) (1), pour chaque
t =20, Nt induit une contraction de L (R, P«) dans lui-méme d'apres le
Théoréme de Riesz-Thorin et la proposition 2.1.2 ; et 1l'adjoint Nt de
Nt dans 1'anti-dualité entre Lr(]R,l-bo) et Lp(]R,P»o) (avec -11;' + % = 1) cons-~
titue un opérateur contractant de Lp(]R,Plo) qui prolonge N,. En outre,
en vertu de la maJorat1on HN 9-9” 2”9—¢Hp+ HNtW—wuz (e € Lp(]R,IJ:o),

¢ € L (R, IJ-), t 0] (N est un semi-groupe fortement continu

t =20
dans Lp(]R }L), vu que (N )t >0 l'est dans Lz(]R,Ho). Il en résulte
que pour tout ¢ € Lr (IR,}J‘O), lim Nt\h = ¢ faiblement dans Lr(]R,}.LO) ;5 d'ou
téo

la continuité forte annoncée pour l'application t = Ntw en vertu du
Théoréme IX.1 (page 233)de Yosida [3] ; ce qui achéve d'établir 1le

Lemme.

On peut alors établir la propriété ij comme suit : d'aprés

(1) voir aussi la démonstration de la proposition 6.1.1.
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4.2.7, 4.2.8

les Théorémes 3.I et 3.II (voir 3.1.2 et 3.3), il suffit de vérifier
(f)

que l'application t = N ¢ (t € u) est une solution faible avant u
pour 1l'équation d'évolutlon spécifiée par Qf. Tout d'abord, cette ap-
plication est continue de (—“,u] dans LZCR,PJ [et méme dans LrCR,HJ
pour tout r € [2,+“)] en vertu de 1'inégalité de Holder car les appli-

cations t - ¢if1 et t > T (£(tIN . ® , ot @ = To(f(u))-i((\&l(lfz)_lcp),

sont continues de (-“,u] dans Lzr(m,ug [avec r € [2,+m)] ; la premiére

d'aprés la propriété (1) du Lemme, et la seconde d'aprés 1l-~s propriétés

(3) et (4), compte tenu de ce que ¢ appartient a4 D (R) [donc a
CR W )] comme ¢. Cela étant, il reste a montrer que, pour tout

(f)

S i)(ﬂn et tout t < u, la fonction complexe s = (elN ¢) est dériva-

ble en t et vérifie,
/( INTe) = (g enelniFe).
s=t

Or, cette relation résulte du Lemme 4.2.3 [propriété (2) ap-

’ . (f
pliquée avec Q mis pour K, w ) pour

(f F

(1) du Lemme ci-dessus et de ce que W satisfait 1'équation,

et ¢, pour w], de la propriété
(1)

(h.2.69) WOl e a1 6 <o

cqfd.

k.2.8.- Démonstration des propriétés C .1 _et C .2 dans_le_cas_général

Pour chaque f €% et chaque t € IR, on pose,

(f) (f) [Qf]
(L4.2.70) -t C (w .t xt) . Mt . et,

(f) (f) [Q ]
(k.2.71) t .= (wt’+ @xt) <M .

Ces termes, définis comme éléments > O de LO(M}GZM), sont

en fait dans Ll(W,M,M) et donnent lieu a 1'énoncé suivant qui va cons-
P s 2
tituer le pivot de la démonstration des propriétés Cfl et Cf2 ( ):

(1) Voir la proposition 4.2.4 a ce sujet.

(2) Voir la remarque 2 ci-dessous.
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PROPOSITION - Pour chaque f € & (1)

(c‘f'1) Pour tout t € R,
(&.2.72) [ (f)] =1, et,
(4.2.73) [ (f)] =1

(c‘;z) Pour tout t € R,

(f) [Qf]
(L.2.74) s EHEM /F[t,+°°)]’ et,
l e l:Qf]
(£.2.75) Ug,h = Bl TR o q]

En vertu Ees]propriétés (£.2.8) et (4£.2.9) de la fonctionnel-
Q
le multiplicative M £ (voir 4.2.1 et 4.2.2) et de ce que, d'aprés la
(2)
9

propriété de Markov et la propriété de Markov rétrograde de K

(e, ] fa ]
@

(k.2.76) ¢_ & Xt = [ [t +m)] pour tout t € R, et,
fo,] [ ]
(k.2.77) ¥, | ©X = Eu[ - & e t]] pour tout t € R,

f
donc d'établir ces derniéres pour tout f € $ . Pour cela, on va s'ap-

# #F
la conjonction de Cfl et C_2 équivaut a celle de Cfi et Cf2. I1 s'agit
puyer sur le Lemme suivant

LEMME ~ Pour chaque f € &

tim 4 Pex - 1im ¥ ox -0,
t > te Tt K t > Io g,y t

ces limites ayant lieu dans Li(WV,$,M), donc aussi dans LO(W,Gr,H)

(i.e en p-mesure ).

(1) voir la remarque 1 ci-dessous.

(2) voir 2.4.1,



En effet, en vertu de la propriété M1 de K (Théoréme 2.I en

2.1.3), il suffit de montrer que,

lim ¢(f) = lim w(f) = Q dans LlCR,M )
tote b g te b0 °
(f) (£)
ou encore, par définitions (4.2.48) et (4.2.49) de §_ et wt L et

dtaprés 1'inégalité de Hdlder, que,

1
3 /\o(f(t),°)

(4.2.78)  1lim e = Q dans L(R,p) pour 1 <r <2, et,
£ > te . o o
e[x + Z(t) Jer(v)
(L.2.79) lim e = Q dans Lp(R,u) pour 1 < p < 4@
+ o o
t o Ie
et € = £ 1. Or, en ce qui concerne (4.2.78), on a, lim f(t) = 0, et
t 2 -
pour chaque x € IR,
% Ab(z,x)
lim e = lim (p(z+x)/p(x)fé =1, et,
z 20 z 20
% A (Z,x)
e ° HpH p(x) pour tout z € R

et on conclut grice au Théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
puisque p € d(R) (Lemme 1.5) entraine que,

r
(1 -3

_r/zpo(dx) = [p(x) 2ax <4+ ® si1<r<az,

[p(x)
R

Ensuite, en ce qui concerne (4.2.79), on a, pour chaque x € R,

e[x + % £(t) JEr(t) e[ x+ %f(t)]f'(t) P
lim e =1 et (e ) <ce

-> t @0
2 lellller e,
avec c = e et a = pnf'Hw ; et on conclut gréce au Théoréme

alx|,

de Lebesgue et au corollaire de la proposition 1.6.

cqfd.

#F il
On peut alors procéder comme suit pour établir Cf1 et Cf2 :

d'abord, lorsque f a son support compact, Cf1 et Cf2 ont été établies

2+ 2 .
en 4.2.6, donc Cf1 et sz sont aussi vérifiées dans ce cas.



4.2.8

On suppose ensuite que f a son support borné inférieurement,
supp f [to,+“) ; et on désigne, pour chaque entier n » 0, par f la
fonction t = f(t)h(t-n) de $ , ou h € C “(R) est donnée telle que
1, € h <1 © . Pour chaque n, d'une part f'a son support com-

(- ,0] (- 1] . n
pact, supp f < [t ,n+1] et d'autre part, fn coincide avec f sur

(= “,n] ; donc,

ACRIINAYS

(4.2.80) & t pour tout t S n,
-, -
(£h) €30)
(L.2.81) w(f) ¥ 2 et Wifi = ¥, r pour tout t S n.
o 9
Il en résulte d'abord que,
(f) (f;)
(L.2.82) t L= Ut N pour tout t < n.
9

Et, en prenant l'espérance des deux membres de cette relation, on ob-

tient (4.2.73) pour tout t S n en vertu de Cﬁil déja établie, donc

aussi pour tout t € IR. Th
En outre, d'aprés le Lemme, on a,
. (f) [Qf]
(k,2.85) lim t L= M en K-mesure ;

t 2 4®

donc, en extrayant une sous-suite (tp) pour laquelle la convergence a

lieu presque partout, et en appliquant le Lemme de Fatou a la suite

(£) )

p
pour tout t,

, on obtient, en vertu de (4.2.73) que 1l'on vient d'établir

(4£.2.86) Ep[M

Pour obtenir 1'égalité dans cette relation (i.e C_1), on

f
remarque que, pour tout t € R, (4.2.52) est satisfaite [en effet, si

lo,] [ap]

t < n, d'une part, v i = ] o d'aprés (4.2.80) ; d'autre part
L] “
Lot ] (g
n ¢
-t -t
(£+)
n
-,t

en vertu de Cf+ 2 déja établie ; et enfin
n

= ¢ % d'aprés (4.2.81)]. Donc, d'aprés (4.2.76), (4.2.74) est
9
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aussi satisfaite pour tout t € R. Il en résulte, compte tenu de ce

Q
que M e L1(W,G, p), drtaprés (4.2.86), que l'ensemble des
U(fi (t € R) est uniformément intégrable (voir Meyer [9], Théoréme
“

V.19). En outre, d'aprés le Lemme, on a,

()

(L.2.87) Lim  Ul7Y

t 2+

=Q en p-mesure ;

donc, en vertu de l'uniforme intégrabilité que 1l'on vient d'établir

lim EM[U(fi] = 1 (voir Meyer [9], Théoréme II.21). Mais,d'aprés
]

t > +® [
(f) £ .
(k.2.74), Ep[U t] = EH{M Jpour tout t € R; d'on c,l et (4.2.72)
-, o
pour tout t € R ; donc aussi Cy1, puisque (h.2.73) a déja été établie.
Enfin, pour montrer (4.2.75) [toujours en supposant que supp f [t°,+°)]
on remarque d'une part que,
Q.+
[ fn] la,]
(4£.2.88) lim M =M p~-presque partout
n = *®

[en effet, cela résulte, en appliquant le Théoréme de Lebesgue, pour

chaque w € W, a 1'intégrale / Qf+(w(t),t)dt, de la propriété (2.1.1)
R n

+ , . .,
de w et de ce que fn(t) et f;”(t) sont majorées uniformément en n par

2,- , . N
cte (1+t7) L (te R)] ; et d'autre part gque (4.2.82) s'écrit aussi,

Eind
dtapreés Cf+2,

" (ag ]
(L.2.89) Uifi = EM[M n /Gi_m’t]J pour tout t S n ;

donc, d'aprés le Lemme de Fatou pour les espérances condtionnelles
(g

(voir Neveu [8], § IV.3) appliqué a la suite (M n

(o]

(f
(4.2.90) Ut,i >Eu[M /{ﬁ'(_m’t]] pour tout t € R ;

),

Et dans cette relation, on ne peut avoir que 1'égalité puisque les

espérances des deux membres valent 1 ainsi qu'on vient de le montrer.
" -
Ce qui achéve d'établir les propriétés Cfl, Cf1, sz, et Cf2 lorsque

f €% a son support borné inférieurement.

136



4.2.8

Pour finir, soit f un élément quelconque de & ; et, pour
chaque entier n > 0, soit f; la fonction t = f(t)h(-t-n) de % ou

@©
h € ¢ (IR) est donnée comme ci-dessus. Pour chaque n, d'une part, on a,
(Lk.2.91) supp f; c [_n_1,+w] ;

et d'autre part, :t‘n coincide avec f sur [—n,+°°) ; donc,

M[Qf] ) [Qf;]

= = -
(Lk.2.92) t,+ t,+ pour tout t =2 - n,
(£7) (£7)
(f) n (f) n
= = > - .
(4.2.93) "—,t *-,t et Wt’+ wt,+ pour tout t n
Il en résulte d'abord que,
(£) (f;)
(L.2.94) U = Ul pour tout t Z - n.
= o

Et, en prenant l'espérance des deux membres de cette relation, on ob-

tient (4.2.72 paur tout t > - n en vertu de C}‘— 1 [laquelle est véri-
n
fiée d'aprés (4.2.91) et ce qui précéde], donc aussi pour tout t € IR.

I1 résulte ensuite de (4.2.92) et (4.2.93) que, pour tout t € IR,
(k.2.53) est satisfaite [en effet, si t > - n, d'une part,

(o] [Qf;] [Qf;] (£7)

‘th’_‘_ =¥, d'aprés (4.2.92) ; d'autre part, ¢t,+ = Wt,+
(£) (£)

en vertu de cf-z ; et enfin, wt,+ = vt,+ d'aprés (4.2.94)] . Donc

(£.2.75) est satisfaite pour tout t € R d'aprés (4.2.77) [l'égalité
ayant lieu dans L(EO,-(-W)(‘W’G’M 3 voir le nota en 4.2.1]. Mais, £ €&
étant ici arbitraire (4.2.72) et (4.2.75) sont aussi satisfaites pour
tout t €IR, avec :‘ mis pour f ; d'ou résultent (4.2.73) et (4.2.74) en
vertu de la relation,

v
ot o)

(k.2.95) et Uy

S  pour tout t € R,

et de 1l'invariance de [ par la symétrie S. Ce qui achéve d'établir la
proposition ci-dessus, la proposition 4.2.5 et le Théoréme 2.I.
Remarque 1.- La démonstration ci-dessus fournit, en fait, la quasi=-

invariance de la mesure W par toutes les translations de W dont le
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» 2
vecteur f est une fonction réelle de C (IR) telle que,

(4.2.96) sup (1+t2)lf(k)(t)‘ <+ ® pour k = 0,1,2.
t € R

Remarque 2.- La proposition ci-dessus entraine que les familles

et (U(f)) sont des martingales positives uniformément in-

-.t bt iem

t€IR
tégrables relativement aux familles croissantes de tribus

Frypm) ot (F

) respectivement. On trouvera dans‘[27] une
t€IR

'w’t]tém

exploitation systématique de ce fait dans ses liens avec le "Probléme
des martingales" en théorie des processus de diffusion. La démonstra-
tion ci-dessus ne fait pas appel a4 la théorie des martingales, mais
elle a été élaborée a partir des idées de Pierre Priouret s'appuyant

sur cette théorie.

4,3.- Variantes_a la_démonstration du_Théoréme_ k.

21212.- On peut établir la proposition 4.2.5 en s'appuyant seulement
sur l'unicité forte 4 laquelle donne lieu l'équation d'évolution spé-
cifiée par Qf conformément au Théoréme 3.I (i.e sans faire intervenir
1l'unicité faible stipulée par le Théoréme 3.II) : en ce qui concerne,
par exemple, la démonstration de la propriété Cf3, le Théoréme 3.I per-

met de se ramener A& montrer que (avec les notations de 4.2.5 et 4.2.7)
(f)
t,u
tion d'évolution spécifiée par Qg (voir 3.1.1). Pour cela, la difficul-

1'application t = ¢t =N ¢ est solution (forte) avant u pour 1l'équa-
té est de montrer la dérivabilité (forte) de cette application, car,
une fois cette dérivabilité obtenue, la vérification de 1'équation d'é-
volutio (3.1.5) (avec Qf mis pour K) peut &tre faite "faiblement"
comme & la fin de 4.2.7 en s'appuyant sur le Lemme 4.2.3, lequel est
indépendant du Théoréme 3.II (et la situation est analogue en ce qui

concerne la démonstration de la propriété C_2). Or, la démonstration

f
directe de la dérivabilité forte en cause (1) est délicate, au moins

(1) démonstration directe, car cette dérivabilité est établie indirec-

tement en 4.2.7 en s'appuyant sur l'unieité faible.
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3 la mesure de nos possibilités techniques actuelles, et réclame a peu
prés autant de travail que 1l'ensemble des démonstrations du lemme d'u-
nicité faible (appendice D) et du Théoréme 3.II en s'appuyant,de plus,

) (laquelle n'est pas in-
t=20
tervenue dans la démonstration donnée en 4.2.7). L'idée de départ con-

siste a calculer comme suit la quantité ¢if1To(f(t» 0 (B ED(M)) : on
9

sur l'hypercontractivité du semi-groupe(Nt

remarque d'abord que, d'aprés (4.2.49),

1 ' i .
- Ef(t)f'(t) -f (t)io on(f(t),J

(f)

LA () 0 = e e (e T (£(t)) €); d'ou
s+ o o
(£ - %f(t)f't) “£r(t)®  if(t)m
(k.3.1) Wt +T°(f(t» 0= e ° e °9, puisque
A (£(2)50) ir(e)m
e~ ° T (£(t) 8 = e °g, dtaprés (A3.3) et (A5.1).

Mais, par prolongement analytique de la relation de commutation de

ia§0 iﬁﬁé i ipnr  iad
Weyl e e 8 =ce e ° e ° (a € R, B € R), on obtient
2B igm z&
(Lk.3.2) e % e °g - e e ° e %0 (z€€ , BER),

ipm

en notant que e © appartient 4 ® (R) en méme temps que 6. D'ou,en
faisant dans cette relation z = - f'(t) et B = £f(t), et en portant dans
(L.3.1),

Lee)er(t) Qf(e)m —£1(t)8@
2 o o

(fhk(ﬂt»9= e e e 0.

(5.3.3) ¥,

Il en résulte que, avec le notations de la fin de 4.2.7, on a,

(0 %f(t)f'(t) if(e)m -£1(t)8
(L.3.5) N,7'@ = e e e Ny

t,u

le second membre étant bien défini, puisque, si 2 <r < 4 &,
r \ R

Nu—twu €L (R,HJ d'aprés le Lemme 4.2.7 [proprlete (4)], et

-fr(t)®
Lr(]R,l-Lo)c; D(e o) d'aprés le corollaire de la proposition 1.6.
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Ainsi, on est ramené a montrer que l'application

P£(e )M £ ()R 5 )
(), ty,t) e e Nu_t39 de (-« ,u[’ dans L (R, )

admet des dérivées partielles continues (et c'est pour traiter la dé-
rivée partielle par rapport a t3 qu'intervient la continuité des opé-

2
rateurs Nt (t >0) de L (]R,Pao) dans L' ( ]R,Pno) pour une valeur au

moins de r > 2)....

(par les translations de ) de la mesure Euclidienne u(m) (voir 2.6.2)
est un cas particulier d'un Théoréme général sur les mesures Gaussien-
nes (1). Elle peut &tre établie trés simplement a partir de 1'injecti-
vité de la transformation de Fourier des mesures bornées (sur \Wou(sur
m)

%' , voir 2.6.1), en méme temps que l'on vérifie que le cocycle A

correspondant est donnée par,
(m) 1
(4.3.5) ANT(Ee) = - <w+ 5 £,T > (£€ % ,0€ w.

En effet, en vertu de l'injectivité précitée et de la relation (2.6.2)

(m)

qui définit la transformée de Fourier de K , il suffit de vérifier

que pour tous f € $ et g € H ,

-i<f,g> —%<g,2;1g> i<w,g> -<w+—;—f,2mf> (m)
e e = [ e e " (dw) 3
W
ou encore que,
i<w,g> -<u,T £> (m)
(4.3.6) [ e e ™t (aw)
W
-i<f,g>- 1<g,57lg>, <z 2>
e ’ 2 ’“m 2 ’“m

Or, d'aprés (2.6.2), on a, pour ¢ € R et B € IR,

(1) Voir, par exemple, le Théoréme 3 du § IV.5.2 de [19].
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k.3.2, & 3 3

io <w,g >+ i <w,Z £ >
e m u(m)(dw)=

v - L <ogepE £, 2 (ag+pz £) >
e 2 9rPERY % g+Pen .
9

c'est~a-dire,

io Kw,g >+ ip <w,Z f >
(&.3.7) [ e m pa(m)(dw)
W 2 2

- <g,m g > - E <z r>-0ap<g,r>,

pour tous @ € Ret B € R; donc aussi, par prolongement analytique,
pour tous @ €€ et 8 € € . Et on obtient (4.3.6) en faisant @ = 1 et
B =i dans (4.3.7).

4k,3.3.- Dans le cas d'un polyndme d'interaction Q quelconque, la quasi-

invariance de la mesure Euclidienne | par les translations de

D =2 (R,R) [relations (k.1.4) et (4.1.5) pour tout f €D ] peut &tre

déduite du résultat correspondant pour le champ libre établi ci-dessus

et de la formule de Cameron-Martin (voir 3.5) : en effet, conjuguant

le Théoréme 3.III avec mzx mis pour Ql(X) et Q mis pour Q2 avec 1l'éga-

m)
)

1ité de quasi-invariance (4.1.5) écrite pour { on obtient, pour

a<b, FES (\w,(FEa’b]) et £ € D,

Al (£0) Baprt)
(L.3.8) [ Flo-f)p(aw) = [ F(w) e ' B2 p(dw) ,
A (w)
W W a,b
en notant A au lieu de 42/1 Mais si Su fc [a b] 1'expression
a.b a,b' pp [ [ p

k)
(3.5.1) de Aa donne, pour tout w € W,

,b
- IT8tw(s)+£(s)-8 (w(s)]as J[E ™ w(m)+2(s)-8™(w(s)]as
R R

= e e ,

Aa b(w+f)

k)

Aa,b(w)

2

2
~
ou Q('“)(x) = ﬂz— X© - '—;— [relation (1.7.4)] et ou 6 désigne la primitive

centrée de Q ; d'ou il résulte, compte tenu de 1l'expression (4.3.5)

de /\(m) , que, lorsque Supp f [a,b],

/\(m)(f,w) Aa b(w+f)

(£.3.9) e = =

e/\(f,w)
Aa,b(w)

pour tout w € W,
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4.3.3.

ou A(f,w) est défini par les relations (4.1.2) et (4.1.3). On a ainsi
établi 1'égalité de quasi-invariance (4.1.5) pour tout f € I et tout
F € g £Q(W,@'[_n’n]) ; donc aussi pour tout F € £°°( W,F) en vertu du
théoréme de prolongement par mesurabilité. D'od la quasi-invariance

de P par les translations de 1.

Remarque .- La démonstration ci-dessus de la quasi-invariance de la
mesure Euclidienne B par les translations de DD est évidemment plus
simple que celle que l'on a choisi de présenter ici en priorité (voir
4,2 ci-dessus). Ce choix est essentiellement motivé par l'esprit géné-
ral de ce travail, lequel consiste a construire directement les champs
avec interaction pour qu'ils satisfassent une équation donnée d'avance
plutdét qu'a perturber un champ libre selon l'esprit de la théorie cons-
tructive (voir la complainte finale 6.5 a ce sujet). Par ailleurs, a
partir de la quasi-invariance par les translations de DD, il n'est pas
simple d'obtenir, pour f € I, les évaluations (4.2.52) et (4.2.53)
[proposition 4.2.5] sur lesquelles est basée la démonstration de la

quasi-invariance par les translations de ® donnée en 4.2.8.
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§ 5.- EQUATIONS DE SYMANZIK ET DE SCHWINGER

On s'interesse ici a diverses conséquences de la quasi-inva-
riance de la mesure Euclidienne K établie au § 4 : on montre que la

transformée de Fourier X de W vérifie 1'équation de Symanzik (Théo-

réme 5.1 en 5.1.2), et que les moments de W vérifient le systéme infini

des équations de Schwinger (Théoréme 5.II en 5.3). Ces équations appa-

raissent comme des formes infinitésimales de la quasi-invariance en ce
sens qu'elles sont obtenues en dérivant par rapport 4 @ en @ = O 1'é-

galité de quasi-invariance,

. Aaf,w
(5,1) [F(o-af)p(dw) = [rw)e" ¥ uiaw) (£ €8)
W w
i <w,g > , . .
pour F(w) = e dans le cas de 1l'équation de Symanzik et pour
n
F(w) = T w(t,) dans le cas des équations de Schwinger. On établit aussi
-
J q «
1'équation suivante [oﬁ z akX = Q(X)],
k=0
2 k
(5,ii) 2im(£)Q - #(£")Q + T aki (£)Q =0 (f €9),
k=0

que vérifie la représentation des relations de commutation canoniques
(8(*),m(+) dérivée de la représentation de Weyl associée a B (voir
5.4.3), aprés avoir étudié le domaine de cette représentation (propo-

sition 5.4.2).

3:1.- Egquation de Symanzik

5.1.1.- On définit d'abord la classe des fonctions indéfiniment dif-
PN (1)

férentiables sur § = $( R, R) qui vont intervenir dans 1'équation.

Munissant § de sa topologie canonique d'espace de Frechet nucléaire, on
désigne par @0( % ) l'espace des fonctions complexes continues sur & ,
et, pour chaque entier n = 1, on désigne par@ % % ) le sous-espace
de @ °¢( S ) formé des fonctions F €@ °( $ ) telles que, pour chaque

g €, les conditions G1 et G2 ci-dessous soient satisfaites :

(1) voir 4.1.1.
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5.1.1

(G1) Pour chaque (f.) € 5n, la fonction
1<jSn

n
(5.1.1) (t.) > F(g+ £ t.f.) ((t.) € R
J1< j<n j=1 99 J

est n fois continfiment différentiable sur r".

(G2) Il existe une fonction continue et bornée ¢ sur R" telle que l'on

ait,

d d -
(5.1.2)—0-5—/ .—b-s—-/ F(g+.2 sjfj) =

s, =0 n/s =0 j=1
1 n
n
I dt,....dt
fj=1 £t el ...t Jat, n’
R
pour tout (f.) €9 "

1< jS€n

Remarquant que la fonction ¢ intervenant dans la propriété
G2 est déterminée de fagon unique par (5.1.2), on notera
bt , " F(g) le nombre (p(ti,...,tn) ((t.) € W®"). En parti-
1°°°**"n 1< jSn
culier (cas ou n = 1), si F €@ 1( P ) et g €4, les nombres OtF(g)
(t € R) sont déterminés par la continuité de la fonction t - OtF(g) et

par la condition,

(5.1.3) d—d— F(g+sf) = J £(£)d F(g)dt pour tout f € & .
s s=0 R t

Autrement dit, si F €@ 1( % ), F est différentiable au sens de

Gateaux, et, pour tout g € p , sa différentielle

f - 6fF(g) = ag; F(g+sf) en g est une mesure admettant conformément
s=0
a (5.1.3), la fonction t = OtF(g) comme densité continue et bornée.

(=]
On désigne alors par @ ( ® ) le sous-espace de N 8"S)
n=1
formé des fonctions F telles que, pour tout entier n =2 1, d'une part

la fonction (t1’°"'tn’ g) = bt ¢ F(g) soit continue et bornée
seseey

1 n
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5.1.1, 5.1.2

sur R™ X $ , et d'autre part, pour tout entier p =Z 1 et tout

(t.) € r" , la fonction bt ¢ F : g~ bt t F(g) appar-
J1<j<n 177t 17°°""n
tienne a @ P( % ) et vérifie,
(5.1.4) o) ) F(g) = F(g)
u1,...,1.1p tl""’tn u1""up’t1""’tn
pour tous g € & et (uk) € mP .
1Sk <p

Dans ces conditions, pour chaque t € R, 0,: F = th induit

t
©
une application linéaire de @ ( ) dans lui-méme, et on a, d'aprés
(5.1.4), pour n =21 et (t.) € m",
J 1€ j<n
«©
(5.1.5) d F=20, ... 0, Fpour tout FEF ().
Tty eeest t t
1 n 1 n

En outre, la condition G1 implique que,

(5.1.6) ®dF = ddF pour tous s € R, t € R et F € 8% (% ).

«© ’ ’ . . ’ . . .
L'espace @ ( 9 ) et les opérateurs bt(t € R) étant ainsi définis, si

n
£ ©
R(X) = Z a X est un polyndme et si F €@ (%), on désigne natu-
4=0 n
1z £ ®© .
rellement par R(bt)F 1'élément I azth de @ (%) ; et la fonction

4-0
(t,g) = R(Ot)F(g) est alors continue et bornée sur R X & .

(1)

5.1.2.- Etant donné un polynéme d'interaction standard Q , on dira

o] B
que I€@ (P ) est une solution de (ou vérifie) 1'équation de

Symanzik spécifiée par Q si, pour tout g € § , la fonction t - btJI(g)

est deux fois continliment dérivable sur IR et on a,

2
dz/ > X(g) + iQ(-li-Ot)JI(g) + g(t) I(g) = 0
s=t

(5.1.7) -
ds

pour tout t € IR.

Cela étant,

(1) Voir 1.3.
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5.1.2, 5.2

THEOREME 5.I.- Soit J la transformée de Fourier de la mesure Eu-
(1)

clidienne spécifiée par l'interaction Q . Alors,

(2)

9

(1) Pour tout M €IE et tout g € &

(5.1.8) (g om =J(g).
@©
(2) I appartient 3 & (% ).
(3) J vérifie 1'équation de Symanzik spécifiée par Q.
La transformée de Fourier JO de Wk est définie par,
i < >
(5.1.9) I(g) = [ &' "9 “u(aw) (0 € %).
W

Ce Théoréme est établi en 5.2 : d'abord en 5.2.2. a partir de la quasi-

invariance de W ; puis en 5.2.3 directement.

5.2.1.- Quasi-invariance infinitésimale . . P
———————————————————————————————————— .= Dans la situation générale

mise en place en Al (appendice A), on suppose donnés, d'une part un co-
cycle additif A : (f,w) = A(f,w) (f €V, w Euf; voir A2) tel que, pour
tout f € U’, la fonction A(f,¢) soit -mesurable suru}; et d'autre part
une mesure de probabilité p sur (W,&), quasi invariante par les trans-
lations de Vet admettant le cocycle multiplicatif a = eA comme module

de quasi-invariance [relation (Al.l)]. Cela étant,

PROPOSITION.- On suppose que les deux conditions suivantes sont sa-

tisfaites par A et [ :

(L1) Pour tout f € Vet tout w € w/, la fonction numérique

u = A(uf,w) est dérivable en u = O ; et on pose,

(1) Voir 2.1.3.

(2) IE désigne le groupe Euclidien de IR ; voir 2.1.1
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| 5.2.1

(5.2.1) A£w) = d—du'//\(uf,w) (£ €, » EWN.
u=0
(L2) pour tout f €U, d'une part,

(5.2.2) / l;\(f,w)lu(dw) <+ ;

. >
et d'autre part, pour tout w € u”, la fonction u = A(f,w+uf)
(1)

(u €R) est localement sommable sur IR

Alors, on a,

(5.2.3) -i [ et S99 A(f w)ulaw) + <f,9> [ et <99 %U(aw) - 0
w
pour tout f € et tout g € v (2).

En effet, 1'équation (5.2.3) s'obtient formellement en cal-
culant la dérivée par rapport a u en u = O des deux membres de 1l'équa-
tion,

-iu <f,g>f ei <w,g i <w,g> e/\(u:t‘

>Lb(dw) = ,w)p.(dw),

(5.2.4)e [ e
w w

laquelle n'est autre que 1'égalité (A1.1) exprimant la quasi-invariance
<W,g> . . (2) L.
mis pour F(w) et uf mis pour f . Et la dériva-

i
de B avec e
tion sous le signe somme perpétrée au second membre de (5.2.4) pour
obtenir (5.2.3) est justifiée par le lemme suivant qui interviendra

aussi plus loin :

LEMME.- Soit B une fonction complexe sur W, @~mesurable, bornée et
— >
telle que, pour tout f €1 et tout w €u7/, la fonction u = B(w-uf)
(3)
k)

soit continue sur IR Alors

Aluf,w)
e

pour tout f € ¥, la fonction

u - / B(w) p(dw) (u € R) est continliment dérivable sur IR et

(1) Voir la remarque 2 ci-dessous.
(2) Voir la remarque 1 ci-dessous.

(3) Sous les hypothéses L1 et L2.
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5.2.1

l on a, pour tout t €IR,

A(uf -2 :
(5.2.5) _q_/ ] Bw)e (u "”)u(dw) = [ Blw-tf A(f,w)p(dw).
du
w w
l u=t
On peut déduire ce Lemme comme suit du critére donné dans
1'appendice E : prenant pour (Z,Z , v) 1l'espace de probabilité
(w, a, W) et pour J un intervalle [a,b] tel que O € ]a,b[, on pose

(5.2.6) F(t,0) = B(w) o (FT@) oy

eA(tf’w) (t€ J,0w € W),

: -2
(5.2.7) G(t,w) = B(w) A(f,w+tf)
oi f est fixé dans ¥ . La relation de cocycle (voir A2.1),
_’ . . S
A(t+s) f,0) = A(tf,w) + A(sf,w + tf) (t €R, u €R), jointe & 1l'hypo-
thése L1 montre d'abord que la fonction u = A(uf,w) est dérivable en

tout point t € IR et que 1l'on a,
d ° e
(5.2.8) a—;/A(uf,m = ACf,wetD) .
u=t

En particulier, par définitions (5.2.6) et (5.2.7) de F et G,
pour tout w €Y et tout t € J, la fonction F(:,w) est dérivable en t et

on a,
(5.2.9) L JR(u,w) = Glt,w)
.2.9 du/ u,w) = " H
u=t

d'ou il résulte que F(- ,w) est continue sur J pour chaque w € u)’; donc
la fonction F est J ® @ -mesurable sur J X W; et il en est de méme de
la fonction G d'aprés (5.2.9). On vérifie alors que les conditions (8§),
(88), (888) et (8V) sont satisfaites : d'abord,

b b

[ as [ |6(s,w)p(dw) /[ as [ |B(w)| l;\(f,w+t?)l L, 0)
a a

p(dw)

< (b-a)|Bll, / l}\(f,w)lu(dw) <+ @
w

d'aprés la quasi-invariance de W et 1'hypothése (5.2.1). Ensuite, la
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5.2.1

condition (88) est satisfaite d'aprés (5.2.9) puisque, pour tout
w €'u71 la fonction G(+ ,w) est sommable sur J d'aprés la seconde partie

de 1'hypothése L2 ; et la condition (6868) en vertu de la relation,

(5.2.10) J Ga(s,0)u(dw) = [ Blw-s¥) A(f,w)pldw) (s € 7J)
w w
(laquelle résulte de la quasi-invariance de W), de l'hypothése faite
sur B et du Théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Enfin, la
;. . . . A(tf
condition (6V) est évidemment satisfaite puisque [ e ( ’w)u(dw) =1

pour tout t € IR. Cela étart , la conclusion (E.2) jointe a (5.2.10)
fournit celle du Lemme en cause.

cqfd.

Remarque 1.- L'équation (5.2.3) peut aussi s'écrire,

i < >
-i [ et @,
W

(5.2.11) Af,w)k(dw) + <f,g>T(g) = 0,

en termes de la transformée de Fourier U de B ; et, en vertu de la
biunivocité de la correspondance entre X et M, le permier terme de
1'équation (5.2.11) peut é&tre considéré comme une fonction donnée =
de f, g et Jd ; de telle sorte que 1l'équation (5.2.3) peut aussi étre

considérée comme 1l'équation en JI,
(5.2.12) B(f,g, d) + <f,g >Id(g) = 0 (£ €V, gc€vp).

[ ]
Dans le cas particulier en cause ici [cas ou V' =3 et
W= W, et ol A est donnée par (4.1.2) et (4.1.3) ; voir 5.2.2 ci-
dessous] 1'équation (5.2.12) convenablement explicitée fournira 1'équa-

tion de Symanzik.

Vu la maniére dont (5.2.3) a été obtenue [en dérivant (5.2.4)1
(5.2.3) et (5.2.12) apparaissent comme des propriétés de "quasi-inva-
riance infinitésimale". Nous ignorons dans quelle mesure on peut remon-
ter ("intégrer'") cette quasi-invariance infinitésimale en la quasi-
invariance elle-mé&me (on note a ce sujet que A détermine A ; voir aussi

les remarques de 5.3.3 et 6.3.2, ainsi que le début de 1.7.3 ct 6.5.1).
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5.2.1, 5.2.2

Remarque 2.- Sans altérer la conclusion (5.2.3), on peut affaiblir les
hypothéses L1 et L2 de la proposition ci-dessus en mettant '"pour

p-presque tout w € W'" au lieu de "pour tout w € W,

5.2.2.- Equation de Symanzik déduite de la quasi-invariance de la

On désigne ici, d'une part par K une mesure de probabilité
sur (W, (¥) et par J sa transformée de Fourier [définie par (5.1.9)],
et d'autre part par A le cocycle additif défini par (4.1.2) et (4.1.3)

a partir du polynéme d'interaction standard Q. Cela étant,

. . . m® (1) .,
PROPOSITION.- (1) la fonctionnelle JX appartient a @ ( &) dés

que,

(5.2.13) sup f'w(t)lru(dw) < +®  pour tout r € [1,+“) 3
t €ER W

et pour tout entier n > 0, tout(t.) € R" et tout g €% , on

1&j<n
a,

n .
(5.2.14)  d, ,....d, d(g) = i" [ Tault)e! <@,97 Caw)
1 n Wji=1

.

(2) Si la mesure P vérifie (5.2.13)et posséde la propriété de quasi-
: . . A .
invariance par les translations de $ avec e comme module de quasi-

(3)

invariance , alors la fonctionnelle X vérifie 1l'équation de

Symanzik (4). ¢

Si B est la mesure Euclidienne spécifiée par l'interaction Q,
la condition (5.2.13) est satisfaite (propriété M4 du Théoréme 2.I

en 2.1.3), ce qui fait que les propriétés (2) et (3) du Théoréme 5.1

(1) Voir 5.1.1.
(2) Intégrale absolument convergente en vertu de (5.1.13) ; voir le

Lemme suivant.

(3) i.e si (4.1.4) et (4.1.5) sont vérifiés pour tout f € § .
(&) Voir 5.1.2.



5 2.2,

résultent du Théoréme L4 et de la proposition ci-dessus [la propriété
(1) découlant immédiatement de 1'invariance Euclidienne M3 de W .

Pour établir la proposition ci-dessus

LEMME.- On suppose que la mesure K vérifie (5.2.13). Alors, pour
tout r € [1,+°°) et tout entier n > 0,

=5

X est continue et bornée de

(1) L'application (t.) ad
J isSn  j=1 %

1

N

R” dans Ir(W,G‘/,u) .

n
(2) La fonction w - I <w,fJ. > appartient a Jlr(\W,G‘/,u) pour tout
Jj=1

n
(f.) €5 .
Iy is<n
En effet, (5.2.13) et le fait que W ¢ C(R,IR) entraine d'a-
bord que l'application t - Xt est continue de IR dans £p(tw,0«’, L) pour
tout p € [1,+°°) (voir, a la fin de 1'alinéa 2.2.5 la démonstration de
la propriété Mi) ; d'ol la propriété (1) d'aprés 1l'inégalité de

n n

Holder H I Xt,H < 'H th H . Et, en ce qui concerne la propriété (2),
j=1 Jj r J=1 J rn

toujours d'aprés l'inégalité de Holder, il suffit de montrer que

< ,f > € £p(\w,(!'(,u) pour tout p € [1,+°°)7 ce qui résulte du Théoréme de

Fubini via les inégalités,

p b
J |<w,e>[Putaw) </ at,.o.ae 0 T fe(e )| ST Jule ) [ulaw)
W R P o=t Wk=1
( </ Hiyeey| ik, |
5.2.15) < £(t ) ix At ,ee.,dt
]Rnk=1 k ﬂ/:1 t,@ P 1’ p’

< Herl’ (sup [ Jo(t)|Pulaw)) <+ =.
t € RW
«©
Afin d'établir alors que JI appartient &4 @ ( & ), on commence
par déduire du Lemme de dérivation sous le signe somme (appendice E),

grace au Théoréme de convergence dominée de Lebesgue et au Lemme ci-

dessus, que, pour (t)) EIRr,n
1<j <m
om p iu <w,f > i<w,g>
(f ) €$petg€5,/ nw(tﬂ)nek ke w(dw)
k
1<k <p W A=1 k=1

est une fonction p fois continliment différentiable de



(uk) € RP et que 1'on a,
1 €k €p
m p iu <w,f > . >
-53—- 3\%— / Hw(tl) Ie ¥ k e1<w’g p(dw)
1 P W A=1 k=1
u, =0 u =0
1 p
m P .
(5.2.16) 5P [ Mty <o, >e" %97 uiaw).
W A=1 £ k=1 Kk

Il en résulte d'abord que, pour chaque entier n > 0, la fonc-
tionnelle I appartient a @n( P ) et que 1'on a,

n .
(5.2.17) d T(g) = i® [ 0 @(t.) el <w,9>

p(dw),
toaeeent Wi-1

pour tout (t.) €R" ; puis que la fonctionnelle bt + JI
J1€j5<n 1'°"""'n

appartient a & Py % ) pour tout entier p > 0 et que (5.1.4) est satis-

faite avec I mis pour F [la fonction (t,,...,t ,9) = D X (g)
1 n ti’”"tn

étant continue et bornée sur R' X% en vertu de la propirété (1) du
Lemme ci-dessus (avec r = 2) et de la continuité de l'application

i<, g> 2 .
g »e 97 deR dans £ (W,%, k) ]. Dlou la prepriété (1) de la propo-
sition. En ce qui concerne la propriété (2), on va déduire de la quasi-

invariance postulée pour Wk et de la proposition 5.2.1 que, pour tout

g €% et tout £ € H ,

(5.2.18) =~ [ £"(¢)d, I (g)at + i [ £(t)Q(3d ) I(g)dt +<f,g>x;(g) = O.
t it
R R
Pour cela, on vérifie d'abord, par dérivation sous le signe
somme dans l'intégrale (4.1.3) qui définit A, que la condition L1

(proposition 5.2.1) est satisfaite et que 1l'on a,
(5.2.19) ANE,w) = [ [f"(Det) - £(£)Q(w(t) Jat (£ €S, w € W)
R

[l'intégrale au second membre étant absolument convergente en vertu de
(2.1.1)]. Aprés quoi, la condition L2 est satisfaite : vu l'expression
(5.2.19) de ;\, la relation (5.2.2) découle de l'hypothése (5.2.13) et
;\(f,w+uf) est une fonction polyndmiale de u. Il suffit alors de porter

(5.2.19) dans 1'équation (5.2.3) que fournit la proposition 5.2.1 et de
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tenir compte de (5.2.14) pour obtenir 1'équation de Symanzik 'faible"
(5.2.18). Mais, compte tenu de ce que les fonctions t = bt\I(g),
t = Q(%bt)in(g) et g sont continues et bornées, le fait que cette
équation soit vérifiée pour tout f € & entraine que la fonction
t = Ot\H(g) est deux fois continliment dérivable et vérifie 1'équation
de Symanzik "forte" (5.1.7) [voir le corollaire de la proposition de
l'appendice F].
cqfd.

2:2.3.- Etude directe de 1!équation de Symanzik

On va donner ci-dessous une démonstration de la propriété
(3) du Théoréme 5.I basée sur la formule de Feynman-Kac et compléte-
ment indépendante de la quasi-invariance de la mesure Euclidienne W
que stipule le Théoréme 4 [la propriété (2) du Théoréme 5.1 résultant

comme ci-dessus de la propriété (1) de la proposition 5.2.2].

La situation et les notations étant celles de 3.I, pour cha-

(a)

que g €% , on considére 1'élément Kg de K (voir 3.1.1) défini par,

Kg(x,t) = i g(t)x (x €R, t €R) ;

{a}

et, pour chaque t € IR, on désigne par ‘ et W{g} les éléments de
“

@
L (]R,uo) définis par,

[k
{o} Mg
(5.2.20) ¥ g ® X - Eu[M_,t /(Fit}]’ et,

- t
{ [x_]

9} g
.2.2 X, =
(5 1) wt,+ © X, EH[Mt’+ /(F{t}’
[k, ; (1)
ou M i (resp Mt . ) désigne toujours la classe modulo K de 1la
- 9 t

fonction complexe de module un w - Exp {i / g(s)w(s)ds}
Y —®

(resp w = Exp {i / g(s)w(s)ds}) ; en notant que,
t

(1) Voir 3.1.2 et 4.2.2.



5.2.3

K ] [k

9 ® g
(5.2.22) M 9 €y (w,@("_w’t],p) et M

.t €L (\w’[’?t,m)’“)'

Ces définitions sont évidemment motivées par les formules,

lg {gf
(5.2.23) Tlg) = (y7/ | e €m) , et,
Tl g o] "
n .n g n g .
(5.2.24) ? d(g) = i (q:_’t | §o wt’+) (n entier >0, t € R)

lesquelles se déduisent des expressions (5.1.9) deJ(g) et (5.2.14) de
b:.ﬂ(g) (proposition 5.2.2) grace a la propriété de Markov et a la pro-

priété de Markov rétrograde de K [on note, en ce qui concerne (5.2.2%4)

{g}

@®
que wt K € D(QZ), puisque L (]m,uo)c: D(§2) 3 voir le lemme 1.5, rela-
9
tion (1.5.4)].
Cela étant, le pivot de la démonstration que l'on a en vue

ici va étre le Lemme suivant

LEMME.- Pour chaque g € & ,

(1) L'application t - w{g}

t est solution de 1'équation d'évolution
(2) '

spécifiée par Kg

(2) Pour tout r € [1,+”), 1'application t = ngj est continue de IR
9

dans Lr(IR,MO).

(3) L'application t - H\yt{g} est continue de IR dans L2( R, b)) 3,
(4) Pour tout t €IR wig} = ¢{5}
[ERCUE AEAPS

En effet, fixant u E:m, et rappelant que,

(1) (
de L2( R, ).
o

*) désigne toujours le produit scalaire (antilinéaire & gauche)
(2) Eu égard a la définition donnée en 3.1.1, "solution'" est mis ici

pour "solution avant u pour tout u € IR",

(3) wég} € D(H) pour tout t € IR d'aprés la propriété (1).
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(5.2.25) 'LE?E €L’ R,b)

on a, avec les notations introduites en 3.1.2,

{9} _ [K ] wig} pour tout t X u,

(5.2.26) 1kt,+ t u u,t

ainsi qu'il résulte de (5.2.21), (5.2.22), (3.1.10) et de la propriété
de Markov de W, via les égalités,

]

{giex =E[M[Kg /& ]
Ve s t BTt (=t ]

= E LMy g u,g-/@’(_m t]]
]
- Ep‘[Mt,lgl EH[Mu’f /G‘(_Oo u]]/@z © t]]
(x,] x ]
= B Mt,g W&?} o Xu/di-“,t]] - (Nt,g wj?j) O Xi-

Et, u € R étant arbitraire, les propriétés (1) et (2) du Lemme sont

conséquences de (5.2.25), (5.2.26) et de la propriété(3) du Théoréme
3.I. Pour établir la propriété (3), on va utiliser la forme intégrale
de 1'équation d'évolution spécifiée par Kg (voir 3.2.2) : en vertu de

la proposition A, on a, d'aprés (5.2.25) et (5.2.26),

(5.2.27) wti?} = NEYE wj j / N[v] (ig(s)% - V) ws{?f ds,

pour tout t S u et tout V € V(q{

- HHwt{

= H - K (t) aux deux membres de (5.2.27) écrite avec Kg(t) mis

Afin de montrer d'abord que la fonc-

pre

tion

H(t)

g}n est localement bornée, on applique l'opérateur
k)

pour V [on note que ¢ég} € D(H(t)) = D(H) d'aprés la propriété (1)]
k]

ce qui donne,

(5.2.28) H(t)wt{‘i’j -yt ifiwiﬂ} T )/ g(s)-g(t) N(t)§ ¢s{?£ ds,
() [K (t)]
pour tout t € u, en posant Nv = Nv (v 20) ; ou encore,
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5.2.3
() (t)wig}

u-t ‘u,+

Hwé?} - ig(t)@owz?}

u
. t t
(5.2.29) v i [(g(s)-g(e) u(Py ( )ﬁ ¢i9} ds.
t
On note que l'intégrale au second membre est absolument

convergente car, d'une part il existe Ko> 0 tel que,
At
(5.2.30) [N < (a0 D e ]
pour tous s >t et ¢ € Lz(]R,uo),

d'aprés la propriété (1) du Lemme 3.2.1 et le Théoréme C3, et d'autre

part,

(5.2.31) sup H¢°¢i +H <+ ® pour tout t <u,

tssxu
d'aprés la propriété (2) établie ci-dessus et la propriété (2) du
Lemme 3.2.1 avec X mis pour V. En outre, l'égalité,

u

u
100 (o(e)-0 (o0 N8 & u19)as = J(g(ar-g(en W) g1} as,
t ? t

qni permet de passer de (5.2.28) a (5.2.29) résulte de fagon standard
de ce que l'opérateur H(t) est fermé, des majorations (5.2.30) et
(5.2.31) qui, jointes a& la majoration |g(s)-g(t)] < Hg'”w(s-t) entrai-
nent (en vertu du théoréme de convergence dominée de Lebesgue) que,

u u

[atsr-aey 1N Fe o) as = 1in 1 (o(e)-gen n

9 - ©
t n + t+-l
n

(t) (), . tg}
Ns-tiows + ds,

9

et de ce que,

u u
(t) ()5 lo} (t) (t)5 4o}
- ) - ¢

I (ots)-gCey u v Ele y 0] as - ow [ (ato)-ge) N 7 8 4 %) as,

1 1
t+— t+ =

" (t) (t) -
puisque l'opérateur H N1 est borné et que l'on a,

n

N(:)t = Nit)N(t) , pour tout s =2t + % . Et on voit alors que la fonc-

= S=t==—
n n
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5.2.3

{

. g}
tion t - Hﬂwt’+
(5.2.30) et (5.2.31) au second membre de (5.2.29). Cela étant, pour

H est localement bornée en portant les majofations

établir la continuité cherchée de l'application t = H¢tg+, on applique
b
lt'opérateur H aux deux membres de (5.2.27) écrite pour V = O ; ce qui

donne,

0 S, +

u
(5.2.32) Hwig} N, tﬂwjgj + iH /g(s)N 2 wig} ds,
’ t

pour tout t S u. Et on remarque que, pour tout uy < u, il existe C >0

tel que,

(5.2.33) HHNs tﬁo i +H < C(s-t) % pour u_ <t <s Eu.

[en effet, compte tenu de ce que sup HHW{Q}H < + ® ainsi qu'on
us<s <Su St
o

vient de 1'établir, cette majoration résulte, d'une part, de ce que
1
Héi°<< H d'aprés le Théoréme 1.III et la propriété (5) de la proposi-

tion B5, ce qui entraine que, pour tout s > t,

8 wig} € D(H®) et HN_ 8 w{g} - W éfo¢i o} 3

0 S,+ s-t o 's,+ s- S,+

et d'autre part de ce que,
|W%JH<24§{%V%\WH (v>o,w€L%nL%»,

puisque H est un opérateur auto-adjoint positif]. Mais, de la majora-

tion (5.2.33), on déduit d'abord de fagon standard que,

u
(5.2.34) H j'g(s)Ns

t t o

S= t o

W{ }ds = Jg(s)HN Wig} ds ;
t

puis, par le traitement classique des noyaux intégrables, que 1l'appli-
u

cation t » J g(s)HN ¢ wig}ds est continue de (—“,u] dans L2(IR,H )
t s-t o's,+ o
[en effet, il suffit d'écrire,

fg(s)HNs + ol&ig}ds =/ 1(t,s) ds (t <u), ou
t -0

157



5.2.3

I(s,t) = g(s)HN ¢{ } si t <s Suet I(s,t) =0, sinon, et de re-

s- t o
marquer que le noyau I(.,¢) ainsi défini sur (-m,u] est intégrable
dt'aprés (5.2.33) et que, pour chaque s € IR,1'application t = I(t,s)
est continue sur le complémentaire de {s}, car pour t<s-¢ (e >0), on
a HNs-t = HNeNs - et HNe est un opérateur borné]. D'ou la continuité
stipulée par la propriété (3) en portant (5.2.34) dans (5.2.32). Enfin,

la propriété (4) résulte de 1l'invariance de la mesure [ par symétrie S.

Ce qui achéve la démonstration du Lemme.

On peut alors établir comme suit la propriété (2) du Théoré-
me : partant de l'expression (5.2.24) de bt.n(g), on va d'abord mon-
trer que l'application t = bt\E(g) est dérivable en tout point t de IR

et que 1'on a,

(5.2.35) d?//b J(g) = - | ™ E f

s=t
[on note que WE?} € D(ﬂo) car, d'une part, ¢E?E € D(H) d'aprés le
Lemme, et d'autre part ﬂo << H d'aprés le Théoréme 1.III et la propriété
(3) de la proposition BS]. Pour cela, on considére la fonction F sur

2 ..
IR définie par,

oo lgl {g} - {o}
Flt,,t,) = 1(¢_’t1| &y 2’+) = i@y 0 v ).

D'aprés les propriétés (1) et (4) du Lemme, cette fonction admet des

dérivées partielles données par,

d ; . ]
(5.2.36) a;/%(s,tz) = =i (( H+1g(t1)@0)¢_?£1l QOVEZ}+), et
S:t1

(5.2.37) le’F(ti,s) = i3 w } I(H ig(t,)e )¢{g} ) 3

s= t
et ces dérivées partlelles sont fonctions continues de (tl,t )EH{ en
vertu du Lemme ci-dessus et de la propriété (2) du Lemme 3.2.1 avec
X mis pour V. D'ol la dérivabilité annoncée de l'application

t = bt\ﬂ(g) = F(t,t) ; et, en faisant t1 = tz = t dans (5.2.36) et
(5.2.37),
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5.2.3

(5.2.38) -&d;/bsdl(g) = ife i) H‘Vt{?}) - (H‘V_{?}; | Qo‘”é?b .

+
s=t
Mais, d'aprés la propriété (ii) de H (Théoréme 1.I en 1.3 (1)), on a
(5.2.39) (8 y | HO®) - (my | &8 = i(2 | ™),

pour tout § €L (R) et tout 8 € D (R) ; donc aussi pour tout
¥ € D(H) et tout © € D(H), puisque £ (IR) est un ceur pour H (proposi-
tion 1.6 ou Théoréme 1.4) et que @0 et ﬂo sont dominés par H (Théoré-

me 1.III et proposition B5). D'ou (5.2.35) en portant (5.2.39) avec

—

\vigé mis pour { et W,Eg} mis pour ©) dans (5.2.38). Partant maintenant
= L]

. d
de (5.2.35), on va montrer que 1l'application t —)-El-;/ OSJI(Q) est con-
s=t

tinliment dérivable sur IR et que 1l'on a,

.

2
(5.2.40) -27/%S~H(g) = iQ(% Ot)\ﬂ(g) + g(t) I(g) pour tout t € IR ;

ds ot

ce qui achévera d'établir la propriété cherchée. Pour cela, de fagon
N . P . as . 2 ..
analognue a ce qui précede, on considere la fonction G sur IR définie

par,

) = =419 by oy

(5.2.41) G(t,,t
1 f 1 2,+

lﬂwig
2 1 ot2

D'aprés les propriétés (1) et (4) du Lemme, cette fonction admet des
dérivées partielles données par,

{9})

4 - ; o}
(5.2.42) ds/e(s,tz) = (Heig(t)® )y 7/ | ”o‘l'tz,+ , et,
s=t — e 1
(5.2.43) —C-I—G(i s) = - (7 wig; | (H-ig(t,)¢® )¢i9} )
T ds/ 1’ - o'-,t BN R R ’
1 2
S='t2

et ces dérivées partielles sont fonctions continues de (t1’t2) GIR2 en

vertu du Lemme ci-dessus et de ce que ‘H'o est dominé par H. D'ou la dé-

rivabilité annoncée de l'application t —)T:lgs_/bs‘n(g) = G(t,t) ; et, en
s=t

(1) ou encore de la propriété (jj) (Théoréme 1.II en 1.4).
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5.2.3, 5.3.1

faisant t1 = t2 = t dans (5.2.42) et (5.2.43),
2 v 1 ’
as {o} {o} {o} {o}
ds%/és~ﬂ(g) = (Hw- t I 1.ro¢1:,+) - (ﬂow—,t I Hwt,+)
s=t

(5.2.44)  + ig(t){(HOWj?z 1 éowf?}) - (2 0 } myu.® } ) .

Mais, d'aprés la propriété (iii) de H (Théoréme 1.I (1)) et

la relation de commutation canonique (A5.2), on a,
(5.2.45)  (Hy | ™ 8) - (M y | HO) = i(¥ | Q(2)8), et,
(5.2.46) (m y | 88 - (2 ¢ |mO) - - iy | O,

pour tout ¢ € D (R) et tout 6 € D ( IR) ; donc aussi pour tout

¥ € D(H) et tout © € D(H), puisque D (R) est un ceur pour H et que

@ et ﬂ sont dominés par H. D'ou (5.2.40) en portant (5.2.45) et

(5 2. 46) (avec ¥_ g mis pour ¥ et Wt?+ mis pour €) dans (5.2.44) et en
tenant compte de (5 2.23) et (5.2.24).

cqfd.
2:3.- Eguations de Schwinger
©
5:3:1.- Formulation des éguations - On désigne par @ 1'espace I C (R")
n=0

[oﬁ cb(nz) est identifié A IR et ou Cb(I!) (n = 1) désigne l'espace
des fonctions complexes amntinues et bornées sur]Rn] et par djsym
sous-espace de(d formé des suites (Sn) telles que, pour tout

n =20
n 2 2, la fonction Sn est symétrique en ses n arguments. Par ailleurs,

on désigne toujours par Q un polyndme d'interaction standard :

q
(5.3.1) Q(X) = I a X" .
k=0

On dira alors qu'un élément (S ) - = de d;est une solution des (ou vé-
nnz=0

rifie les) équations de Schwinger spécifiées par Q, si, d'une part,

(1) ou encore la relation (1.4.7) jointe a 1'équation (d) (Théoréme

1.II et Lemme 1.5).
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pour tout f €% (1),

q
(5.3.2) ff"(t)s1(t)dt ) akff(t)sk(t,...,t)dt,
n
et, d'autre part, pour tout n > 1, tout (t.) €IR et tout f € 5,
1< j<n
n
" sen = -z .)S cee . t. eee,yt
[t (6)s_  (t,t ,...,t )dt ZAleS (bt it aeeent)
r J=1
La /t(t) (
(5.3.3) + 2 a £(t)s t,eeet,t ,...,t )dt
k=0 k R n+k 1 n

[1e premier terme au second membre se réduisant au nombre S0 lorsque

n = 1]. Cela étant,

THEOREME 5.II1.- Soient M la mesure Euclidienne spécifiée par Q,

J sa transformée de Fourier et (Sn) 1'élément de dsym défini

n 20
par,
(5.3.4) s =1, et,
o
| n
(5.3.5) Sp(taeeait ) =/ 1wt )p(aw)
W oj=1 I
(n entier =20, (t.) €mr").
J1 <j<n
Alors
(1) La suite (Sn) est une solution des équations de Schwinger
L ez n 20
spécifiées par Q.
. n (2)
(2) Pour tout entier n =2 1, tout (t.) €IR et tout m €IE ,
J1<j<n
.3.6 e =
(5.3.6) Sn(n(tl), ,n(tn)) Sn(t1, )
(3) Pour tout n =1 et tout t.) E]Rn,
J1<j<n
.-n
(5.3.7) Sp(tyseeant ) = i ctl...bt JI(0).
"""" n

(1) $ = J(R,R).
(2) 1IE désigne le groupe Euclidien de IR ; voir 2.1.1.
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5.3.1, 5.3.2

(4) on a,
4+ AP
(5.3.8) z ar HSnHm < + ® pour tout A >0, et,
o n=0 :
+ ® .n n
(5.3.9)  3(g) - = —/[s (t, ...,t ) [T g(t)at ...at
n n 1 n . J 1 n
n=0 n J=1

R
pour tout g € & .

On note que l'intégrale figurant au second membre de (5.3.5)
est absolument convergente en vertu de la propriété M4t de K (Théoréme
2.I en 2.1.3), et que la série figurant au second membre de (5.3.9)

est absolument convergente en vertu de (5.3.8) (écrite pour \ = H9H1)'

Pour chaque n =2 1, la fonction Sn définie par (5.3.5) est la

fonction de Schwinger d'ordre n associée a la mesure WM.

Ce théoréme est établi en 5.3.3 a partir de la proposition

5.3.2 ci-dessous.

«Q
PROPOSITION.- Soit & €& (% ) une solution de 1'équation de
Symanzik spécifiée par Q(l). Alors , on définit une solution
(Sn) des équations de Schwinger spécifiées par Q, en posant,
n 20
(5.3.10) S, = J(0) ) et,
.-n
(5.3.11) sn(tl,...,tn) = i bt ...bt X (0)
1 n
(n entier =21, (t.) E]Rn) H
J1<j<n
et cette solution appartient a djsym'
En effet, d'une part la suite (Sn) définie par (5.3.10)
n =20 o
et (5.3.11) appartient a Gsym par définition de & ( $ ) (voir 5.1.2).

(1) Voir 5.1.2.
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D'autre part, de l'équation de Symanzik (5.1.7) que vérifie J par hy-
pothése, on déduit que, pour tout g € $ et tout f € & ,

. 1
(5.3.12) - [ £7(¢)d I(g)dt = - <f,0>d(g) - i [£(£)Q(5D,) J(g)dt
t it
R R
(voir la relation 5.2.18 en 5.2.2). Cela étant, on voit d'abord que,
compte tenu de (5.3.10) et (5.3.11), (5.3.12) se réduit a 1'équation
de Schwinger (5.3.2) lorsqu'on y fait g = O. Puis on obtient 1'équa-
tion (5.3.3) en appliquant l'opérateur bt ...bt aux deux membres de
1 n
(5.3.12) (considérés comme fonctions de g € ® ) et en faisant g = O
dans 1'égalité obtenue. Ce procédé est justifié par le Lemme suivant

de dérivation fonctionnelle sous le signe somme :

«©
LEMME.- Soient R un polyndme, f € H et €S (H ). Alors, la

fonctionnelle JIR s P9 /f(t)R(bt) I(g)dt sur $ appartient aussi
9
R

é@w(fb), et on a,

(5.3.13) °t ...bt -]IR’f(g) = [ f(f,)bt ...bt R(bt).ll(g)dt
1 n R 1 n

pour tout g €% , tout entier n =1 et tout (t.) € m",
J1<j €n
En effet, notant que le second membre de (5.3.13) est une

@
fonction continue et bornée de (tl,...,tn,g') dés que I € & (%), et

tenant compte de la commutativité (5.1.6), on se raméne i montrer que,

pour tout entier p =2 1 et tout (f ) E]Rp, la fonction
o 1Sk <p
(s, ) I f(g + Z sk;t'k) est p fois continliment différentiable
1<k Sp ! k=1

sur ]Rp et que 1l'on a,

p
=/ Tg (u)lf £()d ...d R(d) &I(g)dt}du,...du_ 3
]Rk:‘lk k R u1 up t 1 P

ce qui peut étre fait de fagon standard, par exemple en utilisant le

Lemme donné dans l'appendice E.
cqfd.
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5.3.3

5.3.3.- Démonstration du Théoreme 5.II.

Les propriétés (1) et (3) résultent de la proposition ci-

dessus et de la proposition 5.2.2 [relation (5.2.14)](1)

, et la proprié-
té (2) de l'invariance Euclidienne de K. La relation (5.3.8) découle

du corollaire de la proposition 1.6, puisque Hsnn </ lx'nuo(dx) dta-
n n @ 1R

prés 1'inégalité de Holder || I X || < T x| . Enfin, pour établir
j=1 "3 1 j=1 jn

(5.3.9), on écrit 1l'expression (5.1.9) de X (g) sous la forme ,
® .n
(5.3.14) d(g) = [ {2 5 <w,9>"} wlaw) ;
W n=0

et on remarque que, d'aprés les inégalités (5.2.15) (voir 5.2.2),

n n n
(5.3.15) f ,<uhg >| pldw) < HgH f 'x' Ho(dx) pour tout n 20 ;

v 1 R

d'ou il résulte, d'aprés le corollaire de la proposition 1.6, que,

«©

1
[ 1s o5 [<e,0>") wlaw) <+ @

W n=0

et, en appliquant le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue au

second membre de (5.3.14), on obtient,

® .n
X)) = 35/ <w,0> wlaw) ;
n=0 " W

d'ou (5.3.9), puisque, d'aprés le Théoréme de Fubini,

f=R=}

<w,g>"
[ <w,g w(aw) = f S (t,..0,t)

W ]Rn j=1

dt_ ...dt .
g(tj) t, t

cqfd.
Remarque.- On peut aussi déduire les équations de Schwinger [proprié—
té (1) du Théoréme S.II] directement de la quasi-invariance de la me-
sur M par le procédé de dérivation qui a fourni en 5.2. 1'équation de

Symanzik : afin d'obtenir 1'équation (5.3.3), il suffit d'écrire 1l'éga-

(1) Voir aussi la remarque ci-dessous.
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5.3.3, 5.3.4

n

1ité de quasi-invariance (4.1.5) avec I Xt mis pour F et uf (u € R)
j=1 73

mis pour f ; puis de dériver par rapport & u en u = O les deux membres

de 1'égalité obtenue ; et enfin de tenir compte de l'expression (5.1.19)
de A (voir 5.2.2), la dérivation sous le signe somme perpétrée pouvant
8tre justifiée de facon analogue au Lemme 5.2.1 gridce a la propriété

M4 de B (Théoréme 2.I), laquelle entraine ici que,
(5.3.16) A (£,-) € Lp(W,@’,U') pour tout p € [1,+ ®),

5.3.4.- Forme intégrale des équations de Schwinger

Le polynéme d'interactionQ étant donné par (5.3.1),

PROPOSITION.- Pour qu'un élément (Sn) de G (1) vérifie les équa-
=
tions de Schwinger spécifiées par Q, n= il faut et il suffit que,

pour chaque m > 0, d'une part pour tout t € IR,

- - q - -
(5.3.17) s,(t) =2/ e m|t slsl(s)ds - —23; T oa /e mt s|sk(s,..,s)ds,
l R k=0 r
et, d'autre part, pour tout n = 2 et tout (t.) € R",
l I , JlSj gl’l
n -m|t_ -t
1 17%
DY = 2 oo .
S (t'l’ ’tn) 2m o2 € Sn-z(tZ’ ’t.j—i’tj+1’ °"tn)
l m —m'tl—sl
(5.3.18) vgl e S (S,t_,eee,t )ds
n 2 n
R
q —mlt —sl
1 1
-= T a [e S (syeeeys3t, eueyt )ds.
2m k=0 k R k+n=1 2 n

En outre, ces relations ont lieu pour tout m > 0 dés qu'elles

ont lieu pour une valeur de m > O.

Cet énoncé découle immédiatement de la proposition de l'appen-

(1) Voir 5.3.1.
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5.3.4, 5.3.5

Remarque.- Le systéme d'équations ci-dessus peut aussi s'écrire sous

la forme condensée suivante

(m)

S + F(m)

(5.3.19) s =1T Q

S avec S = (Sn) )
nz o

ém)] est 1l'application linéaire de 1'espace Grdans lui-
méme pour laquelle la projection d'indice n de Fém) [resp Tém)SJ est
fournie par le premier terme [resp la somme des deux derniers termes]

(m)
S)°= S

ou T(m) [resp r

de (5.3.18) (ou de (5.3.17) si n = 1, en posant en outre (T

o
et (F(m)S)1 =0 [resp (T(g)s)o = O]). I1 est tentant d'essayer d'appli-
quer un Théoréme de point fixe a 1'équation (5.3.19) ; mais nous ne
savons pas le faire [on note que F(m) et Fém) n'appliquent pas a;sym

dans lui-méme] (1).

5.3.5.- Analyticité des fonctions de Schwinger

Par wutilisation répétée de la propriété de Markov de la me-
sure Euclidienne M, on vérifie que la fonction de Schwinger Sn d'ordre

n 2 2 associée a W est donnée par la relation,

S (toyeeest ) = [ XN (XN, _. (.oouN, _ X)eoo)) dp

n 1 n R tz t1 t3 t2 tn tn_1 [}

(5.3.20) = (@ |xN, _ (x N __ (...N X)eoo)) )
oMt -t tymty to-to

si t1 < tz < ... S tn (X désignant toujours l'application identique

de IR). On note que le second membre de (5.3.20) est bien défini, car,
pour tout r € [2,+%®), X € Lr(IR,uo) (Lemme 1.5) et l'opérateur

Nt(t 2 0) applique Lr(IR,HO) dans lui-méme (Lemme 4.2.7). De l'expres-
sion (5.3.20), on peut déduire que la fonction Sn est analytique

réelle sur l'ensemble ouvert de]Rn formé des (t.) tels que
J1<j<n

t. t,, si j i,

J;! 5 A

(1) Voir la propriété (3) de la proposition 6.4.1. 4 ce sujet.
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5.3.5

Remarque.- Pour chaque n 22, (5.3.20) peut aussi &tre écrite,

(t.-t_ )H (t -t JH
2 1 n n-1 8 Q).

.3. = (Q |¢ g ...¢
(5.3.21) sn(ti’ ’tn) ( 0l o° o of o o
Par ailleurs, revenant a la réalisation de Guelfand-Segal du champ

quantique d'interaction Q (voir 1.5), on a (formellement, voir ci-

dessous), d'aprés (1.1.3) et (1.1.1), si (u.) € Ifx
1 <5 <n
i(uz-ui)H i(u -u _fH
(5.3.22) (Q |2 & ...8 Q)=(Q |¢ e ¢ ...0e T ™M),
o' u u, u o ol o o o oo

Ainsi, on pressent l'existence d'une fonction Wn, analytique sur un

ouvert de € ™ contenant 1'ensemble des (z,) _ tels que
J1<j<n

Im(zj+ _Zj) < 0 pour 1<j<n-1, telle que, d'une part,

1

(5.3.23}) Sn(t ,...,tn) = Wn(—it

1 ,..,-itn)

1

pour tout (t.) €™ tel que t1<t2<...<t s
J1<j<n n

et d'autre part (formellement),

(5.3.24) lim . )
e <..<e Vvo Wr(u1+ i€ yeeesu ¥ 1en)= (Qolﬁu 5u... ﬁu QO)
n 1 1 "2 n

pour tout (u.) €EIR .
J1<j<n

Nous ignorons si QO € D(ﬁu ...§u ) pour chaque (u.) € R", e qui
1 n J].Sj <n
permettrait de donner un sens a (5.3.22) et (5.3.24). Il suffirait pour
cela que l'opérateur § 1laisse stable Cw(H) =N D(Hn) (ce que nous
° n>0
ignorons). De toute fagon, on peut développer ici la théorie de

Wightman (voir le chapitre 3 de [1J ou le § 2 de ESJ) en introduisant

@©
les opérateurs &(h) = / h(t)étdt (h € 4 (R)) sur le domaine C (H), le-
R
quel est stable par ces opérateurs ; et alors, (5.3.24) s'écrit ri-

goureusement,
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5.3.5, 5.4.1

n
lim f W (u,+ ie,...,u + ie ) I h (u.)du, ...du
< < n 1 1 n n . . J J 1 n
e .. ei$ 0 =" j=1
(5.3.25) = (Qoli(hi)é(hz)...i(hn)no).
pour tout (h.) € (m".
J1<j<n

5.4.- Représentation_de Weyl Euclidienne

Afin d'étudier la représentation des relations de commuta-
tion canoniques associée a la mesure Euclidienne (voir 5.4.3 ci-
dessous), on envisage, en 5.4.1 et 5.4.2 dans la situation générale de
1'appendice A, comment la régularité du cocycle A se traduit en termes

de la représentation de Weyl correspondante.

§;é;}.- La situation et les données étant les mémes qu'en 5.2.1, on
désigne par (U,V) la représentation de Weyl engendrée par la mesure
quasi-invariante W [conformément a A3, (U,V) est ainsi une représenta-
tion de Weyl a valeurs dans 1l'espace Lz(u7 , @ ,lk) et de modéle

(v, <,*>]. Cela étant,

PROPOSITION.- On suppose que le cocycle A posséde la propriété sui-

vante

(LO) Pour tout £ €U et tout w € W,

lim A(tf,w) = O
(5.4.1) £ >0
Alors la représentation de Weyl (U,V) est réguliére (1).

En effet, il s'agit de montrer que l'on a lim U(tf)z = Z
2 t =20
et 1lim V(t£f)Z = Z dans L°(W , @ , 1) pour tout £ €V et pour tout
t =20
2 N
Z €L (10’,€lf,u) ;3 ou seulement pour tout Z appartenant a un sous-
ensemble total dans Lz(Uf, 6L,u). Donc, puisqu'il en est ainsi de

<e >
1'ensemble des classes modulo K des fonctions e ' 9 (g €V, i1

(1) Voir A3.
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5.4.1

i <o g >
suffit de montrer que, pour f € v'et F = e1 "9 (avec g € V’), on a
i< >
(5.4.2) vim [ e SO TR w) - Fe) |2 w(aw) = o, et,
t >0 W
JA
(5.4.3) vim [ 2N ) - F(w) |2k(aw) = O -
t>0W

Or, d'abord, (5.4.2) découle immédiatement du Théoréme de
convergence dominée de Lebesgue. Ensuite, en ce qui concerne (5.4.3),

on commence par écrire,

/ ’eVz/\(tf,w)
w

F(wst?) - F(w) lzu(dw)

(5.4.4) <2/ e 1P (wetD) - Fw) |2u(dw)

w2/ le1/2/\(tf,w) _ 1[2u(dw)

&

[utiliser l'inégalité |a+b|2 < 2(|a|2+ lbl%]. Mais, d'une part

(5.4.5) [/ e/\(tf,w)

- 2 22
[F(w,t)-F(0)7| pldw) = [ |Flw)-Flu-t1) |7 wlaw),
w

d'apres 1'égalité de quasi-invariance, et,
(5.4.6) lim [ |F(w)-F(w-tF) [k(dw) = O,
t 20

en vertu du Théoréme de Lebesgue et de la spécification de F.

D'autre part,

(5.4.7) ] 1AM 112 Lae) - 2(1- [ MW Law) | puisque
w
(5.4.8) / eA(tf’w)p(dw) =1 pour tout t € IR.
w
Enfin,
(5.4.9) vim [ 2N gy 2o,

t >0 w
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5.4.1, 5.4.2

1
/é/\(tf, ) (t EIR) étant borné dans

car, l'ensemble des fonctions e
£2(uj,a,p.) d'aprés (5.4.8), cet ensemble est uniformément intégra-
ble (voir Meyer [9], Théoréme II1.22) ; et, par conséquent, l'hypothése
LO entraine que (5.4.9) a lieu (voir Meyer [9], Théoréme II.21). Et

(5.4.4), (5.4.5), (5.4.6), (5.4.7) et (5.4.9) entrainent (5.4.3).
cafd.

Remarque.- Si Y est muni d'une topologie A'EVT métrisable rendant con-
tinu le produit scalaire <*,*> et si A est tel que, pour tout w € u}‘,
1'application A(s,w) est continue sur ¥ , alors la représentation de

Weyl (U,V) est continue (1) (méme raisonnement que ci-dessus).

dition LO est satisfaite et, pour chaque f € l’/, on désigne par &(f)
. L. 2
[resp ‘l'l‘(f)] l1'unique opérateur auto-adjoint dans L (U’,é?/,u) tel que

Lite(e) U(tf) [resp eit@(f)

V(tf)] pour tout t € IR. On se propose
ici d'expliciter les opérateurs #(f) et T(f). Pour cela, on désigne
par @1(1}/,1(?/,“) le sous-espace de Lo( ?0,0{, , ) formé des

z € L°(UW, A ,1) admettant un représentant F € Z tel que

(5.4.10) pour tout f €% et tout w € "', la fonction t = F(w,t?) est
contintment différentiable sur IR (2) H

et pour un tel Z et pour f € V., on désigne par éfZ 1'é1ément de

LO(W,CX’,H) défini par,

. 1 (3)
(5.4.11) éfz = lim -E-(ZO Ft -Z) ,

t >0 f

[la limite au second membre existant dans L°(W,@,k) par définition

de 1( U”w/;I-L) : 6fZ est la classe modulo MK de la fonction

-
w _)zld—t— F(w+tf). Ainsi @1(U’,'u),/u) est 1l'espace des classes modulo
t=0
[ des fonctions '"continiiment différentiables au sens de Gateaux ”J.

(1) Voir A3.
(2) Voir la remarque ci-dessous.

(3) Tf est défini en Al et Z OTf en A3.
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On peut alors énoncer

PROPOSITION.- (1) Pour tout f €V, &(f) coincide (1) avec 1l'opé-
rateur induit dans LZ(UT ,@L,u) par l'opérateur de multiplication
Z = Z(f)Z, ou Z(f) désigne la classe modulo K de la fonction <e,f>
sur W .

(2)

(2) On suppose que A posséde les propriétés L1 et L2 , et méme

que 1l'on a,

(5.4.12) [ ];\(f,w)lpu(dw) <4+ ® pour tout £ € U,
W

avec 2 < p < + ®, Alors, si r € ]2,+ ®) est défini par % + % = %
9

pour chaque f € UV, le domaine de M™(f) contient l'ensemble des
2
2€BN v, w; WA LW, &, tels 8.2 € LX(W, & 1w ;5 et,

pour un tel Z, on a,

(5.4.13) M)z - X6z LAz,
i f 2 —

ot A(f) désigne la classe modulo K de A(f, ). En particulier,
(5.4.14) Q E€ED(ME)) et 2i M(£)Q = A(F) =20
|

En effet, on rappelle d'abord que, pour le générateur infini-

(&)

tésimal d'un groupe unitaire fortement continu (U(t)) , le do-
t € 1R
maine faible coincide avec le domaine fort. Cela étant, le domaine de

(f) coincide avec l'ensemble des Z € Lz(uf ,CZ«,M) tels que, pour tout
2
YE€L(w, &,uw,

(1) Domaines compris !

(2) Voir la proposition 5.2.1, en notant que L1 implique LO.

(3) On désigne toujours par Q la classe modulo W de la constante 1
sur Y .

(4) Et plus gén‘ralement, pour le générateur infinitésimal d'un semi-

groupe fortement continus d'opérateurs contactrants.
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(5.4.15) / ?wt(f)z Z(f)d4 a une limite dans @ lorsque t = O, ou
w

Wt(f) désigne la classe modulo K de la fonction

it<w,f>_

(w) (e 1)/t <w,£> surW. or, d'une part,

w_’li<',f>7-(0}

(5.4.15) a lieu dés que z5(f) € L2(W , @ ,u) d'aprés le Théoréme de

convergence dominée de Lebesgue, puisque 'Wt(f)l <1 et 1lim Wt(f) = i
t=>0
p-presque slrement. Et, inversement, si (5.4.15) a lieu pour tout

2 . , s . .
Y €L°(w, &,H), d'aprées le Théoreme de Banach Steinhaus et le Théo-

réme de Riesz, il existe 2' € L®(W , @,1) tel que lim W, (£)ZE(f) = 2
3 t =0
faiblement dans L™ (W, Q@ .w ; d'ou compte tenu de ce que

t

lim W, (f)ZZ(f) = iZZ(f) p=-presque siirement, il résulte que
t=o0 ,
ZZ(f) = -iz' ; donc z2(f) € L°(W , @ ,u). Ensuite, pour établir la

propriété (2), il suffit de montrer que,

. 1 r a 2 a

siz€@(V,w, w N L (W, , k) et tel que éfZEL(V, , W),
2

alors pour tout Y € L°( W, @ ,n),

el

(5.4.16) lim [ Y(V(t£)z-2)aw = ¢ [ Y(6 2+ %A(f)z)du .
t 20w w
Pour cela, on peut utiliser comme suit le Théoréme de déri-
vation sous le signe somme de 1l'appendice E : prenant pour (Z,Z, v)
l'espace de probabilité (W, @&,1) et pour J un intervalle [a,b] tel
que O € ]a,b[, on désigne par F un représentant de Z vérifiant (5.4.10)
et par K un représentant de la classe Y, et on pose,

BACEE W)
e

F(t,w) = K(w) Fw+t?), et

G(t,w) = —;—K(w);\(f,w+t-1_‘>)e1/2/\(tf’w)F(w+t?) + K(w)e2NtEH0) E%/F(wafs?).

s=t
Remarquant d'abord que,
[ |6(t,0) |p(aw) S%HKHZ(I l;\(f,w+t?) ]ZIF(w+t?) ]2 NEEW)y (auy
w
e Kl pw,s?) 2 M ey
w

s=t
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5.k.2, 5.4.3

1'égalité de quasi-invariance de KM jointe a 1'égalité de Holder en-

traine que,
1{, [6(t,0) [ulaw) <3 (¥, u'A<f>np lzll, + [l¥ll, leyzll, s

d'ou il résulte que la condition (8) est satisfaite. La condition (68)
est ensuite satisfaite en vertu de la seconde partie de 1l'hypothése L2,
de (5.2.8) et de (5.4.10), la condition (6868) en vertu de la forte con-
tinuité de V (proposition 5.4.1) puisque, pour chaque t ? J, la classe
de la fonction G(t,+) coincide avec la quantité ?V(tf)(%a(f)z + éfZ),
et la condition (68V) par définition de V. Cela étant, la relation
(5.4.16) cherchée s'obtient par dérivation sous le signe somme pour
t = 0 de 1'intégrale [ F(t,w)H(dw).

w cqfd.
Remarque.- On peut évidemment affaiblir la condition (5.4.10) qui dé-
finit l'espace @ 1(1f , W3 M) 5 et, ainsi, le domaine de l'opérateur
T(f) est strictement plus grand que 1l'ensemble des
ZEG®N VY, W; WN LT (Ww,@ ,u) tels que 8.2 € w, @, 11
serait intéressant d'arriver a délimiter exactement ce domaine [en in-

troduisant un espace de Sobolev convenable sur w ......J.

et pour KM la mesure Euclidienne spécifiée par 1l'interaction Q [le co-
cycle A étant alors défini par (4.1.2) et (4.1.3) ; voir 2.1.3 et &.1],
les hypothéses de la proposition 5.4.2 sont satisfaites et (5.4.12) a
lieu pour tout p < + ® ainsi qu'il résulte de 1'expre§sion (5.2.19) de
k et de (1.5.4) (Lemme 1.5). Et cette expression de A permet d'expli-

citer comme suit 1'équation (5.4.14) : pour chaque k entier = 0 et cha-

(k)

que f € &% , soit I (f) la classe modulo K de la fonction

w - [ o) s(t)at sur wlavec £(0)(g) - J£(t)dt.Q] ; et soit 8 (9) (¢)
R 2 R
1'opérateur(auto-adjoint) dans L*(W,F ,4) induit par 1'opérateur de
multiplication Z - 2(k)(f)Z. La relation (1.5.4) entraine que
Q€ D(Q(k)(fh pour tout k entier > O et pour tout f € IV, et 1'équation

q
(5.4.14) s'écrit alors, si Qf{X) = I a Xk,
k=0 k
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.4.3

q
(5.4.17) 2im(£)Q - ¢(£")Q + T akﬁ(k)(f)n =0 (f€D).
k=0

Cette équation est la forme rigoureuse que prend ici 1'équation (23)

de [5].

Remarque 1.- Soit D 1e sous-espace de L2( W, a/,l..b) formé des
o]
z€® (v, w;u) NI N P(w , €@ ,u) tels que, pour tout n entier

p<+®
>0 et tout (f,) € v“,sf....efze noowLPw, &, 5 on

Ji1<j<n 1 n p<+®
& c’o( v , W;u) désigne le plus grand des sous-espaces@ de
& 1( vV, W ; k) tels que Z € @ entraine 6fZ €@ pcur tout £ € V. on
remarque que? est une sous-algébre de Lo w, a ,4) et que, dans le

cas particulier en cause ici, on a,
(5.4.18) o(f) €D (£ €V et,
(5.4.19) Af) €D (r €V .

Donc, d'aprés la proposition 5.4.2, pour tout f € ¥V , D est contenu
dans les domaines de #(f) et T(f) et stable par ces opérateurs. Par
ailleurs, D est dense dans Lz( w,a ,M)[en effet, la classe modulo M
de e:'L <.’g>appartient 4D pour tout g € U/dlaprés (5.4.18)] etD est
stable par les opérateurs U(f) (f € ) ; donc9 est un cceur pour les
opérateurs &(f) (f € V). I1 est naturel de se demander, dans le cas
particulier en cause ici [ou plus généralement sous les hypothéses
(5.4.18) et (5.4.19) ] si 9 est aussi un ceeur pour les opérateurs T(f).
Il suffirait pour cela que 2 soit stable par les opérateurs V(f) ;5 ou

A(f,e)

encore que la classe modulo K de e appartienne a ﬂ [on note que
cela a lieu d'aprés la propriété (1) du Théoréme 3.I lorsque f € %

est a support compact].

Remarque 2.- Pour chaque k entier > O, l'espace D est contenu dans le

)

domaine des opérateurs @(k (f) (f €% ) et stable par ces opérateurs ;

et on a,
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5.4.3

(k

(5.4.20) ¢ (e)m(g)z - m(g)2 " (£)z = eV (gp)z

(fr €%, g€, 2€D),

ainsi qu'il est facile de le vérifier & partir de (5.4.13) et de 1l'ex-

pression (5.2.19) de A. En outre, on a,
(5.4.21) s (e Mgz - 89 ()e W01z, et
(5.4.22) m(f)m(g)z = mM(g)M(£)2z
(k, 4 entiers 20, f €d, g €S, z €D).
En vertu des relations (5.4.17) et (5.4.20), le plus petit
sous—espaceﬂq# deD contenant Q et stable par les opérateurs @(k)(f)

(k entier >0, f € $ ) est aussi stable par les opérateurs T(g) ; et

le systeme

(k)
(@ ,Qa(é (f)) 7(‘" (g)) )
# £ en€s T g e
. (k) (k)
obtenu en prenant les restrictions Qm (f) et Q# (g) de @ (f) et

m(g) é@QF peut recevoir une définition axiomatique en termes des rela-
tions (5.4.21), (5.4.22), (5.4.20) et (5.4.17) ci-dessus. Cela étant,
on peut se proposer de chercher quelles conditions supplémentaires im-
poser a un tel systéme pour en obtenir 1l'unicité & un isomorphisme

unitaire prés (voir a ce sujet la premiére partie de [34]).
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§6.- QUESTIONS D'UNICITE

Etant donné un polyndome d'interaction standard Q, on s'inté-
resse ici a la caractérisation de la mesure Euclidienne K spécifiée
par Q : caractérisation directemént en termes de Q et pas seulement
(comme en 2.1 dans le Théoréme 2.I) en termes des éléments constitutifs
de la réalisation de Guelfand-Segal du champ quantique,que sont la me-

sure uo et le semi-groupe (N,) , lesquels ne sont déterminés par Q
t 20
que trés implicitement (voir 1.3, 1.5 et 1.7.2). Remarquant a ce su-

jet que le module de quasi-invariance eA de K [défini par (L4.1.2) et
(4.1.3)] ainsi que le premier membre de 1'équation de Symanzik (5.1.7)
sv'expriment explicitement en termes de Q, il est naturel de se deman-
der si W est la seule mesure de probahilité sur (W ,{f ) qui soit quasi-
invariante par les translations de % =4 ( IR,R) avec eA comme module

de quasi-invariance (premiére question), ou dont la transformée de
Fourier appartienne a @361 D ) et vérifie 1'équation de Symanzik (se-
conde question) ; et on peut poser une question analogue en termes des

équations de Schwinger.

Dans le cas ou Q(X) = m2X (avec m > 0 ; cas du champ libre,
voir 1.7 1, 2.6.2 et 4.3.2), la réponse a chacune de ces questions est
affirmative (proposition 6.4.1). Dans le cas général, le probléme est
ouvert ; mais nous conjecturons que la réponse est aussi affirmative

{voir aussi les remarques 3 et 4 de 6.1.2 et la remarque 2 de 6.3.1

ol sont présentées d'autres conjectures, ainsi que 6.4.2 ou est étudié
le lien entre la propriété de Markov et la propriété de localité du
module de quasi-invariance).

Une réponse partielle a la premiére question est fournie par
le Théoréme 6.1 (voir 6.1.2) ; réponse partielle en ce sens que l'uni-
cité n'est obtenue que dans la classe des mesures K possédant la pro-
priété de Markov et la propriété d'invariance Euclidienne, et telles
que la marginale po et le Hamiltonien H associé (ce dernier étant dé-
fini par la construction de Nelson grace aux propriétés précédentes ;
proposition 6.1.1) satisfasse a diverses conditions de régularité et a

la condition spectrale selon laquelie O est valeur propre simple et
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isolée de H. Ce résultat est établi en 6.3, en commengant par déduire

de l'hypothése de quasi-invariance une équation que satisfait le sys-
. -tH
téme (Mo,(e % >0

grace a une variante convenable de la caractérisation du Hamiltonien

)(propositions 6.3.1 et 6.3.2) ; puis en montrant,

de Guelfand-Segal (Théoréme 6.II en 6.2), que le systéme spécifié par
Q est la seule solution de cette équation satisfaisant les conditions

énoncées.

Ainsi, on n'a pu aborder ici le probléme central de 1l'exis-
tence et de l'unicité de la mesure Euclidienne } lorsque son module
de quasi-invariance est donné, que par la voie détournée consistant a
ramener ce probléme a 1'étude de certains semi-groupes d'opérateurs
Markoviens sur IR : la complainte finale 6.5 appelle une attaque de

(1)

front !

(1) Une telle attaque Vient d'étre menée a bien de fagon remarquable-

ment élégante par G. Royer (voir [35]).
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6.1.1

6.1.- Une caractérisation de la mesure Euclidienne en termes de

é;l;l'" Construction_de Nelson .- Les significations des termes W,

X, (t €m), G"J(jc: r), G , 8,(t €IR) et S étant les mémes qu'en 2.1.1

on s'intéresse ici, pour une mesure de probabilité p sur (W, # ), d'une

part 4 la propriété de Markov MK(W) (voir 4.2.1), et d'autre part a la

propriété d'invariance Euclidienne, laquelle stipule que K est inva-

riante par les transformations et(t €1R) et S. En outre, la mesure de
probabilité sur IR qui est 1'image de W par XO sera désignée par uo et

appelée la marginale fondamentale de K (si W posséde la propriété d'in-

variance Euclidienne, uo est aussi 1'image de W par Xt pour tout t€ R).
Cela étant,

PROPOSITION.- Soient K une mesure de probabilité sur (W,@W (1)

pos-
sédant la propriété de Markov et la propriété d'invariance Eucli-
dienne, et, pour chaque t = 0, Nt l'opérateur linéaire contractant

1 de Ll(IR,MO) dans lui-méme défini par la relation,

(2)
(6.1.1) N VoX = E“[wext/@'io}] (y € Ll R,p ) .

Alors,

(1) Pour chaque t =2 0, N, est un opérateur Markovien en ce sens que,

t
(6.1.2) Ntw =0 pour tout ¥ = O (¢ € Ll(Im,uo» , et,
(6.1.3) na -a B,
t o o

Et, pour 1 S p S+ ®, N, induit un opérateur contractant dans

t

Lp(]R,M ) et on a, si S + ;%-z 1 (1 Sp' S+ @),
o 1Y 1Y

(1) Voir la remarque 3 de 6.1.2.
(2) Avec les notations précisées en 2.1.3 a la suite du Théoréme 2.I.

(3) On désigne toujours par Qo la classe modulo Mo de la constante 1.
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6.1.1

p p'
(6.1.4) ]jRethwduo = ]jR(Nte)wduo (B €L (]R,uo) , VEL (]R,uo))

(2) Pour 1 S p <4+ ®, la famille (Nt) induit un semi-groupe

t=o0
fortement continu dans LP( IR,u). =

. . . . . 2
(3) En particulier, la famille (Nt% >0 induit dans L (]R,uo) un

semi-groupe fortement continu d'opérateurs contractants et auto-

adjoints.

La famille (Nt) définie par (6.1.1) sera appelée le
t=2o0

semi-groupe de transition associé a W ; et l'unique opérateur auto-

2 .
adjoint positif H dans L (IR,MO) tel que, pour tout t = 0, 1l'opérateur

-tH - . . - , .
e coincide avec la restriction de Nt a L (]R,HO) sera appelé 1l'opé-

rateur Hamiltonien associé a M. En vertu de (6.1.3), on a,

(6.1.5) Q € D(H) et HQ = 0.
o [)
Le procédé ci-dessus [faisant correspondre a la mesure W
, . . . . ., 2 .
1'opérateur Hamiltonien qui lui est associé dans L (:m,uo)] repré-

sente la construction de Nelson dans le cas particulier en cause ici

(voir le § 3 de [6].

Si Q est un polyndéme d'interaction standard et si WK est la
mesure Euclidienne spécifiée par Q, la marginale fondamentale “o de W
coincide avec la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée par Q (voir
1.5), et l'opérateur Hamiltonien associé a K coincide avec 1l'opérateur
Hamiltonien engendré par Ho (voir 1.4, 1.6 et le Théoréme 2.1I).

La démonstration de la proposition ci-dessus est standard(ih
les opérateurs Nt(t 2 0) sont Markoviens et contractants dans Lp(ﬂi,ug
pour 1 S p S + ® en vertu des propriétés correspondantes de 1'espérance
conditonnelle (voir Neveu [8}, § IV.3) ; et ces opérateurs sont auto-

adjoints [relation (6.1.4) | en vertu de l'invariance de K par la symé-

(1) Voir la démonstration du Théoréme 1 de [6].
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6.1.1, 6.1.2

trie S. La famille (Nt) est un semi-groupe en vertu de la propriété
t=20

de Markov de K et de son invariance par les translations et (t € R) .

Enfin, la forte continuité du semi-groupe (N, ) dans Lp(]R,l-Lo) (avec
t=20

1 <Sp <4+ ® résulte de ce que W & C(IR,IR) : cette propriété et le

t

Théoréme de convergence dominée de Lebesgue entrainent en effet que la
fonction t - /IgNt\PdP‘o = Ep‘[(_e- (0] Xo)(w @Xt)] (t 2 0) est continue sur

'
]R+ pour tout 6 € LP (]R,l-bo) (avec 1,1 _ 1) et pour tout ¢ € D (R) ;

p'
donc aussi pour tout § € Lp(]R,uo) en vertu de 1'inégalité de Holder,
de la densité de D ( IR) dans LP( lR,Mo) (si 1 Sp <4+ ® et de ce que

Nt est contractant dans cet espace. Et on conclut, gradce au Théoréme

IX.1 (page 233) de Yosida [3].

6.1.2.- Désignant toujours par Q un polyndme d'interaction standard(l)

et,avec les notations de 4.1, par A le cocycle additif défini par les
relations (4.1.2) et (4.1.3), la caractérisation que 1l'on a en vue peut

étre énoncée comme suit :

THEOREME 6.1.- La mesure Euclidienne spécifiée par 1l'interaction Q

est la seule mesure de probabilité B sur (\W,()f) quasi-invariante

(2)

. A . s
par les translations de % avec e comme module de quasi-inva-

riance, possédant la propriété de Markov et la propriété d'invariance

(3)

Euclidienne , et telle que les conditions suivantes soient satis-
faites par 1la Targinale fondamentale LJ:O et l'opérateur Hamiltonien
H associé a W 3)

(RE1) La valeur propre O de H est simple et isolée.

(RE2) Le domaine de H contient D (R) .

(RE3) La mesure on admet une densité p partout > 0 et de classe

«©
C ; et on a,

(6.1.6) Q € Lz(:m,uo).

(1) Voir 1.3.
) Voir la remarque 4 ci-dessous.

(3) Voir 6.1.1.
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6.1.2

Ce théoréme est établi en 6.3 ci-dessous & partir de la ca-
ractérisation du Hamiltonien de Guelfand-Segal donnée en 6.2. On note
ici que les conditions de régularité RE1, RE2 et RE3 sont satisfaites
par la mesure Euclidienne spécifiée par Q en vertu de la proposition
1.6 et du Lemme 1.5 (les autres propriétés en cause étant satisfaites

en vertu du Théoréme 2.I, de la proposition 2.4.1 et du Théoréme 4).

Remarque 1.- Les conditions imposées & K dans le Théoreme ci-dessus

en plus de la quasi-invariance sont assez naturelles dans le contexte
de ce travail : la propriété de Markov et la propriété d'invariance
Euclidienne sont a la base de la construction de Nelson permettant
d'associer un Hamiltonien & K (voir 6.1.1) ; la condition spectrale RE1
est un des pivots de la théorie quantique des champs ; et les condi-
tions RE2 et RE3 s'inscrivent dans 1'approche du Hamiltonien de

Guelfand-Segal présentée au § 1.

Remarque 2.- En ce qui concerne la condition spectrale RE1, on note que
si M est une mesure de probabilité sur ( W}G‘) possédant la propriété

de Markov et la propriété d'invariance Euclidienne et si H est le
Hamiltonien associé, la valeur propre Qo de H est simple si et seulement
si M est ergodique par les translations et ( t € IR) (voir la remarque

2.5.3 4 ce sujet).

Remarque 3.- Nous pensons que, en fait, la mesure Euclidienne spécifide
par l'interaction Q est la seule mesure de probabilité sur ( W,6&)
quasi-invariante par les translations de % avec eA comme module de
quasi-invariance. Autrement dit, nous pensons que les conditions impo-
sées a W dans le Théoréme en plus de la quasi-invariance découlent de

cette derniére (voir 6.4.2 a ce sujet , ainsi que [BSJJ

Remarque 4.- La proposition 6.1.1 et le Théoréme 6.1 énoncés ci-dessus
pour une mesure de probabilité M sur ( W,ﬁ) quasi-invariante par les
translations de $ restent valables si on substitue a W 1'espace

C(IR, R) et 3 § l'espace D =P (R, IR) [avec les définitions canoniques
correspondantes pour les projections Xt (t €R), les tribus GG(J c TR)
et le cocycle A ; voir 2.6.1]. Autrement dit, la caractérisation qué-
nonce le Théoréme ci-dessus ne met en jeu que les translations de ID et
ne fait pas intervenir la propriété de croissance a 1'infini exprimée

par le fait que K est portée par W.Nous pensons qu'il existe une in-
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6.1.2, 6.2.1

finité de mesures de probabilité sur C(R,IR), quasi-invariantes par
les translations de ID avec eA comme module de quasi-invariance ; mais
que, parmi ces mesures, la mesure Euclidienne spécifiée par 1'inter-
action Q est la seule qui soit portée par W, et également la seule

possédant la propriété d'invariance Euclidienne (cette conjecture est

vérifiée dans le cas du champ libre : voir la remarque 6.4.1)

6. 2 - Une caractérisation du Hamiltonien de Guelfand-Segal

6.2.1.- Le résultat suivant compléte les carauctérisations que four-

nissent les Théorémes 1.II et 1.III

THEOREME 6.II.- Soient ,L une mesure de probabilité sur IR, H un
opérateur symétrique et fermé dans L ( IR, o ), et Q un polyndéme d'in-
(1)

teraction standard . On suppose que b.bo admet une densité p par-

@©
tout 2 0 et de classe C , et que 1l'on a,
2
(6.2.1) Q€L (R, k).

Alors, pour que LJ.O soit la mesure quasi-invariante sur IR spécifiée
2 . . . , .

par Q (2) et H l1'opérateur Hamiltonien engendré par P'O) (3), il faut

et il suffit que les propriétés suivantes soient satisfaites par le

couple (}LO,H)
(j¥* ) Le domaine de H contient @ ( IR) ;

(j3**) Pour tout ¢ € D ( IR),

(6.2.2) %wziuuxw-xHWL
(33d) QO € D(H) et HQO: 0.
(3v) x € D(Hz) et H2x = Q.

(1) Voir 1.3.
(2) Voir 1.5 .
(3) Voir 1.4.
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6.2.1., 6.2.2

Comme en 1.4, on désigne ici par (QO,‘!TO) le systéme de
Heisenberg standard engendré par la mesure quasi-invariante “o (voir A6)
et par Qo la classe modulo P-O de la fonction constante égale a 1. En
outre, on désigne toujours par X l'application identique de IR (identi-
fiée 4 sa classe modulo uo) ;et on note qu'a priori, 1'égalité (6.2.2)

2
a seulement lieu dans l'espace L (R,pb ).
loc o

6.2.2.- On utilisera plusieurs fois dans la suite le lemme suivant

qui vient compléter le lemme 1.3

LEMME.- Soient P:O une mesure de probabilité sur IR et M une applica-

tion linéaire de &OD( R) dans L1

100( IR,P'O) telle que,

(6.2.3) M(x§) = XM¥ pour tout § €D (IR), et,

(6.2.4) [ BM ¢duo = fm)‘llduo pour tous 8 €9 (IR) et § €D ( R).
R

1

Alors, il existe un élément réel y de Llo

c( lR,Ho) tel que,

(6.2.5) MY =y pour tout ¢ € D (IR).
)

En effet, en posant £ = ® ( IR) , (6.2.3) entraine que,
{6.2.6) M(M) = MMy (y €D)
pour toute fonction polynomiale M sur IR. Et (6.2.6) équivaut a,

(6.2.7) [ Bamyap [ Tm(nyau (6€D, y€D) ;
R o R [o]

ou encore, compte tenu de (6.2.4), a ,
(6.2.8) [ BmMyar =) (MB) myapr  (BED ,y €D ).
R ° m °

Mais cette relation étant valable pour toute fonction poly-
~ . . . L
némiale M, 1'est aussi pour toute fonction M € C ( IR) [ainsi qu'on le

voit en considérant une suite (T]n) de fonctions polyndmiales telle
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6.2.2, 6.2.3

que lim 'r]n = M uniformément sur un compact contenant supp OU supp \ll].
n > *®

D'ou il résulte, en remontant de (6.2.8) a (6.2.7) puis a (6.2.6), que
[=-]
cette derniére relation a lieu pour tout M € C (IR) ; ce qui entraine

la conclusion annoncée [y devant &tre réel d'aprés (6.2.4)].

cqgfd.

6.2.3.- Démonstration du Théoréme 6.II

Posant ® =90 (IR), on commence par un résultat partiel :

. . L 2
LEMME. - (1) Soit H un opérateur fermé et symétrique dans L (IR,MO)

possédant les propriétés (j#), (jj#) et (jjj). Alors,
(6.2.9) (ﬂoe,QO) = i(Helx) pour tout 6 €D ,
1

2 N
On note que X € L (]R,LLO) en vertu de 1'hypothése (6.2.1).
En effet, d'aprés (j“) et (ji¥), on a,

(6.2.10) (8|m ¥) = i(8|H(x¥) - (x8|HY) (BED , ye€D) ;
d'ou, puisque ‘l'l‘o et H sont symétriques,
(6.2.11) (m 8]Q) = i(H8|x) - i(H(x8]Q) (8€D) ,

ainsi qu'on le voit en considérant une suite (\Pn) d'éléments de D telle

que lim ¢ = Q et 1lim X 4§ = X dans Lz(]R,M ). Et (6.2.9) résulte
n o n o
n = n = %

de (6.2.11), de (jjj) et de ce que H est symétrique. D'ou le lemme.

Cela étant, on suppose d'abord que uo est la mesure quasi-
invariante spécifiée par Q et que H coincide avec l'opérateur Hamilto-
nien H engendré par W, . Les propriétés (j‘r), (jjzr) et (jjj) sont
alors satisfaites d'aprés le Théoréme 1.II jet on a, X € D(H) d'aprés
la proposition 1.6 [propriété (2)], et Qo € D(ﬂo) d'aprés (A6.4) et
(1.5.3). I1 résulte donc du lemme ci-dessus que,

(1) dans la situation du Théoréme ; en désignant toujours par (.]-.)
le produit scalaire de L2( l'R,}-bo)
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6.2.3
(6.2.12) (9,1‘!‘000) = i(8]|HX) (6 €D ) ; ou encore,
(6.2.13) ﬂoﬂo = iHX.

Par ailleurs, d'aprés 1.4.7 et 1'équation (d) (Lemme 1.5) qui déter-

mine M , on a,
o
H‘l'l'ow—TTOHt#:qu: (y €D ) ; donc aussi,
puisque TTO et H sont symétriques, pour tout © c |,
(6.2.14) (m HB[¥) - (HW 8|y) = i(@®|¥) (y€D) ;
sz 2 . N .
ou encore, par densité de D dans L (IR,}-LO), puis d'aprés (jjj),
(6.2.15) (mHBlQ) = i(qelQ).
o o o

Mais, Q € L( R,k ) [Lemme 1.5, relation (1.5.4)] et Q €D (HT) [en
effet, Qo € D(Hz) dtaprés (jjj) et Hﬂ'o < u? d'aprés le Théoreme 1.I1I
et la propriété (4) de la proposition B5] 3 donc (6.2.15) peut s'écrire
(9|H ﬂo Qo) = i(elQ) ; et, finalement, B €9 étant arbitraire dans cette
derniére relation, on a, HTTOQO = iQ; d'ou (jV) en tenant compte de
(6.2.13). Ce qui achéve d'établir que les conditions énoncées sont né-
cessaires.

Inversement, supposant que H, opérateur fermé et symétrique

2 P . .. L. .
dans L (]R,IJ'O) vérifie (\]#), (\]Jﬂ:), (jjj) et (jv), on remarque d'a-
bord que 1'on a,
- 2

(6.2.16) CEL(R,pL), et

(6.2.17) MmO = iHX

[(6.2.16) entraine que QO € D(‘I'I'o) d'aprés (A6.4)]. En effet, d'aprés le

lemme ci-dessus, on a, pour tout 8 €D

(6.2.18) (noeloo) = i(8[HY)
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puisque X € D(H) d'aprés (jV). Mais, $ étant un ceeur pour rro (voir
A6), (6.2.18) a lieu pour tout © € D(‘l‘l‘o) ; ce qui entraine que

Q€ D(m) = D(M) ; d%i (6.2.16) d'aprés (A6.4), puis (6.2.17) d'aprés
(6.2.18). Cela étant, on va montrer que,

(6.2.19) H¢= H{¢ pour tout ¢ €D ,

ou H désigne encore l'opérateur Hamiltonien engendré par “‘o [lequel
est bien défini en vertu de (6.2.16) ci-dessus ; voir 1.4]. Pour cela,
on considére l'opérateur M dans Lz( ]R,Hvo) défini, avec 9 comme domaine,
par,

(6.2.20) My=Hy- Hy (4 €D),

Puisque les opérateurs H et H possédent tous deux la proprié-
té (jj#), on a, M(X¥) = XM ¥ pour tout ¥ € D ; et, puisque H et H
. P 2 .
sont des opérateurs symétriques dans L (]R,uo) (H par hypothése et H

d'aprés le Théoréme 1.II), il en est de méme de M; ce qui fait que,
2

loc
pour tout § € D . Mais, cette relation entraine, par définition (6.2.20)

d'aprés le Lemme 6.2.2, il existe vy € L (IR,Pno) tel que MYy = vy ¢

de M, que, pour chaque 6 € @D ,
(6.2.21) (HO[¥) - (HO|Y) = (yOly) (v €D ) ;
d'ol, par densité de P dans Lz( ]R,po),

(H6|Qo) - (gemo) = (yelﬂo) 5

donc aussi, puisque H et H vérifient (jjj) (H par hypothése et H par
définition), (y elﬂo) = 0 ; d'ot, puisque B € D est arbitraire, y = 0 et
(6 2.19). De cette relation on déduit, puisque H est supposé fermé et
que 9§ est un ceeur pour H [Théoréme 1.II, propriété (j)], que H prolon-
ge H. On va alors expliciter 1l'hypothese (jv) (1) pour conclure comme
suit : d'aprés (1.4.7) (Théoréme 1.II) et ce qui précéde, on a,

(1) Cette hypothése n'est intervenue plus haut dans la démonstration

que pour montrer que { € Lz( ]R,u-o) ;5 voir la remarque ci-dessous.

186



6.2.3,6.3.1

(6.2.22) HT §- T Hy= iF' ¥ (¢ €D,

ou F = %( cz - {'). Et de cette relation, il résulte, puisque H et ‘I'I'0
sont symétriques et appliquent® dans@® , que, pour tout 6 €D ,

(mHB[y) - (HT_ O]y = i(F'8ly) (y€D) ;
donc, par densité de® dans Lz( IR,}J:O),
(mHO|Q ) - (Hm 8|Q ) = i(F'O[Q) ;
o o o o o

ou encore, d'aprés (6.2,17) et (jjj), (H GIH X) = (F'elﬂo) ; et enfin,
d'aprés (jV), (elQ) = (F'GIQO). D'ol, puisque B €D est arbitraire,
F' = Q. Autrement dit, la densité P de Ho satisfait 1'équation (d)
(Lemme 1.5) j; ce qui fait que l.bo coincide avec la mesure quasi-inva-
riante spécifiée par Q. Et, d'aprés le Théoréme 1.III (ou la proposi-
tion 1.6), 1'opérateur H est alors auto-adjoint. D'ou H = H, puisque

H est symétrique et prolonge H ainsi qu'on 1'a vu ci-dessus.

cqfd.

Remarque.- La démonstration précédente montre anssi que, la mesure

o étant donnée comme en 1.4 [de telle sorte que ( € Lz( ]R,[.Lo)], 1'opé-
rateur Hamiltonien H engendré par Mo est le seul opérateur fermé et sy-
métrique dans Lz( ]R,l-ho) admettant © (R) comme cceur et possédant les
propriétés (ji® ) et (jjj). Autrement dit, dans la caractérisation de

H qu'énonce le Théoréme 1.II, on peut supprimér l'hypothese que H appli-
que ® dans D [propriété (j)] a condition de supposer que H est symétri-

2
que dans L (]R,Ho).

On va procéder en trois étapes par introduction progressive
des conditions imposées & la mesure en cause en plus de la quasi-inva-
riance : le Théoréme 6.I résulte ainsi des propositions 6.3.1, 6.3.2
et 6.3.3 ci-dessous, olu on désigne toujours par Q un polyndme d'inter-

action standard, et par X l'application identique de IR.
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6.3.1.- Exploitation de la_guasi-invariance : premiére équation du

Le cocycle additif A étant défini comme en 6.1.2,
PROPOSITION.- Soient K une mesure de probabilité sur (W%G;) (1)
possédant la propriété de Markov et la propriété d'invariance Eu-
clidienne, uo sa marginale fondamentale et (N, ) le semi-groupe

(2 t

s . 2 20 . . .
de transition associé . On suppose que M est quasi-invariante

. A s .
par les translations de & avec e comme module de guasi-invariance

et que,
1
(6.3.1.) Q€L (]R,b-bo).
Alors, le couple (po,(Nt) ) vérifie la propriété suivante ;
t 2&0 1 3
(SG) Pour tous m >0, © € cb( m), ¢ € Cb(]R) et (s,t,u) € R,

']l;{(N{S,t,u}e)(Nitauvs}W)(Niu’svt}X)dp'o
_ 1 -m|u-s] ' 1 mu-t]
(6.3.2) -5 e ﬁ}e Nlt-slwd“o + o e ]fR\y'Nlt_sleduo

m —m,u—v

c5 e lav TN v 10 v, s POV g ¢ O3,

R R

1 gm|u-v]

T 2m ﬁze dv ﬁgN{s,t,v}exNit,v,s}waiv,s,t}Q)duo'

On pose ici,

(3)
(6.3.3) {a,b,c} = |a Vb Ac) -aA(bV C)l si (a,b,c) EIR3 H

et on désigne par Cé(HU l'espace des fonctions ¢ € Cl(BU qui sont
bornées ainsi que leur dérivée {'. On note que, si vy € L1(1R,HO),

(N{ }e)(N{t’v’s}w)(Ni }y) appartient a L1(]R,Mo) et

s,t,v v,s,t
(N €) (N ) (N )dk est fonction continue et bornée
ﬁz 1s,t,v} {t,v,s}w iv,s,t}y o

(1) Voir la remarque 3 ci-dessous.
(2) Voir 6.1.1.
(3) Voir la relation (6.3.4)



6.3.1

de v € IR d'aprés la proposition 6.1.1 ; ce qui fait que les intégrales
intervenant dans 1'é&quation (6.3.2) sont absolument convergentes en

vertu de l'hypothése (6.3.1). On note aussi que, si ¥y € C(]R)nLl(]R’uo)’
(6.3.4) ]/R(N{s,t,vle)(N{t,V»S}W)(Nivqsat} ) d“O

- Ep[(e 0o X )(¥o0X)(yoX)]

quels que soient (s,t,v) e]RB, ainsi qu'il résulte de la propriété de

Markov et de la propriété d'invariance Euclidienne de WM.

Afin d'établir cette proposition, on part de 1l'égalité de
quasi-invariance (4.1.5) que la mesure } est supposée satisfaire. En
écrivant cette égalité avec (0 o X )(w o X ) mis pour F et

ef(e €R, f €D (1)) mis pour f, on obtlent

(6.3.5) [ B(w(s)-e £(s))¥(w(t) - ¢ £(t))p(aw)
w

A
= 8w(s) ww(t) ™€ T aw).
W
Mais, pour chaque f € § (1), les deux membres de cette égalité sont

fonctions continfiment dérivables de ¢ € IR ; et en égalant leurs déri-

vées calculées pour € = O, on obtient,
- £(s) [ 0r(w(s) ¥(w(t) wldw) - £(t)) B(w(s) ¥ (w(t) m(dw)
W w

(6.3.6) = [ B(w(s) ¥(w(t) A (£,0)k(dw),
W

ou,

(6.3.7) }\(f,w) = qu/ Ae £,0) = [ [f"(v)w(v) - f(v)Q(w(v) | av
R
e=0

(1) ou seulement £ € D (R,IR) ; voir la remarque 3 ci-dessous.

(2) Voir a ce sujet en 5.2.2. la justification de (5.2.19).

189



6.3.1

l'intégrale écrite au second membre de (6.3.6) étant absolument conver-

gente, car, en vertu de (6.3.7) et de 1'hypothése (6.3.1), on a,

(6.3.8) JlA (g0 plaw) <+ =

W
[les dérivations sous le signe somme perpétrées pour passer de (6.3.5)
a (6.3.6) peuvent &tre légitimées a partir du Lemme donné dans l'ap-
pendice E : cela est clair en ce qui concerne le premier membre de
(6.3.5) puisque O et | sont supposées appartenir a Ci(ﬂU ; et en ce
qui concerne le second membre, il suffit de se reporter au Lemme 5.2:1

en tenant compte de (6.3.8)]. Et, en portant (6.3.7) dans (6.3.6) et

en appliquant le Théoréme de Fubini au second membre, il vient,
- ' o X - E X '
£(t) E“[(e o X)(¥oXx)] - £(¢) pL[(eo Do x)]

(6.3.9) - ﬁzf”(V)Eu[(e o X)) (¥ o X)(X o X)]Jav

ﬁ{f(v)Eu[(e o X)) (§ o X)(Qo X)]av ;

ou encore, en retranchant m2f f(V)EP’[(e ) Xs)(\lf o Xt)(x o Xv)]dv aux
IR
deux membres, en réordonnant les termes et en tenant compte de (6.3.4),

" 2
ﬁ{[-f (v)+m“£(v) Jav ﬁ;Nis,t,v]e)(Nit,v,s}w)(N{V,S,ﬂx)duo

(6.3.10)

£(s) [ N

d £(t) 'N
R ]t—s|w bo * ﬁzw

+ m2fe(v)av [(n

)
R R YNy v, s 1V Ny s

is,t,ﬂ

ﬁf(v)dv ﬁ:Nisx,v}e)(Nit,v,s}w)(N{v,s,t}Q)d“o .

D'otl on conclut & 1'équation (6.3.2) annoncée par application de la
proposition de 1l'appendice F, ce qui est licite puisque (6.3.10) a
lieu pour tout f € ® (R,IR) et que la fonction

v - /(N

8) (N
R } {t v,s

) (N )dik  est continue et bornée sur
R AR P AL

{s,t,v

R pour ¥y = X ou y = Q. cqfd.
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6.3.1, 6.3.2

Remarque 1.- Le procédé de dérivation qui permet ci-dessus, en passant
de (6.3.5) a (6.3.6), de déduire 1'équation (6.3.2) satisfaite par le

couple (uo,(Nt) ) de 1'équation de quasi-invariance (4.1.5) satis-
t 20
faite par B est essentiellement le méme que celui qui permet de dé-

duire de cette derniére équation, soit 1'équation de Symanzik (voir
5.2.1 et 5.2.2), soit les équations de Schwinger (voir la remarque
5.3.3). En fait, ce procédé est le seul dont nous disposons pour ex-
ploiter la quasi-invariance de K. On note qu'il ne fait pas intervenir
de fagon cruciale 1'hypothése selon laquelle Q est un polynéme (voir

1.7.5).

Remarque 2.- Il est naturel de se demander si, inversement, pour une
mesure de probabilité W sur (W,F ) possédant la propriété de Markov et
la propriété d'invariance Euclidienne et telle que (6.3.1) soit satis-
faite, la quasi-invariance en cause résulte de la propriété SG. A ce

sujet, nous conjecturons que le couple (Mo,(Nt) ) spécifié par Q est
t =20
Ie seul vérifiant (6.3.1) et la propriété SG dans l'ensemble des couples

[ ,(Nt) )pour lesquels k, est une mesure de probabilité sur IR et
t 20 4
(Nt) un semi-groupe d'opérateurs contractants dans L ( IR,4 ) possé-
t =0 °
dant les propriétés (1) et (2) de la proposition 6.1.1. Cette conjec-

ture sera établie ci-dessous (voir 6.3.3) en supposant de plus que les

conditions RE1, RE2 et RE3 sont satisfaites.

Remarque 3.- La proposition ci-dessus reste valable si on remplace W
par C(R,IR) et & parD =9 (R,IR) (voir la remarque 4 de (6.1.2).

On désigne ici par uo une mesure de probabilité sur IR, par

(Nt) un semi-groupe d'opérateurs contractants dans L1(IR,M ) possé-
t =0 °
dant les propriétés (1) et (2) de la proposition 6.1.1, et par H 1'u-

. . .. c s 2
nique opérateur auto-adjoint positif dans L ( BQ,HO) tel que, pour tout

. -tH . . . N
t 2 0, 1l'opérateur e t coincide avec la restriction de Nt a LZ(:m,uo).

Dans ces conditions,
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PROPOSITION.- On suppose que la valeur propre O de H est isolée et

simple, et que,

2
(6.3.11) Q€L (IR,L.LO).
. \ R (1)
Alors, si le couple (p ,(N,) ) posséde la propriété SG , i1
o t
t 20

posséde aussi les propriétés SGi, SG2 , SG3 et SG4 ci-dessous :

(sé1) (@ |@) =0 (2)
o

(5G2) Pour tout ¥ €D (W),

+®
(6.3.12) (@ly) =2 £ (N.Q ¥)av.
(SG3) Pour tout & € ® (R),
+W
(6.3.13) (8lx) -8l % = [ v(e N aav.
o

(SGL4) Pour tout t =0, tout 8 €D (R) et tout ¥ € D (R),
t
(6.3.14) (x8|N ¥)-(N O|x¥) = [ v(av N, _ ¥)av
o

+®

st {(Ntelev_tQ)dv - t(Ntelw').

On note que les hypothéses faites ici sur le semi-groupe

(Nt) entrainent comme en 6.3.1 que les intégrales figurant dans
t=20

(6.3.2) [propriété SG] sont absolument convergentes. On note aussi que
PN A 2
la condition spectrale imposée & H entraine que, pour M € L (]R,HO),
2
vy €L (]R,l-bo) et v =20,

-\ v

(6.3.15) | (n|n,y-(alap@ |l <, Ivll, e+, od

(6.3.16) A, = inf (a(Njo}) >0 -

(1) Proposition 6.3.1.

(2) On désigne toujours par Qo la classe modulo Mo de la constante 1.
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6.3.2

En particulier, SG1 et (6.3.15) entrainent, compte tenu de 1'hypothése
(6.3.11) ,que,

—%Klv

(6.3.17) N QH2 < fjall, e (v 20) ;

v

d'ou il résulte que les intégrales figurant aux seconds membres de

(6.3.12), (6.3.13) et (6.3.14) sont absolument convergentes.

On commence par établir SG1 en faisant s = t = u = 0 et

0=y = Qo dans (6.3.2) : puisque N0 est 1'identité, cela donne,
(Q[x):-"lfemm(nlN x)dv-—f 'leI(Q[N Q)dv;
o 2]R Ivl

X et que,

It

d'ou (QOlQ) = 0, puisque (QOINIVly) = (Qoly) pour ¥ = Q ou vy

-m|vl

(6.3.18) g—/ e
R

Soient ensuite O et § des éléments de Cé(IU. Posant, pour ¥ = X ou

Y = Q,

AR T A A

u,s,t}

(6.3.19) FY(S»tv“) = é(Nis,t,u}

on remarque que, pulsque les opérateurs N sont contractants dans

L(IRM)etdansL(]Ru)
(6.3.20) lFx(s,t,u)[ < Jlellg Mwilg lIxll, <+ =
donc,d'aprés (6.3.18),

(6.3.21) 1im sud'— f e-mlu V’F (s,t v)dv' < 4 @,
m¥ O R X

Par ailleurs,

(6.3.22) lim / e'ml“'vlFQ(s,t,v)dv =/ FQ(s,t,v)dv,

m¥v O IR R

en vertu du Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, car (6.3.17)
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6.

3.2
entraine que, si lv - S+t‘ = It-sl .

1 !V_ Eiil
(6'3'23) ‘FQ(S,t,V)I g He”m \H’Hoo HQHZ e 1‘ 2 .

Multipliant alors par 2m les deux membres de (6.3.2) écrite avec B mis
pour O et faisant tendre m vers zéro, on obtient, d'aprés (6.3.21) et
(6.3.22),

(6.3.24) (O'N §) + (N

[t-s lt-slel¢’> = é}FQ(S»t,V)dv.

Et, en y faisant s = t = 0 et 6 = QO, cette relation se réduit a
(6.3.12) ; ce qui établit la propriété SG2. Enfin, pour établir SG3 et
SGL, on réécrit ( 6.3.2) (avec O mis pour B) en y tenant compte de

(6.3.24) ; ce qui donne,

1 —mlu—s|
2F, (s, t,u) = & (e - 1)(e'|Nlt_slw)
, , 1 —mlu—t]_
(6.3.25) + = (e 1)(Nlt_s]9|w')
+m [ e—mlu—vIF (s,t,v)dv
R X
o) eyl e (s,t,v)av .
r" Q
Mais, (6.3.15) entraine que, si lv - Bxt = |t—sl y
< e s;t]
(6.3.26) |Fx(s,t,v)|-(elNlt_slw)(no|x)| < l8ll I ¥llLlixll, e ;
et cette majoration, la majoration (6.3.23) et la relation
%le-mlu—v]_ 1| < ]u-vl permettent d'appliquer le Théoréme de Lebesgue

pour passer a la limite au second membre de (6 3.25) lorsque m tend

, . 1
vers zéro ; ce qui donne ( ), compte tenu de (6.3.18),

ZFX(s,t,u) : -lu—sl(e'lN

]t—sl

+ Z(GlNlt_sﬂ)(Qolx) + ﬁ{]u—vlFQ(s,t,v)dv ;

) -|u-t|(Nlt_s|elw')

(Voir la remarque ci-dessous.)
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6.3.2, 6.3.3

ou encore,en tenant compte de la relation obtenue en multipliant les

deux membres de (6.3.24) par lu',

2 P (st - -(1u-s\-|u|)(e'lNIt_slw)-((u-ti-|u])(N lt_slelm-)

(6.3.28) + Z(GIWt-s]“)(“o'X) + ﬁ{([u-vl-lu])FQ(s,t,v) av.

Cola étant, d'une part (6.3.28) se réduit a (6.3.13) lors-

qu'on y fait s = t = u = 0 et ¢ = QO ; et d'autre part, en retranchant
membre a membre (6.3.28) écrite pour s = 0, u = 0, et (6.3.28) écrite
pour s = O, u = t, on obtient, pour t = 0,

1 "
(6.3.29) FX(O,t,O)-Fx(O,t,t) =3 {R( vl - Je=v] +t)FQ(o,t,v)dv
- LN By -
Et cette relation n'est autre que (6.3.14).
cqfd.

Remarque.- Da=g la situation de la proposition 6.3.1, mais en faisant
les mémes hypothéses que dans la proposition 6.3.2, on pourrait déduire
(6.3.24) et (6.3.27) de (6.3.9) en utilisant 1'inversion de l'opéra-
teur - 4 au lieu de celle de l'opératzar - A+m2 grace a laquelle on a
déduit (6.3.2) de (6.3.10). On a préféré ici introduire comme inter-
médiaire 1'équation (6.3.2) car, contrairement a (6.3.24) et (6.3.27),

cette équation ne réclame aucun condition préalable sur le spectre de H.

6.3.3.~ Fin de la démonstration du Théoréme 6.1

La situation étant celle de 6.3.2,

PROPOSITION.~- On suppose que le couple (uo’(NtL > ) satisfait,

d'une part les conditions RE1, RE2 et RE3, et d'autre part les éq a-
tions SG1, SG2, SG3 et SG4. Alors, uo coincide avec la mesure quasi-
invariante sur IR spécifiée par Q, et H avec l'opérateur Hamiltonien

engendré par oo

On va s'appuyer sur le Théoréme 6.II : puisque, d'une part

l'hypothése de régularité faite sur “o dans ce Théoréme coincide avec
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.3.3

RE3 et (j#) coincide avec RE2, et d'autre part (jjj) est satisfaite

en vertu du caractére Markovien des opérateurs Nt [relation (6.1.3)],

il reste a établir que (jjﬁ) et (jV) découlent des hypothéses faites.

On déduit d'abord (jV) de SG1 et SG3 (ainsi que RE1 et RE3) : soit

E(») la mesure spectrale, définie sur 1R+: [0,+°°) et a valeurs dans

Lz( IR,LLO), qui décompose H l_i.e H = / ?\E(d?x)], et E0 le projecteur or-
R

-
2
thogonal sur le sous-espace de L (lR,p.o) orthogonal a Qo. En vertu de

2
RE1, on a, d'une part, pour tout €L (]R,Mo),

(6.3.30) (8lx-celay@lx) = (8[E x)

2 N ,
[on note que X € L7( ]R,LLO) d'aprés (6.1.6)] ; et d'autre part, en dé-
finissant ?\1 >0 par (6.3.16),

(6.3.31) E - E([K1,+w» ;

d'ou il résulte que, en vertu de SG1, du Théoréme de Fubini, et de ce
+®©

que [ v e-)\vdv = 1/?\2 (A >0),
o o
(6.3.32) [ veln @av = [ (M) (BIE(aMQ)
o R

+

ol P est la fonction borélienne bornée sur IR+ définie par,
2 .

B(X):OsiO<K<7\1etB()\)=1/7\ 51?\27\1.

Ainsi, d'aprés (6.3.30) et (6.3.32), SG3 équivaut a,

(6.2.33) E X =/ B(ME(aMQ.
° R

+

2
Mais, puisque A B(A) = 1[}\ J+°°)“\) pour tout A E]ZR+ et compte tenu de
1

(6.3.31), on a, par calcul fonctionnel,

H2f B(ME(AN) = E0 (domaines y compris !).

R
+

Et, en conjuguant cette relation avec (6.3.33), on obtient,

E x € D(Hz) et H2E X = E Q.
o o
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6.3.3

D'ou (jv), puisque HE0 = H d'aprés (jjj) et EQ=Q d'aprés SGi. On
peut alors établir (jj*r) 4 partir de (jV), SG2 et SG4 (ainsi que RE1,

RE2 et RE3) : on commence par remarquer que (jV) entraine que,

(6.3.34) x € D(H) et,
+°2

(6.3.35) [ (Na[pav = (ax]w) (4 €D)
o

ainsi qu'on le voit par application du Théoréme de Fubini et calcul

fonctionnel ; et que SG2 et (6.3.35) entrainent que,
1
(6.3.36) HX = ¢ avec = - Ep'/p

[on note que la régularité de P stipulée par RE3 intervient dans 1l'inté-
gration par parties qui fournit (6.3.36)]. On exploite ensuite SG4 en
calculant la dérivée en t = O des deux membres de (6.3.14) ; ce qui
donne, pour 0 €D et §y €D ,

i@

(6.3.37)  -(x8lHy) + (H8fxy) = [ (8lwv Q)av - (8]y).
o

La dérivation ainsi effectuée au premier membre de (6.3.14) est justi-
fiée par RE2. Et, pour justifier celle effectuée au second membre J(t),
il suffit, puisque J(0) = O, d'étudier la limite lorsque t tend vers
zéro de (J(t)/t ; ce qui n'offre aucune difficulté, compte tenu de
(6.1.6), (6.3.17) et de ce que (Nt) est un semi-groupe fortement con-
tinu d'opérateurs contractants dans L2(1R,uo). Mais, compte tenu de

(6.3.35) (écrite avec Oy mis pour §), (6.3.37) stécrit,
(6.3.38) (8] x¥) - (xB|H¥) = (8]yux) - (&yr).

Et, en retranchant membre & membre (6.3.38) écrite avec XY mis pour
et (6.3.38) écrite avec X6 mis pour O, on obtient, compte tenu de ce

que (xO]¥HX) = (GIXWHX) et de ce que H est un opérateur symétrique,

(1)
(6.3.39) (8]H(x®¥) - 2(x8[u(x¥) + (xP8[HY) + (8|4) = 0 (BED, y€P)

(1) Formellement (6.3.39) s'écrit (8 [[n,¢ 1.2 Jv) + (8]y) = o.
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6.3.3

Cela étant, désignant par M l1l'application linéaire de  dans

2 PP
Lloc( BQ,MO) définie par,

(6.3.40) My = i(H(X¥) - xHY) - " ¥ (y€D),
N . FF . .

pour conclure a (jj ), il s'agit de montrer que,

(6.3.41) My = O pour tout § € D .

A cette fin, on remarque d'abord que (6.3.39) et la relation de commu-

tation canonique ﬂo(XW) - XWOW =~ iy (¢ €D ) entrainent que,

J BM(x¥) - xMy)aw =0 (8€D , y€D).
R

Donc, l'opérateur M vérifie la condition (6.2.3) du Lemme 6.2.2 ; et
comme M vérifie aussi la condition (6.2.%) [en vertu de ce que H, Qo et
ﬂo sont des opérateurs symétriques dans Lz(]R,MO)J ce Lemme entraine
2
loc
lement, afin de montrer que ¥ = O,on multiplie scalairement par © € D

1texistence de vy € L (IR,uO) tel que (6.2.5) soit satisfaite. Fina-
les deux membres de (6.3.40) aprés y avoir substitué y§y a My ; ce qui

donne, compte tenu de ce que H et ﬂo sont des opérateurs symétriques,
(Byl¥) = i(HEI x¥) - i(H(x®)[¥) - (M Bl (y €D).

D'ou,

(6.3.42) I/R'éyap.o = i(HO1x) - i(H(x®)]Q) - (m 8la ),

ainsi qu'on le voit en considérant une suite (Wn) de fonctions de @

. . 2 .
telle que lim ¢ = Q et 1lim Xy = X dans L (R,ph ). Et d'aprés
n [ n o

n > ® n - e

(3jjj), (6.3.34), (6.3.36) et (A6.5), le second membre de (6.3.42) est

nul. D'ou vy = 0, (6.3.41) et la propriété (jj‘t).
cqfd.
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6.4.1

6.4.,1.- Dans le cas du champ libre de masse m > 0 (voir 1 7.2, 2.,6.2

et 4.3.2), toutes les propriétés d'unicité souhaitées sont vraies. Dé-

(m) (m)

2
signant par Q le polynéme m X, et par A le cocycle correspondant

[relation (4.3.5)], on peut énoncer,

(m)

PROPOSITION.- (1) La mesure Euclidienne g spécifiée par 1'in-

teraction Q(m) est la seule mesure de probabilité sur (W,() quasi-
A(m)

invariante par les translations de J avec e comme module de

quasi-invariance.

(m) (m)

(2) La transformée de Fourier J de M est le seul élément J
(m)

@
de @ (% ) vérifiant 1'équation de Symanzik spécifiée par Q et

tel que J(0) = 1 (1).

(m) (m)

(3) La suite (Sn ) des fonctions de Schwinger associées a W
n 20
est le seul élément S = (S ) (k:G vérifiant les équations de
n' nz=0
. s ez (m) (2)
Schwinger spécifiées par Q et tel que SO = 1.

En effet, soit W une mesure de probabilité sur (W,F) quasi-
(m)

invariante par les translations de ® avec e comme module de quasi-

invariance. On a, en particulier, pour chaque f € & ,

Am (g w)
e
W

(6.4.1) p(dw) = 1 3

clest-a-dire, compte tenu de (4.3.5),
-<w,Z £f> %<n%f>

e m pldw) = e .
W

P . -1 .
Donc, en écrivant cette relation avec - hzm f mis pour f,

(1) Voir 5.1.2.
(2) Voir 5.3.1.
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wAZ< 2;111‘, £>

< >
(6.4.2) [ eSO aw) - e
W
pour tout A € IR.
< >
D'ou on déduit que e)‘ 7 ¢ £1(\w,()'-' ,4) pour tout A € ¢/ ; et la fonc-
A<w,f>

tion A » [ e p(dw) (A €€ ) est alors entiére ainsi qu'il ré-

W
sulte de la formule de Cauchy et du Théoréme de Fubini. Ainsi, par pro-
longement analytique, la relation (6.4.2) est valable pour tout A €& ;

en particulier, en y faisant A = i et en tenant compte de (2.6.2), on

voit que la transformée de Fourier J de W coincide avec celle de H(m).

p(m)

D'ou K = en vertu de l1l'injectivité de la transformation de

Fourier des mesures sur 5’ et de ce que F - 3]R (proposition 2.5.181).
@
Passant ensuite a la propriété (2), soitd un élément de 19} (H) vé-
(m)

rifiant 1'équation de Symanzik spécifiée par Q . Cette équation

donne, pour chaque g € S f

2
(6.4.3) - dz/bs.][(g) + mzbtJI(g) = - g(t) I(g) (t € R) ;
S

as /o ¢

ou encore, en vertu de la proposition de l1l'appendice F et compte tenu
(=<}
de ce que la fonction t = btJI(g) est bornée par définition de S (%),

1

OtJ.[(g) = = z;l g(t) a(g) (t € m).

D'olu, par définition de l'opérateur bt, pour tout f € & ,

d -1
< - - >
] X (g+af) = <f,zm g> JI(g).

=0
Mais, en écrivant cette relation avec Af mis pour g, il vient,

Ed&—/dl(af) - - A<, 2 e >am(Ae) (A ER)
a=A m

et, en intégrant cette équation différentielle en A\, on obtient,
A <e, 5 e>
J(M) =J(0) e "

(m)

=X (0) I (Af) (N €ER).

(1) Cette démonstration nous a été communiquée par &G. Royer

(voir [35]).



6.k.1.

(m)

D'ou J = I si on suppose de plus que I(0) = 1. Enfin, en ce qui
concerne la propriété (3), soit (S ) un élément de & vérifiant les
n =0,

(m)

équations de Schwinger spécifiées par Q . Prenant ces équations sous
leur forme intégrale (5.3.17), (5.3.18) (proposition 5.3.4), elles se

réduisent ici a,

(6.4.4) Si(t) =0 (t € mRr), et,
1 n _mltl_tjl
. = = I . .
(6.5.5) 5 (ty,.eent) = o0 j_ze Sn-(ta: ASECRATIEE 'ty
(n =2, (t,) € wm" ;
J1<j<n
et il est clair que, une fois donné SO = 1, ces équations permettent

de déterminer tous les Sn de proche en proche j; d'ou l'unicité annon-

cée.
cqfd.

Remarque.- L'unicité stipulée par la propriété (1) de la proposition
précédente ne subsiste pas si on remplace Wpar C(R,IR) et % par
D=9 (R,IR), en ce sens qu'il existe une infinité de mesures de pro-

babilité sur C(IR,IR) quasi-invariantes par les translations de ID avec
A(m)

e comme module de quasi-invariance. Toutefois, parmi ces mesures,
m . : . ,

H( ) est la seule qui soit portée par W ou seulement par $' et éga-

lement la seule possédant la propriété d'invariance Euclidienne.

Dans le méme ordre d'idées, on peut étudier 1'équation de
Symanzik dans 1'espace @w(D) défini a partir de D comme @& m( 9 )
l'est a partir de $ , mais en omettant les diverses conditions de bor-
nitude intervenant dans la définition de ce dernier espace. Et cette
étude donne lieu a des remarques analogues a celles faites ci-dessus.
En particulier, on peut montrer que, pour qu'une fonctionnelle
I €& m( ID) soit solution de 1l'équation de Symanzik (6.4.3) (pour
tout g €D ), il faut et il suffit qu'elle soit de la forme,

(6.4.6) @(g) = ™ (q) . K(]Ef_m)(g),IEEm)(g)) (g €M),



6.4.1, 6.4.2

©
oli K est une fonction complexe de classe C surIR XIR et ou

(6.4.7) IEf_m)(g) [ awe™ar et B™(9) - [ g(t)e ™ at.
R R

6.4.2.- Dans la pers;ective ou, au-delda du Théoréme 6.I, les mesures
quasi-invariantes en cause sur (W,K) sont déterminées par leur module
de quasi-invariance, il est naturel de se demander, pour ces mesures,

a quelles propriétés du module de quasi-invariance correspond la pro-

priété de Markov.

Pour étudier cette question, on se place ici dans la situa-
tion suivante : on désigne par W une mesure de probabilité sur (W,K)
quasi-invariante par les translations de $ (1) ;3 et pour chaque
f €% , on désigne par EM(f) 1'élément de Ll(WV,ﬁ,M) qui est la densi-
té par rapport a K de la mesure translatée uf . Ainsi, 1'égalité

(1)

de quasi-invariance stécrit,
(6.4.8) EM[T(f)Z] = Ep[gu(—f)zj (z € L7(W,0,0), £€ &),

ou T(f) désigne la transformation de LO(W,F,M) induite par la trans-
formation w = w-f de W [i.e, pour Z € LO(WL & ,u), T(£)z désigne la
classe modulo K commune aux fonctions F(++ f) avec F € Z] ;3 d'ou ré-
(2)

sulte la relation de cocycle y

(6.4.9) gu(f+g) = _a_u(f)T(f)_a_u(g) (f€%,9€ ).

Cela étant, on considére la propriété de localité suivante de { :

LC(K) Pour tout t €IR et tout f € $ tels que supp f C.(-m,tJ,

(6.4.10) a (0 € i,

(—W,t]’p‘) .

Et on aimerait pouvoir énoncer 1'équivalence,

(1) On pourrait aussi prendre C(IR,IR) au lieu de Wet I au lieu de &
(voir la remarque 4 de 6.1.2).

€2) Voir A1,
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6.4.2
(1)
(6.4.11) MK (k) <> LC(R)

En fait, sans autre hypothése sur K que la quasi-invariance supposée
ci-dessus, on a MK(K) = LC(K), ainsi qu'on va d'abord le montrer ;
et la réciproque n'étant pas vraie en général (voir la remarque ci-

dessous), on introduit ensuite une condition de régularité supplémen-

taire qui permet de conclure (la condition (*) ci-dessous).
On va s'appuyer sur le Lemme suivant,

(2) (3)

LEMME .- Pour chaque sous-ensemble J de IR y

(1) Pour tout f €9 et tout z € L°(W, (I":I,LL),
(6.4.12) T(£)z € LO(w, &,1), et,
(6.4.13) T(f)z = 2 si f(t) =0 pour tout t € J.

(2) Pour tout £ €% et tout g € &,

(6.4.14) Eu[_a;p(f+g)/0'J] = Eu[gu(f)/d'-:’]T(f)Eu[_a_._p(g)/GJ].

(3) Pour tout £ € & et tout z € L (W,F,p),
l(6.4.15) E“[T(f)Z/FJ]T(f)Eu[gu(-f)/FJ] = T(f)EH[z a,(-£)/&].

En effet, on commence par vérifier que (6.4.12) et (6.4.13)
sont vérifiées lorsque Z ne dépend que d'un ensemble fini de coordon-
nées Xt (t €IR) ; puis on passe au cas général en utilisant le Théoréme

(%)

de prolongement par mesurabilité D'ou la propriété (1). Ensuite,
en ce qui concerne la propriété (2), posant 2_:(1‘) = Ep[ip(f)/@;]

(f € %), la relation (6.4.8) donne,

(1) en ce qui concerne MI_S(M), voir 4.2.1.

(2) sous la seule hypothése de quasi-invariance faite ci-dessus sur .

(3) avec les notations introduites en 2.1.1.

(4) voir Meyer [9], Théoréme 1.20.
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6.4.2
fee]
(6.4.16) B [1(0)2] - Eu[gi(-f)z] (£ €5, z€17wW,E , w).
Et, en appliquant cette relation et en tenant compte de la propriété (1)

déja établie, on obtient (6.4.14) via les égalités suivantes ou

[ee]
7Z € 1L (W,ﬁj,u) est arbitraire,

1

Eu[ZEH(f+g)] Ep[T(—f—g)Z] = Ep[T(—g)T(—f)Z]

1

J
Ep[_a_u(g)T(-f)Z]

J
Ep[T(-f)(ZT(f)_a_u(g))]

E [za (£)T(£)ay ()] W

Enfin, en ce qui concerne la propriété (3), on remarque d'ahord que
(6.4.14) écrite pour g = -f donne,

(2)
Q- B fa (0)/6]0(0OE [a (-£)/&] ;

ce qui fait que (6.4.15) équivaut a,
(6.4.17) Ep[T(f)Z/G"J] = Eutg_u(f)/@:‘]T(f)EM[ng(-f)/@:]].

Mais, en supposant d'abord Z 2 0, on a, en désignant par X le second

membre de (6.4.17),
X = EM[Eu(f)T(f)Eu[ZE_u(—f)/(F'J]/FJJ, puisque,

T(f)EM[ng(-f)/GSJ € LO(WH G},u) d'aprés la propriété (1) (voir le nota

Iy

[=-]
4 la fin de 4.2.1). Donc, si Y € L (W,F},H), avec Y = 0, on a,

(1) En sortant du cadre adopté ici pour la quasi-invariance, on peut
aussi dire que 3ﬂ est le module de quasi-invariance de la restriction
de WK a @} et que (6.4.14) est la relation de cocycle correspondante.
(2) En désignant toujours (voir 2.3) par Q la classe modulo | de la

constante 1.
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6.4.2

E [¥x] e [Ya, (0)T(0)E (22 (-£) /6 ]]

1]

Eu[_a_u(-f)(T(-f)gu(f))(T(-f)Y)Eu[ng(—f)/%J] )

en vertu de (6.4.8) étendue aux fonctions mesurables & valeurs dans

[0,+=],
= E“[(T(-f)Y)Ep[Zgu(-f)/Ggl] , d'aprés la relation de

cocycle (6.4,9) écrite avec g = -f,

EL(T(-)¥)za (-)],  puisque T(-1)Y € Lw(waﬁg,p),

1

Eu[g_“(f)(T(f)é_u(-f))YT(f)Z] a'aprés (6.4.8)

Ep[YT(f)Z], encore d'aprés (6.4.9). Ainsi,

Ep[YX] = Ep[YEp[T(f)z/G3]] ,

(=]
pour tout Y € L (WV,ﬁJ,u) ; d'ou (6.4.17) d'abord pour Z = 0, puis

(-]
pour tout Z € L (W,&, u).
cqfd.

On peut alors montrer que Mg(u) frn EQ(M)

Supposant que [ posséde la propriété de Markov MK(M), on désigne par
f un élément de & tel que Supp f < (—“,tJ et par Z un élément de
Lm(w,d[t’+m),u). On a lors, d'aprés la propriété (1) du Lemme [rela—
tion (6.4.13) avec (—w,t] mis pour J] et d'aprés 1l'hypothése faite

sur f,

(6.4.18) T(f)Z = 2.

Par ailleurs, d'apres la propriété de Markov,
(6.4.19) Ep[z/G"(_m’tJ] = EH[Z/C;{t}_] ;

mais, de nouveau d'aprés la propriété (1) du Lemme [relation (6.4.13)
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6.4.2
avec it} mis pour J], on a,
(6.4.20) T(f)Ep[z/Gﬁt}J - Ep[z/&}t}]
Donc, en conjuguant (6.4.18), (6.4.19) et (6.4.20),
Ep[T(f)z/@%_w’t]] = T(f)Eu[Z/G?_m,t]].
Et, en portant cette relation dans (6.4.15) écrite avec (-°°,t] mis

pour J et -f mis pour f, on obtient, aprés avoir appliqué 1l'opérateur

T(-f) aux deux membres ,

Ep‘[Z/G(—w,t]] Ep‘[gp‘(f)/u{(_w’t]] = Epfz—a—p(f)/ﬂ-"(—m,t]] y

ou encore, pour tout Y € Lm(W, G‘}_m t]’p')’
Eu[YZE“[gp(f)/G?_w’t]]] = B [vza (£)].

«© @
Mais, Y € L (w,(wf(_mvtyu) et Z €L (\W,G"[t’+w),}b) étant arbitraires
dans cette relation, le Théoréme de prolongement par mesurabilité en-

traine que,

B (xe la, (/6 o )] = B [Xa, (D]

pour tout X € Lw( W, &,p). D'ou E—p(f) = Ep‘[iu(f)/@-( o t]] et la relation
S ]
(6.4.10) a établir.

En ce qui concerne la réciproque, on peut procéder comme suit
supposant que la propriété I:(_Z(LL) est vérifiée, on remarque que la pro-
priété (3) du Lemme entraine dans ce cas (i.e avec (-°°,t] mis pour J)

que,

(6.4.21) Ep[T(f)Z/@E_w’t]] = T(f)Eu[Z/FE-“,t]]’

pour tout Z € LW, G ,u), tout t € R et tout £ € § tel que,



(6.4.22) supp f ¢ (-=,t].

@
En particulier, si Z € L (W’G:[t +°°),H'), on a T(f)Z = Z d'aprés la pro-
9

priété (1) du Lemme ; donc (6 4.21) se réduit a,

(6.4.23) B (2/6 o 7] = MOE 2/ o ]

Et, pour établir que M posséde la propriété de Markov, il s'agit de

déduire de (6.4.23), valable pour tout f € % vérifiant (6.4.22), que,
(=]
N E € W, &, ;
(6.4.24) H[z/o‘-(_m,t]J L ( 1t )

(=]
cela, au moins pour tout Z € L (W, @ + +°°),u) de la forme ¢ © Xu avec
k]

o € 2 (R) et u =2 t. A cette fin, on introduit la condition suivante :

(*) Pour tout ©® €D (R) et tous t S u, il existe un représentant F

de la classe Ep.[qa [} Xu/()“z © tJJ qui est une fonction bornée et con-
=

tinue sur W lorsque cet espace est muni de la topologie de la con-

(1)

vergence uniforme sur les compacts de R

On note d'abord que, lorsqué [k est la mesure Euclidienne spé-
cifiée par le polyndéme d'interaction. standard Q, cette condition est
satisfaite en prenant (avec les notations de 2.1.1), F = N, @ © Xt
[en effet, Nu_tcp € Cb( IR) d'aprés la proposition 2.1.2]. Cela étant, on
peut conclure comme suit a la propriét.:é de Markov en utilisant la con-
dition (*) : on vérifie d'abord que la propriété de quasi-invariance
de M entraine que tout ouvert non vide de W a une M mesure > 0 ; d'ou
il résulte que (6.4.23) (écrite avec ¢ ®© Xu mis pour Z) entraine que
F(w+f) = F(w) pour tout w € Wet pour tout f € & ayant son support con-
tenu dans (—°°,t] ; et, puisque tout élément de W ayant son support

contenu dans (—°°,t] est limite uniforme sur tout compact de IR d'une

suite de fonctions de % (et méme de D) ayant leurs supports contenus

dans (—°°,t], on a aussi, F(w+w') = F(w) pour tout w € W et tout
w' € Wayant son support contenu dans (-“,t] ; autrement dit, on a,
(1) Cette condition nous a été suggérée par P. Priouret ; on préfere-

rait une condition s'exprimant directement en termes du module de
quasi-invariance....
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(6.4.25) F(w) = F(w') dés que w(s) = w'(s) pour tout s € [t,+”).

Et de cette relation, il résulte que,

(6.4.26) FEL (\w,@'[t’ ).

+%®)
=]
Mais, par hypothése, F € £ (W, 5(_m t]) 3 donc
=) ? @
FEL (w’ﬁ-w,t]“(’?[t,w))' Et finalement, F € £ (\w,@'{t}). [arou

(6.4.24)], puisque,

(6.4.28) F, ]n 6:[1:

(-=,t = a{

v+w) t}
(pour déduire (6.4.26) de (6.4.25) et montrer (6.4.28), on peut utili-~
ser les méthodes introduites au §1 de [32]).

Remarque.- Si on prend pour W la mesure induite sur W par la mesure

r .
avec r entier =2,

Gaussienne de moyenne nulle et de covariance (-4+1)"
LC(K) est satisfaite mais non MK(u). Par contre, dans ce cas, la pro-
priété de Markov et la propriété de localité ont lieu si on remplace
les tribus Gi—m,t] par les tribus O;—m,t] (voir 2.3) ; et nous conjec-
turons que l'équivalence (6.4.11) a lieu dans le cas général avec ce

changement de tribus (on note que‘le Lemme ci-dessus demeure alors

valable ainsi que la démonstration de la partie directe).

1'existence et de 1'unicité d'une mesure de probabilité { sur 1l'es-
pace W, quasi-invariante par les translations de & (1) et admettant
le cocycle eA [donné par (Lk.1.2) et (4.1.3)] comme module de quasi-
invariance (2) : l'existence d'une telle mesure a été établie ci-
dessus en se ramenant, grace a la propriété de Markov due au caractére

(1) Voir 2.1.1 et 4.1.1.
(2) Voir A1 et A2.



6.5.1

local de A (voir 6.4.2) a la construction du semi-groupe de transition
associé et de la mesure invariante de ce semi-groupe (voir 2.1 ; cette
construction étant basée en fin de compte sur les propriétés de l'opé-
rateur anharmonique) ; et le résultat d'unicité que constitue le Théo-
réme 6.I concerne, en fait, ce méme semi-groupe de transition (voir

6..2 et 6.3). Ainsi, sauf dans le cas du champ libre, on n'a pas atta-

qué le probléme de front ; autrement dit, on n'a pas exploité la pro-

priété de quasi-invariance directement, mais seulement via la proprié-
té de Markov. Et on peut faire la méme remarque & propos de l'appro-
che de Priouret et Yor dans [27] , ou la quasi-invariance n'apparait
qu'a posteriori, aprés la construction d'un processus de diffusion a
partir dela donnée analytique que constitue la fonction (.

(1)
" on remarque d'a-

Voici quelques idées d'attaques de front
bord que 1'étude du probléme dans le cas du champ libre (voir 2.6.2,
4.,3.2, 6.4.1) constitue une telle attaque (la seule qui a notre con-
naissance ait été menée a bien '). Et notant le réle fondamental que
joue dans ce cas la transformation de Fourier, on peut envisager, dans
le cas d'un polyndme d'interaction Q quelconque, de conjuguer une ré-
solution directe de 1'équation de Symanzik spécifiée par Q (avec uni-
cité, au moins dans l'ensemble des transformées de Fourier des mesures
de probabilité sur W) avec un "procédé d'intégration" permettant de
remonter de la quasi~-invariance infinitésimale qu'exprime 1'équation
de Symanzik (voir 5.2.1) a la quasi-invariance elle-méme de la mesure.
Cartier suggére dans [5] (bas de la page 418-05) une démarche analogue,
mais en remplagant le procédé d'intégration par un passage aux fonc-
tions de Schwinger grace a la relation (5.3.7). Une autre approche (que
Cartier veut éviter dans sa remarque précitée, car lorsque d = 2 les
équations de Schwinger sont a priori mal définies) consiste a chercher
une expression de la quasi-invariance de la mesure K sous forme d'un
systéme (infini) d'équations portant sur ses marginales. Un exemple de
tel systéme est évidemment fourni par les équations de Schwinger (ou
n'interviennent que les moments des marginales) ; mais on peut aussi
en écrire d'autres, au moins de facon heuristique, faisant intervenir,
soit les densités des marginales, soit leur transformées de Fourier

{1) Voir aussi [35]



6.5.1, 6.5.2

(sous forme différentielle, un tel systéme découle de 1l'équation de
Symanzik). Enfin, on peut aussi envisager d'établir directement
l'existence et 1l'unicité de la mesure K en remplagant les projections
X, : W~ Hg‘(J partie finie deIR ; voir 2.2.3) par des applications

J

non linéaires XSF: W - ]RJ déterminées (en fonction du cocycle A don-
né, sans doute de fagon implicite) de telle sorte que la quasi-inva-
riance de K se traduise, pour les pseudo-marginales m? = X:(u), par
une propriété de quasi-invariance (par des transformations des espaces
ZRJ représentant les translations de W) susceptibles de permettre de
les déterminer. Aprés quoi, il resterait a déterminer K & partir du

systéme projectif non linéaire de ces pseudo-marginales.

§:§:g.— Quoi qu'il en soit, c'est surtout le probléme dans le cas ou
d > 1 qu'il s'agit d'attaquer de front : en effet, si nous avons étu-
dié en détail le cas ou d = 1, c'est essentiellement parce que nous
pensons, au-dela de ce que suggére Cartier pages 418-07 .et 418-08 de
[5] et dans la lignée des idées de Segal (voir, par exemple, [34]),

que le probléme de la détermination des champs (le champ quantique et

le champ Euclidien) & partir de 1l'équation d'interaction supposée posée

d'avance est étroitement 1ié au probléme de l'existence et de l'unicité
d'une mesure de probabilité sur certain sous-espace W de —S} ( ]'Rk, R),
quasi-invariante par les translations de v (Bgﬂ IR) et admettant

un module de quasi-invariance eA donné (1) ; le sous-espace W de
5)(Imk,]R) (avec k = d-1 pour le champ quantique et k = d pour le
champ Euclidien) devant &tre choisis de fagon & permettre - via la
définition des sempiternelles pseudo-puissances de ses éléments - la

détermination (siirement implicite pour le champ quantique ; voir 1.7.3)

du cocycle A en fonction du polyndme d'interaction donné.

En l'absence d'une attaque de front, la théorie constructive
peut jouer par rapport a ce probléme dans le cas ou d = 2 (voir par
exemple [33] a ce sujet) un rdle analogue a celui que joue la théorie
de 1l'opérateur anharmonique par rapport a l'approche ci-dessus dans le

cas ou d = 1.

(1) Voir le second probléme mentionné en A2.
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APPENDICE A

MESURES QUASI-INVARIANTES

ET RELATIONS DE COMMUTATION CANONIQUES

Al.- Mise en place de la situation : définition des mesures

quasi-invariantes en cause

On suppose donnés, d'une part deux espaces vectoriels U/et
Wsur]R mis en dualité par une forme bilinéaire non dégénérée <w,f >
(w €W, £ € V) ; et d'autre part une application linéaire g - 3 de
1 dans Wtelle que la forme bilinéaire (g,f) - <3,f> sur V' X UV soit

un produit scalaire [noté aussi <g,f > ] sur 1'espace U .

L'exemple fondamental de cette situation est le suivant : on

se donne l'espace vectoriel ¥, muni d'une topologie localement convexe
séparée et d'un produit scalaire <+, > continu pour cette topologie ;
pour chaque g € V¥, on note g la forme linéaire continue f - <g,f >, et
on suppose que W est un sous-espace du dual U' de U tel que 3 cw

pour tout g € U/; la dualité <+, *> étant alors induite par celle entre

U/et U/’.

On désigne par @ 1a plus petite tribu sur W rendant mesurables
les fonctions numériques w = <w,f > sur W(f € v ; et on note que,
. % .
pour chaque £ € UV, 1a translation Ff : w > w+f est mesurable de Wmuni

de la tribu & dans” lui-méme.

Cela étant, on dira qu'une mesure de probabilité W sur (W .9

est quasi-invariante (par les translations de Y°) si, pour tout f € U/,
-1
f
Radon-Nikodym, pour que [ soit quasi-invariante, il faut et il suffit

f P R PN
la mesure b = [ (W) est équivalente a K. En vertu du théoréme de

qu'il existe une fonction a : (f,w) = a(f,w) de ¥ X W dans :|O,+°°) telle
que, pour tout f € lf, a(f, ) € £1(w’,@/u) et,

(A1.1) [ Flw-T) plaw) -

[ Flw) a(f,w) w(dw)
w w

211



A1.A2

pour tout F € Sm( w,a) (1).

Une telle fonction sera appelée un module de quasi-invariance

de K. Pour chaque f Ev/, la classe a(f) de a(f,:) modulo K est détermi-

née de fagon unique par W.

I1 résulte immédiatement de (A1.1) que, pour tous f € U/et
g €U, on a,

. .
(A1.2) a(f+g,0) = a(f,w) alg,w+f) pour p-presque tout w € W,

A2.- Cocycles et mesures quasi-invariantes

La relation (A1.2) ci-dessus introduit la définition sui-
vante : on appellera cocycle additif toute application A de UV X W dans
IR telle que,

(A2.1) A(f+g,w) = A(f,w) + A(g,w+?), pour tous f € V', g € Wet
w € W.

La donnée d'un cocycle additif A est évidemment équivalente

a celle du cocycle multiplicatif a défini par,

(A2.2) a(f,w) = e/\(f’“’) (fE€EV, wew.

Cela étant, deux problémes se posent : d'abord dans quelles

conditions [sur les données de base VW, Wet <','>] toute mesure quasi-
invariante K admet-elle pour module de quasi-invariance un cocycle mul-
tiplicatif ? Ensuite, et inversement, étant donné un cocycle multipli-
catif a, dans quelles conditions existe-t-il une mesure quasi-invariante
I admettant ce cocycle comme module de quasi~-invariance ; et dans

quelles conditions une telle mesure est-elle unique ?

Lorsque 1l'espace V' est de dimension finie [auquel cas W peut
8tre identifié a ¥ au moyen du produit scalaire <‘,'>], ces deux pro-

blémes sont entiérement résolus : pour qu'une mesure P (sur W = v

o
(1) On désigne par & (W ,ét) l'espace des fonctions complexes sur ((}
(/-mesurables et bornées.
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soit quasi-invariante, il faut et il suffit qu'elle soit équivalente
3 la mesure de Lebesgue A sur U : W = P . A avec P(x) > 0 pour tout
x € V (voir par exemple [19], alinéa IV.5.1, théoréme 2, p.352) ; et
M a alors pour module de quasi-invariance le cocycle multiplicatif a

défini par,
(A2.3) a(z,x) = pP(z+x)/pP(x) (x €V, z € V.

Lorsque les espaces V et W sont de dimension infinie [par

exemple V- ff( IR, IR) avec le produit scalaire <+, = induit par L2(IR) s
et Ve W <& c(m, ]R)], c'est essentiellement le deuxieme probléme
qui va nous intéresser ici j; on va se donner explicitement un cocycle
additif [voir la relation (I.16) de 1l'introduction, et les relations
(Lk.1.2) et (4.1.3)J et chercher a construire une mesure Kk sur Y admet-
tant le cocycle multiplicatif correspondant comme module de quasi-
invariance. On note que le cocycle donné n'est explicite que sur un
certain sous-espace de Al ; et c'est sur ce sous-espace, en l'occu-
rence 'uf, que bl'on cherche a construire K, et que l'on espére son uni-
cité. On voit ainsi 1'intérét d'introduire la donnée supplémentaire

W au lieu de se limiter a W'= U (1), et aussi le peu d'intéreét,

dans cette perspective, d'un résultat établissant 1l'existence non cons-
tructive d'un cocycle multiplicatif (par exemple sur Vx V') que u
(considérée comme mesure sur V') admettrait comme module de quasi=-

invariance (i.e le peu d'intérét du premier probléme ci-dessus).

A3.- Représentation de Weyl engendrée par une mesure quasi-invariante .

Etant donnés un espace préhilbertien réel ( V', <, >) et
un espace de Hilbert complexe (7'6 , <-1*>), on appellera ici représen-

tation de Weyl a valeurs dans% et de modéle Wun couple (U,V), de re-

présentations unitaires du groupe additif ¥ dans le groupe u (;'é) des

opérateurs unitaires de f tel que,

(1) comme dans [19 ] ou dans (5 .

213



A3

-i < >
e i f,0

(A3.1) U(f)vig) = V(g)u(f) pour tous f €V et g € V.

On dira que la représentation de Weyl (U,V) est réguliére si, pour tout

£f €U et tout ¢ € Y6, les applications t 2 U(tf){ et t = V(tf) ¢ sont

continues de IR dans /6 [i.e si (U(tf)) et (V(tf)) sont des groupes
t €R tE€R
a un parametre fortement continus]. Si P~ est un espace vectoriel topolo-

gique sur lequel le produit scalaire <+, :> est continu, on dira
que la représentation de Weyl (U,V) est continue si, pour tout ¢ € /6,
les applications f = U(f)} et f = V(f){ sont continues de U dans j%.

Toute représentation de Weyl continue est évidemment réguliére.

Cela étant, on se place dans la situation générale introdui-
te en A1, et on suppose donnée une mesure de probabilité W sur (W, @)
quasi-invariante par les translations deV dont on désigne par a un mo-
dule de quasi-invariance [en notant a(f) la classe modulo Kk de la fonc-
tion >0 a(f,.) (f € V’)]. Pour chaque f € ¥, on désigne par wf la

i< LS

classe (modulo W) de la fonction e ; et on note Q la classe

de la fonction égale a 1 (i.e Q = Wo). On a alors,

PROPOSITION.- On définit une représentation de Weyl (U,V) & valeurs
2 N
dans L°( W ,él ,4) et de modele W en posant,

(A3.2) Uty = ¥
(A3.3) v(f)\v=3(f)1/2(w@rf) (£ €V, ¢€L2(Uf,a,p,)-
En outre, {U(f)Qlf € V] est total dans Lz( w, a , ) (1).

Pour chaque § € Lo(uf, 6l,u), on désigne ici par § ® Tf la
classe modulo ¥ commune (d'aprés la quasi-invariance de W) aux fonc-
tions F o Tf avec F € {§. La représentation de Weyl (U,V) ainsi définie

sera appelée la représentation de Weyl engendrée par la mesure quasi-

invariante WM.

(1) i.e, le vecteur () est cyclique pour la représentation U.
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La démonstration de la proposition ci-dessus est une simple
vérification : il est d'abord clair que U est une représentation uni-

taire, puisque lw 1 = Qet ¥ W W Ensuite (A3.3) écrite avec

f+g -
¢ €L (uf @ ,4) définit un 1somorphlsme algébrique V(f) de

Lo (w ,@ ,p) sur lui-méme, et on a V(f+g) = V(£)V(g) (donc en particu-
lier V(f)—1 = V(-f)) en vertu de la relation de cocycle (A1.2), laquelle

peut aussi étre écrite,
(43.4) a(f+g) = a(f) . (alg) @T) (£ €V, 6 g€V ) .

, . 2 RN
De plus, V(f) applique isométriquement L (w, éZ ,4) dans lui-méme

(donc sur lui-méme puisque V(f)_1 = V(-f) ) en vertu de 1'équation de
2 .
quasi-invariance (A1.1) écrite pour F € |y] ; et la relation de commu-
i<f,g>
tation (A3.1) est vérifiée puisque (¢ y) © F = et 19 w (¢ (0] F]

Enfin, Q est cyclique pour la representatlon U car, si ¢ € L (uf CZ,M)
est tel que < ¢lU(f)Q > -0 pour tout f € ¥, toutes les marginales de
la mesure bornée v = § . [ ont leurs transformées de Fourier nulles,

donc v = O et aussi § = O.
cqfd.

Diverses propriétés de la représentation de Weyl (U,V) ainsi
obtenue sont étudiées au § 5 (voir 5.2.1, 5.4.1 et 5.4.2). En particu-
lier, la proposition 5.4.1 fournit une condition suffisante pour que
cette représentation soit réguliére {(voir aussi la proposition A6 a ce

sujet).

La proposition ci-dessus admet une réciproque qui constitue
le Théoréme de Guelfand (voir [19], § IV.5.4, Théorémes 5 et 6) ; ce
(1)

Théoréme n'intervient pas dans ce travail

(1) Le Théoréme 6 précité est vrai, bien que sa démonstration dans [19]
présente une lacune grave : le passage de (26) (page 369) pour f de la

2
forme (25) & (26) pour f quelconque dans L réclame de montrer au

préalable que K est quasi-invariante ; ce qui n'est pas fait.
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AL .- Mesures quasi-invariantes ergodiques et représentations de Weyl

irréductibles .,

Dans la situation de la proposition A3,

PROPOSITION.~- Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) [irréductibilité de la représentation de Weyl (U,V)]. Tout opé-
. 2 .

rateur borné de L°( W ’cx,,u) dans lui-méme commutant avec tous les

opérateurs U(f) et V(f) (f € V’) est un multiple de l'identité.

(2) [ergodicité de la mesure W pour l'action de U’]. Tout élément
@

Y de L (W, ét,u) tel que § © Ff = § pour tout f € V est un multi-

ple de Q.

Cette proposition résulte immédiatement de ce que tout opé-
2
rateur borné de L™ ( W, eb,u) dans lui-méme commutant avec tous les
opérateurs U(f) (f € V') est un opérateur de multiplication par un

@
élément de L (W, a W B .

A5.- Systémes de Heisenberg standards et mesures quasi-invariantes

sur IR.

Désignant par’% un espace de Hilbert complexe séparable, on
appellera systéme de Heisenberg standard sur M, tout couple (Qo’ﬁo)
d'opérateurs auto-adjoints dans #ote que, si on pose,

it@ it

(A5.1) U(t) = e ° et V(t) =e ° (t€m),

le couple (U,V) constitue une représentation de Weyl iréductible de
modéle IR (1). Ainsi, en vertu du théoréme de Stone, la relation
(A5.1) définit une correspondance biunivoque entre systémes de
Heisenberg standard et représentations de Weyl de modéle IR, réguliéres
et irréductibles. Lorsque (A5.1) a lieu, on dira que ie systéme (io’no)
dérive de la représentation (U,V). On désignera par C (io,ﬁo) le plus
grand sous-espace vectoriel de /0 contenu dans D(@O) n D(ﬂo) et stable

(1) Cette représentation est réguliére par définition (relation (A5.1)).
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par les opérateurs Qo et TTO. De la relation de commutation (A3.1)

(avec ¥ = IR) dérive la relation de Heisenberg :
(o<}
. ¢ ,m = i € g ,m).
(A5.2) [ o’ o]¢ iy pour tout ¥ c ( o’ o)

L'¢xemple fondamental est fourni par la '"représentation de

2
Schrddinger" : dans l'espace de Hilbert L ( IR) (1), les opérateurs
v - Xy (2) et § = —1—\1{' (y € D (W) sont essentiellement auto-adjoints

sur le domaine ® ( IR) ; désignant par 3’0 et ‘TJO les fermetures respecti-
, 2 .
ves de ces opérateurs dans L ( IR), le couple (20,30) constitue un sys-
téme de Heisenberg standard sur cet espace ; et on a,
o
(A5.3) (2 ,m) = J(m).
~o0’'~o
En outre, la représentation de Weyl (LJ,V) de modéle IR dont dérive le

systéme (SO,EO) est donnée par les relations,

(A5.4) gy = ety
(t €mR, ¢ € Lz(IR)) .
(A5.5) v(t)y

Y(o+t)

Le Théoréme d'unicité de Von Neuman stipule que tout systéme

de Heisenberg standard est unitairement équivalent au systéme (jo’so)

(3)

de la représentation de Schrodinger

Compte tenu de (A5.3), on en déduit que, pour tout systéme
(oo}
de Heisenberg standard (ﬁo,ﬂo) sur%, C (QO,TTO) est un sous-espace

dense de% qui est un ceceur pour Qo et pour ‘l'l‘o.

A6.- Le type de systéme de Heisenberg standard intervenant dans ce

travail est introduit par la proposition suivante :

2 2
(1) L"(R) = L"( IR,A) o A est la mesure de Lebesgue sur IR.
(2) x désigne 1'application identique de IR.

(3) Tous ces résultats sont 'bien connus'".
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PROPOSITION.- Soit uo une mesure de probabilité quasi-invariante
sur IR. Alors la représentation de Weyl (de modéle IR) engendrée par

uo est réguliére et irréductible.

N . 2 L.
Le systéme de Heisenberg standard (fo,ﬂo) sur L (IR,HO) déri-
vant de la représentation de Weyl (U,V) engendrée par uo sera appelée

le systéme de Heisenberg standard engendré par uo.

Cette proposition est immédiate en vertu de ce qui précéde :
désignant par P la densité de Mo par rapport a la mesure de Lebef;ue
(voir A2), il est facile de vérifier que l'application s : ¢ = p "¢
est une isométrie de Lz(im) sur Lz(IR,uo) qui transforme la représenta-

tion de Weyl (U,x) en la représentation (U,V).
~

En particulier, lorsque la densité @ de uo est de classe C
et partout > 0, le systéme de Heisenberg standard (io,ﬁo) engendré par
o ©
uo posséde les propriétés suivantes : d'abord,  (IR) C C (fo,ﬂo),

® (IR) est un ceeur pour §0 et pour ﬁo’ et on a,

(A6.1) e ¥ = xv

1 (y € D (m)
(A6.2) Ty = ;W'-CW)

o

(1)

(==}
ou X désigne l'application identique de IR et ou ( € ¢ (IR) est

défini par,

(A6.3) o C

1
-5 /e,
Ensuite,
(A6.4) ¢ € L2(IR,MO) si et seulement si QO € D(ﬂo) 3
. 2
et, si ¢ €L (IR,MO), on a,

(1) identifiée a sa classe modulo W
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(A6.5) TQ =iC ,

(1)

ou Qo désigne la fonction constante égale a 1 sur IR . La premicére
de ces propriétés s'obtient en transportant au systéme (Qo,ﬂ'o) la pro-
priété correspondante du systéme (SO.EO) (voir A5) par la transforma-
tion S ci-dessus [laquelle applique & ( R) sur & ( R) en vertu de 1'hy-
pothése faite sur p]. Pour établir ensuite (A6.4) et (AG.5), on com-

mence par déduire de (A6.2) que,

(A6.6) (™ 8ly) = -i(8]y") « i(gsly (8€D (W), yE€ED(W) ,

ot (+]+) désigne le produit scalaire de L2 R,p ). D'ou il résulte que,
(A6.7) (m 8la) = icela) (8 €D (my,

ainsi qu'on le voit en considérant une suite (wn) d'éléments de D ( IR)

telle que lim v o= Q et lim y' = 0 dans L2( IR,k ). Cela
h o> N [} ho»w D o

stant; si ¢ € LZ(IR,LLO), (A6.7) s'écrit
(A6.8) (noemo) =i(glgp) (€D (m) ;

d'ot il résulte, puisque D ( IR) est un ceur pour ™ s que

Q € D(Tl'*) = D(T™ ). Et inversement, si Q € D(T ), (A6.7) s'écrit ,
o o o o o

[B(ma -i¢)ae =0 (B€ D (M) ;

R o o o

d'ol il résulte que i = T‘TOQO [i.e (A6.5)] et TE L2( IR,MO).

(1) identifiée & sa classe Ko
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APPENDICE B

OPEIIRATEUR ANHARMONIQUE

On a rassemblé ci-dessous, sans démonstrations ni références,
les résultats concernant l'opérateur anharmonique qui interviennent
dans ce travail. Ces résultats sont "bien connus' et peuvent étre éta-
blis par les méthodes standards en Théorie Hilbertienne des opérateurs
elliptiques et de leurs perturbations (chapitres IV, V et VI de
Kato [2]).

Bl1.- Définition de l'opérateur anharmonique

Dans tout cet appendice, on désigne par P un polyndéme réel,

borné inférieurement et non-constant. Cela étant,
. . 2 P
l PROPOSITION.- L'opérateur non borné A dans L™ ( IR) défini par,

(B1.1) D(A) = {y€ Lz(nulwé Hfoc(nn et - %wn+p.¢€ Lz(nn}, et,

|

(B1.2) Ay = - %w" + Py (¥ €D(A) ,

est auto-adjoint et borné inférieurement. En outre £ (R) et 4 (R)
sont des cceurs pour A, et A coincide avec la fermeture de l'opé-

(1)

2
rateur — M- + P(2 )
2 ~o ~“0

L'opérateur A défini par (Bi1.1) et (B1.2) sera appelé 1'opé-

rateur anharmonigue engendré par le polyndme P.

B2.- Primitive centrée du polyndme Q et opérateur H

Soit Q un polyndéme réel de degré impair dont le coefficient

dominant est > 0. Il résulte immédiatement de la proposition Bl que,

(1) Voir A5 (Appendice A) en ce qui concerne 30 et Eo'
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LEMME.- I1 existe un polynéme réel P et un seul admettant Q comme
dérivée et tel que, si A est l'opérateur anharmonique engendré par

P (1), on a O inf o(A) (2).

Le polynome P caractérisé par ce lemme sera appelé la primi-

A
tive centrée de Q et notée Q ; et on désignera par ﬁ,l'opérateur an-
harmonique engendré par ce polynome P. Ainsi, H est un opérateur auto-

adjoint =2 0 dans Lz(Im) et on a,
(B2.1) 0 = inf ¢ (H)
~

B3.- Spectre et régularité des vecteurs propres

PROPOSITION.- (1) Le spectre 0(A) de 1l'opérateur anharmonique A est
constitué d'une suite croissant vers + ® de valeurs propres isolcées

de multiplicités finies.

(2) Pour toute valeur propre A de A, les vecteurs propres de A ap-

partiennent a S(m).

(3) La plus petite valeur propre KO de A est de multiplicité 1, et

il existe un vecteur propre ¢ de XO et un seul tel que,
(B3.1) leil =1 et @(x) >0 pour tout x € TR.

On désignera par ¢0 1'unique élément de g (R) tel que,

Hp = O, Hon = 1 et ¢o(x) > 0 pour tout x € IR.

COROLLAIRE.- Le seul couple (A,g) pour lequel A est valeur propre
de H, ¢ est vecteur propre de A et ¢ vérifie (B3.1) est le couple

l (O,cpo).

(1) En vertu de 1'hypothése faite sur Q, P' = Q entraine que P est
borné inférieurement et non constant.

(2) o(A) désigne le spectre de 1'opérateur A.
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(conséquence immédiate des propriétés (2) et (3) puisque, si A # O,
toute fonction propre de A est perpendiculaire a goo, donc doit s'an-

nuler).

Bk.- Autres propriétés de régularité de H

PROPOSITION.~- (1) Pour tout A > 0, l'opérateur AI + ’E{/ applique

5 ( IR) sur lui-méme.

(2) ona, N pE" e c(m.
n >0

B5.- Relations de domination, avec les notations introduites en CO :

A
PROPOSITION.- (1) Pour tout entier n tel que O < n < deg (Q), on a,

(B5.1) gol“ <<H, et,

l
(B5.2) lgo n/2 <yt

A
(2) En particulier, il existe @ > 0 tel que, si O < n < deg (Q),

(B5.3) (o] l?;oln ®) < of(plHe) + lol®]  pour tout o € D(H).

(3) m <<H.

~0 ~

2
(4) H & << H2 et HT <<H
~ ~o ~ YRR/ ~r

(5) H? & << H.
~ ~0
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APPENDICE C

QUELQUES RESULTATS D'ANALYSE FONCTIONNELLE

CO.- Dans tout cet appendice, on désigne par pfun espace de Hilbert
complexe et séparable, par (-|~) son produit scalaire (supposé anti-

linéaire a gauche) et par H-H sa norme.

Un opérateur T dans Mest toujours entendu avec un domaine

(1)

D(T) dense dans b

Soient T et B des opérateurs dans/’é. On dit que B est domi-
né par T , et on note B << T, si, d'une part D(T) & D(B) et, d'autre
part il existe a > 0 et b > 0 tels que,

(co.1) IBy|] < allry]] + blj¥]]  pour tout ¢ € D(T).

On dit que B est strictement dominé par T, et on note

B <X T, si, d'une part D(T) ¢ D(B) et, d'autre part, pour tout ¢ > O,

il existe be >0 tel que,

(co.2) liB‘l’H < eHTﬂJH + be“:l'&H pour tout Y € D(T).
C1l.- Opérateurs quasi-accrétifs maximaux

On dira (2) qu'un opérateur T dans% est accrétif si,
(c1.1) (Rz(TQI‘W)?O pour tout y € %

On dira que T est Ko—accrétif (’AO € IR) si ?\OI + T est accrétif, et que

T est quasi-accrétif s'il existe 7\0 €IR tel que T soit )\o-accrétif.

(1) Pour les manipulations usuelles concernant les opérateurs, on se
référe a Kato [2] (en particulier, § III.5 et § V.3).
(2) Voir Kato [2], alinéa V.3.10 p. 278-280.
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Un tel opérateur est fermable.

On dira que l'opérateur T est quasi-accrétif maximal s'il

n'existe pas d'opérateur quasi-accrétif prolongeant strictement T. Un

tel opérateur est fermé.

Pour qu'un opérateur symétrique soit quasi-accrétif maximal,

il faut et il suffit qu'il soit auto-adjoint et borné inférieurement.

Les opérateurs quasi-accrétifs maximaux donnent lieu a 1la

(1)

forme suivante du Théoréme de Hille-Yosida

THEOREME.- Soient T un opérateur dans /0 et Xo € IR. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) T est lo-accrétif maximal.
*
(ii) T est Ko-accrétif maximal.

(iii) T est Xo—accrétif et il existe A €€ tel que Re \ > Ko et
Al + T applique D(T) sur x .

(iv) T est Ko-accrétif et, pour tout A € € tel que Re\ > Ko,
M + T applique D(T) sur’g et on a,

(c1.2) AT + Ty y|| = ( Re n - KO) ll¥]l  pour tout ¥ € D(T).
(v) Il existe un semi-groupe fortement continu (N, ) d'opéra-
t’t 20
teurs bornés sur5ﬂ admettant - T comme générateur infihitésimal et
tel que,
hot
(c1.3) HNth Se 4]l  pour tous t =0 et ¥ € 7% .
En outre, le semi-groupe (Nt) introduit par la propriété (V) est
* t 20
unique, et (Nt) est le semi-groupe fortement continu de généra-
t 20 "
teur infinitésimal - T .

(1) Voir Phillips [28], § 3, p.18 a 25, et Brezis [29], Théoréme 1,p.29.
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, -tT .
L'opérateur Nt (t 20) est noté e t . Le semi-groupe

est ainsi caractérisé par la propriété

-tT
(e )
t =0

(c1.4) (1) = {y €] F0€, 1in L™ 1)y = 8l e,
t4o

(C1.5) =T¢ = lim —i—(e'tT- I)¥ pour tout ¢ € D(T).
t40

C2.-0n obtient comme suit des opérateurs quasi-accrétifs maximaux par

perturbation d'un opérateur auto-adjoint positif

PROPOSITION.- Soient, dans ﬁ%, H un opérateur auto-adjoint positif

et B un opérateur tel que,
(c2.1) B << H et H + B est quasi-accrétif.

Alors, H + B est quasi-accrétif maximal et H << H + B.

* * *
De plus, (H+ B) =H + B dés que B <X H.

En effet, soit T = H + B [avec D(T) = D(H) puisque
D(H) ¢ D(B) d'aprés 1'hypothése B <<< H]. D'abord H << T résulte de ce
que, pour ¥ € D(H) et 0 < g < 1, la relation de domination
IB¥ll < e lluvll + v [l¥[] imp1ique,

(cz.2) ey ull = fluwl] - Byl > (a-e) [yl - v _iivl.

Pour montrer que T est quasi-accrétif maximal, il suffit, d'aprés le
Théoréme C1 [relation (iii)==>(i)], de vérifier que AI+T est inversi-
ble de D(T) sur’é pour tout A > 0 assez grand ; ou encore, cherchant
1'inverse de AI+T sous la forme RR(I n 13R>\)_1 ol RK = (KI+H)—1 (1),
il suffit de vérifier que HBRKH < 1 pour tout A > 0 assez grand. Or,

d'aprés 1'hypothése B << H, on a, pour ¥ €M et ¢ > 0,

[BRy ¥l < e (R ¥l + b, Ry ¥

<ee |l + Censb ) R ¥ < (2e4(b /20 ¥l

(1) c'est-a-dire en considérant la 'seconde série de Neuman" ; voir
dans Kato [2] la démonstration du Théoréme V.4.11 p.291.
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puisque HRX¢ = ¢ - XRAW et HRKWH < (1/X)H¢H.
D'oi HBR)\H <1 dés que ¢ <% et A >b_/(1-2¢).

* * *
Enfin, pour montrer que T = H + B si B <X H, on commence

par remarquer que, si ¢ € D(H), on a

Re wsB™yylw) = (H¥]H) + Re B y1w)

[}

1}

(Hyl¥) + Re (y|BY) = & (H+BIY W)

*
donc H+B est quasi-accrétif en méme temps que T. Ainsi, d'aprés ce
* *
qui précede avec B mis pour B, H+B est quasi-accrétif maximal. D'ou
* * * .
T = H+B , puisque T est aussi quasi-accrétif paximal [Théoréme Cc1i,

. . s . . * *
relation (i) == (11)] puisque T 2 H + B . cqfd.

C3.- Opérateurs m-sectoriels .

(1)

On dit qu'un opérateur T dansj@ est m-sectoriel s'il est

quasi-accrétif maximal (voir C1 ci-dessus) et sectoriel en ce sens
qu'il existe ¢ >0 et lo € IR, tels que,

(c3.1) 13 m oyl 9| <ol Re (xvle) « A J|4]%]

pour tout ¢ € D(T).
[On note que (C3.1) implique que T est Ko—accrétif].

Les semi-groupes engendrés par les opérateurs m-sectoriels

sont holomorphes. En particulier,

THEOREME.- Soit T un opérateur m-sectoriel
. , =tT .
(1) Pour tout t > 0, l'opérateur borné e applique ﬁzdans D(T).

(2) si Ao € IR est tel que (C3.1) est vérifiée pour une valeur au

(1) Voir Kato [2] alinéa V.3.10 p. 280.
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moins de ¢ -~ O, alors, il existe c' > 0 tel que,
At
(c3.2) lre ™ 4l < (S +a_re © ¥l

pour tout t > 0 et tout V¥ ¥ .

En outre, on peut prendre c' = 1/e.
On peut obtenir cet énoncé en conjuguant le Théoréme IX.1.24
de Kato [2] (p. 490) avec la théorie des semi-groupes holomorphes fai-

te par Yosida dans [3], § Iv.10 (p. 254).

Ch.- Formule de Trotter

THEOREME.- Soient T et S des opérateurs quasi-accrétifs maximaux.
Si D(T) N D(S) est dense dans #oet si la fermeture (T+S)~ de T+S

est un opérateur quasi-accrétif maximal, alors,

o+

t
- - =T - =S n
(ch.1) e_t(T+s) g = lim (e " e ")y (limite dans #0)

n > ®
pour tous t =0 et § €56 .

[Voir Nelson [25], Théoréme 9 (p.343)].

C5.~ Formule de Duhamel

! PROPOSITION. - Soient, dans ﬁ%, H un opérateur auto-adjoint positif

et Bl’ B2 des opérateurs tels que,
(c5.1) Bj << H et H+Bj est quasi-accrétif (j = 1,2).

Alors, pour tout ¥ € D(H),

-s(H+B2)

(1) Pour tout s =20, e v € D(Bz-Bi) ; et 1'application

—s(H+B2)

s = (Bz'B1) e VY est continue de [O,+w) dans 76.
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(2) Pour tout t =20, on a,

-t(H+B1) —t(H+B2) t _(t-s)(H+B)) —s(H+B2)‘
(c5.2) e V= e v+ /[ e (B,-B,)e y ds.

| o
On note que les opérateurs H+B1 et H+B2 sont quasi-accrétifs

maximaux en vertu de l'hypothése (C5.1) et de la proposition C2 ; et

que la fonction intégrée au second membre de (C5.2) est continue en

vertu de la propriété (1).

. -tT .,
En effet, soient T. = H+B, et N(J)= e J (j = 1,2
—sT J J t
Si ¥ € D(H), on a e J¢ € D(H), puisque D(H) = D(Tj) ; donc aussi
-sT,
e Jy € D(Bz—Bl), puisque D(H) C D(BZ-B1)' Pour établir ensuite la
=sT,

continuité de 1l'application s = (B2-B1)e Jw, on remarque que 1l'hy-

; t =20).

pothése C5.1 entraine que H << T
(2)

(proposition C2) ; donc aussi que

(2)¢H

2

B,-B, << T, ; d'ou, H(B -B N "7y - (B,-B N

(2) (2

< cte(flT, (N "7y - N Tyl 4 | NiZ)W (2)

e

et la continuité cherchée puisque ¥ € D(T ) entraine que
2 2
Ty ()

11 sufflt de montrer, puisque D(T ) est dense dans 56 que, pour tout

0 € D(T )

T ¢ (s 20). Cela etant pour établir la formule (C5.2),

t
(c5.3) (GIN(l) LZ)W) - £ (e[Nifl (B,-B,) Néz)w) ds.
Pour cela, on considére la fonction complexe h sur [O t] définie par
h(s) = (N(l) 9|N(2)¢) (s € [0,t]). En vertu de la derniére assertion
du Théoréme C1, et compte tenu de ce que 0 € D(T ) et ¢ € D(T ), on vé-
rifie sans difficulté que la fonction h est contlnument derlvable sur
[O,t], et que 1l'on a, pour tout s € [O,tj,

(2)

ni(s) = (pn(B* 9‘Né2)¢) - (N (1)*9|T2 TP

1 t-s t s

ou encore, puisque N w € D( ) = D(H) et D(Tl) = D(H),
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(1) (2) v _ (1) o _ (2)
h'(s) = (8 Nt—s(T1_T2)Ns ¥) = (8 Nt—s(Bi B2)NS ¥).
Et on obtient (C5.3) en portant cette expression de h' au second mem-
t
bre de la relation h(0)-h(t) = - / h'(s)ds.

° cqfd.
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APPENDICE D

UNICITE DES SOLUTIONS DE CERTAINES EQUATIONS

D'EVOLUTION NON STATIONNAIRES

DO.- La situation étant la méme que dans 1l'appendice C (voir CO), on
suppose donnés ici T > 0 et, pour chaque t € [O,TJ, un opérateur fermé
At dans 1'espace de Hilbert ﬂ% . Et on s'intéresse a l'unicité de la so-

lution W du probléme de Cauchy :
(DO.1) wr(t) = - Ay w(t) (o<tsT)
(Do.2) w(o) = ¥ avec ¥ ek .

1.- Unicité forte

St'inspirant du Lemme donné par Yosida dans [3], § XIV.k,

page 426, on suppose ici qu'il existe KO >0 tel que,

(U) Pour tout t € ]O,T[, il existe 6t >0 tel que, pour tout
h € [O,Gt[, T+hA applique D(At) sur'ﬂget vérifie,

(01.1)  [[(z+ha ) ¥[| = (1-nr ) [l¥]|  pour tout y € D(A)).

l

On note que la condition U est impliquée par la condition suivante :

l (U0) Pour tout t € [O,T], 1'opérateur At est Ko—accrétif maximal.

[cela résulte de la relation (C1.2) (Théoréme C1) en prenant At =T

et ét = 1/7\0 pour tout t].

Le résultat en vue s'énonce alors

LEMME D'UNICITE FORTE Sl) Soit W : t » W(t) une application continue

de [O,T] dansﬂ% telle que, pour tout t € ]O,T[, W admet (fortement)

(1) sous l'hypothése U ci-dessus.

230



D1

s
PR . d P
en t une dérivée a droite Eg/ W(s) et vérifie,

s=t
d+
(D1.2) w(t) € D(At) et EZ//W(S) = - A, wit).
s=t
Alors,
tA
(D1.3) W) || < e °Iw(o)|| pour tout t € (o,7] .

En particulier, W(t) = O pour tout t € [O,T] dés que W(0) = 0.

En effet, l'hypothése faite sur W entraine que, pour

0<t<TetoOS<hT<(T-t) A 6t’ on a,

W(t+h) = W(t) - h At w(t) + Wl(t,h), avec
lim S HW (t,h)” = 0 ; ou encore, en désignant par J l'inverse de
h 1 h,t
h+o
1'opérateur I+hAt ( condition U),
W(t+h) = (I-hAt) Jh’t(I+hAt) wit) + Wi(t,h) ;

ce qui donne en développant,

2
W(t+h) = J N wW(t) - h At J

h, A w(t) + w1(t’h)

h,t

1 - 1 g e
puisque AtJh,t w(t) = Jh,tAt W(t). D'ou; compte tenu de ce que

ll, W < (1/(2-nr ) [W(t) || arapres (D1.1),
[[W(t+n) < (1/(1-nA ) lwee) || + o(t,n)

avec lim % o(t,h) = 0O
h$o0

Et la majoration (D1.3) cherchée résulte alors de la variante suivante

du Lemme de Gronwall appliquée a la fonction t - HW(t)H :
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LEMME.- Soit f une fonction numérique continue sur [O,TJ telle que,

(D1.4) p'£(t) <A £(t) pour tout t € Jo, 7.
Alors,
tho
(p1.5) £(t) <e °f(0) pour tout t € [0,T].
On pose ici pTf(t) = Tim % (f(t+h)-£(t)) [nombre dérivé supérieur a
h ¥0O

droite en t ] .

On peut établir ce Lemme comme suit (1) : (o) Si g : [O,T]
1R est continue et si g(0) = g(7) = 0, alors il existe s € ]O,T[ tel
que D"g(s) = 0. En effet, si g atteint son minimum en un point
t € ]O,T[, on peut prendre s = t. Dans le cas contraire, g est positive
et il existe t € ]O,T[ tel que g(t) = sup g > 0. Alors, ou bien g a un
minimum relatif en t1 € ]O,t[, et on peut prendre s = t, ; ou bien g
est croissante sur l'intervalle [O,t], et tout s € ]O,t[ répond a la
question. (B) Si k : [O,T] - IR est continue, si k(0) = 0 et si
sup k > 0, alors il existe s € ]O,T[ tel que D k(s) > 0. En effet, soit
t € ]O,T] tel que k(t) = sup k.Sur 1l'intervalle [O,t] la fonction
g : u=k(u) - % k(t) satisfait & 1'hypothése faite en (@) ; il existe
donc s € ]O,t[ tel que DTg(s) =0 ; or, on a D k(s) = DTg(s)+ %k(t) ;
d'ou D'k(s) >o0. (y) Supposant alors que f satisfait auxthypothéses du
Lemme, on considére la fonction k : t = f(t)-f(0) - Ko / f(s) ds sur
[O,T]. Cette fonction est continue et on a k(0) = 0. Si®on avait
sup k >0, il existerait donc, d'aprés (B),un nombre s € ]O,T[ tel que
D+k(s) >0 ; clest-a-dire, D+f(s) - Kof(s) >0 ; ce qui contredirait
en s 1l'hypothése (D1.4). Ainsi k est positive ; ou encore

t
f(t) < £(0) + ho [ £(s) as pour tout t € [O,T] ; d'ou résulte la majo-

[o]

ration (D1.5) en vertu du Lemme de Gronwall classique [voir par exemple

Bourbaki [24], §1, N°4, Lemme 2].
cqfd.

(1) cette démonstration nous a été communiquée par P. Priouret.
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D2.- Unicité faible

On suppose d'abord que les conditions Ul, U2 et U3 ci-dessous

sont satisfaites :

*
1ous les opérateurs At [resp At] (0 <t < T) ont méme domaine.
On désigne par X Eresp 36*] l'espace de Fréchet Banachisable consti-
*
tué par 1l'un quelconque des espaces D(At) [resp D(At)] (o<t <7
(1)

muni de la topologie associée a la norme du graphe , et par

M- Cresp JIl - [Il4 ] unme norme définissant cette topologie.
(U2) Tl existe ¢ >0 tel que, pour tout t € [0,7],

2.1) LM < lla vl + vl <c Wl pour tout y €%, et,
mz.2) lll, <lagwll + Nl < cfllvlll . vour tout ¥ € %,.

(U3) Pour tout ¥ € X [resp ¢ € 36*_], 1'application t = Attb [resp t =
E 3
At‘ll] de [O,T] dans #, est continiliment dérivable.

Pour chaque t € [O,T], on désigne par A, l'opérateur de do-

t
maine X défini par At‘ll = TS;/ASW (v € X). ona alors,
s=t
(D2.3) X,cD(A)) et L/aTy - ;\*w our tous t € [0,7T] et § € XE
: * t as/"s? T "¢ P ’ *
s=t

On suppose par ailleurs, qu'il existe )\o > 0 tel que la con-
dition UO soit satisfaite (voir D1). Alors, pour chaque A € € tel que
- *
Re A > }\o et chaque t € [O,TJ, 7\I+At [resp. 7»I+At] est un opérateur

inversible dex[resp 36*] sur ¥ , et son inverse Ry vérifie,
b

(1) Voir Kato [2] alinéa IV.1.1, Remarque 1.4, page 191. Ces diverses
topologies coincident en vertu du Théoréme du graphe fermé puisque les

opérateurs AJc sont supposés fermés.
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(m2.4)  [IR, 4| < (1/(Re A2 ) [l4]] pour tout y € Y& ().

* — *
En outre, Rk t est 1'inverse de AI+At, et on a aussi,
9

(1)
(D2.5) HR; < /(R A-x ) ¥l pour tout ¥ € K .

On suppose enfin qu'il existe A € €, avec (Re A > ko’ tel que,
(U4k) 11 existe c' > 0O tel que, pour tout t € {O,T],

HA:R;,tWH SQC'HWH pour tout ¢ € 3 .

* %
(U5) Pour tout ¢ € %5, l1'application t = AtRk tw est continue de [O,T]
9

dans %6 (2).

Cela étant,

2
LEMME D'UNICITE FAIBLE S-)(B) Soit W : t » W(t) une application con-

tinue de [O,T] dansﬁ% telle que,

<«
(SF1) Pour tout ¥ € JC* et tout £ € C (IR) nulle au voisinage de T,

on a,

T T

(D2.6) [er(t)(y|w(t)at = /f(t)(A:ﬂW(t))dt - £(0)(¢]w(0).
o o

Alors, W(t) = O pour tout t € [O,T] dés que W(O 0.

) =
(&)

En outre, si ¥ est un sous-espace dense de X * f

ltapplication

continue W vérifie SF1 dés qu'elle vérifie,

(SFO) Pour tout ¥ €% et tout t € JO,T[, la fonction complexe

(1) Voir le Théoréme C1.
(2) Voir la remarque 1 ci-dessus.
(3) Sous les hypothéses UO, U1, U2, U3, Uk et U5 ci-dessus.

*
(4) i.e si G est un ceur commun aux opérateurs At (o<t <T),
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s = (¢lw(s» est dérivable en t et on a,

d *
(p2.7) 35 /(Hlwis) = - (A ¥jw(t) .

s=t

Tout d'abord, SFO implique SF1 car, si f € CQ(HU est nulle
en T, en multipliant les deux membres de (D2.7) par f(t) et intégrant
par parties au premier membre, on obtient (D2.6) pour tout ¢ € G ;
donc aussi pour tout ¢ € 33*, puisque les deux membres de (D2.6) sont
fonctions continues de § sur X , en vertu de la seconde inégalité

(D2.2).

Pour établir la premiére partie de 1'énoncé, on peut procé-
der comme suit (1) : soit W une application continue de [O,T] dansaz
vérifiant SF1. Désignant par F 1e sous-espace de C1([O,T], Jﬁ*) formé
des fonctions nulles au voisinage de T, on va d'abord montrer que SF1
entraine que, (SF2) Pour tout F € & ,

T T
(p2.8)  [(F'(t)|wW(t)adt= f(A:F(t)l«w(t))dt - (F(0)| w(o)) .

o o
[on note que la fonction t - (A:F(t)lW(t» est continue en vertu de la
continuité de F, de celle de 1'application t - A: (condition U3) et de
1'équicontinuité de {A:lo <t < 7} (relation (D2.2))]. En effet, SF1

entraine que (D2.8) a lieu pour tout F € F de la forme,

n
o
(p2.9)  F(t) = Z £(t)y, (0 <t <T) ou y, €X,et £, € C (W)
i=1 .
(i = 1,2,...,n). Mais les fonctions de la forme (D2.9) forment un sous-
1
espace dense de C ([O,T], 35*) [on peut approcher dans Cl([O,T], 35*)
une fonction quelconque en commengant par approcher uniformément sa

(2 N
dérivée jD'ou (D2.8) pour tout F € F puisque les deux membres sont

fonctions continues de F.

L'idée essentielle de la démonstration est alors de se rame-

ner au cas ou W applique [O,T] dans % _, en prenant, dans (D2.8), F de

(1) Les idées de cette démonstration nous ont été communiquées par
C. Bardos.
(2) voir la note (1) page suivante.
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la forme,
(D2.10) F(t) = R:G(t) (0 <t <T), oa G € 01([0,7], ).

[on note désormais R, au lieu de Rk,t (0 St < T)]. I1 faut d'abord
montrer que la fonction F définie par (D2.10) appartient a

Cl([O,T], 36*). Pour cela, on commence par remarquer que la premiére
inégalité (D2.2) jointe & la relation AR, = I - X R: et 3 la relation

tt
(D2.5) entraine que,

(p2.11) HIR:WHI < cte ||¥]] pour tous y €M et t € [o,7].
*

D'ou on déduit que, pour tous ¥ €96 et t € [O,T], 1'application

*
s = st est dérivable en t et vérifie,

(D2.12) d R* R*A*R*
-1 ds/ sV = 7 ReARyY
s=t
ssulte d ion L(R. _4-R.§) = R, _(L(A'R y-A, R, ) et
[cela résulte de la relation T t+hw_ t¢ = R nGGlay tW- t+h tw e

*k ok
de la dérivabilité de l'application s = ASRt¢ stipulée par la condi-
tion U3 et la relation (D2.3)]. Mais d'aprés (D2.11) et (D2.12), l'ap-
*
plication (t ,t,) =R, G(t,) de [0,7] X [0,7] dans ), admet des dé-
1

rivées partielles données par,

d *G( ) R* A* R* ( d R* ( * '( )
q¢/ ReC(ty) = - Ry A R G(ty) et S/ Ry G(t) = Ry Gr(ty)
ot 171 1 1 1
1 t=t

et ces dérivées partielles sont fonctions continues de (t ,tz) a va-

1
leurs dans Jﬂ* en vertu de (D2.11), de la continuité de l1'application

t - R:w (y € ;& ) et des hypothéses UL et US5. D'ou F € Ci([O,T], JE*) et,

(p2.13) F'(t) = - R:A:R:G(t) + R:G'(t) (0SSt s<T),

(1) Voir & ce sujet dans Lions [22] la fin de la démonstration du

Lemme 1.2, pages 45 et 46.
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Cela étant, pour F € F de la forme (D2.10), (D2.8) donne,

T T
(p2.14) [(RLG' (0 [W(e)at = J(ARG(®)]W(t)at
(o] [e]
)

E R *
+ f(RtAthG(t)lW(t)) dat - (R G(0)|w(0)).

o
* %k — *

Ainsi, compte tenu de ce que Ath =1I- A Rt et Ath =1 - th, on ob-
tient,

T T

~ ~ o~ ~J
(p2.15)  [(a ()| W(eDat = [a(0)] X W(enat - (a(0)]|W(0)
o o

pour tout G € Cl([O,T],ﬁG ) nulle au voisinage de T, en posant,

~

(D2.16) ¢ = AL r RAL et W(t) = Rtw(t) (ost s,
On note que l'application Wt oo th) et 1'application t = X;th) sont
continues de [O,T] dans X et X8 respectivement. En effet, la premiére

inégalité (D2.1), jointe a la relation Ath =1 - th et a la relation

(D2.4), entraine que,
(D2.17) "IRtwnl < cte ||4]]  pour tous ¥ €M et t € [0,7T].

D'ol on déduit que 1l'application t = Rtw appartient a C([O,T], £ )
pour chaque ¥ Ej@ et que G)E C([O,TJ,JE ). Et la continuité de ﬁ en-
traine celle de 1'application t = Atﬁkt) [en vertu de la seconde iné-
galité (D2.1) et de la continuité de l1l'application t - Atw ?tipulée
par U3 pour chaque § € X% ] et celle de 1'app1i?ation t - RtAtakt) en
vertu de la continuité de 1'application t - RtAtw pour chaque § € X
[condition U3, relation (D2.17) et continuité de l'application t *» Rtw

pour chaque § € *5] et de la relation,
(D2.18) HRtAtWH Sc'|l¥l]  pour tous § € X et t € [0,7],

laquelle résulte de 1'hypothése Uk et de ce que 1l'opérateur borné

TR
o
(Ath) prolonge 1l'opérateur RtAt'
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Pour conclure, on va s'appuyer sur la conséquence suivante

(1)

de la "formule de Green" :

LEMME.- Soient Z et L des applications continues de [0,7] dans ﬂé

telles que,
T T

(D2.19) J@@r (o)) z(e)at + J(G(e)|L(t)at + (G(0)]z(0) = 0
o o

pour tout G € Ci([O,T],#Q) nulle au voisinage de T.
Alors, on a, pour tout t € [O,T],

t
(p2.20) Hz(t)H2 - nz(o)H2 =2 [ Re (z(s)|L(s)as .
l o
Avec Z(t) = W(t) et L(t) = - Ktﬁ(t) (0 <t <T), (D2.19) coincide avec
(D2.15) établie ci-dessus ; et (D2.20) donne,
t

(02.21) W) |2 - W) ||® = - 2 [ Re (W(s)| X W(shas (o<t <m.

o

Mais, en vertu de (D2.18) et de 1'hypothése UO, on a, pour tous

Yy €X et s € [0,7],
Re (WA W) = (0 - e |lylP

Donc, en portant dans (D2.21),
T

(02.22) W0 |* - [[W0) > < - 2(r-en) [ [W(o)|Pas (0 <t <™
o

D'ol, d'aprés le Lemme de Gronwall [voir par exemple Bourbaki [24],
§ 1 N°k, lemme 2 ],

(e'-2 )t |
lweoy|l (o<t <T).

wit)!
(p2.23) W)l <e
~
Finalement, si W(0) = 0, on a W(0) = ROW(O) = 0; donc, pour tout
~
t € [O,T], W(t) = 0 d'aprés (D2.23) ; et aussi W(t) = O, puisque
o~ ~y
w(t) = (NI + At)w(t) par définition de W.
cqfd.

(1) Voir Lions [23] alinéa I1.5.3 et la remarque 2 ci-dessous.

238



D2

Remarque 1.- La conclusion du Lemme d'uncité faible subsiste en fait
sans 1'hypothése U5 : cela résulte en particulier de ce que la formule
de Green (D2.20) est valable dés que Z et L sont dans 32([0,T],a§)
(voir Lions [24], alinéa I.5.3) ; et on peut affaiblir dans le méme

sens 1'hypothése U3.

Remarque 2.- On peut établir (D2.20) [Lemme ci—dessus] de fagon élé-
mentaire comme suit : de la formule (D2.19) écrite pour G de la forme

P * K avec K €9 (]0,7[:%) et P €D (IR ) a4 support assez voisin de O,
on déduit, par un changement de variable linéaire, que les restrictions
a [O,T] des régularisées de Z admettent comme dérivées celles de L ;

d'ou (D2.20) par passage a la limite dans les relations correspondan-

tes écrites pour les régularisées.
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APPENDICE E

DERIVATION SOUS LE SIGNE SOMME

LEMME.- Soient (Z,z') un espace mesurable, V une mesure positive
O-finie sur (2, ) et J 1'intervalle compact [a,b] deR (a <b)
pourvu de sa tribu borélienne J'. On considére deux fonctions com-
plexes F et G sur J X Z, J ® Z _mesurables et vérifiant les con-
ditions suivantes :
b
(6) [ das | |G(s,z)|v(dz) <+ = -
a Z b
(88) Pour v-presque partout z € Z tel que / G(s,z) ds < + o,
% a
(E.1) F(t,z) - F(a,z) = f G(s,z)ds pour tout t € J .
a
(866) La fonction s = [ G(s,z)v(dz) [définie presque partout sur J

N Z . .
d'apres (6)] se prolonge en une fonction continue g sur J.
(6v) Fla,) € £z, % ,v).

Alors, pour tout s € J, F(s,-) € 51(Z,Zl,v), la fonction

s = fF(s,z)v(dz) (s € J) est dérivable en tout point de J, et on a,
Z

(E.2) fg/ [F(s,z)v(dz) = g(t) pour tout t € J.
| s=t 2

En effet, pour chaque t € J, on a, d'aprés (8§), (88) et (&V),
F(t,.) € £1(Z,:Z ,V) ; et, en intégrant par rapport a v les deux mem-
bres de (E.1), on obtient,

t
[ F(t,z)v(dz) = fF(a,z)v(dz) + [ v(az) f G(s,z)ds.
Z Z Z a
Donc, d'aprés (888) et le Théoréme de Fubini,
t
/ F(t,z)v(dz) = f Fla,z)v(dz) + [ g(s)ds.
Z zZ a

d'ou la dérivabilité annoncée puisque g est supposée continue. cqfd
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APPENDICE F

, 2
A PROPOS DE L'EQUATION - y" + m y =T

PROPOSITION.- Soient, sur IR, W une fonction continue bornée, et

€ une mesure bornée ; et soit m > 0. Alors,
(1) Si u est une fonction continue et bornée sur IR, les propriétés

suivantes sont équivalentes

(I) pour tout f € ¥ (R),

(F1) J(-£"(t) + mzf(t)) u(t)yat = [ £(e)w(t)at + J £(t)E(dt).
R R R

(II) pour tout t € IR,

L

(F2) u(t) = e

) e-mlt_ﬁ W(s)ds + g; f e—mlt_slé(ds).
R

(2) La fonction t = éL'f e_mlt_SIW(s)ds est deux fois continiiment

R
différentiable sur IR.
La démonstration est élémentaire : on vérifie d'abord que
-mlt- AN
la fonction u s t = é%-f e m] SlW(s)ds est deux fois continliment
R

différentiable sur IR et que 1l'on a,
(F3) - u;(t) + mzuo(t) = W(t) (t €R) ;

puis on vérifie que,

(Fh) -21;/ (-e(e) + mleen e ar Cgs) (€ P, s Ew).

Cela étant, on voit que (II) ==>(I) en portant au premier
membre de (F1) l'expression de u(t) fournie par (F2) et en calculant
le premier terme ainsi obtenu grace a (F3) et a deux intégrations par

parties, et le second terme grace a (F4) et au théoréme de Fubini. In-

versement, (I) =>(II) car, si ug désigne la fonction définie par le
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second membre de (F2) et si u vérifie (I), alors, d'aprés ce que l'on

vient de voir,

[ (-£(t) + mzf(t))(u(t) - ug(t))dt= 0 (f €D (W) ;
R
d'ou il résulte que u = ug, puisque u et ug sont bornés (u par hypo-

thése et ug par construction).
cqfd.

COROLLAIRE.- Soient u et W des fonctions continues et bornées sur

R telles que,
(F5) - [t (t)u(t)at = [ £(t)w(t)dt pour tout £ € D (R) .
R R

Alors, u est deux fois continliment différentiable sur IR et on a,

(F6) - u"(t) = W(t) pour tout t € 1IR.
|
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