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P. BOLLEY - J. CAMUS

INTRODUCTION.

Dans [2], on donne un résultat de régularité C” dans 1a direction nor-
male pour des opérateurs du type de Fuchs et on pose le probléme de 1'hypo-analy-

(%) N

ticiteé et de 1'hypo-ellipticité & partir d'un espace de distributions régulig-

res. (la non hypo-ellipticité de ces opérateurs étant établie dans [9] )

On se propose ici de résoudre ces problémes pour la classe d'cpérateurs
elliptiques et dégénéres introduits dans [5] I1 s'agit ici d'une sous-classe de
la classe des opérateurs du type de Fuchs introduite par MM. BAOUENDI-GOULAOUIC

dans [1].

Les résultats d'hypo-ellipticité partielle (cf. Théoreéme 1.1) ont été

annoncés dans [B]

(%) cf. Remarque 6 : on montre en particulier que pour l'opérateur P=(Dtt)2*(th)2.
ona: si UECT(R; P '(R)Yet si Pu est analytigue dans IRZ. alors u est ana-

lytique dans IRZ.
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I. NOTATIONS ET RESULTATS

Soit L 1l'opérateur aux dérivées partielles défini sur
RxR' = {(t,x) ; t eR, x €R"} par :
Min(k,2m) o 4

Lult,x) = ) P (t ult,x)) ,
h=o

(i) k et m sont deux entiers » O ;

2m- . sz
(11) P m=h est un opérateur aux dérivées partielles, d'ordre 2m-h au

plus, a coefficients complexes indéfiniment dérivables dans R x Rn, de la

forme
2m-h 2m~h a
P z ) P )
la]+j52m—h Jea Tt X
ol : .
D°=i—l°|—-——-———————a|ul pour x = (x x ), a= (a arem”
X 01 an 1:---. n » 1,..., n
3x1 ...axn -1 3
et Iul = oy te.aroal s Dt = i 3% ¢

2
(iii) P ™ est un opérateur elliptique d'’ordre 2m exactement dans R x R™.

Soient I un intervalle ouvert de R contenant 1l’'origine et @ un ou-
vert de R". Les éléments génériques de I et Q seront notés respectivement t
et x. On désigne par C (I N 1'espace des fonctions indéfiniment dé-
rivables sur I & valeurs dans l'espace &'(Q) des distributions sur Q ;
c” (I ; &' () s'identifie 3 un sous-espace de &' (IxQ) des distributions
sur I x 2 (cf. [13] ). Enfin, C° (IxQ) désigne l'espace des fonctions indé-
finiment dérivables sur IxQ et & valeurs complexes.

On démontre d'abord dans cet article le théoréme suivent :

Théoréme 1.1 : Avec les hypothéses précédentes, pour tous cuverts 1'C1 et
Q' € Q et pour tout u c C (I 'R tel que L € CT (1'x9"), alors

uec” (I'x).

52



HYPOELLIPTICITE PARTIELLE ET HYPOANALYTICITE

La méthode utilisée est la méthode usuelle des quotients différen-
tiels & partir d'une estimation & priori comme dans le cas des opérateurs
elliptiques (cf. [10] par exemple].

On peut préciser davantage le théoréme 1.1 en utilisant les résul-
tats de régularité en t (pour une classe d'opérateurs plus générale) obtenus
par M.M. BAOUENDI et GOULAQUIC dans LZ] (corollaire 1, proposition 3) :
supposons k < 2m et désignons par pj(x), j =1,....k, les racines de 1'équa-~

tion ¢(x;p) = ou

i =h +h+
2m-h,o(D'XJ i p(p=1)...{p=k+h+1).

o,

3
#(x:p) = Z sz"h 3
h=o0

On a alors :

Corollaire 1.1 : Avec les hypothéses précédentes, soit L € Z tel que
Re pJ[x) >-2gn+k-1 pour tout x € @ et j & {1,... k}.
Pour tous ouverts I' € I et Q' € Q et pour tout u € CEW (I : P'@)) tel

que L u & c” (I'x'), alors u €C (I'xQ').

{Pour la définition de 1l'espace wa (1 ; $'(Q)), on renvoie &
[2] . Par ailleurs, le lien entre les racines pj(xJ introduites ici. et les
racines lj(x) introduites dans [2] est AJ(XJ ==-1- pj(x) pour j=1,...,kJ).

Ce résultat pourrait, d'ailleurs 8tre obtenu par la méme méthode

que celle utilisée pour la démonstration du théoréme 1.1 : la régularité en

la variable t s'obtenant & partir des résultats donn&s dans [4].

Ensuite, on démontre le

Théoréme 1.2 : Soit s wr mombre réel » 1. Avec les hypothéses précédentes,
on suppose les coefficients de l'opérateur L de classe de Gevrey d'ordre s
sur IxQ. Pour tous owverts I' C I et Q' ¢ Q et pour tout u € C° (IxQ) tel
que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur 1'xQ', alors u est de classe

de Gevrey d'ordre s sur I'xf.
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La méthode utilisée est une adaptation de celle donnée dans [11] &

partir d’une estimation & priori, comme dans [7] .

Dans le cas particulier ol s = 1, on obtient le résultat d'hypo-ana-

lyticité suivant :

Corollaire 1.2 : Avec les hypothéses précédentes, on suppose les coeffictents

de l'opérateur L analytitques sur IxQ. Pour tous ouverts I' C I et Q'c Q et

pour tout u € C. (IxQ) tel que Lu soit analytique sur 1'xq’, alors u est ana-

lytique sur I'xQ'.
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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE ET HYPOANALYTICITE

II. PRELIMINAIRES

II.1. Quelgues espaces de distributions.

Pour s € R, H(R™ est 1'espace :

S/ »*)
HSOR™ = {u e (RM: F uce). (1+]g]%) % e LZRM 3
muni de la norme :

2 s 2 1/2
s—sllull = el IF w2
H(R) R"
Pour s¢ Ret r € R, HO(R; H (R™) est 1'espace
s
HS (R HOR™) = {ue 80 (R; HO(R™) ; (1+]7]2)™2 Fumre Pory HiRM 0y
muni de la norme

2 1
2,® 2
HS(R; HTUR™) = (f lar+]<]5 % Q‘t utt)] o dt) .
w H (R)

u —|u}

Pour s€ RetreR, H'T(RxR") est 1'espace :
S 2
HT(RxR™) = {ue £ (RxR™ ; (1+]g]2 + 7|22 (1+]g]?) 25 ut.e)e AR

muni de la norme :

2 2s 2r 2
w—alull , . . c[ elel 1D aelel D18 ume ] or o
H™"" (R x n ’

R xR

Pour s' < s etr' <r, H'T(RxRM s'injecte algébrigquement et top

s',r'

giquement dans H (Rx R™M. L*opérateur D, (resp. Dx pour i=1,...,n) est 1

t

5-1’r[tRxIRnJ (resp. H5'1‘r(rerR”) et

aire et continu de H°*T(Rx R") dans H

s, r-1

H (Rx R™). L'espace C;(TRX R"™) est dense dans H*'T(Rx R"). Pour tous

(»#) Etant donnés p € N\{o} et E un espace de Banach, on note (cf. [13]]

})'(pr; E) l'espace des distributions tempérées sur RP 5 veleurs dans E,
L (RPY = B (RP; ©) ¢

yzu(;) est la transformée de Fourier de ul(z) pour z ¢ =P et g ¢ RP 3

12 (pr; E) est 1'espace des (classes de) fonctions mesurables surfRD a va
dans E et telles que J’ ”u(z)lié dz < + =, dz étant la mesure de Lebesgue sur R
ZED - 2P, . ™
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¢€’CZ( R xar). s ¢lR et r € R, il existe une constante C(s,r,¢) > o telle que

pour tout ueH> Tl R xR on ait

n

(2.1 [[¢ul]
H* TR x R™) "UR x

< sup 4. Ilull o Cts,mb)-llulle,r_1

(R xR™

par llull ).
TerRmr™)

(Si r=o, on peut remplacer dans le second membre ”u” JR— n
H™ ' (R xR

En particulier, si ¢E.C:(fR fonJ et ueH®’T(R xm"), alors

6 ueH’T (R xR"). (cf. [‘12] pour ces propriétés). Enfin, pour s > o, H (R 5 HTR™)

s,r-s

s'injecte algébriquement et topologiquement dans H™’ (R xl’Rn].

Pour selR, relR et ke, Wi'r(fR xR™) est 1'espace

W TER xR™ = {u e ST (R xR™ tf M ue T TOR xR™M, 0 < h o< KD
muni de la norme :
Kk 2 1/2
k-h
w—lull . I [ 5
wk’ (MR xMR) h=o0 H (MR xMR)

Pour s' < s etr' <r, ws'r(l"R xR™) s'injecte algébriquement et topolo-

s',r'

K (MR x®"). Etant donné uew (R x®R" ), alors D uewi'r[rRan]

i
(R xm™M. L'espace C (MR xMR") est dense

giquement dans W

S,r+1
[

dans w T(MR x/R"). Pour r=o, on notera plus simplement 1’espace w Ttmr xm™ par

pour i=1,...,n si et seulement si ueW

Wi (m xm™.
k

II.2. Structure locale des &léments de C* (IR ; D'(R).

On désigne par c” (R éD'(fRn)] 1'espace des fonctions indéfiniment
dérivables sur (R & valeurs dans l'espace ’'( R™) des distributions sur r"
(cf. [13] ; noyaux semi-réguliers en t). On donne un résultat de régularité lo-
cale de ces fonctions.

S © n © n

Lemme 2.1. Etant donnés u € C (R ; V' (M), ¢ ¢ CD(!’R xfR'), seR et s >0, KEM,
ilemtstereﬂ?telquedauew Tt ox ™.
Démonstration : D'aprés [1@ (cf. aussi [13:]], pour tout s € et s > 0, il existe

reR tel que ¢ u e H (R ; H(MR™). On en déduit facilement le résultat.
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II.3. Résultats concernant certains opérateurs différentiels ordinaires.

On rappelle ici un résultat essentiel pour la suite concernant certains

opérateurs différentiels ordinaires.

Soit L(t ; Dt] 1'opérateur différentiel ordinaire défini sur IR par

Min(k,m)

Lult) = L(t 5 D) ult) = I P Moy M uey
t
h=0
N _ 1 d <
od Dt =T & et ot :
(i) k et m sont deux entiers > o ;
-h
(ii) p™ (Dt] est un opérateur différentiel ordinaire d'ordre inférieur ou
égal a m-h, & coefficients constants complexes
m-h L _
PPy = 5 ™ gl BTN e
t i J T J
j=o
(iii) Pm(T] est un polynBme de degré m ne s'annulant pas sur I[R.

On désigne par ¢(p) = o 1l'équation indicielle associée & 1'opérateur L

avec
Min(k,m) _ _
$lp) = % PIN 4K tp-1) vul Co-kehe).
m-h
h=o
On a alors le théoréme suivant
Théoréme 2.1. : Soit p un entier > o et soit Ty le nombre de racines de 1'équation

. e 1
¢(pl=0 vérifiant Re p > -p-m+k- > On suppose qu'aucune racine de ¢(p)=0 n'est

située sur la droite Re p = - p - m + k - % .
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Alors, l'opérateur L considéré comme opérateur linéaire continu de
(%)

wr2+p( R) dans HP( R) est & indice et son indice est éaal a K-er .

De plus, si r, = k, L'opérateur L est un isomorphisme de W':+DI R) sur

un sous—espace fermé de codimension k de HP(R).

Pour une démonstration de ce théoréme, on renvoile & [4] et I:SJ

h m+p-h

(%) On désigne par W:+p( R) 1l'espace des u € 4'(R) tels que tk_ ueH (mR)
pour h=0,...,k muni de la norme
k k-h 172
u ———s [Jul] = oz It7 ) .
m+p ' m+p-h
W (R) h=0 H (R)
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III. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.

III.1. Une estimation a priori.

On conserve les notations des chapitres I et II.

Proposition 3.1 : Pour tout xoear, 1l existe un P eW tel que pour tous pe,
P2 p, et gER, 11l existe deux constantes Cp q>° et €5 > o telles que st u €

wimp'q(mxm"] avee Supp uc{(t,x) € R xR" ; [[(t,x) - (o,x )] < e} on ait :
[[ull <c o Ul * ol N }.
WP R x R TP HP- 9 (R x R™) 2P (R x R

La démonstration de cette proposition se fait a partir du théoreme 2.1

en utilisant les techniques d2 [5]. Cependant, pour la commodité du lecteur, on

rappelle briéevement les étapes de la démonstration.

h sont & coefficients constants et

1ére étape : On suppose que les opérateurs sz-
homogénes de degré 2m-h (ou identiquement nuls). Par transformation de Fourier sur
Rr" par rapport aux variables tangentielles x, l'opérateur L se transforme en un

cpérateur différentiel ordinaire en t, noté L(t; g G ) dépendant du parametre gear

et défini par : Min(k,2m)
2m-h

Llt s E, D) v(t) = I P (c.0.) {t"M vit)).
t h=0 t

Utilisant le théorame 2.1, il existe Py € N tel gue pour tout p > Py -
n R . . 2m+p
pour tout £ € (R, 1'opérateur L (t ; g, Dt] soit un isomorphisme de NK (R) sur
un sous-espace fermé de codimznsion finie k de HP(R) .
Posant alors po = Max (p1 , 1-2m + k), pour tout p Z_po, il existe une
constante Cp > o telle que pour tout w € Sn-1 , sphére unité deIRn. pour tout

v e wim+ptn?3 on ait :

3 2m+p-h 2
(3.1) z r |log (s
h=0 2=0

«-h
v(s)) || < C |ltts 5 w, D) v .
ry TP S HWP(R)

Pour u & CZ (RxR™") et Ee R\ {0}, on pose v(s) = 5; u(t,g) avec

s=t]5|. On applique 1'inégalité (3.1) & un tel v, on multiplie 1'inégalité obtenue
1
2m+p-k-=
par |g| P

59
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On en déduit alors 1'estimation :

(3.2) _<_Cp{”Lu" o Y.

llull + lull B}
wi""p'q(m x R™) HPP 9 (R x R™) wi”‘*p TR xRM

2éme étape : On établit la proposition 3.1 dans le cas Xo = 0. Par translation,
on peut toujours se ramener & ce cas. On introduit les opérateurs L% et Lg défi-

. n
nis sur R xR par :

Min(k,2m) ) . _
L° ult,x) = by p?mah(t,x] ol o} 5 Gt
h=o0 |al|+j=2m-n J°
Min(k,2m) _ : _
Lz ult,x) = b pz.muh[o,o) D‘l D: {tk h ult,x)}.
h=0 |a|+3=2m-h J-

Soient alors p €N, g € R et € > o. Utilisant 1'inégalité (1.1), il

est facile de voir qu'il existe des constantes ale) > o avec lim ale) = o,
€>0
C1(p.q.e) > 0 telles que pour tout u ewim+p’q[in R™) avec supp u € {(t,x)eR len;

lct.x)] < e} on ait :

(3.3) - Ll < ale) Jju

n

HP (R x R™) wim+p'q[[Rx1Rn)

+ C,(p,a.elful _
1 w2m+p.q,q 1(fofRn)

K

Par ailleurs, il existe une canstante Cz(p.q.e) > 0 telle que pour tout

u € winﬂp,q[mxmn) avec Supp u ¢ {(t.x) ¢ R xR" ; “(tKX)” < €} on ait

(3.4) e - il < C, (p.qg.e) Jul] )
HP 9 (RxR™) ~ 2 WP AR R

Appliquant 1'inégelité (3.2) a 1’'opérateur Lg pour p > Pg » ON déduit

la proposition 3.1 des inégalités (3.2), (3.3) et (3.4).

III.2. Régularité partielle.

On conserve les notations de la proposition 3.1. On a alors :

Proposition 3.2 : SZ u € wim'p'q(mxmnl avee Supp u € {(t,x) € R xR" ;

2m+p,q+1

e, x) - (o.x°)|l < ep} et sz Lu € W' (Rx R™) alors u € W (RxR™M.
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Démonstration : On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour heR\ {o}
et i=1,...,n, on pose :

h vit,x) = v(t,x peeea Xt Ryeess xn)

T 1
=2 -
Pin vit,x) = n [Tih v(t,x) vit,x)].
On a :
Min(k,2m) .
2m-h a-j k-h
Lip, ul(t,x) =p. (Lu)(t,x) + I z p., (p J(t,x)D D (T, (t ult,x))).
ih ih h=o |a[+j§2m-h ih""j,a x t 'ih

Etant donnés p€ N, g € R et € > 0, il existe une constante C(p,q,e) >0

telle que pour tout u ¢ wim+p‘q(ﬂ?x R™) avec Supp u ¢ {(t,x) € R x Rr"

lte.x) - (o,xo)" < €} on ait

lILte, ull <o, (Ludll + Clp,a.e) JJul .
P (R x R P A R xR WZMP AR x R")

On applique la proposition 3.1 & pipu avec u € wim+p'q(ﬂ?x Rn). Supp u

C{tt,x) ER xR" ; tt.x) - (a,on” < ep} et h suffisamment petit

: c ., (L
Ipth"me*p.q“R X IR"J = p,q("plh( ul ”

+ e, ull _ +
2 P9 (Rx®rY D wi’"*p'q Tirx BR™

+ Clp,a.e_ ) |lu]l
P WEMPe AR < R™)

Par suite, 11 existe une constante Cé q > o telle que, pour h suffi-

»

samment petit, on ait :

lleull <c A + el r -
ih wi"‘*"'q(mxm”) p-q HP (R x R™) IR AR x ")

On en déduit que O, u € wim+p'“(nlenn), et -ceci pour i=1,...,n.

2m+p, q+1
k

Finalement, u € W (RxR™), ce qui achéve la démonztration.

III.3. Démonstration du théoréme 1.1.

Soit u € CT(I ; $'(2)) tel que Lu € C7(I' x Q') et soit [to , xo] €

I' x Q'. On doit montrer que u est indéfiniment dérivable au point (to , xo).

Pour t0 # 0, le résultat est classique puisque 1'opérateur L est ellip-

tique en tout point (t,x) pour lequel t # o.
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Si to = o, soit V un voisinage ouvert du point [o,xo) avec V& I' x Q'
et soit ¢ eD(I' x Q') avec ¢ = 1 sur V. D'aprés le lemme 2.2, pour tout p > o,
il existe g € R tel que ¢ u € win‘up.q(mxmn). En particulier, pour tout Pe®(Vv),

(‘Fu 4 wim-*p.q[mxmn). Choisissons alors p > Py ol Py est 1'entier associé au point

X, comme dans la proposition 3.1, et ¥ e @ (V) avec Supp“PC {tt,x)eER xR " ;

IFt.x) - (o.xolll < ep}. Or :

Min(k,2m) _ _
LPw) = 9 .lu+ T [sz h,‘f] 1P )

h=o
N _ N 2m-h P
ol X e D(V) avec X9P=%, et ou [P ,‘f’:] désigne le commutateur des opérateurs
P2 ot P . Comme [sz_h.?]{tk-h X u}éHpH’q(rRx rRM) ¢ Hp'q+1(i'Rfon), il en
. p.q+1 n N cas e
résulte que L (®u) e H (R xR ). Utilisant la proposition 3.2, on en déduit

2

que Pu e wkm+p,q+‘l(mxmn)_ Itérant le raisonnement, on en déduit que

Qu e wirmp,q(mxmn] pour tcut q.

Ainsi, pour tout p > p0 , 11 existe sp > o tel que si

YeD (R supp Pc{tt,x) eR xR" ;

) - <
| (t.x2 (O.xOJH cp} ,
alors Pu € wimﬂ:.q(mxmn) pour tout g. On en déduit fecilement que u est

indéfiniment dérivable au point (-o.xo).
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IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.

IV.1. Une estimation a priori.

On conserve les notations des chapitres I et II.

Proposition 4.1 : Pour tout xoelQn, 1l existe un poelN tel que pour tous pe N,
P2 P 1l existe deux constantes Cp > o0 et € > o telles que st u € wim+p[R x R™)

avee Supp u € {(t,x) € R xR" ; || (t,x) - to,x || < e} on ait :

lull <c_{]jul| + {1l i} }
wfmpqum“J P HP (R x R™) wf”p1(me%

La démonstration est analogue & celle de la proposition 3.1 en utilisant

cette fois la remarque faite sur 1'inégalité (2.1) du chapitre II.

IV.2. Démonstration du thénréme 1.2.

Soit s un nombre réel > 1 et soit u € c®(r &' (Q)) tel que Lu soit de
classe de CGevrey d'ordre s sur I' x Q'. On doit montrer que u est de classe de

Gevrey d'ordre s sur I' x Q'.

v
N
-

On rappelle que ¢i K est un compact de R x Rn, s un nombre réel >
on appelle classe de Gevrey d'ordre s sur K, l'espace GS(K) des fonctions u de
classe C* sur K a valeurs complexes telles qu'il existe une constante L > o avec

sup_ L"le] (a2 0% , <+
aeN” L7(K)

Si w est un ouvert de R x R", Gs(w) désigne 1l'espace des fonctions de
classe C’ sur w qui sont de classe de Gevrey d'ordre s sur tout compact contenu
dans w. Pour s=1, on obtient les fonctions analytiques. On peut aussi définir ces
espaces en utilisant les normes Lm au lieu des normes Lz.

Soit (to.xol € I' x Q" avec to # o. L'opérateur L étant elliptique en
tout point (t,x) pour lequel t#o, il est classique que ceci impligue que u est

de classe de Gevrey d'ordre s dans un voisinage du point (to,xo) (cf. par exemple

o).
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Soit maintenant (to.xo] e I' x Q' avec to = o et montrons que u est de
classe de Gevrey d'ordre s dans un voisinage du point [o.xa). La démonstration
gui va suivre est tout & fait analogue & celle donnée dans [:7] . Nous nous limi-
terons donc & reproduire les étapes essentielles.

Auparavant, nous rappelons les inégalités de Hardy suivantes (cf. [3]).

pour tous entiers i et j et u appartenant a C:(le R"), on a

j L1 R P LTS TS B
(4.1) Ilod ujl < [ti+5. .t -] oY dw .
t 2Ry R 2 2 £ LZ(Rx R™)

On en déduit, en particulier, gue si p € N avec p > k-2m, la norme

u—> ||tku|] om+ n est une norme éqguivalente sur 1l'espace wimﬂj(ﬂ?x Rr").
HT PR x R™)

Ainsi, pour p > k-2m, 1l'estimation a priori de la proposition 3.1 peut s'écrire

K k
(4.2) "]l <c_{|leul] + 1"l )
HM™P(RxRY) ~ P HP (R x R™) HMP N R x R

1ére étape : Transformation de 1'inégalité a priori.

Soient a et b deux nombres réels tels que o < b < a. Soit w' un voisinage
ouvert de x_ dans R" et w = w' x J-a,a[ le cylindre ouvert correspondant. On suppo-
se a et w' convenablement choisis pour que w soit contenu dans (I' x Q') N

{((tt,x) e R x R" ; || (t,x) - o, x M| < ep}. Pour o < € < a, on pose

m:: = {x ew' ; dlx ; 3w')> ¢} ol dlx ; dw') est la distance de x & la frontiére
dw' de w' ;

w = w'
€ €

N (u) = |lu]l .
€ Lz(we)

x ]-a+e, a-e[s

Les coefficients de 1'opérateur L étant de clesse de Gevrey d'ordre s sur

w, 11 existe donc une constante K‘I > o telle que pour tout y ean et je N, on eit :

2m-h
" .

. S
(4.3) sup||oY o] qu‘”*J” Uyl .

a.y.h 3% T %)
Les estimations a priori (4.2) étant valables dés gue le support de u

est dans w, en utilisant la méthode "des ouverts emboités” ce Morrey-Nirenberg, on
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va obtenir une majoration valable pour des u & support quelconqgue.

Pour tout € > o et €, > o tels que € + €, soit inférieur & a-b, i1l

1 1
existe une fonction ¢ eéb(me )} telle que :
4
P(t,x) = 1 pour (t,x) appartenant & w
8*81
llod oY 4} cc, 31 our tout 3em et yem",
tox w) T 1

la constante C1 étant indépendante de € et €q-

Lemme 4.1 : Il existe une constante C, >0 dépendant des ccoefficients de L et de

L'entier p 2P, telle que, pour tout u € c’(rRx R™), pour tout € > o et €, > o

avec € + e, < a-b et pour tout veN" et j e N avee |v| + j < 2m+p,

]
N, @ odctkun <, I ceelslee N, of 08 ()
€ €1 X IBI’Y'EF 1 X
+ X cr2mpe |8l ey o} 0¥ .
|8] +2<2m+p-1 €1 x

Démonstration : Il suffit d'appliquer 1'estimation (4.2) & Yu, pour u € cTirx ™).

Lemme 4.2 : Il existe une constante C3 > o dépendant des coeffictients de L et de

Ll'entier p 2 Py telle que pour tout u € cT(Rx R"), pour tout € > o et €, > o avec

1

€ + e, <abetpour tout a €N, veN" et j &N avec |v|+j < 2m+p, on ait :

)
R L
€1 t X

J ~vta, .k
N, (0] 07" %Ru)) <oy 1 Lul) +

e I8l+e<p

+ )) er2mprlBlen [Di Dz+a (thuy +
|g]+2<2m+p-1 €1

. eprlelre py By ettt g S
[8]+2<p |8 +r<om a'<a greg & BT
= latho 2722

N (oFtE pStBrBlrasat okl
€4 t X

Dénonstration : On applique le lemme 4.1 & la fonction Dzu. Ce qui donne

Ete €

N, 0] oY% fu < o, Ioocerlely f 08" () +
1 [8]+2<p 1 x
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-p+|B|+2 2 B
o1 eerleley w, o, [0) .Jw

lel+e<p €1
. ) er2merlBlL g pBre kL,
|g|+2<2mep-1 g b X

On estime le second terme du deuxieme membre de cette inégalité. On a

. B[ a ] Minik.Zm] Z ) 5 a B .. |
N_ (DD |D_,Ljul< , ,30,,)0,,)0
€4 toxEx h=o ]Y]*§:2m~h B'<8 a'<a 8oL
<2 |a’ |70

Z'DE'+G'P2m‘h”
tox S:Y (W)

N (DSTETE pYtBTBITaTat (KN,

€1
D'aprés 1'hypothése (4.3) et les inégalités de Hardy (4.1), on obtient
L DB'*Q’ P2m-h L S+R-L' Dy+B~B'+a-u' K

-h
¢ DOy LT N, (O M (t" ul) <

llo .

c.Kl“'l*IB'|*2'+1 htSRTLt gytBoBiratal Ky,

S
(Clar]+]8*]+2231) N€1(Dt y

Remarquant que h+|y|+s < 2m, on obtient le lemme 4.2.

2éme étape : Majoration des dérivées presgue tangentielles.

On traduit maintenant 1'hypothése : Lu est de classe de Gevrey d'’ordre s

sur w, i.e. : il existe ure constante K2 > o telle que, pour tout ¥y eINn et j € MN,
on ait

: s
(4.4) oY od L] < kY gy o’

x t 2 -2
L (w)
Dans 1la suite, on choisira K1 = KZ = K.
L

L'entier p étant fixeé z_po , on dire qu'une dérivation D Dz , avec

t
2 €N et a € m” est presque tangentielle si & < 2m+p. Les lemmes 4.1 et 4,2 per-

mettent d'obtenir une majoration des dérivées presque tangentielles de tku.

Lemme 4.3 : Pour tout entier p > Py s 1l existe une constante M = M(p) > o telle

que, pour tout ueNn et LeWN avec £ <2m+p et pour tout € >0 aveco<e <-[—:—It:—2, on ait:

£ o .k lal+2+1 _-(]a|+2)s
(4.5) N(IBI"QJE (Dt Dx (t'ul) _<_M € .
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Démonstration : Pour plus de commodité, on suppose dans la suite, a-b <1 (ce qui
ne restreint pas la généralité).  On raisonne par récurrence sur 1'entier J=|a|*£
(avec £ < 2m+p).

Supposons que (4.5) soit vraie jusqu'ad l'ordre j > o avec une constante

M > 1. Soit a'€ " et 2'¢ N avec &' < 2m+p et tel que |a‘l+ 2' = j+1. On peut

donc écrire a' = a *+ v avec Ivl = 2m+p-&', donc Ia] = j*1-2m-p. Le lemme 4.2
appliqué & €, avec o < € < ?5% , et g, = je donne :

N o 0"V (tfu) < c g A

(3+1)e Tt x R R

ou Ai est le iéme terme intervenant dans la majoration fournie par 1le lemme 4.2.

On majore indépendamment chacun des termes Ai' Dans la suite, C désignera une

constante positive pouvant changer d'une inégalité & 1'autre, mais toujours in-

dépendante de j.

On a : 1
A e L e pr|8]+2 N, (o} of" (L.
[8]+2<p
Utilisant (4.4) et 1l'hypothése €(j+1) < 1, on en déduit que :
A1M'J'2 (s o ¢ m 372,
On a :
A, = ) R N MRS (Di oB*e (tRuy.
| 8] +2<2m+p-1 €4 X
D'apreés 1'hypothése de récurrence, on déduit que :
A, md2 s o,
On a
- " ’ " S
A3= € D*IBI+2 Z 2 (zu](g')(i")Klu |+IB l+2 +1((|(1"]"[B'l"1")!)
|8[+2<p |6|+r<zm Iu"lia B'<B
a”|#o L"<g -
- N, (D‘t"l Di'B'B ratat ko).
1
D'aprés 1'hypothése de récurrence, on déduit que
Ay mi72 (3+1)s < ) ) ) ) K(ZSKM_1)IQ"I*IB'I+ I
lél+2§p |6[*r:2m a"<a B'<B
Iunlgo 2"_5_1
. laly (I8l (2 . , fan| + |B"] + 2~
puisque (|°"|) (]B,l) (i") (CJam] + [B'] + 2m1) <2
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Si 1'on suppose que Zs(n*1) KM_1 < 1, on obtient

. s -1
M‘J‘Z e(j+1]s <cC. 2°(n+1) KM .

A s -1
1-27(n+1)KM

3

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient que si 2s(n+1)KM-2'4

alors 1

N (3 - ~ S s
N(jaqye (OF 007 Vithun) cend™? 7S ¢ Jp™) 302 0 7t . 2D K L
J*1de X : 1-2%(n+1) KM

Cette inégalité montre que 1'on peut choisir M grand vis-a-vis de K et

indépendamment de j pour que :

[DL' oo*V -(j*1]s.

K 3+2
Nijarye (Op O (tTud) <m™ e

C'est précisément 1'inégelité (4.5) & 1l'ordre j+1.

Lemme 4.4 : Pour tout entier p > P 1l existe une constante N = N(n) > o telle
que pour tout a € N et 2 €W avec L < 2m+p et pour tout b aquvec o < b < a, on ait :

S
(4.6) N, (0 02 (thw) < el 2 ey

|u|+l

Démonstration : Dans (4.5), on choisit € = ce qui donne

N oF 0% (tfuy) < mlaltet oyt Ualsbis o g Ualsos
a-b t x - !

On en déduit (4.6) grace & la formule de Stirling.

3éme étape : Majoration de toutes les dérivées.

On se propose de démontrer des inégalités du type (4.6) pour toutes les
dérivées de tku.
2m e s 2m
L'opérateur P étant elliptique, on peut supposer que Pom o[t,x] est

égal a 1 ; ce qui permet d'écrire 1'identité :

Min(k, 2m) - -
(4.7) DZm (tku] = Lu - _2m-h k-h

t ul).

‘ oy 0% (t
h=o [a|+ij<2m-n 37

j#2m
Lemme 4.5 : Il existe deux constartes M, et n, positives telles que pour tout a en”

et g € N et pour tout b aveec o < b < a, on att :
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2 ~a [3 |a|*1 2
(4.8) N (Dt Dx (tul) iM,‘ Mo

S
ab ((a]+221)

Démonstration : D'aprés le lemme 4.4, 1'inégalité (4.7) est vraie pour tout ae¢ mn

et £ €M tel que & < 2m+p (avec par exemple M1 = Mz = N, cette constante dépendant

de p).
On choisit un entier p1 , avec p1 3_p° de telle sorte que :
Min(k,2m)
1 1,,-1 2m-h 1
(4.9) 1 - T ((2m-h+p,+5) oov (2m+p-3)) Ilp Pom-h, o” 25 .
h=1 L (w)
On applique 1'opérateur D Dp 1 aux deux membres de la relation (4.7)
Mln(K,Zm] 1
0%02™P* T (£40) = 02 02" (L) - I @eh of of pi‘“ar,‘
hZo |a'|+j<2m-h B<a ’
j#2m 2<p+1
o B pP*1-E pd g’ (kR
X t t x -
En isolant les termes de dérivation maximum en t, on obtient :
Min(k,2m)
2m+p+1 a _p+1 2m-h
Na_b[Dx D¢ (t*un SNy (O D7 (Lu)) + ) ||p2m_h'0|l -
h=1 L )
a-b
a ~2+1+2m-h k-h
N, _p (0, D¢ (£ "u)) o+
Min(k,2m)
p+1 B 2m-h a-B ~p+1-2+2m-h k-h
+ ) ) (B)( ) Iog 0f ponn W N, _p (05" OF (57 ) e
h=1 B<a L (w__,)
a-b
2<pt1
Min(k,2m) - ) -
D) ) I G hiofole™ N N (PR T R el (M)
h=o |a'|+ij<2m-h B<a Pia L (w,_) x x

j#2m-h L<p+1
On applique les inégalités de Hardy (4.1) & ch~.un des termes du second

membre ; ce qui donne pour p > Py . compte-tenu de (4.S)

1 o ~2m+p+1 K a p*1l
(4.10) > Na-b (Dx Dt (tu)) E-Na—b [Dx Dt (Lu)) +
Min(k,2m)
a p+1 B & 2m-h
* hZ1 Bza (gl g ) llo, ¢ pzm-h.Jl )
25;;1 a-b
| 8] +2#0

-1 a-B Dp+1 2+2m

((p-to2n-tw3). .. (p-2+2m2)) N, (00 (80 +
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Min(k,2m) _
) I Loy e of of" 0
ho  la|+j<zm-h p<a X 't e

j#2m-h £<p+1

a-b]

Cpais3 U a-B+a' pr1-2+j+h Kk
((r £*3+2].-.[F £+3+h*2)] N, -0y Dt (tuld.

A partir de cette inégalité, on démontre 1'inégalité (4.8) par une
récurrence faite en deux étapes : dans une premiére étape, on suppose que (4.8)
est vraie quel que soit a eINn et 2 €N avec & < 2m+p (avec p 3_p1) ; on démontre
qu'on peut choisir les constantes M1 et MZ indépendamment de p pour que 1l'inégalité
(4.8) reste valable pour a = o et £ = 2m+p+1. Dans une deuxiéeme étape, on suppose
de plus que (4.8) est vraie pour a € N avec |al < jet L elN avec & < 2m+p+1 ;

on démontre qu'on peut choisir les constantes M, et M, indépendamment de j pour

1 2
que 1'inégalité (4.8) reste valable pour Ial = j+1 et & < 2m+p+1.
On établit d'abord la premiére étape de la récurrence. On écrit 1'inéga-

1ité (4.10) pour a = o en tenant compte des hypothéses (4.3) et (4.4)

S
N (t®u)) < kP*? (peny) +

2m+p+1 k
a-b Dt

N>

Min(k,2m)
. Z (p+1) KL+1

s 3 1,71
2 (2!) ((p-l+2m-h+§]...(p—£+2m+—2-))
h=1 1<2<p+1

p*+1-4+2m K
N,_p (O (t"u))
Min(k,2m)
+ ) ) (p;11 K
h=o Jar|+5<2m-h  2<p+1
j#2m-h a' _pt1-L+j+h

Na_b(Dx Dt

s -1
L ((p-£+j+%)...[p-£+j+h*~;—))

(t%u).
On note A1 . AZ ’ A3 les trois termes figurant au second membre de cette

inégalité, et on les majore séparément. Tout d'abord :

-1 ,-2m-r-1 s -1 -1,P*1 o -zm
|
Ay My My ((2mep+1) ) < (KM) (KM Mo

On peut appliquer 1'hypothése de récurrence pour A2 , ce qui conne
- Min(k,2m)
s .
(zmpeni) © < ) Ioh
h=1 1<4<p+1

A M-1 ”—Zm-p-1

2m+p+1 L+1 =%
21 2 L

] K Mz .
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Si 1'on suppose KM21 < 1, alors :

A M-1 M-2m~p°1

,mt ((Zmep+1)1) © < € —2—

C étant indépendante de p.

On peut également appliquer 1'hypothése de récurrence pour A3 , ce qui

donne :
P Min(k, 2m) 4L , _ ;
Ay m11 "sz Pl tzmepranti®< ) ) ¥ K(sz’) ml“ l M22m+h+3
h=o la'[+i<2m-h  2<p+1
j#2m-h
Si 1'on suppose que M1 > 1, MZ > 1 et KM;Z1 < 1, alors :
-1 y=2m-p-1 -s 2m -1 e~ 131
A3 M1 MZ ((2m+p+1)1) ° < C M1 M2 (1 KN2 ) o,
C étant indépendante de p.
De ces trois majorations, on déduit : 1
kit e 2™ 2
S - - - -
N 2P T Ray am w2 P Cemepey ) cf e e P 2, 2 T2
a-b 't -1 2 1 2 2 -1
1 - KMZ

Cette inégalité montre gque 1'on peut choisir M1 et MZ indépendamment de

p pour que 1'on ait :

2m+p+1

(2™P* ey =My

S
N, (Of ((2m+p+1)1) .

c'est la conclusion de la premiére étape de la récurrence.
On fait maintenant la deuxiéme étape de la récurrence. .On écrit 1'iné-

galité (4.10) pour [a| = j+1 en tenant compte des hypothéses (4.3) et (4.4)

1 2m+p+1 .k +p+3 . s
7 Nop (D: Dt'“ P tkuy) < k3PP ((geprany o
Min(k,2m) s -1
D) TP kB (g n® (ipogezmene 3. (p-gezmedy)
L B 2 Z 2
h=1 BR<a
2<p+1 a-B p+1-2+2m Kk
IBI*EJ‘D Na'b (Dx Dt (t"u))
Min(k,2m) s
) ) L@ (921) kI8l ((fe]+2n)
h=0 |a*|+r<2m-h g<a
r#2m-h  f<p+1
} 3 _ 1,71 a-B*a’ _p+1-L+r+h, kK
((p £*r*2]...(p 2+r*h+5)) Na_b(Dx Dt (t"u)
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On note A1 » A2 et A3 les trois termes figurant au second membre de cette

inégalité et on les majore séparément. Tout d'abord :

-3-2 . s -1,3+2 -1,P* -2
Ay 13 (Grampr2) 1) < kD372 e h™ T m?m

-2m-p-1
MZ
On peut appliquer 1'hypothése de récurrence pour A2 , ce qui donne :
-j-2 ,-2m-p-1
1 M2

- 12
<c 1 [KM11]|BI .
B<a
2<p+1
|8]+2#0

S

Ay M ((j+2+p+2)1)°

Si 1'on suppose que n KM;1 < 1 et KM;1 < 1, alors

1 -1

-s 1 KM2 1 n KM1
((J+2m+p+2)1) <C = i =" -
1-n KN1 1-KM2 1—KM2 1-n KN1

On peut appliquer 1'hypothése de récurrence pour A3 , ce qui donne :
- Min(k, 2m)
-2m-p- s ,
PN ((gezmeps2)) < )
h=o |u'l+r§2m~h B<a
r#2m-h 2<p+1

-j-2 ,-2m-p-1
Ay My™ My

7

_J-z
AS M1 MZ

-2m=-4+r+h
2 .
> 1, nKM;1 <1 et KM51 < 1, alors

2
(GGezmeps2) )% < ca2™ w3 1-n k)7

-1.18| 1.2 ot
KK, ) (kM i

Si 1'on suppose que M1 >1, M

A, M_d72 y72mp-1 (1-KM;1)—1.

31 2 )

De ces trois majorations, on déduit

-1,p+1 ,-2m
[KMZ ) Mz +

N (0% p2™P T (Ruyy <Mt M 2
a-b x t -1

2m+p+1 [

2

-1 -1 2m -1

. . KM2 . n KM1 ) 1 . My . Mo
-1 -1 -1 . -1 _ -1 _ -1

1-n KM1 1 KMZ 1 n KM1 i KN2 1 n KN1 1 KM2

Cette inégalité montre que 1'on peut choisir M1 grand vis-a-vis de K,

S -
((j+2m+p+2)1) C. (KM{1)

1

puis M2 grand vis-a-vis de M1 , le choix étant indépendant de [a[ et de p pour

que l'on ait
s

N (p% pZ™et] ((§+2m+p+2)1) .

k j+2 ,2m+p+1
b (0% DF (') < m"

2

C'est la conclusion de la deuxiéme étape de la récurrence et par 1la, la fin de 1la

démonstration du lemme 4.5.
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4eme étape : Conclusion.

On peut maintenant montrer que u est de classe de Gevrey d'ordre s dans
un voisinage du point (o,xol. Soit w le cylindre ouvert introduit a la 1ere étape
et soit K un compact contenu dans w ; soit b tel que o < b < a et tel que K soit

contenu dans 1l'ouvert w . D'apreés le lemme 4.5, il existe une constante M > o

a-b
telle que pour tout a e.{Nn et & € IN, on ait

a Iu]*l*1

L
N (Dt Dx

s
a-b ((a]+2)1) ,

(t5u) < m

d'od 1'on déduit que tku est de classe de Gevrey d'ordre s dans 1l'ouvert w. En
utilisant les inégalités de Hardy (4.1), on obtient que u est de classe de Gevrey

d'ordre s sur w.
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V. REMARQUES.
Remarque 1 : Les résultats du théoréme 1.1. peuvent &tre étendus & une classe
d'opérateurs plus générale de la forme

Min(k,2m) 2m-h K

P R Lt <)),
h=o p

L ult,x)
[s}

(1) k et m sont deux entiers > o, et p = (p1,....pn] un multi-indice
non nul appartenant am" 3

(1ii) Pim'h est un opérateur aux dérivées partielles a coefficients

complexes indéfiniment dérivables dans R len , de la forme

2m-h z 2m-h DJ 0% ,

p J,a t x

P

1}

a

—E*J < 2m-h
1 pi -

L xc o |

(iii) 1'opérateur Pim satisfait & la condition suivante : V EefRn, YV tTteR

avec (g,t) # o, Pim(E.T] # 0.
. . . _ 2 p,2
Ainsi, par exemple, soient p un entier > 1 et P = (Dtt) + (thJ

siu€ CT(R; ©'(R)) et si Pue CT(R?), alors u & C°(R%) .

Remarque 2 : La démonstration du théoréme 1.2 peut étre simplifiée dans le cas
analytique en utilisant les résultats de [‘I] (théoreémes de Cauchy-Kowaleska et
d’'Holmgren pour les équations du type de Fuchs). Il suffit en effet, une fois
obtenue la majoration des dérivées presque tangentielles (2éme étape), d'appli-
quer d'abord le théoréme de Cauchy-Kowaleska, et ensuite de conclure en utilisant

le théoréme d'unicité d'Holmgren.

74



HYPOELLIPTICITE PARTIELLE ET HYPOANALYTICITE

Remarque 3 : Un changement de variables de classe c” préservant 1'hypersurface
t=o0 deR xR" ne modifie pas localement les espaces de distributions réguliéres
sur 1'hypersurface t=o introduits précédemment, et ne modifie pas non plus la
forme générale des opérateurs L (introduits en I) ; par conséquent, étant

donné un ouvert Q dean‘1. on peut donner des définitions analogues d’espaces
de distributions réguliéres sur une hypersurface S de classe t” contenue dans
Q. On peut alors énoncer des résultats d'hypo-ellipticité partielle pour des
opérateurs qui dans un changement de coordonnées locales (qui & S associe
1'hyperplan t=o0) sont du type L. Dans la méme situation, on peut énoncer des

résultats d'hypo-analyticité (S cgevant étre une hypersurface analytique).
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