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P. BOLLEY - J. CAMUS 

I N T R O D U C T I O N . 

Dans [2], on donne un résultat de régularité C dans la direction nor­

male pour des opérateurs du type de Fuchs et on pose le problème de 1'hypo-analy-

ticité et de 1 1hypo-ellipticité à partir d'un espace de distributions réguliè­

res. Cla non hypo-ellipticité de ces opérateurs étant établie dans [9\] . ) 

On se propose ici de résoudre ces problèmes pour la classe d'opérateurs 

elliptiques et dégénères introduits dans [jâ] . Il s'agit ici d'une sous-classe de 

la classe des opérateurs du type de Fuchs introduite par MM. BAOUENDI-GOULAOUIC 

dans [Y] . 

Les résultats d'hypo-ellipticité partielle Ccf. Théorème 1.1) ont été 

annoncés dans [8]. 

2 2 
C-H) cf. Remarque 6 : on montre en particulier que pour l'opérateur P=(D tt) +CtD^) , 

» 2 
on a : si u £ C ( fR ; S)'([R))*et si Pu est analytique dans fR , alors u est ana-

2 
lytique dans fR . 
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I. NOTATIONS ET RESULTATS 

Soit L l'opérateur aux dérivées partielles défini sur 

JR xIR n = {(t,x3 i t e R . x <ElRn) par : 

Min(k,2m3 7 m 

Lult.x) s I P 2 m ' h ( t K " h u(t,x)) . 
h=o 

où 

(i3 К et m sont deux entiers • ; 

(ii3 P ^ m h est un opérateur aux dérivées partielles, d'ordre 2m-h au 

plus, à coefficients complexes indéfiniment dérivables dans (R x(R n , de la 

forme : 
p 2 m - h _ j p 2 m - h ^ Qa 

|a|.j<2m-h J ' a t X 

D a = i~l a l pour x = (x„, . . ., x 3, a = ( a a 3 € Г\1П 

x a a n 1 n 1 n 
Эх л ...Эх , . 

1 " ' H - l - , V V 1 ïï' 

(iiij P ^ m est un opérateur elliptique d'ordre 2m exactement dans (R x Rn. 

Soient I un intervalle ouvert de (R contenant l'origine et Я un ou­

vert de IR n. Les éléments génériques de I et Я seront notés respectivement t 

et x. On désigne par С* (I ; <2)'(ft33 l'espace des fonctions indéfiniment dé­

rivables sur I à valeurs dans l'espace §;' (Q3 des distributions sur Œ ; 

0°° (I ; <£У ( Ф 3 s'identifie à un sous-espace de â'CIxft] des distributions 

sur I x 0 (cf. L 1 3 ] ) - E n f i n ' c°° Clxfi) désigne l'espace des fonctions indé­

finiment dérivables sur Ixft et à valeurs complexes. 

On démontre d'abord dans cet article le théorème suivant : 

Théorème 1.1 : Avec les hypothèses précêdentes 3 pour tous ouverts I* CI et 

ft' С Я et pour tout u e C°° (I ; £)' tel que Lu e C°° (I'xft' 3, alors 

u € 0°° (I'xtt' 3. 
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La méthode utilisée est la méthode usuelle des quotients différen­

tiels a partir d'une estimation à priori comme dans le cas des opérateurs 

elliptiques (cf. QldJ par exemple). 

On peut préciser davantage le théorème 1.1 en utilisant les résul­

tats de régularité en t (pour une classe d'opérateurs plus générale) obtenus 

par M.M. BAOUENDI et GOULAOUIC dans £2] (corollaire 1. proposition 3) : 

supposons k < 2ra et désignons par (x), j = 1,...,k, les racines de l'équa­

tion 4»(x;p) - 0, où 

<fr(x;p)= l P?"""!] £o,x) i K " h p(p-1)...(p-K+h+1). 
h=o 

On a alors : 

Corollaire 1.1 : Avec les hypothèses précédentes, soit l € IL tel que 

Re Pj(x) >-i^m+k-1 pour tout x £ Cl et j £ {1,... K}. 

Pour tous ouverts I' £ I et Q' d Q et pour tout u e C _ œ (I ; %) ' [Cl)) tel 

que L u e C° (I'xQ' ), alors u £ C° (I'xfl*). 

(Pour la définition de l'espace C ^ (1 ; S&'(fl)), on renvoie à 

Q2J • Par ailleurs, le lien entre les racines Pjt*) introduites ici et les 

racines À (x) introduites dans est À (x) = - 1 - p.(x] pour j=1,...,k). 

Ce résultat pourrait, d'ailleurs être obtenu par la même méthode 

que celle utilisée pour la démonstration du théorème 1.1 : la régularité en 

la variable ts'obtenantà partir des résultats donnés dans [4J . 

Ensuite, on démontre le 

Théorème 1.2 : Soit s un nombre réel ^ 1. Avec les hypothèses précédentes, 

on suppose les coefficients de l'opérateur L de classe de Gevrey d'ordre s 

sur ixfl. Pour tous ouverts I' C I et çi* c et pour tout u e. C°° Clxfl] tel 

que Lu soit de classe de Gevrey d'ordre s sur I'xft', alors u est de classe 

de Gevrey d'ordre s sur I'xtf . 
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La méthode utilisée est une adaptation de celle donnée dans [il] à 

partir d'une estimation à priori, comme dans [Y]. 

Dans le cas particulier où s - 1, on obtient le résultat d'hypo-ana-

lyticité suivant : 

Corollaire 1.2 : Avec les hypothèses précédentes* on suppose les coefficients 

de l'opérateur L analytiques sur Ixft. Pour tous ouverts I* C I et Çl1 c Çl et 

pour tout u e. C° HxÇl) tel que Lu soit analytique sur l'xÇl'j alors u est ana­

lytique sur I* xW . 
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HYPOELLIPTICITÉ PARTIELLE ET HYPOANALYTICITÉ 

II. PRELIMINAIRES 

II.1. Quelques espaces de distributions. 

Pour s £ fR, H S(IR n) est l'espace 
^ s/ (*0 

H S ( J R n ) = (u éx?'CJR n) ; ̂ x u C Ç ) . iu\t\2) 2 6 L 2 ( I R n ) } 

muni de la norme : 

u\ >||u|| - ([ (1 + |ç| 2) S | i ? x u ( Ç ) | 2 d ç / / 2 . 

H s(íR n) J^n X 

Pour s С ÍR et г ê fR, H S(fR ; H r(fR n)) est l'espace 

H SCfR; H r(rR n)) « {u € Л '(ÍR ; H r(IR n)) ; (1 + | x | 2 ) S ^ 3^u ( T 3 6 L 2 ( fR ; H r(iR n))} C * 

muni de la norme 

ut H M 
i S( IR ¡ H r ( Í R n » = ci \\u*U\2)** 

IR 

ï u t T j l l 
2 

dT) 

(IR n) 

1 / 2 . 

Pour s é IR et r é ÍR, H S ' r ( f R x ÍR n) est l'espace : 

H s ' r ( f R x fR n) - {u € ^ ' C R x mn) ; (1 + | C | 2 + |T| 2) 2 (1 + UI2) 2-í t x u ( t , O e L
2 ( f f 

muni de la norme : 

f 2 2 s 2 r 2 
ui >||u|| - r ci + UI + M ) (1 + UI > l̂ t xu(T . e ) | dx d 

H ' (ÍRxíR ) ^ x f R n 

Pour s' < s et r' < r. H S , r ( / R x / R n ) s'injecte algébriquement et top 

s ' r ' n 

giquement dans H ' (ÍRxfR ). L'opérateur (resp. pour i=1,...,n) est 1 

aire et continu de H S ' r ( f R x i R n ) dans H S ~ 1 ' r ( fR x (R n ) (resp. H S ~ 1 ' r ( fR x fR n) et 

H S , r " 1 (IR x f R n n . L'espace C~(iRxlR n) est dense dans H S ' F((R x !R n). Pour tous 

(*) Etant donnés p efl\l\{o} ot E un espace de Banach, on note (cf. [já]) : 

J>* (ÍR P; E) l'espace des distributions tempérées sur fR P à valeurs dans E, 

^'(fR P) = J'(fcP ; (C) î 

S^uCç) est la transformée de Fourier de u(z) pour z £ fR P et ç £ ÍR P ; 

L 2 ( (R p ; E) est l'espace des (classes de) fonctions mesurables sur fR P à va 

dans E et telles que J ||u(z)|j2 dz < + °°, dz étant la masure de Lebesgue sur fR 

L 2((R PJ = L 2 ( ( R P ; Œ ) . ^ 
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<J>eCQC fR x r R n ) , s e fR et r fc(R, il existe une constante C[s,r,$) > o telle que 

pour tout u e H S ' r ( fR xfR n) on ait : 

( 2 . 1 ) |Uu | | < Sup U | . || u || + CCs,r,cf>).||u|| n • 
H S ' r C f R xfR n) H ( fR x r R n ) H S ' r ' ( fR xfR n) 

(Si r=o, on peut remplacer dans le second membre || u || . par ||u|| ). 

H 3 ' (fR xfR n) H S _ 1(rR> < R n ) 

En particulier, si <J>€. C * ( f R xfR n) et u e H S ' r ( C R x r R n ) , alors 

<J> u e H S ' r ( T T C x r R n ) . (cf. [12] pour ces propriétés). Enfin, pour s >_ o, H S ( rR ; H r ( T R n ) ) 

s'injecte algébriquement et topologiquement dans H S ' r S ( VR x f R n ) . 

Pour sefR, refR et ke/N, W 3 ' r ( f R x f R n ) est 1' espace 

W*' r( fR x(R n) = (u e <S'C fR xfR n) ; t K _ h u e . H S " h , r ( fR x fR n) , o < h < k> 

muni de la norme : 

k L, u 2 1 / 2 

u» HMI = ( Z ||t K- hu|| . ) . 

W * ' F ( f R xfR R) h=o H S R , r ( f R xfR R) 
Pour s' < s et r' < r, wf/r(rR xfR R) s'injecte algébriquement et topolo-

k 
giquement dans W ® ' ' r ' ( r R x f R n ) . Etant donné u e w f / r ( f R x f R n ) , alors D u€W 3 ' r (TR>*R n ) 

K K X . K 
1 

pour i=1,...,n si et seulement si u ^ W ^ ' C rR x fR ). L'espace C Q ( f R x fR ) est dense 

dans wf/r( fR x / R n ) . Pour r=o, on notera plus simplement l'espace wf/r( fR x[R n) par 
k K 

W S [ fR x f R n ) . 
k 

I I . 2 . Structure locale des éléments de C°° ( fR ; g D ' ( f R n ) ) . 

00 n 

• n désigne par C ( rR ; oD' ( fR ) ) l'espace des fonctions indéfiniment 

dérivables sur (R à valeurs dans l'espace 2)' ( fR n ) des distributions sur îR n 

(cf. Ql3] ; noyaux semi-réguliers en t). On donne un résultat de régularité lo­

cale de ces fonctions. 

Lemme 2 . 1 . Etant donnés u e C°[ fR ; 3)' ( f R n ) ), <f> e C*°( fR x fR n) , sefR et s _> •, k £ flM, 
il existe r c fR tel que <j> u e ^ x • 

Démonstration : D'après Ql4] (cf. aussi [13]), pour tout s efR et s > 0, il existe 

r e fR tel que (j) u € H S ( fR ; H r ( f R n ) ) . On en déduit facilement le résultat. 
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II.3. Résultats concernant certains opérateurs différentiels ordinaires. 

•n rappelle ici un résultat essentiel pour la suite concernant certains 

opérateurs différentiels ordinaires. 

Soit LCt ; D^) l'opérateur différentiel ordinaire défini sur |R par : 

NinCk,m) 

Lu(t) = LCt ; D ) u(t] = £ P m CD, ) { t K _ h uCt)} , 

ou D, = -r -rr , et ou : 
t 1 dt 

C i ] k et m sont deux entiers _> o ; 

Cil) P m h f D t ^ est un opérateur différentiel ordinaire d'ordre inférieur ou 

égal à m-h, à coefficients constants complexes : 

, m-h , . , 
p m " H C D 1 = I P m " h D J , P m " h e I ; 

1 J-o J J 

Ciii) P m C T ] est un polynôme de degré m ne s'annulant pas sur IR. 

• n désigne par cf>(p) = ° l'équation indicielle associée à l'opérateur L 

avec 
NinCk,m) 

<f>(p] = Z P , i pCp-13 ... Cp-k+h+1) . 
m-h 

h=o 

•n a alors le théorème suivant : 

Théorème 2 . 1 . : Soit p un entier >_ o et soit r le nombre de racines de l1 équation 

1 

<J>(p)=o vérifiant Re p > -p-m+k- —. On suppose qul'aucune racine de <j)(p)=o n'est 

s%tuée sur la droite R e p = - p - m + k - — . 
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Alorsj l'opérateur L considéré comme opérateur linéaire continu de 
M 

W™ P ( fR) dans H P ( fR) est à indice et son indice est éaal à k -2 r K • p 

De plus3 si r p = Kj l'opérateur L est un isomorphisme de W^+P^ s u r 

un sous-espace fermé de codimension k de H P( fR). 

Pour une démonstration de ce théorème, on renvoie à [V| et [bj . 

[*-) On désigne par W™ + P(IR) l'espace des u € ^ J ' C fR) tels que t k h u e H m + P h ( fR) 

pour h=o,...,k muni de la norme : 

. . u K I l 4 - K " h I I 2 1 / 2 

u • u = ( Z IF u|[ ] 
" 11 m+• '1 m+•-h 

VT P C fR) h=0 H m P n C |P) 
k 
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III. DEMONSTRATION DU THEOREME 1,1. 

III.1. Une estimation a priori. 

On conserve les notations des chapitres I et II. 

Proposition 3.1 : Pour tout xQe^°j ¿1 existe un p^éfN tel que pour tous péfN, 

p > p et q£fR. il existe deux constantes C > o et z > o telles que si u £ 
— o p,q p 

W ^ m + P ' q ( i R x (R n) avec Supp uc{(t,x) € (R x fR n ; || (t,x) - ( o , x o ) | < c p} on ait : 

l l U H 2m+p • n - C p q í | | L u | 1 p q n + H u H 2m +p,q-1 n }' P ' q ( | R x l R n ) P ' Q H P ' q C f R x r R n ) W f m P ' q '(fRx fR n) 

La démonstration de cette proposition se fait à partir du théorème 2.1 

en utilisant les techniques de . Cependant, pour la commodité du lecteur, on 

rappelle brièvement les étapes de la démonstration. 

1ère étape : On suppose que lc?s opérateurs P ^ m ^ sont à coefficients constants et 

homogènes de degré 2m-h Cou identiquement nuls). Par transformation de Fourier sur 

lRn par rapport aux variables tangentielles x, l'opérateur L se transforme en un 

opérateur différentiel ordinaire en t, noté Lit; Ç, D̂_) dépendant du paramètre Ç€fR n 

et défini par : M. ,. n > p MinCk,2m) 
LCt ; Ç, D ) vCt) = Z P (Ç,D t) {t*

 n vCt)}. 
h=o 

Utilisant le théorème 2.1-, il existe p^ £ flM tel que pour tout p >_ p^ , 

pour tout £ £ l'opérateur L Ct ; Ç, D ) soit un isomorphisme de W ^ m P(fR) sur 

t K 

un sous-espace fermé de codimsnsion finie k de H P(ÎR) . 

Posant alors p Q = ñax (p^ , 1-2m + k), pour tout p >_ p Q , il existe une 

constante > o telle que pour tout w é ^ n-i *
 s P n e r e unité de IR n, pour tout 

v e W* m + pCiR) on ait : 

k 2m+p-h 

(3.1) Z Z ||D* (s*~ h v(s))|| < C || LCs ; w, D ) v|| 

h=o £=o L ( fR) P S H PC rR] 
Pour u £ C~ CfRxfR n) et Ç 6 i R n \ { o } , on pose v(s) = if̂  uCt,£) avec 

s=t|s|. On applique l'inégalité (3.1) à un tel v, on multiplie l'inégalité obtenue 

2 m+ 2 q/2 
par |ç| m P 2 (1+|ç| ) , an élève au carré et on intègre par rapport à £ dans fR n. 
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On en déduit alors l'estimation : 

(3.2) ||u|| < C {H Lu J • fi u H n } . 
V m + P' q(iR x ( R n ) - p Vq((* x(R n) V m +P- 1' qCiR xfR n) 

K K 

2ème étape : On établit la proposition 3.1 dans le cas x = o. Par translation, o 

on peut toujours se ramener ï\ ce cas. On introduit les opérateurs L° et L° défi­

nis sur fR x iR n par : 

Nin(k,2m) . ^ , 
L° uCt.x) = 2 I p 2 m ' h C t , x ) Ol D a { t K " h uCt,x)} 

h=o |a|+j=2m-h
 J' û t X 

Min(k,2m) _ . 
L° uCt.x) = Z S p 2 m _ h C o , o ) D¿ D a { t K " h uCt,x)}. 

h=o |a|+j=2m-h
 J' a t X 

Soient alors p 6 IN, q € ÍR et e > o. Utilisant l'inégalité (1.1), il 

est facile de voir qu'il existe des constantes a(e) > o avec lim a(e) = o, 

C (p,q,e) > o telles que pour tout u € W m p , C , ( I R x í R n ) avec supp u C {(t,x) £ÍR x (R ;  

i K 

Il (t,x) I < e} on ait : (3.3) l | C L ° - L ° ) u | | 

H P ' q ( f R x i R n ) 
1 a i e ) II Li [I 

C ; m + p ' q ( i R x . * n ) 
k 

+ C 1 Cp,q.e)||u| 
w2 m.p.q.q-1 nj 

K 

Par ailleurs, il existe une constante C^Cp,q,e) > 0 telle que pour tout 

u £ W 2 m + P ' q ( f R x rR n) avec Supp u c { Ct, x) £ fR x IR n ; || (t^x) || < e} on ait : 

(3.4) ||(L-L°)u|| < C (p,q,c) ||u|| . 

H P ' q ( f R x / R n ) ^ W f m P 1 , q f r R x rR n) 
K 

Appliquant l'inégalité (3.2) à l'opérateur L° pour p p Q , on déduit 

la proposition 3.1 des inégalités (3.2), (3.3) et (3.4). 

III.2. Régularité partielle. 

On conserve les notations de la proposition 3.1. On a alors : 

Proposition 3.2 : Si u £ W 2 m + P ' q ( f R x rRn) avec Supp u c {(t,x) £ fR x JR n ; 
K 

||(t,x) - Co,x )|| < e } et si Lu £ H P ' q + 1(IRx fRn) alors u £ W 2 m + P ' q + 1 (fR x rR n) . 
" o p K 
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HYPOELLIPTICITÉ PARTIELLE ET HYPO AN AL YTICITÊ 

Démonstration : On utilisa la méthode des quotients différentiels. Pour heîR \ {o} 

et i=1,...,n, on pose : 

T.. v(t,x) » v[t,x„,...,x.+ h,..., x ) 

îh 1 1 n 
p.. v(t,x) = — (T.. v(t,x) - vCt.x)). 

in h in 
Qn a : 

ninCk.2m) 
L(p..u)(t,x) =p,.(Lu)(t,x) + I E p , h ( p ^

m ' n ) C t , x ) D a D ^ C T . K C t
K " h u C t , x ) 3 ) . 

in in . | i . ^ , in j,a x t îh 
h=o |a|+j<_2m-h J 

Etant donnés p £ [N, q e IR et e > o, il existe une constante C(p,q,e) > • 

telle que pour tout u £ W ^ m + P ' q C ( R x fRn) avec Supp u c{(t,x) 6 fR x rR n ; 
K 

||(t,x) - (o,x )|| < e} on ait : 

l|LCp l hu)|| 
H p' qClRx(R n) 

£||p i h(Lu)|| 
H P ' q C Í R x f R n ) 

+ CCp,q,e) ||u| 
w 2 m + p , q 
R 

U R x ГК П) 

On applique la proposition 3.1 à P I R U avec u € W ^ m + P ' q [ ÏR x (R n), Supp u 

C{Ct,x) e (R x f R R ; || Ct,x) - Co,X QD || < e p} et h suffisamment petit : 

|p i hu|| 
w f + p ' q C I R x î R n ) 
K 

p,q lh H p , q ( f R x î R n 3 lh , ,2m+p,q-1 
C<R x FR n] 

+ 

+ CCp.q.e ) ||u|| 

H I 

,2m +D, Q CfRx IR ) 
} . 

Par suite, il existe une constante C > o telle que, pour h suffi-

samment petit, on ait : 

l l p . u u l l O < C * { I l Lull + ||u| n } . 
" l h V m + P ' q ( I R x « n ) - P ' q V q ( ( R x l R n ) V m + P ' q C T R x l R n ) 

k K 

On en déduit que D u É W ^ m + P ' 4 C IR x lRn ), et-ceci pour i=1,...,n. 
x^ k 

Finalement, u 6 W ^ m + P ' q + 1 ( iR x IR n), ce qui achève la démonstration. 

III.3. Démonstration du théorème 1.1. 

Soit u £ C°°(I ; â ' tel que Lu £ C°°CI * x fi') et soit (t , x ] C 
o o 

I' x P.'. On doit montrer que u est indéfiniment derivable au point ( t Q , X Q ) . 

Pour t ^ o, le résultat est classique puisque l'opérateur L est ellip­

tique en tout point (t,x) pour lequel t ^ o. 
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Si t = o, soit V un voisinage ouvert du point (o,x ) avec V I ' x ft' 
o o 

et soit 4» £ 5) (I 1 x ft'3 avec <J> = 1 sur V. D'après le lemrne 2.2, pour tout p >_ o, 

il existe q € fR tel que <J> u e W 2 m + P ' q C (R x lR n) . En particulier, pour tout S'é&CV), 

4* u € W 2 m + P ' q ( fR x fR R) . Choisissons alors p >_ P q où p^ est l'entier associé au point 

X q comme dans la proposition 3.1, et *f 6 cB (V) avec Supp t e {(t,xj £ TR xfR n ; 

||Ct.x) - Co.x o)|| < e p ) . Or : 
Min(k,2m) - _ . _ . . 

L(4>u) = <P .Lu • Z \p2m-h.V] ( t K " h

 X u } 
h=o L 

où x eâ)(V) avec X *f = *f > et où [ P 2 m h. désigne le commutateur des opérateurs 

P 2 m " h et V . Comme [ p 2 m " h , <?] { t K " h

 X u) £ H P + 1 ' q CIR x IRn) C H p ' q + 1 ( fR x fR n), il en 

résulte que L (^u) € H P ' q + > l ( T R xFR n)i Utilisant la proposition 3.2, on en déduit 

que *f u £ W 2 m + P ' q + / l C fR x FR n) . Itérant le raisonnement, on en déduit que 
k 

^ u £ W 2 m + P ' q ( f R x f R n ) pour tout q. 
k 

Ainsi, pour tout p >_ P q , il existe e p > o tel que si 

^ e $ (îR n) Supp <f C (Ct,x) G IR x (R R ; || Ct,x) - CO,X Q) || < L P } , 

alors *f u € W 2 m + P ' q ( fR x FR n] pour tout q. On en déduit facilement que u est 

indéfiniment derivable au point Co,x o3. 
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IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2. 

IV.1• Une estimation a priori. 

On conserve les notations des chapitres I et II. 

Proposition 4.1 : Pour tout X q € IR
n

> il existe un p Q e HM tel que pour tous p e. ÍN, 

p > p , il existe deux constantes C > o et e > o telles que si u € W 2 m P(IRx r R n ) K — ô-* p p ^ K 

auéc? Supp u C {(t,x)€ IR x ï R n ; || (t,x) - (O,X q) || < c p} on ait ; 

H U I I 2 m + p n l C p { H L u l l p n + llUH 2m +p-1 n } ' 
W ^ m P(fRx fRn) P H ( IR x IR ) l C m p n(ÍRx IRn) 
K K 

La démonstration est analogue à celle de la proposition 3.1 en utilisant 

cette fois la remarque faite sur l'inégalité (2.1) du chapitre II. 

IV.2. Démonstration du théorème 1.2. 

Soit s un nombre réel > 1 et soit u e C°°(I ; ¿2>'(ft)) tel que Lu soit de 

classe de Gevrey d'ordre s sur I* x Çl' . On doit montrer que u est de classe de 

Gevrey d'ordre s sur I' x P.*. 

On rappelle que si K est un compact de ÍR x (R n, s un nombre réel >_ 1 , 

on appelle classe de Gevrey d'ordre s sur K, l'espace G^tK.) des fonctions u de 

classe 0°* sur K à valeurs complexes telles qu'il existe une constante L > o avec : 

Sup L"' al (|a|!)" S ||Dau|| 
ct€jNn L^(K) 

Si u) est un ouvert de/R x fR n, ^ ( U J ) désigne l'espace des fonctions de 

oo 

classe C sur w qui sont de classe de Gevrey d'ordre s sur tout compact contenu 

dans ai. Pour s=1, on obtient les fonctions analytiques. On peut aussi définir ces 

oo 2 

espaces en utilisant les normes L au lieu des normes L . 

Soit (t Q,x o) € I' x avec t Ie o. L'opérateur L étant elliptique en 

tout point (t,x) pour lequel t/o, il est classique que ceci implique que u est 

de classe de Gevrey d'ordre s dans un voisinage du point ^ Q , X q ) (cf. par exemple 

[10]). 
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Soit maintenant (t ,x ) e I' x ft' avec t = o et montrons que u est de o o o 

classe de Gevrey d'ordre s dans un voisinage du point (o,x^). La démonstration 

qui va suivre est tout à fait analogue à celle donnée dans [f] . Nous nous limi­

terons donc à reproduire les étapes essentielles. 

Auparavant, nous rappelons les inégalités de Hardy suivantes (cf. [3]), 

pour tous entiers i et j et u appartenant à C Q ( I R X J R N ) , on a : 

(4.1) ||DJ u|| n ± [ ( i - 4 ) . . . U + J -h"] ||D^ + J Ct ju)|| . 

Z L^({RxlR R) ^ Z Z L^(rRxfR n) 

On en déduit, en particulier, que si p e IN avec p >_ K-2m, la norme 

u > ||t^u|| 0 est une norme équivalente sur l'espace W ^ m + P ( (R x IR n) . 

H Z m + P ( f R x IRn) K 

Ainsi, pour p > k-2m, l'estimation a priori de la proposition 3.1 peut s'écrire : 

C 4 ' 2 ) H t k u l l 2 m + p n ± C

P

{ | | L U | | P n

 + I ^ U m + p - l n } * 
H ^ m p ( I R x R n ) P H P ( ( R x ( R N ) H Z m P 1 (fRx[R n) 

1ère étape : Transformation de l'inégalité a priori. 

Soient a et b deux nombres réels tels que o < b < a. Soit w' un voisinage 

ouvert de X q dans fR
n et u ! «' x [ ] ~ a * a [ L I e cylindre ouvert correspondant. On suppo­

se a et o)' convenablement choisis pour que w soit contenu dans CI' x n ' ) A 

{(t,x) £ (R x R n ; ||(t,x) - (o,x )|| < c }. Pour o < e < a, on pose : " o 11 p 

= {x g a)' ; d(x ; 3w') > e} où d(x ; 3ai') est la distance de x à la frontière 

8ii>' de o)' ; 

w = to' x l - a + e, a-e[~j 
c e - 4 *-

N (u) = Il u II 2 

G 

Les coefficients de l'opérateur L étant de classe de Gevrey d'ordre s sur 

w, il existe donc une constante > o telle que pour tout y e HN n et j e fM, on ait. : 

(4.3) Sup \\Dl OJ P f ; h | | . < k M * J + 1 ( t | r | + J ) ! ] 9 . 
a,j,h J' L (u>) 

Les estimations a priori (4.2) étant valables dès que le support de u 

est dans u), en utilisant la méthode "des ouverts emboités" de Morrey-Nirenberg, on 
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va obtenir une majoration valable pour des u à support quelconque. 

Pour tout e > o et > o tels que c + soit inférieur à a-b, il 

existe une fonction ^ e<S5(w ) telle que : 

t ij/(t,x) » 1 pour (t,x) appartenant à u; D j 
t 

D Y 
x 

< C 
1 

- J - I Y I pour tout j e fT\ï et y £ f N n , 

la constante étant indépendante de e et . 

Lemme 4.1 : II existe wne constante > o dépendant des coefficients de L et de 

l'entier p >_ p Q telle que, pour tout u e C ( IR x IR n), pour tout e > o et e > o 

avec c + < a-b et pour tout v e l N n et j é IN <2fô£ |v| + j <_ 2m+p, 

N 
£ + ei 

(D^ D V(t Ku)) < C_ 
t x — 2 |$|+£<р 

I e -p+|3|+£ N (D* D 3 (Lu)) 
t x 

+ le!* 
I 

£<2m+p-1 
e 
-2m-p+| B| + £ N 

"1 
(D* D 3 Ct Ku)) 

t x } 
Démonstration : Il suffit d'appliquer l'estimation (4.2) à î^u, pour u € C (JRxIR n). 

Lemme 4.2 : Il existe une constante > o dépendant des coefficients de L et de 

l'entier p >_ p Q telle que pour tout u 6 C°°( R x IR n), pour tout e > o et > o avec 

e + < a-b et pour tout a e IN n, v e /№ et j e flM atfec | ^ | + J 2m+p, on ait : 

N 
E + G1 

(DJ D V + a ( t K u ) ) < C q t x — 3 ( I 
3 i + Я<р 

e -p+|B|+A N 
"1 

[ D t ° x + a L U ) ) + 

+ |B|-
I 

Jt<2m+p-1 
-2m-p+|3| + £ N 

£1 
CD* D B + a (t Ku)) + t x 

* | e l 
I 
+ ¡L<p I ô j 

I 
+ r<2m 

E-p.|s|+4 I 
a'<ix 

ï 
3*13 оси:.)* 

\а'|+|3'|+А»+1 
C C i a ' l + l B ' l + i ' ) ! ) 5 

l a t o £'<£ 
N 

e1 

) f £

 D 6
 + 3-3' +a-a' [ tK 

t x i 
Démonstration : On applique le lemme 4.1 à la fonction D^u. Ce qui donne : 

N 
e + e 

[DÌ D V + a ( t K u ) ) < C, 
t x — 2 l I 

ß *Я<р 
e - p + | e | + * N tD* D S + a (Lu)) • 

t X 
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• I C " P + L 6 L + * N (D* D B [•« , L]u) 

|B|^<p e i t x x 

J e-2m - p +|B| +£ N ( D J D B
+ « ( t k u ) ) l . 

|B|+Jll2m+p-1 e 1 t x J 

On estime le second terme du deuxième membre de cette inégalité. On a : 

n n Min(k,2m) _ „ „ , 0, L , _ 

C1 t X X h = o | Yhs<_2m-h S'<J3 a'<a « 3 ^ t x s,y L - ( u ) 

V<JL | a ' | /o 

N ( D S + £ - £ ' D Y + 3 - B , + a - a * r t k " h u ) ) . 
c 1 t x 

D'après l'hypothèse (4.3) et les inégalités de Hardy (4.1), on obtient : 

||D*' D 6 * + a ' P 2 m - h | | N iol*1'1' oy*»-*'**-*1

 t t
k - h u ) ) < 

* X S ' Y t X 

c > J a ' | * | B ' l
+ * - 1 ( (| a.| + | B.| t J l M ! ) S

 N ( 0 ^ s ^ - ^ D Y * 8 - B
, * a - « ' ( t K u ) , < 

1 

Remarquant que h + | y | + s <_ 2m, on obtient le lemme 4.2. 

2ème étape : Majoration des dérivées presque tangentielles. 

On traduit maintenant l'hypothèse : Lu est de classe de Gevrey d'ordre s 

sur o), i.e. : il existe une constante > o telle que, pour tout y e. /N n et j G fN, 

on ait : 

(4.4) ||Dj D^ Lu J - < 4 Y ' * J + 1 « I y | * J ) D S -
X Z l/(w) ^ 

Dans la suite, on choisira = = 

Z a 
L'entier p étant fixé > p , on dira qu'une dérivation D. D , avec H — K o t x 

l € UNI et a € (N n est presque tangentielle si £ <_ 2m+p. Les lemmes 4.1 et 4.2 per-

mettent d'obtenir une majoration des dérivées presque tangentielles de t u. 

Lemme 4.3 : Pour tout entier p > p . il existe une constante M = M(o) > o telle o 

que, pour tout a e ^ n et £e!N avec Z <_2m+p et pour tout e >o avec o < z < j ̂  j +£> on ait : 

(4.5) N . . . (Of 0° ( t k u ) ) < J a l + * + 1 e ^ M ^ 3 . 

(|a|+£)e t x — 
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Démonstration : Pour plus de commodité, on suppose dans la suite, a-b < "1 (ce qui 

ne restreint pas la généralité).' On raisonne par récurrence sur l'entier j=|a|+A 

(avec l <_ 2m+p). 

Supposons que (4.5) soit vraie jusqu'à l'ordre j o avec une constante 

M >_ 1 • Soit a' € IN n et £' <£ (N avec £' <_ 2m+p et tel que |a' | + V = j+1 . On peut 

donc écrire a' = a + v avec |v| = 2m+p-&', donc |a| = j+1-2m-p. Le lemme 4.2 

appliqué à e, avec o < e < 4 ~ , et = je donne : 

3 
N, . CD* D a + V ( t u ) ) < C £ A. 
(j+1)e t x - 3 i = 1 î 

où A^ est le i ^ m e terme intervenant dans la majoration fournie par le lemme 4.2. 

On majore indépendamment chacun des termes A^. Dans la suite, C désignera une 

constante positive pouvant changer d'une inégalité à l'autre, mais toujours in­

dépendante de j . 

0 n a : A = I £ - P * | 3 | + * N t D * D 3 * ° ( L u ) } . 
1 |e| +l<p

 £1 fc x 

Utilisant (4.4) et l'hypothèse e(j+1) < 1, on en déduit que : 

A i „ - J - 2 (J.1)8 < c . ( m - 1 ) J + 2 _ 

A _ - l e-2m-p.|f»l** N ( D* D B * « ( t K u ) ) . 

* |6|+Z<2m+p-1 £1 

D'après l'hypothèse de récurrence, on déduit que : 

A 2 M - J - 2

 £

[ J + 1 ) S < C n ' 1 . 

On a : 

A - - l l £ - P
+ l 8 | * * l l f » H e )(J.)Kl 0"l*l B'l* A" + 1 ( ( | a " | . | B - h £ - ) n a 

|3|+Jtfp |ô|+r<2m a H < a 3 '<_& P 

la" I/o SL"<1 n , n nt „ , 

~ N [Dr+l D 6 + 3" 3 + a" a (t Ku)). 
£ 1 t X 

D'après l'hypothèse de récurrence, on déduit que : 

A 3 H "
J - 2 C [ J + 1 ) S < I l ï l K ( 2 S K r < f 1 ) l a " M 6 ' l + t". 

|ô|+£<p |ô|+r<2m a"<a 3'<_3 
|a"|/o V<JL 

puisque ( M ) [\*\) ( t | « - | + IB'I • *")!) < 2l°"l + l6'l + *" . 

67 



P. BOLLEY - J. CAMUS 

s -1 
Si l'on suppose que 2 (n + 1) KH < 1, on obtient : 

A n ^ - 2 e [ ^ S < C. * S ( n + 1 > K n " \ . 
1-2 S(n+1)KM 

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient que si 2 S ( n + 1)KJv1 \ ^ 

alors 

N 
U+Os 

(C D 
x 

( t u ) ) <c 3n-
j*2 

e 
- U + O s C { (KM 

-1 
) 

J + 2 
+ M -1 + 

2 S(n+1) KM" 1 

1-2 S(n + 1) Kfl"1 

} 

Cette inégalité montre que l'on peut choisir M grand vis-à-vis de K et 

indépendamment de j pour que : 

N 
(j +1)e 

C D * ' D C T + V (t Ku)) < M J + 2

 E "
C J + 1 ) S . 

t X — 

C'est précisèrent l'inégalité (4.5) à l'ordre 

Lemme 4.4 : Pour tout entier p p ^ H existe une constante N = N(p) > o telle 

que pour tout a € fl\ln et £ € IN avec I <_ 2m+p et pour tout b avec o < b < a, on ait : 

(4.6) Na-b C D t °x N |a|**+1 C(|a|+A)J) 
s 

Démonstration : Dans (4.5), on choisit e = , a b ce qui donne 
|a|+£ 

N h CD? D a (t Ku)3 < n l a l + i + 1 ( a - b r C l a ' + * ) s ( \ a | + * ) ( I* I + l ) 5 . a-b t x — ' ' 

On en déduit (4.6) grâce à la formule de Stirling. 

3ème étape : Majoration de toutes les dérivées. 

On se propose de démontrer des inégalités du type (4.6) pour toutes les 

dérivées de t^u. 

L'opérateur P 2 m étant elliptique, on peut supposer que p 2 ™ Q(t,x) est 

égal à 1 ; ce qui permet d'écrire l'identité ï 

r> u Min(k,2m) o u - ^ 
(4.7) D 2 m (t Ku) = Lu - l l p 2 m D^ D a ( t u ) . 

t h=o ia|*j<2m-h J ' a t x 

j/2m 

Lemme 4.5 : Il existe deux constantes et M 2 positives telles que pour tout a €/!Mn 

et i € îN et pour tout b avec o < b < a., on ait : 
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(4.8) N a _ b (D* D* (t\j)) £ M J a l + 1 H* C(|a|+Jl)!) S. 

Démonstration : D'après le lemme 4.4, l'inégalité (4.7) est vraie pour tout a é fM R 

et l € CTSl tel que Z <_ 2m+p (avec par exemple = M 0 * N, cette constante dépendant 

de p ) . 

On choisit un entier , avec p^ >_ p Q de telle sorte que : 

Min(k,2m) 

(4.9) h - I C(2 m-h +p 1 + I) ... (2 m +p fl))-
1 ||p^J| > £ -

h=1 L (co) 
On applique l'opérateur D^ D P + aux deux membres de la relation (4.7) : 

D a 0 
X 

2m+p+1 

• 
(t ku) « 

a D P + V u ) -
X t 

Min(k,2m) 

1 
ï 

I a' I+j<2m-h 
J 

3<a 
£<_p + 1 

:°<W о* ¿¡y 

D c - e D p . i - t D j D o - ( t K - h j 

X t t X 

En isolant les termes de dérivation maximum en t, on obtient : 

N <Da D f + P + 1 ( t K u n < N . CD" D P + 1 ( L u ) ) • 
a-b x t — a-b x t 

Min(k,2m) 

î 
h = 1 

Il p 
2m-h 
2m-h,o J l 

a-b 

N 
a-b 

« £.1.2m-h ( t K - h + 

X t 

Min(k,2m) 

h=1 
I 

3<a 
'S'Oli»; 0< p ^ - j i 

L°tu> , ) 
a-b 

• N h ( D a " B

 D P
 + 1-^2m-h ( t K - h + 

a-b x t 

£<p + 1 
Min(K,2rn) 

+ 1 h=o l«-l 
l 

+j<2m-h 

j/^m-h 

I 
3<a 

a)( p + 1]||nß DV
m- h l l 

(5 * " x t j,a- L°°(o) . ) 
a-b ч „(d̂D̂ -W' ct k- hu)) 

a-b x t t x 
On applique les inégalités de Hardy (4.1) à ch^Lun des termes du stcond 

membre ; ce qui donne pour p >̂  , compte-tenu de (4.S) : 

(4.10) 1 N . D 2 m + P + 1 (t ku)) < N . ( D a D P + 1 (Lu)) • 
2 a-b x t — a-b x t 

Min(k,2m) . _ „ _ . 

• i i i«) cp;1)iio • j 
h=1 g<a L (in ) 

(( P-^2 r a-h.|)...( P-£.2rr^l))-
1 N f D a " e D P + 1 " £ t 2 m ( t k u ) ) • 

2 2 a-b x t 
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Min(k,2m) 

• ï 
h=o 

I ï 
|a' I +j<_2m-h 3<a 

j/2m-h £<p+1 

Ъ O K ° t ö 
a-b 

(Cr-t+j.4)...(r-t.J+h.l])"1 N . ( D 0 " 8 * 0 ' Dr 1"" + J + hCt ku)). 
¿. Z. â — • X t 

A partir de cette inégalité, on démontre l'inégalité (4.8) par une 

récurrence faite en deux étapes : dans une première étape, on suppose que (4.8) 

est vraie quel que soit a £ fN n et l £ fl\l avec Z <_ 2m+p (avec p >_ p^ ) ; on démontre 

qu'on peut choisir les constantes et indépendamment de p pour que l'inégalité 

(4.8) reste valable pour a = o et l = 2m+p+1. Dans une deuxième étape, on suppose 

de plus que (4.8) est vraie pour a 6 IT\ln avec |a| <_ j et l £, ITsl avec l <_ 2m+p+1 ; 

on démontre qu'on peut choisir les constantes et indépendamment de j pour 

que l'inégalité (4.8) reste valable pour |a| = j + 1 et SL <_ 2m+p + 1 . 

On établit d'abord la première étape de la récurrence. On écrit l'inéga­

lité (4.10) pour a = o en tenant compte des hypothèses (4.3) et (4.4) : 

\ N . ( D 2 m + P + 1 Ct ku)J < K P
+ 2 (ip.1)l)S . 

c. a D t — 

Min(k,2m) s _ i - 1 
l l ( p n) K 1 U!) ((p-* + 2m-h+|)...(p-* + 2rm-^)) 

N r Dr
1"^ 2 m

 Ct Ku)) a-b t 
Min(k.2m) s g 1 -1 

l l ï rz) IC U!) C(p-£+j+|)...(p-A+j+h+£)) 
h=o |a'|+j<2m-h Z<p+1 

j¿2m-h N a' Dp.1-l.J+h k u J ) -

a-b x t 

On note A^ , A 2 , A^ les trois termes figurant au second membre de cette 

inégalité, et on les majore séparément. Tout d'abord : 

-1 -2m-r-1 ~ s ~1 -1 P +1 -2m 
A 1 V n

2 (C2m*p + 1)l) ICKM^ ( K M 2 T ^ 2 . 

On peut appliquer l'hypothèse de récurrence pour A 2 , ce qui donne : 

A 2 M ; 1 n i 2 — 1

 [ ( 2 ^ P + i ) n "
s < M i n t i ' 2 m ) ï (p;1) t 2 m: p + 1: K*+1 ni*. 

h = 1 1<&<p+1 
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-1 
Si l'on suppose KrU < 1, alors : 

* -1 
KM 

A M " 1 n " 2 m " P " 1 ( C2m+p+1 ) ! ) 5 <_ C 2— , 
1 ^ 1-KM 

C étant indépendante de p. 

On peut également appliquer l'hypothèse de récurrence pour A^ , ce qui 

donne : 

A 3 «1 

_ 1 

n 2 
-2m-D-1 

(C2m+p+1)l)" S 

MinfK,2m) 
< 1 

|«'| 
J*2m-h 

I I 
+j<2m-h &<p + 1 

к 
KM l J a ' I M - 2 m + h + j 

1 2 

Si l'on suppose que > 1, > 1 et K M 0 < 1, alors : 

A 3 M ; 1 n ' 2 m - p " 1 C t 2 m . p + 1 ) ! r S < C H 2 m II'1 C 1 - K M ~ 1 f 1 . 

C étant indépendante de p. 

De ces trois majorations, on déduit : 

,_2m+p+1 ,,_K „ (U,2m+p + 1 , A. , ,
s 

a-b t — 1 2 CC2m+p+1)i) 1' 
Ja'I M-2m+h+j 

1 2 

„ -1 M 2 m „-1 KM + M H 

1 - KM" 1 i 
Cette inégalité montre que l'on peut choisir et indépendamment de 

p pour que l'on ait : 

N i_ a-b ( D 2 m + P + 1 (t ku)) <_ M 
2m+p+1 
2 

((2m+p+1)!) S. 

c'est la conclusion de la première étape de la récurrence. 

On fait maintenant la deuxième étape de la récurrence. »On écrit l'iné­

galité (4.10J pour |et| = j+1 en tenant compte des hypothèses (4.3) et (4.4) : 

I N a - b 
( D « D2m.p.1 ( t K u ) ) ± KJ.p-3 c ( j + p t 2 ) ! )

S . 

+ 
Min(K,2m) 

l 
h=1 

ï 
R<CL 

[ £ - H P ¡ 1 ) К 1 В 1 + £ + 1 ( ( | З | + £ ) П 5 (Cp-£ + 2m-h*|)...(p-£ + 2m*l)) ̂  

£<p+1 
|3| +£/o 

N h ( D a _ ß

 D P
+ 1 - ^ + 2 m tt ku)) 

a-b x t 

• 

Min(k,2m) . . n A s 

l l l O C P; 1) |J*I+A + 1 CC|3|.A)l) S 

h=o |a'|+r<2m-h 3<çx p 

r/2m-h ££P +1 

(( P-^|)...( P-il +r +h4))"
1 N f D a - 6 + a ' D r W + r * h ( t k u ) 

£ z a • x t 
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On note , A^ et A^ les trois termes figurant au second membre de cette 

inégalité et on les majore séparément. Tout d'abord : 

A , M ; J - 2 M;
2m-p'1

 ((j.2m*p+2)!)
S < [KI^V* 2

 ( K M ^ ) P + 1 n2m. 

On peut appliquer l'hypothèse de récurrence pour A^ * ce qui donne : 

A 2 n'3'2 ^2m-p-1
 ((j.2+p.2)!r

S
 < C I ( K M ; 1 ) ' 8 ' ( K M * 1 ) * . 

6<0t 
¿ £ 0 + 1 

| B | + A / O 

-1 -1 
Si l'on suppose que n KM^ < 1 et K M 0 < 1# alors : 

• o f KM *1 „ n KM~ 1 1 
A n . - J " 2 r.- 2 m-P- 1([J.2m.p.2) l)

 S < C 2 — . 1- L 

[1-n KM 1-KM 2 1-KM 0 1-n K M ^ f 

On peut appliquer l'hypothèse de récurrence pour A^ , ce qui donne : 

. ~ o „ - o Min(k,2m) 
A . n . - J - 2 n ; 2 m - p " 1 ((j.2 n, +p.2J!) < I I I 

h = o |a*|+r<_2m-h 3<a 
r/2m-h ££P + 1 

KCKM-"1 jlPl tKM"V M l «
, l M - 2 m - ^ r + h 

Si l'on suppose que > 1, M 2 > 1, nKM~ ' < 1 et KM~
1 < 1, alors : 

A 3 n î J " 2 ^ 2 2 m " P " 1 ( U + 2 m + p + 2 ) n " s < C M ^ n" 1
 (1-n K M ~ 1 ) ~ 1 (1-KM~V 1. 

De ces trois majorations, on déduit : 

N JDa D f P + 1 ( t k u ) ) < ^ 2 H 2 m + P + 1 ( C j + 2 m + P + 2 ) n
S C j(KM? 1)^ 2 ( W l Z V * 1 n2m . 

a—D x t — \ c. I c. z. 

. K M " 1 n K M ! 1

 n 2 m „-1 ] 
+ • + • + ! • L , 

1-n KM~ 1 1 - K M 0

1 1 - n KM~ 1 1 - KM~ 1 1 - n Krl"1 1 - KM" 1 J 

Cette inégalité montre que l'on peut choisir grand vis-à-vis de K, 

puis M 0 grand vis-à-vis de M , le choix étant indépendant de |a| et de p pour 

que l'on ait : 

N fDa D 2 m + P + 1
 C t k u » < n f 2 M 2 m + P + 1 C C j + 2 m + p * 2 ) n

S . 

a-b x t — 1 2 

C'est la conclusion de la deuxième étape de la récurrence et par là, la fin de la 

démonstration du lemme 4.5. 
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4ème étape : Conclusion. 

•n peut maintenant montrer que u est de classe de Gevrey d'ordre s dans 

un voisinage du point (o,x ). Soit w le cylindre ouvert introduit à la 1ère étape 

et soit K un compact contenu dans w ; soit b tel que o < b < a et tel que K soit 

contenu dans l'ouvert w w. D'après le lemme 4.5, il existe une constante M > o 
a-b 

telle que pour tout a £ {ND et £ 6 AM, on ait : 

N „ (Df 0° C t k u » < M ' 0 ! * * * 1 CC|a| +*)n
S. 

a-b t x — 1 1 

d'où l'on déduit que t u est de classe de Gevrey d'ordre s dans l'ouvert a). En 

utilisant les inégalités de Hardy (4.1), on obtient que u est de classe de Gevrpy 

d'ordre s sur u>. 
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V. REMARQUES. 

Remarque 1 : Les résultats du théorème 1.1. peuvent être étendus à une classe 

d'opérateurs plus générale de la forme : 

Min(k,2m) _ . 
L u(t,x) = I P 2 m " h ( t K " h u ( t , x » , 

P h = o P 

où 

( i ) k et m sont deux entiers >̂  o, et p = ip^,...,p^) un multi-indice 

non nul appartenant à fi\in ; 

( ii ) P 2 m h est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients 

complexes indéfiniment dérivables dans fR x fR n , de la forme : 

P 2 r n " h = Y p 2 m " h D J D° , 

i-i p7 + J i 2 m - h 

1 

(iii) l'opérateur P 2 m satisfait à la condition suivante : V Ç c r R n , V T € fR 
P 

avec (Ç.t) / o. P 2 m(Ç,x) / o. 
P 

Ainsi, par exemple, soient p un entier >_ 1 et P = ( D ^ t ) 2 + ( t D P ) 2 : 

si u £ C°°(ïR ; <£' (fR)) et si Pu e C°°( fR 2 ) , alors u £ C°°([R2) . 

Remarque 2 : La démonstration du théorème 1.2 peut être simplifiée dans le cas 

analytique en utilisant les résultats de [ij (théorèmes de Cauchy-Kowaleska et 

d'Holmgren pour les équations du type de Fuchs). Il suffit en effet, une fois 

obtenue la majoration des dérivées presque tangentielles (2ème étape), d'appli­

quer d'abord le théorème de Cauchy-Xowaleska, et ensuite de conclure en utilisant 

le théorème d'unicité d'Holmgren. 
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Remarque 3 : Un changement de variables de classe C préservant 1'hypersurface 

t=o defR xTR n ne modifie pas localement les espaces de distributions régulières 

sur 1'hypersurface t=o introduits précédemment, et ne modifie pas non plus la 

forme générale des opérateurs L [introduits en I) ; par conséquent, étant 

n+1 
donné un ouvert deÏR , on peut donner des définitions analogues d'espaces 

00 

de distributions régulières sur une hypersurface S de classe C contenue dans 

fi. On peut alors énoncer des résultats d'hypo-ellipticité partielle pour des 

opérateurs qui dans un changement de coordonnées locales (qui à S associe 

l'hyperplan t=o) sont du type L. Dans la même situation, on peut énoncer des 

résultats d'hypo-analyticité (S devant être une hypersurface analytique). 
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