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B. HELFFER - C. ZUILY

§ 0. INTRODUCTION

Récemment, M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont introduit une classe
d'opérateurs différentiels définis dans ]-T,T[xQ (T> 0, Q ouvert de R™)
qu'ils ont &tudiée du point de vue du probléme de Cauchy (voir [1] et
[(2)). Ils ont démontré en particulier que si l'on part d'une distribution
u réguliérec (au sens de [2]) telle que Pu soit dans Cm(]—T,T[,ﬁ)'(Q)),
(ol P désigne un opérateur de la classe), alors u est dans
c®()-1,T[, D' (Q)) ; (voir [2].

Nous nous intéressons ici a la régularité C® en (x,t), et
montrons que les opérateurs de cette classe, pour lesquels la surface
t =0 est caractéristique, ne sont jamais hypoelliptiques.

Ce résultat généralise un fait déja connu pour les équations diffé-

rentielles ordinaires (voir [5]).

Nous tenons a remercier les professeurs M. S. Baouendi et
R. Beals qui nous ont signalé que le lemme 2.1, énoncé dans une premiere
version de ce travail,n'était pas démontré dans [5] dans le cas général

ou nous 1l'utilisions

§ 1. PRELIMINAIRES.

Soient Q un ouvert de R" et T un nombre réel positif. On pose
0=]-T,T[ xQ et on considére 1l'opérateur différentiel
. _Jkom k-1 _m-1 m-k
(1.1) P(t,x,Dt,Dx) =t D+ am_l(x)t Dy "+ ...+ am_k(x)Dt +
mn-1
A > t“(p'ﬁ)n‘t’apﬁ(t,x)ni ,
p=o |g|sm-p ’

ol k et m sont des entiers tels que m2k> 0, a(p,B) = Max(0,k + p-m+1)
9 \ s .
D, = 3T ° Dx..ax et zu les coefficients ai(x), ap,B(t,x) sont respective
ment dans C¥(Q) et CT(®).
Cette classe d'opérateurs a été introduite et étudiée du point de
vue du probléme de Cauchy dans [1].
Précisons quelques notations. On posera
k_m k-1 _m-1

m-k
D) =1tD,+ am—i(X)t D P am_k(x)bt .

(1.2) Po(t’x;Dt’ x t t
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NON HYPOELLIPTICITE

L'équation déterminante associée a l'opérateur P sera par définition :
(1.3) £ = A@-1) ... A-me) w2, GIAA-1) ool A-me2) 4+ oL
+ a (x)A(A-1) ... (A-m+k+1).
m~k

Les racines de ce polyndme seront notées :

(1.4) A AL A =0, A

ki Mt 1,...,1m =m-k~-1 .

177 k+2

Le but de ce travail est de démontrer le :

Théoréme 1.1 : L'opérateur f défini en (1.1) n'est pas hypoelliptigue®
dans (3.

Remarques 1.2 :

a) Le théoréme 1.1 est déja connu dans les deux cas suivants :
km K k-i m-i
i. ¢=)-1,7[, P=1t Dt+i§0 bm_i(t)t Dt cf. [5].

2. m=2, k=1, a1(0)=0 cf. [6] .

b) M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont montré dans [2] qu'il existe un
espace de distributions E relié a l'opérateur f et proche des distribu-
tions usuelles tel que si ug¢E et Pug C™(I,D'(Q)) alors u€ C”(1,D '(Q))
ot I=]-T,T[ .

8 2. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.

Pour démontrer la non-hypoellipticité de 1'opérateur P nous utilise-

rons le lemme suivant

* on rappelle qu'un opérateur Q est dit hypoelliptique dans un ouvert ¢
si, pour tout ouvert w de @, u€D'(®), Quée C”(w) impliquent u€ C”(w).
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B. HELFFER - C. ZUILY

" LEMME 2.1: Soit P un opdrateur différentiel i coefficients ¢® dans un cuvert O

de R" . Suppesons qu'il existe une suite de distributions (un) dans O et

1) Jiem: un¢ci(ol) Va
@ VYierm 3n,@) :Vonsn () Puc cd
@ Yien In:V¥nsn@ u, -uec.

Alors P n'est pas hypoelliptique dans O .

L
Démonstration : On peut supposer les suites {no(j)} et {nl(j)} croissantes.

Pour j >i et pour les indices n tels que nl(j) £ nc< nl(j+1) on a

- i ” = c® clle
LI un&‘- C (Ul) . I1 existe donc fnC C (&) telle que
& 1
(%) Sup |D (un+1—un—fn)l s =5
Ialsj 2
er’l
Lorsque n < nl(i+1) on posera fn =0,
o0
D'aprés (x), la série E : (un+1—u -f ) converge dans Cl+1(0’) .
n=nl(j_+1) non 1
nl(i+1)-—1
D'aut art 2—‘ - = i
autre par ug + (un_'_1 un) unl(i+1)—1 & C (0’1) R

n=o

On en d&duit que la distribution

n'appartient pas a Cl(ﬁl) .

Nous allons montrer que Pu e CN(O'I) pour tout N ., Soit m 1l'ordre de P et

te N tel que : & > no(N) , 2> nl(N+m) . On a
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o

2-1
Pu = P{uo + E (un+1~un"fn)} + P{ § (un+1—un-fn)) =PV, + PV, .
n=o n=1

On a V1 =u +f ou f e,c”(ol) donc PV

N \
. 1€ [ (01) car £ > no(h) .

D'autre part d'aprés (%) et la condition (3), E (un+]-un-fn) converge dans
n=¢e

) et donc PV2 € CN(UI) d'oi Pue Cw(Oi) .

N+m
¢ (o)

Nous allons maintenant réduire la démonstration du théoréme 1.1 a

celle des deux cas suivants @

Cas 1 : Il existe un point X, de Q, un voisinage Vx de ce point et une

racine A(x) de 1l‘équation déterminante (1.3) tels queo
(2.1) x+2A(x) est C” dans LA
o

(2,2) X+ A(x) ne prend pas de valeurs entiéres relatives dans Vx .
o

14
(2.3) Il existe N € Z tel que N <Re A(x) 2 N +1dans V_ .
o

(2.4) gradA(x) £#0 ¥ x¢ Vx ou gradA(x)=0 ¥ x¢ v, -
o o

(2.5) Pour tout n dans N\ {0}, f(A(x)+n)£0 ¥ x¢ v -
o

Cas 2 : Il existe x, € Q, Vx voisinage de X, tels que :
o

(2.6) 1'équation déterminante f(A) ne dépend pas de x dans Vx .
o

(2.7) les racines de 1'équation déterminante, f(A) =0, sont des entiers

relatifs.
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En effet, il se peut tout d'abord que 1l'équation déterminante ne dépende
pas de x dans un ouvert V de (3. Dans ce cas les racines li (i=1,...,m
sont des nombres complexes. Si tous les )‘i sont des entiers relatifs,

nous sommes dans le cas 2, Dans le cas contraire,soit Xi la plus grande

o
des racines non entiéres ; nous sommes dans le cas 1 avec 1==Xi

o
Si 1'équation déterminante dépend effectivement de x dans () alors

a) il existe un point x, de Q, un voisinage V de ce point, un indice
1 Xy
11 (15 i1§ k)tels que dans Vx on ait, pour i=1,2,...,k :
1

ou bien Reli(x) < Re?\i (x)
(2.8) 1

ou bien ReA,.(x) = Re, (x) .

i i,

b) Si A, n'est pas constant, il existe x_,€V et V voisinage de x
i, 2 Xy X,
dans V_ tels que x= A, (x) soit C* dans V_ (cf. [3]), x+ A, (x).n'ait
Xy i x,, i,
pas de valeur entiére et tels que (2.3) soit vraie. D'autre part

2

f(7Li (x) +n) £0 pour n¢ N*, X € Vx d'aprés (2.8). Enfin il existe
2

1

x € Vx2 , on voisinage de x dans sz,tels que gradlil(x) #0 pour
XE Vx . En effet,dans le cas contraire,pour tout y de Vx et tout

o 2
voisinage Vy de ce point,xb»gradli (x) aurait un zéro dans Vy,donc

1

gradA, (x) =0 dans V_ ,ce qui impliquerait A, constant.

i, X, iy
Ainsi dans V_ (2.1),....,(2.5) sont vérifiés.

o
c) Si A, est constant,mais A, €L\ Z ,il est facile de voir que nous
i i

1
sommes encore dans le cas 1.

d) si ki €Z, il existe x_ , V i_ tels que

’ ’
1 1 Xy 2
ou bien ReA., < Re A,
i i,
¥ x€ Vx ¥ if il
ou bien Reli = Reli 1
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Si li est non constant ou si li est dans € \ Z ,on raisonne comme en a)
2 2
et b) ; on est dans le cas 1.

Si A, est dans Z ,on regarde A, etc...
‘2 '3
e) Si A, LA, ..., sont dans Z ,alors A, ne peut pas 8tre constant,
Y1 t2 k-1 'k
sinon f(A) ne dépendrait pas de x. On est donc dans le cas 1.

A.__Démonstration du théoréme 1.1 dans le cas_1.

Nous commengons par construire certaines distributions qui nons
seront utiles dans ce paragraphe.
Soit x+ A(x) une fonction définie dans un ouvert V de () satisfaisant aux
conditions (2.1), (2.2) et (2.3). On pose, Y(t) étant la fonction d'Hea-
viside :

H(A(x)) = Y(t)tx(X) lorsque ReA(x) > -1 pour x dans V.
(2.9)
H(A(x)) = -i—_,-_—%m -a% H(A(x)+1) lorsque -h< ReA(x) £ -h +1

h=2,3,...; x€V
I1 est facile de vérifier les propriétés suivantes :
tHA(x)) = H(A(x)+1)
(2.10)
L HA) = O HAG) - 1) .

Supposons en outre que gradA(x) #0 dans V,donc, par exemple, que

g%L # 0 dans V. Pour pc N on définit :
1

H(A(x),0) = H(A(x))

(2.11)

1 =)
H(A(x),p) = Si7§;:. 5;: H(A(x),p-1) .

On vérifie de meme les relations
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tH(A(x),p) = H(A(x)+1,p)

(2.12) ¢ E(‘IE HOV(x),p) = AGOHA(x)-1,p) + pH(A(x) - 1,p-1)

o)
OX.

1

HOV(x),p) = -aa_x*: HOA(x),p+1) .

\
Remarquons que pour ReA(x) > -1, on a H(A(x),p) = Y(t)(Logt)I’tl(x). Consi-

dérons maintenant un triplet (Jnc0 , Vx , A(x)) satisfaisant aux conditions
o
énoncées dans le cas 1. On a la :

Proposition 2.2 :

a) Si gradA(x) est différent de zéro dans V.  pour tout n de N, il
o
existe des fonctions xw c, (x) (¢=1,...,n, p=0,...,m.n)de classe C*

’
dans V_ , des fonctions a;‘(x,t) (i=0,...,m(n+1) de classe C” dans

o
v, X J-e,+e[ telles que,si 1'on pose :
o
uo(t,x) = H(A(x))
(2.13) n m.n
u (t,x) = HA(x))+ £ 3 ¢ (x) H(A (x)+2,p)
n 421 p=o *IP
=1 p=o
on a :
m(n+1) n
(2.14) Pu (t,x) = z a; (t,x) H(A(X) + n+1 -m+k,i)
1=0

b) Si gradA(x) est identiquement nul dans V., , pour tout n de N,il
o
existe des fonctions cl'(x) (L=1,...,n) de classe c® dans Vx , une fonc-
o
tion ozn(:'(,t),C"° dans Vx x ]-€,+¢e[ ,telles que,si 1'on pose :
o

uo(x,t) = H(D)
(2.13)

n
H(A) + = cz(x) H(A+2)

un(x,t)
L4=1

on a

(2.14) Pu = an(x,t) H(A + n+1 - m+k) .
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On ne démontrera dans la suite que le cas a), le cas b) ayant une démons-
tration analogue.
Il est clair que la suite (un) donnée par la proposition 2.2 satisfait

aux conditions du Lemme 2.1. Commengons par démontrer le

[Lemme 2.3 ¢
(i) Pour tout entier n>0, on a :
P p az
(2.15) P HA(X)+n,p) = 5§ cj|—F fA+m)HA+n-m+k, p-4£)
° L=0 £ lz

(ii) Pour tout entier n2 0 et tout entier p20,il existe des fonctions

©
bﬁ,p,n , £=0,1,...,p, de classe C dans on,telles que ,dans J-g, e[ X on ’

on ait

P
(2.16) PO(LEO bz’n’p(x)ﬂ(l(x)+n,1))= H(A +n -m+ k,p) .

-

Démonstration du lemme 2.3 :

(i) La formule (2.15) résulte facilement de la relation suivante

. P £
Dy HA(x)+n,p) = 5 <} i-z- {(+n)...(A+n-i+1) JH(A+n-i,p-2)
L=0 a}.

que l'on démontre par récurrence sur i en utilisant (2.12).

(ii) On raisonne par récurrence sur p. Pour p=0,(2.16) résulte de (2.15)
avec p=0 et de (2.5). Supposons (ii) vraie a l'ordre p. D'aprés (2.15)

on a :

p+1
POH(x(x)+n,p+1)= b3 a, » gf)ﬂ(l+n—m+k,p+1-2)+ f(A+n)H(A+n-m+k,p+1) .
£=1 » B

Soit en posant £-1=24"

(2.18) PO{ HA(xX)+n,p+ 1)} =

S
f(A+n)

Y
= H(A+n-m+k,p+1)+ £ a

o (X)) HQn-mek, p-2') .
£'=0

4',p,

D'aprés l'hypothése de récurrence, pour £=0,1,...,p, il existe des

fonctions € d (x) telles que

Z,n,p,i
p-4£
P, (x

gx)n(l(x)+n,i))= H(A+n-m+k,p-£) .
i=o ’

£,n,p

15
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I1 existe donc des fonctions C” . p n(x) telles que
b ?

=]

P
(2.19) Po{z};‘o ez’n,p(x)}l(l(x)-m,f,)}:ZEO az’p,n(x) H(A(x)+n-m+k,p-2) .
De (2.18) et (2.19) on tire

P
Po{'fbi_n)' H(A(x)+n,p+1) —£§o eL,n,p(X) H(A(x)+n,8)} =

= H(A(x)+n-m+k, p+1)
C.Q.I.D.

Démonstration de la proposition 2.2 :

On va raisonner par récurrence sur n. Pour n=0, on a :
PHAA(x)) = P HA(x)) + (P-P ) H(A(x))

POH(X(X)) = f(A(x))H(A(x)-m+k) =0 car A est racine de f(A(x)) = 0 .
m-1
E-pP )HA(X)) = % T t“(p’B)D}:a B(t,x)DgH(l(x))
° p=o |p|sm-p P

En utilisant les formules (2.12) on obtient

(P—Po)ll(k(x)) =
m-1 lsl )
= z z z z b . t,x H -p+a P,ﬁ ,J""f/
p=o lﬁlsm—p j=0 £=o0 P,B,J,L

ou a(p,p) = Max(0,k+p-m+1). D'autre part

A-p+a(p,) 2 A+k-m+ 1
on a donc
m
(P~Po)}l(7\(x)) = ¥ ci(t,x)H(x(x)+k-m+1,i)
i=o

ce qui est précisément (2.14) avec n=0.

Supposons que 1l'on ait construit U sUyyee.,U , ON obtient LI de la

maniére suivante : on résoud
m(n+1) n
Y _ o _ .
Ko(un»,l un) = i§0 ai(o,x) H(A+n+1-m+k,i)
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D'aprés le lemme 2.3,ccci est possible et on a :

m(n+1)
u = u_+ b
n+1 n izo 4=o

[T

c%lygx)H(l(x)+n+1,£)

ce qui montre que u est bien de la forme (2.13). Ensuite on a :

n+1

Pu =P (u mu)) s @®-P I L -u )P ou

n+1 n

I1 est facile de voir que

m(n+2)
—un) = .Z
1=0

n+ 1
a.

(P-—Po)(un i

(t,x) H(A(x) +n+2+k-m,i)
+1

et que Pun+1 est bien de la forme 2.14.

Remarque : Si on suppose que les coefficients de l'opérateur P sont
analytiques en x, on peut préciser la proposition 2.2 en construisant
une solution de l'équation Pu=0, comme il a été démontré dans un

cas particulier dans [6].

B.__Démonstration du_théoréme 1.1 dans _le cas 2.
Nous allons, tout d'abord, comme dans le cas précédent, construire
une famille de distributions. Soit A un entier relatif et p appartenant

a N,on pose
R(A,p) = tx(Logltl)p lorsque A > -1

N S p+1
(2.20) R(—l,p)-—p+1. s (Log|t])

R(7,p) R(A+1,p) -pR(A,p-1)} .

-
_7\.+1{ dt
Nous renvoyons a [5] p. 121 pour la justification de cette définition,

Notons simplement que l'on a les relations

tR(A,p) = R(A+1,p)
(2.21)
ﬁ% R(A,p) = AR(A-1,p) + p R(A-1,p-1) .

La démonstration qui suit s'inspire de celle de [5] et se décompose en
plusieurs étapes. Soit Ai la (ou 1l'une des) plus grande racinc de
£(2) = 0. °

17
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(i) M Zm-k :
(o]

Lemme 2.4 : Pour tout n de N il existe des fonctions a"(t,x) et
ﬁn(t,x) de classe C” dans J-g,+€g[ X vV, avec an(x,0)= 1 telles que,si
o
1'on pose
AL
Yo
(2.22) u = an(t,x)Y(t)t
on a :
li +n+k-m+1
l_(z.zs) Pu_ =g (£,x)Y ()t °

Démonstration : On construit la suite (un) par récurrence sur n. Pour

n=0 on prend

A
u (t,x) = Y(t)t °
en remarquant que pour li Zm-k on a :
o
A, A AL AL
1 10 10 10
YDt °) = Y(OIR(t ) = Y(p (¢t D)+ Y {p-P Nt ) =
Xi -m+k Xi -m+k+1
= Y(O £ )t ° LYt ° By (t,x) .

o

Comme f(li ) =0, cela prouve que Pu  est bien de la forme (2.23).
o
Supposons LA P EREREL construites. Pour obtenir u,,q0n commence

par résoudre pour t> 0

li -m+K+n+ 1

o
P vy) = -t B, (0,x)
ce qui est possible en prenant
A, +n+l
‘o
t 5n(0,x)
Yn = T f(li +n+1) :
o
On pose ensuite :
7\io t"*lﬁn
Uppy = Upr YOV, = (O {an'm
o
Il est alors facile de voir que Pun+1 est de la forme (2.23). La suite

(un) ainsi construite satisfait aux conditions du Lemme 2.1.
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.
H

2

9
Remarquons tout d'abord que dans ce cas nous avons @

i) m-k>2,

t; ) =0 ; £ ) =0
[o] o

(2.24) f'('/\i +2) £0 L=1,...,mk-1-R,
o (o]

f(m-k+l) # O £=0,1,2,...

[Proposition 2.5 : Pour tout entier n20 il existe des fonctions a s b,

n

a , B_ de classe c® dans ]-€,e[ x Vx telles que si 1l'on pose
n n

o
(2.25) u = a (t,%) . R(?tio,l) " (8,0,
alors
(2.26) Pu, = a (t,0RMN,1)+ tnﬁn(t,x) .

Lemme 2.6 ¢

(2.27) POR('Ai ,1) = 0

° Ai +Lomek

<
(2.28) P RO, #2,1) = £1(A; +£)t ° 5 0<43m-k-1-2;

o o (]

f(m-kel) R(Z, 1)+ £' (m-ket)t? ; LeN

(2.29) POR(m—k+JZ,1)

(2.30) P, gmokel f(m—lwa)t‘z

Démonstration : (2.30) est un cas particulier de (2.24). La relation
(2.29) implique (2.27) et (2.28) en utilisant (2.24). Quant & (2.29) elle

se démontre en utilisant (2.21).

Démonstration de la proposition 2.5 :

On raisonne par récurrence sur n. Pour n=0, eon écrit :
Xi -m+k+1

PR ,1) =t ° a(t,x) + p(t,x)R(0,1)
o

ol a et B sont des fonctions C* dans J-g,e[ x v,

Utilisant (2.24) et (2.28) on construit facilement u  sous la forme :

H
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m-k-1-%;
- o
uo(t,x) = 250 cz(x)R(Xio+£,1)

ce qui, compte-tenu de (2.21), montre que u_ est de la forme (2.25). On

utilise cnsuite le lemme 2.6.

On suppose maintenant L A construits ; pour obtenir u g on
procéde la maniére suivante ; on résoud

Po(un+1 - un) = - {tnﬁ,n(o,x) + R(n,1) an(O,x)}

ce qui est possible grace a (2.30), (2.29). Il s'en suit que (2.25) est

vérifie pour LT ainsi que (2.26).

La démonstration se termine en utilisant le Lemme 2.1,

Giii) A, <0
—i =
Dans ce cas nous avons @

f()»i ) =0 ; f(7\i +4) £ 0 ; O0<4ic< -1-li , LEN
o o [o]

(2.31) { £(&) =0, £'(4) 40, 0543mk-1
f(m-k+2) #0, LEN .

La démonstration dans ce cas est voisine de celle de (ii). On utilise

les relations du Lemme 2.6 pour démontrer le :

Lemme 2.7
<
1. ¥£6N:0<£=m—k—1-}\io, 301,,1’ cz,zem
Ki +4 li +4-m+k
o o
(2.32) Po{cf,,lt +cz,2R(lio+ L,1)} =t

2. ¥2LeN: L>m-k-1-A., , J c,cl :
ig L

Ai +4 li +L-m+k
o o
(2.33) P e, t }=t

3. ¥ LEN: “k-1-A,
€ £>mk1110,3b£’1, bz,zeu:

A, +4
i

o
(2.34) Po{bl’lt +b£,2 R(?\i +£2,1)} = R(xi +L-mik, 1)

- [o] ]
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NON HYPOELLIPTICITE

On construit ensuite des distributions u, de la forme :

A,
i
(2.35) un(t,x) =t oan(t,x)+ Log|t] . Bn(t,x)
telles que :
(2.36) Pu_ = tha (t,x)+ tM(Loglt]) b (t,x) .

On prend u  sous la forme

—lio—l li ") m-k—1-7\.io
uo(t,x) = z cz(x)t 4 2:: ey, (x) R(A, +2,1)
£=1 =4, Yo
o

ce qui est possible grice a (2.32) avec Pu_ de la forme (2.36). On
termine ensuite la démonstration comme au cas (ii).

Ceci termine la démonstration du Théoréme 1.1.

Remarque : Notre méthode s'applique a des opérateurs plus généraux

que ceux définis en (1.1), plus précisément aux opérateurs

k. m k-1 _m-1 m-k
P(x,t,D ,D.) =t Dt-pam_l(x) tUDy T eea+a  (ODT s
m'
+ 3 ) ta(p’ﬁ)DEa B(t,x)ni
p=o |p|sm'-p P

ou k, m, et m' sont des entiers tels que m'2m2>k> 0 et

a(p,B) = max(0,k+p-m+1).
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