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VIII-O1

GeNeGelre AFFINE

(D'aprés Pierre DELIGNE)

par Georges MALTSINIOTIS

INTRODUCTION

Le but du présent exposé est de démontrer un résultat analogue au
théoréme de comparaison de la cohomologie algébrique d'un faisceau algébrique
cohérent sur une variété algébrique propre sur C 2 la cohomologie analyti-
que du faisceau analytique cohérent correspondant, dans le cas d'une variété
algébrique sur C non nécessairement propre. D'une fagon plus précise, on
démontrera que la cohomologie algébrique d'un faisceau algébrique localement
libre de rang fini sur une variété algébrique lisse est isomorphe & la coho-
mologie du complexe de Dolbeault de formés di¥férentielles "modérées" A valeurs
dans le faisceau analytique associé ; la notion de forme différentielle modérée
étant définie au paragraphe 2., Ce résultat ainsi que sa démonstration sont
basés sur un manuscrit de P, Deligne rédigé en Janvier 1970. Les définitions
et les résultats du paragraphe 1 sont exposés plus en détail dans [1], chapitrelI,

paragraphe 2,
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G. MALTSINIOTIS
VIII-02

MODERATION

§ 1.
Toutes les variétés considérées dans ce paragraphe seront supposées
séparées et dénombrables a l'infini,
Soit X* une variété analytique complexe. On appelle compactification
partielle de X* une immersion ouverte d'image dense i § X¥c—3 X ou X
est analytique et X - X* un fermé analytique de X o Soient i, & X¥ &~ X

1 1

et 12 LD -y x2 deux compactifications partielles de X* , On dit

qu'elles sont équivalentes s'il existe une compactification partielle

i3 3 X¥ X3 et deux diagrammes commutatifs
1]

i

x*cJ.—.;x

. 3
\11(\ lfK XK=1,2 et fK proprees
x

X

Cette relation est une relation d'équivalence car, si on a des compactifi=~
cations partielles il: 3 X* c..,)LK y K =1,2,3 et des diagrammes commutatifs
i

x*_4>x

[}
—_
-
N
-
n

propre

I 4
~Jx l e X
\ K
3
xK

K\\ i
~.. K Iy X=23 , gy Ppropre

on obtient un diagramme commutatif
ig
X* ey x6
(S
J/hK k=1,3 , h propre

*x

en prenant pour X6 une résolution de singularités de X4 xX X5 .
2

et
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G.A.G.A. AFFINE VIII-03

Si i, $ X¥ 5 X et i_ ¢ X*¥ > X, sont deux compactifications partielles

1 1 2 2

de X* équivalentes, les traces de compactes de )(1 et de X2 sur X* sont
les m@mese Si 1 ¢ X¥ ¢——3 X est une compactification partielle de X¥* telle
que X est compacte, on dit que c'est une compactification de X .

Soient i ¢ X*¥ 5 X une compactification partielle de X* , Y =X - X¥ ,
On dit qu'une fonction f § X*¥ —» IR continue a une croissance modérée le
long de Y , si pour tout ouvert U de X tel que YNU soit défini dans U

par une famille finie d'équations fi =0 , et tout compact K de U il

existe des constantes A, f> >0 telles que

(1) ¥x € K Nx* , |8(x)]| & A
(Z‘fi(x) fi(x))
Remarque 1.,- Par le Nullstellensatz C-analytique, si 1l'inégalité (1) est véri-
fiée pour un systéme d'équations de Y N U dans U elle est vérifiée (avec

d'autres constantes) pour tout autre systéme d'équations de YN U ,

Remarque 2.~ S'il existe un recouvrement ouvert Ui de X tel que, pour tout i,
Yn Ui soit défini par une famille finie d'équations fij = 0 et tel que pour
tout compact K de Ui y 11 existe des constantes A, f >0 telles que

A

(3;‘ fij (x) fij )

Vx € KkNX* ,  |8(x)]

alors f a une croissance modérée le long de Y , En effet, soient U un
ouvert de X, tel que Y /MNU soit défini par une famille finie d'équations
£=0 , et K un compactde U , Soit Vi un recouvrement fini de X par
des ouverts de U relativement compacts dans U , plus fin que Ui’ tel que
Vi soit relativement compact dans Ui « Suivant la remarque 1, pour tout i ,
il existe des constantes Ai N Fi > 0 tels que

A,
e (xkNT)Nx* , |8(x)] < - .

¢,
(zg,(x) £,(x))
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G. MALTSINIOTIS
VIII-04

Vu que les Vi sont en nombre fini, si A = supAi » P= infr:i

Ve € KN X* ,  |2(x)] & s
R S e

PROPOSITION 1.~ Soient i ¢ X* «—3 X une compactification partielle de X* ,

Y=X~X* , £3:X*% R une fonction continue, Pour que £ ait une

croissance modérée le long de Y il faut et il suffit qu'il existe un recou-

vrement ouvert Ui de X et des fonctions R -analytiques gi H Ui — IR

ne s'amnulant pas en dehors de U, MY et pour tout compact K de U, des

constantes 4 >0 , P >0 telles gue

A

Vx€xnNx* , |e(x)] g
" ) lg, ()|

Démons tratione La condition est nécessaire par définition. Démontrons qu'elle
est suffisante. Quitte A remplacer le recouvrement Ui par un recouvrement
plus fin, on peut supposer que Uif'\ Y est défini dans Ui par une famille
finie d'équations fij = 0 et que les ouverts Ui s'identifient A des ouverts
de &ni e« SOit vik un recouvrement de Ui par des polydisques ouverts re=-
lativement compacts dans Ui o Il suffit,suivant la remarque 2, de démontrer

que, pour *tout compact K de Vi , 11 existe des constantes a, N >0

k
telles que

< A

¥x € KNX* , ] £ e
lg; ()] (J;fij (x) £, 5 (x))

Or suivant une forme du Nullstellensatz IR~analytique ([3], n°18, th. 2,
Pe 85), il existe des constantes B, N » 0 tels que
wex , g0 3B ax2)"
ol Z est l'ensemble des zéros de 9; dans Vik et 4 est la iistance
hermi tienne canonique (vik étant considéré comme un ouvert de € i). or

ZCcyn vik par hypothése, Donc
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G.A.G.A. AFFINE VIII-05

a(x,2) » dlx, Y NV,) .

Si on pose f‘i jf_‘ij s il existe une constante C > 0 telle que

= T £
S
J
Y,y €V s |80() -0 gc, dlxy) =cllx -yl
(formule des accroissements finis, compacité et conmexité de vikc“ A )e
On en déduit que
1
Vx € KNX* , Vye€y AVip s d(x,y) > 3 .f:‘i(x)
1 .
donc d(x, Y vik) 5 fi(x) et par suite
N
1 ,C /B
= N
l9,00]  £,(x)

¥x € K N\ X* ,
d'ou le résultat.

PROPOSITION 2.- Soient i, & X¥ <X, , i, XX s %2 deux_compactifi-

cations partielles équivalentes de X* , Y1 = X1 - X* , Y2 = x2 - X*

£ ¢ X* 5 IR une fonction continue. Alors f a une croissance modérée le

long de Y

1 si et seulement si elle a une croissance modérée le long de Y2

([11, 11, 2, 19).

Soient i : X* ¢<—s X une compactification partielle de X* et g une
structure hermitienne sur X¥ o On dit que la structure hermitienne g est
adaptée A la compactification partielle X s'il existe une structure hermi-

tienne g' sur X telle que g = i¥*g' ,

THEOREME 1e- Si i1 s X*¥ o X t 12 s X* L—>x2 sont deux compactifica-

1 —_

tions partielles éguivalentes, 91 (resp. 92) une structure hermitienne

sur X* adaptée 3 la compactification partielle X

1 (respe X2) alors il

existe une fonction continue & ¢ X* IRy ayant une croissance modérée le

long de Y1 = )(1 - x* (ou de Y2 = X2 ~ X* ce qui est équivalent suivant

la proposition 2) telle que dg, < 8dg, et dg

b & ZSdg1 ol dg, (respe dg2)

désigne 1'élément de volume associé a la structure hermitienne g, (respe 92) .

Démons tration. Suivant la définition des compactifications partielles équiva=-
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VIII-06 G. MALTSINIOTIS

lentes, il suffit de démontrer le résultat dans le cas olu il existe un

morphisme propre f ¢ X1 —_ X2 rendant le diagramme

i

x*c.___; x1

\\\_{'\2 lf
~

“
X

commutatife Soit g1' (respe gé) une structure hermitienne sur X, (respe Xz)

telle que 9, = i‘1‘ g1' (respe 9, = i; gé) « Posons f*(dgé) = 6dg1' . La fonc-

tion 6 ¢ X1 —> IR, est une fonction continue qui s'annule au plus dans Y
1
6| x*
ont une croissance modérée le long de Y1 o La fonction 8§ étant continue

sur X1 s €lle est formée sur tout compact de X

sance modérée le long de Y
! a une croissance modéréce le long de Y, o Pouwr

6| x* n t
cela on peut supposer que X2 est un ouvert de € , D'autre part, il existe

1 .

I1 suffit de démontrer que les fonctions continues sur X* , 6|X* et

q v donc §|X* a une crois-

1 L]

Démontrons que

un recouvrement Ui de X1
n,
de € , s0it h (respe hi) la structure hermitienne sur X

par des ouverts qui s'identifient A des ouverts

5 (resp. Ui)
n,

induite par la structure hermitienne canonique de 02 (respe € 1) « On pose

f*(dh)]Ui = 6idhi « La fonction éi H Ui —> R, est R-analytique et s'annule

au plus dans Ui NY, o Il suffit donc de démontrer que,pour tout compact X

1
de U, , il existe une constante A > O telle que

¥x € X N X* , 3(1;)- <€ 6—1%;5 (proposition 1),

Or il existe une constante B > 0 telle que dh g Bdgé sur £(K) o (En effet,
dh = Adh ol A est une fonction continue strictement positive, qui posséde
un maximum B f£ini sur le compact £(X) ). Donc Bf'*(dgé) > f*(dh) , c'est-
a~dire Bédg1' > éidhi sur XK o De m@me il existe une constante C >0 telle

que dhi>/Cdg1' sur X o On déduit que Bédg1' >/6icdg1' sur K d'ou
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G.A.G.A. AFFINE VIII-07

1 < B/C
5(x) 6, (x)
On en conclut en posant A = B/b .

, Vx € KNX*

Soit X* un schéma séparé, lisse de type fini sur C . Suivant [2],
il existe une immersion ouverte d'image dense i : X¥ «—> X avec X schéma
propre et lisse, Si i1 s X¥ oy X1 et i2 : X¥* ey X2 sont deux telles

"compactifications", il existe une troisiéme i3 T X* a—evx3 et deux dia-

grammes commutatifs

3
N,
\\}K\ J/fK K=1,2 .
xK

En particulier, si on considére les structures analytiques associées, ces
deux compactifications sont équivalentes, Suivant la proposition 2, si

. yxan . . NS B chez
£ X —> IR est une fonction continue ou X désigne la variété ana-

lytique associée a X* , elle a une croissance modérée le long de

an = X?n - x** si et seulement si elle en a une telle le long de
YZn = in - x| on dira que la fonction £ a une croissance modérée a

l'infini de X¥ , et cette notion dépend uniquement de la structure algébri-~

ue de X¥ , De m@me suivant le théoréme 1, si g respe g est une struc-
q 1 2

an
1

. . . . an . .
il existe une fonction continue 6 3 X* _4IR, qui a une croissance modérée

ture hermitienne sur X*°© , adaptée A la compactification X (respe X;n) ’

a 1l'infini de X* telle que

dg, ¢ 5d92 et dg2 <& 5dg1 .

1

On appelle structure hermitienne modérée, une structure hermitienne qui se

prolonge sur une compactification algébrique,
Soient X* un schéma séparé lisse de type fini sur € , F* un faisceau
algébrique localement libre de rang fini sur X¥ , V¥ le fibré vectoriel
wan an

associé V¥ = Vect(F*) y X , F¥ ’ v tes objets analytiques corres-—

pondantse On se propose de définir une classe d'équivalence de "normes" sur
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VIII-08

v*# | Les Mormes" considérées seront des familles continues de normes sur

les v::an , Xx € x* , c'est-a~-dire telles que pour toute section continue

v de s [|v]l soit une fonction continue. Deux "normes" l|.|[l v e |I2

sur ™2 seront dites équivalentes s'il existe une fonction continue

5 3 x2 —> IR, ayant une croissance modérée a 1'infini de X¥ telle que
lelly < llell, et Well, < sllelly

Il existe une classe d'équivalence et une seule de "normes" pour cette rela=-

tion d'équivalence telle que, pour toute "norme" ||.]| appartenant 2 cette

classe, toute immersion ouverte d'image dense i 3 X*¥ <y X dans un schéma X

propre et lisse, tout faisceau algébrique cohérent F sur X tel que

i*F = P* , tout ouvert U de X° , toute surjection e OEL Fan|U et

tout compact K de U , il existe une fonction continue § 3 x*an —> 1R,

ayant une croissance modérée a 1l'infini de X* telle que au-dessus de

K N xx8
el <ollelly et H.Mns\éll-ll

n
ol "v“77 = inf‘”](w) _ vlwl avec |w| = T |wi|

i=1

([1], 11, 2.14, 2.15, 2416, 2419)e Une norme appartenant 3 cette classe

d'équivalence sera dite modérée,
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G.A.G.A. AFFINE VIII-09

THEOREME DE COMPARAISON

§ 2.
Soient X un schéma séparé lisse et de type fini sw € , F un
faisceau algébrique localement libre de rang firi sur X , X2 ’ FP les

objets analytiques associés, Qp,q(Fan) le faisceau de formes différentielles

sur X A coefficients mesurables de type p,q , & valeurs dans e .

DEFINITION 1+~ Une forme « € HO(Xx®",0°79(F*")) est dite modérée si

(1) Pour toute "norme" modérée ||o|' sur F et toute structure hermi-

tienne g sur x* modérée, il existe une fonction continue 6§ : X°© — R,

qui_a une croissance modérée 3 1l'infini de X et telle que

[ 87 102 00 <o

o,q+ 1

(2) La forme d"x € HO(x*", q (F™)), calculée au sens des distribu~

tions, est mesurable et vérifie encore (1).

Remarque 1+~ Si g est une structure modérée sur X2 s |le|] une norme
modérée sur F , & ¢ HO(x™, 0% 9(F*)) , alors ||x|| est défini par
llx]l. = ing = (). ]| ||#.]l.) 1a borne inférieure portant sur 1l'ensemble
X i 17°x 17'x
des écritures
X =3« 86,
S i i
i

de X au voisinage de x et ”0(1” désignant la norme sur 0%% déduite

de la structure hermitienne ¢ (norme "w") . Si <iz1,...,dzr1 désigne une

1,0

base de orthonormale en x et si =% dZA/\e.?‘A (o & = %.i1""’iq.g
C['On] ] 11 L oooe iq et dzA = dil1/\ eos A diiq ) ”C’(“x = E“GA”X °
En effet, si o, = : £,,dz,
A = i‘i fiAdZA®6i = ‘{ dEA@ f fiA¢i ,
donc
Cu s By e E”%”;& zr |l Mol =
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VIII-10 G. MALTSINIOTIS

=us L, 1) gl = Ellegl, fogly
siower(x™,a%P) , Jloa ol < ol R .

En effet. si =% fdz, , (Bc[1, ], card B = p) au voisinage du

B
point x ,wAa=Y dZ_AdZ ® £ O et
AB B A B A
AnB=g
lonall, = = el = 2 gl lloyll, = el llal,
AnB =g

Remarque 2.~ Pour qu'une forme « € Ho(xan'oo,q (F®™)) soit modérée, il
suffit que
(1) il existe une "norme" modérée ||.||1 sur F°' et une structure hermi-
tienne g1 ‘sur xa“ modérée et une fonction continue § 3 xan__) ]R: qui a
une croissance modérée A 1'infini de X et telle que
J'xan 5”1 ||a||12 dg, < 3
(2) la forme d"a € Ho(xan‘no,qﬂipan)) vérifie encore (1),

En effet, si ||+|| est une "norme" modérée sur F>' et g une structure
hermitienne sur X° modérée, il existe des fonctions continues ©&',6"s Xan-)m:
ayant une croissance modérée 3 1'infini telles que ||. || < 5'”."1 dg = 5"dg1 et

[ an80°%6) ™ N1l ag = { 0y 67" llolf a5 <o
On utilise le m@me argument pour 4"«

Remarque 3+~ La notion de forme différentielle modérée sur X ne dépend que

de la structure algébrique de X .

Remarque 4.~ Par définition, les groupes de formes différentielles modérées

munis de l'opérateur d" forment un complexe qu'on notera C;‘n(X,F) .

DEFINITION 2.~ On appelle cohomologie modérée de F et on note H;‘n(x, F) 1la

cohomologie du complexe C;(X,F)

(X, F) = #*(c*(x,F)) .
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G.A.G.A. AFFINE VIII-11

LEMME 1.- Soient @ € CI(X,F) et »p: x4 —>R_ une fonction ¢ telle

—

0,1

que p et |la"p|l aient une croissance modérée (la norme sur 0O étant

celle définie par une structure hermitienne g modérée sur X ), Alors

pa € C:‘(X,F) .
Démons tration.~ Pour toute "norme" sur Fo modérée, il existe une fonction
continue 6§ @ X" _.,IR: ayant une croissance modérée A l'infini de X telle

que j'xan 87! ||o|? ag < o et ['xan 57 lava? ag <
Alors 6p2 + 1 est une fonction continue qui a une croissance modérée 2a
l'infini de X et

[an®0%e 7 lloall®ag = [ 4y 67" fall® ag <o
De méme &(p +|la"p|l + 1)2 est une Ponction continue qui a wne croissance mo=
dérée a 1'infini de X et

jxan(e(p +llal + 137 lar(pe) P ag = [ (6(p+llavpll+ 1)2) Y a"paa + para]| 2ag
X
< [t (ellaellen) ™ Cllavalblezellavoll flal flarall + ¢2laral g <

s ‘yxan 67 ol ®ag + [, 7 flell ¢ [lavellag+ [, 7 flava]|® ag < + 0

On en déduit que po € CUX,F) .

LEMME 2.~ Supposons X connexe et soient U et V deux ouverts de Zariski

de X , i3 Xe—X une immersion ouverte d'image dense ol X est un

gan

schéma propre et lisse, W un ouvert affine de X, ¢ ¢ X ___,]R+ une fonc-

o0
tion C dont le support est inclu dans W , a, = 0 un systéme d'équations

de W=VNW dans W , a=%Xaa , Alors
L£e &= oo a-01rs
. . an an @ . . .
1) Ssi 6sU NV —> IR, est wne fonction continue ayant une croissance

modérée A 1'infini de UNV , pour m assez grand la fonction &': Uan._,IR+ ’

définie par 6'|UP N v = bga" et 6'|U* - U N v™ = 0 est une fonction

continue ayant une croissance modérée a l'infini de U ,

ii) 8i o € Cg(U Nv,F) , pour m assez grand cpama ¢ C:(U,F) .
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VIII-12
Démons trations
i) Soient b8 un systeéme d'équations de W-UNV dans W , b =% bﬂbB .
B
Alors § ayant une croissance modérée a 1'infini de UNV , il existe des

an

, > 0 telles que 6 < 8 sw xnuv®av
(ab)™
Soit m 2 m1 + 1 et démontrons que m conviente. On a

constantes A, m ol K=supp(ep) .

M,
8§ < cpAa ! sur U,
b
Aa™™
La fonction &" = ¢ am1 ¢tant continue sur U™ et nulle sur U™ - y*nv®
b

on en déduit que 6' est contirue, et &" ayant une croissance modérée A
1'infini de U on en déduit qu'il en est de méme pour &' ,

ii) Soient g une structure hermitienne modérée sur X et ||o|| wne
"norme" medérée sur F°' . Alors il existe une fonction continue & :U®'N Van—>m:
ayant une croissance modérée a 1l'infini de U NV telle que

j 5™t ||<>1||2 dg<oco et J 5~ ||d"oz||2 dg < .
> n v v v
Soit ¢ ¢ g — R, une fonction ¢ telle que y|supp(p) =1 et supp(\y)cwan
Suivant (i), il existe M tel que, pour tout m =M , &Ya" ait une croissance
modérée A 1'infini de U o Alors soient m2M et m=2 2 ; nous allons dé~
montrer que pour un tel m , ga o€ C;{(U,F) .
En effet

a) fnyazm + 1 a une croissance modérée a 1l'infini de U et

2
- ty 2 -1 2,
jUan(ﬁ\yazn-v 1) Ncpamallzdg < JUan 61 S‘.‘JE llelfag = (sup o )Juannvanﬁ lleffag< o

b) 5$a2m—2+1 a une croissance modérée a l'infini de U et

J a2 ) ler (") |

= I anl sya" 24 1) oo™ ava+ cpmam-1 d"ana +a" d"y Aal| 249 <
U

< J au,l((i\';auz“_2+1)-'1 [ga"|| a"alf+ :{)mam-1||

U

= J an( 6¢a2m-2 + 1)-1 q>2a2m “d"oz||2 dg +
U

avalloflecll+ @™ aq i+l ol 1° ag =
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G.A.G.A. AFFINE VIII-13

2m- 2 -1 m =1 " LM gn '
[ an8057 24 2™ vl + Ll ] < el a0 +

¢ ] an(00a™ 7240 ™ (g el + Mavel))? el os

2,2m 22 22 22
or %:ia = ¢“a Ssup((pa):A1 sur U (K = supp ¢) .
Ya v X

m m -1 m
e nene 222 (e _ldtal + 2 2%ll) . 22 o(qnflavall + allave]) ) =
va

20a(em|| d"al| + al|d"y|]) = s;p(cha(vm“d"a]h al|ag|| )= Ay sur U .

]

me{ ., 2 2 2 2m-
papin (2l + aMagl)® o e aval P agna®™ | ar gl gl +a gl
‘#aZm- 2 - om - 2 =
2 2
= nllavall % 2 mallavall vl + o LSO 22 e vl avplea?ld =

ya

< sup(o’n’f|e"al|® + 2gmala"a |l [lavg |l + 2% [la"p]®) = A, swr U .
X

On déduit que
[ a(opa® 2™ an (" )P ag =
U

-1 -1 r -1 2
<y ] 67jarar|Pag + & L 57 avall . flollag + A 67elfag< o .
1 Uan a Van 2 anﬁ Van 3 JUann v

On en conclut que ga o€ C; (u,F)

PROPOSITION 1~ i) Soit (Ui)1SiSN un recouvrement ouvert fini de Zariski de X

et soit Xk la somme disjointe des intersections k+1 A& k+1 des U:i. .

Alors les C:(Xk,F)c)(  forment une résolution de C;Il(x,F) pour la différen~

v
tielle de éech d .

ii) 58 0 S F'—F—> F" —> 0 est une suite exacte de faisceaux lo-

calement libres de rang fini sur X alors les suites

0— C;(X,F’) — c;‘l(x,r') — C;(X,F") —0

sont exactese

Démonstrations— i) On peut supposer X connexe, Soient i $ Xc_)'i une
immersion ouverte d'image dense ol X est un schéma propre et lisse, cpj une

. 00 L = ..
partition C de 1'unité sur Xan subordonnée A un recouvrement ouvert fini
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W, de X , a,. un systéme d'équations de WV, - U, dans W.,,a,.=%a.. & . ,
J 1Jo J 1 J ijo « ijJo ijo
p{™ _ a; /Za gégini sur W, NX , b = 5 6™ gepini sur X .

:LJ i PRRSIER

i
On a Zb()=1 o En effet

a,. o,
Zbg m) - I %o b(’J“) = $To L.z —Jl—n—ﬂij =Ze, =1 .
ij Ta;., J yar.
i 1] 1 1)
Démontrons que si B = (Bi v i )1 i eend € N € Cg(xk,F) alors
(] k

pour m assez grand H(m)(a) € C;}l(xk

™ p)),

I1 suffit de démontrer que si

B .
lo i ooolk 1

lemme 2, il existe Mj

m
%5243 Pi iy

(XX ] i

_1,F) ol H(m)(B) est défini par

=z bMp . .

K1 i 1 1 lo XY} 1]{-1
B, . € C3(U. NeeeN U, ,F) alors
lo XX} 1k m 10 1k

€ C:\(Ui N oees N U, +F) pour m assez grand, Or suivant le

k

tel que pour tout m 2 Mj »

€ c)““(ui N eee NU, 4F) &

13

Soit vj xan-_->m+ une fonction C° telle que v,';j|supp((pj) =1 et

supp(qvj) c WJ. o Alors

Ta,

i ij
3 1'infini de X donc a fortiori A 1'infini de Ui N eee N Ui

de méme pour
an _h_>
m
Ta,.
i 1]
donc suivant le lemme 1

m
a

45

Q. -—dB. .

J Za lo"'lk

iid

m 2 max M.
j J

que pour m assez grand,

Par suite, si

Soit maintenant B €

z(-1)%s
q 1 ocoiqooolk+1

et (4™ (p))),

0

i ooolk

V.
m

est une fonction qui a une croissance modérée

et il en est
1 k

2 (-0)PH(),
P

m-1
vl wmya l flavagll
m 2
iZ‘,aIJ (Eaij)
—*J_ oP. am . B . € Cq(U n ees NU F) .
3 J "1 eeel m i * i ?
§ 5 1o o k 1 k
J
(m) B. € cHU. N ees NU, ,F) et on déduit
i eeel m i i
o 3 1 k

H("‘)(p) € cl(x _oF) .
CUX F) tel que 8 =

0 cl'est-a-dire

o Alors, pour m assez grand, H(m)(ﬂ) € Ca(X, ¢ oF)

- 3(- 1)P zb(’“)

O...ip...ik looootpooolk
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=z b§’“)z (-1)Ps =z bf"‘)fs =8 donc 4™ (g)) = p .
i P i

iioo-.ipoo.ik iooo.ik iooo-ik
On déduit que les C?n(Xk.F) o<k forment une résolution de C:(X,F) pour la
différentielle de Cech d ,

ii) Pour démontrer (ii), il suffit d'appliquer (i) & un recouvrement
(Ui)1 <jsy affine de X . Alors la suite exacte 0 —s F' — F oy F' —3 0
est scindée sur les xk pour k 2 O et par suite, les suites

0 — CX(X 4 F) — CUX,F) — CHX,F") — 0
sont exactes, donc suivant (i) la suite
0 — C(X,F') — c;’](x,x-*) — cl(x,F) — 0

est exacte,

LEMME 3.~ Soient des applications linéaires & domaine de définition dense et

a graphe fermé entre espaces de Hilbert

telles que
a) dom(s) D Im(T) et S,T=0 .

b) Il existe une constante C > O telle que

Va ¢ dom(s) N dom(T*) |la]| < c (||mall +||sall) -
(La condition (b) peut 2tre remplacée par la condition plus faible @
b') Il existe une constante C > O telle que
Ya € Ker(S) N dom(T*) ||lal| s c||T*a]| ) .

hlors si z € dom(s) et S(z) =0 , il existe T € H, tel que z = T .

1
Démons tratione~ Soit z € dom(S) tel que 8(z) = O o flors dire que z = T
équivaut A dire que pour tout a € domT*< z,a >2 =<1, T*a >1 « Donc pour

qu'il existe T tel que z = T , il suffit que T*a —>< z,a >2 soit la

restriction d'une forme antilinéaire continue sur H1 donc par Hahn-Banach

il suffit qu'il existe une constante A telle que pour tout a € domT*

| < z,a >2| < 4 ||T™a|| o Posons a=a, +a, avec a, €Ker(s), a, ¢ Xer(s)" ;

1 2 1
0 et pour tout j € domT < Tj,a2 >=0

alors puisque z € Ker(S) < z,a >y

155



VIII-16 G. MALTSINIOTIS

(puisque S,T = 0) donc T*a, = 0 + On peut donc supposer que a€dom(T*) Xer(s) .
Alors | < z,a >2| <jlz]| llall s|lzll.c|i™a]] + On déduit le lemme en posant

As=|lzll.c .

LEMME 4.~ Soient X un sous-schéma fermé lisse de dimension n de ¢” muni

de la structure hermitienne k#hlérienne g induite par la structure canonique

de P(e) , (si Z Z1.....Zm) désignent des coordonnées homogénes de P"(C) ,

U, 1l'ouvert affine o 2 #0 , o ¢ I(®"(c), ") la forme dierérentielre

. m 2.Z,
de définition de la structure kihlerienne, w|U_ = % d'a"log * —=* ([4], 1II,

) oo L%,

m_ i m . .
n°5) et en particulier o|C =-léd'd"Log(1 + I ziii) QU ZyeeeZ désignent
i=1
les coordonnées affines de " ), Q= ({: le faisceau de formes différentielles

holomorphes de degré n sur X muni de la structure hermitienne déduite de g ,

m

k> 0 une constante, ¢ = Log(1+ ¥ ziii) s+ L le faisceau O muni de la
i=y

structure hermitienne ke fois la structure hermitienne de 1 . Alors les

applications linéaires partiellement définies entre espaces de Hilbert

(@371 (1) = 120 (1) 13 w)

yérifient les hypothéses du lemme 3 pour q 21 .

Démons tratione~ L'hypothése (a) est évidante, Pour démontrer (b) nous allons

démontrer que si « € L2(Q°'q(]_.)) tel que d"a et 6"a soient définis
(1) (I < a,a> ag)/? < 1:"1/2[(Jr < ana,ave > ag)V/? 4 (j < v, Ma>dg)V 2]
X X X
Nous allons démontrer cela d'abord pour & A support compact de classe

¢® . Pour cela, il suffit de démontrer que, pour & € I'(X,0°%(z)) , q =1

a support compact et de classe c?

(2) I X < ¢, > dg £ J < d"a,d"o > dg + j < §"a, "o >dg
X X X

ou encore puisque le complexe de faisceaux muni de la structure hermitienne e
est isomorphe & 0Q°*° 8, Q que pour o ¢ I‘(x,ﬂn’q(f)"1 ®0L)) A support compact

ef de classe C~ on a la méme inégalité, Pour cela (Expe n°3, § 3, th, 3) il
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\rt Vv |
suffit de démontrer que - £k$, ot C & Z est la forme quadra-
tique associée a i C - , Cj étant donnée par la formule

0] I" L

oQJ\®qu % dmn d.LofiVell kcD (exPO LR §2» onP»e) coar Qmn 1/\Z eSt Ie faiS-
ceau O muni de la structure hermitienne qui fait que < 1,1 > = e*“P et
ou $, est la forme quadratique déduite de la xouae de iCéhier u) sur X

Or
d»d«Loge-“" * d»d»Log(e"" "~ f, Vi~)=d"dLog(l +2" zz)~ “ »
= rd'd"Log(l +S z.z.)

-1 * -

donc en fait - k$, -

On en déduit I'inégalité (1) pour une forme a support compact et de classe C°° «
Pour en déduire I'inégalité (1) pour ai L°(Q°"(Z)) telle que d'a

et a"a soient définis, il suffit de démontrer que les formes a support compact

de classe C°° sont denses dans cet ensemble pour la norme |[[or||, 1/dtof] +||6 07|

ce qui résulte de [6], 4«4#

LBMME 5«- En gardant les notations du lenme 4, soit f x X—*1R une fonction

continue» Alors f a une croissance modéée le long de I'infini de X si et

seulement si, pour tout compact K de IP((D) , il existe des constantes
" k
A, k>0 telles que |f|] "AQ+ Z z.z.) sur KO X -«
=1
Dénanstration.- Eneffet si Z ,Z.,.««,Z désignent des coordonnées homogenes
- o 1 m
de ]P"(c)
2z 1
-— 22 _ . .0
Vo - “Vm 1+ Zz.Z.
i_l 1 1

est une équation |R-analytiquede I'infini de X . Onen déduit le lanme

(8 1t prop. 1 et définitions).

LEMME 6«- Si X est un schéma affine lisse de type fini sur O , alors

HA(X,0") =0 £our q* 1



