
Astérisque

BERNARD MAUREY
Théorèmes de factorisation pour les opérateurs
linéaires à valeurs dans les espaces Lp

Astérisque, tome 11 (1974)
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1974__11__1_0>

© Société mathématique de France, 1974, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique l’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AST_1974__11__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


REMERCIEMENTS 

Je tiens à remercier tout spécialement Monsieur 
Laurent Schwartz, dont l1attention et les conseils m 1ont été 
extrêmement précieux dans la préparation de ce travail. Qu'il 
trouve ici l'expression de ma profonde gratitude. 

Je remercie Monsieur Pierre Cartier, qui a lu le 
manuscrit, et Monsieur Adrien Douady qui m 1a indiqué un 
intéressant sujet de seconde thèse. 

Je ne dois pas oublier de remercier mes camarades 
du Centre de Mathématiques de l'Ecole Polytechnique, qui ont 
dû subir les premières versions des résultats qui suivent. 

Je remercie enfin les secrétaires du Centre de 
Mathématiques pour leur gentillesse et leur efficacité dans 
la résolution des multiples problèmes techniques. 





TABLE DES MATIERES 

Introduction 2 

0 Conventions générales 9 

1 Théorèmes de factorisation pour p > 0 11 

II Théorèmes de factorisation pour p = 0 24 

III Liens avec la théorie des opérateurs p-sommants 32 

IV Théorèmes de factorisation et opérateurs O-sommants 48 

V Une généralisation vectorielle : les opérateurs (p,G)-sommants 60 

VI Opérateurs et espaces de type et de cotype q, 0 < q < 2 65 

VII Espaces de cotype 2 et théorèmes de prolongement 87 

VIII Conséquences d'un lemme de H.P. Rosenthal 98 
P 

IX Applications aux plongements dans les espaces L 121 

X Extension aux espaces d'Orlicz 128 

XI Questions et problèmes, 149 

Index terminologique 154 

Index des notations 156 

Bibliographie. 157 

Addendum 161 

Summary 163 



T H É O R È M E S D E FACTORISATION 

INTRODUCTION 

La première source d'inspiration de ce travail se trouve dans un ar

ticle de E.M. Nikishin [l9] qui démontre le résultat suivant : soient E un es

pace de Banach, (Q, (M) un espace de probabilité et u un opérateur linéaire 

continu de E dans l'espace L°(Q,^l) des fonctions réelles -mesurables, muni 

de la topologie de la convergence en probabilité. Il n'y a pas de raison a 

priori pour que les éléments de u(E) admettent un moment d'ordre p, pour un 

p > 0, c'est-à-dire appartiennent à L P(Q,^u). Cependant, pour tout S > 0 et 

tout p < 1, il est possible de trouver une partie mesurable Q g de Q, telle 

que (Q - Q g) < e, et une constante M telles que : 

V x € E, / |u(x) | P d̂ u < M ||x||P 

De cet énoncé donné par Nikishin il est facile de passer à un énon

cé équivalent : tout opérateur linéaire continu d'un espace de Banach E dans 

un espace L°(Q,̂ jt ) admet la factorisation : (pour tout p < l) : 

1 9 
E * L P(n,¿u) > L (fi, 

où u^ est un opérateur linéaire continu de E dans LP(Q,/Ct), et où T^ désigne 

l'opérateur de multiplication par une fonction mesurable g. 

Par ailleurs, Grothendieck a démontré dans [5] un théorème de même 
œ. 

nature : tout opérateur linéaire continu d'un espace L (X,V) dans un espace 
\ 

L (Q,U) admet la factorisation: 

U H T 

00 2 9 1 
L (X, v) *. L (Q,<u) > L ( Q M u ) , 

00 2 
où u est un opérateur linéaire continu de L (X,V) dans L ( Q , M ) , et où T 

2 
désigne l'opérateur de multiplication par une fonction g de L 

Les deux articles que nous venons de citer fixent le thème de notre 

travail, qui est donc consacré aux théorèmes de factorisation pour les opéra-
p, . 

teurs linéaires continus a valeurs dans un espace L (Q,^u 

Notre étude empruntera beaucoup à un article récent de 

H.P. Rosenthal, "On subspaces of L P" [25J, dont nous généraliserons plusieurs 
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I N T R O D U C T I O N 

résultats. En particulier, en utilisant un lemme très intéressant de cet ar

ticle, nous donnerons une nouvelle démonstration du théorème de Grothendieck 

cité plus haut. 

Dans la théorie des applications sommantes |_27]i ce théorème de 

Grothendieck implique que tout opérateur 2-sommant d'un espace L (X,v) dans 

un espace quasi-normé F est 1-sommant. Un certain nombre de théorèmes analo

gues ont été démontrés par S. Kwapien [9] et P. Saphar [26], sans faire in

tervenir de théorèmes de factorisation : tout opérateur linéaire q-sommant 

d'un espace L r(X,V) dans un espace quasi-normé F est p-sommant si 

0 < p ^ q < r' < 2 ou si 0 < p < q < 2 < r 1 < œ # Nous verrons que les théorè

mes de cette nature impliquent des théorèmes de factorisation : tout opéra

teur linéaire continu d'un espace L r (X,v) dans un espace L P(Q,^) admet la 

factorisation* 

T 
1 9 

L r (X,V) * L q ( n , ^ ) > L P ( Q , ^ ) , 

s , V 

où p, q, r sont comme précédemment, et ou g est une fonction de L (Q, j , 

1 _ A 1 
P "~ q s 

Notre travail est divisé en onze parties, que nous allons passer 

en revue : 

Le chapitre I concerne le problème de factorisation proprement dit. 

Nous envisagerons la question de la façon suivante : soient (Q,^ ) un espace 

mesuré, et (f.) une famille de fonctions de LP(Q,/6« ) , 0 < p < <»• Soient 

1 1 € 1 1 1 1 
d'autre part q > p et r donne par — = — + — . Nous voudrions trouver une 

R P q r 

fonction g 6 L (n,^ ) telle que l'on ait pour tout i 6 I : 

f. q 

/ I—I W < 1. 

La condition nécessaire et suffisante est donnée au théorème 2. 

Elle s'inspire de la condition donnée dans le théorème 1 de [25]« 

A partir de là il est facile de donner la condition nécessaire et 

suffisante pour qu'un opérateur linéaire continu d'un espace quasi-normé E 

dans un espace L P(Q, A / ) admette la factorisation : 

T 
9 

E L q(Q, n) > L P(Q, (JL) 
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T H É O R È M E S D E F A C T O R I S A T I O N 

ou plus généralement si G est un espace quasi-normé, la condition nécessaire 

et suffisante pour qu'un opérateur linéaire continu de E dans L P(Q , ^c i,G) ad

mette la factorisation : 

T 
g 

E **Lq(n, p ,G) > L P(Q, ju ,G) (Théorème 8) . 

Nous étudierons ensuite dans ce premier chapitre le problème 

"transposé" : si (f.) est une famille d'éléments de L q(Q, ju),0 < q < +00, 
1 *•€ I , r 1 1 1 

nous voulons trouver une fonction g £ L )« — = — + — telle que l'on 
P q r 

ait pour tout i G I î 

P 

/ |g f. I dp ^ l. 

Cette condition est donnée dans le théorème 10 # On en déduit des 

théorèmes de factorisation pour des opérateurs linéaires continus définis sur 

un sous-espace S d'un espace L^iCï, u ), et à valeurs dans un espace quasi-

q 1 

norme E (Corollaire 11), 

L'objet du chapitre II est identique à celui du chapitre I, mais on 

travaille maintenant sur des operateurs a valeurs dans un espace L (0,/U ), 

et les techniques seront un peu différentes (inspirées du théorème 4 de 

[19])• De plus, on traite un problème un peu plus général que dans le cha

pitre I : on recherche la condition nécessaire et suffisante pour qu'un opé

rateur linéaire continu d'un espace quasi-normé E à valeurs dans un espace 

o / \ 
L (Q,/U) admette la factorisation : 

T 
$ 9 o 

E * L*(n,^ ) L (n,tf ) , 

où $ est une fonction de Young telle que l'espace d'Orlicz L (Q, ) soit 

quasi-normable (théorème 17). 

Dans les chapitres III (pour p > 0) et IV (pour p = 0 ) , on fera le 

lien entre les théorèmes de factorisation pour les opérateurs à valeurs dans 
P / \ 

un espace L (Q,¿4 ) et la théorie des applications radonifîantes. Comme dans 

[27] et |_2^] o n v e r r a apparaître l'hypothèse d'approximation dans le cas 

p < 1. Les résultats principaux sont le théorème 23 (pour p > 0) et le co

rollaire 34 (pour p ss 0) : si E est un espace de Banach, tel que E' vérifie 

l'hypothèse d'approximation métrique, les conditions suivantes sont équiva

lentes, lorsque q est un nombre réel ^ p : 

4 



I N T R O D U C T I O N 

a) Tout opérateur linéaire continu de E ! dans un espace L P(Q î (4i) admet 

la factorisation : 

T 
g 

E' >Lq(n,<u ) ^LP(Q,/tA ) 

(on suppose que AÀ est une probabilité si p = 0) 

b) Pour tout espace quasi-normé F, on a : 

n (E,F) = n (E,F) • 
q P 

Dans le chapitre V, on introduit la notion dfopérateur (p,G)-som-

mant (G étant un espace quasi-normé)• Cette notion généralise celle d'opéra

teur p-sommant, et permet de formuler l'analogue du théorème 23 dans le cas 

d'opérateurs à valeurs dans LP(Q,^tf ,G) (Théorème 39)» 

A partir des théorèmes connus de la forme : 

1/F, r U E , F ) = n (E,F) (cf [9], [26] ou [3]) 

on déduit par le théorème 23 un certain nombre de théorèmes de factorisation 

pour les opérateurs linéaires continus de È' dans un espace L P(Q, ̂ /i), lors

que E est u n espace L r(X, V) , pour r convenable ([9] et [26]) ou un espace de 

Banach quelconque [3]« En fait dans le chapitre VI, nous retrouvons cas ré

sultats par une méthode plus directe, en introduisant la notion d'espace de 

type q, 0 < q < 2. Cette méthode aura l'avantage secondaire de ne pas uti

liser l'hypothèse d'approximation. Lorsqu'un espace quasi-normé E est de 

type q, tout opérateur linéaire continu de E dans un espace L P(Q, <oi), 

0 ^ P ^ q» se factorise par L q(Q,xv) (Proposition 43). Nous donnerons quelques 

exemples d'espaces de type q, (essentiellement des espaces L r(X, \>) ou 

L r(X,V,G), pour r et G convenables), et nous résumerons l'essentiel des ré

sultats dans le théorème 50. 

Pour finir le chapitre VI, nous appliquerons les théorèmes géné

raux de factorisation au cas d'opérateurs linéaires invariants par translation 

de Lr(K,)() dans L°(K, X), où K est un groupe compact, et x sa mesure 

de Haar. On verra dans ce cas que si un opérateur invariant par translation 

de Lr(K,)() dans L°(K, X) se factorise : 

T 

L r(K, x) *L q(K, X) ^ (L°(K, X), 

5 



THÉORÈMES DE FACTORISATION 

c'est qu'il opérait déjà de L,r(K,y) dans L q ( K , x ) (Proposition 6 6 , théorème 

6 8 ) . 

Le chapitre VII étudie une classe d'espaces quasi-normés que nous 

appelons espace de cotype 2, dont l'exemple fondamental est fourni par les 

espaces L P(Q,<u), pour 0 < p < 2. Lorsque E est de cotype 2, tout opérateur 

linéaire et continu d'un sous-espace d'un espace L q(fl,^)(2 < q < œ) dans 

E admet la factorisation : 

T 
9 2 

L q(Q,/u) • L 

U i U 
J g 

S • S E 

q 2 

où T est un opérateur de multiplication de L (ü,/U ) dans L (Q,^ ) , S 
9 2 ' 

l'adhérence de T (S ) dans L (Q,>U ) et j l'opérateur induit par T sur S . 

g q * g g q 

On en déduit en particulier que tout opérateur linéaire continu d'un sous-

espace S d'un espace L̂ (Q,¿i>? ) , 2 ^ q < œ, dans E admet un prolongement con

tinu à L^(Q,{U ) tout entier (Théorème 76). On retrouve ainsi un résultat de 

Kadec et Pelczynski [7] : si un sous-espace E de L^(Ç1, fit ), 2 ^ q < <», est 

hilbertisable, il est complementé dans L q(Q,<u ) , (Corollaire 79)» 

Dans le chapitre VIII apparaît l'analyse la plus fine, fondée sur 

le lemme 6 de |_ 2 5 ], qui devient pour nous (dans une version convenablement 

généralisée) le théorème 8 4 . Ce résultat permet d'étudier, lorsque E est un 

espace de Banach, l'ensemble I des réels p > 0 tels que l'on ait : 
E 

V F, n (E,F) = I M E , F ) . 

On démontrera par exemple que 1 £ I_ si et seulement si pour tout 

e > O et pour tout entier n, E contient un sous-espace (1+e)-isomorphe à 

X ° ° (Théorème 92) . 
n 

A partir de ces résultats, on pourra démontrer le théorème de 

Grothendieck cité précédemment. En fait, nous trouverons une certaine amé

lioration, que nous pouvons exprimer sous la forme : 

L ( L \ L 2 ) = n Q ( L
1 , L 2 ) (Théorème 9 4 ) • 

6 



I N T R O D U C T I O N 

On en déduit ensuite un nouveau résultat, qui améliore un théorème 

de Kwapien et Pelczynski 1 s^ £ X n

 e s t u n e série igconditionellement 

convergente dans LP(Q,i>l ) , O < p < 1, la série S n converge presque 

n>2 9 n 

partout (Théorème 95)• ^ 

Dans le chapitre IX, nous étudierons les plongements forts d'un 

espace de Banach E dans un espace L P(Q,|U ) , c'est-à-dire les plongements u 

de E dans L P(Q,{U ) tels que sur u(E) les topologies de L P(Q,(U ) et de 

L ( Q Î ^ ) coïncident. Nous montrerons essentiellement le résultat suivant : 

si E est un espace de Banach plongeable dans un espace L (Q,(ti ) , vérifiant 

l'hypothèse d'approximation métrique, et si p est un nombre réel tel que 

0 < p < 2, les conditions suivantes sont équivalentes : (Théorème 98) 

a) E est de type p 

b) E peut se plonger fortement dans L ^ Q , ^ ) 

c) P e i E 1 

Le chapitre X constitue un essai de généralisation des chapitres 

I et III au cas des espaces d'Orlicz L ( 0 , ^ ) . Nous commencerons par déter-

miner les opérateurs de multiplication de L^(Q,<t< ) dans L (Q,ftf) (Proposi

tion 107). Ensuite nous donnerons au théorème IO9 l'analogue du théorème 8, 

(analogie partielle car nous ignorons si les conditions données sont néces

saires dans ce cas), puis l'analogue du théorème 23 sera prouvé dans le 

théorème 113. 

Pour finir le chapitre XI indique quelques questions et problèmes. 

Dépendance logique des chapitres 

V 

VIII 

^ ^ ^ ^ III " " " \ ^ 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ X 

~~~~~ ;v X 

7 



THÉORÈMES DE FACTORISATION 

(Dans ce diagramme, nous considérons qu'un chapitre est indépendant d'un 

chapitre précédent s'il suffit de se reporter à une ou deux définitions du 

précédent pour le lire. Par exemple, la définition des espaces de cotype 2 

étudiés dans le chapitre VII se trouve dans le chapitre VI, mais c'est la 

seule chose utilisée de ce chapitre)• 

* * 

8 



C O N V E N T I O N S G É N É R A L E S 

O• Conventions genérales 

Nous appellerons espace quasi-normable un espace vectoriel topolo

gique séparé possédant un voisinage de zéro borné. Nous appellerons espace 

quasi-normé la donnée d'un espace quasi-normable E et d'un voisinage de zéro 

équilibré et borné V. La quasi-norme sur E sera alors la jauge de V. 

Si p est un nombre réel tel que 0 < p ^ 1, on appelle p-norme sur 

un espace vectoriel E une fonction x -> ||x|| à valeurs dans ]R+, telle que : 

||x|| _ 0 < £ = > * - 0 ; ||X x|| = |M ||x|| 

V X, y € E || x + y|j P < ||x||P

 + ||y||P. 

On sait [23] que si un evt E est quasi-normable, il existe 

p £ ]0,1] tel °l u e l a topologie de E puisse être définie par une p-norme. 

Tout au long de ce travail, nous utiliserons les espaces classiques 

LP(Q,(i,), mais également les espaces d'Orlicz L^(Q, |x). 

Nous nous permettrons constamment l'abus de langage qui consiste à 

appeler "fonctions" les éléments de LP(Q,|a) ou de L^(Q,|i,), qui sont en réa

lité des classes de fonctions. 

Rappelons un peu de terminologie au sujet des espaces L^(Q,(JL), NOUS 

appellerons fonction de Young $ une application de 3R+ dans lui-même, non 

identiquement nulle, croissante et sci (c'est-à-dire croissante et continue 

à gauche), continue à l'origine, et telle que §(0) = 0. 

Soient (Q,p,) un espace mesuré et § une fonction de Young. On dési-

gne par L (Q,|i) l'espace des (classes de) fonctions mesurables f sur (Q, \i) 

telles que l'on ait pour un a > 0 (dépendant de f) : 

/ *( I ^ T ^ D <MU)) < + 00. 

On définit une topologie d'evts sur L (Q,|JL), dont un système fonda

mental de voisinages de zéro est donné par les : 

9 



T H É O R È M E S D E F A C T O R I S A T I O N 

Ve C = ^ f I ^ du- < « }, pour tous e,c > 0. 

Si $ est une fonction de Young, posons pour u £ TR+ : 

B (u) = sup . 
* x > 1 $(-) 

u 

Il est clair que B. est une fonction croissante. Posons 
$ 

B (0+) = lim B (u). On sait [24] que si (0,(x) est un espace de probabilité 
u -» 0 

sans atome, L (Q,lx) est quasi-normable si et seulement si B x(0+) = O, Dans 

ce cas nous considérerons L (Q, comme un espace quasi-normé par la jauge 

de V, „, c'est-à-dire : 
1,1' 

||f|| f - inf {a| / # ( M ) du < 1 }. 

Lorsque $ est une fonction convexe, B (0+) = 0, et ||f||- est une 

norme qui fait de L (Q ,u ) un espace de Banach. Notons encore que si 

§(t) = t P, O < p < + oo, L$(n,|i) coïncide avec L P ( n , u ) , et ||f||$ = l l f l | p -

Si $ est une fonction de Young, nous dirons que $ vérifie la con

dition s'il existe un nombre réel k tel que : 

V x ^ 1, §(2x) < k §(x) . 

On en déduit immédiatement que pour tout M ^ 1, il existe N tel 

que : 

V x > 1, $(Mx) < N §(x) . 

Rappelons la notion de distance de deux espaces quasi-normés E et 

F : on pose d(E,F) = + oo si E et F ne sont pas isomorphes, et dans le cas 

contraire : 

d( E, F) = inf \ Ijujj Hu"1)! | u isomorphisme de E sur F ) . 

Nous appellerons plongement de E dans F un opérateur linéaire u tel 

que u soit un isomorphisme de E sur u(E). 

* * 

10 



LB CAS p > O 

I. Théorèmes de factorisation pour p > 0 

Dans ce premier chapitre, nous examinerons le problème suivant : 

* 

soient E un espace quasi-normé, (fî,u) un espace mesuré quelconque ( ) , u un 

opérateur linéaire continu de E dans L P ( n , u ) , 0 < p < + «», et q un nombre 

réel tel que p ^ q ^ + œ # Nous voulons trouver une condition nécessaire et 

suffisante pour que l'opérateur u admette la factorisation ï 
u, T 
l g 

E * L Q ( Q , u ) + L P ( Q , u ) , 

u étant un opérateur linéaire continu et T l fopérateur de multiplication 

r 1 1 1 9 

par une fonction g € L (Q,JJL), — = — + — • Cela signifie exactement qu fil 
p r q 

existe une constante C telle que : 

, V q l/q 

i x 6 E , ( / \^f-\ dû) < C . 

En fait, il est tout aussi simple de résoudre un problème un peu 

plus général. Soit I un ensemble d'indices quelconque , et soit (f.) une 
1 i€ I 

famille d'éléments de L P ( Q , u ) . Nous rechercherons une condition nécessaire et 

suffisante pour qu'il existe une fonction g 6 L#r(n, u) telle que : 

f. q 

l i t ! / du- < 1. 

Nous aurons besoin d'un lemme : 

Lemme 1 : Soient ( 0 , p ) un espace mesuré, p et q deux nombres réels, 

1 < p < + œ et O < q < + œ, et désignons par K l v e n s e m b l e convexe des fonc

tions f mesurables > 0 telles que / f P dp < 1. L'application f -* / f""q dp 

est convexe s . c i . sur K muni de la topologie ci(L P,L P ) . 

Démonstration î La convexité résulte immédiatement de la convexité de t~ q 

sur [ o , + oo[. Puisque l'application est convexe, il revient au même qu'elle 

soit sci pour la topologie de la norme ou pour la topologie ( j ( L P , L p f ) . 

(*) Nous devrions écrire ( Q , ^ , | J L ) étant une tribu sur Q. Comme nous n'au

rons à considérer qu'une seule tribu sur Q, nous ne la mentionnerons pas 

pour alléger l'écriture. Sauf mention du contraire, u n'est pas supposée 

finie, ni même cr-finie. 

1 1 



T H É O R È M E S D E F A C T O R I S A T I O N 

Raisonnons donc pour la topologie de la norme. Soit f £ K , et soit 
p 

(f ) une suite tendant vers f telle que : 
n 

1 q 1 q 

lim inf / (—) du = lim / (*rr") du, 

g -» f 9 n n 

Il existe une sous-suite f qui converge presque partout vers f. 

D'après le lemme de Fatou : 1 

1 q 1 q 1 q 

/ (-) du < lim inf / (- ) du = lim inf / (-) du, 

i n. g f 9 

ce qui démontre le lemme. 

Le théorème fondamental qui suit généralise un théorème de 

H,P, Rosenthal ([25], Théorème l ) . 

Théorème 2 : Soient (Q,u) un espace mesuré, I un ensemble d'indices, (f^) 

une famille d'éléments de L P(Q, u), 0 < p < + 00, et q, r deux réels tels que" 
1 1 1 

p < q < + 0 0 , — _ — # Les conditions suivantes sont équivalentes : 
p q r 

q p/q i/p q 1/q 

a) V (c*.) e 3 R ( I ) (/ (E l e * . f.| ) du) < (E \ot±\ ) 

r 

b) Il existe une fonction mesurable g telle que / |g| du < 1 , et que : 

V i e i </ an) < 1 

(Avec la convention ~ = O ) . 

La démonstration utilisera le lemme suivant, classique en analyse 

convexe, et que nous admettrons : 

Lemme 3 s Soient K un convexe compact d'un eles, 7C un ensemble convexe de 

fonctions réelles sur K, s , e s et ne prenant pas la valeur + »• On suppose 

que 5 

a) Chaque fonction f 6 fô est concave sur K, 

b) V f € Jfij, 1 x € K, f(x) > 0. 

Il existe alors un point X q € K tel que f(x Q) ^ 0 pour toute f £ A 1 

12 



LE CAS p^>0 

Démontrons maintenant a) = ^ b) dans le théorème 2 0 Le cas p = q 

est trivial, il suffit de prendre pour g la fonction constante égale à 1. 

Supposons p < q , et q = + œ , Si J est un sous-ensemble fini de I , et (oO 

la suite définie par : 

/1 si i e J 

a. = J 

0 si i <£ J 

la condition a) s'écrit : 

P 
/ ( sup |f.|) du < 1. 

i e J 1 

La famille des sup |f. | constitue quand J varie un ensemble fil-

i € J 1 

tiant croissant dans L (n,u) • Il est classique qu'un ensemble filtrant 

croissant de fonctions de L P ( Q , u ) , p < + œ, admet une borne supérieure si et 

seulement si il est borné en norme. Posons : 

g = sup I f. I • 
i e I 

On a / |g| P du ^ 1, et jf^| ^ g pour chaque i, ce qui achève la 

démonstration dans ce cas. 

Supposons maintenant 0 < p < q < + œ, et posons s = d'où 
P 

l < s < + oo et s' = r/p. Désignons par K l'ensemble des fonctions h mesura-

r S 1 

bles > 0 sur K telles que / h du < 1. L'ensemble K est convexe et compact 
s ' s ( I ) 

pour la topologie a(L , L ) . Pour chaque cv 6 K désignons par u la me-
Oi 

sure (S \<y. f. ) • u, et considérons la fonction F sur K définie par : 
' î i ' a 

F (h) = S |a. | q - / h " s du . 

a 1 i ' at 

Il est clair que l'ensemble des F est un cône convexe de fonctions 
a 

sur K. D'autre part, d'après le lemme 1, chaque fonction F^ est concave ses. 

De plus posons : 
1/ss' p/q -l/s' 

h = C . ( £ Ic^ f j ) avec C = ( / ( E \(x± f ± I ) du) 

13 
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S 1 

On vérifie que J h du = 1, c'est-à-dire h 6 K, et : 

Fa(ha) = S | а . | Ч - C " s / ( S lor. f . | q ) 

„ p/q q/p q q 
= S |cvi I - (/ (E \ot± f I ) du) > 0 d'après a ) . 

D'après le lemme 3? il existe h Q 6 K telle que : 

,q 

l f - I 
V i £ I / —— du < 1, d'où le résultat avec g = h ^ P • 

" s o h 
o 

Pour finir,montrons b ) = > a ) , qui résulte aisément de l'inégalité 

de Holder ; 

q p/q I / P a f q p 1 / p 

(/ (S l a . f.| ) dû) = (/ (.(S l-^l ) 9 ] dû) 

i/q i/q 
». f. q q 

< (/ 2 dû) < ( 2 ) 

Remarque 4 : Supposons que la famille (f.) du théorème 2 vérifie 1'hy-
1 1 € 1 

pothese : 

q P A 

E I CV± I < + œ ^ > / ( E 10' i f i I ) du < + oo . 

On a alors une application linéaire : 

(c^) - M O N f i ) de X q(l) dans L P(Q, u, A i ) ) , 

qui est continue de J&q(l) dans ( L ^ C ^ u ) ) 1 , donc aussi de X q(l) dans 

L P (Q ,u , i q(l)) par le théorème du graphe fermé. Il existe donc une constante 

C telle que : 

p/q i/p q i/q 

V (c*.) G 3 R ( I ) , (/ (E |cvi f.| ) du) < C (E \ot±\ ) 

Soient (Q,u) un espace mesuré, I un ensemble d'indices, (f.) 
1 i G I 

une famille d'éléments de L P (Q ,u ) , 0 < p < + œ, et q un réel tel que 

P < q < + 0 n désignera par C ( (f.) ) la plus petite constante C 

p.q 1 i £ I 

(éventuellement + ») telle que l'on ait : 

1 4 



LE CAS p > 0 

q p/q VP i/q 

V (oO € 3 R ( I \ ( / ( £ I c y . f.| ) dp.) < C (E | c * . | ) 

Notons que C ( (f.) ) ne dépend que de |f. I , et plus préci-
p ' q 1 i € I 

sèment : 

C ( (f.) ) = C ( (|f.|) ) . 
p,q i p,q I i 1 

Soit maintenant G un espace vectoriel quasi-normé, et supposons que 

(f.) soit une famille d !éléments de L P(Q, f J L , G ) . Nous poserons : 
1 i G I 

C ( ( f i } > " C p , q ( ) • 
p* q 

On obtient immédiatement : 

Corollaire 5 * Soient (Q,|^) un espace mesuré, I un ensemble d f indices, G un 

espace vectoriel quasi-normé, (f.) une famille d^léments de L P(Q,(JL,G), 

1 \ € 1 i i i 
0 < p < + oo, et q, r deux nombres réels tels que p < q ^ + °°, — = — + — . 

p q r 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) C ( (f.) ) < C 
PÎ Q i 

b) Il existe une fonction mesurable réelle, telle que / | g | r d|j. < 1 et que : 

* i € I (/ |^|| G du) < C . 

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes : 

p/q 

q q 
a ) S |a. I < + oo / (2 ||Q<. f.|| ) dp, < + a> 

i 1 1 G 

b^) Il existe une fonction mesurable réelle g , telle que f | g | r d|i < + oo, et 

que : 

V i € I / ||V d n < l . 
Y G 

Définition 6 : Soient (Q, |i) un espace mesuré, E et G deux espaces quasi-

normés, p et q deux nombres réels tels que 0 < p ^ q ^ + oo, et u un opéra

teur linéaire continu de E dans L P(Q,(-L,G). Prenons pour ensemble d'indices I 

15 
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la quasi-boule unité B de E, et posons pour x € I = B : 

f = u(x) e L P ( n , M.,G) . 

Nous dirons que l fopérateur u est q-cylindriquement de type p si 

C ( (f ) ) est fini, et nous poserons : 
P,q S n 

C (u) = C ( ( f ) ) . 

p*q p>q x x ç i 

Nous allons traduire la définition ci-dessus d'une façon très lé

gèrement différente ; nous allons montrer que C (u) est la plus petite 
P » q 

constante C telle que la propriété suivante soit réalisée : 

Pour toute suite finie (x„,•••,x ) d'éléments de E, on a : 

1 n 
q p/q i/p q i/q 

( / ( E ||u(x.)|| ) d u ) < C ( E ||x.|| ) 

Montrons l'équivalence des deux définitions. Soit (x., ...,x ) une 
l n 

suite finie d'éléments. Posons y = x^/||x^||, et pour x G B = I : 

« x = ( £ ||x.|| ) 
i 

y i = * q l/q q l/q 

Alors : ( E U I ) = ( E ||x. || ) , et : 
x € B x i 1 

q l / q q l / q 

( E \a f J ) = ( E | | u ( x . ) | | ) , 

x € B i 

ce qui prouve l'équivalence voulue. 

Nous allons rassembler quelques évidences dans une proposition : 

Proposition 7 : Soient E et G deux espaces quasi-normés, (Q, |x) un espace 

mesuré, p et q deux nombres réels tels que 0 < p < q < + », et u un opérateur 

linéaire continu de E dans L P(Q,|i,G). 

a) Si F est un espace quasi-normé et v un opérateur linéaire continu de F dans 

E, on a : 

C ( u 0 v) < llvll C (u) 
P,q ° 11 11 p>q 
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17 U 

b) Si u admet la factorisation : E > E/N *-L P(Q, p,G) , on a : 

C (u) = C (u) 

Démonstration : Le a) est trivial, et en conséquence, il suffit de prouver 

C (u) (u) dans b ) . Soient e > 0 , et ( x x ) une suite d'éléments 

p*q p,q i n de E/N. Choisissons pour chaque i un vecteur x^ Ç E tel que x^ = TT(X.), 

et ||x̂ || < (l + S) . On aura alors : 

p/q i/p p/q i/p i/q 

(/ (2 ||ïï(x.)|| ) du) = (/ (S l|u(x.)||q) dp) < C

p , q

( u ) ( I ] l i x i l l q ) 

q l / q 

< (1 + €) C p ? q ( u ) (E||x.|| ) , 

d !où le résultat puisque e est arbitraire. 

On peut se poser la question suivante, dans l'optique de la propo

sition 7 a) : soient (X,v) un espace mesuré, w un opérateur linéaire continu 

de L P ( Q , L I ) dans L P ( X , v ) , q un nombre réel > p , et u un opérateur q-cylindri-

quement de type p de E dans L P ( Q , L L ) . L'opérateur w « u est-il q-cylindrique

ment de type p ? Cela n'est pas vrai en général, et ce problème sera examiné 

au chapitre VI. 

Soient à nouveau E et G deux espaces quasi-normés, et u un opéra

teur linéaire continu de E dans L P ( Q , ( J L , G ) . Nous dirons (de façon abusive mais 

rapide) que u se factorise par L q(n,|^,G) s'il existe un opérateur linéaire 

continu v de E dans L Q ( Q , p , , G ) , et une fonction g 6 L R(Q,pi), — = — + —, tels 
p q r 

que u = Q v, c'est-à-dire encore : 

\/ x G E, u(x) = g v ( x ) . 

Nous obtenons finalement la condition nécessaire et suffisante de 

factorisation annoncée au début du chapitre. 

Théorème 8 ; Soient (Q,|i) un espace mesuré, E et G deux espaces quasi-normés, 

1 1 1 
p,q,r trois nombres réels tels que : 0 < p < q < + o o , — - — + —, e t u u n opé-

P q r rateur linéaire continu de E dans L (Q,p,G). Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

17 
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a) C (u) < C 
P? q 

b) Il existe une fonction mesurable réelle g telle que f \g\T du. ̂  1, et un 

opérateur linéaire continu v de E dans Lq(n,|j,,G) tels que : 

u = T g • V , | | v | | < C 

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes : 

a„) Pour toute suite (x ) d'éléments de E : 
1 n 

q p / q 

2 | | x n f < + <*> =¡> / ( S | | u ( x n ) | | ) d u < + » 

b^) L'opérateur u se factorise par L q(Q, |x,G). 

Démonstration : Démontrons a) b ) • D'après le corollaire 5? l'inégalité 

C (u) < C est équivalente à l'existence d'une fonction mesurable réelle a, 

p>q r 

telle que / |g| du- < 1, et : 

q l / q 

V x € E (/ d u ) < c | | x | | . 

Il suffit alors de définir un opérateur v de E dans L q(Q,|j,,G) par : 

v(x) = U ^ X ^ , et a)< > b) est démontré. 
9 

On démontre de même a ) ^ f - > b„) en se ramenant au corollaire 5. 
1 1 

Nous allons donner un exemple où l'application du théorème 8 est 

particulièrement simple. Le résultat suivant précise un théorème de Nikishin 

( [ l 9 ] » théorème 4 ) . 

Proposition 9 : Soient (X,v) et (n,|i) deux espaces mesurés, u un opérateur 

linéaire continu positif de L q(X, V) dans LP(n,|J.), 0 < p < q < + c o , et q > 1, 

L'opérateur u se factorise par L q(fi,Li), et on a plus précisément : 

C (u) = l l u l l . 

p,q U H 

Démonstration : Il suffit de voir que C (u) < l l u l l . Soit ( x x ) une 
p,q 11 il 1 n 

suite finie d'éléments de L (X, v) . On a dans l'espace réticulé L (Q,p) : 

1 8 



LB CAS p > 0 

( E | u ( x . ) I ) = s u p { E o . u ( x . ) I E I I < 1 } 

l/q 

q f q 
< u (sup J E a . x . I E I O N I n u ( ( Z | x j ) ) 

(L'inégalité ci-dessus résulte de la positivité de u ) • On a donc : 

p/q i/p 

( / ( E | u ( x . ) | q ) d[i) 

q l / q 

< IMI • Il <= \* ± \ ) Il 
L q(X,V) 

q l / q 

I M I - ll*iHq> • 

d'où le résultat. 

Remarque : La restriction q > 1 est nécessaire dans la proposition 9. En 

effet, si p et q sont tels que 0 < p < q < 1, il existe [4] un espace de pro

babilité (n,|x) et un opérateur linéaire positif de i q dans L P ( n , | i ) , qui 

ne se factorise pas par L q ( Q , | i ) . 

Nous allons maintenant étudier le problème transposé du problème 

posé au début de ce chapitre. 

Soient ( Q , | i ) un espace mesuré, E un espace quasi-normé, u un opé

rateur linéaire continu de L q ( Q , | i ) dans E, 0 < q ^ + oo, et p un nombre réel 

tel que 0 < p ^ q ^ + oo. Nous voulons trouver une condition nécessaire et 

suffisante pour que u admette la factorisation : 

T g V 

L Q(Q,(^) L P(Q,LL) E . 

En fait, nous allons résoudre une question un peu plus générale. 

Soient S un sous-espace fermé de L q(n,u,), et u un opérateur linéaire conti-
q 

nu de S dans E. Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante 
q 

pour que u admette la factorisation : 
T 
g 

L q ( Q , L t ) ^ L P(Q, | JL) 

g 
S > S » E 

q p 

où S est un sous-espace fermé de L^Cfl, p.), 0 < p < q < + » , g £ Lr(n,u.)? 
P 
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1 1 1 . . . 
— = — + —, et j l'operateur induit par la multiplication T • Cela signi-
P q r' g g 
fie exactement que : 

1/p 
P 

V f G S q ||u(f)|| < C (/ |g f I du) 

Comme au théorème 2, nous sommes conduit s à prouver un résultat 

en apparence plus général : 

Théorème 10 : Soient (Q,p«) un espace mesuré, I un ensemble d'indices, p,q et 

1 1 1 
r trois nombres réels tels que 0 < p < q < + oo, — = — + —, et(f.) une 

P q r 1 . € 1 

f a m i n e d'éléments de L q ( Q , | J L ) . Les conditions suivantes sont équivalentes : 

r 
a) Il existe une fonction mesurable g telle que / |g| dp < 1, et que : 

P 

V i G I / |g f. I d|i > 1. 

p i/p p q/p i/q 

b) \/ (or.) G 3R ( I ), ( E \a±\ ) < (/ (E lev. f. | ) dp) 

Démonstration : Montrons b) a ) . Le cas p = q est trivial. Supposons donc 

0 < p < q < + oo. La démonstration est alors identique à celle du théorème 2. 

Posons s = q/p, et soit K le convexe compact pour CJ(L S Î L S ) des fonctions 

mesurables > 0 h telles que / h S d|Ji < 1. Pour chaque a G IR^^ considé

rons la fonction F sur K définie par : 

a 

P P 
F (h) = E / \ct± t ± \ . h dp- - E |cyi I . 

Chaque fonction F est affine et continue sur K, et l'ensemble des 

F est convexe. De plus, si nous posons : 
& q/r n q/p - 1 / s » 

P P 
h = C . (E |Œ. f. ! ) , avec C = (/ (E le*, f. I ) dp,) 

ci 1 1 1 i 1 1 

nous avons h G K, et : 
a 

P q / p P 

F (h ) = C / (E \ot. f. ! ) dp, - S |a. I 
oí oí i i 1 i 1 

p P/ q p 

= ( / (E |a. f.| ) dp) - E l o f j > 0. 

D'après le lemme 3, il existe h Q G K telle que : 
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P 
V i <E I / |f. I h dp. > 1, 

' i o 

d'où le résultat dans ce cas avec g = . 
o 

Comme au théorème 2, a) = ^ b) résulte aisément de l'inégalité de 

Holder 2 

P P 
2 | a . I < E / | a . f. g| dp. 

P VP P p q/p p/q 

= / ( {E | a . f. I I . g ) dp, < ( / (2 l a . f. | ) dpi) 

ce qui achève la démonstration. 

Remarque : Le résultat ne subsiste pas lorsque q = + œ, car le dual de 

L°°(Qi p) contient des éléments qui ne s'identifient pas à des fonctions sur 

(Q, p.). 

On déduit immédiatement du théorème 10 : 

Corollaire 11 : Soient (Q, p) un espace mesuré, E et G deux espaces vecto

riels quasi-normés, p, q et r trois nombres réels tels que 0 < p ^ q < + o o , 

p̂  = "q + r"' S q U n s o u s ~ e s P a c e fermé de L q(Q, p,G), u un opérateur linéaire 

continu de S dans E et C un nombre réel > 0 . Les conditions suivantes sont 
q 

équivalentes : 

a) Il existe un sous-espace fermé S^ de L P(Q,p,G) tel que u admette la fac

torisation u as v ° j , où v est un opérateur linéaire de S dans E, tel que 

g p 

j j v j l < C, où g est une fonction mesurable réelle sur (fl, p.), telle que 

/|g| r dp ^ 1, et l'opérateur induit sur S^ par la multiplication T g . 

b) Pour toute suite (f ....,f ) d'éléments de S , on a : 

l n q' 

1/p q/p l/q 
(S ||u(f.)|jP) < C (/ (E ||f.||P) dp) 

G 

De plus, les conditions suivantes sont équivalentes : 

a t ) Il existe g 6 Lr(Q,p.) et un sous-espace fermé S^ de L P(Q,p,,G) tels que 

u admette la factorisation u = v 0 j , où v est linéaire continu de S dans E. 

9 P 
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b ) Pour toute suite (f ) d'éléments de S : 
1 n q 

P ^ P 

/ ( S | | f n | | ) d ^ < + » ^ Z | | u ( f n ) | | < + = o . 

Démonstration : Comme précédemment a) > b) résulte de l finégalité de 

Holder, Inversement (moyennant le changement de notation expliqué après la 

définition 6), l'hypothèse b) implique, d'après le théorème 10, l'existence 

d'une fonction mesurable réelle g telle que / | g | r d L i ^ 1, et que : 

P 1 / P 

V f € S Q , | | u ( f ) | | < C ( / | | f g U d u ) 

On peut- alors définir un opérateur v sur T (S ) par : 
g q 

v (f g) = u ( f ) . 

L'inégalité ci-dessus signifie exactement que v est continu lors

qu'on munit T (S ) de la ( quasi )-norme de L P ( Q , L L , G ) , et plus précisément 

g q 
livll < C. Si l'on désigne par S l'adhérence de T (S ) dans L P(fi, U,G), v se 

i l i l p g q prolonge à S avec encore llvll < C, et u = v ° j , ce qui démontre a ) . 

p 11 11 g 

Démontrons maintenant a^)^—> b ^ ) . 1 1 suffit de montrer que b^) im

plique b) pour une certaine constante C. On peut, lorsque G est complet, 

utiliser pour cela le théorème du graphe fermé comme à la remarque 4, mais 

on peut dans tous les cas se contenter d'un raisonnement plus élémentaire : 

s'il n'existe aucune constante C telle que b) soit réalisée, on peut trouver 

pour tout entier k une suite (f ) telle que : 
n n G IN 

q/p p/q 

( / ( E | | f n k | p ) d u ) < 2 " K ; S ||u(fn )|| P > l . 
n ' n 

On aura alors, puisque q/p > 1, d'après l'inégalité de Minkowski : 

p q/p p/q p q/p p/q 

(/(E | | f n k | | ) d u ) < E (/ (E ||fn k | | ) d u ) < 1. 
k,n ' k n ' 

L'hypothèse b ) appliquée à la suite double (f ) devrait nous 
1 n, K 

donner E l | u ^ f

n ^ 0 0 ' c e q u i n ' e s t P a s l e c a s » 0 n obtient donc une con

tradiction, qui prouve que b^) b) pour un certain C, et ceci termine la 

démonstration. 

2 2 
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Si S^ est un sous-espace fermé de L q ( Q , p , G ) , E un espace quasi-

normé, u un opérateur linéaire continu de S^ dans E, et p un réel tel que 

0 < p < q < oo, on désignera par C * (u) la plus petite constante C telle que 
P* q 

l'on ait pour toute suite finie (f ....,f ) d'éléments de S : 

l n q 
p i/p p q/p V q 

(S ||u (f.)|| ) < C ( / (S Ijf.H ) dp) 

D'après le corollaire 1 1 , C * q ^
u ^ e s * égal à 1 ' inf de ||v|j pour les 

factorisations de u de la forme u = v.j , avec /|g|rd(j, ^ 1 « —• = + • 

g 1 p q r 

* 
* * 
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II• Théorèmes de factorisation pour p = 0 

Dans tout ce chapitre, nous supposerons que est un espace 

mesuré avec |i g-finie«(Nous en verrons la raison plus loin)» Nous désignerons 

par L ° ( Q , | J b ) l'espace vectoriel des fonctions mesurables réelles» Nous voulons 

démontrer l'analogue du théorème 2 : soient I un ensemble d'indices, (f^) 

une famille d'éléments de L°(Q,|i), et q un réel tel que O < q ^ + ». 

Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonc

tion mesurable g telle que : 

f. q 

V i G I / |-J¿| dLL < 1 ? 

En fait, dire que p est a-finie équivaut à l'existence d'une fonc

tion h > 0 p-presque partout, et telle que / h d|i = 1, Si nous posons V = hp, 

f! = h - l / q f . . 

1 1 

nous sommes ramenés au même problème relativement à la proba-

bilité V, Nous nous contenterons donc par la suite de considérer le cas où 

fjb est une probabilité. 

En fait, dans ce chapitre, nous pourrons sans difficulté supplé

mentaire résoudre un problème un peu plus général que celui que nous venons 

de poser : soient I un ensemble d'indices, (f.) une famille d'éléments 
1 i € I 

de L (Q , ) jb) , et § une fonction de Young (cf. chapitre 0) • Nous allons cher

cher la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonction 

mesurable g telle que : 

J f • 

v i e i, / s (•—) dp, < i. 

Nous nous limiterons cependant aux fonctions de Young telles que 

3,(0+) = 0 . Nous commencerons par ramener le problème précédent à un problè-

me étudié par Nikishin [19] : si (f ) est une famille d'éléments de 

L°(Q, |i) , on cherche à savoir si pour èout Ie > 0, il existe une partie mesu

rable Q de Q et un nombre réel M tels que : 

S 6 

f. 

p(Q - QE) < e, et : V i Ç l / S ( ^ ) dp, < 1. 

Proposition 12 2 Soient (Q, p,) un espace de probabilité, I un ensemble d'in

dices, (f.) une famille d'éléments de L ° ( f l , ( 1 ) et $ une fonction de Young 
1 i G I 

telle que B a(0+) = 0. 
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Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Il existe une fonction mesurable g telle que ; 

f. 

V i e I / §(-~) dp < 1 . 

b) Pour tout e > 0 , il existe une partie mesurable Q g de Q et un nombre réel 

M g tels que : 

An - n ) < «, i i e i 
f. 

/ fifi) du < 1 . 

Démonstration : Supposons a) réalisée, et posons n R = {|g| < R j . On a : 

/ §4±) < / • i % ^ i. 
Q R 

Maintenant pour tout e > 0 donné il existe Rfî tel que 

p(Q - Q D ) < è, ce qui prouve a) -—> b ) . 
e 

Inversement,supposons b) réalisée. Pour chaque entier n, il existe 

une partie mesurable de Q et un nombre réel M^ tels que : 

u (o - on) < 1 n / f • 

V i e i / $ (jji) dp < i. 
Puisque B.(0+) = 0 par hypothèse, on peut trouver pour chaque n un 

$ 
nombre réel c tel que : 

n 

O < c < 1, ft(c ) + B (c ) < 2 ~ n . 
n n $ n 

On a alors par définition de B_, pour x ^ 1 : 

f 
ft(c x) < ft(x) < B (c ) ft(—) . 

n $ n c 
n 

D'autre part, pour x ^ 1 : 

$(c x) <; ft(c ), donc finalement pour tout x > 0 : 
n ^ n 

* ( c x) < ft(c ) + B.(c ) ft(—) 
n n ft n c 

n 
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Posons maintenant A » Q - ( n yj ... O Q ) , et considérons la 
n n l n—1 

fonction mesurable g définie par : 

M 

g = £ — x A 

c n 
n 

Les ensembles (A^) sont deux à deux disjoints, et leur réunion porte 

pi. On peut donc écrire : 

f. f. °1 . c f . 

/ §(-±) dp, - 2 / dp, s 2 / #(c . dp, 
9 n A 9 n A n 

n n 

f. 

< 2 (I (c n) + B <c n) / # ( ^ ) d^ ) 

QN n 

< 2 (*(c ) + B (c )) < 1, 
n $ n 

n 

ce qui achève la démonstration. 

Soient (Q,JJL) un espace de probabilité, f une fonction mesurable 

réelle sur Q, et a 6 J),l[ • Nous poserons : 

(f,p) » inf JR I p, { |f I > R } < a j. 

Si A est une partie de L°(Q,|JL), nous poserons : 

J ( A, p,) s sup J ( f, pi) . 
a f G A 0 1 

S 1il n'y a pas de confusion à craindre, nous notons simplement 

J (f), J (A), 
a a 

L féquivalent du théorème 2 pour p = 0 est donné par le résultat 

suivant, qui est inspiré de Nikishin ([l9]i théorème 4 ) . 

Théorème 13 : Soient (Q,p) un espace de probabilité, et C une partie convexe 

O / V , 

de L (Q, p) , formée de fonctions positives. Pour tout e > 0 , il existe une 

partie mesurable Q g de Q, telle que : 

p(0 - CL,) < 2 c, et tff £ C / f dp, < 2 J (C). 
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Démonstration : On suppose Jg(C) < 00» sinon il n'y a rien à démontrer. Dési

gnons par K l'ensemble des fonctions mesurables cp sur Q telles que : 

O < q> < 1, et / cp du ^ 1 - e. 

/ 0 0 1. 
Il est clair que K est un convexe compact pour a (L ,L ) • 

Pour chaque f G C, définissons une fonction F̂ , sur K par : 

Ff(cp) = Jg(C) - / cp f dp (l'intégrale étant finie ou non). 

Lorsque f varie, nous obtenons un ensemble convexe de fonctions 

affines s . e s sur K , ne prenant pas la valeur + oo. De plus, si cp̂  désigne 

la fonction caractéristique de {|f| < J €(C)j, on a par définition de J g(C) : 

/ cpf dp > 1 - e, soit <pf GK et : 

F f(cp f) = J e(C) - / cpf f dp, > 0. 

D'après le lemme 3, il existe cpQ G K telle que F

f(tPQ) ^ 0 pour 

toute f G C. Mais puisque cp G K, on a : 
o 

p } cpQ > 1/2 } > 1 - 2 e . 

Posons 0fi = j ÉpQ > ^ }• On aura p(Q - Q g ) < 2 e, et : 

/ f dp, < 2 / cpQ f dp, < 2 J €(C) , 

ce qui achève la démonstration. 

Proposition 14 : Soient (fi, p.) un espace de probabilité, I un ensemble d'in

dices, (f.) une famille d'éléments de L°(Cj,p) et $ une fonction de Young 
1 i G I 

telle que B_(0+) = 0 , et vérifiant la condition A 0 . Les conditions suivantes 

sont équivalentes* 

a) Il existe une fonction mesurable g sur Ci telle que : 

f. 

i i G I, / f (—) dp, < 1, 
g 
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b) Pour tout e £ ] o , l [ , il existe une constante C g telle que : 

V' («.) € 3 R ( I ) , J e(E |cy. I § ( f . ) , p.) < C E |cy I . 
i » i i s i 

Démonstration : Démontrons tout d'abord b) ^=P> a ) . Pour chaque € ^ tel 

que E cv. considérons f = E o\ $(f.). On obtient de ce^te manière 
i 1 <y i i 

un ensemble C de fonctions mesurables positives, et C est convexe. D'autre 

part, b) se traduit exactement par J g ( C ) < C g • D'après le théorème 13, il 

existe pour tout S > o une partie mesurable Qfi de Q telle que 

p(Q - fte ) < 2 e , et : 

i € I, / § ( f . ) dp, < 2 C f . 

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 12, on 

peut trouver un nombre réel cQ > 0 tel que : 

*< c

g>
 + 2 ce B j ( c

s ) < L et : 

x ^ 0 «(c. x) < i(c ) + B,(c.) « ( — ) . 

c. S Ç « Cg 

Alors : 

/ f(cf f.) dp < f(c_) + B_(c ) / §(f.) dp, < 1. 

On en déduit a) d'après la proposition 12. 

Inversement montrons que a) b) . Soit S > 0 donné. D'après la 

proposition 12, il existe une partie mesurable 0' de Q, et un nombre réel M 

tels que : 

f. 

V i e I, / §(-rp) dp < 1 ; p(n - Q») ^ e/2. 

Puisque $ vérifie la condition A 2, il existe un nombre réel N tel 

que : 

V x > 1, §(Mx) < N §(x) , donc pour tout x > 0 : 

$(Mx) < M + N $(x). On en déduit : 
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f . 

/ § ( f . ) d p < M + N / • ( - T f ) dp, < M + N . 

o» 1
 O f 

Par conséquent, si ( a O 6 ÜR^1^ est telle que 2 | | < 1 : 

^0» 2 |cvi j § (f i) dp ^ M + N, donc : 

H ico e n« I 2 Icy.l $(f.(co)) ^ ^ Ü L i ü I I < I , 

et puisque p ( Q - fi') < 6/2 : 

p ¡ 21 cvi J §(f i) ^ 2 ^ M

g

+ N ^ j<e,soit encore : 

j e ( z | * . | $ ( f . ) , , ) ^ l Ü L i ü L 

on en déduit b ) , en utilisant l'homogénéité de JQ• 

Nous allons récrire le résultat précédent dans le cas où $(t) = t q 

sous une forme où apparaît mieux l'analogie avec le théorème 2 : 

Corollaire 15 : Soient (Q,pO un espace de probabilité, I un ensemble d'indices 

(f^) une famille d'éléments de L°(Q,p) et q 6 ]o, + <»]. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

a) II existe une fonction mesurable g sur Q telle que : 

f. q 

\/i € I / | ~ | dp < i. 

b) Pour tout 6 £ ]o,l[, il existe une constante CQ telle que : 

/ -p \ l/q l/q 
\f (or.) € 1 R U J J e ((Elcv. f.| q) , P) ^ C e ( Z k . | q ) . 

Paur q < oo, la démonstration est immédiate à partir de la proposi

tion 14 : il suffit de remarquer que J e j f
1 / / q , p j = ( J ( f, p) ) Pour q = +», 

on raisonne comme dans le théorème 2. 
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Remarque 16 : Nous allons voir pourquoi nous nous sommes restreints dans ce 

chapitre au cas où M- est une mesure a-finie. En effet, supposons que |JL soit 

une mesure telle que le corollaire 14 soit vrai. Soit I un ensemble quelcon

que d'indices, et posons f. = 1, fonction constante sur Q, pour chaque i £ I. 
•i / ̂  -i / 

Dans ce cas, (2|a^ f^| q) est égale à la constante (E|cy^|q) q , donc : 

l/q n l/q 
J g U E l c v . f.| q) , = (E|cy.| q) . 

Il doit alors exister une fonction mesurable g sur Q telle que : 

1 q 

/ (-) dp < 1. 
g 

Mais alors g q est une fonction integrable, et > 0 [i presque par

tout, donc \i est nécessairement a-finie. 

Comme dans le cas p > 0, on déduit de la proposition 14 un théorè

me de factorisation : 

Théorème 17 : Soient (Cï,[i) un espace de probabilité, E et G deux espaces 

quasi-normés, u un opérateur linéaire continu de E dans L°(Q , | i,G), et $ une 

fonction de Young telle que B x(0+) = 0, vérifiant la condition A • Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Il existe une fonction mesurable réelle g sur n, et un opérateur linéaire 

continu v de E dans L ( Q , L I , G ) , tels que u = T^ ° v. 

b) Pour tout € Ç ]o,l|_, il existe une constante C g telle que pour toute suite 

(x ,...,x ) d'éléments de E et toute suite ) de réels positifs, on 
l n l n 

ait : 

J e ( Z <*. $ ( | | u ( x . ) | | , M,) < C € S o . . 

Démonstration : Il est clair que a) équivaut à l'existence d'une fonction 

mesurable réelle g telle que : 

, / x ë E / ,(iln<22Jl.W < i . 

MIHI g ' 
Il est donc immédiat de se ramener à l'application de la proposi

tion 14. 
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Lorsque $(t) = t q, O < q ^ », on peut remplacer b) par : 

b») Pour tout « £ ]o,l|_, il existe une constante C g telle que pour toute sui

te (x.•••••x ) d'éléments de E, on ait : 

1 n 

n n 1/ <1 
J e ((2 | | u ( x . ) | | q ) , p) ^ C e (2 I J x . f ) . 

Nous dirons dans ce cas que l'opérateur u est q-cylindriquement de 

type zéro. 

* 
* * 
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III• Liens avec la théorie des opérateurs p-sommants 

Nous adopterons dans ce chapitre la terminologie de Ll8j. Nous ap

pellerons elcs à dual quasi-normé E la donnée d'un elcs E et d'une quasi-

norme sur son dual E', telle que la quasi-boule unité soit bornée pour la 

topologie a(E',E). 

Soient E un elcs à dual quasi-normé, F un espace quasi-normé et 

u un opérateur linéaire de E dans F . Nous dirons que u est p-sommant de E 

dans F , 0 < p ^ + oo, s'il existe une constante C telle que l'on ait pour 

toute suite finie ( x x ) d'éléments de E : 
1 n 

n 1 / P t> 1 / P 

( E | | u ( x ^ ) | | ) < C s u p ( ï | < x , § > | P ) 

llsllE. < i 

On notera n (u) la plus petite constante telle que l'inégalité ci-
P 

dessus soit réalisée. On notera II ( E , F ) l'ensemble des opérateurs p-sommants 
P 

de E dans F . 

Soient E un elcs à dual quasi-normé, et q G Jo, + o o j . Nous désigne

rons par N(E, # q) l'espace des opérateurs linéaires u de E dans i q de la for

me : 

u(x) = (< x, £ >)„ , où (E ) est une suite d'éléments de E' telle 
n n / 

que 2 ||§n||
q < + 0 0• Nous poserons N

q (
u ) = ^||^ n||

q) • N o u s désignerons par 

N (E,X q) le sous-espace de N(E,X q) constitué par les opérateurs de la forme 
o 

u(x) as (< x, Ç >) , où la suite (£ ) est telle qu'un nombre fini seulement de 
n n 

ses composantes sont non nulles. 

On constate facilement que N ( E , j £ q ) C II (E, X q ) , et plus précisé-
q 

ment TT ( u) ^ N ( u) . 

q q 

En effet, si u est un élément de N ( E , X q ) , défini par 

u(x) SB (< x, § n >) , on peut décomposer u de la façon suivante : 

u = a ° v, où v est l'operateur de E dans JL défini par : 

v(x) = (< x, —2- » , 

IISnll " 
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et où a est l'opérateur diagonal de £° dans défini par la suite | | ) * 

L'opérateur u est donc q-sommant ( |_ 18 J, exposé II théorème (4,1)). 

Soit E un elcs à dual quasi-normé. Nous dirons que le couple (E,E*) 

vérifie l'hypothèse d'approximation métrique si l'identité de E' est limite 

simple (pour la topologie quasi-normée de E») d'un filtre (n\) d'opérateurs 

de rang fini, continus pour a(E',E) et tels que ||TT̂ || ̂  1 pour chaque i. Lors

que E est un espace de Banach et E' son dual, il résulte de S. Simmons [29] 

que l'hypothèse d'approximation ordinaire sur E' implique l'hypothèse d'ap

proximation pour le couple (E,E'). 

Rappelons brièvement ici la notion de probabilité cylindrique X 

sur un espace localement convexe E : c'est la donnée pour chaque applica

tion linéaire v de E dans un espace vectoriel de dimension finie F d'une 

probabilité v(X) sur F, de façon que les v ( X ) forment un système projectif. 

[c'est-à-dire que si v^ = w 0 v, v ^ ( X ) = w ( v ( X ) ) ] . 

Si |JL est une probabilité de Radon sur un espace quasi-normé, et si 

p G j|0, + oo|-, on dira que [i est d'ordre : 

1/P 

H n|| = (/ ||x||P d^(x)) est f in i . 

Si E est un elcs à dual quasi-normé, on dira qu'une probabilité 

cylindrique X sur E est de type p si : 

IIMI* - , , „ S « P 115(A) H est f ini . 
l l s l l E ,<

1 p 

Soient E un espace quasi-normé séparé par son dual, (CI, |i) un espace 

de probabilité et u un opérateur linéaire de E' dans L P(f},|j,). Soient d'autre 

part G un espace quasi-normé de dimension finie et n € L ( E , G ) . Il existe 

une fonction cp̂  ^ unique dans LP(0,|JI,G) telle que : 

)f § € G' u( tn(§)) = § 0 cp 

(La construction de Cp est facile. Si (x,,...,x ) est une base de G et 
u,TT 1 n 

(§^**»»>§ n) l a base duale dans G', on prendra : 

cp 
u, тт 

n 

j = l 
и ( \ г ( § . i) X j . ) 
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Nous dirons que u est quasi- p-décomposé s'il existe une constante 

C telle que pour tout espace quasi-normé de dimension finie G et tout 

TT £ L(E,G) , on ait : 

P 1/P 

</ \K „11 < C I M I -
' G 

On notera d (u) la plus petite constante C telle que la propriété 

soit réalisée. 

Proposition 18 : Soient E un elcs à dual quasi-normé, tel que le couple 

(E,E') vérifie l'hypothèse d'approximation métrique, F un espace quasi-normé 

séparé par son dual, (Q, p.) un espace de probabilité, u un opérateur linéaire 

continu de E* dans L P(0, p,), 0 < p < », et v un opérateur p-sommant de E dans 

t 
F. L'operateur u 0 v est quasi-p-decompose, et : 

d p (u o *v) < n p(v) . ||„||. 

De plus, l'hypothèse d'approximation est inutile pour p ^ 1. 

Démonstration : Soient G un espace quasi-normé de dimension finie et 

n € L( F, G ) • On a n (ïï 0 v) < llnll . TT (v). 

p 11 11 p 

Soit X la probabilité cylindrique sur E définie par u ([18], expo

sé I V ) . D'après L 1 8 ] ' exposé III, Th(lII,l,l) n 0 v(X) est de Radon d'ordre 

p sur G, et : 

il" 0 v U ) H p < V n 0 V ) M * < HI v(v) llx|C " I H | V v ) l | u ( |-

Posons w = u 0 t v . Il est clair que n 0 v( X) = 9 ( JJL) (car ces 
W, TT 

deux mesures ont la même image par toute forme linéaire sur G ) , donc : 

;iP 1/P 

(/||<PW n Q dM-) = H TT 0 v(X)|| < ||n|| n (v) ||u||, ce q ui achève la démonstra-

' P 
tion. 

Remarque : On trouve dans L 2 ? ] ' exposé 13, la notion d'opérateur p-décomposé 

qui est beaucoup plus agréable que notre notion d'opérateur quasi-p-décompo-

sé. Si E est un espace quasi-normé séparé par son dual, on dit qu'un opé

rateur linéaire continu u de E' dans un espace L P(Q, (JL) est p-décomposé s'il 

existe une fonction mesurable 9 Ç L P(C3,mE) telle que : 
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V/ S e E' , u(§) = § ° Cp. 

Malheureusement, la proposition 18 ne reste pas vraie en général si 

l'on y remplace quasi-p-décomposé par p-décomposé. (Cela est lié à la néces

sité de l'introduction du bidual dans la théorie des applications radonifian-

tes)• On peut remédier à cet inconvénient en introduisant la notion d'opé

rateur scalairement p-décomposé (cf \_9~]) c'est-à-dire que la fonction cp ci-

dessus est supposée seulement scalairement mesurable, et que j|cp|| est majorée 

par un élément g de L P(Q,\i). Cependant, pour ce que nous voulons faire, il 

est aussi simple d'avoir recours aux opérateurs quasi-p-décomposés. 

Théorème 19 : Soient p et q deux nombres réels tels que 0 < p < q < + œ, E 

un elcs à dual quasi-normé (tel que le couple (E,E') vérifie l'hypothèse 

d'approximation métrique si q < 1) , (Q,(J,) un espace de probabilité et 

u £ L(E',L P(Q,p)). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) L'opérateur u se factorise par L q ( Q , p ) , avec C (u) ^ C. 
Pi q 

b) Pour tout espace quasi-normé F séparé par son dual et tout opérateur 

q-sommant v de E dans F, u 0 *v est quasi-p-décomposé, et 

d (u ° *v) < C n (v). 

P q 

c) Pour tout opérateur v £ N Q(E , j £ q ) , u 0 *v est quasi-p-décomposé, et 

d (u ° t v ) < C N (v). 

P q 

Démonstration : Montrons que a) = ^ b ) . On peut écrire u = T^ ° u^, avec 

r 1 1 1 a 

/ I g I dp. < 1, — = — + — et ||u1|| < C dans L(E' ,L q( Q, (JL) ) . D ' après la propo

sition 18, u ° *v est quasi-q-décomposée. Soit G un espace quasi-normé de 

t t 

dimension finie, et n G L(F,G). Posons w = u 0 v, = u^ ° v. On a, 

d'après la proposition 18 : 

</ IK, X d^> < IMI • IKH V v ) < c Y v ) • INI-

Mais il est clair que Cp = g . cp , donc : 
W,TT y w ,TT' 

</ KJP < NI R < / №P„ J 4 <̂> <c n q ( v ) |H|, 
L 
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ce qui montre que d (u 0 *v) < C n (v). 

p q 

L'implication b ) > c) est évidente puisque TT (v) < N (v). 

q q 

Montrons que c) *•> a ̂  - Soit ( une suite de vecteurs de E » , tel

le que § k = 0 pour k > n. Définissons un opérateur v Ç N ( E , X q ) par 

v(x) ss (< x, Ç, > ) • Désignons par £ q le sous-espace de X q formé des vec-
k .— T n 

k 6 3N 

teurs dont les coordonnées d'indice > n sont nulles, et par TT̂  la projection 

de i q sur X q . 
n 

On a (en posant w = u 0 *v) : 

I/P 

</ \K TT H P d ^ < H J d p ( w ) < d p ( W > < C N q ( v ) < 

' n 

D'autre part, on a nécessairement : 

cp (eu) = (u( § )((!))) , donc : 
w, n "k 

n 1 ^ k < n 

n p/q l/p n l/q 

(/ ( S |u(E )| q) d(i) < C N (v) = C ( E | | § J | q ) 
k=l q k=l 

On conclut maintenant par l'application du théorème 8. 

Remarque 20 : Avec les hypothèses du théorème 19, on peut donner l'énoncé 

suivant : les conditions suivantes sont équivalentes : 

a^) L'opérateur u admet la factorisation u = ° u^, avec g € Lr(Q,ii,) et 

U l e L(E»,L q(Q,[x)). 

b ) Pour tout espace quasi-normé séparé par son dual et tout opérateur 

t 
q-sommant v de E dans F, u ° v est quasi-p-décomposé. 

c^) Pour tout v £ N ( E , X q ) , u ° ^v est quasi-p-décomposé. 

Cet énoncé se démontre de la même façon que le théorème 19 (voir 

|_15j) en utilisant l'équivalence a ^ ) < — » > b ^ ) du théorème 8, Dans toute la 

suite, à tout énoncé comprenant une constante C correspondra un énoncé sans 

constante. Pour alléger l'exposé, nous ne donnerons pas ces énoncés. 
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Remarque 21 : Soient E un elcs à dual quasi-normé et X une probabilité cy

lindrique de type p sur E, 0 < p ^ œ . On peut trouver un espace de probabi

lité (Q, M-) et un opérateur linéaire continu u de E f dans LP(Q,|a) qui repré

sente X. Si (§^î«««,§ n) est une suite d'éléments de E f , désignons par 

(§^,•••,§ n)(X) la mesure sur ]Rn image de X par l'application linéaire 

x -» (< x, £ a>, <x, § n>) •
 0 n a : 

/ (E | u ( S . ) | q ) < ^ = / (2 | t. | q ) d ( § 1 , . , . , § n ) ( X ) . 

Supposons que u soit q-cylindriquement de type p. D'après l'égalité 

ci-dessus, cela se traduit de la façon suivante : il existe une constante C 

telle que l'on ait, pour toute suite finie (§^i»«»»§n) d'éléments de E' : 

n p/q. i/p n i/q 
(/ (E |t.| q) d ( S 1 , . . . , S n ) ( X ) ) < C (E ||§.||q) . 

Il est clair sous cette forme qu'il s'agit là d'une propriété in

trinsèque de X, indépendante de la représentation u. Nous parlerons donc de 

probabilité cylindrique X q-cylindriquement de type p, et nous désignerons 

par (X) la plus petite constante C telle que la propriété ci-dessus soit 

réalisée (On voit que C (X) = C (u) pour tout opérateur linéaire u qui 

Piq p iq 
représente X.) 

Les résultats précédents se traduisent de la façon suivante : 

Proposition 22 : Soient p et q deux nombres réels tels que 0 < p < q ^ + oo, 

E un elcs à dual quasi-normé (tel que le couple (E,E !) vérifie l'hypothèse 

d'approximation métrique si q < 1 ) , et X une probabilité cylindrique sur E, 

Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) C ( X) < C 
p? q 

b) Pour tout espace quasi-normé F séparé par son dual et tout opérateur 

q-sommant v de E dans F, l'image v ( X ) est de Radon d'ordre p sur a(F",F'), 

et : 

l l v ^ l l p ^ C ^ q ^ ) * D e P l u s ? pour q > 1, l'image v ( X ) est de Radon 

sur F lui-même. 

c) Pour tout opérateur v G N (E , X q ) , on a : 
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||v(X)||p < C N q ( v ) . 

[Rappelons la convention adoptée dans |_l8j, exposé II, ou dans |_28J ï si F 

est un espace quasi-normé séparé par son dual, on définit sur F" une quasi-

norme [à valeurs dans ]R+ îj égale à la jauge de l'adhérence dans F M de la 

quasi-boule unité de F pour la topologie a ( F M , F » ) , On définit alors l'ordre 

p d'une probabilité de Radon v sur a(F",F') par : 

I hL = (/ IMIP
 d v ( x ) ) 1 / p , 

p F" 

où |jx|| désigne la quasi-norme que nous venons de définir]. 

Démonstration ; Introduisons un espace de probabilité (fi, jx) et un opérateur 

linéaire u de E' dans LP(fi,fi) qui représente la probabilité cylindrique X. 

Considérons les énoncés auxiliaires : 

b') Pour tout espace quasi-normé F séparé par son dual et tout opérateur 

t 
q-sommant v de E dans F, l'operateur w = u 0 v est quasi-p-decompose, et : 

d (w) < C TT (v) . 
P q 

c') Pour tout opérateur v £ N Q(E,i,
q),, l'opérateur w = u ° *v est quasi-p-

décomposé, et : 

d (w) ^ C N (v). 
P q 

D'après le théorème 19 et la remarque 21, a) est équivalent à b') 

et à c ' ) . Nous allons donc montrer que c) rr-p- c ' ) , puis que b») b) , c« 

qui démontrera le résultat, compte tenu de l'implication évidente b) c ) . 

Tout d'abord c) c » ) . En effet, soit v Ç N Q ( E , i
q ) . Soient d'au

tre part G un espace quasi-normé de dimension finie et TT un opérateur linéai

re continu de i q dans G. Posons w = u 0 *v. Il est clair que 

cp ( J J L ) = n(v(\)) (Car ces deux probabilités sur G ont la même image par 
w, TT 

toute forme linéaire sur G ) , donc : 

(/ \K,J d»} - H " ( v U ) ) H p < IMI Hv(x)llp < IMI
 c V v ) ' 

ce qui prouve que d (w) < C N (v). 

P q 
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Nous avons donc vu que c) c * ) . 

Démontrons maintenant b ! ) b) . Soit N un sous-espace de codi-
mension finie de F", fermé pour a(F",F'). Soit TT^ la surjection canonique 
de F" sur F"/N. Munissons F M/N de la quasi-norme quotient de celle de F"• 
Puisque F est dense dans a(F",F') et que TT n est continue pour o"(F",F»), la 
restriction n 'de TT à F est surjective. Posons V = TT (v(X))# On a comme N N N N 
précédemment : 

p 1/p 
ф * TT Ы = V d 0 n C :

 I I V N H =

 {1 \K TT It d ^ < C n q ( v ) -

Pour montrer que v(X) est de Radon sur a ( F " , F f ) , il faut et il 
suffit d'après le théorème de Prokhorov que pour tout ® > 0, il existe une 

partie K compacte pour c r(F",F'), telle que l'on ait pour tout sous-espace 

N de codimension finie #de F M, fermé pour a(F",F') : 

V N ( £ ñ N ( K ) ) < е . 

Or, les quasi-boules de F" sont compactes pour a(F",F'), et en dé

signant par la quasi-boule fermée de rayon R : 

V 

N 
( £ n N ( B R ) ) < \ [У I IMI 

,C TT ( v h * 
• f 2 Л 

ce qui prouve que v(X) est de Radon sur a ( F " , F f ) . 

Pour finir, la fonction x -» ||x|| sur F" est le sup filtrant des 
fonctions continues x -* ||TT N(X)|| lorsque N varie* (pour voir cela, il suffit 
de remarquer que si |jx|| > 1, on peut trouver N tel que ||TT^(X)|| > 1, ce qui 
est facile puisque l'ensemble i||x|| < l[ est compact, donc fermé pour 

a(F M,F'),) Finalement, en utilisant la propriété des mesures de Radon pour 

les sup filtrants de fonctions s.c.i : 

P 1/p 
||v(X)|| = lim (/ ||TT N(X)|| d(v(X))(x)) = lim ||v || < C TT (v) , 

P N N p q 

ce qui achève la démonstration de b') b ) . La suppression du bidual lors

que q > 1 est démontrée dans |_ 2?]Î exposé 12# 

Nous allons maintenant démontrer le résultat essentiel de ce cha

pitre. Dans la théorie des opérateurs p-sommants, un certain nombre de théo-
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rèmes de la forme I M E , F ) = II (E,F) ont été démontrés (par exemple [9] et 

[26]). Nous allons voir que ces théorèmes sont équivalents à des théorèmes 

de factorisation pour les opérateurs linéaires continus de E 1 dans les es

paces L P(Q, p,) . 

Si E est un elcs à dual quasi-normé, et si p £ Jo, + 00], nous dirons 

qu'une suite (x ) de vecteurs de E est scalairement Sp si : 
n 

P 
sup S |< x , § >| < + 00. 

Il 511 < 1 

p 1/P 
Nous poserons M ((x )) = sup (S |< x , Ç >| ) 

p n n 

llsll < 1 

Théorème 23 : Soient p, q, r trois nombres réels tels que 0 < p < q < + 00, 

1 1 1 * 

E un elcs à dual quasi-normé (tel que le couple (E,E') vérifie 

l'hypothèse d'approximation métrique si p < l) et C un nombre réel > 0 . Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout espace quasi-normé F, et tout opérateur v G n (E,F), 
q 

TT (v) ^ C n (v) . 

p q 

b) Pour tout v £ N ( E , £ q ) , TT (v) < C N (v) . 

p q 

c) Pour tout espace mesuré (fi,|Ji) et tout opérateur linéaire continu u de E' 

dans LP(fi,M-), C p (u) < C ||u||. 

d) Toute suite (x ) scalairement Sp sur E peut s'écrire x = c* y , où (y ) 
n n n n n 

est une suite scalairement X q sur E et (0/ ) une suite numérique telles que : 
n 

r l/r 

( S lev I ) .< 1 5 M ((y )) < C M ((x ) ) . 
n ' q n p n 

1 1 1 1 
e) Pour tous réels s, t tels que — - — = — - — ^ O , tout espace quasi-normé 

p s q t 

F et taut v G n (E,F), 
q, t 

TT (v) < C n , (v) . 
p,s q,t 

Démonstration : Tout d'abord a) = ^ b) est évident, et lorsque \L est une pro

babilité, b) = > c) résulte immédiatement du théorème 19 et de la proposi

tion 18. Supposons maintenant quelconque, et montrons b) c) . Soient 
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u £ L(E',L P(fi,p)), et (x.,»»».x ) une suite finie d'éléments de E». On peut 

1 n 
trouver une fonction mesurable h > O sur (Q, p,) telle que / h dp = 1, et que : 

(uCx^.) | P . p « h p. SB V, k = l,...n. 

Soit A = }h > 0 j • Considérons l'opérateur w de L P(Q, p) dans 

L P(Q,v) défini par : 

-i/p 
w(f) = X a f h 

On a ||wj| < !• D'après le début de la démonstration, puisque V est 

une probabilité, on a C^ ^(w ° u) < C j|w 0 uj| < C j|u||, donc : 

n p/q i/p „ l/q 
( / ( S |w(u(x k))|

q) dV) < C ||u|| (E ||xj q) 

Mais puisque | u ( x ^ ) | P ( J i est absolument continue par rapport à V, on 

a ||u(x^) | > 0 j C A, donc : 

-1/P 

wíuCx^)) = h uix^), donc : 

p/q 1/p l/q 

(/ (E | u ( ^ ) | q ) dp) < C ||u|| ( E ||^||q) , 

ce qui prouve b) c) • 

Montrons que c) z=p* d) • Soit (x ) une suite scalairement $P sur 
n 

E. Elle définit un opérateur u de E 1 dans i-P par : 

u<5> = « V S > } n ' 6 t H l - M p ( ( x n ) ) ' 

D'après c) , appliqué à Q = l N e t p = E ô , i l existe une suite 
n 

(Œ ) de réels telle que E IŒ < 1, et : 
n n 

x l/q 

V § e E', (s |<-a , S >|*) < c ||u|| • ||5||f 

n 

x 

ce qui démontre d ) , avec y = — . 
n a> 

n 

Montrons que d) = ^ e) . Soient F un espace quasi-normé, 

v € I l ^ t ( E , F ) , et (x n) une suite scalairement 4 P sur E. D'après d) , on peut 
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écrire x = a y , avec Elc* | r < 1 et M ((y )) < C M ((x ) ) • On a alors, en 
n n n n q n p n 

appliquant l'inégalité de Holder : 

1/s 1/r 1/t 

(E ||v(xn)||
S) < ( E k n |

r ) . ( E l j v C y ^ f ) 

< TT .(v) M ((y )) < C n .(v) M ((x )), 
q,t q n q,t p n 

ce qui démontre d) y> e ) - Enfin, e) _ a) est trivial, et la démonstration 

est achevée. 

Remarque 24 : L'équivalence a) = > b) = ^ d) e) = ^ a) ne nécessite ja

mais l'hypothèse d'approximation. Le seul point délicat est b) d ) • Si 

(x^) est une suite scalairement Sp sur E, nous devons montrer que l'opéra

teur u de E' dans JlP défini par u( §) = (< S»*^ >) est q-cyl indriquement de 

type p. Mais ici la démonstration est absolument directe. Soit (§ 9 • • • , 5 m ) 

une suite d'éléments de E' et soit v l'élément de N (E,^ q) défini par : 
o 

v(x) = (< x,§j >) . Supposons M

p ( (
x

n ) ) < !• 

a l / q 

D'après l'hypothèse b) , TTp(v) < C N^(v) = C(E ||§j|| ) • P a r con

séquent : 

( E ||v(x.)||P) < C(E ||Ç.||4) , soit encore : 
i 1 3 

,„ p/q i/p n i/q 

(E (E |< x . , Ç . >| Q) ) < C ( E ||ç.||q) , 

i j 3 

ce qui signifie que u est q-cylindriquement de type p. 

Faisons une autre remarque : soient G un espace de Banach, G' son 

dual. On peut considérer a(G',G) comme un elcs à dual quasi-normé. Mais si 

(x.) est une suite finie d'éléments de E', la quantité M ((x.)) calculée 
i p i 

dans cr(G',G) ou dans G' est la même, puisque la boule unité de G est dense 

dans celle de G" pour la topologie CT(G",G'). Par conséquent, on pourra ap

pliquer le théorème 23 avec E = G' (au lieu de CT(G',G)) et E' = G. Cette re

marque sera utilisée implicitement par la suite. 

Corollaire 25 : Soient p,q,r trois nombres réels tels que 0 <p < q < + <», 

A - i + i et E un espace de Banach tel que pour tout espace quasi-normé 
p q r' 
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F et tout opérateur v G II ( E , F ) , on ait n (v) ^ C n (v). Pour toute suite 

Q P q 
(x ) scalairement X sur E , on a : 

n 

l/r 

(E ||x !|r) < C M ( ( x ) ) 11 n" p n 

(Pour p = l, cela s'applique en particulier aux séries inconditionnellement 

convergentes,) 

Démonstration : D'après le théorème 23, on peut écrire x = a y , 
' n n n 

E | G/ | ^ 1, et M ((y )) ^ C M ((x ) ) . Mais on a évidemment pour chaque entier 
n q n p n 

k ! ||ykll < V ^ n ^ ' d ° n C ! 

l/r l/r 

(E ||x ||r) < M ((y )) (E | r ) < C M ((x ) ) . 
11 n" q n n p n 

Soient E un elcs à dual quasi-normé, et G un sous-espace fermé de 

E . Le dual G» de G s'identifie au quotient E ' / G ° , où G ° = {§ G E ' | )/ x G G , 

< x,§ > = 0(. On munira G d'une structure d'elcs à dual quasi-normé, en mu

nissant G ' = E ' / G ° de la quasi-norme quotient de celle de E ' . Lorsque E est 

un espace de Banach et G un sous-espace de E , l'espace G ' défini ci-dessus 

est bien le dual de G , muni de la norme de dual. 

Corollaire 26 : Soient p et q deux réels, 0 < p ^ q ^ + oo, et E un elcs à 

dual quasi-normé tel que pour tout espace quasi-normé F , et tout opérateur 

v G n ( E , F ) on ait : 
q 

TT (v) ^ C TT (v) . 
P q 

Pour tout sous-espace fermé G de E , tout espace quasi-normé F et 

tout opérateur v G n ( G , F ) , on a encore : 
q 

n (v) ^ C n (v). 

p q 

Inversement, supposons qu'il existe une constante C telle que l'on 

ait pour tout sous-espace de dimension finie G de E , tout espace quasi-normé 

F et tout opérateur linéaire v de G dans F : 

n (v) < C n (v). 

p q 

La même relation reste alors vraie pour tout opérateur v q-sommant 
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de E dans un espace quasi-normé F. 

Démonstration : Soient G un sous-espace fermé de E, ( x x ) une suite 

d'éléments de G, et s G ]o, + » ] . D'après la définition de G» comme espace 

quasi-normé, il est clair que : 

1/s l/s 
sup ( S | < x , § > | S ) = sup (S | < x , r , > | S ) 

lls||E, <i ^ l h l | G , <i ^ 
On peut donc parler de ^ ( ( x ^ ) ) sans préciser si les (x^) sont con

sidérés comme éléments de G ou de E. 

D'après le théorème 23, on peut écrire en considérant les (x^) 

comme des éléments de E : 

"к - e k у к ' S i , и ((y.)) <c м р ( ( ^ ) ) . 

On en déduit aussitôt le résultat d'après l'implication d) —^> a) 

du théorème 23, appliquée à l'espace G. 

Supposons maintenant que tout sous-espace de dimension finie G de 

E vérifie l'hypothèse a) du théorème 23 ( avec une même constante C ) • Soit 

( x„ ,•••,x ) une suite finie d'éléments de E, et soit G l'espace de dimension 
1 n 

finie engendré par cette suite. D'après l'implication a) d) du théorème 

23, on peut écrire dans G : 

" k - w z | « k l
r < i . V ( y k ) } < c M

P

( ( x k ) ) -

Mais d'après ce que nous avons remarqué précédemment, cela est vrai 

également dans E. On conclut alors par l'implication d) — * > a) du théorème 

23. 

Nous venons de voir que les théorèmes de la forme : "pour tout F, 

Il (E,F) = Il ( E , F ) M s'interprètent en termes de théorèmes de factorisation 

p q 

pour les opérateurs de E' dans L (Q,p). Il y a aussi dans la théorie des opé

rateurs p-sommants des théorèmes de la forme "pour tout F, 
II ( F, E) = II ( F, E) " (par exemple si E = l/\ l ^ r < 2 < p < q < + œ , voir 
P q 

[22]). Nous allons voir que ces théorèmes s'interprètent également en termes 

de théorèmes de factorisation. 
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Nous utiliserons le lemme suivant, qui est évident : 

Lemme 27 : Soient (fi,p-) un espace mesuré, q G ]o, + »[, S un sous-espace 

fermé de Lq(fi,p,), l'opérateur de multiplication par h, h G Lq(fi,|i) 

S = T'^CS ) f! L°°(Q,(JL), et j l'opérateur induit par T sur S . On munit 
co n q n n oo 

S de la norme induite par L (fi,p). L'opérateur j, est q-sommant de S dans 

00 II 00 

S , avec : 
q 

TT (j. ) < (/ | h | q d^) 

q h 1 

Faisons deux remarques à propos de la définition des suites sca

lairement £p• Soient E un espace de Banach, F un sous-espace fermé de E, et 

(x ,...,x ) un système de vecteurs de F. On a d'après le théorème de 
1 n 

Hahn-Banach : 

1/p 1/p 

sup (£ | < x , £ > | P ) = sup (E |<x.,r,>| P) 

§ G F' K r, G E' K 

Il S|| < 1 N | < 1 

Si maintenant E est le dual d'un espace de Banach G, la boule unité 

de G est dense dans celle de E' pour la topologie cr(E',E), donc : 

n 1/P 1/P 
sup ( E | < X , T Ì > | P ) = sup ( E | < x , | > | P ) 

T] G E ' K S G G K 

N l < i l|5 | |< i 

Ces deux remarques seront utilisées dans la démonstration du théo

rème suivant: 

Théorème 28 : Soient p et q deux nombres réels tels que 1 £ p < q < + oo, et E 

un espace quasi-normé. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout espace de Banach F et tout opérateur v G n (F,E) : 
q 

ïï (v) < C n (v). 
P q 

b) Pour tout espace mesuré (fi, p) et tout sous-espace fermé S de Lq(fi,u,), 
q 

tout opérateur linéaire continu u de S dans E admet la factorisation : 
q 

S S * E, avec plus précisément : C (u) <C.llu|| 

q P p,q 11 11 
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Démonstration :Démontrons b) a ) • Soient F un espace de Banach et 

v € 11 (F,E). D !après [21*], v admet la factorisation : 
q 

J 
L°°(Q,|JL) V Lq(Q,p,) 

v l J l 

F > S *» S E 

oo q 

où (Q,p) est un espace de probabilité, S et S respectivement des sous-
oo 0 0 q 

espaces fermés de L (Q,p) et L q ( Q , p ) , j l'injection canonique de L°°(Q,|JL) 

dans L q ( Q , p) , j^ l'opérateur induit par j sur S^, ||v^|| ̂  1 et ||u|J < ^ q ^ ^ * 

D'après b) , on peut écrire u = u^ 0 j , avec / |g| r dp, ̂  1 

(f = t + 7} e t I K H < c H l < c n q ( v ) . 

D'après le lemme 27, j^ 0 j^ = j^ est p-sommant, avec : 

1/p l/r 

TT p(j g) < (/ |g| P dp,) < (/ |g| r dp,) < 1, donc : 

n (v) a TT (u ° j ° v ) < ||u . (I n ( j ) ||v. H < C TT (v) . 

p p 1 g 1 11 1 M p g 11 l 1 1 q 

Démontrons maintenant a) > b) . Soient (Q,p) un espace mesuré, 

S un sous-espace fermé de L q(Q, p.) , u € L(S ,E) et ( f f ) une suite fi-
q q 1 n 

nie d'éléments de S • Posons : 
a 

h - (E | P ) 1 / P , et S œ = T ^ ( S q ) A L°°(n,p). 

Posons k. = f./h* On a |k. I < 1, donc k. G S . D'après le lemme 
1 1 ' i 1 1 co 

27, u 0 j, est q-sommant, avec : 
h 

H q U o j h ) < ||U„ %{jh) < Hu|| ||h|| q 

L 

Donc d'après a) : 

T T p ( u ° i h ) <C | | u | | | | h | | q . 

Posons K = C ||u|| j|h|| • On a, en utilisant les remarques qui précè-

L,q 

dent le théorème 28 : 
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1/p 1/P l/P 

(E ||u(f.)||P) = (E ||u 0 J h(k.)||
P) < K sup ± (S I / k. cp dp| p) 

1 Cp G L 

I M I < 1 

1/p 

^ K sup / (E |k.| p) Icp I dp. 

I H < 1 

1/p 0 
Mais (E |k. j ) < 1 (car nous avons fait la convention — = 0 ) , 

d'où finalement : 

i/p _ q/p i/q 

(E ||u(f.)||P) ||u|| H = C ||u|| (/ (E \t±\*) dp) , 
1 

ce qui achève la démonstration d'après le corollaire 11. 

* 
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IV. Théorèmes de factorisation et opérateurs O-sommants 

Dans ce chapitre, nous allons généraliser les résultats du chapitre 

III (essentiellement le théorème 23) dans le cas p = 0. Nous commencerons 

donc par rappeler les définitions relatives aux opérateurs O-sommants. 

Soient § une fonction de Young, & G ]0, + °°[ et \i une mesure de 

Radon sur un espace quasi-normé. Nous poserons : 

f ( | i) = inf } C | / § ( ) d\i < a } . 

Lorsque §(t) = t , 0 < p < + oo, nous aurons simplement : 

V ' = a'1/v HHlp 

Si maintenant X est une probabilité cylindrique sur un elcs à dual 

quasi-normé E, nous poserons : 

$ * ( X ) = sup § ( I ( X ) ) . 
llsllE, < i 

Nous désignerons par J la fonction de Young définie par J(t) = 0 

pour 0 < t < 1, et J(t) = 1 pour t > 1. Les notations J (p), J (X) corres-

Oi 01 

pondantes coïncident alors avec celles de L. Schwartz [27]» (On pourra éga

lement remarquer que l'espace d'Orlicz L J(Q,p) coïncide algébriquement et 

topologiquement avec L°(Q,|i).) 

Rappelons la définition des opérateurs O-sommants (introduits dans 

[9]. Ce sont aussi les opérateurs approximativement 0-radonifiants - à va

leurs dans un bidual j(G n, G») - de [27]). 

Soient E un elcs à dual quasi-normé, F un espace quasi-normé, et u 

un opérateur linéaire de E dans F. Nous dirons que u est 0-sommant si pour 

tout f G il existe a G ]o,l[ et une constante C tels que pour toute 

probabilité X à support fini sur E, on ait : 

J Q ( u ( X ) ) < C J * ( X ) . 
P a 

On remarquera que contrairement au cas des opérateurs p-sommants, 

on ne peut pas a priori caractériser un opérateur 0-sommant par un seul nom-
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bre qui serait l'analogue de n^iu)• 

Soient maintenant E un elcs à dual quasi-normé, § une fonction de 

Young, F un espace quasi-normé et u un opérateur linéaire de E dans F, Nous 

dirons que u est (§,0)-sommant de E dans F s'il existe une constante C telle 

que pour toute suite finie (x. , ...,x ) d'éléments de E, et pour toute suite 

1 n 
( X ^ j » # i ) X n ) de nombres réels ^ 0, telle que 2 X^ ^ 0, on ait : 

c |< x ,ç >| 

S \. < 2 sup E X. Í ( n—r rn ) 
1 || 5|| B 1<i

 1 I H V H 

(en convenant que ^ = 0 ) • 

Nous noterons n^(u) la borne inférieure des constantes C telles que 

la propriété ci-dessus soit réalisée (contrairement au cas des opérateurs 

p-sommants, on ne peut pas prendre C = TT^(u) en général, mais seulement 

C = TTg(u) + S, e > C . Cette difficulté disparaît si la fonction § est con

tinue) • 

Notre définition des opérateurs ($,0)-sommants est un peu diffé

rente de celle de P.Assouad [l]? mais elle est équivalente. 

Considérons la fonction de Young J définie précédemment. Nous ap

pellerons simplement J-sommants les opérateurs (J,0)-sommants. On peut ima

giner qu'il y ait un certain rapport entre les notions d'opérateur J-sommant 

et 0-sommant, qui font toutes deux intervenir la fonction J. Nous allons ef

fectivement voir que ces deux notions coïncident. L'intérêt de cette coïnci

dence est que le fait pour un opérateur u d'être 0-sommant sera caractérisé 

par un nombre unique, à savoir T T j ( u ) , ce qui n'était pas évident a priori 

comme nous l'avons dit. 

Proposition 29 ; Soient E un elcs à dual quasi-normé, F un espace quasi-

normé et u un opérateur linéaire de E dans F. 

a) Si u est 0-sommant, il est J-sommant. 

b) Si u est ($,0)-sommant, on a pour toute probabilité X à support fini sur 

E et pour tout a £ ]0,l[ : 

J (u( X) ) < TT-(U) $ * / o ( X ) . 

a § a/2 
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En particulier, un opérateur J-sommant est 0-sommant, et d'après 

a ) , il y a identité entre les opérateurs J-sommants et O-sommants. 

Démonstration : Le point a) est implicitement démontré dans [l8], exposé IX. 

D'après le théorème (IX 3?26), l'opérateur u étant 0-sommant, sera p-sommant 

pour tout p tel que - 1 < p < 0. (La définition d'un opérateur p-sommant 

pour p < 0 est formellement identique : il existe une constante finie TTp(u) 

telle que l'on ait pour toute suite (x ....x ) d'éléments de E : 

1 n 
1/p 1/p 

(E ||U(X.)||P) <TT(U) sup (E |< x,,§ > | P ) . ) 
1 p l lel l E.<i 

Il existe alors d'après le même théorème (IX, 3» 26) une probabi-
* * 

lité de Radon V sur B (adhérence dans E de la quasi-boule unité de E' 

* 

pour la topologie a(E ,E)) telle que l'on ait pour tout y £ J0,l[ : 

V x ë E , ||u(x)|| <TT (u) (1 - Y ) l / P J (dv(g), | < x , ç > | ) . 

1 

Choisissons Y = g"? et soit e >0. Nous aurons d'après l'inégalité 

ci-dessus : 

C |< x,§ >| / 
Vx e E / J( ) dV(§) > 4 , avec C = ( l + e ) r r ( u ) . 2 / p , 

||u(x)|| 

Soient alors (x„,•••,x ) une suite de vecteurs de E et ( X X ) 
1 n 1 n 

une suite de réels > 0 , non tous nuls. Nous aurons : 

C |< x ,§ >| 

E X. < 2 / 2 x. j ( - p ^ ) dv( S) 

C |< x.,| >| 

< 2 sup ^ S X . J ( | | u ( i . ) | | > 

S £ B 

* 
Pour finir, il faut se ramener de B à la quasi-boule unité de E f 

* 
par un argument de densité pour cr(E , E ) . La fonction J n'étant pas continue, 

nous devrons remplacer C par C + S, et la quantité précédente sera majorée 

par : ( C + e ) |< x., § >| 

2 sup E X . J ( |lu(x.)|l ) ' 

l|6||E. < 1 

ce qui achève la démonstration du point a ) . 
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Passons maintenant au point b ) • Soient u un opérateur linéaire 

(§,0)-sommant de E dans F, et X une probabilité à support fini sur E, Po

sons X = S X. 6 , avec x. € E, X. > 0, 2 X. = 1. Soit a 6 ]o,l[ et 

i G I i 
soit t > 0 tel que t < J (u(X)). Nous aurons : 

Z X. > a, en posant I t = \ i | ||u(x.)|| > t } . 

i G I t

 1 

Appliquons la définition des opérateurs (§,0)-sommants aux suites 

( x i } . c _ et (X.) : 
1 É I, 1 . ^ T 

t i e i t 

! C |< x.,| >| 

TT T, X. < sup S X. §( n — 7 — m — ) 
2 i e i t

 1 ||5||E, < i i € i t

 1 ' l u ( x i } H 

(où C est un réel > rrï:(u).) 

f 
On en déduit : 

C |< x ,§ >| C |< x , § >| 

sup S X. $ ( T ) > sup E X. $ ( ; ) 

IIS||Ei< l i € I
 1 USD < 1 i € i t

 1 1 

C |< x. , § >| 

> sup T, X. $ ( M (

 1 x M S X. > § . 

Autrement dit, t < J (u(X)) et n_(u) < C impliquent 
t * a § 
— < $ / o(X)« On a donc bien : 
C Oi/ 2 

J (u(X)) < TT-(u) * * / o ( X ) . 

Après ces préliminaires, nous allons entrer dans le vif du sujet 

de ce chapitre, c'est-à-dire la généralisation des résultats du chapitre III 

dans le cas p = O, Nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 30 s Soient Q = IN, |i une probabilité sur E un elcs à dual quasi-

normé, (§ ) une suite d'éléments de la quasi-boule unité de E', et $ une 

fonction de Young telle que B^(0+) = 0 . Si v désigne l'opérateur de E dans 

L*(fl,|i) défini par v(x) = (< x, § n >) , on a : 

TT #(v) < 1. 
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Démonstration : Posons (JL = E c*n ^ n,et soit a > 1. Nous aurons pour tout 

x <E E : 

1 < / * 
/ a v(x) 
( F O T 

) d\s, = E СУ § n 
а |< x , S n >| 

( ||v(x)|| > * 

Soient (x.,...,x ) une suite d'éléments de E et ( \ , . . . , X ) une 
1 m 1 m 

suite de réels > 0 , E X j ^ 0. Nous aurons : 

a |< x.,§ >| 

E X . < E X . E or § ( — H , 3 , \ \ N — ) 

a l< *.,Sn >| a |< x ,§ >| 

= E an ( E X . $ ( M ,¿ ) ) < sup E X . $ ( u , 3 \ n ) 

n n . a H V i r ,|S|| < i j J FOTTÌI 

ce qui démontre le lemme. 

Si (Q,p) est un espace de probabilité, F un espace quasi-normé et 

u un operateur linéaire de F dans L (Q,|i), nous poserons : 

J (u) = J ( U ( B ) ) , B étant la quasi-boule unité de F. 
e e 

Théorème 31 î Soient E un elcs à dual quasi-normé, tel que le couple (E,E») 

vérifie l'hypothèse d'approximation métrique, et § une fonction de Young 

telle que B^(0+) = 0. On suppose qu'il existe une constante C telle que pour 

tout espace quasi-normé F et pour tout opérateur v Ç II (E,F), on ait : 

TT T(v) < C TT,(V) . 

Alors, pour tout espace de probabilité (Q,|JL), tout opérateur li

néaire continu u de E' dans L°(Q,pO et tout e £ ]o,l[, il existe une partie 

mesurable Q de Q telle que |x(Q - Q ) < 2 e et que : 
e e 

l|l||E. * (ЦZll) ^ < 2 , où K e = C J t / a(u). 

Démonstration : Soient {& ) une suite de réels ^ 0 , telle que E a =1» 

• • • 1 • n n 
telle qu'un nombre fini d'entre eux Seulement soient non nuls, et (§ ) u n e 

suite d'éléments de la quasi-boule unité de E'• Considérons la probabilité 

V = E a 6 sur H , et l'opérateur linéaire v de E dans L (]N ,v) défini par : 
n n 

v(x) = (< x, £ n >) . 
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Soient d'autre part ( Q , | i ) un espace de probabilité, 

u € L(E' y L°(Q, (JL) et e 6 ]0,l[« L'opérateur u définit une probabilité cylin

drique X sur E, et : 

J*(X) = J (u) pour tout a e "]0,l[. 
a 01 J u 

Puisque le couple (E,E') vérifie l'hypothèse d'approximation mé

trique, il existe un filtre (X^) de probabilités à support fini sur E, tel 

que (Xj) converge cylindriquement vers X, et que : 

V j, J*(X.) < J*(X), pour tout a € lo,ir (voir [27I exposé 5 ) . 

1 Oí J Oí - i u. 

D'après le lemme 30, on a n^(v) < 1, donc par hypothèse T T j ( v ) < C. 

On en déduit d'après la proposition 29 : 

J e(v(X.)) J e * / 2 U j ) < C J e / 2 ( u ) = K e . 

D'autre part, (v(X.)) converge cylindriquement vers v(X)• Mais en 

fait L (]N ,v) est de dimension finie, donc (v(X^)) converge étroitement vers 

v(X),et puisque J g est sci pour la topologie étroite ([27], exposé 4) : 

J (v(X)) < K • 
s s 

On voit facilement que v(X) est l'image de p par l'application 

0) -» (u(£ )((i))) , et la relation ci-dessus s'écrit alors : 
3 n n 

V. \ <t> I ||(u(Ç n))|| > K e } < e 

c'est-à-dire aussi : 

|u(§)(0))| 

p { a) I E c*n §( £ ) > 1 } < fi . 
e 

Considérons l'ensemble C des fonctions mesurables sur Q de la for-

|u ( S n ) ( ( B ) I 
me E a § ( _. ) , avec E Q1 = 1, llç II < 1« L'ensemble C est convexe, 

n K n "'n 1 1 

€ 

formé de fonctions positives, et J g(C) < 1 d'après la relation ci-dessus. Il 

suffit maintenant d'appliquer le théorème 13 pour achever la démonstration. 

Le théorème 31 admet une réciproque : 
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Proposition 32 : Soient E un elcs à dual quasi-normé, et $ une fonction de 

Young telle que B^(0+) = 0. On suppose que pour tout e 6 ]o,l|_, il existe 

une constante C f i et a g 6 ]°,l[ tels que pour tout espace de probabilité 

(QÎI-OÎ tout opérateur linéaire continu u de E f dans L°(Q,(-L), il existe une 

partie mesurable de Cl telle que |i( Q - Q G ) < 2 e , et que : 

HSH < 1 / $ ( iüiÜi ) 1, où K = C J (u). 

Pour tout e Ç ] o,l/3[, il existe une constante D g , ne dépendant 

que de e et de $, telle que pour tout espace quasi-normé F, tout opérateur 

linéaire v de E dans F et toute probabilité X à support fini sur E, on ait : 

J <v(X)) < T T { ( v ) D e c e J* U ) . 

e 

Autrement dit, tout opérateur (§,0)-sommant de E dans F est 

0-sommant• 

Démonstration : Soit e Ç ] 0 » l [ donné. Puisque B^(0+) = 0, on peut trouver 

(cf. démonstration de la proposition 12) un réel c > 0 tel que : 

tfx > 0 §(c x) < *(c) + B_(c) §(-) 

$ c 

et : §(c) + B $ ( c ) < |- . 

Soit X = 2 X. ô une probabilité à support fini sur E, telle 

* 1 e 1 1 X j L 

que J ( X ) ^ 1« Considérons l'opérateur u de E 1 dans L (E , X ) défini par : 

u(§) = { x -> < X, § > }. 

Par hypothèse, il existe un sous-ensemble I de I tel que : 

l< * ,ç >| 

2 X . > 1 - 2 e ; s u p E X. $ ( * ) < 1. 

Alors, d f après le choix de c, on a pour ^ 1 s 

с |< x ,§ >| 
2 X. « ( H ) < « ( с ) . ( S X . ) + В ( с ) ( S X 

j € I 3 c e j € i * j e I 3 

О О I I о 

§ (—¿ ) ) 
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< * ( c ) + В ( с ) < I • 

Posons p = S X., X* = E X . ô + (1 - p)ô , et 

j € l o

 3 j 6 I o

 3 x i 
2 

D a 1 /c . L'inégalité précédente peut encore s'écrire : 
6 

s u p / |( l< x¿5 >l) d X ' ( x ) < f , s o i t : 

llsll < i 
V2 ( X , ) < C e V 

On en déduit d'après la proposition 29 b) : 

J (v(X')) ^ TT S(V) С D e $ e e 

Soit encore en posant M = TT.(V) С D : 

IM vu 
. € 3 

On en déduit : 

||v(x )|| 

E X. J ( r f — ) < S X . + 2e < 3 s , 

i 6 I 1 i « I o

 1 

soit encore J n (v(X)) ^ M, ce qui achève la démonstration. 
3s 

Remarque 33 ! Les énoncés du théorème 31 et de la proposition 32 sont des 

énoncés "avec constantes". On peut donner des énoncés sans constantes et se 

ramener aux énoncés avec constantes en appliquant des théorèmes généraux. 

Considérons d'abord le cas de la proposition 32. Soient E un elcs à dual 

quasi-normé et $ une fonction de Young telle que B^(0+) = 0. Supposons que 

pour tout espace de probabilité ( Q , p ) et pour tout opérateur linéaire u 

continu de E' dans L°(Q,|JL), il existe pour tout e Ç ]°»*[ u n e constante K g 

(dépendant de u) et une partie mesurable Q G de Q, telles que : 

ц ( П - П е ) < 2 в , et ||5||E, < 1 ==> / t ( l U ¿ ^ l ) du < 1. 

Nous allons montrer qu'il existe et C g tels que la propriété 
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de la proposition 32 soit réalisée. 

Si F est un espace quasi-normé, désignons par L^(F, L°(Q,p)) l'es

pace des opérateurs linéaires u continus de F dans L ° ( Q , | i ) , tels que pour 

tout e € lo,l[, il existe une partie mesurable Q de Q et une constante K 
J e e 

telles que : 

H Í C J - Cig) < 2e, et 11*11 < 1 / I ( I U ¿ X ) I) d u < 1 . 

On peut munir L^(F, L°(fì, d'une topologie d'evt métrisable dont 

un système fondamental de voisinages de zéro est constitué par les ensembles : 

v

e , c - i u I 3 V - q , ) < 2 e e t 11*11 < i t ( l u ^ x ) I) d ^ i j 

On vérifie assez facilement que L^(F, L°(Q,|-L)), muni de cette to-

pologie, est complet. Or, l'hypothèse que nous avons faite ci-dessus signi

fie : L^(E», L ° ( Q , | i ) ) = L(E», L ° ( Q , | i ) ) . D'après le théorème du graphe fermé, 

l'application identique est continue de L(E', L° ( Q, (J,)) dans L^( E » , L° ( Q, | i) ) , 

donc : 

V e G ]0,l[, ] oiQ £ ]0,l[ et -j a g > 0 tels que : 

J (u) < a„ u £ V „ , c'est-à-dire : 
cve e e , l 

] Q e C: M-(0 - 0 € ) < 2 e, / $ ( | U(Ç) I) dp, < 1 lorsque < 1. 

On en déduit par homothétie sur u : 

\/ u, n C Q, n(n - flj < 2 e , / $ ( I ) d>x < 1 . 
6 6 n — J (u) 

Nous n'avons pas exactement démontré le résultat voulu, puisque 

a et a dépendent a priori de l'espace de probabilité (Q, p,) • Mais il n'est 

S Q 

pas difficile de voir que l'on peut construire un espace de probabilité 

(QÎM-) suffisamment "gros" pour que toute application linéaire u de E' dans un 

espace L ° ( Q , | i ) soit isonome à une u £ L(E', L°(Q,(JL)). Il suffit donc de 
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démontrer le résultat pour (Q,p.), ce que nous avons fait, (On peut décrire 

(Q,(JL) de la façon suivante : pour toute probabilité cylindrique X sur E, il 

existe un espace compact Q., une probabilité p, sur n et une application 
o X X 

linéaire p^ 6 L(E», L (Q^, p-̂ ) ) qui représente X ([ 27], exposé 6 ) . Posons : 

0 = n ; p, = <§> y, 

x € < ? ( E ) x e $ ( E ) 

y 

où (P (E) désigne l'ensemble des probabilités cylindriques sur E . 

Soit TT. la projection de Q sur Q . Posons si § 6 E 1 : 

A X 

u x(§) = u (Ç) 0 T T X e L°(Q,p,). 

On voit que u représente X. Maintenant, si v est un opérateur 

linéaire de E 1 dans un espace L (Q,jJ,), v représente une probabilité cylindri

que X sur E, donc v est isonome à u . 

X 

Considérons maintenant le cas du théorème 31. Soient E un elcs à 

dual quasi-normé, et $ une fonction de Young telle que B_(0+) = 0. Suppo-

sons que pour tout espace quasi-normé F, tout opérateur (§,0)-sommant de E 

dans F soit J-sommant. Nous devons montrer qu'il existe une constante C 

telle que pour tout F et tout v £ ÏÏ_(E,F), on ait : 
$ 

TTj(v) < C TT$(v) . 

Supposons pour simplifier $(t) = t P, 0 < p < + oo. Supposons que 

le résultat soit faux. On peut alors trouver pour tout entier n un espace 

quasi-normé F et un opérateur p-sommant v de E dans F tel que : 
n n n H 

n (v ) < 1 5 T T ( V ) ^ 4 n . 
P n J n 

D'après Pietsch [21] , l'opérateur admet la factorisation 

suivante : 
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E ^ C(K) ». LP(K,|a ) 

v S * F 

n n n 
w 
n 

où S est un sous-espace fermé de L P(K,|JL ) , donc un espace p-normé, et où 
n n 

llw II < 1, TT (v ) < TT (v ) < 1. On a d'autre part : TT T(V ) < ||w || n T(v ) , 
11 n 1 1 p n p n J n 11 n1' J n 
donc : 

TT (v ) < 1 ; TT T(V ) ^ 4 n . 
p n 7 J n 

Considérons l'espace J£ P((S )) formé des suites (x ) telles que 

n n 
S ||x |IP < + oo, et définissons un opérateur v de E dans J£ P((S )) par : 

11 n 1 1 n 

v(x) = (— v (x)). 

2 n n 

On vérifie immédiatement que v est p-sommant. On doit donc avoir 

par hypothèse TTj(v) < + oo. Mais cela est impossible. En effet, en désignant 

par p la projection naturelle de X P ( ( S )) sur S , on a : 
r n n n 

p ° v = — v , donc : 
2 n „ 

2 n < 
J 2 n H P » « TTj(v) = TTj(v) 

ce qui démontre le résultat. 

Dans le cas d'une fonction de Young § telle que B_(0+) = 0, on 

peut adapter la démonstration précédente, avec quelques difficultés techni

ques supplémentaires. 

Corollaire 34 : Soient E un elcs à dual quasi-normé, tel que le couple (E,E') 

vérifie l'hypothèse d'approximation métrique, et § une fonction de Young 

telle que B_(0+) = 0. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout espace quasi-normé F, tout opérateur linéaire (§,0)-sommant de 

E dans F est 0-sommant. 
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b) Pour tout espace de probabilité tout opérateur linéaire continu u 

de E 1 dans L°(Q,|JO se factorise par L*(Q,|i) et la multiplication par une 

fonction mesurable. 

Démonstration : Montrons que a) b ) . D'après la remarque 33 > on peut se 

ramener à un énoncé "avec constantes". On peut alors appliquer le théorème 

31 puis la proposition 12. 

Inversement démontrons que b) a ) . D'après la proposition 12, 

l'hypothèse b) implique que tout opérateur linéaire continu u de E' dans 

L°(Q,M-) appartient à l'espace L^(E», L°(n,p)) défini dans la remarque 33. 

D'après cette remarque, les hypothèses de la proposition 32 sont satisfaites. 

On achève donc la démonstration en appliquant la proposition 32. 

* * 
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V, Une généralisation vectorielle ; les opérateurs (p,G)-sommants 

Les théorèmes de factorisation démontrés dans le premier chapitre 

sont valables pour des opérateurs linéaires d'un espace quasi-normé E dans 

un espace L P(Q,|J.,G), où G est également un espace quasi-normé. Lorsque 

G = TR , nous avons montré au chapitre III que les théorèmes de factorisation 

pour les operateurs linéaires de E' dans un espace L (Q,|i) correspondent a 

des théorèmes sur les opérateurs p-sommants de E dans un espace quasi-normé 

F, Dans ce chapitre, nous introduirons une nouvelle notion, généralisant 

celle d'opérateur p-sommant, qui permettra de traduire les théorèmes de 

factorisation pour les opérateurs linéaires de E' dans L P(Q,|JL,G) OÙ G est 

un espace quasi-normé. 

Cette généralisation est pratiquement triviale, et nous donnerons 

la plupart des énoncés sans démonstration (les démonstrations sont absolu

ment identiques à celles du chapitre III), 

Soient E un elcs à dual quasi-normé et G un espace quasi-normé. 

Si z = 2 x ® g est un élément de E <g> G,et É un élément de E', nous pose-

n n ' 5 R 

rons : 

< z,§ > = E < x n , § > g n <E G. 

Soient F un espace quasi-normé et u un opérateur linéaire de 

E® G dans F , Nous dirons que u est ( p, G )-sommant, 0 < p < + oo , s'il existe 

une constante C telle que l'on ait pour toute suite finie (z^,,,,,z ) d'é-

1 n 

léments de G : 

(E | i u ( Z i ) | | P ) < C sup (E ||< z., Ç >(|P ) 

ll5llE.<i 

On notera TT ~(U) la plus petite constante C telle que la proprié-
p,G 

té ci-dessus soit réalisée, et II (E ( S/G,F) l'ensemble des opérateurs 
p,G 

(p,G)-sommants de G dans F, 

Soient X une probabilité à support fini sur E ® G, et <y 6 ]°?i[* 

Nous poserons : 
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J * ( X ) = s u p J ( § ( X ) ) 

llsll < 1 

( o ù § ( X ) e s t u n e p r o b a b i l i t é s u r G.) 

Soient maintenant F un autre espace quasi-normé, et v un opéra

teur linéaire continu de E ® G dans F. Nous dirons que u est (0,G)-sommant 

si pour tout p 6 ]0 , l [ , il existe a € ] o , l [ et C tels que l'on ait pour tou

te probabilité X à support fini sur E $ G : 

J Q ( v ( X ) ) < C J * ( X ) . 
p Ot, G 

Soit q € ]0, + 0 0 ] . Nous désignerons par N ( E ® G, i q(G)) l'espace 

des opérateurs linéaires u de E 0 G dans X q ( G ) de la forme : 

u(z) s (< z, >) , où (§ n)
 e s t u n e suite d'éléments de E ' telle 

q « e s ||?n||
q < ». 

l / q 
Nous poserons N ^(u) = ( S HÉ II ) • Nous désignerons par 

q,G M n" 
N ( E ® G, i ( G ) ) le sous-espace de N(E & G, JP(G)) formé par les opérateurs 
o 

u pour lesquels la suite (§ R) ne comporte qu'un nombre fini de termes non 

nuls» On obtient immédiatement : 

Proposition 35 î Soient E un elcs à dual quasi-normé, G un espace quasi-

normé, et q £ ]0, + oo ] . Pour tout u G N ( E $ G , X q ( G ) ) , on a : 

n r ( u ) ^ N (u). 
q,G q,G 

Définition 36 : Soient E un espace vectoriel de dimension finie, G un espace 

quasi-normé et u un opérateur linéaire continu de E' dans L°(Q,|i,G). Il 

existe une unique application mesurable cp̂  de Q dans E 0 G telle que : 

e E' § ° cpu = u ( § ) . 

(Il est facile de construire m : si (x ) est une base de E et (Z ) la base 

^u n 3n 
duale dans E', on posera : 
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* 
cp (eu) = S x & u( § ) ( o u ) , 

l'unicité est facile à vérifier.) 

Proposition 37 î Soient E un elcs à dual quasi-normé, tel que le couple 

(E,E !) vérifie l'hypothèse d'approximation métrique, F et G deux espaces 

quasi-normés, v un opérateur linéaire de E dans F, ex une quasi-norme sur 

F 0 G, telle que o/(x£> y) = |jx|] • ||y||, (QÎM-) un espace de probabilité et u 

un opérateur linéaire continu de E' dans L P ( Q , | i , G ) , 0 < p ^ oo. 

On suppose que v = v S Id est ( p,G )-sommante de E 0 G dans F G 

ot 

et que F est de dimension finie. On a alors, en posant 

w = u ° t v e L(F», L P(Q,p,,G)) : 

(/ (a (cp w(co)))
P dM.(«o)) ^ r r

p , G ( " ) • H * 

La démonstration est standard : on résoud tout d'abord le cas où 

u est de rang fini, et Cp̂  finiment étagée ; dans ce cas cela résulte direc

tement de la définition des opérateurs (p,G)-sommants• Ensuite, lorsque u 

est de rang fini, on l'approche dans L (E', L P(Q, p.,G)) par des opérateurs 
s 

de rang fini h tels que cp, soit étagée, et l'on conclut par le premier cas. 
h 

Finalement, lorsque u est linéaire continue quelconque, on l'appro

che par des opérateurs (u^) de rang fini, grâce à la propriété d'approxima

tion sur E'. 

On démontre alors par le même raisonnement que dans le théorème 19 S 

Proposition 38 î Soient p et q deux nombres réels tels que 0 < p < q ^ + <», 

E un elcs à dual quasi-normé, tel que le couple (E,E') vérifie l'hypothèse 

d'approximation métrique, u un opérateur linéaire continu de E' dans un es

pace L P(Q,|i,G) (avec G espace quasi-normé), et C un nombre réel ^ 0 . Les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

a) L'opérateur u se factorise par L q(Q,p,,G), avec C (u) < C 
P^q 

b) Pour tout opérateur v = v 0 Id 6 N (E G, X q ( G ) ) , on a : 
o 
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lb I I < C N (ïï) . 

u • V L P(Q,p,i q(G)) q ' G 

Nous pouvons maintenant démontrer l'analogue du théorème 23. Aupa

ravant, nous introduirons l'analogue des suites scalairement i-P : Soient 

E un elcs à dual quasi-normé, G un espace quasi-normé 5 nous définirons une 

quasi-norme sur E # G par : 

e(z) = sup ||< §,z>|| . 

Util < 1 

Les applications z -» < §,z > se prolongent au complété E &^ G . 

s\ P 

Nous dirons qu'une suite ( z

n) d'éléments de E ®QG est G - X s'il 

existe une constante C telle que : 

i 5 6 E - (s | | < S , z n ^ | p ) < c ||g|| . 

On posera : 

r, 1 / P 

M ( ( z ) ) = s u p ( S |l< | , z > | | P ) 
P ' G n < 1 » 1 n 

Théorème 39 : Soient p, q, r trois nombres réels tels que 0 < p < q < + », 

1. _ i + i E un elcs à dual quasi-normé tel que le couple (E,E') vérifie 
p q r 

l'hypothèse d'approximation métrique, G un espace quasi-normé et C un nom

bre réel > 0. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout espace quasi-normé F et tout opérateur v G II ( E ^ G,F), 
q, *a 

TT n ( v ) ^ C TT r ( v ) . p,G q,G 

b) Pour tout opérateur v 6 N ( E ® G, j£ q(G)), TT _ ( V ) < C N (v) . 

o p,G q,G 

c) Pour tout espace mesuré (Q,|J.) et tout opérateur linéaire continu u de E' 

dans L P(Q,^JL,G), C p q ( u ) < C ||u||. 

d) Toute suite (z ) G . i P sur E ^ G peut s'écrire z = a y , où (y ) est 
n ^ s n n n n 

une suite G . i q sur E ® G et (ex ) une suite numérique telles que : 

s l«nr M n r ( ( y )) 
q,G n 

< С M ( ( z ) ) . p,G n 
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Démonstration : On va suivre exactement la démonstration du théorème 23, 

L'implication a) —ï> b) est immédiate par la proposition 35« Démontrons 

b) c) , en supposant d'abord que \i soit une probabilité. Dans ce cas, le 

résultat provient de la conjonction des propositions 37 et 38. Supposons main

tenant |j. quelconque. Soient u 6 L(E', LP(f},|i,G)) et ( § ^ v • • ? § n) une suite 

finie d'éléments de E', On peut trouver une fonction mesurable h > 0 sur 

(QÎ^) telle que / h dfi s 1 , et que : 

llu(SkM|
P
 M- « h pi = V, k = l,...,n. 

On démontre exactement comme dans le théorème 23, en se ramenant 

à la probabilité V, le résultat voulu. 

P A 

Si (z n) est une suite d.ir sur E & G , elle définit un opérateur u 

de E» dans i P(G) par u(§) = (< z^, § >) * On en déduit aisément c) = > d) • Fi

nalement d) =5> a) résulte de l'inégalité de Holder, tout comme au théorème 

23. 

Remarque 40 : L'équivalence a) b) d) — S . a) ne nécessite jamais l'hy

pothèse d'approximation (cf. remarque 2 4 ) , 

Remarque 4l : Soit E un elcs à dual quasi-normé vérifiant les conditions 

équivalentes du théorème 39 pour un espace quasi-normé G de dimension > 1. 

Il est immédiat que E vérifie également les mêmes conditions si on remplace 

G par un sous-espace G^ de G, et en particulier si G^ = TR ,Dans ce cas, E 

vérifie les conditions du théorème 23« Par contre, il n'est pas évident 

qu'un espace E qui vérifie le théorème 23 c'est-à-dire lorsque G = JR , vé

rifie aussi le théorème 39« Nous démontrons plus loin que cela est vrai lors

que G est un espace de Banach quelconque et q < 2. (Corollaire 8$) 

* 
* * 
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VI. Opérateurs et espaces de type et cotype q, O < q < 2« 

Dans ce chapitre, nous introduirons une classe d'espaces E, que 

nous appellerons espaces de type q, telle que tout opérateur linéaire conti

nu u d'un tel espace E dans un espace L P(Q, ( i ) soit q-cyl indriquement de type 

p, avec 0 < p < q < 2 # (p, étant une probabilité si p = 0 ) . Cette classe con

tient pratiquement tous les exemples que l'on peut obtenir au moyen du théo

rème 23 à partir des théorèmes connus de la forme V F, II (E,F) = Il (E,F). 

q p 

Soit q un nombre réel tel que 0 < q < 2. On sait |_ 18 J exposé V, 

qu'il existe une probabilité y s u r , dont la transformée de Fourier 

est exp (- | t | q ) . Nous appellerons suite stable d'ordre q toute suite (finie 

ou infinie) de variables aléatoires indépendantes (f ) s u r u n espace de pro

babilité (Q,p.) suivant la loi Y q» 

On sait que Y admet des moments d'ordre p < q lorsque q < 2, et 
q * 

des moments de tout ordre p < + » si q = 2, En posant q = q si 0 < q < 2 , 

et 2 = + », nous retiendrons que Y q admet des moments d'ordre p < q • Sauf 

mention du contraire, q sera supposé < 2 dans tout ce chapitre. 

Nous rappellerons dans un lemme la propriété bien connue des suites 

stables d'ordre q ([l8], exposé X-XI lemme 2 ) . 

Lemme 42 : Pour tout réel p tel que - 1 < p < q , il existe une constante 

A telle que l'on ait pour toute suite stable d'ordre q (f , ...,f ) et pour 
p,q i n 

toute suite (c ,•..,c ) de nombres réels : 
1 n 

i/p n i/q 
(/ |S c. f.(u))|P Mo>) ) = A p i q (E |c.| q) 

De plus pour tout a G ]°,l[ il existe deux constantes A^ et 

telles que : 

l/q l/q 
B* (E le.| q) < J ( E c . f., ri < A* (E |c.| q) q 1

 1
 1 ûf 1 1 q 1 

(la valeur de A est donnée par : 
p,q 

6 5 
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A - (/ |t| P d Y (t) ) = ||Y H . ) 

p,q ; 1 1 Y q 'I q'»p 

Soient E et F deux espaces quasi-normés, p et q deux réels tels 

* 
que 0 < p < q , et u un opérateur linéaire continu de E dans F. Nous dirons 

que u est de type (p,q) s'il existe une constante K telle que pour toute 

suite finie (x_,••.,x ) d'éléments de E et toute suite stable d'ordre q 
1 n 

(f . • . •,f ) on ait : 

1 n 
1 / P n 1 / ( 1 

( / ||S u(x.) f . ( u j ) | | P du.(a>) ) < K ( S ||x.||q) 

On notera K (u) la plus petite constante K telle que la proprié-
p>q 

té ci-dessus soit réalisée. 

Nous aurons besoin de la notion d'opérateur de type (0,q) à va

leurs dans L°(n, (JL) , qui n'est pas quasi-normé. Nous dirons qu'un opérateur 

u d'un espace quasi-normé E dans un evt F est de type (0,q) si pour tout 

voisinage de zéro équilibré V dans F, et pour tout ex £ Jo,l[, il existe une 

contante K __ telle que pour toute suite finie (x . , M 1 x ) d'éléments de E, 
ex, V 1 n 

et pour toute suite stable d'ordre q (f^,«««if )» on ait : 

a l / q 

Ja ( j y (S u(x.) f . ) , v) < K a > v ( T, ||x.||q) . 

(où J v désigne la jauge de V ) • 

Notons quelques propriétés immédiates. Si v est un opérateur de 

type ( p , q ) f et si u et w sont deux opérateurs continus, l'opérateur 

w ° v ° u est de type (p,q) , et pour p > 0 : 

K (w 0 v 0 u) < ||w|| ||u|| K (v). 
p,q -̂ H 11 11 u p,q 

Supposons que u soit un opérateur de type (p,q) de E dans F, et 

que u admette la factorisation : 

TT u 

E > E / N * F , où E/N est un quotient de E, muni de la 

quasi-norme quotient. On vérifie immédiatement que u est aussi de type (p,q) 

avec K (u) = K (u). 
P,q p>q 
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Soient encore E et F deux espaces quasi-normés, p et q deux nom-
* 

bres réels tels que 0 < p <q , et u un opérateur linéaire continu de E dans 

F, Nous dirons que u est de cotype (p,q) s'il existe une constante K telle 

que pour toute suite finie (x^,««.,x ) d'éléments de E et toute suite stable 
d'ordre q ( f f ) on ait : 

1 n 

(2 ||u(*.)||q) s£K (/ || S x. fAw)\\P d|i(»)) . 

* * 
On notera K (u) la plus petite constante K telle que la pro-

p? q 
priété ci-dessus soit réalisée. On voit encore immédiatement que 

K (w ° v 0 u) < llwll • llull K (v). Par contre la propriété relative au 

p,q I' 1 1 'I 'I p,q 
quotient n'est pas vraie en général. 

Soient E un espace quasi-normé, p et q deux nombres réels tels que 
* 

0 < p < q • Nous dirons que E est de type (p,q) (resp : de cotype (p,q)) si 

l'identité de E est un opérateur de type (p,q) (resp : de cotype (p,q)) 

et nous poserons K (E) = K (Id ) . (resp : K (E) = K (id ) ) . D'après 
p,q p,q E p,q p,q E 

les propriétés des opérateurs de type (p,q), la classe«X> des espaces 
p? q 

de type (p,q) est stable par isomorphismes, sous-espaces et quotient. 

Les résultats démontrés par J. Hoffmann-Jorgensen dans [6] et gé

néralisés par S. Kwapien dans [l8] exposé VI, permettent de simplifier con

sidérablement les notions précédentes ! En effet, si p et q sont deux nom

bres réels tels que 0 < p < q , et si r Ç l 0» 1]» i 1 existe 6 G ]o, 1 (_ et C, 

constantes qui ne dépendent que de p, q et r, telles que pour tout espace 

r-normé E, toute suite finie (x„,•••,x ) d'éléments de E et toute suite sta-

1 n 
ble d'ordre q ( f f ) , on ait : 

1 n 

1/p 

(/ ||Z x. fi(cw)||
P dp.(w)) < C J f i( || S x. fi(o))||, d[iM) . 

On en déduit, si p^ € ]o,p|_, l'inégalité : 

(/ || 2 x. f.(a))||p d ^ U ) ) l / p < C 6 1 / P l (/ ||I] x. f.(a))||Pl é ^ ) ) 1 ^ ] 

Par conséquent les différentes notions de type (p,q) ou de cotype 

(p,q) coïncident toutes lorsque p varie dans ]o,q*[ I 
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Nous parlerons donc simplement d'espace ou d'opérateur de type q 

ou de cotype q. De plus, d'après [l8] exposé VII, tout espace quasi-normé 

est de cotype q pour q < 2. Ce résultat sera utilisé à plusieurs reprises 

par la suite. 

Les lois stables permettent une nouvelle interprétation des opé

rateurs q-cylindriquement de type p, lorsque q < 2. 

Proposition 43 : Soient E un espace quasi-normé, p et q deux réels tels que 

0 ^ p < q ^ 2, ( Q, |Jb) un espace mesuré quelconque et u un opérateur linéaire 

continu de E dans L P(Q,)-L). Pour que u soit q-cylindriquement de type p, il 

faut et il suffit qu'il soit de type q. Plus précisément, on a pour p > 0 : 

C (u) = A " 1 K (U). 

p? Q. p» q p? q 

Démonstration : Supposons tout d'abord p > 0 , et soient (x.,...,x ) une suite 

2. n 

d'éléments de E, et (f^,...,f^) une suite stable d'ordre q sur un espace 

de probabilité (X,v). On a d'après le lemme 42 pour tout (0 G Q : 

(S |u(x.)(u>) | q ) = A " 1 ( / | E U(X.)(CU) f . ( t ) | P dV(t)) 

I 1 p? q i 1 1 

donc : 

n p/q I / P . ^ 1 / P 

( / ( S |u(x.)| q) d ( i ) = A " 1 (/ I Zu(x.)(u)) f . ( t ) | p d v ( t ) di4co)) 
£ 1 p ? q ^ 1 1 

- p I / P 

= A

P ; q

 ( / 1 1 ? u ( * i > f i ( t ) 11 p d v ( t ) ) * 

x L 

d'où l'on déduit immédiatement le résultat. 

Dans le cas où p = 0, nous utiliserons "l'inégalité de Fubini" : 

J (J (f(x,y), dv(y)), d|j,(x)) < J (J. (f(x,y), d | 4 x ) ) , dv(y)), 
y 0 a p 

lorsque at + p < y 6 ( (_27 ] proposition XXIV, 2, 4.) 

On a d'après le lemme 42 pour tous {3, 6 G z 

• nous supposerons que u est une probabilité. 
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e „ i / q 

B (S |u(x. )((.)) | q) < J. < I S u(x, )((!)) f.(t) | , dV(t)) 

q i 0 1 i i 

et : 

R „ 
J Q ( | Eu(x.)((ri f.(t) |, dv(t)) < A P (E | u(x.)(co) | q) 
(j i i q i 

Soient alors a, y tels que at + P ^ Y »̂ Nous aurons : 

c i/q 

B° (( E luU.Mu) | q ) , duCtt))) 

(J. (I Eu(x.)(ou) f.(t)|, dv(t)), dM.((u)) 
Y o i i 1 

R n 1 / q 

< (Jp ( | EU(X.)(OJ) f.(t)|, d|x(a))), dv(t))< A p J^ ((E | u(x i)(uj ) j q ) ,dM-(uj)) 

Supposons u de type (0,q), et soit Y £ ]°'^t # Choisissons a, p, 6 

tels que a + P ^ Y 6» Soit V le voisinage de zéro dans L°(Q, LJL) défini par 

J (f,(i) ^ 1. Puisque u est de type (0,q), il existe K _ telle que : 
P &i P 

a l / q 

(Jp ( | E u ( x i ) f i ( t ) | , dV(t)) ^ p (E. ||xi||
q) , d'où d'après l'une des 

inégalités ci-dessus : 

l/q A -1 l/q 
J y ((E |u(x.)| q) , ri < (B*) K ^ p (E ||x.||q) f 

ce qui prouve que u est q-cylindriquement de type zéro. Inversement, suppo

sons que u soit q-cylindriquement de type zéro, et soient c* £ ]0,l[ et V 

un voisinage de zéro équilibré dans L ° ( Q , | j b ) . On peut supposer que V est de 

la forme I f | J (f,ri < 1 }• Alors : 
P ' 

R 
(Jp ( | E u(x.) f.(t) |, d|i), dv(t)) < A j ((E |u(x i) |

q ) , d|x) 

< C w A J (E ||x.||q) , 

ce qui achève la démonstration. 

A priori le résultat précédent ne reste pas valable si on considère 

un opérateur linéaire continu u de E quasi-normé dans L P(Q,|i,G), G étant 

aussi un espace quasi-normé. Naus allons voir que si G est de cotype q, 1'im-
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plication u de type q = ^ u q-cylindriquement de type p reste vraie pour les 
opérateurs l inéaires de E dans LP(Q,(JL,G). (En fa i t , tout espace quasi-normé 
étant de cotype q pour q < 2, cette hypothèse concerne uniquement le cas 
q = 2.) 

Proposition 44 : Soient E et G deux espaces quasi-normés, p et q deux réels 
te l s que 0 < p ^ q ^ 2, un espace mesuré quelconque*et u un opérateur 
l inéaire continu de E dans LP(Q,^,G). Si q = 2, on suppose G de cotype 2. 
Si l'opérateur u est de type q, i l est q-cylindriquement de type p, avec 
plus précisément pour p > 0 : 

C (u) ^ K* (G) K (u). 
p*q p»q p,q 

Démonstration : I l suffit de recopier la démonstration de la proposition 43, 
en partant de l ' inégal i té de définition du cotype (p,q) : s i ( x x ) 

1 n 
est une suite de vecteurs de E, on a : 

Vq * i /p 
(S ||u(x.)(u))|| q) < K

p , q

 ( G > ( i 11 S u(x . ) ( (o) f i ( t ) | | P dv(t) ) 
d'où 2 

p/q 1/p * 1/p 
(/ (S |!u(x.)|lq) dp,) < K (G) (/ H S u ( x . ) f . ( t ) | | P dv(t)) il i n p,q " i l n p 

< K* (G) K (u)(S I M | q ) l / q 

p,q P,q 11 i 1 1 

Pour p = 0, on répète également l'argument de la proposition 43, 
en écrivant l ' inégal i té du cotype q sous la forme : 

(S |ju(x.)(u))|| q) < C J 8 ( y Z u(x. )(tt)) f . ( t ) ||, dv(t)), 

où 6 est celui de la page 67 • 

Nous allons donner maintenant un certain nombre d'exemples d'es
paces de type q, pour différentes valeurs de q # Ces exemples sont fournis 
par les espaces LP(Q,|i), pour des valeurs de p convenables, ou par des es
paces LP(Q,|i,E), lorsque l'espace E lui-même a une propriété convenable de 
type. 

• pour p = 0, nous supposerons que |i est une probabil ité. 
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Proposition 4 5 : Soient E un espace quasi-normé, (Q,H>) un espace mesuré et r 

un réel tel que 2 ^ r < + 00. Si E est de type 2, il en est de même de 

L r(Q,(i,E), et plus précisément : 

K r i 2 ( L
r ( Q , !i,E)) = K (E), 

en particulier K (L**(Q, u) ) = A 

r, ¿ r, Ò 

Démonstration : Puisque E s'identifie à un sous-espace de L r(Q,^,E) (le sous-

espace des fonctions constantes), on a 2 ^
E ^ ^ K

r 2 ̂  ̂ ^ E ^ * 1 1 s u f f i t 

donc de voir que K ( L*" ( Q, (J-, E) ) < K 0 ( E ) . 

r , 2 r , 2 

Soient (X.,...,X ) une suite d'éléments de L r(Q,|i,E) et (f ....,f ) 

1 n 1 n 
une suite stable d'ordre 2. On a : 

l/r l/r 

( / Il E X. îAt)f dv(t)) = ( / I) E X.(ou) f ±(t) ||
r dv(t) d^(tt))) 

9 r/2 l/r 1/2 
_(E) ( / ( E llx. (cu) H ) d ^ O ) ) ) < K _(E) (E | |x. H ) 

r,u 1 r , o 1 

La deuxième affirmation résulte de K „ ( 3 R ) = A -

r, 2 r, 2 

Théorème 4 6 : Soient (Q,|-0 un espace mesuré quelconque, et S un sous-espace 

d'un quotient de L r ( Q , | i ) , 1 < r < + 00. 

a) Supposons 1 ^ r ^ 2, et soient 0 < p < q < r. L'espace S est de type q, 

et K (S) < A*"1 A A 

p 5 q p ? r p>q q?r 

b) Supposons 2 ^ r < + œ. L'espace S est alors de type 2, et K (S) ^ A 

r, 2 r, ¿2 
(et a fortiori K (S) < A . pour 0 < p < r) . 

p,2 r,2 

c) Supposons 0 < r < 1, et soient 0 < p < q < r. 

Tout espace r-normé E est de type q, et K (E) ^ A A A • 

p?q Pi** PÎ q q?r 

Démonstration : D'après les propriétés de stabilité des espaces de type 

(p,q), il suffit de prendre S = Lr(Q,|jb) dans a) et b) • Alors b) est simplement 

donné par la proposition 4 5 . D'autre part, lorsque 0 < r ^ 1, on sait que 

tout espace r-normé est le quotient d'un espace (l) pour un ensemble d'in

dices I convenable. Finalement, pour montrer a) et c) il suffit de consi-
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dérer l'espace L r ( Q , ( J i ) , 0 < r < 2. Soient p et q donnés, 0 < p < q < r. On 

sait ( [ l 8 ] exposé V, remarque 2), qu'il existe un espace de probabilité 

(Y,X) et un opérateur linéaire u de Lr(Q,jj,) dans L°(Y,\) tel que : 

H x ) ! l p = V r IMI 
L 

H U ( x ) H L q = \ , r N I ' 

Désignons par j l'injection de L q(Y,X) dans L P ( Y , X ) . On a 

C (j) = 1, donc K (j) = A d'après la proposition 4 3 . Considérons 

l'opérateur v = A^ ^(j 0 u) (en considérant u comme opérateur de L (Q,p.) 

dans L q(Y,X).) D'après la prenière égalité ci-dessus, v est un plongement 

isométrique de Lr(Q,[j,) dans L P ( Y , X ) , donc : 

K (Lr(Q,;i)).= K (v) = A " 1 K (j 0 U) 
p,q P,q P,r p,q 

< A " 1 l lul l K ( j ) = A " 1 A A , 

p,r M il p,q p,r q , r p,q 

ce qui achève la démonstration. 

Remarque 4 7 : Si l'on examine la démonstration du théorème 4 6 , on voit que 

l'on a démontré le résultat suivant : soient (Q,|i) un espace mesuré, p,q 

deux réels tels que 0 ^ p < q < 2. Si S est un sous-espace fermé de L q(Q, |i) 

sur lequel les topologies de L q(Q,|a) et de L P(Q,|i) coïncident, S est de 

type q (Nous verrons une réciproque de ce résultat au théorème 98 et au co

rollaire 99 a ) . Nous emploierons encore le même type d'argument dans la pro

position qui suit : 

Proposition 4 8 : Soient q et q^ deux nombres réels tels que 0 < q^ < q < 2, 

et E un espace quasi-normé de type q et de type q^. L'espace X Q ( E ) est de 

type q 1 ? avec pour p l 6 ] o , q 1 [ : 

K ( A E ) ) < K * ( E ) K ( E ) K ( E ) . 

p 1 ? q 1 p ^ q p i , q i q i , q 

Démonstration : Comme on a supposé q < 2, l'espace E est automatiquement de 

cotype q. Soit (f ) une suite stable d'ordre q sur un espace de probabilité 
n 

• il suffit pour cela qu'il soit de type q, cf. Addendum. 
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(X,V). Considérons l'opérateur u de i q(E) dans L°(X,v,E) défini par : 

u ( U n ) ) = E x n f n . 

Soit p^ < < q. Puisque E est de cotype ( p ^ q ) et de type ( q ^ q ) , 

on a pour toute suite x = (*n) £ ^ q(E) : 

* p i 1 / p i 
||x|| < K p ? q ( E ) (/ ||u(x)|| 1 dv) \ et : 

qi l / q i 
(/ ||u(x)|| 1 dv) 1 < K (E) . Hxll . 

4 l ' 4 

Soient (x„,...,x ) une suite d'éléments de 4 q ( E ) et (g,,..«,g ) 

1 n 1 n 
une suite stable d'ordre q^ sur un espace de probabilité ( Y , X ) . On aura : 

Pi 1 / P i * Pi 1/Pi 
( / | | S x. g.(s)|| 1 d X ( s ) ) 1 < K p ^ ( E ) (/ ||S u(x.) g i ( s ) | | p d X ( s ) ) 1 

1 L 1 

* P 1 l / p i 
= K (E) (/ ||S u(x.)(t) g.(s)|| 1 dX(s) d v ( t ) ) 1 

P 1 ? q
 11 i i 1 

q P l / q i 1 / P 1 

< K (E) . K* (E) ( / (S |lu(x.)(t)|| 1 ) dV(t) ) 
p i , q i p l , q il i M 

q l / q i 
^ K

P l , q i ( E ) K * î q ( E ) (/ S ||u(x.)|| 1 dv) 

+ q 1 

< K (E) К (E) К (E) (E 1U.II 1 ) , c.q.f.d. 
q 1 ? q P 1 > q 1 P 1 ? q 11 i" 

Remarque 4 9 : Soit E un espace quasi-normé, et soit q € ] o , + oo[ • Nous dirons 
qu'un espace quasi-normé F est un espace <& ,(E), 1 ^ X < + si pour tout 

q> X 
sous-espace de dimension finie G de F, il existe un entier n et un sous-espace 
G de i (E) tel que d(G,G) ^ X. Il est bien clair que la proposition 4 8 reste n 
vraie si l'on remplace X q(E) par un espace o& .(E) (avec la majoration 

* q* A. 
K < X K (E) K (E) K (E)), en particulier par un espace 
P ^ ^ P 1 ? q p i , q i q i ' q 

L q ( Q , ix,E) . 
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Théorème 50 î Soient p, q, r trois nombres réels, 0 ^ p ^ q ^ r,(X,v) et 

(Q, deux espaces mesurés quelconques (sauf si p = 0 : nous supposerons 

alors que \L est une probabilité, cf. chapitre I I ) , S un sous-espace d'un 

quotient de L r ( X , v ) , et G un espace quasi-normé. Nous supposerons G de cotype 

2 si q = 2. 

a) Supposons 1 < r < 2, et 0 ^ p < q < r, Tout opérateur linéaire continu u 

de S dans LP(Q,|JI,G) est q-cylindriquement de type p, et plus précisément 

pour 0 < p < q : 

C (u) < K* (G) A " 1 A A Hull. 
p,q p,q p,r p,q q,r " M 

b) Supposons 2 ^ r < + o o , q = 2, et 0 < p < 2. Tout opérateur linéaire con

tinu u de S dans L P(Q,p-,G) est 2-cylindriquement de type p, avec pour p > 0 : 

C P , 2 ( U ) < % , 2 ( G ) Ar,2 H ' 

c) Supposons 0 < p < q < r < l , et soit E un espace r-normé. Tout opérateur 

linéaire continu u de E dans LP(Q,(JI,G) est q-cylindriquement de type p, avec 

pour p > 0 : 

C (u) < K* (G) A " 1 A A liull. 

P,q p,q p*r Piq q ^ 1 11 

Démonstration : Démontrons a). D'après le théorème 4 6 , on a : 

K (S) < A " 1 A A donc : 

P,q p>r p>q q^r 

K (u) < llull K (S) < llull A " 1 A A 
p,q ^ U I I p,q ^ ' I ' I p,r p,q q,r 

donc d'après la proposition 4 4 : 

C (u) < K* (G) K (u) < K * (G) A " 1 A A . |lu|| . 
P,q P,q P,q p>q P ^ p>q q > r 11 11 

La démonstration des autres cas est identique. 

Remarque 51 ï Supposons que G = 1R dans le théorème 50. En appliquant le 

théorème 23 à a) et b ) , on retrouve les résultats de S. Kwapien [9] : 

et P. Saphar [26] : 
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\/F, Ti (L r',F) = n ( L r ? , F ) , O < q < r < 2, o u 0 ^ q < 2 ^ r < + oo. 
q o 

En appliquant le théorème 23 à c ) , on retrouve la "conjecture de 

Pietsch" : si E est un espace de Banach : 

V F , n ( E, F) = n ( E, F) , 0 < q < 1. 

q o 

Si on considère maintenant un espace quasi-normé G, et si on ap

plique le théorème 39 (et sa généralisation - non écrite, mais triviale 

dans cette direction - à p = O) au c) du théorème 50, on obtient la généra

lisation vectorielle de ce qui précède : si E est un espace de Banach, F et 

G deux espaces quasi-normés, on a : 

l/q € [0,l[, n ( E ^ G , F) = H (E & G, F) . 
u u q, G o, (J 

D'autre part, on remarque que l'hypothèse d'approximation et le 

"bidual" sont inutiles pour les opérateurs p-radonifiants d'un sous-espace 

d'un quotient de L r ( X , V ) , 1 < r < + œ, dans un Banach F. Plus précisément, 

si E est un sous-espace d'un quotient d'un espace L r ( X , v ) , et F un espace 

de Banach, tout opérateur p-sommant de E dans F est p-radonifiant de E dans 

F, 0 < p < œ. 

Soient en effet v un opérateur linéaire p-sommant de E dans un 

espace de Banach F. Le résultat annoncé est connu pour p > 1, [27], nous 

supposerons donc p ^ 1. Soient alors \ une probabilité cylindrique de type 

p sur E, et q un nombre réel tel que 1 < q < r. La probabilité cylindrique \ 

est q-cylindriquement de type p d'après le théorème 50. L'opérateur v est 

a fortiori q-sommant, donc v(X) est de Radon d'ordre p sur F d'après la 

proposition 22, ce qui démontre le résultat. 

Nous étudierons maintenant le problème suivant : soient (X,V) et 

(QII-0 deux espaces mesurés, E un espace quasi-normé et u un opérateur li-

néaire q-cylindriquement de type p de E dans L (X,v). Si w est un opérateur 

Pl P2 

linéaire continu de L (X,v) dans L (Q,|-0, l'opérateur w 0 u est-il q-cy

lindriquement de type p^ ? 

75 



THÉORÈMES DE FACTORISATION 

Dans le cas q < 2, la réponse est fournie immédiatement par la 

notion d'opérateur de type (p,q) : 

Proposition 52 : Soient p^, p 2 , q trois réels, tels que O ^ p^, p 2 < q ^ 2, 

(X,v) et (fi,ri deux espaces mesurés quelconques (sauf si p^ = O, nous sup

poserons alors que V est une probabilité, ou si p^ = 0, auquel cas nous sup

poserons que ix est une probabilité), E un espace quasi-normé et u un opéra-

Pi, 

teur q-cylindriquement de type p de E dans L (X,V). Si w est un operateur 
p l P2 

linéaire continu de L (X,v) dans L (Q,|ri w 0 u est q-cylindriquement de 
P2 

type p de E dans L (Q,ri, avec pour p > 0 : 

C p 2 , q
 ( W ° U > * A p , q H ^ ^ ^ u ) , avec p = sup ( p ^ ^ ) . 

Démonstration : Si u est un opérateur q-cylindriquement de type p^, avec 

P 1 < Çh il est de type q d'après la proposition 43. Par conséquent, l'opé

rateur w 0 u est encore de type q, donc q-cylindriquement de type p 2 par une 

nouvelle application de la proposition 43. 

Nous laissons l'inégalité exacte de l'énoncé au soin du lecteur 

méfiant• 

Remarque 53 : Le résultat précédent est faux si p^ = q < 2. 

Nous allons traduire la proposition 52 en termes d'opérateurs 

sommants. Rappelons que si E et F sont deux espaces de Banach et v un opé

rateur p-sommant de E dans F, v admet un prolongement v" à E" (par densité 

de E dans a(E",E»)) qui opère de E" dans F (pour p < œ î), avec 

H (v») = n (v). 
P P 

Proposition 54 : Soient p et q deux réels tels que 1 < p < q < 2, E u n es

pace de Banach, (Q, (JL) un espace mesuré quelconque et u un opérateur linéaire 

de E' dans LP(n,jjb). Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) Pour tout espace de Banach F et tout opérateur v £ II ( E, F) , v" 0 u est 
q 

r-sommant pour tout r ^ 0, et pour r > 0 : 
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TT (v" ° t u ) < C . A " 1 . A n ( V ) . 

r ^ r,q p,q q 

b) Pour tout v Ç N (E, i q ) , v" 0 t u € n (L P ' ( Q,ri, £ q) , et : 
o p 

TT (v" 0 *u) < C N (v) . 

P q 

c) L'opérateur u est q-cylindriquement de type p, avec : 

C (u) < C 
P i Q 

Démonstration : a) =£> b) est évident. Montrons que b) = ^ c) ; supposons 

que (JL soit une probabilité. L'opérateur u définit une probabilité cylindri

que X sur E ou sur o"(E",E'). NOUS devons montrer que X est q-cylindriquement 

de type p. 

L'identité de LP(Q,fi) définit une probabilité cylindrique X sur 

LP'(Q,|JL), telle que ||x||p < li et telle que X = *u( X) • Pour prouver que X 

est q-cylindriquement de type p, il suffit d'après la proposition 22 de 

montrer que l'on a pour tout opérateur v 6 N Q ( E , X
q ) : 

||v(X)|| p < C N q(v). 

Mais : 

v ( X ) = v" ° t u ( X ) , d o n c : 

||v ( X ) | | p - ||v" • tuOJJlp ^ n p (v" o t u ) ^ ^ c N ^ ( v ) f 

ce qui prouve que C (u) = C ( X ) ^ C. 

p,q p 5 q 

L o r s q u e (Q,|i.) e s t un e s p a c e m e s u r é q u e l c o n q u e , o n u t i l i s e l ' a r g u 

m e n t q u e n o u s a v o n s e m p l o y é à p l u s i e u r s r e p r i s e s p o u r s e r a m e n e r à u n e p r o 

b a b i l i t é , e t l ' o n d é m o n t r e a i n s i q u e b ) > c ) . 

Finalement démontrons que c) a ) . Il suffit de démontrer le ré-
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sultat pour r > 0 , d'après la "conjecture de Pietsch". Soit (x ) une suite 
i n 

scalairement X r sur L P (Q, [i) • Elle définit un opérateur w de LP(Q,(-L) dans 

4 r par : 

w(5) = « x n,g » , ||w|| = M r ( ( x n ) ) . 

D'après la proposition 52, on a : 

C (w » u) < A " 1 A llwll C ( U ) < C A " 1 A M (x ) . 
r,q r,q p,q " 11 p,q r,q p,q r n 

r t 
L'opérateur w ° u de E ! dans SL est défini par la suite ( u(x )) 

n 
d féléments de E". L'inégalité ci-dessus signifie que l'on peut écrire 
t l i ® 1 1 1 
u(x ) = a y , avec £ \oi \ < 1 , — = — + — , et M ((y )) < C (w 0 u) 

n n n n ^ r q s q n r,q 

A A M ((x ) ) • Finalement, en utilisant TT (V) = rr (V") et 1'iné-
r,q p,q r n q q 

galité de Holder, nous aurons : 

t r l / r a l / q 

(E ||v" ° u(x )||r) < (S l|v»(y )||q) T T (v) M ((y )), d'où : 
11 n 11 11 n 1 q q n 

T T (v" ° t u ) < C A " 1 A n (v) , 
r r,q p,q q 

ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 55 : Soient K un espace compact, ( Q , |i) un espace mesuré quelcon

que, E un espace de Banach, p et q deux réels tels que 1 < p < q < 2 et 

u un opérateur linéaire q-cylindriquement de type p de E 1 dans LP(Q,|JL). 

Pour tout opérateur linéaire continu v € L (C(K), L P
 ( Q , ( J i ) ) , * U ° V est 

q'-sommant, et n *u ° v) < A7* A C (u) llvll. 

q1 i 5q p>q p,q 11 11 

Démonstration : D'après [25] proposition 3 -, il suffit de montrer que pour 

tout opérateur w £ N ( E , i q ) , on a î 

n (w 0 t u 0 v) < (A" 1 A C (U) llvll) . n (w). 
1 ^ l,q p,q p,q 11 11 q 

Or, d'après la proposition 5^ : 

n t ( w • *« • v) < ||v|| U,(w • *u) ^ l|v|| A ^ q A p i q C p i q ( u ) n q ( w ) , 

d'où le résultat. 
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Contre-exemple 56 : Nous allons montrer que dans le cas p > 1, la restric

tion q < 2 est nécessaire dans la proposition 54« Soient en effet p et q 

deux réels tels que l < p < q < + œ , et q > 2, Soit (Z R ) une suite de va

riables aléatoires gaussiennes indépendantes sur un espace de probabilité 

(Q, Considérons l'opérateur linéaire j de i dans L P ( Q , ri défini par : 

(c ) -» Z c Z 

n n n 

On sait que j opère en fait de dans L q(Q,ri ? donc j est q-cy-

2 
lindriquement de type p. D'autre part, en identifiant i et son dual, l'opé-

t 
rateur j est donne par : 

g e L p l (Q, ri -> ( / g £ n d r i n • 

t 2 
On voit alors que j 0 j est l'identité de i • Si la proposition 

54 était vraie dans ce cas, nous devrions avoir : 

VV, n U 2 , F ) = n U 2 , F ) , 

q o 
2 

ce qui est faux pour q > 2 (par exemple, un opérateur diagonal a de i dans 

jf° est 2-sommant si et seulement si a £ ^ ([27]? exposé 26) f alors qu'il 

est q-sommant dès que <y £ i q . Voir aussi la remarque 8 9 ) . 

Nous avons montré que w 0 u est q-cylindriquement de type p, lors

que u est un opérateur q-cylindriquement de type p de E dans L P(X,v) et w 

un opérateur linéaire continu de L P(X,v) dans L P ( Q , r i , sous l'hypothèse 

0 < p < q ^ 2. Nous allons maintenant examiner le cas 0 < p ^ 1. Dans le 

cas p as 1, la solution est immédiate en utilisant la norme tensorielle pro-
1 1 ^ 

jective de Grothendieck, et l'égalité L (fl,p,,G) = L (Q,|i) ® G, lorsque G 

est un espace de Banach, Pour traiter également le cas 0 < p < 1, nous intro

duirons la définition suivante : 

Définition 57 : Soient E et F deux espaces quasi-normés, et p 6 ]°il[« N o u s 

désignerons par E & F l'espace E €3 F muni de la quasi-semi-norme : 

1/P 

| H | p - inf (Z ||x.||P \\y.\f) , 
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1 1inf étant pris sur l'ensemble des représentations de z de la forme 

z = E x i ^ y • 

Remarque 58 : Lorsque E ou F est séparé par son dual, ||z||p e s"t u n e quasi-

norme (c'est-à-dire que ||z||p =
 0 = ^ z = 0 ) . Lorsque E et F sont p-normés, 

|jz||p est une p-semi-norme• Lorsque E et F sont normes, et p = 1, ||z|ĵ  est 

la norme projective de Grothendieck. Enfin, E et F étant fixés, p -» ||z||p 

est décroissante. 

Proposition 59 ! Soient (Q,|i) un espace mesuré, p 6 ]o, 1 ] et G un espace 

p-normé complet. On a un isomorphisme isométrique : 

L P(Q, (JL,G) = L P(Q,M-) ê G . 

P 

Démonstration : Soit § le sous-espace des fonctions étagées sur (Q,|i), à 

valeurs dans G. Il suffit de montrer que les quasi-normes induites sur g 

par L P(Q,p.,G) et L P(Q,|J.)&p G coïncident, puisque Ç est dense dans chacun de 

ces espaces. Soitcp= E f^ ^ x^ • Nous aurons, puisque G est p-normé : 

|Mi P - / !| E f.Gi)) x. ||P d^(u>) < E ||f.||P ||x.||P, donc : 

L P(Q, p,, G) 

llvll < I M I P -
L P(Q, G) 

Inversement, considérons une représentation de cp de la forme 

çp = E x A x^, où les (A^) sont des parties deux à deux disjointes de 

(Q,ri : 1 

I M I * < s l lx A H P I I * / - * *u±) !|x.||P o ||cp||P 

P 1 L P(Q,^,G) 

d'où le résultat. 

On en tire immédiatement : 

Corollaire 60 : Soient (X, v) et (Q,|JO deux espaces mesurés, p 6 l 0 » 1 ] * F e t 

G deux espaces p-normés complets. Si u est un opérateur linéaire continu de 
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L P(X,V) dans L P(Q,|i), et v un opérateur linéaire continu de F dans G, l'opé

rateur u ® v de L P(X,V) # F dans L P(Q,|i,G) se prolonge en un opérateur conti

nu uê v de L P(X,V,F) dans L P(Q,M-,G) et : 

||u 0v|| < ||u|| ||v||. 

Pi 

Remarque 6l : Le corollaire 60 subsiste si u est continu de L (X,v) dans 

P 2 
L (Q, ri , avec 0 < v± < 1, ï>± < P 2 < ». 

Théorème 62 : Soient p et q deux nombres réels tels que 0 ^ p < 1, 

P ^ Q ^ + (X,v) et (Q,(a.) deux espaces mesurés quelconques (sauf si p = 0 : 

nous supposerons alors que ce sont des espaces de probabilité), E un espace 

quasi-normé et u un opérateur q-cylindriquement de type p de E dans L P ( X , v ) . 

Si w est un opérateur linéaire continu de L P(X,V) dans L P(Q,ri, l'opérateur 

w 0 u est q-cylindriquement de type p, et l'on a pour p > 0 : 

C (w 0 u) < llvll C (u) . 
p,q 11 11 p,q 

Démonstration : Supposons d'abord p > 0. Comme nous l'avons signalé à la 

remarque 4, dire qu'un opérateur linéaire v de F dans L P(Y,X) est q-cylindri-

quement de type p équivaut à dire que l'operateur v défini par 

(x ) -» (v(x )) est continu de 4 q ( F ) dans L P ( Y , X , ^ q ) , et : 
n n 

C (v) = 
p,q 11 11 

Considérons la situation de l'énoncé. L'opérateur w ° u de X q(E) 

dans L P(Q , ( J b,i q) s'obtient en composant u avec l'opérateur w # Id, qui est 

continu et de norme < ||w|| de L P ( X , V , 4 q ) dans L P(Q, u-, X q) d'après le corol

laire 60. On a donc : 

C p , q U " U > " ' I " ° "H < H Ĥ l = l l W " C p , q U ) ' 

ce qui règle le cas p > 0. 

Supposons maintenant p = 0. Dans le cas q < 2, le résultat est 
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donné par la proposition 52. Supposons maintenant q > 2, et soit u q-cylin

driquement de type zéro de E dans L°(X,V). On peut écrire u = T 0 u , où 

u est un operateur linéaire continu de E dans L ( X , V ) . Ecrivons g = g «g 
1 ^ 1 2 

de façon que T opère de L q ( X , V ) dans L (X,v). Soit w un opérateur linéaire 

° / 9 1 \ ° / \ 
continu de L (X,V) dans L (Q,u). Considérons T comme operateur de 

1 o 9 2 

L (X,V) dans L (X,v) ; c'est un opérateur 1-cylindriquement de type zéro, 

donc w 0 T est 1-cylindriquement de type zéro de L*(X,v) dans L°(Q,|JI) 
9 2 

d'après le cas q ^ 2. On peut donc écrire w 0 T = T ° w , ou w est 
1 1 9 2 2 

linéaire continu de L (X,v) dans L (Q,pO. Alors : 

w ° u = w ° T ° u = (w ° T ) ° ( T 0 u) = T 0 (w ° T ° u ) . 
9 1 9 2 9 l h 2 1 9 l 

Maintenant T ° u est q-cylindriquement de type 1, donc 
9 1 

w ° T ° u est q-cylindriquement de type 1 d'après la première partie, 
9 1 

donc on peut écrire vr ° T ° u = T, 0 u . où u„ est un opérateur linéaire 

1 g 1

 h l 2 2 

continu de E dans L q(Q,lJL). Finalement w 0 u = T, ° (T ° u 0 ) = T . ° u 0 , 
h 2 h l 2 h 2 h l 2 

donc w ° u est q-cylindriquement de type zéro, ce qui achève la démonstra

tion. 

Remarque 63 : Dans la proposition 52, on considérait un opérateur u q-cylin-
p l 

driquement de type de E dans L (x,v) et w un opérateur linéaire de 
P l P 2 

L (X,V) dans L (Q,^), avec éventuellement p^ < p^. Cela n'est pas possible 

ici si p = 1, et q = + 00. Soit en effet (y un opérateur diagonal de 

dans i qui ne soit pas 0-sommant ([27] exposé 26). Dire que pour tout opé

rateur linéaire w de Û~ dans L°(Q,(JI) W 0 ^01 est o-cy 1 indriquement de type 

zéro signifierait exactement que a serait 0-sommant, ce qui n'est donc pas 

le cas. 

Cependant, en employant exactement la même technique que pour le 

cas p = O dans le théorème 62 s on obtient le résultat suivant : soient p^, 

p , q trois nombres réels tels que O ^ p , p < 1, p < q ^ + œ, E un espace 

, Pl 
quasi-normé, u un opérateur q-cylindriquement de type p^ de E dans L (X,v). 

P l P 2 

Si w est un opérateur linéaire continu de L (X, v) dans L (Q,|i), l'opéra

teur w 0 u est q-cylindriquement de type p^. 
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Remarque 6 4 : Le théorème 62 est une sorte de théorème "d'extrapolation". 

Soient (X,v) et (Q,|JL) deux espaces de probabilité et w un opérateur linéaire 

continu de L P(X,v) dans L P ( Q , | i ) , 0 < p < 1 . Alors la restriction de w à 

L q(X,v), p ^ q oo est "presque" continue de L q(X,v) dans L q ( Q , ( J - ) , en ce 

sens qu'elle se factorise par L q(Q , | - L ) et la multiplication par une fonction. 

En utilisant la proposition 1 2 , on peut dire également pour tout e > 0 , il 

existe une partie mesurable Q g de Q, avec \i{Q - Q ) ^ e, telle que la res

triction de w à L q(X,v) soit continue de L q(X,v) dans L q(Q ,u)• 
e 

Remarque 65 : Nous aurions pu démontrer la proposition 52 par la même tech

nique de normes tensoriel1 es. En effet, d'après Saphar, on a lorsque G est 

un sous-espace d'un L P, 1 < p < 00 : 

LP(Q,^,G) = L P(Q,pO ®d G ([l8], exposé XIV), 

P 

où d est une norme tensorielle (au sens de Grothendieck)• Or, dans le cas 
p 

q < 2 , i q s'identifie à un sous-espace d'un L P, lorsque 0 ^ p ^ q. 

Dans la dernière partie de ce chapitre, nous allons appliquer 

(d'après une suggestion de S. Kwapien) les théorèmes généraux de factorisa

tion à la situation suivante : soient K un groupe compact, ^ la probabilité 

de Haar sur K, et A un opérateur linéaire continu de L r(K,^) dans L P(K,^), 

invariant par translation à droite. Nous allons voir que si A peut s'écrire 

A = T 0 B, avec B linéaire continu de L r(K,^) dans L q(K,^) , on peut en fait 
9 r 

choisir g constante, c'est-à-dire que A lui-même opère de L (K,^) dans 

L q ( K , x ) . 

Proposition 66 : Soient K un groupe compact, ^ la probabilité de Haar sur 

K, et A un opérateur linéaire continu invariant par translation à droite de 

L r ( K , ^ ) dans L P ( K , ) ( ) , 0 < p < + 00, 0 < r < + oo. Si A est q-cylindriquement 

de type p, p ^ q < + œ, il est continu de L r ( K , ^ ) dans L q ( K , x ) , avec plus 

précisément pour p > 0 : 

H < C (A) ||A|| 

r, q r, p 

s t 
(où IJAJj désigne la norme de A comme opérateur de L dans L ). 

s, t 
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Démonstration : Soit A un opérateur q-cylindriquement de type p de L r ( K , x ) 

dans L P ( K , X ) , invariant par translation à droite. Si j désigne l'injection 

de L P ( K , X ) dans L ° ( K , X ) , l'opérateur j ° A est q-cylindriquement de type 

zéro. Il suffit donc de démontrer le résultat lorsque p = O. (Cependant, 

nous ne prouverons pas de cette façon le résultat précis 

| | A | | ^ C ( A ) | | A | | , que nous laissons au lecteur) • 

r,q P , q r,p 

Considérons A comme un opérateur q-cylindriquement de type zéro 

de L r ( K , x ) dans L ° ( K , X ) . D'après le corollaire 14 et la proposition 12, il 

existe une partie mesurable H C K, et une constante M telles que : 

X(H) > \ ; î / x 6 L r / |A(x) ̂  d x < M ||x||q 

H 

soit encore en désignant par h la fonction caractéristique de H : 

q q 

( D / h |A(x) I d x < M ||x|| . 

Si g est une fonction sur K, et a 6 K, nous définirons une fonction 

g par g (b) = g(ba ) . 
a a 

L'invariance de A par translation se traduit par A(x ) = (A(x)) , 

a a 
et on obtient puisque x est invariante par translation : 

q q q q ( i a ) / h a | A ( X ) I d x = / h | A ( X M 1 ) I d x < M y * = M ||x|| . 

a a 

Autrement dit, la relation (l) reste vraie lorsqu'on remplace h 

par h , pour tout a € K, On obtient donc, en intégrant les relations (l ) : 
a a 

i q q 

/ d X < a ) / H

A M * ) I d x ^ M ||x|| . 

q q 
O r : / d x(a) / h |A(x)| d x = / d x(b) U ( x ) ( b ) | / h ( b a - 1 ) d x ( a ) . 

Mais : / hiba"1) d x(a) = / h d x = X ( H ) >-| , d'où : 

V x £ L r / |A(x) ̂  d x < 2 M ||x||q, 
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ce qui achève la démonstration. 

Remarque 67 : La démonstration précédente reste valable si on remplace l'es

pace de départ L r ( K , x ) par un espace E de fonctions réelles ou vectorielles 

sur K, tel que : V a 6 K, f £ E, ^ > f £ E et ||f || = ||fj|. (c'est par exem

ple le cas pour un espace d'Orlicz L* ( K , X , G ) ) . De même on peut remplacer 

l'espace d'arrivée par un espace L P ( K , X , G ) . Notons pour finir que l'on uti

lise un peu moins que l'invariance par translation, à savoir : 

|A(x ) | = |A(x)I , pour tout a 6 K. 
a a 

Nous allons maintenant appliquer les théorèmes généraux du chapi

tre VI au cas des opérateurs invariants par translation. 

Théorème 68 : Soient K un groupe compact, x la probabilité de Haar de K, et 

r un nombre réel tel que : 0 < r ^ 2, Supposons que A soit un opérateur li

néaire continu de L r ( K , x ) dans L " ( K , X ) , invariant par translation. On a alors : 

l) L'opérateur A est continu de L T dans L r e , pour tout e > 0 f 

2) L'opérateur A est continu de L q dans L q pour tout réel q tel que 

r < q < 2. 

Démonstration : Soit e > 0 , D'après le théorème 50, l'opérateur A est 

(r-g)-cylindriquement de type zéro, d'où l) en appliquant la proposition 66, 

Soit maintenant q un nombre réel tel que r < q ^ 2 # Soit j l'injection de 

L q ( K , x ) dans L r ( K , x ) , L'opérateur j est q-cylindriquement de type r, donc 

A 0 j est q-cylindriquement de type zéro d'après la proposition 52, d'où 

l'on déduit 2) par une nouvelle application de la proposition 66, 

Lorsque K est abélien, on voit par transposition que A est encore 

continu de L9" dans L9", lorsque 2 ^ q < r'. Nous ignorons si cela subsiste 

lorsque K n'est plus abélien. 

Remarque 69 : Une des méthodes habituelles pour démontrer des résultats du 

type du théorème 68 est de prouver que l'opérateur A est de type faible 

(l, 1 ) , puis, par exemple, de type faible (2, 2 ) , On applique ensuite le 
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théorème d'interpolation de Marcinkiewicz. On voit ainsi que dans une cer

taine mesure, le théorème 6 8 remplace dans le cas des opérateurs de convolu-

tion sur un groupe compact ce théorème d'interpolation. En effet, dès que 

A est de type faible (l, l), il définit un opérateur continu de L (K, x) 

dans L°(K, X) ( et même dans L
P(K, X) pour tout p < 1.) 

D'autre part, avec des hypothèses convenables de type et de co

type sur G, on peut généraliser en partie le théorème 6 8 pour des opérateurs 

de L r(K, x,G) dans L°(K, X,G). 

* 
* * 
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VII, Espaces de cotype 2 et théorèmes de prolongement. 

Nous avons signalé dans le chapitre précédent que tout espace 

quasi-normé est de cotype q pour q < 2. Par contre, nous verrons dans ce cha

pitre que les espaces de cotype 2 ont des propriétés très spéciales, et en 

particulier la propriété suivante : si (Q,U) est un espace mesuré quelconque, 

E un espace de cotype 2, un sous-espace fermé de L Q ( Q , u ) , 2 < q < + 0 0, et 

u un opérateur linéaire continu de dans E, l'opérateur u admet la factori

sation (cf. chapitre I) : 

sn

 3 g -> s — E , 

q 2 

où est l'opérateur induit par la multiplication de L Q(Q,u) dans L^(fi, (i), 

. T

r / ~ x 1 1 1 avec g ç L (Q,U) , - = - + - . 

En particulier, l'opérateur u admettra un prolongement linéai

re et continu v à L Q ( Q , u ) tout entier : il suffira de prendre v = u c . , 

% 2 
ou K désignera la projection orthogonale de L (Q,u) sur S^. 

Par transposition, nous obtiendrons que tout opérateur linéaire continu de 

E' dans un quotient d'un espace L P ( Q , U ) , 1 < p < 2, admet un relèvement liné

aire et continu (E étant de cotype 2 ) . C'est ce résultat que nous avons donné 

dans [16] par une méthode différente. 

Nous commencerons par établir quelques propriétés générales des espaces 

de cotype 2, et nous donnerons quelques exemples. 
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Proposition 70 : Soient E et F deux espaces de Banach. Si u est un opéra

teur linéaire de type 2 de E dans F, l'opérateur transposé ^u est de cotype 

2, avec plus précisément : 

K* Q (
t u ) < 1/(A 9 _ ) 2 K , (u) . 

p, 2 2,2 p ', 2 

En particulier, si E est un espace de Banach de type 2, son dual 

est de cotype 2, avec 

K* (E-) < 1/(A. „ ) 2 K , (E) . 
p, 2 2,2 p 2 

Démonstration : Soient (^,...,§ n) une suite d'éléments de F', (f^,...,f n) 

une suite stable d'ordre 2 sur (Q,U), et e > 0. On peut trouver une suite 

(x^,...,x n) d'éléments de E telle que : 

+ 2
 1 / 2 t 

(E II u(§j)|| ) - e s E < x., u(§.) > = E < u(x.),§. > 

et E |!x.||2 <; 1 . 

On a alors, en utilisant 1'orthogonal ité des (f^), et en posant 

C = J F 1 ^ - ( A 2 , 2 ) 2 

1/2 

(E I l V ? . ) ! ! 2 ) - e s r < u(x i),§. > = ì J < s u ( X j ) f j ( E §. f. > d H 

* Ì ( !• | | E U ( X . ) f . | p ' d j i ) 1 / P . (J Hz § . f.|| p dn ) 1 / P < 1 K p l > 2 (u)(J I! E §.f . 1 ! % ) 1 / p , 

d foù le résultat puisque e est arbitraire. 
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Exemple 71 : Soient E et F deux espaces de Banach. Si u est un opérateur 

q-sommant de E dans F, q < + °°? l'opérateur transposé ^u est de cotype 2. 

En effet, posons r = sup(q,2). L'opérateur u est a fortiori r-sommant, donc 

se factorise par un sous-espace S d'un espace L r(Q,ji), qui est de type 2 

d'après la proposition 45, donc u est de type 2, d'où le résultat par la 

proposition 70. 

Proposition 72 : Soient (X,v) un espace mesuré quelconque, et r un réel 

tel que 0 < r < 2 . L'espace L r(X,v) est de cotype 2, avec plus précisément : 

< 2 <L r(X,v)) * Kl

>2 • 

Plus généralement, si G est un espace quasi-normé de cotype 2, 

L r(X,v,G) est de cotype 2, avec : i; 

K ^ 2 ( L
r ( X , v , G ) ) < K ^ 2 ( G ) . 

Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer la deuxième assertion. 

Soient donc (x^,...,x n) une suite d'éléments de L F(X,v,G) et (f^,...,f ) une 

suite stable d'ordre 2 sur 

On aura, puisque r < 2 : 

o 1/2 9 r/2 l/r 

(E | | x . | r ) < ( P ( E | ! x . ( t ) C ) dv(t)) 
1 i" Tr v ' i ' ' G 

L 

l/r 

< K r j 2

( G ) ( J l'Sx i(t) fi(uî)|!g dv(t) du(c,0) 

l/r 

= K" (G) ( f I J E x . f .(d)) 1!^ du(a))) 

r , 2 „ 1 1 L r 

d'où le résultat. 

Nous récapitulerons les conséquences des résultats précédents dans une 

proposition. 
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Proposition 75 : Les espaces suivants sont de cotype 2 : 

a) Tout espace quasi-normé plongeable dans un espace L°(Q,U). 

b) Tout sous-espace d'un quotient d'un espace L P (X ,v ) , 1 < p < 2. 

c) Tout sous-espace de L r (X,v ,G) , 0 < r <, 2, G de cotype 2. 

Démonstration : Démontrons a ) . Soient E un espace quasi-normé, et u un 

plongement de E dans un espace L°(Q, | i). Il existe un r £ tel que E 

soit r-normable. Soit p un réel tel que 0 < p < r. D'après le théorème 50 c ) , 

l'opérateur u peut se factoriser sous la forme u = T^o v, où v est un opéra

teur l inéaire continu de E dans L P(Q , u ) . Mais nécessairement v est un plon

gement de E dans LP(Q,u), c 'est -à-dire que E est isomorphe à un sous-espace 

de L P(Q,u), donc E est de cotype 2 d'après la proposition 72. 

Démontrons b) . Si E est un sous-espace d'un quotient de 

L P (X,v) , 1 < p < 2, i l est réflexif , et son dual E' est un quotient d'un 

sous-espace de L (X,v), 2 < p' < °°, donc est de type 2 d'après la proposi

tion 45. Alors E = (E' ) ' est de cotype 2 d'après la proposition 70. 

Enfin c) est contenu dans la proposition 72. 

Proposition 74 : Soient E,F deux espaces quasi-normés, G elcs à dual quasi-

normé, u et v deux opérateurs l inéaires continus respectivement de E dans F 

et de G dans E, Si v est q-sommant, q < + °°, et u de cotype 2, l'opérateur 

uo v est 2-sommant de G dans F, et : 

TT (u c v) < A K 0 (u) n (v) 
2 q,2 q,2 q 

En particul ier s i E est de cotype 2, tout opérateur q-sommant v de 

G dans E (q < + °°) est 2-sommant, et : 
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Tt (v) < A K* 9 ( E ) JT (v) . 
2 q,2 q,2 q 

Démonstration : Il suffit évidemment de montrer le premier résultat. 

Soient B l'adhérence dans c(G ,G) de la quasi-boule unité de G', et v un 

opérateur q-sommant de G dans E. On sait ([21]) qu'il existe une probabili-

te v sur B telle que : 

* x ç G |jv(x)|| < * ( v ) ( J | < x , Ç >| q dv (§)) 

Soit alors u de cotype 2 de E dans F, et soient (x^,...,x n> une suite 

d'éléments de G, et (f^,...,f ) une suite stable d'ordre 2 sur un espace de 

probabilité ( Q , u ) . On aura 

o 1/2 ,, l/q 

(S I j u . v t x ^ l r ) ^ K q , 2 ( u ) ( ! ^ v ( x

i

) f i ^ > l ! q d ^ > > 

V q r V q 
= K 9 ( u ) ( P ||v(Ex. f.(a)))||q du(u,)) < < 9 ( U ) T C (v)( f|<Ex.f.(a)),Ç>!

qdv(Ç)dM((y)) 
q, o x i q>" q v 

= A „ K ( u ) « „ ( v ) ( r (2l<x.,Ç>r) dv(S)) 
q, ̂  q, ̂  q v i 

1/2 

* K o K n 9 ( U ) ^ ( v ) S U P ( E | < X . , § > | 2 ) q, ¿2 q, <s q i 

Il si! si 

Corollaire 75 : Soit E un espace de Banach de cotype 2. Pour tout espace 

de Banach F et tout p tel que 1 < p < 2, on a T T«(E,F) = T T ( E , F ) . Plus 

2 p 
précisément, on a pour tout opérateur 2-sommant v de E dans F : 

TT (v) < A K* n ( E ) TZAV) , i + A = i . p q,2 q,2 2 ' p q 
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(Ce résultat sera amélioré par la suite : nous verrons qu'en fait 

TT 2(E,F) = TT^(E,F) (théorème 93) ) . 

Démonstration : D'après le corollaire 26 il suffit de démontrer le résul

tat pour tout sous-espace de dimension finie G de E. D'après Pietsch et 

Persson [20]^le résultat demandé équivaut au fait que tout opérateur q-in-

tégral d'un espace de Banach F dans G est 2-intégral, avec : 

i_(v) < A K" Q ( E ) i (v) . 
2 q,2 q,2 q 

Or, d'après [20] et la proposition 74 : 

i 9(v) = 7T 9(v) < A K* (E) TT (v) < A n K* 9 ( E ) i ( v ) , 
2 2 q,2 q,2 q q,2 q,2 q 

ce qui démontre le corollaire. 

Nous allons maintenant démontrer le résultat principal de ce chapitre : 

Théorème 76 : Soient E un espace quasi-normé de cotype 2, (Q,u) un espace 

mesuré quelconque, S^ un sous-espace fermé de L q ( Q , u ) , 2 < q < + °°, et r 

1 1 1 
tel que — = — + — . 

^ 2 q r 

Tout opérateur linéaire continu u de S dans E admet la factorisation : 
q 

S q i-> S 2 > E , 

\ 2 
ou S 9 est un sous-espace fermé de L (0,u), j l'opérateur induit par une 

2 g 

multiplication T , [lg| r du ^ 1> et où u^ est linéaire continu de S^ dans 
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E, avec H u J < A ^ 2 \ f 2 M ||u|L 

En particulier, tout opérateur linéaire continu u de dans E admet un 

prolongement linéaire continu v de L q(Q,u) dans E, avec |jv|j<A K (E)|u|!. 

Qt } 2 *1» ̂  

Démonstration : Le premier résultat découle immédiatement du théorème 28 

et de la proposition 74. Soit alors u = u^ o j^ la factorisation de u donnée 

2 

par le premier résultat, et soit n la projection orthogonale de L (Q,u) sur 

S . Considérons l'opérateur v de L q(Q,u) dans E défini par v = u . o n oT . 

<L 1 g 

Il est clair que v prolonge u, et |jv! < ||u 1 || < A K 9 ( E ) jjuji. 

1 q, 2 q, 2 

Remarque 77 : Pour démontrer le théorème 76 il n'est pas nécessaire que E 

soit de cotype 2 : il suffit de savoir que tout opérateur q-sommant d'un es

pace de Banach F dans E est 2-sommant. Mais pratiquement, les exemples de 

cette situation sont donnés par des espaces de cotype 2. 

Corollaire 78 : Soient p et q deux réels tels que 0 < p < 2 < q < + °°, 

(X,v) et (Q,u) deux espaces mesurés quelconques (sauf si p = 0, auquel cas on 

supposera que u est une probabilité), S^ un sous-espace fermé de L^(X,v) et 

n la projection canonique de 

L q'(X,v) sur S' = L q'(X,v)/S° . 

a) Tout opérateur linéaire u de S^ dans L P ( Q , U ) admet un prolongement 

linéaire continu v de L q(X,v) dans L P ( Q , U ) . 

b) Pour toute probabilité cylindrique X de type p sur S', il existe une 

probabilité cylindrique X de type p sur L H (X,v) telle que TZ(X)=X. 

c) Pour toute suite (x ) scalairement 1 P sur S' (p> 0) il existe une 

n q 
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suite (y ) scalairement 1 P sur L q (Q, u) telle que 7t(y ) = x . 

n n n 

d) Pour qu'un opérateur linéaire v de dans un espace quasi-normé F 

soit p-sommant, il faut et il suffit que v o n soit p-sommant de 

L q'(X,v) dans F. 

q t 
e) Pour toute probabilité cylindrique X de type p sur L H (X,v), il 

r 1 1 1 
existe g Ç L (X,v), — = — + — , et une probabilité cylindrique X sur 

L 2(X,v) telles que X = T (X). 
g 

Q t 

f) Pour qu'un opérateur linéaire v de I/1 (X,v) dans un espace quasi-

normé F soit p-sommant, il faut et il suffit que v ©T^ soit p-sommant 
2 r 

de L (X,v) dans F pour toute fonction g 6 L (X,v). 

Démonst rat i on : Démontrons a ) . Dans le cas p > 0, cela résulte immédiate

ment du théorème 76, puisque L P(Q, u) est de cotype 2 lorsque 0 < p < 2. 

(Proposition 7 2 ) . Lorsque p = 0, tout opérateur linéaire continu u de dans 

L°(Q.u) est 2-cylindriquement de type zéro d'après le théorème 50, donc u 

admet la factorisation u = T^© u^, où u^ est un opérateur linéaire continu 

de dans L (Q,u). D'après ce qui précède, u^ admet un prolongement v^, 

donc u admet un prolongement v = T ^ o v^. 

Le b) résulte immédiatement du a) : si X est une probabi

lité cylindrique de type p sur S^, on peut la représenter par un opérateur 

linéaire continu u de dans un espace L P ( Q , u ) . Soit v un prolongement de 

~ o 1 

u : il représente une probabilité cylindrique X sur L H (X,v), de type p et 

telle que 7t(X) = X, 

Le point c) se démontre comme b) à partir de a ) , en pro

longeant les opérateurs de dans 1 P . Il est alors clair que c) d) : soit 
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v un opérateur l inéaire de dans un espace quasi-normé F, tel que v o n 

soit p-sommant. Soit ( x

n ) une suite scalairement 1 P sur S^, et (y n ) un relè

vement scalairement 1 P sur L q (X,v). Puisque v o K est p-sommant, 

El-vo *(y n ) | ! P = 2 | |v(x n ) | | P < + co , 

ce qui prouve que v est p-sommant. 

q i 

Soient maintenant X une probabilité cylindrique de type p sur L H (X,v), 

et u un opérateur linéaire continu de L q(X,v) dans un espace LP(Q,u) qui 

représente X. D'après le théorème 76 (pour p > 0. Si p= 0, on procède comme 

au début de cette démonstration), l'opérateur u admet la factorisation 

u = u^c Tg , où g £ L r (X,v) , et où û  est un opérateur linéaire continu de 

L 2 (X,v) dans LP(Q, u). L'opérateur û  représente une probabilité cylindrique 
~ 2 ~ 
X sur L (X,v), de type p et T^(X) = X, ce qui démontre e) . 

Pour f inir , on démontre e) =* f) comme on a montré c) =* d). 

Remarque 79 : On pourrait aussi traduire a) et b) en disant que toute 

fonction continue et de type posit i f sur S^ admet un prolongement continu 

et de type posit i f sur L q (X,v) . 

D'autre part, on obtient de façon évidente de nouveaux énoncés en grou

pant b) et e) , ou d) et f) . 

Nous trouvons comme corollaire un théorème de Kadec et Pelczynski : s i 

un sous-espace E de L q (X,v) , 2 ^ q < <», est hi lbertisable, i l est complemen

té dans L q(X,v) [7] . 

Corollaire 80 : Soient (X,v) un espace mesuré quelconque, q un réel tel 
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que 2 < q < co, et E un sous-espace fermé de L q(X,v) . Si E est de cotype 2, 

il est hilbertisable et il est complementé dans 

Démonstration : Appliquons le théorème 76 à S^ = E, et u = Id^. 

L'identité de E admet la factorisation : 

E I-» S 2 E 

Nécessairement j est un plongement, donc E est hilbertisable. D'autre 

part, u = Id„ admet un prolongement v de L q(X,v) dans E : l'opérateur v est 

une projection de L q(X,v) sur E, donc E est complementé dans L q ( X , v ) . 

Remarque 81 : Désignons par Q S L P la classe des espaces qui sont isomor

phes a un quotient d'un sous-espace d'un espace L P ( X , v ) . Si un espace appar

tient à la fois à Q S L P , avec 1 < p < 2, et à Q S L q , 2 < q < + ». il est 

hilbertisable : en effet, il est alors de type 2 et de cotype 2, et on ap

plique [10]. 

Corollaire 82 : Soient (X,v) et (Q,u) deux espaces mesurés quelconques, p 

et q deux réels tels que 2 < p,q < + », E et F respectivement des sous-espa

ces fermés de L P(X,v) et L q ( Q , u ) . Toute forme bilinéaire continue sur E X F 

admet un prolongement bilinéaire et continu sur L P(X,v) X L q ( Q , u ) . 

Démonstration : Soit f une forme bilinéaire continue sur E X F ; elle dé

finit un opérateur linéaire et continu u de E dans F 1 . L'espace F' est de 

q i x 

cotype 2 comme quotient de L 4 ( Q , u ) , 1 < q' < 2. (Proposition 7 3 ) . D'après 

le théorème 76, u admet un prolongement v de L P(X,v) dans F'. Considérons 

t p ' > » 
l'opérateur transposé v de F dans L p (X,v). D'après le même théorème 76, 
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^v admet un prolongement w de L q ( Q , u ) dans L P (X,v). Finalement f admet le 

prolongement : 

f(x,y) = < x,w(y) > 

Remarque 83 : On pourrait donner un énoncé plus précis faisant intervenir 

la factorisation par un : il existe g £ L r ( X , v ) , h £ L S ( Q , u ) , 

1 1 1 1 1 , 2 2 
— = — + — = — + — , et une forme bilinéaire k sur L (X,v) X L ( Q , u ) , telles 

2 p r q s r 

que f soit prolongée par : 

f(x,y) = k(gx,hy) . 

D'autre part, l'énoncé s'étend aux formes multilinéaires sur E 1 X ... X E n , 

P i 

E^ sous-espace de L (0.^,^), 2 < p i < + ». 
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Vili. Conséquences d'un lemme de H.P. Rosenthal. 

Les résultats de ce chapitre sont des conséquences du théo

rème 84 qui suit. Ce théorème est une généralisation immédiate d'un lemme 

très puissant de H.P. Rosenthal, [25], lemme 6. A partir de ce résultat, 

nous déduirons un certain nombre de conséquences, dont les plus marquantes 

sont les suivantes : 

a) Soient E et G deux espaces de Banach, et q < 2. Si tout opérateur 

q-sommant de E dans un espace quasi-normé F est 0-sommant, tout opé

rateur (q,G)-sommant de E <£ G dans F est (0,G)-sommant (Corollaire 

86) . 

b) Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes sont équivalen

tes : 

1) Il existe un espace quasi-normé F tel que : 

T T 1 ( E , F ) / T T 0(E,F) . 

2) Pour tout e > 0 et tout entier n, il existe un sous-espace 

G de E qui est (1+e).isomorphe à 1^ . (Théorème 9 2 ) . 

c) Si E est un espace de Banach de cotype 2, tout opérateur 2-sommant 

de E dans un espace quasi-normé F est 0-sommant. (Théorème 9 3 ) . 

Ce dernier résultat permet de donner une nouvelle démonstration du 

théorème de Grothendieck : 

SAL1^2) = T T ^ L 1 ^ 2 ) (cf. [5] ou [12]). 
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En fait, on trouve une amélioration de ce théorème, puisque l'on dé

montre : 

XCL 1,!, 2) = T T ( L 1 , L 2 ) , (Théorème 94). 
7 o 

ce qui répond à une question de S. Kwapien (problèmes posés dans Studia 

Math. 38 (1970) ) . 

A partir de ce résultat, on améliore un résultat de Kwapien et Pelc-

zynski [11]. Le résultat peut se traduire ainsi : soit (Q,u) un espace de 

probabilité. Si (X f i) est une suite de variables aléatoires réelles telle 

00 

que E c X converge en probabilité pour toute suite (c ) 6 1 , la série 

E X^/(1 + Log n) converge p.s (Corollaire 96). 

Soit E un elcs à dual quasi-normé. Nous désignerons par 1^ l'en

semble des réels p > 0 tels que l'on ait pour tout espace quasi-normé F : 

T T p(E,F) = T T 0(E,F) . 

Par exemple, si E est un espace de Banach, la "conjecture de Pietsch" 

se traduit par ]0,1[ c_ I . Par conséquent si E est un espace de Banach et 

p <E ]0,1[, dire que q 6 Ig équivaut à : ¥• F, 1 (E, F) = T T p ( E , F ) . 

Cette remarque sera utilisée à plusieurs reprises dans la suite. 

Si maintenant G est un espace quasi-normé, nous désignerons par 1^ 

l'ensemble des réels p > 0 tels que l'on ait pour tout espace quasi-normé F : 

'1 1 (E (g) G, F) = 'Ì I r ( E < 8 G , F ) . 
P , Ki O , G 
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D'après le théorème 50 c) et la remarque 51, on a encore, lorsque E 

est un espace de Banach, 10,l[ c l pour tout espace quasi-normé G. On 
E, (J 

peut donc faire la même remarque que ci-dessus : I E ^ est l'ensemble des 

réels q > 0 tels que l'on ait pour un p £ ]0,1[ : 

¥• F, T T r (E 0 G, F) = T T r ( E ® G , F ) . 
q,G p,G 

Par un raisonnement identique à celui de la remarque 33, l'égalité : 

* F, I I „(E<gG,F) = | | _ ( E ® G , F ) 
q,G p,G 

implique l'existence d'une constante C, indépendante de F, telle que l'on 

ait pour tout opérateur v £ [ j* (E ® G,F) : 
q, u 

* (v) < C n (v). 
p,G q,G 

Par conséquent, pour récapituler, si E est un espace de Banach et p un 

nombre réel tel que 0 < p < 1, dire que q d I^ _ signifie qu'il existe pour 
E, Kx 

toute constante C un espace quasi-normé F et un opérateur linéaire v de E0G 

dans F tel que : 

K (v) < 1 ; K (v) > C. 

q p 

Théorème 84 : Soient E et G deux espaces de Banach, et q un nombre réel 

tel que 1 < q < + °°. 

Supposons que q 4 Ig Q» Pour tout e > 0 et tout entier n il existe un opéra

teur linéaire w de E' dans l q , continu pour c(E',E), et une suite de vec

teurs (y 1,...,y n) de norme 1 dans E', tels que l'on ait en désignant par 

(e i,...,e ) la base canonique de l q : 1 ' n ^ n 
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11 w H < 1 + e ; w ( y i ) = e j [ i = l,...,n . 

Démonstration : Soient e > 0 et n entier donnés. Puisque l'espace l q est 

de dimension finie, il est clair qu'il existe a > 0 tel que : 

(1) Si (e i> désigne la base canonique de l q et si ( x j est un système 

de vecteurs de l q tel que jlx^ej! < a pour chaque i, l'opérateur G de l q 

— 11 
dans lui-même défini par cKe,.) = x̂ ^ est inversible, et je | ^ 1 + 

1 1 1 
Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 1. Posons — = — + —, et soient v n r p q r 

7, ô ç ]0,1[ tels que : 

l/q 

( 2 ) [(n- 1)(1 - ô q ) + (1 - ô ) q ] < et 

_ l/r 

(3) ô < (1 - e) 

D'après (3), on peut tr 0uver K et N > K tels que l'on ait pour 

tout réel N > N : 

( 4 ) 

n 
к р г i 

( 5 ) ( l - I ^ ^ - ^ ^ N ^ - K - P . ^ N ^ . 

D'après les remarques que nous avons faites, puisque q $ I £ ^, il 

existe un espace quasi-normé F et un opérateur v £ |~f (E&G,F) tel que 
q, Li 

n n{v) < 1, et K r(v) > N. Il existe alors une suite (z , ...,z) d'éléments 
q,G p,G 1 m

7 

de E (g G telle que : 
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(S l|v(z.)|;P) > N M r((z.)) . 
3 P > G O 

On peut trouver un sous-espace de dimension finie X de E tel que 

(z , ...,z ^ appartiennent au sous-espace X ® G de E <g G. En désignant par 

la restriction de v à X (g G, on aura donc : 

n _(v,) < 1 et n (v ) ^ N 
q,G 1 p,G 1 

En appliquant le théorème 39 à X, on voit qu'il existe un espace mesuré 

(Q,u) et un opérateur linéaire u du dual Y de X dans L P ( Q , u , G ) , tel que 

lu < 1, et C (u) > N. Nous poserons C (u) = N. Désignons par TZ la pro-
P , q * p>q 

jection de E' sur Y, et notons que : 

(7) n est continue pour o(E',E), et \TZ'U < 1. 

D'après le corollaire 5, il existe une fonction mesurable réelle g 

telle que : 

(8) ¡ |g| r dp= 1 ; * y 6 Y j||^|j q
 !ly|!<1 

(et en particulier r u(y) / > 0} c z {|g| > 0}.) 

Définissons une probabilité v par v = lg! ru, et soit W q l'opérateur de 

L P(Q,u,G) dans L P(Q,u,G) défini par : 

-r/p 

W Q(f) = X A Ig l f, où A = [|g| > 0 } . 

On a l|w Ü < 1, et en posant u, = w o u £ L( Y, L P ( Q, u, G) ) : 
" o 1 1 o 
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(9) C (u,) = C (u) = N ; u H < 1 et d'a près (8) : 
p,q 1 p,q 1 

•V- y £ Y J ! l u 1 ( y ) !
q dv < N q !y! q . 

On a d'autre part, puisque q^ u^^ = N : 

(10) Pour toute fonction mesurable réelle h telle que T |h| r dv = 1, 

il existe y £ Y, tel que |'y|¡ = 1 et : 

fih ( y )! q 

Comme dans Rosenthal [25], nous utiliserons un lemme intermédiaire, 

dont les données sont celles que nous venons d'introduire. 

Lemme : Il existe n sous-ensembles (A^) de Q deux à deux disjoints et n 

vecteurs (y^) dans Y tels que j y^jj = 1 pour chaque i, et en posant f^ = u^fyO : 

P |!f .|!q dv > 6 q N q . 
-A. 1 

i 

Démontrons le lemme. D'après (10), appliqué à h = 1, il existe y^ £ Y 

tel que l'y^j, = 1, et en posant f^ = u ^ y ^ ) : f ||f ̂  Ĥ - dv > N q , d'où d'après 

(9) : f f x

 q dv = N q . 

Posons A = { |;f 1 \\ > K } . On a d'après (9) : v(A.) < — , et en dési-
î K p 

C r 

gnant par A le complémentaire d'une partie A dans Q : 

f ||f |!q dv < K

q - p P |!f 1||
p dv < K

q - p , 
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donc : 

! A dv > N q - K q " P > ô q N q d'après (5). 

Supposons y 1 ? ... ,y.., A.,...,A.. déterminés, f R = u ^ y ^ » a v e c : 

v ( V ~ ~ï ' ||fkll > K sur A k, k=l,...,j . ( j < n ) . 

Posons B = U A, . On a v(B) < — < 1 d'après (4). 
k K P 

Posons : 

h = 

1/r 

л l l ' J I 

p/r 
X A +  

A k 
1/r 

c V 

avec 1 ~ £ -
n r i 

С = 
v(in 

On a f |h| r dv = 1, et : 

(11) c > (1 - e ) . 

D'après (10), on peut trouver + 1 € Y, tel que ||y.j + 1 l ! = 1, et : 

k . I q 

(12) J l ^ 1 - ^ dv â N q , où f j + 1 = u ^ y ^ j ) . 

On a sur B : 

Il ! q , n q / r , 1 , PVr 

ïïl s ( — }
 { T ) 

e 

d'où d'après (9) : 
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r» ' f I q q/r „ pq/r o q/r „ pq/r 

; d v , ( I T j „ f r d v , ( ^ ) q ( i ) p q

 N

q . 

i 1 e e 

On en déduit d'après (12) : 

(13) rc¡|!iti||
q

dv = c-q/r rc i ! V l r d v , N 4 i - ( ^ )
q / r ( | ) p q / r ] 

soit d 1 après (lî ) : 

(14) f ||f, . f d v > ( 1 - e ) [ l - ( ^ ) é) ] N q . 

B C 3 

Posons A. 4 = f |if . J| > K ] fi B C . On aura v(A. 1 ) < , et : 
J + l 11 J + l" J J + l K P 

J | | f . J| q
 dv < K q ~ P T | | f . J| P

 dv < K q " P . 

A c c 11 j + i" u j+i 1 1 

3 + 1 

D'où finalement, d'après (14) et (5) : 

n q/r q/ r
 -i p q / r 

J! ||f. X dv a (1-7) f l - ( — > 4> 3 N q - K q - p s ô q N q , 
A j + 1 j+l» 7 K 

et le lemme est démontré par récurrence. 

Achevons maintenant la démonstration du théorème, (y^,•••,y n)> 

( f f ) étant comme dans le lemme. 
1' 1 n 

q t 
On peut trouver pour chaque i une fonction Ç L 1 ( Q , v , G ' ) , nulle hors 
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de A^, et telle que : 

(15) !'h.|; = 1, ÔN < f < f i,h.> dv < N . 

Soit v l'opérateur de L q(Q,v,G) dans l q défini par : 

v(f) = ( ^ < h ,f >) 
1 < i < n 

l/q 
On a |< h.,f >| < ( f |!f ||q dv) 

1 "A. 
i 

donc £ |< h.,f < J l!f|'q dv , 

soit : 

de) llv.l! s | . 

D'autre part, en désignant par (eA la base canonique de l q , on a : 

> < f ) - e » = £ [ ZI I < h f. >| q

 + |< h.,f. > - N | q ] 1 / q . 

j / i 

On a d'après le lemme f f. 11q dv < ( l - ô q ) N q , donc : 

1 

j / i |< h y t ± >| q < ( 1 - 6 q) N q , 

et d'après (15) : 

|< h. ,f .> - N| < (1 - ô) N . 
1 I' I 
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Finalement, en utilisant (2) : 

l/q 
(17) v(f.) - e. < [(n-l)(l - ô q ) + (1 - 6 ) q ] < a. 

Reprenons l'opérateur K de (7) et les vecteurs ( y O du lemme. 

D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe des éléments (y^) de E' tels 

que |!yJ! = 1 pour chaque i, et Tt(y^) = y^. Considérons l'opérateur 

= v * u ^ « 7 T . On a ||w^|| < 1 d'après (7) , (9) et (16) (en considérant u^ 

comme opérateur de Y dans L q(Q,v,G).) De plus : 

Wl ( yi } = V ( V ' 

soit par (17) : 

i v/ 'v . ) - e . I < a, 
l: 1 " i i" 

Soit c l'opérateur de l q dans lui-même défini par a(e^) = w^(y^). 

— 1 \ % — 1 
On a Ho" || < 1 + e d'après (1), d'où finalement en posant w = o ow^ : 

! w|j < 1 + e , w(y ) = e i , 

ce qui achève la démonstration du théorème. 

Nous allons démontrer la réciproque du théorème 84 lorsque q < 2 : 

Proposition 85 : Soient E un espace de Banach et q un nombre réel tel que 

1 < q < 2. On suppose qu'il existe pour tout entier n un opérateur linéaire 

w de E' dans l q , continu pour o(E',E), et une suite (y?,...,y 1 1) de vecteurs 
n n 1 n 
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de norme 1 dans E' tels que l'on ait : 

iw II < 2 : w (y n) = e. i = l,...,n. 
n 1 1 n J i i 

Dans ce cas, q Ç[ I ß . 

Démonstration : Soit v le transposé de w . Puisque w est continu pour 
n n n 

o(E',E), v opère de l q dans E. Définissons d'autre part un opérateur u de 
' ' n n n 

E dans 1°° par : 
n 

u n(x) = (< x,y^ > ) . 

q i co 
L'opérateur u o v est alors l'injection de 1^ dans 1 . 

r n n n n 

En effet : 

u o v (e.) = (< v (e.), y n >) = (e., w (y n) >) = (< e , e >) 
n n j n j 17 i j n i j i 

Soit ( c O une suite de réels tels que : 

£ . U i l q < + œ ; Z K I q d + Log ̂ ) = + » . 

0 0 q 
Soit ô l'operateur diagonal de 1 dans 1 defini par les n premiers 

n * n n 

termes de la suite ( o O . On sait d'après L. Schwartz [27] exposé 26 que l'o

pérateur diagonal défini par la suite ( a O n'est pas p-sommant de l q dans l q 

pour 0 < p < 1. On aura donc nécessairement : 

lim 7 r ( ô © U o V ) = + oo, 
p n n n 

n 

d'où a fortiori : 

1 im 
n 

л ( о о и ) = + о ° . p n n 
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Mais par ailleurs, n ( ô c u ) < ( Z k l ) 
q n n i 

Si 1'on avait Tt (E,l q) = TT ( E , l q ) , il existerait une constante C 

telle que l'on ait pour tout n : 

7 r ( ô o u ) < C ^ ( ô c u ) , 
p n n q n n 

ce qui est impossible ici, donc q f[ 1^. 

Corollaire 86 : Soient E et G deux espaces de Banach, dim G > 1, et q un 

nombre réel tel que 1 < q < 2. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) q 4 I E . 

b) q OE?G • 

c) Pour tout entier n, et tout e > 0, il existe un opérateur linéaire 

w de E' dans l q , continu pour o(E',E), et une suite (y^,«..,y ) de vecteurs 

de norme 1 dans E', tels que l'on ait : 

w; < 1 + e , et w(y.) = e. i = l,...,n 

((e.) désignant la base canonique de i q > . 

Démonstration : Nous avons déjà b) => c) d'après le théorème 84 et c) => a) 

d'après la proposition 85. Il reste à prouver que a) =* b ) , ou de façon équi

valente : 

q e rE,G * 1 € I E . 

Pour montrer que q Ç 1^, il suffit de prouver d'après le théorème 23 

que l'on a pour tout opérateur v Ç N(E,l q) : 
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Démonstrat ion : Nous démontrerons d'abord un lemme. 

Lemme 88 : Soit E un espace de 3anach tel que q g 1^, 1 < q < ». Pour 

tout e > 0 et tout entier n il existe une suite (x^,...,xn) de vecteurs de 

norme 1 dans E telle que l'on ait pour toute suite (c^,...,^) de réels : 

T c.x. < (1 + e) (E |c.| q ) 

soit M ((x.)) < 1+e. 
q i 

Démontrons le lemme. Soient e > 0 et n entier donnés. D'après le théo

rème 84, il existe un opérateur w de E' dans l q et une suite (y^,...,yn) de 

vecteurs de norme 1 dans E' tels que : 

w, <- 1 + e , w(y /) - e^ , w continu pour o(E',E). 

q ' 
Soit v le transpose de w, qui opere de 1^ dans E. 

Posons x. = v(e.). On a : 
i i 

< x

i > y i > = < v(e i),y i > = < e i,w(y i> > = 1, donc |jx > 1. 

D'autre part : 

, i/q' 
Z c.x.! = v((c.)) < (1+e) (T |c.| q ) 

x. 

Le résultat sera vrai a fortiori si on remplace x. par — ~ , ce qui 

démontre le lemme. 

Montrons maintenant le corollaire 87. Soit {a/) une suite de réels > 0 telle 
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que ^|cr^|q< œ . On peut trouver une suite croissante d'entiers (N^) tendant 

vers l'infini telle que : 

/ Nk+1 Y / q ' 
[ 1 = V 1 / 

Pour chaque k soit ( z.T ...... z A T ) une suite de vecteurs de norme 1 
^ N. +1 N. , 

k k+1 

dans E vérifiant la propriété du lemme 88. Posons x^=a^z^, et montrons que 

la série ;^x^ est inconditionnellement convergente. Pour cela, il suffit de 

montrer qu'il existe une constante M telle que l'on ait pour toute suite 

(c.), dont un nombre fini de termes seulement sont non nuls, et c. < 1 
i i 

pour chaque i : 

£ c.x. < M . 
i i 

Or : 
k+1 

£ c .x . '' < T. !! c.x. 

k i = N, + 1 
k 

= L ¡1 H c.a.z < (l + e.) Z ( 2 _ I c . « . | q ) 
k i = V 1 k i = N. +1 

k k 

k+1 . / . 
, i/q 

< (1 + e) 2 ( ¿ 1 U . | q ) < 2(1 + e ) , 
k i = N. +1 1 

k 

ce qui démontre la première assertion du corollaire. La deuxième est alors 

immédiate : si q = 1, cela résulte de la "conjecture de Pietsch". Sinon 

soit p < q. On peut supposer 1 < p < q. Soit ( o O une suite de réels > 0 

telle que : 
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Ца |Р' < » 1 
= + со . 

Si p çf I E , on peut trouver une suite ( x j dans E inconditionnellement 

q ' 

convergente, telle que x. = o^, donc Z x^; = + œ , ce qui contredit 

1'hypothèse. 

Remarque 89 : Inversement si p Ç 1^, 1 < p < 0 0 , toute série Z x^ incondi

tionnellement convergente dans E vérifie £ x̂ , P < œ . En effet, (x^) est en 

particulier une suite scalairement 1̂ ", donc d'après le corollaire 25 on a 

^ X i ^ < œ* Cela prouve, compte tenu du théorème de Dvoretzky-Rogers, que 

l'on a toujours pour un espace de Banach E de dimension infinie : 

I E <= [0,2]. 

En effet si p > 2, on peut trouver une suite {a/) de réels > 0 telle 

que : 

1 2 

J < 00 
Y |а. |Р' = + со . 

Si n G I , toute suite (x.) inconditionnellement convergente doit vé-
1 E i 

rifier Z ||x.||p' < o° f ce qui contredit le théorème de Dvoretzky-Rogers, 

puisqu'il existe une série (x ) inconditionnellement convergente telle que 

l ' x . l l = \ a . \ . 
. i 1 i 

Corollaire 90 : Soit E un espace de Banach de dimension infinie. L'ensem

ble I„ est un segment ouvert ]0,q[, q < 2, ou le segment [0,2]. 

E 

Demonstration : II est clair que I £ est un segment de la forme ]0,q[ ou 
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]0,q], et avec q < 2 d'après la remarque 89. Supposons q < 2, et 1 ^ = ]0,q~*. 

2 
Soient e > 0 et n entier donnés. Choisissons e^ > 0 tel que (1 + e^) < 1 + e, 

et a > 0 tel que l'injection i de i q + a dans l q ait une norme < 1 + cA . Par 
n n n 1 

hypothèse q + a & I £ . 

Il existe par conséquent un operateur linéaire w de E* dans l̂ ***» con

tinu pour c(E',E), et une suite (y^,..«,y n) de vecteurs de norme 1 dans E' 

tels que : 

w - 1 + *x , w(y.) = e. . 

Mais alors = i est un opérateur de E f dans l q vérifiant Vfi^y^sejL 

pour chaque i, et <r 1 + e, et on peut trouver un tel pour tout entier 

n. D'après la proposition 85, q & 1^, d'où une contradiction qui achève la 

démonstrat ion. 

Nous avons défini l'ensemble I comme l'ensemble des réels q > 0 tels 

que -V- K, I \ ( E, F) = ! M E , F ) . A priori, nous pourrions définir pour tout p >0 

l'ensemble I des réels q > p tels que I I (10, F) = ! i (E,F) pour tout es-
p,F 1 q P 

pace quasi-normé F. En fait cela est inutile car nous allons montrer que 

p,L E 

Corollaire 91 : Soient E un espace de Banach, q et q^ deux nombres réels 

tels que 1 < q < q^. Si on a pour tout espace de Banach F : 

T 7 ( E, F) = I I ( E, F) , 

q x q 

on a en fait : 

TT (E,F) = I i (E,F), i.e. q. C L . 
q^ o 1 E 
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Démonstration : Si l'on a TT (E,F) = |j (E,F) pour tout espace de Banach 

q ̂  Pi 

F, il existe une constante C telle que l'on ait pour tout F et tout opéra

teur v 6 T T (E, F) : 

q l 

TI (v) < C 71 (v) . 

q q, 

Soit n un entier. Si q ^ Ip, on peut trouver d'après le lemme 88 une 

suite (x„,...,x ) de vecteurs de norme 1 dans E telle que M ((x.)) < 2. 
1' n ^ q i 

Mais d'autre part, d'après le théorème 23, on peut écrire x^ = a^y^t 

où l \ a . \ r < 1 , - = — + - , et M ((y.)) < C M ((x.)), d'où sup y. |l < 2 C, 
i' q q 1 r ' 1 q i / i 

et : 

(2 > . r ) < 2 C . 

l/r 

Or x^ = 1, donc n < 2 C , d'où une contradiction puisque n est 

arbitraire et r < + <* . Donc q (: I^ et aussi q. € I„. 

SL 1 E 

Xous allons maintenant voir que les espaces tels que 1 I n admettent 
E 

une caractérisât ion assez simple. Rappelons deux points de terminologie : on 

dit que deux espaces de Banach E et F sont A-isomorphes si d(E,F) < X (cf. 

chapitre 0) ; on dit qu'un sous-espace G de E est A-complémenté dans E s'il 

existe une projection K de E sur G, de norme TT < X, 

Théorème 92 : Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

a) 1 g I E 

b) Pour tout e > 0 et tout entier n, E contient un sous-espace 

(1+ e)-isomorphe à 1^ (donc (1+ e)-complementé dans E ) . 
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Démonstrat ion : L'implication b) =» a) résulte immédiatement de la propo

sition 85. Inversement, si 1 ^ 1^, on peut trouver d'après le théorème 84 

pour tout entier n et tout e > 0 un opérateur w de E' dans 1 et une suite 

n 
de vecteurs de norme 1 dans E' (y^,...,y n) tels que : 

w < 1 + e ; w ( y i ) = , w est continu pour o(E',E). 

Considérons l'opérateur o de 1^ dans E' défini par : 

o((c.)) = Z c.y. . 
i i*7 i 

On a o < 1, et w o o = Id. Par conséquent, le sous-espace F de E' en

gendré par (y^,...,y n) est (1+ e)-isomorphe à 1*, et a ow est une projection 

de norme < ( l + e ) de E' sur F, continue pour o(E',E). On en déduit le ré

sultat par transposition. 

Théorème 95 : Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Si E est de 

cotype 2 , on a : 

I E = ]0,2] . 

Démonstrat ion : D'après le corollaire 91, il suffit de montrer qu'il exis

te un réel q < 2 tel que l'on ait pour tout espace de Banach F : 

T T 9 ( E , F ) = ' I I (E, F) . 
^ q 

Or, c'est précisément ce que nous avons démontré dans le corollaire 75. 

Nous allons maintenant retrouver le théorème de Grothendieck i 

H h 1 , ^ ) = TT^L 1,!, 2) • 
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En fait, nous trouverons une amélioration puisque nous allons démontrer 

JCCL̂ L2) = i ML1,!,2) . 

Théorème 94 : Soient (X,v) un espace mesuré quelconque et H un espace de 

Hilbert. Tout opérateur linéaire continu de L*(X,v) dans H est 0-sommant. 

Démonstration : On sait que tout espace de Hilbert- H peut se plonger iso-

mot riquement dans un espace L̂ CQ.u), donc par dualité H s'identifie à un 

cr oo 1 

quotient de L (0>u) par un sous-espace \ fermé pour o(L ,L ). D'autre part, 

tout opérateur linéaire continu u d'un espace L^(X,v) dans un quotient 

G = E'/\ d'un dual E' par un sous-espace \ fermé pour o(E',E) admet un relè

vement linéaire et continu, c'est-à-dire un opérateur v de L^(X,v) dans E f 

tel que u = - o v , en désignant par K la projection de E' sur G . Par con

séquent, si u est un opérateur linéaire continu de L^(X,v) dans H, il admet

tra la factorisation : 

1 v 
L ( X, v) L œ(Q,u) — - — > H . 

Or, tout operateur d'un espace L dans un espace de Hilbert est 2-som

mant d'après r27] exposé X, théorème 4, donc u est 2-sommant. D'autre part, 

L^(X,v) est de cotype 2 d'après la proposition 72, donc u est 0-sommant par 

le théorème 9 3 . 

Nous allons voir comment le résultat précédent permet d'améliorer un 

un théorème de Kwapien et Pelczynski [11"]. A partir de ce résultat, on a 

caractérisé complètement dans r17] les opérateurs diagonaux p-radonifiants 

de l q dans S définis par une suite décroissante, 0 < p < oo, 1 < q < s dé-
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signant l'espace des séries convergentes. Rappelons le résultat de TU" 1 : si 

a est un opérateur diagonal de 1 1 dans S tel que la suite l < * n l (Log n ) * + ^ 

soit bornée pour un ô > 0, l'opérateur a est 1-sommant. 

Théorème 95 : Soit a un opérateur diagonal de 1 1 dans l'espace S des sé

ries convergentes. Si la suite |a^| Log n est bornée, l'opérateur a est 0 -

1 , 1 
sommant de 1 dans S, et plus précisément 0-radonifiant de 1 dans S. 

Démonstrat ion : Montrons tout d'abord que a est 0-sommant. L'espace 1* est 

de cotype 2 , donc 2 6 I d'après le théorème 93 . Il suffit donc de montrer 

1 

que a est 2-sommant. 

Soit (x ) une suite d'éléments de 1 *, dont un nombre fini seulement 
n 

2 1 
est non nul. Considérons l'operateur w de 1 dans 1 defini par : 

w ( ( c ) ) = v c x 
n n n 

D'après le théorème 50, il existe une constante universelle X telle 

que w admette la factorisation : 

1 > 1 > 1 

où ß est un opérateur diagonal, ß < 1, et < X w = K M^((x ) ) . 

2 % 

Autrement dit, il existe une suite (> r

n) d'éléments de 1 (ou v

n -
w j ^ e

n ^ > 

(e^) désignant la base canonique) telle que : 

ß ( y n } = Xn ! H 2 ( ( y n ) } = " w l " - K > l 2 ( ( X n ) ) -
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D'après la forme du théorème de Menchov donnée par L. Schwartz dans 

[28], il existe une constante universelle M telle que : 

2 1 / 2 

7i ( a . p ) < M ( T (a (3 Log ( n + D ) ) 
J n = 1 n n 

Or : 
1/2 1/2 

(T (a n(3 n Log (n + l)) 2) < sup \an Log (n + 1) | (E I P J 2 ) 
n 

< sup |a Log (n+1)| . 
n 

On a par conséquent : 

2 1/2 0 1/2 
(v |ja(x R ) | r ) = (F ao(3(y n) < ^ ( a c P ) M g ((y n>) 

< K M sup |a Log (n + 1 ) | . M (( x

n>> » 
n 

ce qui prouve que a est 0-sommant. Il reste à voir que a est O-radonifiant 

de l 1 dans S : le problème est la suppression du bidual o(S",S f) [on suppri

me "approximativement" car 1°° vérifie l'hypothèse d'approximation]. 

Soit A une probabilité cylindrique de type zéro sur 1*. D'après le thé

orème 93 et le corollaire 34, X est 2-cylindriquement de type zéro, donc 

a(X) est de Radon sur S d'après la proposition 22. 

On voit que le raisonnement ci-dessus prouve le résultat suivant, ana-

logue au corollaire 78 f) : pour qu'un opérateur linéaire continu v de 1 

dans un espace quasi-normé F soit p-sommant, 0 < p < 2, il faut et il suffit 

2 1 
que pour tout opérateur diagonal p de 1 dans 1 l'opérateur vo p soit p-
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sommant de 1 " dans F. 

Corollaire 96 : Soient (Q,u) un espace de probabilité et (X ) une suite 

de variables aléatoires réelles telle que pour toute suite de réels 'C

N)Ç 1 > 

la série T. c

n^n converge en probabilité? La série y X^/Log(n+l) converge 

presque sûrement. 

Demonstration : L'operateur ( c ) -. v c X de 1 dans L (Q,u) est continu 

d'après le théorème de Banach-Steinhaus, et définit donc une probabilité 

cylindrique X de type zéro sur 1 ^ . D'après le théorème 95, l'opérateur dia

gonal a défini par la suite (l/Log(n+ 1)) est O-radonifiant, donc a(X) est 

de Radon sur S. Mais a(X) est évidemment décomposée par : 

iv >(Xn(,)/Log (n + 1)) . 

Par conséquent, la suite ci-dessus est presque sûrementdans S, ce qui 

est le résultat demandé. 

Il suffit pour cela que la série £ soit inconditionnellement conver

gente en probabilité, cf. problème 128 et addendum. 
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IX. Application aux plongements dans les espaces L P . 

Dans ce chapitre nous allons appliquer les résultats des sections 

précédentes à certaines questions concernant les plongements d'un espace de 

Banach, ou plus généralement d'un espace quasi-normé, dans un espace L P(Q,u), 

0 < p £ 2 . 

Nous distinguerons une classe spéciale de plongements, que nous appel

lerons plongements forts : si E est un espace quasi-normé, (Q,u) un espace 

de probabilité, et u un plongement de E dans LP(Q,u). 0 < p < 2 , nous dirons 

que u est plongement fort si les topologies de LP(Q,j.i) et de L°(Q,u) coïn

cident sur l'image u(E). Plus généralement, soit (Q,u) un espace mesuré 

quelconque, et h une fonction > 0 telle que rh dji = 1 • Posons A = { h > 0 }, 

et définissons un opérateur de L P(Q,u) dans L P(Q,hji) par : 

- 1 / P 
w i < f > = A h f . h A 

Nous dirons alors qu'un plongement u d'un espace quasi-normé E dans 

L P ( Q , u ) est un plongement fort s'il existe une fonction h comme ci-dessus 

telle que o u soit un plongement fort de E dans L P ( Q , h u ) . 

Nous désignerons par J E l'ensemble des p > 0 tels que E admette un 

plongement fort dans un espace L P ( Q , U ) . (Naturellement, une condition néces

saire pour que soit non vide est que E soit plongeable dans un espace 

L°(Q, u) . ) . 

Nous désignerons par l'ensemble des réels p £ ] 0 , 2 ] tels que E soit 
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de type p. 

Proposition 97 : Soient E un espace quasi-normé, (Q,u) un espace mesuré, 

p un réel > 0 et u un plongement de E dans L P(^,u). S'il existe un nombre 

réel q > p tel que q^u^ >s°it fini, u est un plongement fort. 

Démonstration : Posons — - — Si l'on a C (u) < -, il existe une 
p q r p,q 

fonction mesurable g telle que ' |g|rdu - 1, et une constante M telle que 

l'on ait pour tout x £ E : 

u(x) q 1 / ( 1 

( ' du) <' M x . 
- g 

Posons A = |g| > ()}, v |g | r L i , w(f) - \ Alg|~
r / / p f, u 1 = VI o u . 

L'opérateur u^ est linéaire continu de E dans L P(^,v), et l'inégalité ci-

dessus devient : 

( ; |Ul(x)|'i dv)
1 7' 1 < M x . 

D'autre part '|u^(x)| P dv = °|u(x)|P du, donc u^ est encore un plon

gement de K dans L P(f,v). Soit c > 0, et posons a = sup l , 2 1 / / p _ 1 ]. On a 

si x £ E : 

(;|Ul(x)|
Pdv ' apT(f|Ul(x) i P d v ) 1 / p . ( f | U l ( x ) |

P d v ) 1 / p 

- ï u ^ x ) I < c y | U l ( x ) I > c 

' a f c + ( 1 U l ( x ) |
q d v ) 1 / q (v- | U l ( x ) | > c } ) 1 / r 

p L - i i J 

< a p £c - M x (v : | U l ( x ) | > c}) 1 / r"] 

Puisque u^ est un plongement, il existe m > 0 tel que l'on ait pour 

tout x ^ E : 
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1/P 
m X | < ( " |u^(x)| P dv) 

On en déduit : 

l/r _ 
x < c a r m - M(v •!' |u, (x) | > c ]) ] . p - 1 

Par conséquent si ^ u ^ ^ x

n ^ tend vers zéro dans L ° ( Q,v), on obtient pour 

tout c > 0 : 

- 1 
lim sup x <- c a m , 

n p 

donc : lim x = 0, 
n 

ce qui prouve que u^, donc aussi u, est un plongement fort. 

Théorème 98 : Soit (G,fi) un espace de probabilité. Si E est un espace de 

Banach de dimension infinie plongeable dans L ° ( Q,u), on a : 

J F r. ]0,2] = K R. 

De plus, si E vérifie l'hypothèse d'approximation métrique, ou si E 

est plongeable dans L^(Q,|i) : 

J E C. ]0,2] = K,,, = I E, . 

Démonstration : Soit p Ç fl ]0,2]. Par hypothèse, il existe un espace 

de probabilité (X,v) et un plongement u de E dans L P(X,v), tel que les topo-

1ogies de LP(X,v) et L q(X,v), 0 < q < p coïncident sur u(E). L'espace E est 

alors de type p d'après la remarque 47. 
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Supposons maintenant p £ , c'est-à-dire E de type p. 

Soit r £ 1 0 , 1 [ . D'après la proposition 43, tout opérateur linéaire con-

r 
tinu de E dans 1 est p-cylindriquement de type r, donc : 

¥ TTp(K',lO = T T R ( K , , F ) 

d'après le théorème 23 et le deuxième point de la remarque 24. On a donc 

bien p £ I ,. 

Nous avons montré dans le cas général : 

J, , " y,¿2 <= K k c i K, . 

Il nous reste à montrer que K̂ , ̂  J ^ dans le cas général, et que 

Ij,, C sous les conditions de l'énoncé. 

Supposons donc maintenant que p £ K^, ou bien que p Ç 1^, et que E 

vérifie l'approximation métrique. Soit u un plongement de-E dans un espace 

L°(r\|i). Dans chacun des deux cas, u est p-cyl indriquement de type zéro : 

dans le premier cas d'après la proposition 13, et dans le second cas d'après 

le corollaire 34. On peut donc écrire u = o u^, où est un opérateur li

néaire continu de E dans LP(Q,u). Nécessairement u^ est un plongement de E 

dans L P ( Q , U ) . Montrons que c'est un plongement fort : soit ( X

R) une suite 

d'éléments de E, telle que u ^ ( x

n ) tende vers zéro dans L ° ( Q , u ) . L'opérateur 

T est continu de L°(Q,LL) dans lui-même, donc T (u. (x )) = u(x ) tend vers 
„g g 1 n n 

z e r o dans L°(Q, u) . Mais puisque u était un plongement de E dans L°(0, u) , la 

suite tend vers zéro dans E, ce qui prouve que u^ est un plongement 

fort, et donc p ç J £. 
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Supposons pour finir que p £ IJJM» e^ soit u un plongement de E dans un 

espace L*(Q,u). Dans le cas p < 1, on a p G J £, car l'espace i/Cf^u) lui-

même se plonge fortement dans un espace L P. Dans le cas p > 1, l'opérateur 

u est p-cylindriquement de type 1 d'après le théorème 23, et on raisonne 

comme précédemment. Enfin si p = 1, il existe un e > 0 tel que 1+e £ I 
E 

d'après le corollaire 90, donc (1+e) £ d'après ce qui précède, donc à 

fortiori 1 £ J^, ce qui achève la démonstration du théorème. 

Corollaire 99 : Soient E un espace Banach, et p un réel tel que 0< p< 2, 

a) Si p ç J^, tout plongement u de E dans un espace L P(Q,u) est 

un plongement fort. 

b) Si u est un plongement fort de E dans un espace L P(Q,u), il 

existe un réel q > p tel que u soit q-cylindriquement de type 

P-

Démonstration : Pour prouver à la fois a) et b), il suffit, compte tenu 

de l'a proposition 97, de démontrer l'énoncé suivant : si p € J^, et si u est 

un plongement de E dans un espace LP(Q,u), il existe un réel q > p tel que 

u soit q-cylindriquement de type p. Dans le cas p < 1, cela résulte simple

ment du théorème 50 c). 

On peut supposer alors p > 1, donc E est plongeable dans un espace 

L^(Q, u), donc d'après le théorème 98 : 

I E, = K E = J E n ]0,2] . 

D'après le corollaire 90, il existe un réel q > p tel que q £ 1^ , donc 
E 

q £ K E- L'opérateur u est donc q-cylindriquement de type p d'après la propo

sition 43. 
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Remarque 100 : Le corollaire 99 a) est évidemment faux lorsque p = 2. 

Supposons que E soit un espace L"(Q,u). On a alors 2 £ J^, mais le plonge

ment de 10 dans L~(f, u) fourni par l'identité n'est pas un plongement fort. 

Par contre, 99 a) reste vrai pour p > 2 : si p Ç avec p ^ 2, E est iso

morphe à un espace de Hilbert, et tout plongement d'un espace de Hilbert 

dan un espace L P(n ?u), p > 2, est un plongement fort, d'après Kadec et Pel-

c: ynski r7 . 

Le corollaire 99 b) est faux pour tout p > 2. (cf. H. P. Rosenthal [25~!) . 

Si E et F sont deux espaces de Banach, posons : 

( E, F) -= inf • d ( E, (i) I G C F } . 

Corollaire 101 : Soit E un espace de Banach plongeable dans un espace 

L°(f, u), tel que lim _A ( 1 , E ' ) = + J, et vérifiant l'hypothèse d'approxima

tion métrique. 

a) Tout plongement de E dans un espace L P(X,v), 0 < p 1, est un 

plongement fort. 

b) Il existe a > 0 tel que E soit plongeable dans L1+A(Q,u). 

Démonstration : Il suffit de prouver b), qui implique aussitôt a). D'après le 

théorème 92, l'hypothèse lim :(l^, E') = - ~ implique que 1 c 1̂ ,, , donc d'a

près le corollaire 90 il existe a > 0 tel que 1 - a £ 1^, . 

On en déduit 1 + a £ Jj? par le théorème 98, c'est-à-dire qu'il existe un 

plongement fort de E dans un espace L 1 + a(c,u), ce qui achève la démonstration. 

Proposition 102 : Soient r un nombre réel tel que 0 < r < 1, et E un espa

ce r-normé plongeable dans un espace L°(Q,u). 
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a) Tout plongement de E dans un espace L P(X,v), 0 < p < r, est un 

plongement fort. 

b) Pour tout nombre réel q tel que 0 < q < r, il existe un plongement 

de E dans un espace L q(X,v). 

Démonstrat ion : D'après le théorème 50, un espace r-normé est de type q 

pour tout q 6 ]0,r[. Par conséquent tout opérateur de E dans un espace 

L P(X,v), 0 < p < q < r, est q-cylindriquement de type p, d'où l'on déduit 

immédiatement a) et b). 
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X. E x t e n s i o n aux e s p a c e s d ' P r i i e z . 

Dans ce c h a p i t r e , nous t e n t e r o n s de g é n é r a l i s e r c e r t a i n s 

des r é s u l t a t s des c h a p i t r e s p r é c é d e n t s dans le cas des e s p a c e s d'Orli.cz. 

Xous allons r e p o s e r le p r o b l è m e de la f a c t o r i s a t i o n dans le cas des 

espace • d'Orlicz. : soient Y un espace de Banach, u un o p é r a t e u r l i n é a i r e 

c o n t i n u de Y dans un espace L ( w , w ) . X O U S allons c h e r c h e r à quelle c o n d i t i o n 

l ' o p é r a t e u r u admei la f a c t o r i s a t i o n : 

Y. L̂:(r,,.a) 1 G > LVM-I) • 

P o u r • r é s o u d r e ce p r o b l è m e , il faut c o m m e n c e r par d é t e r m i n e r les ope

a 

rateurs de m u l t i p l i c a t i o n I de 1/ dans L . Xous nous l i m i t e r o n s pour l ' i n s 

tant au cas de fonctions de Y o u n g $ c o n v e x e s et telles que lim $(t ) / * = + ^ « 

X o u s u t i l i s e r o n s les not ions s u i v a n t e s : si $ et $ sont deux f o n c t i o n s de 

Y o u n g . nous dirons que $ et $^ sont é q u i v a l e n t e s , ce que nous n o t e r o n s 

$ ~~ s'il existe des c o n s t a n t e s K ̂  , K., , c ̂  , t e l l e s que : 

V x ^ 0 Kj î j (c j x ) — $ (x) ^ $ j (c., x) 

( ave c K j et c ̂  > 0 ) . 

Si $ et i- sont deux f o n c t i o n s de Y o u n g , nous d i r o n s que C domine $, 

ce que nous n o t e r o n s $ 'i C, si : 

V- x > 0 lim *(xy)/$(y) = 0 • 
y ^ 0 0 
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Rappelions la n o t i o n de f o n c t i o n c o n j u g u é e de Y o u n g : soit $ une 

f o n c t i o n de Y o u n g c o n v e x e , et telle que lim S (x)/x = + c ' e s t - à - d i r e 
x -> 0 0 

x << $ (x) . Déf inissons une n o u v e l l e f o n c t i o n par : 

$ * ( y ) = sup r x y - $ ( x ) J • 
x ^ 0 

Xous r a p p e l l e r o n s les p r o p r i é t é s c l a s s i q u e s des f o n c t i o n s c o n j u g u é e s 

de Y o u n g dans une p r o p o s i t i o n : 

P r o p o s i t i o n 103 : Soit $ une fonction de Y o u n g convexe telle que x $ (x) . 

a) est une f o n c t i o n de Y o u n g convexe, partout finie et telle que 

x * ^ ( x ) . 

b' ( M * = ф . 

c) P o u r que $ soit partout d é r i v a b l e , il faut et il suffit que 

soit strictement c o n v e x e . 

d) Si x est un point de d é r i v a b i l i t é de $, on a : 

x $'(x) = * ( x ) + $ * ( $ ' ( x ) ) • 

e) Si $ et sont partout d é r i v a b l e s , leurs d é r i v é e s sont des 

fonctions r é c i p r o q u e s : 

* ' ( x ) = y 0 x = $^(y) . 

Soient m a i n t e n a n t $ et ; d e u x f o n c t i o n s de Y o u n g c o n v e x e s . 

P o s o n s : 

e ( z ) = sup [ x y z - $ ( x ) - (y)] . 
x , y ^ 0 
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On peut encore écrire : 

e ( z ) = sup [ sup [xyz - cj;(y)3 - $ (x)]= sup [(^(xz) - $ (x)~| , 

x > 0 y > 0 x ^ 0 

ou de façon symétrique : 

e ( z ) = sup | " M y z ) - *(y)] • 
y > 0 

Nous poserons ® = [$,<j;J, et nous regrouperons les propriétés princi

pales de cette transformation dans une nouvelle proposition : 

Proposition 104 : Soient $ et $ deux fonctions de Young convexes, telles 

que x 4 $ (x) , x 4 $ ( x ) . 

a) Si $^ ̂  4>, ou 4^-4 $, la fonction 6 = est convexe, partout 

finie, et $o donc aussi x^9(x)_|. 

Ъ) [*,[*, ф ] 1 = Ф . 

c) Si $^ et cj;̂  sont deux fonctions de Young convexes telles que 

$ 1 ~ $ ' ^1 ~ ^' ° n a J 

0,Ф] ГФ 1 

1 ' у 1 * 

d) Supposons $ ^ ^ C | J . Pour tout z — 0, il existe x et y tels que l'on 

ait, en posant 9 = [§ , cjj : 

xyz = $(x) + c|j(y) + e ( z ) . 

Démonstration : Il est évident dans tous les cas que est une 
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fonction convexe, puisque c'est un sup de fonctions affines. 

Supposons *.H.4<J>, e t prouvons que Soit x > 0 donné, et soit y > x. 

On aura : 

e (z ) = sup [ ^ ( y ' z ) - 4>(y')] y' > o 

donc : 

даs
 z ^ [ д а - да) • z ^ да 5 ï 

puisque est convexe. 

Puisque y est arbitraire : 

lim « ( z ) / ^ ( x z ) = +°°, 
z -* 0 0 

soit 4 e . 

Montrons maintenant que ^ est partout finie. On a : 

6,(z) = S U p [**(yz) - C];(y)j . 
y > 0 

Puisque $ ^ . ^ ( J ; , la quantité [$^(yz) - ^(y)"1
 devient négative pour 

y — yQ . Par conséquent : 

e ( z ) = s u P r * * ( y z ) - 4»(y)J • 
0 ^ y ^ y 0 

On voit que e ( z ) est le sup d'une fonction continue sur un interval

le fermé et borné : le sup est donc fini, et il est atteint en un certain 
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point y 1 : 
e ( z ) = **(y±z) - 4,( Y I ) . 

Maintenant : 

^ ( y ^ ) = sup [xy z - $(x)] . 
x ^ 0 1 

En appliquant le même raisonnement, on voit que ce nouveau sup est 

atteint en un point x^. Finalement : 

x ^ z =-$(x1) + * (y 1 ) + b ( z ) , 

ce qui démontre a) et d ) . 

Démontrons maintenant b ) . Posons e = ["*•,$]> e t <î>̂  = Nous de

vons montrer que <\> ̂  cj>̂ . En effet, est par définition la plus petite 

fonction telle que l'on ait tout triplet (x ,y,z) : 

xyz - § (x) + 'L(y) + ©(z) . 

Or, par définition de 6, on a : 

xyz ^ »(x) + ; (y) + 9 ( z ) 9 d o R C xj/i < \}/ . 

Montrons que c|>̂  ̂  cj>. On a : 

(^(y) = sup [xyz - $(x) - e ( z ) l 
x,z ^ 0 

sup inf Txyz - x ' y ' z ' - $ (x) + $(x') + (j>(y')] 
x,z ^ 0 x' ,y' ^ 0 

^ sup sup inf r ( x - x ' ) y z - $ (x) + $(x') + 4» (y)] . 
x > 0 z ^ 0 x ' ^ 0 
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Considérons la quantité : 

A(x) = sup inf [(x-x')yz - S(x) + *(x') + 4> (y )J . 

z > 0 x'^ 0 

Cette quantité est inférieure ou égale à (J; (y). (Prendre x' = x) . 

Inversement prenons z = — $'(x). Puisque $ est convexe, la fonction affine 
f o y g v 

x' -» [(x'-x) * ^ ( x ) + $ (x)] 

est inférieure à $(x'), soit : 

¥ x', (x-x')yz Q - * ( x ) + * ( x f ) ̂  0 

donc : 

A(x) 2> inf r(x-x')yz - * ( x ) + $(x') + 4(y)] ̂  C(y) , 
x'> 0 0 

ce qui prouve que A(x) = c|;(y). Finalement : 

cl; (y) = sup A(x) = (|(y) , 
1 x > 0 

ce qui démontre b ) . 

Pour finir, montrons c ) . Si $^ et <J>̂  sont deux fonctions de Young 

convexes telles que $^ ~ $, cj;̂  ~ cj>, on peut'trouver deux constantes K et c 

telles que : 

V- x ^ 0 * ( x ) ^ K * (ex) î 4)(x) ^ K * (ex) . 
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On a alors en posant 6 = [ $ , ( J J ] , ^ = [$^,c|^] ' 

e

1 ( z ) = sup [xyz - $ 1 ( x ) - (^(y)] 
x,y ^ 0 

= ± sup [x'y'(Kc 2z) - K f.(cx') - K 4, (cy')j 
K x',y'> 0 1 1 

< i sup Fx'y»(Kc 2z) - * ( x ' ) - *(y')] 
K x ',y'^ 0 

= I Ô ( K c

2 z ) . 

On démontre de la même façon une inégalité en sens inverse, ce qui 

prouve que G ~ 9^ et achève la démonstration de la proposition. 

Grâce a la proposition 103 b ) , nous pourrons parler de triplet de 

fonctions conjuguées [ $ , <l>,9 ] , un tel triplet ayant la propriété que l'une 

quelconque des fonctions se déduit des deux autres par l'opération T . , . } . 

D'autre part, si on ne s'intéresse qu'aux classes d'équivalence de fonctions 

de Young, on pourra d'après c) remplacer deux des fonctions d'un triplet par 

des fonctions équivalentes plus agréables, par exemple par des fonctions 

dérivables et strictement convexes. 

Lemme 105 : Soit {$,<\>,Q) un triplet de fonctions conjuguées tel que © soit 

dérivable et strictement convexe. Il existe deux fonctions croissantes a et 

p définies sur [0,+ °°[ telles que : 

v U É [0,+ °°[, u = a(u).(3(u) et e^(u) = $ ( a(u)) + 4>(p(u)) . 
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Démonstration : Puisque © est supposée derivable et strictement convexe, 

il en est de même pour 9̂ . d'après la proposition 102 c ) . Soit u^ € [ o , + ° ° [ , 

et posons Z Q = ̂ (̂Uq). D'après la proposition 104 d ) , il existe Xq et VQ 

tels que 1'on ait : 

x y z = $ (x ) + c|;(y ) + 9 (z ) . 
o*7 o o v o w o V 0 

(Le couple ( x

0 > y Q ) n'est pas a priori unique. Nous choisissons un tel couple 

de façon quelconque.) 

La fonction z "* x

o y Q

z _ M X

Q) " $ (y ) - e ( z ) est négative ou nulle. 

Elle atteint donc un maximum au point z , donc sa dérivée s'annule, soit : 
r o 

x y = 9 ' (z ) . 

o*7 0 V 0 ' 

D'après la proposition 103 e ) , cela se traduit par : 

e ' (x y ) = z . 

* v o*7 0 o 

Puisque e ^ est strictement convexe, e ^ est strictement croissante, 

donc : 

u = x y . 
o o o 

D'autre part, d'après la proposition 103 d ) , on a : 

u o 9 i ( u o ) = V u o ) + 6(e 4( U o)), 

soit aussi : x y z = 9w (u ) + 9 (z ) , 
o Jo o *-v o v o' ' 
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donc : 

e*(u 0) - •(*<,) + *(y c) • 

Posons a(u ) = x , B(u ) = y . Pour achever la démonstration, il suf-
v o 7 o r v o ^ o ' 

fit de vo>r que a et p sont croissantes. Soit u^ — u

0 >
 z ^ = ^i(uj) ~ 9 i ( u

0 )
 = z

0 ' 

et ( x^?y^) choisis comme ci-dessus. On aura : 

x y = u ^ u. = x,y^ , 
o Jo o 1 1 J1 ' 

donc : 

x y z — x . y„ z . . 
o Jo o 1 J1 1 

La fonction x xy z - $ (x) - cl; (y ) - 9(z ) atteint un maximum au 
^ o o v w o v o 7 

point X q , et elle admet des dérivées à droite et à gauche. On aura donc : 

$ » ( x ) < y z < $ f ( x ) 
g v o ^ o o d v o 7 

De même : 

ф » ( 
g 

< 
y l z l < i 

Par conséquent : 

x $'(x ) ^ x y z ^ x.y.z. ^ x.$'(x.), 
o g v o 7 o J o o 1J1 1 1 d v l 7 

ce qui implique - x^, et achève la démonstration. 

Corollaire 106 : Soient (^,u) un espace mesuré et ^ , 9 ) un triplet de fonc

tions conjuguées tel que y soit strictement convexe et derivable. Toute 

fonction f mesurable ^ 0 sur telle que J e^.(f) du ^ 1, peut se décom-
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poser sous la forme f = gh, avec : 

J*(g) du + ^ ( h ) du < 1 . 

Démonstration : Si a et p sont les fonctions données par le lemme 105, il 

suffit de poser : 

g(«>) = a(f(»)) ; h(<") = p(f(»)) • 

Propos ition 107 : Soient (Q,u) un espace mesuré et ($,<!>,9) un triplet de 

fonctions conjuguées. Les opérateurs de multiplication continus de L^ ( n,u) 

dans L (Q,p) sont exactement ceux qui sont définis par les fonctions de 

L 9 ( Q , u ) . 

Démonstration : Toute fonction de Young convexe est équivalente à une 

fonction de Young strictement convexe et derivable. On peut donc supposer 

9 strictement convexe et derivable, quitte à remplacer 4 par une fonction 

équivalente, ce qui ne modifie pas l'espace L ^ ( n , u ) . (On applique la propo

sition 104 b) et c).) 

Soit alors f une fonction mesurable ^ 0 sur ( Q,u), telle que T„ dé-
$ 

finisse un opérateur continu de L ( t ? (Q,u) dans L (0,u). Pour montrer que 

8 

f € L (0,u), il suffit de montrer qu'il existe une constante C telle que 

l'on ait pour toute fonction mesurable ^ 0 f̂ . sur ( n,u) : 

J e*(f*) du £ 1 =» Jff* du < C 

(cf. par exemple [ 3 o ] ) . 

Or, d'après le corollaire 106, on peut décomposer une telle fonc

tion f̂ . sous la forme : 
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f * = gh et J $ ( g ) du + J * 4, (h) du < 1 , 

donc en particulier : 

> ( g ) du < 1 ; j V ( h ) du < 1 . 

Par hypothèse, fh = T (h) appartient à la boule de rayon HT II dans 

L (^,u), donc : 

lT^irJ , f f* d u = I ( ~ ^ l T i h ) g du 

(
 f h 

K ÏÏT^ÏÏ 
) du. + . r $ ( g ) du ^ 2, 

ce qui prouve que f £ L (^,u). Inversement, il est évident qu'une fonction 

0 » $ « 
f £ L (^,u) définit un opérateur continu de (fl,u^ dans L ( Q , u ) , d'après 

la relation : 

**(xy) S i ( x ) + 9 ( y ) . 

Nous aurons besoin du lemme suivant : (Rappelons qu'une fonction $ est 

dite sous-multiplicative si l'on a pour tous x,y ^ 0 : $(xy) < $(x) $(y), 

et surmultiplicative si $(xy) > $(x) $(y) pour tous x,y > 0 . ) 

Lemme 1 0 8 : Soient $ et 9 deux fonctions de Young convexes, telles que 

x O ( x ) , x ^ e ( x ) . On pose $ = l ~ $ ^ , 0 j , et on suppose $ sous-multiplicative, 

9 surmultiplicative. On a alors, pour tout couple (x,y) : 

ф I —г*— ) 
fi l ( ä 

£ Ч У ) 
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Démonstration : Posons z = 6 ^(^(y)), soit ^(z) = $ ( y ) . 

On aura : 

* £ ) = sup - 9 ( u ) , 
y u > 0 L 7 J 

donc : 

Ч У ) Ф(|) = sup Ч У ) »(V> " 8 < Z ) E ( U )  

y u > o L
 y J 

^ sup $ (ux) - 6 ( z u ) 
u > 0 - J 

= S U p $ ( U ' - ) - e ( U ' ) = $ (*•) , ' 
u' > 0 L z J z 

ce qui démontre le lemme. 

Nous allons maintenant donner la définition des opérateurs cp-cylin-

driquement de type $ , $ et ^ étant deux fonctions de Young. Cette définition 

sera bien moins agréable que dans le cas des q-cylindriquement de type p | 

Soient (̂ ,u) un espace mesuré. E un espace quasi-normé, $ et ^ deux 

fonctions de Young telles que $ ^ 4> ' et u un opérateur linéaire continu de E 

dans L^(0 ?u). Nous dirons que u est -cylindriquement de type $ s'il existe 

une constante C telle que pour toute suite (x^,...,x n) de vecteurs de norme 

— 1 dans E, pour toute suite (a^,...,a j ) de réels ^ 0 telle que £(X.= 1, on 

ait : 

J *(a(«>)) du(œ) < C , 

où a(^) est la fonction définie par : 

/|и(х.) и! \ 

^ Ì M - * — J - 1 
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r 0 - 1 
L avec la convention — = 0 

Le théorème suivant est l'analogue du théorème 8 . Il est cependant 

incomplet, car nous ignorons si la réciproque est vraie : 

Théorème 109 : Soient $ et (J; deux fonctions de Young convexes telles que 

$ K < J > , et 9 = [$^.,4>]. On suppose $ sous-mul tipi icative, 9 surmultiplicative, 

et on suppose que 9 et e ^ vérifient la condition A 

Soient alors un espace mesuré, E un espace quasi-normé et u un 

opérateur linéaire continu de E dans L ( n , u ) . Si u est cp-cylindriquement de 

type $, il se factorise par L * ' e t 1 a multiplication par une fonction de 

L 6(n,u). 

Démonstration : Si ( a , x ) = (oc., , . . . , et ,x^,...,x ) est le couple d'un systè-\ > / v i ' n i n r 

me de réels ct^ — 0 tel que ^ a . = 1 et d'un système (x^,...,x n) de vecteurs 

de norme — 1 dans E , on notera a(^) la fonction définie par : 

(<X,x) 

/lu(x.)(œ)li 

^ a i * a W / = 1 -

V ( a , x ) / 

Par hypothèse, il existe une constante C telle que l'on ait pour tout 

système ( a , x ) comme ci-dessus : 

J $ (a(«0 ) du(«>) ^ C . 

(a,x) 

Désignons par K l'ensemble des fonctions g mesurables ^ 0 sur (0, JJ, ) 

telles que : 

j" «(g) dp Í c . 

1 4 0 



E S P A C E S D ' O R L I C Z 

/ 0 V / 
L'ensemble K est convexe, et compact pour la topologie tf(L ,L ) (Car 

0 

sous l'hypothèse faite sur e , l'espace L ( n , u ) est réflexif [8]). 

Pour chaque système ( c t,x), définissons une fonction F, x sur K 
\QC, X ) 

par : 

I u ( x . ) l 

F ( a , x ) ( e ) = c ~Zl « i Ф( — f - ) d u . 

L'ensemble des F, x est convexe, et chaque fonction F/ N est 
\0C j X ) yCCjX/ 

concave. 

De plus, posons : 

g(u)) = e"1 ( #(a(u)) )). 
( a , x ) ( a , x ) 

On aura : 

J 9 ( g a ; x ) d , - J * ( a a > x ) du S C , 

donc g^ ^ € K. D'autre part, d'après le lemme 108 : 

/ l » ( x . ) l \ / | и ( х . ) | \ 
4 Ы г ) s • b̂ -J-

d ' où : 

ф г п - Г 2 * " * Ф ( а « - х ) ~ ф ( а « > 
\ сх J X / 

d'où l'on déduit : 

F (g ) < 0 . 

a,x v & c t,x 7 

D'après le lemme 3, il existe une fonction g Q € K, telle que l'on ait 

pour tout système ( a,x) : 
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F

a > x
( ^ o ) 2 0 • 

et en particulier : 

* x e E, |;x|| < i =* r v|/ ( l u ( x ) 1 ) du < c , 
g o 

ce qui achève la démonstration. 

Comme dans le cas des fonctions t^, nous ferons maintenant le 

lien avec la théorie des applications sommantes et radonifiantes. Nous avons 

défini les applications ($,0)-sommantes au chapitre IV. Nous rappellerons 

maintenant la définition des opérateurs ($,$)-sommants. (cf.[l]) . 

Soient $ une fonction de Young convexe, E et F deux espaces de Banach 

et v un opérateur linéaire continu de E dans F. Nous dirons que u est ($,$)-

sommant s'il existe une constante C telle que l'on ait pour toute probabili

té A à support fini sur E : 

$ x(v(X)) < C . 

(Pour les notations $ a(p)> $ a ( u ) , voir le chapitre IV) 

On désignera par n^ ^ a plus petite constante C telle que la pro

priété ci-dessus soit réalisée. 

Proposition 110 : Soient E un espace de Banach, $ et v}/ deux fonctions de 

Young convexes telles que $ ̂  \}/. On suppose qu'il existe une constante C 

telle que l'on ait pour tout espace de Banach F et tout opérateur linéaire 
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v (\|/, O)-sommant de E dans F : 

71 (V) < C K (V) . 

Pour tout espace de probabilité ( Q , u ) , tout opérateur linéaire continu 

de E' dans L^(Q, u) est alors i|/-cyl indriquement de type $ . 

Démonstration : Soient ( Q,u) un espace de probabilité et u un opérateur 

linéaire continu de E' dans L^(Q,u) tel que ||u| < 1/C pour simplifier. 

Soient, d'autre part, ) un système de vecteurs de norme 1 dans E', 

et (a^,...,« n) un système de nombres réels > 0 tel que £ - 1. 

Considérons l'espace X = {l,2,...,n} et la probabilité v = Z sur X. 

Considérons d'autre part, l'opérateur v de E dans L^(X,v) défini par : 

v(x) (i) = ( < x,Ç. > ) . 

D'après le lemme 30, on a TT (v) - 1> donc d'après notre hypothèse 

TT (v) < C. 

L'opérateur u définit une probabilité cylindrique X de type $ sur E. 

D'autre part, d'après [l] v est ($,$)-radonifiant de E dans L^(X,v) (on 

supprime le bidual car L^(X,v) est de dimension finie | ) , et : 

$ x(v(X)) < C $*(X) = C llull < ,1 . 

D'autre part, v(X) est décomposéepar la fonction cp de Q dans L^(X,v) 

définie par : 

u> ^ ( u ( Ç . ) (a))) . 
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On a donc : 

$ 1(v(X)) < 1 , 

soit : 

J $ ( ||<p(«,)|| ) du ( t n ) < 1 . 

Or !'(p(u))|| est précisément la fonction a(a)) telle que : 

|u(x.) (u))| 
s ai * ( — ) = 1 • 

On a donc prouvé que u est \|/-cyl indriquement de type $. 

Proposition 111 : Soit $ une fonction de Young convexe telle que x ̂  $(x). 

Si E et F sont deux espaces de Banach et v un opérateur linéaire 1-sommant 

de E dans F, on a : 

jr _ (v) < (v) . 
$• $ 1 

Démonstration : Soit X une probabilité à support fini sur E, telle que 

•î'c 
§^(X) < 1. Réalisons X par un opérateur linéaire u de E' dans un espace 

( Q , u ) . Soit f une fonction de L ^ f ( Q , u ) . Considérons l'opérateur © u 

1 

de E' dans L ( Q , p ) . Il définit une nouvelle probabilité X^ sur E, telle 

que : | | x f | | * = ||T f. u|! s ||Tf|! ||u|| * |'Tf|| . 

L'image v(X) de X sur F est décomposée par une application cp de Q dans 

F. Evidemment pour chaque f l'image de X^ est décomposée par ftp. Puisque v 

est 1-sommante, on aura : 
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i M X ^ H j = J |f| licpll d|i < ^ ( v ) < * f l < |;T f|| ^(T) . 

Il est c la ir que la norme de T f comme operateur linéaire de L (f},u) 

dans L*(Q,u) est égale à la norme de f comme forme linéaire sur 

L^(Q,u). L'inégalité ci-dessus s 'écri t encore : 

* f , |;Tf;, < 1 => | < f , ||<p|! > ] < ^ ( v ) , 

ce qui prouve que la norme de ||(p|| dans L̂ (G, u), c 'est-à-dire aussi la norme 

de (p dans L^(Q,u,F), est majorée par TZ^(V) . Cette norme de cp est encore 

égale à $^(v(X)), et finalement : 

$ 1(v(X)) < TT1(V) $*(\) , 

ce qui achève la démonstration. 

Remarque 112 : On pourrait, en ut i l isant la proposition 107, généraliser 

la proposition 111 de la façon suivante : s i $ et t sont deux fonctions de 

Young convexes, t e l l e s que § ̂  vj/, tout opérateur l inéaire (§,$)-sommant est 

aussi (\|/,\|/)-sommant. 

Théorème 115 : Soient $ et \}/ deux fonctions de Young convexes t e l l e s que 

f ̂  \}/, et soit 0 = [$^.,\|/]. On suppose $ sous-multiplicative, 0 surmultipli

cative, et on suppose que 0 et 8„ vérifient la condition A . 

Soit d'autre part E un espace de Banach tel que tout opérateur linéaire 

(\|/, 0) -sommant de E dans un espace F quelconque soit 1-sommant. Tout opérateur 
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linéaire continu de E 1 dans un espace L^(Q,U), où u est une probabilité, se 

factorise alors par L (Q,u) et la multiplication par une fonction de L (ft,u). 

Démonstration : On se ramène à un énoncé avec constantes par une technique 

standard. Alors, d'après la proposition 111, i l existe une constante C te l l e 

que pour tout espace de Banach F et tout opérateur l inéaire v (vj/, 0)-sommant 

de E dans F, on ait : 

я. _(v) < С я (v) . 

D'après la proposition 110, tout opérateur l inéaire continu de E 1 dans 

un espace L^(Q, u), où u est une probabilité, est \}/-cylindriquement de type 

$ . On achève en appliquant le théorème 109. 

Indiquons une méthode possible pour sort ir du cadre des fonctions 

convexes. Tout d'abord i l est à peu près évident que l'on peut formuler le 

théorème 109 pour une famille de fonctions (f^)^ ^ j de L^(Q,u), au lieu de 

considérer un operateur l inéaire a valeurs dans L (Q ,u) . Si $ et \|/ sont deux 

fonctions de Young comme dans le théorème 109, et s i (f^)^ ^ T

 es"t u n e fa

mille d'éléments de L^(Q,u) t e l l e que : 

¥ (a . ) e ] R ( I ) , s = 1 , J $(a(o))) d|i(a)) <; C , 

(où a(w) est la fonction définie par : 

|f .((!)) | 

E U . l * ( a(Ui} ) = 1 ) , 

Q 
i l existe une fonction g 6 L (Q,u) t e l l e que l'on ait pour tout i € I : 

J * ( —p-) du <, C . 
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Soient maintenant $ et vj/ deux fonctions de Young, telles que f 4 non 

nécessairement convexes. Supposons qu'il exiabe p 6 ]0,1] tel que les fonc

tions : 

S ( t ) = $ ( t 1 / p ) , 

V ( t ) = v | / ( t 1 / p ) 

soient convexes, et vérifient lés hypothèses du théorème 109. Soit alors 

(fj,K ^ j une famille de fonctions de L ^ ( Q , u ) , telle que : 

¥ (a.) € 1 R ( I ) , Z | CE . | = 1 , f $ (a(u))) du(u» < C , 

où a(^) est la fonction définie oar : 

I f лиц 
a ( a O 

) = 1 . 

Posons pour chaque i £ I = |f^|^. On vérifie immédiatement que : 

¥ (a.) Ç ] R ( I ) , E ||cr. | = 1 , f $ ( b ( a ) ) ) d u ( a O < C , 
i i j p 

où b(u)) est la fonction définie par : 

I ^ p ( 
g. (ш) 

bUi) = 1 . 

Par conséquent, en posant 9 ^ = [$p-»-> ̂ p ]» il existe une fonction 

h £ L P ( Q , u ) telle que l'on ait pour chaque i 6 I : 

r \|/ ( -T7 ) du < C . 
p h 
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Soit encore, en posant e(t) = 9 P (
T P ) > g(t) = ( h ( t ) ) 1 / / p : 

e P
 | f i ' 

g € L U ( Q , u ) , ¥• i € I J vj/ ( - j - ) du < C , 

ce qui constitue le théorème de factorisation voulu pour $ et \f/. On voit 

que 9 se calcule directement à partir de $ et \J/ par la formule : 

9(z) = sup ( $(yz) - v|/(y)) . 

y > 0 

En utilisant la transformation $ -* on voit encore que les opéra-

\U, $ / 

teurs de multiplication de L (Q,u) dans L (Q,u) sont donnes par les 

fonctions de L ( Q , u ) . 

L'hypothèse que §(t"^ P) est convexe pour un p € ]0,1] est assez natu

relle : en effet, si B ^ ( 0 + ) = 0, l'espace L ^ ( Q , U ) est quasi-normable, donc 

p-normable pour un p G ]0,1] . On sait alors [13] qu'il existe une fonction 

$^ ~ §, telle que §^(t*^ p) soit convexe. 
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XI. Questions et problèmes. 

Dans ce chapitre, nous indiquerons quelques questions et pro

blèmes relatifs à notre travail, mais nous rappellerons aussi des problèmes 

posés par différents auteurs, et qui sont plus ou moins en rapport avec no

tre travail. 

114 Dans tout ce qui précède, nous avons travaillé avec des opérateurs 

1inéaires u q-cylindriquement de type p d'un espace quasi-normé E dans un 

espace L P ( Q , u ) . Il est cependant frappant de constater que seule l'applica

tion x -» |u(x)| intervient dans la définition des q-cylindriquement de type 

p, et cette application n'est pas linéaire | Quelle est donc la bonne géné

ralisation non linéaire de notre travail ? (Cela est peut-être en rapport a-

vec une généralisation non linéaire de la théorie des applications radoni-

fiantes). 

A ce sujet, on pourrait s'intéresser à la notion d'opérateur superlinéaire 

introduite par Nikishin dans [19]. 

115 Peut-on supprimer l'hypothèse d'approximation dans tous les énon

cés où elle est apparue ? 

116 Désignons par L^(E,L P(Q,u)) l'espace des opérateurs q-cylindrique

ment de type p d'un espace quasi-normé E dans un espace L P ( Q , U ) . 

Si L^(E,L P(Q,u)) est un sous-espace fermé de L ( E , L P ( Q , u ) ) , a-t-on nécessai

rement : 

L Q ( E , L
P ( Q , u ) ) = L ( E , L P ( Q , u ) ) ? 
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(La réponse est positive si l'un des deux espaces vérifie l'hypothèse d'ap

proximation, en particulier si p > 1 ou si u est purement atomique.) 

Une réponse positive à cette question donne une réponse partielle au 

problème 115. En effet, L^(E,L P(Q, u)) ^ L(E,L P(Q,u)) implique que pour tout 

N, on peut trouver un opérateur u G L (E,L P(0,u)) tel que C (u) > N , 

q p,q 

|ju|| < 1 : or c'est exactement ce dont on a besoin pour faire la démonstra

tion du théorème 84, 

117 Soient E un espace de Banach ex G un espace quasi-normé. 

Supposons que : 

¥ F , T T (E,F) = '! | Q(E,F) . 

Peut-on en déduire : 

"TT _(E <g> G,F) = TT" r ( E 0 G,F) ? 
q, G o, (J 

(C'est ce que nous avons prouvé au corollaire 86 lorsque q < 2, et lorsque 

G est un espace de Banach. Cependant notre méthode semble peu directe et peu 

naturelle.) 

118 L'espace L q(X,v) est-il de type p lorsque 1 < p < 2 < q < œ ? 

119 Si u est un opérateur nucléaire à valeurs dans L^(X,v), 2 < q < 

u est-il 0-sommant ? (Une réponse positive à cette question implique que 

L^(X,v) est de type 1, cf. n° 118). Plus généralement peut-on caractériser 

les espaces F tels que tout opérateur nucléaire à valeurs dans F soit 0-som

mant ? Est-ce la classe des espaces de type 1 ? 
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120 Si u est un opérateur p-sommant, et v un opérateur q-sommant, 

, l'opérateur v© u est-il 0-sommant lorsque — + — > 1 ? 
P q 

(Question posée dans Studia Math. 38 (1970).) 

Par exemple soit v un opérateur q-sommant (q < oo) de 1*" dans un espace 
œ 1 

de Banach F, et soit a un operateur diagonal de 1 dans 1 . L'operateur vo a 

es t - i l 0-sommant ? En termes d'opérateurs q-cylindriquement de type p, cela 

pose le problème suivant : soit u un opérateur continu de 1̂ " dans un espace 

iP (Cl, p), 0 < p < 1, et a un opérateur diagonal de 1°° dans 1*. L'opérateur 

uo a e s t - i l q-cylindriquement de type p pour tout q < œ ? 

(Une réponse positive à cette question implique une réponse à la pre

mière question du n°119, car tout opérateur de 1* dans L^(X,v) est p-sommant 

pour tout p > q.) 

121 Peut-on caractériser les espaces de Banach de type p ? (Pour que 

E soit de type p, une condition nécessaire est que l'on ait pour tout quo

tient G de E' : 

¥• F , 77p(G,F) = TT 0(G,F) . 

Est-ce suffisant ? ) 

122 Soit E un espace de Banach. Les conditions suivantes sont-elles 

équivalentes : 

a) E possède la propriété d'Orlicz (c 'est -à-dire que pour toute série 

(x^) inconditionnellement convergente dans E, £ ll x

nll^ < + °°.). 

2 € I_, . 

c) E est de cotype 2. 
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[ On a c) => b) d'après le théorème 93, b) => a) d'après le corollaire 25. 

Nous pouvons démontrer que b) => c) lorsque E possède une base incondition

nelle] . 

Le problème de l'équivalence b) c) est identique au problème suivant: 

s i 2 € I„ , a-t-on 2 £ I _ ? 
E 1 2(E) 

En effet, on vérif iera facilement qu'un espace E est de cotype 2 s i et 

seulement s i 2 £ I 
1 J(E) 

123 Soit E un espace de Banach. Considérons les propriétés suivantes : 

a) E et E' vérifient la propriété d'Orlicz (cf. n°122). 

b) 2 € I E et 2 6 I E , • 

c) E et E' sont de cotype 2. 

Chacune de ces propriétés implique-t-elle que E soit hi lbert isable , 

c 'est -à-dire isomorphe à un espace de Hilbert ? 

124 Si un espace de Banach E est plongeable dans un espace L°(Q,u), 

e s t - i l également plongeable dans un espace L*(X,v) ? (Question posée par 

S. Kwapien dans Studia Math 38) 

125 L'espace l 2 ( l * ) e s t - i l plongeable dans un espace L°(Q,U) ? (Si 

oui, cela fournit un contre-exemple à la question 124 car on peut montrer 
2 1 1 que 1 (1 ) n'est pas plongeable dans un espace L (X,v).) 
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1 2 6 A-t-on : 

¥ E T T p(E,L
r) = T r q(E,L

r) lorsque 2 < r < p < q < œ ? 

(Problème posé par A. Pietsch dans [ 2 2 ] ) . 

D'après le théorème 2 8 , ce problème est équivalent au suivant : si u 

est un opérateur linéaire d'un sous-espace d'un espace dans un espace 

L , u admet-il la factorisation : 

S 3 g > S > L r . 

q * p 

1 2 7 Soient E et F deux espaces de Banach, et u un opérateur linéaire 

continu de E dans F. Désignons par I l'ensemble des réels q > 0 tels que : 

¥ G , ¥ v £ "TT (F,G) , vo u £ Tt^(E,G) . 

Y a-t'il une bonne généralisation de l'étude du chapitre VIII ? (notam

ment pour le théorème 8 4 . ) 

1 2 8 Si (X r) est une série inconditionnellement convergente dans un es

pace L°(Q,u), la série S X n est-elle convergente lorsque les coefficients 

(c n) sont bornés ? 

Dans l'index terminologique, les termes commençant par un symbole 

sont classés d'après l'orthographe de ce symbole. Par exemple : 0 comme 

zéro, \J/ comme psi,...Le même principe est adopté pour l'index des notations. 
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Addendum 

Un certain nombre de résultats de cet art ic le concernant les 

opérateurs l inéaires à valeurs dans un espace L°(Q,u) (chapitres II,IV et 

VI) sont plus faibles que ceux d'un art ic le de E.M. Nikishin [34], anté

rieur à notre a r t i c l e . Par exemple, dans le théorème 68 de notre ar t i c l e , 

on peut préciser d'après [34] que tout opérateur l inéaire continu de Lr(K,x) 

dans L°(K,x)> invariant par translation, est de type faible ( r , r ) lorsque 

0 < r ^ 2. Plus généralement, Nikishin prouve dans [34] que tout opérateur 

l inéaire continu d'un espace L r (X,v) dans un espace L°(f2,u) (u étant une 

probabilité) se factorise par l'espace Ar(Q,u) des fonctions mesurables f 

t e l l e s que sup c r u j | f | > c} < °°, lorsque 0 < r ^ 2. 
0 < c < 0 0 

Par a i l l eurs les résultats de [34] permettent de donner une nou

velle interprétation des propriétés des opérateurs (p,q)-sommants, cf. [33J. 

Plusieurs questions du chapitre XI ont été résolues. Dans le problè

me 117, i l est faux que 2 £ I„ implique 2 € I en général. Une démonstra-
ÏL IL, là 

tion plus simple qu'au corollaire 86 du fa i t que q € I => q 6 I pour 

q < 2 résulte de [33]. 

La réponse au problème 118 est oui. Plus généralement, G. Pisier 

a montré dans [35] que s i un espace de Banach est de type q, i l est aussi 

de type p pour 0 < p ^ q ^ 2. 
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Une réponse au problème 121 dans le cas p = 1 a été donnée par 

G. Pisier dans [36] : un espace de Banach E est de type 1 s i et seulement 

s i i l ne contient pas de 1* uniformément, ce qui veut dire d'après le 

théorème 92 que T T ^ G . F ) = T Ï ^ ( G , F ) uniformément pout tout F et tout quo

tient G de E ' . 

Par a i l l eurs le théorème 92 est précisé par les résultats de [32 j et 

de l'annexe de [ l 8 j . 

La réponse à la question 125 est négative (communication de 

H. Rosenthal). Enfin, la réponse au problème 128 est affirmative, et est 

donnée dans [3 l ] . On y trouve aussi une autre démonstration du corollaire 91 

de cet a r t i c l e . 

[3l] B. Maurey et G. Pisier Un théorème d'extrapolation et ses 
conséquences, C.R.A.S. t 277 p.39-42. 
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p.1673-1676. 
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SUMMARY 
This paper studies some properties of factorization for bounded 

linear operators from a Banach space E into a space L P (Q,u) , 0 ^ p < -i ». 
A characterization i s given for operators which admit a factorization in the 

following manner : 

u 1 T 
E Lq(Q,u) £_»L P(Q , u ) , 

where u„ i s a bounded linear operator, and where T i s the multiplication 1 F g F 

operator defined by a function g £ L , l/p = l/q + l / r . We treat the 

connection of these results with the theory of absolutely summing and 

radonifying operators. We introduce a class of spaces, namely spaces of 

t v P e <1> 0 < °L £ 2, f ° r which every bounded linear operator with range in 

a space L P(Q,U), 0 ^ p ^ q, i s factoring through L Q(Q ,u) in the sense 

defined above. It i s also shown that every bounded linear operator from 

a space L°° into a space L P(Q,U), 0 ^ p < 2, i s factoring through L 2(Q,U) 
(though L°° i s not a space of type 2) . We give an application of this 

result : if (X ) i s a sequence of random variables such that 2 c X n * n n 
converges in probability for every bounded scalar sequence (c ) , the series 

E X / Logn i s almost surely convergent. 
n;>2 n 
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