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REGULARITE DE CERTAINS ESPACES DE DISTRIBUTIONS 

par 

Pierre BOLLEY M 

[Université de Rennes] 

§ •. L'objet essentiel de cette étude est le problème suivant : étant donnés 

un ouvert Q de (Rn, des opérateurs différentiels P̂ ,...,P d'ordre < m et un 

entier k de Z, à quelles conditions toute distribution T de â)'(ft) telle que 

P̂ T appartienne à l'espace de Sobolev H (fi) pour &=1,...,N appartient à 

l'espace de Sobolev H m f̂fi) ? On donne une condition nécessaire et suffisante 

sur le système des opérateurs P̂  pour £=1,...,N pour qu'il en soit ainsi. 

C'est la condition nécessaire et suffisante de coercivité des formes sesqui-

linéaires, intégro-différentielles, formellement positives construites à 

partir des opérateurs P̂  pour &=1,...,N, donnée par N. ARONSZAJN [Y] ; on 

retrouve en particulier que cette condition est suffisante, (cf : § 1]. Cette 

étude se généralise à des formes intégro-différentielles, formellement posi

tives et dégénérées sur le bord de l'ouvert, (cf : § II). On donne aussi 

quelques résultats de régularité pour des systèmes de distributions ; comme 

corollaire, on obtient une généralisation de l'inégalité de Korn pour le 

système de l'élasticité, (cf : § III). 

Plusieurs prolongements peuvent être donnés à cette étude ; une 

publication plus complète et plus détaillée sera faite ultérieurement. 

Enfin, signalons que ce problème de régularité a été en partie 

abordé i en voici deux exemples classiques : 

(*0 Ce travail a été fait en collaboration avec Jacques Camus. 
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REGULARITE DE DISTRIBUTIONS 

- J. DENY et J.L. LIONS [V| donnent plusieurs caractérisât ions des 

ouverts fi pour lesquels toute distribution T de S) '(fi) telle que DaT appar-
2 2 tienne à L (fi) pour | ot [ = 1, appartient à L (fi). 

- N. ARONSZAJN et K.T. SflITH [d] donnent le résultat suivant : soient 

fi un ouvert borné ayant la propriété du cône strict, P^Ç) pour £=1,...,N 

des polynômes homogènes de degré m à coefficients constants n'ayant pas de 

zéro complexe commun autre que • ; alors toute distribution T de L̂ (fi) telle 

que P̂ T appartienne à L2(fi) pour £=1,...,N, appartient à Hm(fi). (lais il faut 

remarquer que, a priori, T possède une certaine régularité : T est une dis

tribution de LZ(fi). 

Ces résultats montrent que le problème a été abordé de deux manières 

différentes : dans [4] le système d'opérateurs étant fixé, on cherche des 

conditions sur l'ouvert fi, alors que dans [l], [6j l'ouvert fi étant fixé, 

on cherche des conditions sur le système d'opérateurs. C'est ce deuxième 

point de vue que l'on adopte dans cette étude. 

§ I. Dans ce qui suit, fi est un ouvert borné de \Rn, fi étant une variété à 

bord de classe C de bord r. 

Etant donné un entier m de (M, on considère N opérateurs différentiels 

P = P (xjD) pour £=1,...,N d'ordre <_ m à coefficients dans C (fi). La partie 

principale d'ordre m de P̂  est notée P̂  . 

Théorème 1 : avec les notations précédentes, les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

( i ) il existe un entier k de S. tel que {Té 2) '•[«) ; P̂ T é HK(fi), £=1,...,N} 

coïncide avec Hm+^(fi). 

Cii] pour tout entier k de {Té2) ' (fi) ; P̂ T £ HK(fi), £=1, . . .,N} coïncide 

avec H (fi J . 
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(iii) le système des opérateurs pour £ = 1 ,...,.'<! vérifie les conditions : 

[A] pour tout x appartenant à fi, pour tout £ appartenant à 'Rn-{o} on a : 
N 2 
E |PJCx;Ç)| / •. 
£ = 1 
(B) pour tout x appartenant à r, pour tout Ç appartenant à Cn - {o} 

de la forme £ = £ + T£2 avec £ appartenant à fR
n et tangent en x 

à T, Ç_ vecteur normal unitaire en x à T et x appartenant à C, on a : 
N 2 
E |P; (XJÇ]| / • . 

Donnons tout de suite un exemple qui fournit une caractérisât ion 

intéressante de l'espace de Sobolev Hm(fi] : 

Hm(fi) = {T^S'lfl) ; Dm T £ L2(fi) i = 1 (n}. 
î 

Remarque 1 : 
si les opérateurs P̂  sont à coefficients constants, le système des 

conditions (A) et C B 3 est équivalent à la condition unique : 
n N 2 

(C) pour tout £ appartenant à ( - {o}, on a E | P' (£ ) | ^ 0. 
£ = 1 1 

Démonstration du théorème 1 : 

•X- les conditions (A) et [B] sont suffisantes : 

Plus précisément, on va montrer que si les conditions (A) et (B) 

sont vérifiées, l'espace {T6©' (ftj ; P J £ H1^ (fi ]7 £ = 1 , . . . ,l\l} coïncide avec 

Hm+^(fi) pour tout K appartenant à H. 

La démonstration est basée sur une méthode de dualité faisant 

intervenir un opérateur elliptique dégénéré. 

On se donne une fonction CP de classe C de P dans (R telle que : 
fi = {x € IRn ; Cp (x) > o} 

r = {x( ÎRn ; i£> (x) o} 

grad (-p (x) ï 0 pour x appartenant à r, 
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où grad y(x] est le vecteur gradient associé à (x). On note P* = P*(x;D) 

l'opérateur adjoint formel de . Pour h appartenant à (N, on considère l'opé

rateur L défini sur fi par : 
N 

Lu(x] = L(xjD) (u(x]} = I P*(xjD) {^(x) P0(x;D] {u(x]}} 
£ = 1 1 36 

et l'espace de Sobolev avec poids ̂ m + h ^ défini par : 

..2m+hr̂ . r „ ,2,^. n 2m+h ^ ,.2m+h r_. -, W 0 , (fi] = lu £ L (0) j u £ H (fi]} 2m+h 
et muni de la norme canonique. 

En supposant que le système des opérateurs P̂  pour &=1,...,N 

vérifie les conditions (A] et (B], on déduit de Js\ que l'opérateur L est 

un opérateur à indice de W^m+h^ d a n s H^CŒ). ̂ a r suite, L est un isomorphisme 

algébrique et topologique de l'orthogonal H dans ̂ 2m+h^ ^U n o^ a u d e dans 

ôm+l~'(fi)» muni de la norme induite par celle de Ŵ m+!](fi), sur un sous-espace 2m+h 2m+h 
M fermé et de codimension finie p dans Ĥ (fi), muni de la norme induite par 

celle de Ĥ Cfi). Il existe p fonctions de (fi], soient . . •, , telles o T 1 » p 
que : 

Ĥ (fi] = M © C ^ © . . . © C vp . 

De là, on déduit que l'espace L (£)(fi] A H] © t ^ 1 ffi .. . ffi C f 

est dense dans Ĥ (fi]. En conclusion, on a construit un sous espace particulier 

de 5)(fi] qui est dense dans Ĥ (fi). On va voir que ce sous espace est fondamen

tal pour démontrer que si les conditions (A] et (B] sont vérifiées, alors pour 

tout entier k de TL, {Tt£'(fi] ; P£T €. H
K(fi], £=1,...,N} coïncide avec Hm+K(fi], 

En effet, supposons tout d'abord k <_ -m et soit T appartenant à '(fi] 

tel que P̂ T appartienne à H (fi] pour &=1,...,N. On va démontrer que T appar

tient à H^+m(fi] dual de H ̂  m(fi). Pour cela, on introduit l'opérateur L précé

dent et correspondant à h = -k-m. 

Soit <J) = Lu + Z i avec u appartenant à ot> (fi] O H et X.̂  appar-

tenant à (£ pour i=1,...,p. On forme : 
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<T, o> D, (u)xD(g) = N l=1< Pl T, m-k plu> D (g)xD(h) + + P i=1 hi< Tf1>D, (g)x D(g) 

Il existe une constante C. > 0 telle que : 

<T, oQ, vxD(g) > C1 N l=1 gm-k Plu -k P i=1 hi 

D'après les propriétés de l'espace W m (̂fi], il existe une constante 
m-K 

C ? > 0 telle que : 

I < T-*>fi>.ca)xg)(a)l ̂ c 2 (NI m- k f o l

 + .\ U±IJ 

IAJ l S/ J 1 = 1 

Comme L est un isomorphisme de H sur M, il existe une constante 

C Q > 0 telle que : 

l< ^aWnlxfl) (0)1 i C3 Cll L uI-m-K f o l

 + .\ lXil] 

H Ifi J 1-1 

D'après la décomposition de H Q

m (fi], il existe une constante Ĉ  > 0 

telle que : 

1^'^ S'(0)xîD(Q)l ± C

4H*II -m-k
 1 

o 
D'où l'on en déduit que T appartient à Hm+K(fi). C'est ce qu'on 

voulait. Lorsque k > -m, on procède par récurrence pour démontrer que DaT 

appartient à L (fil pour |a| <_ m+K. 

Remarque 2 : de façon générale, la méthode de dualité introduite précédemment 

permet de résoudre des problèmes de régularité du type étudié ici dès qu'on 

sait associer à l'ouvert fi et au système d'opérateurs pour &=1,...,N, un 

opérateur L convenable. Donnons un exemple où l'ouvert fi n'est pas régulier : 
2 

dans 1R soit un ouvert fi borné dont la frontière est formée d'un nombre fini 

d'arcs réguliers tels qu'en chaque point de raccord de ces arcs, les tangentes 

soient distinctes ; alors pour un tel ouvert, on montre que l'espace 

{TeS>'Cfi) ; D±T e H~
1(fi), i=1,2} coïncide avec l_2[fi). Mais il faut bien 

remarquer que si l'on supprime l'hypothèse faite sur les tangentes on n'est 

plus assuré de ce résultat. 
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les conditions (A) et (B) sont nécessaires. 

Plus précisément, on va montrer que s'il existe K appartenant à TL 

tel que l'espace {TfrJ'(fi) ; P̂ T éHk(fi) £=1,...,N} coïncide avec Hm+k(Q) 

alors les conditions (A) et (B) sont réalisées. 

En effet, s'il existe k appartenant à 7L tel que l'espace {TéS'CŒ) i 

P„T € Ĥ (fi) £=1,...,N} coïncide avec Hm+k(fi), il existe une constante C, >• & K 

telle que pour tout T appartenant à Hm+^(fi) on ait l'estimation a priori 

suivante : 
N 

IItII M + k < c k ( Z ||P,T|| k • |T| K ) 
H™ K(fi) K ¿ = 1 36 HK(fi) HK(fi) 

De là, on déduit que la forme intégro-différentielle a définie sur 

H (fi) x H (fi) par : 
N t 

a(u,v) £ I Da P u(x) Da P v(x) dx 
|a|=K * = 1 l 

est coercive sur Hm+I<,(fi) (relativement à L2(fi)) au sens de N. ARONSZAJN QfJ , 

où K = sup (o,k). De la condition nécessaire de coercivité donnée dans [l] , 

on déduit que les conditions (A) et (B) sont vérifiées. 

Ce qui termine la démonstration du théorème 1. 

Remarque 5 : 

Comme on vient de le montrer, l'étude de la régularité de l'espace 

{TÉ$'(fi) i P%1 É H
K(fi), £=1,...,N} est étroitement liée à l'étude de la 

coercivité d'une certaine forme intégro-différentielle. Regroupant les résultat 

obtenus précédemment, on obtient : 

Théorème 2 : pour tout entier k de 2, les conditions suivantes sont équiva

lentes : 

(i) l'espace [Té$'(fi) ; P£T £ H
K(fi), £=1,..,,N} coïncide avec Hm+K(fi). 
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N r 
( ii ) la forme a(u,v) = E I D P u. D P v dx est coercive sur 

|a|=K £=1 jfi x * 

Hm+lSft) (relativement à L2(fi3) où K = sup (o,k). 

(iii) les conditions (A3 et (B3 sont vérifiées. 

Rappelons que l'on a montré que (iii) entraîne (i) par la méthode 

de dualité associée à un opérateur L elliptique et dégénéré, que (i) entraîne 

(ii) par une estimation a priori et enfin que (ii) entraîne (iii) par la 

condition nécessaire de N. ARONSZAJN [l] . Remarquons que l'on retrouve, sous 

des hypothèses de régularité convenables, la condition suffisante de 

N. ARONSZAJN (jj par une méthode totalement différente. 

§ II. On utilise les notations du § I. La méthode de dualité introduite 

précédemment permet d'étudier la régularité de l'espace (Tf:9)'(fi) }i^r 

TC H (fi), £=1,...,N} où k est un entier de IL et r un nombre réel, et 

permet de retrouver la condition suffisante de coercivité de formes intégro-

différentielles, formellement positives, dégénérées sur le bord de l'ouvert 

fi donnée dans [2] . 

On ne donne ici qu'un seul théorème : 

Théorème 3 : pour tout nombre réel r >_ o, les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

( i ) l'espace {T̂ S)'(fi) ; Cj>r P̂  T £ L 2 (fi ), £=1,...,N} coïncide avec 

lAfl) = (TeSWfi) ; ifT DaT e L2(fi), |et| <_ m} 
N f 2r 

(ii) la forme a(ujv) = Z cP (x) P u(x) P v(x) dx est coercive sur 
¿=1 jfi * 1 1 

Wm(fi) (relativement à W°(fi)). r r 

(iii) les conditions (A) et (B) sont vérifiées. 
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5 III. On donne maintenant quelques résultats de régularité pour des systèmes 

de distributions comme corollaire du théorème I ; pour cela, on se limite à 

des opérateurs différentiels à coefficients constants. 

Soit fi un ouvert borné deiRn, fi étant une variété à bord de classe 

C°°. Soient = P̂ (D) pour i=1,...,N , j=1,...,N des opérateurs différentiels 

à coefficients constants d'ordre m . On note la partie homogène d'ordre 

m. de P"?. 
J i 

Théorème 4 : les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i ) il existe un entier k de Z tel que 1'-espace : 
{(T ,...,T ) e (S)'(fi))M, z pi T.eHK(fi), i=i,...,N} 

i=1 1 J 

M m1 + k coïncide avec II H [fi). 
j = 1 

(ii) pour tout entier k de Z, l'espace : 
M 

{(T^...,^) € (» '(fi)) , £ P3

± T.<z H
K(fi), i=1,...,N> 

M m.+k j = 1 

coïncide avec II H J (fi). 
j=1 

Ciii) le système des opérateurs P̂  pour i=1,...,N et j=1,...,M vérifie 

la condition suivante : 

(D) pour tout £ appartenant à Cn - {•}, le rang de la matrice 

CP_!j(Ç))i = 1 N est égal à N. 
j=1 N 

Pour terminer, on donne une généralisation de l'inégalité de Korn : 

Théorème 5 : pour tout entier k de 2, pour tout CT^,...,T ) appartenant à 

CS'[fi)Jn tel que D^T^ + Dj Ti appartienne a Ĥ (fi) pour 1 < i, j < n, on a : 

k+1 
( i ) Tj appartient à H (fi) pour j = 1, .. . ,n 

S II T H k +1 1 CK C * HDiTi + Di TiH k + * l T J k 3 

(où C est une constante indépendante de (T.,..,,T )). 
K I n ' 
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Grâce à un système d'opérateurs introduits par DE FIGUEIREDO [5], 

ce résultat peut être amélioré sous la forme suivante : 

étant donnés des nombres complexes a| pour i=1,...,n-1 et j=1,...,n 

on a : 

Théorème 6 : pour tout entier k de 2, les conditions suivantes sont équiva-
1 
lentes : 

(i) pour tout (T̂ ,...,T ) appartenant à (3S'(fi))n tel que DT. pour 
n î n h 

j = 1,...,n et ( E A. D ) C E A. T ] pour i=1,...,n-1, appartiennent 
j=1 3 h=1 

à H ta), on a : 

k+1 
13 7\ appartient à H (fi) pour j=1,...,n 

2) 2 ||T || 1 C ( E H D T H 

j=1 3 H K n(fi) K j = 1 J J HK(fi) 

V ||( E \{ D ) ( E Aj T )|| + E || T || ) 
i=1 j=1 J h=1 H (fi) j=1 J H (fi) 

(où C. est une constante indépendante de CT„,...,T )) K I n 

(ii) les mineurs de la matrice (Â ). . sont tous non nuls. 
1 j=1 , .. . ,n 
i=1,...,n-1 
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