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SUR. LES PERTURBATIONS ANALYTIQUES

par

Martin ZERNER

Université de Nice

Les opérateurs différentiels dont il va &tre question sont (malheureusement)

& coefficients constants sur R/ .

DEFINITION 1.- Nous appellerons perturbation analytique la donnée d'un voisinage

connexe A de O dans € et d'une application qui
pondre un polyndme Pz dont les coefficients soient
sur A et que se vérifie la condition :

(a) I1 existe un voisinage ouvert Q de l'origine

Z+ E, holomorphe sur 4 & valeurs dans D(Q) et

Yzea Pz(a/ox)Ez =5 .

On connait les deux résultats suivants. Si les

4 tout Z € A fasse corres-

des fonctions analytiques

£

dans R” et une fonction

telle que :

coefficients de PZ sont

analytiques en 2 et les opérateurs différentiels Pz(b/bx) sont également forts
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au sens de HORMANDER [1] alors 2 - PZ définit une perturbation analytique
(ZERNER [1]). D'autre part, si on renforce la condition (A) en exigeant que
Q soit :ml tout entier, la condition d'égale force des Pz(b/bx) devient néces-
saire (TREVES [1]).

L'objet de cette communication est de donner une condition nécessaire en
gardant son caractdre local & la condition (4).

Dans la suite & sera une forme linéaire non nulle sur iRz et a un vec-
teur n'appartenant pas au sous-espace :
No=b s @ =0) .
DEFINITION 2.- Une distribution T est semi-régulidre par rapport & & sur un
ouvert w , si elle vérifie au voisinage de chaque point de w la condition sui-
vante dont on sait (SCHWARTZ [1]) qu'elle est indépendante du choix du vecteur a :

pour tout @ appartenant & cﬁ(Né), la distribution :‘[ T(at+y) o(y) dy
N
g

est une fonction indéfiniment différentiable de t .

(Ici et dans la suite j'utilise la notation intégrale, abusive mais commode, pour

les distributions et les noyaux—distributions)
DEFINITION 3.- L'opérateur différentiel P est hypoelliptique en § si toute
distribution T est semi-réguliére par rapport & § sur tout ouvert ou PT est
semi-régulidre par rapport & & .

Le résultat suivant est un cas particulier, d'ailleurs trés facile, de
GARDING et MALGRANGE [1] (cf. TREVES [2] ch. 8).

PROPOSITION 1.— Pour que 1'opérateur différentiel P(3/0x) soit hypoelliptique

en & il faut et il suffit que dans le polyndme en <t P(1E+n), le coefficient
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du terme de plus haut degré soit indépendant de 1 .

Une application de la méthode classique de la parametrix donne :
PROPOSITION 2.- S'il existe un voisinage ouvert Q de 0 dans IBZ et une dis-
tribution E sur Q semi-régulidre par rapport & & en dehors de O telle que :

POO/OX)E =6 ,

alors P est hypoelliptique en § .

(I1 est clair que réciproquement, si P est hypoelliptique en & toute
solution élémentaire est semi-régulidre en dehors de 1'origine,)

La proposition suivante va utiliser le concept d'ensemble polaire de la thé-
orie du potentiel. Pour nos besoins, il suffit largement de savoir que dans ¢
un sous-ensemble de longueur non nulle dans un arc rectifiable est non polaire
(a fortiori un ensemble de mesure non nulle est non polaire).
PROPOSITION 3.- Soit (p, 20 PZ) une perturbation analytique. Supposons que pour
tout 2 appartenant & un ensemble non polaire, P soit hypoelliptique en § .

Z

Alors Pz est hypoelliptique en & pour tout 2Z € A .

Démonstration. Nous allons montrer que E_ est semi-régulidre par rapport

Z
3 & en dehors de O (proposition 2). Soit & €:D(N£) de support assez petit.

Posons :

7(2) =f Ez(at+y) a(y) dy .
Y

Pour chaque Z , c'est une distribution sur un ouvert U de R et F est une
fonction analytique sur A & valeurs dans &'(U). Soit A un ensemble non-polaire

tel'que pour Z € A, P, soit hypoelliptique en § . Pour Z € A, P(Z) est indé-
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finiment différentiable sur U si le support de & ne contient pas 1l'origine,
sur U privé de O s'il la contient. On peut alors appliquer la proposition 3
p. 180 de ZERNER [27]:F(Z) est indéfiniment différentiable sur U si le support
de @ ne contient pas l'origine, sur U privé de 0 s'il la contient, et ce
pour tout Z € A .

THEQREME .-
Dans une perturbation analytique, les caractéristiques réelles de P

Z
ne dépendent pas de 2 , non plus que son ordre.

Démonstration. & ne peut &tre caractéristique que pour tout Z € A ou
pour des points isolés seulement. La proposition 3 s'applique donc et le théoréme
résultera du :

LEMNE 1.

Sous les hypothéses de la proposition 3 on a :
m' m-t n
Pz(r£+n) =a(z)r + Z;% a1

ol a(Z) ne s'annule pas et ne dépend pas de n et m' ne dépend pas
de Z .

Démonstration., Vu les propositions 1 et 3, il ne reste plus qu'a démontrer

que m' ne dépend pas de Z . En raison de 1l'analycité des coefficients de PZ ,

la seule variation possible est que m' s'abaisse en des points isolés, soit

Z° 1'un d'eux, soient m la valeur que prend m' en Zo et m, > n, la va-

leur que prend m' au voisinage de Z° .

Choisissons des voisinages ouverts de 0,U dans R et V dans N

E -
Posons :

w={taty ; t € U, y € V}
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et supposons U et V choisis de telle fagon que
LwtwC Q.

Nous avons besoin maintenant de définir un certain nombre d'espaces fonc-
tionnels.

B? désignera 1l'espace des distributicns tempérées S sur R telles que

. 2\p/2 P . o .

le produit par (14t9) de la transformée de Fourier S de S soit une fonc-
tion continue bornée.

BS désignera l'espace des restrictions &4 U de distributions appartenant
2 B et B(I: 1'espace des distributions appartenant & B® dont 1le support est
un compact de U .

D' (BII;) désigne l'espace des distributions sur w qui, en tant que noyaux,
appliquent &(V) dans BII; et 8'(32) la partie de cet espace constitude de dis-
tributions & support compact dans w .

Nous utiliserons trois remarques concernant le rapport entre ces espaces
et un opérateur différentiel P(O/Ox) ou P vérifie :

m' n'-1 n

P(tg+n) =av  +Y 8

n=0
avec a indépendant de 7 .

Premidrement un raisonnement désormais classique (SCHWARTZ [2] p. 130) mon-
1]
tre que si Pu 602)'(33), alors u € @'(Bﬁﬂn ).
Deuxiémement, et en conséquence, si B G-&'(Q) vérifie PE =§ , alors la

1]
convolution par E applique g'(BS) dans @'(Bgm ).

Troisidmement, soient p et q deux nombres. Supposons que toute u € &'(w)
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telle que Pu € g'(BE) appartienne & 8'(Bg+q). On a alors gq ¢ m' .
Revenons & notre perturbation analytique. D'aprés la deuxitme remarque ci-

dessus, pour Z assez voisin de Z° mais distinct de 1lui, EZ'* applique g'(Bz)

dans &'(Bgﬂnw. Raisonnons par 1'absurde en supposant m < m, . Soient @€ &'(Bz)

1
et ¢ €2(V). On a pour Z voisin de Z, et distinct de lui :

+n
BP 1

f ¢(y) Exa(atey) dy € B .
N

Soit encore m, € ]mo,m1[ ; d'aprés la proposition 2 p. 179 de ZERNER [2]

-+,
[ o) mpoaen) ay € 3272
N, o
£
-+
Donc, Ez applique 5'(B£) dans A@'(Bﬁ 2) et la troisiéme des remarques ci-

[¢]

dessus nous améne & une contradiction.

Corollaire 1. Dans une perturbation analytique, soit QZ la partie princi-
pale de PZ . Supposons que Qo soit & coefficients réels et que chacun de ses
facteurs irréductibles soit elliptique ou possdde un zéro réel ou sa différentielle

soit réelle non nulle. Alors Q, est le produit d'un polyndme fixe par un poly-

Z

ndme elliptique.

Corollaire 2. (Notations du corollaire 1)s3 § est hyperbolique, 0, est fixe-
o

a un facteur-prés -mon nul et ne dépendant que de Z.

Ces deux corollaires s'’obtiennent & partir des deux lemmes suivants.
LEMME 2.

Si PZ est un polyndme & coefficients analytiques en Z et si ses ra-
cines réelles sont les mémes pour tout 2Z , l'ordre de multiplicité de

chacune de ces racines est indépendant de Z .
Démonstration. Il suffit de la faire pour lcs polyndmes & une indéterminée

puisque toutes les dérivées d'une fonction de plusieurs variables peuvent se cal-
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culer comme combinaisons linéaires de dérivées "pures" par rapport & des vecteurs.
On peut aussi supposer que la racine étudiée est zéro, qu'elle est d'ordre
p sauf au point 2=0 ou elle devient d'ordre p¥v . Le polyndme PZ/§” n'a
alors pas de racine réelle dans un certain voisinage de O pour Z assez petit
mais non nul. S'il a une racine nulle pour 2=0, cela centredit le théoréme.de

Puiseux.

LEMME 3.
Soient

m m-1 k
P=x 4+ %;g Ak(xz,..., Xl) x,

a2 k
Q=%+ B (x,..., x,) x

1 = k"2 2 1

3

deux polyndmes irréductibles a coefficients complexes et & £ indéter-

minées. Supposons qu'il existe un voisinage U de O dans 01—1 et

une fonction f analytique sur U telle que :

P[f(x2’---, X,e)’x2"." X/e] = Q[f(x2,..., X,E)XZ’“" xl] =0 .

Alors P =Q .

C'est un cas particulier d'un résultat bien connu des spécialistes de géo-

métrie algébrique.

Remarque sur le corollaire 1. Si les caractéristiques réelles de Po sont simples,

tous les Pz ont la méme force au sens de HORMANDER [1].

Remarque sur le corollaire 2. Si Po est hyperbolique, il en est de méme des

parties principales des @Q

s mais nous n'obtenons pas 1l'hyperbolicité des P

Z

qui équivaut (CHAILIOU [1], svENSsoN [1]), encore & ce que tous les P, soient

Z

d'égale force.
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