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Introduction 

Voici trois problèmes sur des espaces de sommes trigonométriques (périodiques 

ou apériodiques) P : IR — • C dont les fréquences appartiennent à un ensemble donné 

de nombres réels. 

- Estimer le supremum M de | P(t)| lorsque -oo < t <+œ . 

- Déterminer combien de temps, à partir de 0, il faudra attendre pour voir 

|P( t ) | dépasser M/2 (ou cM, c > 0 ) . 

- Approcher les fonctions dont le spectre "continu" est un compact E (ou une 

partie de E) par des sommes trigonométriques dont les fréquences appartiennent à E. 

Le premier problème est étudié dans la partie I sur 1 ' exemple de la propagation 

des ondes sur une sphère élastique homogène. Dans la partie II de ce travail, le 

second problème trouvera quelques éléments de solution. 

Enfin le problème de la synthèse spectrale est examiné dans un cas particulier 

(ni). 

L'intérêt des exemples choisis me parait venir de ce que la théorie des nombres y 

joue un rôle décisif. 
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TROIS PROBLÊMES 

I. ETUDE ASYMPTOTIQUE DES VIBRATIONS DES SPHERES 

1. Soient n ^ 3 un entier naturel, IR n l ' e space euclidien n-dimensionnel, 

M = S n ~^ la sphère x*j + . . . + x ĵ = 1 et SO(n) le groupe orthogonal spécial . 

On peut munir M d 1 une structure riemannienne invariante par 11 action de SO(n) ; 

L a distance géodésique entre deux points m et m Q de M sera alors notée 

d(m, m Q ) et A : t>°°(M) —* t?°°(M) désignera 1 ' opérateur de Laplace-Beltrami associé 

à cette métrique riemannienne. 

Nous allons étudier le comportement asymptotique (t — » + o o ) des solutions indé

finiment dérivables u : M X R —• R de 

2 

(1 .1 ) ¿4 = Au . 

Soient H k C t ? ° ° ( M ) , k ^ O , les espaces usuels d 1 harmoniques sphériques ; cp 

M —* R appartient à si cp est la restriction à M d'un polynôme homogène de 

degré k en n variables dont le laplacien ordinaire est nul. L e s sont les espa

ces propres de A et les valeurs propres correspondantes sont - k (k+n-2) ( [ 3 ] ) . 

Toute solution u € ^ M x R ) de (1 .1 ) peut ê tre écr i te sous la forme 

(1 .2 ) u(m,t) = a + Y2 a, (m) cosVk(k+n-2)t + b. (m) sinVk(k+n-2)t 

° k » 1 k K 

où a Q est une constante, a^ et b^ appartiennent à H ^ , k » 1 , et où la sé r i e 

(2) ainsi que toutes ce l les obtenues en appliquant les opérateurs A et 4 convergent 
o t 

uniformément sur M x R . 
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VIBRATIONS DES SPHERES 

THEOREME 1. En dimension n » 3 , i l existe une constante c

n > 0 tel le que, 

pour toute solution indéfiniment derivable u de (1) dont le développement est donné 

par la formule (2) et pour tout m de M on ait 

(1 .3 ) | a | + K ( m ) l + l b

k ( m ) l ) ^ < c

n Hm | u ( m , t ) | . 

k >, 1 t-*+oo 

Plus précisément, soit u : M X R —* R une solution indéfiniment derivable de (1) 

dont la moyenne a Q est nulle. A l o r s , pour tout m e M , 

(1 .4 ) IZI\(m)| + | b k ( m ) | 4 C n m u (m, t ) . 
k >/1 t-n-oo 

La meilleure constante possible C n dans (1 .4 ) n 'es t pas nécessairement la même 

que dans ( 1 . 3 ) . L ' inéga l i t é (1 .4 ) permet de déterminer les points m e M où l ' o s c i l l a 

tion prendra de très grandes valeurs , positives et négatives. Enfin (1 .3 ) et (1 .4 ) sont 

inexacts en dimension 2 . 

L e théorème 1 montre, en particulier, qu ' en deux points antipodiques m et -m 

de M, lîm | u(m,t) | et lïm | u(-m,t) | sont du même ordre de grandeur : on peut même 

t-H-oo t-Mœ 

(§ 5) améliorer ce résultat en montrant que si n est pair , i l existe une constante & n 

tel le que pour tout t e R et tout m e M , u(m,t ) 4 8 sup | u ( - m , t ) | . S i donc 
0 N C W 2 « J 

u(m, t Q ) est t rès grand, cette forte vibration se répercutera au point antipodique -m 

au bout d'un temps ne dépassant pas 2ïï. 

Mais comment cette forte vibration se propage- t -e l le de m en -m ? Est-ce en 

donnant de fortes vibrations aux points "intermédiaires" ? 

THEOREME 2 . Soient m Q un point de M, e > 0 et TJ > 0 deux nombres 

positifs arbitrairement petits et T > 0 un nombre arbitrairement grand. On peut alors 
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TROIS PROBLÊMES 

trouver une solution indéfiniment dérivable u de (1) te l le que 

( 1 . 5 ) | u (m , t ) | v <e pour tout t e R dès que d (m,m o ) >y ij et d ( m , - m Q ) >, TJ 

(1 .6 ) | u ( m , t ) | « : e pour tout m e M lorsque | t | ^ T 

(1 .7 ) Km | u ( m 0 , t ) | » 1 et Em | u ( - m o , t ) | > 1. 
t-H- oo t-Hoo 

L e théorème 2 signifie qu'une vibration qui était res tée négligeable "pendant des 

s ièc les" peut dans un voisinage arbitrairement petit du "pôle nord" et du "pôle sud" 

devenir t rès grande tout en restant toujours négligeable sur le reste de la sphère. 

L e s solutions indéfiniment dérivables de (1 .1 ) sont presque périodiques ; c ' e s t - à -

dire que ce sont des fonctions presque périodiques du temps uniformément par rapport à 

m e M ([4J, ch. I I ) . Nous allons caractér iser l ' e space de toutes les fonctions continues 

u : M x R —• R , solutions "général isées" de (1 .1 ) - c ' e s t - à -d i r e solutions au sens des 

distributions - qui sont presque périodiques - c ' e s t - à -d i r e tel le que u(m,t) soit p r e s 

que périodique en t uniformément en m. 

THEOREME 3. L e s solutions presque périodiques u de (1.1 ) sont données par 

les sé r ies (infinies) 

(1 .8 ) u(m,t) = a + a j m ) cos7k(k+n-2)t + b, (m) sin\/k(k+n-2)t 
0 k»1 K k 

tel les que a Q soit une constante, a^ et b^ des harmoniques sphériques de degré 

k et que la sé r ie 

0 . 9 ) | a j + H | a k ( m ) | + |b (m)| 

k>/1 
converge uniformément sur M. 

Evidemment la convergence uniforme de (1 .9 ) sur M entraine la convergence 

uniforme de la sé r ie (1 .8 ) sur M x R et la somme u de ( 1.8) est donc presque 
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VIBRATIONS DES SPHERES 

périodique ; i l est moins évident que toute solution presque-périodique de (1 .1 ) admette 

une tel le représentation. 

THEOREME 4 . I l existe une solution généralisée u : M x R —y R de (1) qui 

est continue et bornée mais qui n 'est pas presque-périodique. 

Malgré son aspect technique, le résultat essentiel est le théorème 1. Sa démons

tration est donnée au paragraphe 2 . L e théorème 3 s'obtient alors sans difficulté. En 

utilisant les propriétés des fonctions zonales nous en déduirons le théorème 2 (§ 3) dont 

le théorème 4 sera un corol la i re fac i le . 

2 . DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Nous allons d 'abord l 'énoncer sous une 

forme un peu al légée (mais équivalente). 

P R O P O S I T I O N 1. S i n >,3, i l existe une constante C n te l le que, pour toute 

somme finie s : R — » IR définie par 

(2 .1) s( t ) = Y2 a, cos\/k(k+n-2)t + b, sin\/k(k+n-2)t 

k>,1 k k 

on ait 

(2.2) Y2\\\ + |bkk c m s ( t ) . 

k>/1 t-H-œ 

Admettons la proposition 1 et démontrons le théorème 1. Pour tout m f ixé , a Q 

est la moyenne temporelle de la fonction presque-périodique t —fu(m,t). On a donc 

| a Q | N < lEm | u (m, t ) | . Cette inégali té, jointe à (2.2) donne (1 .3) - les meilleures cons-
t-H-oo 

tantes possibles dans (1 .3 ) et (2.2) ne sont peut-être pas les mêmes. 

La démonstration de la proposition 1 se fait à l ' a ide des lemmes suivants. 
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TROIS PROBLÈMES 

LEMME 1. Soient P 1 , . . . , P n et p n + 1 n+1 nombres premiers distincts. 

A l o r s V P n + i n'appartient pas au corps Q(\[p^, . . . , \ZfT). 

Pour tout nombre premier 0 désignons par Q le corps 8-adique correspon

dant. En utilisant la loi de réciproci té quadratique et le théorème de Dirichlet ( [16] , 

p . 16 et p . 103) on peut trouver un nombre premier G tel que, dans Q ^ , p^, . . 

. . , P n deviennent des car rés mais que p n 'en soit pas un . L e lemme 1 est donc 

prouvé. 

LEMME 2 . Soit D 1 1 ensemble des entiers q >, 1 sans diviseurs car rés (on 

convient ic i que 1 € D ) . A l o r s les nombres \fq sont Z-linéairement indépendants. 

C ' est une conséquence immédiate du lemme 1. 

LEMME 3. Soit m ^ 1 un entier , a ) . , . . . , a) , m nombres r ée l s Z - l i néa i -

1 m 

rement indépendants et ŝ  : R - * R , 1 <c j «rm, m fonctions continues et 2ïï pé r i o 

diques . A l o r s 

(2 .3 ) ïïm s Au A) + . . . + s (a) t ) = sup sAt) + . . . + sup s ( t ) . 

t-.+oo R R 

C ' e s t une conséquence immédiate du théorème de Kronecker ( [ 6 ] , p . 175). 

LEMME 4 . Soit © > 1 un nombre r ée l et N >, 1 un entier . Soit A la réu

nion de N suites croissantes A ^ d ' en t ie r s , 1 N < j ^ N . Supposons que chaque 

A j puisse ê t re écr i te A ^ = | n ( i , j ) , i ^ 1 ] où 1 « n ( l , j ) et 0 n ( i , j ) 4 n( i+1,j) 

pour tout i » 1 et 1 « j 4 N . 

A l o r s i l existe une constante C ( 6 , N ) , ne dépendant que de 6 et de N tel le 

que, pour toute somme finie s( t) = > ] a cosAt + b sinXt, on ait 

AeA X A 
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VIBRATIONS DES SPHERES 

(2.4) Z Z K I + l b xl N < C ( 0 > N ) r sup s ( t ) . 
AeA A A [0,2ïï] 

Cela résulte essentiellement de la démonstration du théorème 5 . 7 . 5 de [14] 

p. 124. 

LEMME 5 . Soit q >, 2 un entier sans diviseurs carrés, a 1 un entier et 

0q >y 1 11 unité fondamentale du corps Q(Vq). Il existe un ensemble fini A de 

2 2 2 
solutions z = x + y\/q de x - qy = a(x , q e Z ) tel que Card A <a et tel 

2 2 i 
que toute solution z = x + y \/q de x - q y =a s'écrive z = a ou j e Z et 

a G A . 

Ceci est démontré dans [ l ] p. 90, theorem 5 . 

LEMME 6. L 1 unité fondamentale 0^ > 1 d1 un corps quadratique réel vérifie 

l'inégalité 6 >y

 1 + A ^ . 
q z 

La démonstration de la proposition 1 est maintenant aisée. On appelle E 11 ensem

ble des couples ( j , q ) , j » 1, q € D tels que, pour un certain k >, 1, on ait 

2 
k(k+n-2) = j q. On pose alors 

\ = a(j*q) et b k = b(j ,q) , k » 1 , ( j , q )EE. 

La somme finie s(t) = J~~] a, cos\/k(k+n-2)t + b, sin\/k(k+n-2)t devient 

7^. a(j,q) cos jVTt + b(j,q) sin j { q t . Pour tout q € D fixé, posons 
(J7q)€E 

s_(t) = Y2 a(j ,q)cosjt + b(j ,q)sinj t de sorte que 
Q Œ q ) € E 

(2.5) s(t) = s f l(Vq t ) . 
q€D 4 

Le lemme 3 donne 

(2.6) Em s (t) = Y2 sups (t) 
t-Hoo qeD R Q 
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TROIS PROBLÈMES 

et il reste, pour tout q 6D à calculer sup s^. 
R 

Deux cas se présentent. 

Si q = 1, k(k+n-2) = j 2 implique (2k-n-2) 2 - 4 j 2 = (n-2) 2 et 2k+n-2±2j 

2 

sont des diviseurs de (n-2) . Il y a, au plus, un nombre fini de valeurs de j possi

bles et l 1 on a 

(2.7) YZ l a (3> 1 ) l + M J , 1 ) U C supsJt) . 
(J7ÏÏ6E n R 1 

Si q > 2 , on a (2k+n-2)2 - 4j 2q = (n-2) 2 . Posons z = 2k + n - 2 + 2jvq"; 

on a, par hypothèse, k >,1, n >, 3 et j ¿,1 ; donc z > 0. Le lemme 5 permet 

d'écrire z = où oc > 0 parcourt un ensemble fini A(q,n) d'au plus (n-2) 4 

éléments, s e l est un entier rationnel et 0^>/ 1 + ^ " ^ . Soit z -» z 1 ' automorphis-

me de Q(\/q) ; on a z = ce 0~ s et donc 

(2.8) 4j>/q = a © q - ^ e ' S . 

Le second membre de (2.8) est une fonction croissante de s car ¿7 est strictement 

— 2 

positif (aà = (n-2) ) et 0q > 1. La représentation (2.8) fournit des entiers j » 1 

si et seulement si s » s Q . Appelons alors pour tout a eA(q ,n ) , À ( a ) l'ensemble 

des entiers j = j g y, 1 fournis par le premier membre de (2.8) . On a immédiatement 

j g + 1 > 6qjg. Le lemme 4 peut être appliqué et donne, pour tout q >2 appartenant à D, 
(2.9) TZ |a(j ,q) | + |b( j ,q) | < C sups ( t ) . 

07q )€E R 

Les relations (2.6), (2.7) et (2.9) réunies donnent (2.1) . 

3. PREUVE DU THEOREME 2. Soient mQ le point (0, . . . , 0 , 1) de M, 

G le sous-groupe de S0(n) laissant mQ invariant et <p : M -4 C la fonction 

cp(xp . . . , x n ) = (x Q + i x . j ) k ; il est clair que <p appartient à H k # Posons 
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VIBRATIONS DES SPHERES 

(3.1) Z k ^ = JG?tem)dg 

où gm est le résultat de 1 ' action de g sur m et dg la mesure de Haar de G. 

On a z

k ( m

Q ) = 1> Zk^" mo^ = ( ~ 1 ) K tandis que sur tout compact K de M ne con

tenant pas mQ et -m Q , tend uniformément vers 0 ([2]). 

Il existe d'autre part une suite e^ , k » 0 , dénombres +1 ou -1 telle que, 

pour tout t réel et tout N > 1, 

N 
(3.2) | £ " > , e l k t | « 16\/N (lemme 2, p. 134 [ 6 ] ) . 

1 k 

1 N 

Considérons u(m,t) = ^ ^ , Z^(m) cos\/k(k+n-2)t. On a \/k(k+n-2) = 

k + 2^2 + o ( i ) ce qui entraîne | cos\/k(k+n-2)t - cos(k + !J j3 t | < ^ et 

|u(m,t) - ê e

k

 z

k ( m ) c o s < k + ¥ W = 0 ( | t l H^T* ; ( 3 ' 2 ) d o n n e a l o r s I u ( m ' ^ < 
1 N 

4^ + °(l tl ^ i r^ ) - P a r ailleurs | u(m,t)| « 1 T~] | Z. (m)| ; quitte à choisir N assez 
VN 1 

grand, on peut assurer que | u(m,t)| 4 e si, soit | t | «TT, soit d(m,mQ) > i| et 

d(m,-m ) ^ i ] . Cependant Em |u(mo,t)|>, 1/C n et de même ïlm |u(-m , t ) | ^ l / C . Le 
0 ' t-H-00 0 t-»+oo 0 n 

théorème 2 est donc démontré. 

Soit maintenant m^, k > 1 , une suite de points deux à deux distincts de M et 

l k > 0 des nombres positifs assez petits pour que les disques de centres m^ et -m^ 

et de rayon T| ^ soient deux à deux disjoints. Par abus de langage, appelons Z.. ^ la 

zonale d'ordre j (c'est-à-dire appartenant à IL) mais construite en remplaçant le 

pôle nord par m^. Il est possible de choisir une suite d'entiers N k , k » 1 , tendant 

assez vite vers l'infini pour que N ^ / N ^ tende vers l'infini et que 

N k 

(3.3) u (m,t) = jL YZ e i z i k (m) cos/j(j+n-2)t 
1Nk N k - 1

 J J , K 

vérifie | u k(m,t)| 4 2 " k si d ( m > m

k ) > \ k et d(m,-mR) > -T( ou si 11U k. 
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TROIS PROBLÊMES 

Posons 

(3.4) u(m,t) = Y2 %M ; 

la convergence est uniforme sur tout compact de M x R et donc, pour tout t €R fixé, 

le développement en harmoniques sphériques de la fonction m->u(m,t), définie sur M 

est donné par le second membre de (3.4) - il faut remarquer que pour deux valeurs 

distinctes de k les degrés des harmoniques sphériques rentrant dans la composition 

des u ^ ( m 11) correspondants sont toujours différents. 

Supposons u(m,t) presque-périodique ; alors u(m,t) est donnée par la formu

le (1.8). Faisant t = t et remarquant que le développement en harmoniques sphéri-

2 

ques d'une fonction de L (M) est unique, on obtient que les séries (1.8) et (3.4) sont 

identiques pour u(m,t). Si u(m,t) est presque-périodique, la série (3.4) doit êtnfe 

uniformément convergente sur M x IR en vertu du théorème 3. Cela entraîne 

sup lu, (m,t)| —» 0 ; mais ce sup dépasse C" grâce au théorème 1. Donc u(m,t) 
M x R n 

n'est pas presque-périodique. Il est clair que |u(m,t)|^ 2 (les disques de centres 

m^ ou -m^ et de rayon 'ï | k sont deux à deux disjoints). Le théorème 4 est ainsi 

démontré. 

2 
4. LA THEORIE L . Nous nous proposons de montrer que les normes 

2 J /2 1 r2K 1/2 
f ) ] (a k + bk)J et ( ^ I |s(t) | dt) sont équivalentes sur l'espace vectoriel 
k>/l Jo 

des sommes trigonométriques finies (2.1) . Cela nous permettra d ' étudier au § 5 la 

propagation des grandes oscillations sur S n~^. 

Nous allons tout d ' abord nous placer dans un cadre un peu plus général. 

Soit À un ensemble de nombres réels et S^ 1 ' espace vectoriel complexe 
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VIBRATIONS DES SPHERES 

des sommes trigonométriques finies 

(4.1) f(t) = Z > e i A t . 

Une question intéressante est de savoir quels ensembles A de nombres réels 

ont, à la fois, les deux propriétés suivantes 

(4.2) on peut trouver deux constantes 0 < < telles que, pour tout f € S^, 

o 1/2 ! r Tt 9 1/2 9 1/2 

K l > x< (¿i l fWl d t > « C 2 ^ I A J > 
ÀeA A 1 J - K A6A A 

(4.3) les sommes finies f € sont denses dans L 2 [ - K , n ] . 

Nous ne savons pas résoudre ce problème mais le théorème ci-dessous suffira à 

nos besoins. 

THEOREME 5. Soient ( A n ) _ œ < n < + œ et ( X '„)_ œ < n < + œ deux suites de nom-

bres réels. Supposons que, pour deux valeurs distinctes de n, les A n correspon

dants soient distincts. Faisons la même hypothèse sur les A'n et supposons que 

(4.4) 11 ensemble A des ( A n ) € ^ ait les propriétés (4.2) et (4.3) 

(4.5) e = lîm I A f i - A n | soit assez petit pour que C2(e
Ke - 1) < . 

n -H-oo 
Alors il existe deux constantes C ̂  et C ̂  telles que pour tout f e S^ 

2 1/2 - |2)C 1/2 1/2 
C i ( Z Z I a J ) < ( ¿ l f ( t ) l d t ) < c ? d a J > E T S A . E S T D E N S E D A N S 

L 2 [ - ï ï , T l ] . 

Le théorème 5 est implicitement contenu dans [7] , [9] et [13] Chap. V j 86 ; 

sa démonstration utilise les deux propositions suivantes. 

PROPOSITION 2. Soit ( A n ) _ o o n ^ une suite de nombres réels telle que, 

pour deux valeurs différentes de n, les A n correspondants soient toujours diffé

rents. Supposons que l'ensemble À des (A ) - ~ vérifie (4.2) et (4.3) ; appelons 

n n Zj 
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TROIS PROBLÈMES 

Cj et C 2 les deux constantes figurant dans (4.2). Soit e > 0 assez petit pour que 

CJeKe - 1) <C. . Soit ( a1 ) une seconde suite de nombres réels telle que, 2 1 n - oo < n < +oo 7 

pour tout neZ, l ^ n ~ ^ n ^ e ' Alors l'ensemble A' des A'n, n e z , possède 

aussi les propriétés (4.2) et (4.3). 

iA t 
Nous suivons [13]. Posons A' = A + r , f(t) = T a e n , f'(t) = 

n n n7 ¿—' n 
i A' t i A' t iA t 

) 'a n e (toutes les sommes sont finies). Alors f ' - f = ) ja (e - e n ) = 
ir t iA t iA t (ir ) k . .k.k 

r » / n i\ n r \ n T- k n7 ,k T i 1 t /.v 
£ > „ ( e - De = C V S = S "ET 8 k ( t ) o u 

k>/1 k>/1 
k iAn* 2 g k(t) = } , â  r^ e . Désignant par || . | | 2 la norme L sur [-rc,it], il vient 

| | f» .ff| < « k"2 « C k K h < C

2 C e - l t ) ( E l ^ n | 2 ) l / 2 < 
^ k>/1 K Z k > ^ K. R ¿ ¿ M k. n 

1 /2 
C^e* 8 - 1 ) ( 2 3 | a n | 2 ) . Si ( ^ ( e * 8 - l ) < C r (4.2) entraîne l'inégalité corres-

2 2 

pondante pour f . Soient T : L [_-TC,Tt] —• L [j-rc>Tt] l'opérateur continu dont la 

restriction à S^ est définie par T(f) = f' et I : L2[-TC,TC] —• L 2 [ - Î I , T T ] l'opéra

teur identité. Si C2(e7Te - 1)<C^, nous venons de montrer qu'il existe une constante 

p < 1 telle que || T - l|| < p ; T est donc surjectif et la proposition 2 est démontrée. 

PROPOSITION 3. Soit (A ) une suite de nombres réels telle que, 
n - oo< n < +00 7 

pour deux valeurs distinctes de n, les A n correspondants soient différents.Faisons 

la même hypothèse sur les A n et supposons que = A n dès que | n | )N ^0. Si 

l'ensemble A des A n , -oo<n<+oo, possède l'une des propriétés (4.2) ou (4.3), 

il en est de même de l'ensemble À' des Xn , -oo<n < +oo. 

Montrons d'abord que (4.2) reste vraie si l'on remplace A par A ' . Des deux 

inégalités (4.3), seule la première n'est pas évidente. Soit en effet A. un ensemble 

de nombres réels. Supposons qu'il existe un d > 0 tel que AeA. , A' e A et 
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X' ^ X entraînent | \l - X| >, d. Alors pour tout intervalle I de nombres réels, 

il y a une constante CT telle que f | f(t)|2dt « C 2 ( Y ~ > . | 2 ) pour tout f€S A ([7]). 

Pour passer de A à A' nous changeons la disposition d'un nombre fini de 

points (deux points distincts restant distincts). Il suffit pour cela de changer successi

vement la disposition d'un seul point. Il suffit donc de prouver la proposition 3 si N = 1. 

Le problème est invariant par translation et nous supposerons donc que 0 = X̂  ̂  ÀQ. 

Il nous faut montrer que la première des inégalités (4.2) reste vérifiée (avec une 

constante Ĉ j au lieu de C^) lorsqu'on remplace A par A'. Par dualité, on 

est ramené à montrer que 

(4.6) il existe une constante C > 0 telle que, pour toute suite (a n )eC(Z) , on puis-

2 

se trouver une fonction g G L [-^,71] ayant les propriétés suivantes : || g |J2 C llaj^ 

et, si n^O, ëU n ) = a n ; tandis que g(0) = aQ. 

Pour construire g on utilise le lemme suivant. 

LEMME 1. Si l'ensemble A des U n ) n e ^ vérifie (4.2), on peut trouver une 

fonction ne L 2[-ïï,ïïl telle que h(Xn) = O si n ̂  0 tandis que h(0) = 1. 
2 A 

En effet, on peut trouver une fonction h Q €L [ -^^ l t e l l e Q u e n

0 ( ^ n ) = 0 P o u r 

tout n^O tandis que hQ( XQ) = 1. Deux cas se présentent. Si hQ(0) ^ 0, h = chQ. 

Si hQ(0) = 0 on appelle H q : C C la fonction entière définie par 

H o(z) = (" e " i t z hQ(t)dt 

et 1 'on désigne par m 1̂ l'ordre du zéro 0 de H Q . Remplaçons hQ par 

h1 e L 2 [-ï ï ,K] définie par 

t 
h At) = h (s)ds. 

' J-ît 0 

- 13 -
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H (7) La transformée de Fourier complexe H, de h., est ffv 1 . Si m = 1 . 1 1 îz ' 
K 

HAG) = hJtJdt / 0 et la fonction h cherchée est de la forme ch.. Si m> 1 , 
TT I 

t 

on remplace ĥ  par h2(t) = J h^sjds et ainsi de suite jusqu1 à h^e L 2 [- ï ï , ï ï ] 
dont la transformée de Fourier complexe est H o (z ) / ( iz ) m . On a bien hm(0) ^ 0 et 

h (À ) = O si n / 0. m n r 

Montrons que si (4.6) est vraie pour A , (4.6) reste vraie pour A ' . Soit 

(a n)e& 2(Z) et f€L 2[-K,Tl] telle que f ( * n ) = an pour tout n€ 2 et H f | ) 2 4 Cllaj^. 

Une combinaison linéaire convenable g = f + a h (a€C et h est définie par le lemme 

1) permet de réaliser g(0) = aQ tandis que g(An) = f(À ) = a

n si n ̂  0. La majo

ration de || g 11 2 P a r ^ ' I l a

n f l 2 ne présente aucune difficulté. 

Montrons maintenant que si Sj^ est dense dans L2[-Jî,"nQ f n en sera de même 

de SÂ,. 

Soit f € L [-ïï,7l] telle que f(A n ) = 0 pour tout n ̂  0 et f(0) = 0. Montrer 

que S., est dense revient à prouver que f est la fonction nulle. Comme dans la preu-
A 

ve du lemme 1 , posons 

f^t) =j ^ f(s)ds. 

La transformée de Fourier complexe de f étant F(z), celle de f̂  est la fonction 

entière F(z)/(iz) et la transformée de Fourier complexe de g(t) = f(t) - i A f^t) est 

G(z) = i(z - XQ)F(z)/(iz). D'une part geL 2[-rc,rt] ; d'autre part G est nulle sur 

A . Puisque S^ est dense dans L 2 [ - ï ï , ï t ] , g = Q$= 0. L'expression de G mon

tre que F = 0 ainsi que f. La proposition 3 est démontrée. 
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5. APPLICATIONS DE LA THEORIE l? AUX VIBRATIONS DES SPHERES. 

Alors que le théorème 1 n ' est exact qu1 en dimension n >, 3, les résultats ci-

dessous ne dépendent pas de la dimension n >, 2. 

Commençons par transcrire le théorème 5 à la situation qui nous occupe. 

PROPOSITION 4. Soit n >, 2 un entier. Il existe deux constantes positives et n 

et p n telles que, pour toute solution C 0 0 de (1.1) qui s'écrit 

u(m,t) - YZ a, (m)cosVk(k+n-2) t + Y2 b. (m)sWk(k+n-2) t 
k>,0 K k>/1 K 

et pour tout t réel, on ait 

( 5 . D «.(EkWI 2 + O V m ) ! 2 ) l / 2
 < (i | t o +Nm.t)| 2

 d t ) V 2 4 
k^O k>,1 Jt Q 

P n Cla k M| 2

 + pV m >| 2 > l / 2 -
k*0 k>,1 

Soient, en effet 

(5.2) a = n-2 , A k = k + a /2 pour tout kGZ 

et 

( 5 3 j A! = Vk(k+a) si k » 0 , À£ = -Vk(k+a) si kN<-a-1=-n+1 

et si -a <c k ^ 1, soient A1 , . . . , A ' -, a nombres réels arbitraires deux à deux 
—a — i 

différents et différents des autres A^. Alors A^ - —• 0 (|k| —• +oo). Le théorè

me 5 s'applique et montre que l'ensemble des A^, -œ <k <+ oo a les propriétés (4.2) 

et (4.3). La proposition 4 est démontrée. 

De plus, les sommes finies } ' a, cos\/k(k+n-2) t + Y2 b, sinVk(k+n-2) t 
k»0 k>/1 K 

2r -i 

sont denses dans un sous-espace ferme E de L [ - ir, rcj dont la codimension est n-2, 

DEFINITION 1. Pour toute solution C°° u(m,t) de (1.1) nous désignerons par 
- 15 -
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1 ^ 9 1/9 
|| u(m,.)Il la quantité | u(m,t)r dt) ' 7 . 

Jo 

Remarquons que ( ^ | a k(m)| 2

 + } 3 | b k ( m ) | 2 ) l / 2 ou | u(m,t)| 2 d t ) l / 2 

k>A JtQ 

constituent des expressions équivalentes de || u(m, , ) | | 2 au sens que les quotients sont 

bornés supérieurement et intérieurement par des constantes absolues. 

1 N 

Les solutions u(m,t) = ^ e

k

z

k (
m )c° s \ /k(k+n-2) t du § 3 avaient la pro

priété que || u(m , ,) |L < —— tandis que îîm u(m ,t) était de l'ordre de grandeur de 
0 Z Vn t-H-00 ° 

1. Nous allons maintenant voir que si une solution quelconque u de (1. l ) prend une 

valeur u(m ,t ) beaucoup plus grande que ||u(m , .) |L, alors |u(m ,t+2jr)| sera 0 0 o ¿1 0 0 

aussi très grand (il y a une sorte de périodicité dans la succession des "pics") et, si 

la dimension n est paire, |u(-mo,to+ît)| est également très grand. 

Pour être plus précis, il existe une constante C , n >, 2, telle que pour toute 

solution u de (1.1), tout ra€Sn"1 et tout t réel, 

(5.2) | u(m,t+2ir) - u(m,t)| 4 C |l u(m, . ) | | 2 si n est pair 

(5.3) |u(m,t+2iï) + u(m,t)| ^ C n ||u(m, . ) | | 2 si n est impair. 

Désignons par Hu la transformée de Hilbert de u définie par 

(Hu)(t) = lim l f u(t+u)^ . 

Alors, -m étant le point antipodal de m sur S n " \ 

(5.4) |u(-m,t) - u(m,t+ïï)| N<C n l lu(m,.)| | 2 si n = 2 (mod 4) 

(5.5) |u(-m,t)+ u(m,t+tt)| < C n ||u(m, . ) | | 2 si n = 0 (mod 4) 

tandis que 

(5.6) |u(-m,t) - (Hu)(m,t+iï)| N<Cnl|u(m,.)|| 2 si n=1 (mod 4) 

et 

(5.7) |u(-m,t) + (Hu)(m,t+K)| <Cnllu(m, . ) | | 2 si n = 3 (mod 4). 
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Un corollaire de ces inégalités est que, si n est pair, pour toute solution C °° 

u de (1.1) le quotient sup |u(m,t)|/ sup lu(-m,t)| est compris entre deux 
[t ,t +2*1 [t ,t +2K] L o o J L o' o J 

constantes absolues ne dépendant que de la dimension ; mais c1 est inexact si n est 

impair car la transformée de Hilbert d'une fonction bornée ne l'est pas nécessairement 

([18], Ch. VII, § 2). 

Les preuves des inégalités (5.2) à (5.7) sont semblables. Nous nous contenterons 

donc de vérifier (5.6). 

Rappelons que AĴ  = \/k(k+n-2) si k ̂ 0 et que = -^k(k+n-2) si k$ -n+1 

de sorte que A1^ = k + + 0(k~^) si | k|-» +oo. 

Soit u(m,t) une solution C 0 0 de (1.1). On peut alors écrire u comme une 

+ oo i Aĵ t 
série u(m,t) = } \ c^Me où ck(m) est, pour k>,0 une harmonique sphéri-

- 00 
que d'ordre k, et, pour k^-n+1, d'ordre -n+2-k. 

Posons alors u(m,t) = J \ c, (m)e - c,(m)e . 
k>,0 k«-n+1 k 

Puisque n est impair, 

u(-m,t) = X Z ( - 1 ) k c k ( m ) e l A k t - £2 (-1) k c^mte ^ . 
k>,0 K k«-n+1 k 

in à' , 

Par ailleurs, si n = 1 (mod 4), e = - i ( - l ) + 0(k" ) , |k| •+ +oo, et il en 

résulte que, pour tout m€S n~ 1 et tout t réel, 

(5.8) |ïï(m,t+rc) + iu(-m,t)| « C^ ||u(m, .)|J2. 

Il reste à comparer u(m,t) à (Hu)(m,t). Il est facile de vérifier que si x++oo 

H(e l t x ) = e l t x ( i + 0(x' 1)) tandis que si x + -oo, H(e i t x ) = e i t x (-i + 0(x" 1)). Il en ré

sulte 

(5.9) | (Hu)(m,t)- iûW)| <C»||u(m,.) | | 2 . 

Les inégalités (5.8) et (5.9) donnent (5.6). 
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II. ESPACES DE FONCTIONS PRESQUE PERIODIQUES QUE L'ON PEUT 
DEFINIR SUR UN INTERVALLE COMPACT. 

6. La généralisation naturelle des fonctions f : R -» C continues et périodiques 

est 1 ' espace des fonctions g : IR C presque périodiques au sens de Bohr. Mais quelle 

est la généralisation naturelle de 11 espace des fonctions continues et périodiques de 

période donnée ? 

Ce sera un espace vectoriel complexe E de fonctions continues f : (R € 

ayant les trois propriétés suivantes 

- E est invariant par translation 

- E est fermé pour la topologie de la convergence uniforme 

- on peut trouver deux nombres positifs T > 0 et C > 0 tels que, pour tout 

f €E 

(6.1) sup|f | = ||f|l x< C sup |f(t)|. 
R 0 0 Ck<UT 

Il y a alors un ensemble A de nombres réels tel que E soit 1 ' ensemble de 

toutes les fonctions presque-périodiques dont les fréquences appartiennent à A. En 

d'autres termes, soit S^ l'espace vectoriel complexe de toutes les sommes trigono-

métriques finies P(t) = ) a exp 2rriXt dont les fréquences appartiennent à A; 
AeA. A 

E est la fermeture de S^ pour la topologie de la convergence uniforme (sur IR 

ou sur [0,T]). 

DEFINITION 2. Soit A un ensemble de nombres réels. Nous dirons que A 

est un ensemble cohérent de fréquences s ' il existe un nombre positif fini T tel que les 

normes sup |f | et sup |f | soient équivalentes sur S. . Le infimum des T > 0 
[ O , T ] R A 

ayant cette propriété sera appelée la densité harmonique de A et notée d

n ( A ) . 
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La densité harmonique de A est appelée, dans [10], la période attachée à A. 

Un programme ambitieux serait de déterminer tous les ensembles cohérents de 

fréquences. Nous connaîtrions alors tous les espaces vectoriels fermés E, invariants 

par translation de fonctions presque périodiques que l'on peut "définir sur un intervalle 

compact" au sens de (6.1) . De plus, il nous faudrait pour chaque ensemble cohérent de 

fréquences, savoir calculer la densité harmonique. Disons tout de suite que le simple 

calcul de la densité harmonique d'un ensemble arbitraire A. de fréquences entières 

semble très difficile ( § 9 et §10) . 

Si A est un ensemble fini, (6.1) est satisfaite pour tout T> 0. Soit alors 

C = C(T) 1 ' infimum des C > 0 tels que (6.1) soit vérifiée pour tout f e S^. Il est 

clair que si CardA>2, C(T) tend vers l'infini quand T tend vers 0 et il serait 

très intéressant de trouver alors un équivalent ou une estimation de cet infiniment grand. 

Retenons simplement qu ' un ensemble fini est un ensemble cohérent de fréquences dont la 

densité harmonique est nulle. 

Ainsi nous restreindrons notre attention aux ensembles infinis A de nombres réels. 

Le théorème 6 du J 9 permet de calculer la densité harmonique de nombreux en

sembles A d'entiers. On observe alors que la densité harmonique diffère beaucoup des 

densités usuelles. Le théorème 6 ne s1 applique cependant pas à tout ensemble A d ' en

tiers . Un contre exemple est donné au J 1 5 . 

Le théorème 9 du § 13 est la généralisation naturelle du théorème 6 aux ensembles 

de nombres réels. Il permet de décider pour quels nombres réels 6 1 ' ensemble 

k 
de toutes les sommes finies Y_\ e 0 , e . = 0 ou 1 , est un ensemble cohérent de 

k>,0 k K 

fréquences et de calculer alors la densité harmonique de A . On voit que nous ne savons 

encore traiter que des exemples. - 19 -
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L 1 intérêt des méthodes employées est de s1 appliquer au problème de la synthèse 

spectrale (§ 16) en relation avec les nombres de Pisot. 

L 1 amélioration des résultats par rapport aux travaux antérieurs sur le sujet 

réside dans l'utilisation systématique de certaines propriétés d'équirépartition modulo 

1 et d'une méthode introduite par Y. Katznelson ([5]) pour montrer qu'une mesure de 

Radon est discrète. 

7. UNE INEGALITE VERIFIEE PAR LA DENSITE HARMONIQUE. Nous 

allons d'abord relier la "théorie L?° " à la "théorie L 2 " . 

PROPOSITION 5. Soit À un ensemble cohérent de fréquences dont la densité 

harmonique est dn(A) (définition 2). Alors pour tout T > <^A) il existe une cons

tante C > 0 telle que, pour chaque P(t) = a exp 2rciÀt€ S. , on ait 
A 

T 
(7.D E ^ 2 <c j* |P(t) | 2dt. 

La preuve est très simple. Soit e > 0 assez petit pour que T - e > dn(A) ; 

alors il existe une constante > 0 telle que, pour tout P€ Sj^, 

(7.2) s u p | P | « C sup |P( t ) | . 
R Ox<UT-e 

Soit f une fonction continue d'une variable réelle à valeurs complexes, nulle hors 

de [0 , e] et telle que f | f | 2 dt = 1. Définissons P { : R C par P f (t Q ) = 

J P (tQ+t)f (t)dt = j P(tQ+t)f (t)dt. Alors P f € Sĵ  et (7.2) donnent 

(7.3) |P f (t ) | S<C1 sup | p ( t ) | . 

f t + e 2 1 /2 

L'inégalité de Schwarz montre que |P f(t) | < (J | P(s)| ds) / et donc 
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fT 9 1/2 
sup |P f (t) | 4(\ |P(s)|ds) . On obtient 

CKUT-e 1 Jo 
T 

(7.4) | P f M < c i < [ | P ( s ) | 2 d s ) l / 2 . 
Jo 

Prenant le supremum en f dans (7.4) on a 

(7.5) ( f t o 1 p ( t ) | 2 d t ) l / 2 <C ( T | P ( s ) | 2 ds ) l / 2 . 
Jt0 Jo 

On élève (7.5) au carré et l'on prend la moyenne en tQ pour obtenir (7.1) avec 

C = C2/e . 

Soit A un ensemble de nombres réels. Pour tout x > 0 soit N(x , A) = 

sup Card(Af) [t,t+x]) et soit 
telR 

(7.6) A+(A) = lim x"1 N(x,A). 

X-*+oo 

PROPOSITION 6. Soit A un ensemble de nombres réels. Alors 

(7.7) A + (AU dh(A). 

En effet, pour tout ensemble A de nombres réels, une inégalité du type (7.1) 

entraîne que A est uniformément discret (il y a un 8 > 0 tel que les différents 

intervalles [A, A+6] soient deux à deux disjoints). Alors (7.1) implique T>, Û+(A) 

et pour tout T > A+(A) il y a une constante C assez grande pour que (7.1) soit 

vérifiée ; (7.7) est ainsi prouvée. 

8. LA DENSITE PRESQUE-PERIODIQUE D'UN ENSEMBLE D'ENTIERS. 

Soit T = R/Z le groupe dual de Z, le même groupe muni de la topologie 

discrète et I : T d T 11 injection canonique. Le groupe dual 2? de est le 

compactifié de Bohr de Z et J : est 1 'homomorphisme dual de I ; J est 

injectif et d'image dense. 

Nous désignerons par jx la mesure de Haar de Z normalisée par = 1. 
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DEFINITION 3. La densité presque-périodique, notée dp(A), d'un ensemble A 

d ' entiers rationnels est la mesure (par \i ) de la fermeture de J(A) dans le compacti-

fié de Bohr de z. 

Par exemple, si A est une réunion finie d'ensembles aZ + b, la densité pres

que périodique coïncide avec la densité ordinaire. 

PROPOSITION 7. Pour tout ensemble À d ' entiers rationnels, on a la double 

inégalité 

(8.1) A+(AK<dh(Ak<dp(A) ; 

en d'autres termes, la densité harmonique de k est toujours comprise entre la densité 

supérieure de répartition et la densité presque-périodique de A . 

La seconde inégalité de (8.1) sera prouvée, dans un cadre plus général, au J 13 

(proposition 11). 

9. UN EXEMPLE DE CALCUL DE LA DENSITE HARMONIQUE. Soit m»1 

un entier naturel, Fc[o,m-l] un ensemble fini ayant q éléments ( l«q N <m). Soit 

A = F + mZ ; les points de À sont les entiers rationnels dont les résidus modulo m 

appartiennent à F. 

Alors la densité de A est q/m. Nous allons voir que la densité harmonique de 

A est q/m et prouver, en fait, un résultat un peu plus précis. Pour cela appelons 

A lamatrice (exp ^ ) g e p > et = ( c j | a ^ j ^ q - 1 , a € F e s t l a 

Q~1 . 2 rr iak i 
matrice inverse. Soit M = sup J~2 \J~2 cw ^ e x P —£T"~ • 

0<k<m-1 j t^ ' aTF 3 ' a m ' 
Avec ces notations, on peut énoncer 
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PROPOSITION 8. Soit I un intervalle de longueur q/m et f une somme 

trigonométriqué dont les fréquences appartiennent à A . Alors 

(9.1) sup | f U M sup|f|. 

IR I 

Le problème est invariant par translation et il suffit d'examiner le cas où 

I = [O , La somme trigonométrique f peut être écrite 

(9.2) t(t) = T2 exp2niatf (mt) 
aeF a 

où chaque somme trigonométrique f est périodique de période 1. Il est alors naturel 
a 

de décomposer [o , 9.] en q intervalles I j = ^ » ^ m " ] > 0<j<q-1 et de poser 

(9.3) f,(t) = Y2 exp(2itija/m)exp 2rciat f (mt), 0 < j < q-1. 
J aeF 

L ' hypothèse sup | f | = 1 s ' écrit alors sup | f .(t) | ^ 1, 0 < j < q-1, puisque 

f.(t) = f ( t + i ) , t € l 0 . 

Les équations (9.3) s'écrivent 

q-1 i 
(9.4) exp2KiatfJmt) = £ > a f (t), a€F, 0<t<± 

et tout t' € [0,1] peut être écrit de façon unique f = t + m (0 « k 4m-1 , 04t<l) 

de sorte que 

q-1 
(9.5) f(t') = exp(2ïuak/m)exp 2jriat f (mt) = J~~*Y^ exp(2rciak/m)c . f.(t). 

aeF a j=0 ÉiF a ' J J 

q-1 
Puisque |f(t) | <1, | f ( t f ) | < 5 Z I 2 Z c i exp(2ïïiak/m)|<M. C.Q.F.D. 

J j=0 aeF J ' 

Pour voir que M était la meilleure constante possible, soit k un entier et 

q-1 
z , z _̂  des nombres complexes de module 1 tels que M = J \J~~*z.c. exp(27riaH/m). 

q " o aeF J J , a 

Soient L, 0N<j$q-1 des fonctions définies sur [_0,ĵ J» à valeurs complexes, continues, 

nulles en 0 et en - , telles que f (J- ) = z. et que sup I f. I = 1. Les relations m' j 2m j J 

(9.3) permettent de définir exp 2Kiat fa(mt) sur [o , 1] ; 
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puisque f (0) = f (1) = 0, f peut être prolongée en une fonction continue périodique 
3 3 3 

de période 1 et nous pouvons définir f(t) dont le spectre est contenu dans À par 

(9.2). Enfin, sup |f| = 1 résulte des hypothèses faites sur les f. tandis que (9.5) 
I J 

montre que | f(̂ L + k) | = M, L 1 inégalité (9.1) , étant supposée vraie pour toute somme 

trigonométrique f e , reste vraie pour toute fonction continue dont le spectre est 

contenu dans A; M est donc la plus petite constante possible pouvant figurer au se

cond membre de (9.1) . 

Soit maintenant À un ensemble quelconque d ' entiers rationnels. Pour tout entier 

m » 1 . formons l'ensemble À C [p,m-l] des résidus modulo m de A. Soit q 7 m u J m 

le cardinal de A . Alors AcA + mZ et donc m m 

(9.6) d h ( A ) < d h ( A m + m z ) = ^ L . 

Avec ces notations, on peut donc énoncer 

PROPOSITION 9. Pour tout ensemble A d ' entiers rationnels et tout entier m >, 1 , 

soit q le nombre de résidus distincts mod m des entiers de A. Alors 

qm 

(9.7) d h(A)« lim Jjj. (m +ooj. 

En général (9.7) n'est pas une égalité mais, sous des hypothèses très raisonnables 

sur A, c ' est le cas (théorème 6 ci-dessous). 

THEOREME 6. Soit A un ensemble d'entiers rationnels. Supposons que pour 

tout Xe A et tout entier m ^ 1 , il existe une suite (A^) k ^ d'éléments de A 

telle que 

(9.8) = X (mod m) pour tout k » 1 et 

(9.9) la suite ( a M k ^ soit équirépartie mod 1 pour tout a irrationnel. 
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Pour tout entier m » 1, désignons par qm le nombre de résidus distincts, 

mod m, d'entiers de À. Alors la densité harmonique de A est égale à 

lim inf qm/m (m-*+00). C ' est également la mesure de la fermeture de A dans le 

compactifié de Bohr de Z (densité presque périodique de A) . 

En d ' autres termes, la densité harmonique de A est la borne inférieure des 

densités des ensembles périodiques contenant A. 

COROLLAIRE. Supposons que les hypothèses (9.8) et (9.9) soient satisfaites par 

un ensemble A d'entiers. Soit A 1 l'ensemble des entiers j € Z tels que, pour 

tout m >, 1 on puisse trouver un À € A congru à j (mod m). Alors les densités 

harmoniques de A et A^ sont égales. 

En effet, l'inclusion évidente Ac A ^ donne d^(A)< d^A^). Mais, pour tout 

m >, 1, A A + mZ implique d^C^) * Km inf d^(A+ mZ) = d (̂A) grâce au théorème 

6. On a donc dh(À) = d^A^. 

10. DEMONSTRATION DU THEOREME 6. Nous allons d' abord montrer que la 

densité presque périodique d

p (A) de A est la borne inférieure des densités des 

ensembles périodiques contenant A. 

Soit i l'injection canonique du groupe quotient Q/Z dans T=IR/Z et soit 

G le groupe dual de ®/Z ; G est le produit l~T Z des groupes des entiers 
pep p 

p-adiques. Soit h : Z -*G 1 'homomorphisme dual de i. La valeur prise en teQ/Z 

par le caractère x de G est notée <x,t> et si x = h(m), on a <x,t> = 

exp 27Timt. 
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Soit U la fermeture de h(À) dans G et enfin soit \i la mesure de Haar de 

G normalisée par fA.(G) = 1. 

En utilisant l'axiome du choix, nous pouvons décomposer en somme directe 

Q © D ; D est un sous-groupe de (R^ dont 1 ' intersection avec Q est réduite à 

{0). Alors R d / Z = Q/Z©D et Z est le produit de G et du groupe compact L 

dual de D. 

LEMME 1. La fermeture de J(A) dans Z est le produit U x A. 

L ' inclusion évidente J(A) c Ux A montre que la fermeture de \J(A) est contenue 

dans UxA. Soit o* la mesure de Haar de A normalisée par a(A) = 1. Pour 

tout x e U et tout voisinage compact V de x dans G, nous allons construire 

une mesure de probabilité p portée par V et une suite fî , k^l, démesures 

discrètes de probabilité, portées par J(A) et tendant faiblement vers p®0~. Le 

lemme 1 en résultera. 

Remarquons que V contient un voisinage de la forme h(X) + mG. Soit alors 

Hk la mesure donnant la masse 1/k aux points J(A^), J(A^) lorsque la suite 

(A, ), 1 est définie par (9.8) et (9.9). Soit 9 une limite faible d'une sous-suite des 
K K ">/ I 

(x^. Alors <i =0 sur D ce qui entraîne aussitôt que <i - p#o~. 

LEMME 2. On a |i(U) = lim inf qm/m (m +oo). 

En effet, un système fondamental de voisinages de 0 dans G est formé des 

mG où m ^ 1. Puisque U est compact, on a \l(U) = lim inf fi.(U + mG) = 

lim inf |i(h(A) + mG) = lim inf Dens(A + mZ) = lim inf Q m / m . 

On peut alors énoncer le 
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LEMME 3. Soit A un ensemble d1 entiers rationnels vérifiant les hypothèses 

(9.8) et (9.9) du théorème 6. Alors la densité presque-périodique dp(A) de A (c!est-

à-dire la mesure de la fermeture de A dans le compactifié de Bohr de Z) est égale 

à la borne inférieure des densités des ensembles périodiques d'entiers contenant A. 

En effet, par le lemme 1, dp(A) = M-(U) = lim inf qm/m (lemme 2). 

L'inégalité (9.7) peut alors être réécrite d^(A)< d

p (A) e t prouver le théorème 

6 revient à montrer que ^(A) 4 d^(A). 

Nous arrivons au centre de la démonstration du théorème 6. 

LEMME 4. Soient A un ensemble d'entiers rationnels, T et C deux nom

bres positifs. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes 

(10.1) pour tout P e S . , sup|P|N<C sup |P(t)| , 
!R 04 HT 

(10.2) pour tout intervalle I de longueur T et tout P e S . , | P(0) | < C sup | P |, 
I 

(10.3) pour tout intervalle compact I de longueur T, il existe une mesure de 

Radon complexe \i portée par I, de norme ne dépassant pas C et telle que 

J exp 2niAt d|i(t) = I pour tout X€ A . 

La démonstration immédiate du lemme 4 est laissée au lecteur. L'intervalle I 

étant fixé, nous désignerons par C(l , A) la borne inférieure des constantes C fi

gurant dans (10.2). La mesure u, définie dans (10.3) peut être choisie de norme égale 

à C(l , A) . Ce choix optimal de la norme rend automatiquement \jl discrète et portée 

par û/Z comme nous allons le prouver. 

Remarquons d'abord que, pour tout P€ , les relations (10.3) entraînent 

(10.4) P(0) = J P(t) d|i(t). 
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Par définition de C(I , A), pour tout e > 0, on peut trouver une somme trigo-

nométrique P Q € telle que 

(10.5) sup|P 1=1 et 
I ° 

(10.6) |PQ(0)| >y C(I , A) - e . 

Nous allons "corriger" P en une suite (P ) 1 d'éléments de SA ayant 
o n n ^ I «A» 

à peu près les mêmes propriétés que P Q mais tendant vers 0 sur le complémentaire 

de Q/Z. Il en résultera, sans trop de peines, que \l est portée par Q/Z. 

Pour définir P , écrivons n7 

(10.7) P (t) = Y2 d(a)exp 2niât 
aeA 

où A est une partie finie de A et posons 

(10.8) à = T2 M a ) l • 
aeA 

Décomposons d|i en la somme dp + d<r d'une partie dp portée par Q/Z 

(dp est une mesure discrète) et d'une partie d<r étrangère à <Q/Z. 

Soit F une partie finie de Q/Z assez grande pour que 

(10.9) J^ cd|p |s<e/d 

où F c désigne le complémentaire de F dans Q/Z. 

Soit m >/ 1 un entier assez grand pour que mF = 0 (mod 1 ) . Pour tout aeA, 

les hypothèses (9.8) et (9.9) nous permettent de construire une suite (A. (a)). . d'élé-
K K ^ I 

ments de A telle que X^(a) = a (mod m) et que ( a ^ ^ ( a ) ) k > i soit équirépartie 

mod 1 pour tout a irrationnel. Définissons alors 

1 n 

(10.10) P (t) = n ' X d(a) J^exp(2TCiAk(a)t). 
aeA k=1 

Pour tout t€F, les congruences vérifiées par les et F entraînent 

PnW'PoW e t d o n c 
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(10.11) sup |P (t)| <1. 
F 

Partout ailleurs 

(10.12) | P n ( t ) | 

tandis que si t i Q/Z, P (t) -> 0. 

Puisque P^ appartient à pour tout n ̂  1, on peut écrire 

(10.13) P ( 0 ) = P ( 0 ) = [ P n(t)d|t(t)= [ P n(t)dp(t)+ C P n ( t )dp( t )+ [ P (t)d(r(t) 
Ji Jf Jf Ji 

= i + j + k , 

n n n 

L'inégalité (10.11) entraîne |l | < ||p|| tandis que (10.9) et (10.12) donnent 

| Jn| ^ e. Le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraîne 0. Enfin 

| P(0)| »C(I, A) - e = || u, ||- e . En laissant tendre n vers l'infini, (10.13) devient 

donc 

(10.14) Il ji-II - e « ||p||+ e . 

On peut faire tendre e vers 0 dans (10.14) pour avoir 

Ml = l lp l l + U < llpll 

qui implique <r = O ce qu ' il fallait prouver. 

Rappelons que i : Q/Z ->R/Z est l'injection canonique et que h : Z G = 

est 1 'homomorphisme dual. Soit toujours U la fermeture de h(A) dans G. 
peP p 

Appelons x q un point quelconque de G et soit U ' = U + x q . Enfin A' est 1 ' en

semble de tous les j €Z tels que h(j) e U ' . 

LEMME 5. On a C(l , A 1) « C(l , A). 

Grâce à 1 ' injection i la mesure p peut être considérée comme portée par 

Q/Z ou par IR/Z. Les relations (10.3) s'écrivent alors 
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(10.15) 1 = <x,t> dp(t) pour tout xeh(A) ; 

<x, t ) est la valeur prise par le caractère x de G sur t€Q/z et cette valeur 

est exp 2rriAt si x = h(A). 

Le second membre de (10.15) est une fonction continue sur G ; elle vaut donc 1 

pour tout x de U. Posons dp'(t) = <xQ,t> dp(t) ; on a || p'|| = ||p|| = C ( l ,A) 

tandis que 1 = <x',t)dp'(t) pour tout x' =x + x £ U ' . Si x' = h(A' ) , on 
Jl 

retrouve bien les relations (10.3) pour l'ensemble A ' . Le lemme 5 est démontré. 

Le lemme 5 entraîne d^(A' ) < d^(A). Mais nous savons que 

(10.16) A +(A')x<d h(A ')<d h(A). 

Or le théorème ergodique de Birkhoff nous apprend que pour presque tout x q€ G, 

l'ensemble A' a une densité qui est précisément la mesure de Haar de U, soit 

dp (A). On a donc, pour presque tout xq, 

(10.17) d (A) « A +(A') < dh(A' ) < dh(A) <d (A). 

Ce qui implique 1 ' égalité de dp(A) et de d (̂A) • 

11. APPLICATIONS DU THEOREME 6. 

THEOREME 7. Soient n>/^ un entier, S un cône ouvert de R N , a un élé

ment quelconque de R n , P un polynôme dans Z [x 1 , . . . , x n ] et A l'image par 

P de Z n n(S + a). Alors la densité harmonique de A est indépendante de a, de 

S, et est donnée par la règle suivante. Pour tout nombre premier p >/ 2, soit 

1 ' image de P : (^p) n -> ^ p ; soit a) p la mesure de Haar de U p (celle de Z p étant 

1 ) . Alors la densité harmonique de A est FT u) (le produit est étendu à tous les 
p»2 p 

nombres premiers). 
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En revanche la densité au sens usuel de A dépend de S comme le montre 

l'exemple suivant. Soit A l'ensemble de toutes les sommes m4 + mn où U n < m-1 ; 

S est ici défini par 0 < y < x et À+(A) = 0. Mais si S est tout Z 2 , A devient 

Z et dn(A) = 1. Pour démontrer le théorème 7, montrons d'abord que (9.8) et (9.9) 

sont satisfaites. Si P est de degré 0, c'est-à-dire une constante, A est réduit 

à un point et tout est évident et sans intérêt. Nous supposerons donc que le degré de P 

est >y 1. Puisque S est un cône ouvert, pour tout x e S + a, on peut trouver un 

élément qe Z n tel que, pour tout t >y0, x + qt€ S + a et que P(x + qt) soit un 

polynôme en t de degré >,1. Posons alors A^ = P(x + gmk) ; la vérification de (9.8) 

est immédiate car A = P(x) et celle de (9.9) résulte d'un théorème classique d'H. Weyl 

([2] Ch. IV, th. VI, p. 71). 

Soit, avec les notations du J 10, A' = P(2 n ) et A^ l'ensemble de tous les 

j e Z tels que h(j)eU. En d'autres termes Â  est l'ensemble des j e Z tels que, 

pour tout m ^ 1, j soit congru modulo m à au moins un point de A. Par le corol

laire du théorème 6, d (̂A) = dh(A^ ) et si nous montrons que A' C A^, la première 

partie du théorème 7 sera prouvée. Mais pour tout x e Z n on peut former un vecteur 

qe Z n et trouver un tQ > 0 tel que, pour tout t » tQ x + qt 6 S + a (S est un cône 

ouvert). Donc pour k assez grand A^ = P(x + qmk)e A et = P(x) (mod m) 

ce qu ' il fallait montrer. 

Puisque Z (ou h(Z)) est dense dans le produit G des Z^, p » 2 , 

U= l~~[u et |i(U) = "|~Tu) . Le théorème 7 est ainsi complètement démontré. 
p>.2 p p»2 p 

12. UN THEOREME SUR LES NOMBRES DE PISOT. Soit 6 un nombre 
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réel et À f t l'ensemble de toutes les sommes finies ) \ e. 0 k où e = 0 ou 1. 
0 k>,0 K K 

Nous nous proposons de calculer, pour toute valeur de 0, la densité harmonique de 

Ag. Pour cela il est nécessaire de rappeler la définition des nombres de Pisot. 

DEFINITION 4. Soit x > 1 un nombre réel. On dit que x est un nombre de 

Pisot si x est un entier algébrique et si tous les conjugués de x différents de x, 

sont des nombres réels ou complexes de module strictement inférieur à 1. 

Par exemple, tout entier naturel x » 2 est un nombre de Pisot. Si 0 (ou -0) 

est un nombre de Pisot, nous désignerons par % le corps Q(0) et par n le degré 

de X> sur Q. Soient 0"̂ , . . . , a"n les n isomorphismes de % dans C 

ordonnés de façon que 

(12.1) 0^(0) = 0 

(12.2) <T|, . . . , a* soient réels 

(12.3) si n = r + 2s et s » 1 , or . et (T • soient conjugués (sur C) pour 
r+j r+j+s 

K< j N< s. 

Soit D le déterminant Det((T.(0k))- . ^ . et |D| son module. 
3 I * 3 4 n, K4 n- I 1 1 

r—1 S 
Enfin soit U^CIR x £ la partie compacte définie comme l'ensemble de toutes 

00 , 
les sommes infinies (T~~* e o~.(0 )L . associées à toutes les suites e, de 0 v^-^ k y "24j4r+s k 

ou de 1. 

r-1 S f 

La mesure de Lebesgue de ÎR x C est notée mes. et est normalisée par la 

condition que la mesure de 1 ' ensemble défini par 0 4 x̂  1 (2 ̂  j 4 r) et | z_. | 1 

(r+1 4 j 4 r+s) est ft S. 

Avec ces notations, on peut énoncer le 
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THEOREME 8. Soit 0 un nombre réel et AQ l'ensemble de toutes les sommes 

finies Y2e i, 6 k où c = 0 ou 1. 

(12.4) Si 9 = 0, A est réduit à {0 , 1j et sa densité harmonique est 0. 

(12.5) Si 6 = 1, A=iNl dont la densité harmonique est 1. 

(12.6) Si 0 = -1, A = Z dont la densité harmonique est 1. 

(12.7) Si -1<6<1, la densité harmonique de A Q est +oo. 

(12.8) Si 0 > 1 n'est pas un nombre de Pisot, la densité harmonique de A^ est +co. 

(12.9) Si 1 < 0 42 et si 0 est un nombre de Pisot, la densité harmonique de A .̂ 

est finie, non nulle et vaut 2 S mesOĴ J/lDl. 

(12.10) En particulier si 0 = 2, A- = N dont la densité harmonique est 1. 

(12.11) Si 0>2 est un nombre de Pisot, la densité harmonique de A^ est 0. 

(12.12) Si 0<-1 et si -0 n'est pas un nombre de Pisot, la densité harmonique de 

A Q est +oo. 

(12.13) Si -2 < 0 < -1 et si -0 est un nombre de Pisot la densité harmonique de A 
0 

est finie, non nulle et vaut 2S mes(Ug)/|D|. 

(12.14) Si 0 = -2, A = Z dont la densité harmonique est 1. 

(12.15) Si 0<-2 et si -0 est un nombre de Pisot, la densité harmonique de A„ 
u 

est 0. 

Les seules parties du théorème 8 qui n ' avaient pas été démontrées dans [j 0] sont 

(12.9) et (12.13). La preuve ci-dessous utilisera certains résultats de [10] et occupera 

les § 13 et 14. 

- 33 -



TROIS PROBLÈMES 

13. LES MODELES ASSEZ REGULIERS. La preuve du théorème 8 est très 

semblable à celle du théorème 6 et un modèle assez régulier sera un ensemble de nom

bres réels dont les propriétés sont semblables à celles des ensembles d'entiers À 

intervenant au théorème 6. 

Bien que les groupes R n suffisent à la preuve de (12.9) et (12.13) nous donne

rons les définitions et les preuves dans le cadre un peu plus général nécessaire à 

l'étude du problème de la synthèse spectrale ( § 16). 

Soit G un groupe commutatif localement compact. Soit IR x G le groupe produit, 

i : RxG -»R et j : RxG -»G les deux projections. Supposons qu'il existe un sous 

groupe DCRxG ayant les trois propriétés suivantes 

(13.1) D est un sous-groupe discret de RxG 

(13.2) (IR XG)/D est compact 

(13.3) i restreinte à D est injective et d'image dense dans R 

(13.4) j restreinte à D est injective et d'image dense dans G. 

DEFINITION 5. Avec les notations ci-dessus, D est appelé un échangeur entre 

IR et G. Pour tout d€D, nous écrirons x = t* et t = x* si t = i(d) et 

x = j(d). L'application * définit un isomorphisme entre i(D) et j(D). 

Pour toute partie F de i(D), F* sera l'image de F par cet isomorphisme. 

Pour toute mesure atomique (jl portée par i(D), sera la mesure portée par 

j(D) et donnant à chaque x = j(d) la masse que donne \l à t = i(d). 

Soit r le groupe dual de G : pour tout y eT et tout x eG, < ^ , x> est 

la valeur prise en x par le caractère j . Soit AciRxr le sous-groupe des cou-
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pies ( s , j-), s€R, yep tels que pour tout d = (t , x)€D, on ait exp 2jrits = 

< j - , x >. Alors A jouit dans R x r des mêmes propriétés que D possède dans 

R XG ; à est un échangeur entre R et T . Soient p : R x T ->R et q : Rx T-»r 

les projections canoniques et H le sous-groupe p(A) de R. Si s = p(8) et 

j"= q(S), 5 e A, nous écrirons j = s* ou s = j " * de sorte que pour tout t e i ( D ) 

et tout s G H, on a 

(13.5) <s* , t*> = exp 2nist. 

DEFINITION 6. Avec les notations ci-dessus, soit U une partie relativement 

compacte de G. Le modèle A de nombres réels défini par G, D et U est 

l'ensemble de tous les t = i(d) tels que d 6D et que j(d) €U. 

Soient ji. une mesure de Haar sur G et V une mesure de Haar sur 

(R x G)/D ; nous normalisons V par la condition que sa masse totale est 1. Les 

mesures |ji et v> sont reliées par la formule habituelle 

(13.6) f f(t,x)dt®dfi = tûi ; 
J r x g J ( R x G ) / D 

f : R x G -* C est une fonction continue à support compact et f est la fonction D -

périodique définie sur R xG (et donc automatiquement sur (R xG)/D) par 
t*U _____ 
f(t,x) = ^ t f(t - i(d) , x-j(d)). Ainsi ¡L est normalisée. 

dGD 

DEFINITION 7. Une partie compacte U de G est dite integrable au sens de 

Riemann si la frontière de U est de mesure nulle pour p.. 

Un modèle régulier est un modèle défini par un compact U de G integrable au 

sens de Riemann. 
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PROPOSITION 10. Soit A un modèle régulier. Tout intervalle [t , t+T] , 

telR, T>0 contient T|i(U) + o(T) points de A (T-»+oo); le o est uniforme en 

t. La densité harmonique d'un modèle régulier, sa densité au sens ordinaire et la 

mesure (x(U) de U coïncident. 

Ainsi les modèles réguliers généralisent les ensembles de la forme F + 

introduits dans la proposition 8. Plus précisément si 1 ' on prend pour G le produit 

ïopologique restreint de tous les corps p-adiques associés à tous les nombres 

premiers p >, 2 et pour D le corps Q plongé canoniquement dans son anneau des 

adèles (R x G), il est facile de voir que F + ml devient un modèle régulier. 

Cependant si la longueur de 1 ' intervalle I vaut exactement la densité du modèle 

régulier A, les normes sup|p| et sup|p| cessent, en général, d'être équivalen-
R I 

tes sur Sj^ ; elles le redeviennent dès que la longueur de I dépasse la densité de 

A ([10] et [11]). 

Enfin la proposition 10 est prouvée dans [lo]. 

Soit maintenant A un modèle quelconque. La première idée qui vient pour cal

culer la densité harmonique de A est d ' écrire 

(13.7) dh(A) 4 inf dh(M) 

où le infimum est étendu à tous les modèles réguliers M contenant A. 

Nous allons tirer une conséquence importante de l'inégalité (13.7). 

PROPOSITION 11. Soit A un modèle défini par (G , D , U). Soit K la fer

meture de U dans G et soit JJL la mesure de Haar de G normalisée par (13.6). 

Alors 

(13.8) dh(A)s< i-i(K). 
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Pour montrer (13.8), il suffit, pour tout e >0, de construire un modèle régulier 

M contenant A et dont la densité ne dépasse pas jx(K) + e . Pour cela nous utilise

rons le lemme suivant. 

LEMME 1. Soit G un groupe commutatif localement compact et K c G une par

tie compacte. La mesure de K est la borne inférieure des mesures des compacts L, 

integrables au sens de Riemann et contenant K. 

Si M est le modèle régulier défini par L, on aura donc bien Dens M = u.(L) 

{ \l(K) + e pour un choix approprié de L. Il reste à prouver le lemme 1. Le lemme 

suivant est la première étape de la démonstration. 

LEMME 2. Soit G un groupe abélien localement compact. On peut alors trouver 

un système fondamental de voisinages compacts de 0 qui soient integrables au sens de 

Riemann. 

Le théorème de structure montre que G contient un sou s-groupe ouvert H de 

la forme Nx IRn, n >y0 où N est un groupe compact. On peut prendre pour voisi

nages de 0 dans N x IRn des produits V x W où V est un voisinage de 0 dans 

N et W dans (R n. Il suffit donc de prouver le résultat pour N ; il est assez clair 

pour (R n. 

Tout groupe commutatif compact peut être obtenu comme limite projective de pro

duits F x T m , m >y0 où T m est le tore m-dimensionnel et F un groupe fini. 

Un système fondamental de voisinages de 0 dans N sera alors formé des images 

réciproques de systèmes fondamentaux de voisinages de 0 dans les divers F x TTm. 

Or dans chacun de ces facteurs on peut choisir ces voisinages de 0 integrables au sens 
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de Riemann. Il en sera de même pour N et le lemme 2 est prouvé. 

Revenant au lemme 1, soit e > 0 arbitraire et A D K une partie ouverte de G 

telle que jí(A) « |x(K) + e. Soit V un voisinage compact de 0, integrable au sens 

de Riemann et tel que K + V c A. On peut recouvrir le compact K à l'aide d'un 

nombre fini x.. + V, x̂  e K, 1 ¿ j « n, de translatés de V. La réunion L des 

Xj + V, 1 « j 4; n, est integrable au sens de Riemann, contient K, est contenue dans 

A et vérifie donc p-(L) 4 fi(K) + e. Le lemme 1 est démontré. 

Nous pouvons maintenant généraliser le théorème 6. Ce théorème exprimait que si 

A est un ensemble d'entiers "assez régulier", la densité harmonique de À est la 

borne inférieure des densités des ensembles périodiques d'entiers contenant A . 

Le théorème 9 ci-dessous signifie que la densité harmonique d'un modèle "assez 

régulier" est la boi? ; inférieure des densités des modèles réguliers contenant A. 

DEFINITION 8 (les modèles assez réguliers). Soit, avec les notations de la défi

nition 6, A un modèle défini par un triplet (G , D , U) et soit H le sous-groupe 

p(A) de R. Nous dirons que le modèle A est assez régulier si les conditions sui

vantes sont remplies 

(13.9) H est un sous-groupe dénombrable de R ; 

(13.10) l'ensemble A* de tous les j(d) tels que deD et i(d)eA est dense 

dans U ; 

pour tout A = i(d)eA et tout voisinage V de A* = j(d) € G, on peut trou

ver une suite fx ,̂ k >, 1, de mesures de probabilité portées par A et telle 

que 

(13.11) pour tout k ^ 1, fi-k soit portée par V 
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(13.12) pour tout nombre réel s n1 appartenant pas à H, fLk(s)-» 0 (k-»+œ). 

(fi^ est la transformée de Fourier de la mesure fi^). 

Cette définition présente une ambiguité. Si un ensemble A de nombres réels 

est donné et si nous venons de vérifier que A est un modèle défini par un triplet 

(G , D, U) il se peut que A soit un modèle assez régulier sans que les propriétés 

(13.9) à (13.12) soient satisfaites. Cela tient à ce que ce même modèle A peut être 

défini à l'aide d'un autre triplet (G' , D' , U') pour lesquels (13.9) à (13.12) sont 

vraies. Pour être plus précis, il faudrait dire qu ' un modèle assez régulier est un ensem

ble A pour lequel il existe un triolet (G , D , U) tel que A soit un modèle défini 

par (G , D , U) et que (13.9) à (13.12) aient lieu. 

Donnons un exemple très simple de cette ambiguité. Soit A l'ensemble des 

carrés parfaits .Soit G le produit topologique restreint de tous les corps p-adiques 

Qp, p >y 2. Alors A = R x G est 1 ' anneau des adèles de Q. Le corps Q peut 

être considéré comme un sous-anneau discret de A de la façon suivante : un rationnel 

r e® est envoyé en 11 élément d de A dont la composante i(d) sur R est r 

vu comme un nombre réel, les composantes de j(d) dans chaque étant r comme 

élément de Q P . Soit U = A* = |j(d) ; d GD et i(d)e Aj. Alors A est un modèle 

assez régulier. Voici maintenant une façon de définir A comme un modèle dans que 

A soit un modèle assez régulier. Soit G = <$2, DcRxG le sous-anneau des 

d = (t,t) où t = m2q, m e Z, q e Z . Alors U = A* est dense dans 1 'ensemble K 

des carrés de Z 2 . Dans ce cas A est défini comme un modèle sans que (13.9) à 

(13.12) soient vraies. Sinon la densité harmonique de A , donnée par la mesure de 

K dans G (théorème 9) serait égale à 1 /6. Or cette densité harmonique est nulle 
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(théorème 7 ou théorème 9). 

THEOREME 9. La densité harmonique d'un modèle assez régulier A est la 

borne inférieure des densités des modèles réguliers contenant A. En d'autres termes 

si le modèle assez régulier A est défini par le triplet (G , D , U) tel que (13.9) à 

(13.12) aient lieu, la densité harmonique de A est la mesure JJL(K) de la fermeture 

K de U dans G, lorsque la mesure de Haar (i de G est normalisée par (13.6). 

Avant de démontrer le théorème 9, donnons en deux exemples 

En premier lieu, montrons que si R x G est 1 ' anneau des adèles A de Q, 

le théorème 9 fournit le théorème 6, En effet le groupe dual de A est A lui-même. 

Soit B, : A -> T un caractère continu, non trivial, égal à 1 sur Q = D. Alors la 

dualité entre A et lui-même peut être définie par <x,y) = ^(xy), x e A , y e A. 

L ' orthogonal de D = Q est alors A = Q regardé comme plongé dans A. Donc 

H = p(A) =QC(R. 

Soit d'autre part N le produit de tous les Z' , p » 2 . Un système fondamental 

de voisinages de 0 dans G est formé des mN, m^1. Si A^A et A , 

dire que A* e A* + mN revient à écrire Â  = A (mod m). Reprenant les notations 

du théorème 6, la mesure (î^ donnera la masse k"1 aux points A-j, . . . , A k . 

L'hypothèse (9.9) du théorème 6 entraîne que M-k(
s) -» 0 si s^Q. 

Un second exemple d'application du théorème 9 est la preuve des assertions (12.9) 

et (12.13) du théorème 8. 

Soit, avec les notations du § 12, G le groupe R r ~ 1 x C s ; R xG = R r x C s 

et De R r x C s est le sous-groupe fermé de tous les d = ( cr^(t), . . . , 0" r + s(t)) tels 
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que t e Z + . . . + Z0 n \ L'orthogonal A de D est le sous-groupe des suites 

S = (y 1 , . . . , y r , z r + 1 , . . . , z r + s ) dans IRF x C b telles que, pour tout k » 0 

(13.13) y, <rAek) + . . .+ v a (e k) + (Relz , cr , ( e k ) + . . . + z cr ( e k ) l e z . 

v u ; J1 U V ' t rv L r+1 r+r r+s r+sv .I 

Posons, pour tout U _U s, yr+. = _ z p + . , y r + j + s - _ z p + . ; (13.13) devient 

n , 
(13.14) Y ^ y . c r . ( e ) e z pour tout k » 0 . 

1 3 J 

Soit Tr la trace et , . . . , a)̂  une base duale de ( 1 , 0 , . . . , 0 n~ 1) dans 

X = Q(0) définie par Tr(uî^0k) - 0 si j r k+1 et Tr(oc .6 3 " 1 ) = 1 si 1 < j < n . 

Les congruences (13.14) pour k >, n sont des conséquences des congruences 

(13.14) écrites pour 0N<k^n-1 car 0 est un entier algébrique. Ces n premières 

congruences impliquent que l'on puisse trouver n entiers rationnels q ,̂ , q 

tels que y1 = co1 + . . .+ qnu:n et que y 2 , . . . , y n soient conjugués de y . Le 

sous-groupe H est donc Z&\| + . . . + Zu)n. 

Il reste à définir U et à construire les mesures ji ,̂ k >, 1. 

Soit U l'ensemble des points (a ° " r + s ( * ) ) pour lesquels 
A = ) e k 0

k , e. = 0 ou 1. Les inégalités | o".(0)| < 1 vérifiées pour 2« j ^ n 
k»0 K K J 

entraînent que U est relativement compact. 

Soient enfin 6 ^ 0 un entier, A = ^ ' e.03, e . = 0 ou 1, un élément arbi-
o 3 3 

traire de A et V un voisinage compact de 0 dans G = iR r~1 X C S . Pour tout 

n -k entier m ^ t et tout k >, 1, jx̂ . est la mesure donnant la masse 2 à chacun des 

. m+k 
2K points A 4 _T__ a 0 j > a • = O ou 1. 

m+1 3 3 

La mesure u., charge les points x = (x L de G définis par x = r k to ^ u 2 $ u $ n 1 u 
m+k 

0"u(A) + Y2 ce.cru(0
3), 2 « iu n. Si m est assez grand, les inégalités | rr (0)| < 1, 

m+1 3 u 
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2 n u c n, montrent que \l est, pour tout k >/ 1, porté par A*+V. 

m+k . oo 
On a alors | ^ k ( s ) | = | | |cosît0js|. Si le produit infini PJIcosïïG^sI n'est 

m+1 o 

pas nul, nécessairement se<Q)(e) et Tr(0Js) e Z dès que j >/jQ (Q2], p. 27, 

prop. 4). Mais un nombre de Pisot de l'intervalle ] l , 2 [ est une unité (0 vérifie 

une relation de la forme ) ] +9̂  = 0 comme on s ' en rend compte en comptant les 

points de A tombant dans un intervalle [ O , T | ) . Ainsi Tr(0 Js)eZ pour j assez 

grand équivaut à la même condition pour tout j »0 ; s appartient à H et le théorè

me 8 est prouvé. 

Nous montrerons au §19 que pour tout nombre de Pisot 0, 1 ' ensemble A ^ 

correspondant est un modèle assez régulier ; il ne suffira plus alors de prendre 

G =lR r~ 1 xC s . 

14. LA DEMONSTRATION DU THEOREME 9 est très semblable à celle du 

théorème 6. 

a) Une formule préliminaire. Nous dirons qu'une fonction <p : IR -» C est H-

presque périodique si cp est une fonction presque-périodique dont le spectre est 

contenu dans H. Pour une telle fonction cp, nous pouvons définir une fonction 

presque périodique (j)*: G -» C de la façon suivante. Si Se A et si (p̂  (t) = 

exp(2ïïip(&)t), nous poserons cp*(x) = <q(ô),x> , xeG, de sorte que, pour tout 

t€i(D) on ait cp (t) = (p*(t*). Si cp est une combinaison linéaire finie cp(t) = 

J \ â  cpg , nous posons cp* = ) \ â  cp*. Puisque i(D) est dense dans R tandis 

que j(D) est dense dans G, on a alors 
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(14.1) sup|cp| = sup |cp(t)|= sup |cp*(t*)| = sup |q>*|. 

R tei(D) t*ej(D) G 

L' application (f -* (p* est donc isométrique et se prolonge sans ambiguité en 

une isométrie entre 1 ' espace des fonctions cp : !R -> C qui sont H-presque-périodiques 

et l'espace des fonctions <p* : G -> C qui sont q(A)-presque périodiques. On a, pour 

toute mesure atomique fi, portée par i(D), et toute fonction (p : R •* C qui est 

H-presque-périodique 

(14.2) (p d|i = | cp*d|JL* 
J r J g 

et en particulier cp (t) = cp*(t*) pour tout tei(D). 

b) Compacts associés. Un lemme préliminaire. Nous dirons qu ' une partie compac

te E de R est associée à A s'il existe une constante C>0 telle que, pour 

toute somme trigonométrique P e Sĵ  (c ' est-à-dire dont les fréquences appartiennent 

à A ) , on ait 

(14.3) sup |P| 4 C sup |P(s)|. 

R seE 

LEMME 1. Soient A un modèle assez régulier et E un compact associé à 

A. On peut alors trouver une mesure atomique p, portée par En H, de norme au 

plus C (C est défini par (14.3)) et telle que, pour tout Àe A , 

(14.4) exp 2rriÀs dp(s) = 1 . 
Je 

Soit, en effet, a = sup | P(0)| lorsque P e s» et que sup | P| >$' 1. Par 
E 

hypothèse 0 < a N< C < + oo. Le théorème de Hahn-Banach montre qu ' il existe une mesure 

de Radon complexe u, portée par E, telle que |j = a et que 
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(14.5) P(0) = P(s)d|t(s) 

pour tout P € . 

Par définition de a, on peut, pour tout e > 0, trouver Q e s ^ tel que 

(14.6) sup |Q| = 1 
E 

tandis que 

(14.7) Q(0Ua- c - . 

Ecrivons Q comme une somme finie 

(14.8) Q(s) = Z Z b(A)exp2iriXs ; 
AeB 

B est une partie finie de A et nous poserons 

(14.9) b = n i N l -
XGB A 

Soit maintenant \L = p + cr la décomposition de |x en une partie atomique p por

tée par H et une partie c étrangère à H (p est atomique parce que H est 

dénombrable). Soit FCHn S une partie finie de H assez grande pour que la somme 

des masses de | p | aux points de H \ F ne dépasse pas e/b (H^ F désigne le 

complémentaire de F dans H). 

Formons un voisinage W de 0 dans G assez petit pour que sup | < v-, x> —11 
F*xW 0 

$ e/b. Pour tout AeB, considérons le voisinage V = W+A* de X*eu. Puis-
A 

que A est assez régulier, on peut trouver une suite fi , k 11, de mesures de 
k, A 

probabilités portées par A et telles que 

(14.10) pour tout k»1 et tout AeB, M-̂  ^ soit portée par et 

(14.11) ji, (s)-» 0 (k->+o() si s n'appartient pas à H. 
K , A 

A l'aide des ^ , nous modifions Q en Q k ; Q k a, en gros, les mêmes 
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propriétés que Q et, en outre, si s ^H, Q k (
s ) •* 0 (k -» +00). Plus précisément 

on pose, avec les notations de (14.8), 

(14.12) Qk(s) = Y2 b

A f e x P 2 * i t s # k A ( t ) • 

Il est clair que Q k est, pour tout k >, 1, une fonction presque-périodique dont 

le spectre est contenu dans A (nous écrirons Q^e SjJ et que Q^(s) •+ O (k •* +00) 

si s n1 appartient pas à H. 

Puisque djA. est une mesure de probabilité, on a pour tout k >, 1, 

(14.13) Q. (0) = J2 \ =Q(°) e t 

(14.14) |Q.(s)| N<T~] | h | =b pour tout S€|R. 
K A€B A 

Si s GH, on a 

(14.15) Qk(s) = q£(s*) = C b x J^<s' f,x>d fi k > A(x) = 

22 b x<s*, A*) <s*,x>d|i* .(a*+x). 
AGB A Jw k , a 

Mais seF et xsW entraînent | <s* ,x) - 1| < e/b et la mesure de probabilité 

dfi* (A* + x) est portée par W ; on a donc k , A 

(14.16) f <s*, x>d|i* (X*+x)-1 <e/b. 
Jw K , A 

En combinant les inégalités (14.16) dans (14.15), on obtient 

(14.17) I Q k(s) - Q(s) | 4 e pourtout k»1 et tout s€F. 

L'inégalité (14.7) peut encore être écrite 

(14.18) Q k (0)» Il fill - e 

et, puisque Q k ^ pourtout k » 1 , 

(14.19) Q,(0) = f Q (s)d|i(s)= f Q.(s)dp(s) + f Q. (s)da(s) = 
Je Je k Je k 
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Q (s)dp(s) + I Q (s)dp(s) + f Q. (s)dcr(s) 
J f k J h \ f k J e 

que 1 ' on abrégera en 

(14.20) Qk(0) = A k + B k + C R . 

Grâce à (14.6) et (14.17), | Q k(s)| ^ 1 + c pour tout k » 1 et tout s sF ; donc 

| A k | « ( 1 +e ) il p II . La définition de F et ( 14.14) impliquent | B R | <r c. Enfin les 

sommes trigonométriques Ç>k sont uniformément bornées sur E et tendent vers 0 

hors de H ; H est de mesure nulle pour cr et le théorème de convergence dominée 

de Lebesgue peut être appliqué à . On obtient C k -> 0 (k -» +oo). 

Pour tout e > O, on peut laisser k tendre vers l'infini dans (14.18) pour 

avoir 

(14.21) (1 + e) ||pH + e » | |H| - e = llpll + M - e . 

On peut maintenant faire tendre e vers 0 dans (14.21) pour en déduire 

Il p 11 > Hp II + lier H et cr = 0 ce qu'il fallait prouver, 

c) Changement de modèles ; un second lemme. 

LEMME 2. Soit À un modèle assez régulier défini par (G , D , U). Soit 

K la fermeture de U dans G, x q un point quelconque de G et K ' = K + x q . 

Soit enfin À' le modèle défini par (G , D , K ' ) . Alors tout compact E associé 

à À est aussi associé à Â.' . 

Puisque Sĵ  est invariant par translation, il suffit de montrer que si E est 

une partie compacte de IR et C une constante finie, la propriété 

(14.22) |P(0)| 4 C sup | P(s)| pour tout P e S . 
seE A 

- 46 -



FONCTIONS PRESQUE-PÉRIODIQUES 

implique, pour cette même constante C, 

(14.23) |P(0)| 4C sup |p(s)| pourtout P e S , , 
seE A 

Tout ceci découle du lemme 1. Soit p la mesure atomique portée par S n H 

et définie par le lemme 1. Soit Mcq(û) l'ensemble des ye T tels qu'il existe 

ssE vérifiant ( j , s )€A . Soit t la mesure atomique portée par M et donnant 

achaque s* € M la masse que p donnait à seE. Posons <p(x) = J <y,x>dt(j). 

Pourtout XGJC , (14.4) devient cp(x) = 1. La fonction continue cp est encore 

égale à 1 sur la fermeture K de A* dans G (A* est dense dans U lui-

même dense dans K). 

Appelons maintenant d t ' (^ ) la mesure atomique < ̂ , X q> dt( p. Pourtout 

x ' = x + x € K ' , on a o ' 

(14.24) cp'(x') = J < f» x ¡ > ÚV(<P = 1 « 

Par ailleurs || t ' Il = Il ̂  Il ^ C (lemme 1 ) . Nous retransportons la mesure 

atomique d t ' , portée par M en une mesure atomique d p ' portée par E 

(r 1 est définie à 1 ' aide de p' comme x à l'aide de p) . Si ( a ' , X ' ) £ D , 

(14.24) devient 

(14.25) exp 2TTÍ A's dp'(s) = 1 ( A ' € A') 
J e 

ce qui entraîne, par simple combinaison linéaire, P(0) = P(s)d p1 (s) pour tout 
J e 

P e S ^ , , L'inégalité |]p f|l= lit1 II 4C donne (14.23). 

d) Fin de la preuve du théorème 9. Soit maintenant E = [ 0 , T ] un intervalle. 

Le lemme 2 implique alors l'inégalité d

n ( A ' ) ^ d

n ( - ^ ) 9 u e n o u s réécrirons, grâce à 

(7.6) et à la proposition 7, 
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(14.26) A+(A'h< dh(A')v< dh(Ak< mes K. 

Si nous pouvons trouver un X Q 6 G tel que A+(A') = mes K , les inégalités 

(14.26) deviennent 1 ' égalité dh(A) = mes K. 

Le fait que, pour presque tout x Q e G, la densité de A' existe et soit égale 

à la mesure de K est une conséquence du théorème ergodique que nous énoncerons 

sous la forme suivante 

LEMME 3. Soit un groupe commutatif compact et h : R -*> 6̂  un homomor-

phisme injectif et d'image dense.Soit J € L 1 ( 6 J ) et pour tout coe<SJ, , soit : 

6 J " * C définie par J^M = J( x - ^ ) » Alors pour presque tout toeé ,̂ la moyenne 

de oh existe et vaut J(x) dx. 

Supposons maintenant que £j/ soit le groupe (lRxG)/D. Appelons h la 

composée des applications canoniques IR = R x ¡0} -> iR x G -» (R x G)/D et a la com

posée des applications correspondantes G = (OJxG -*R x G •> (Rx G)/D. Alors h 

(resp. a ) est injective et d ' image dense dans d^. 

Soit N le compact ot(K) et, pour tout &>0, soit N

&

c ^ p la somme directe 

N + h([0,&]); en d'autres termes, N & est l'image de [ 0 , t ] x K c R x G parl'ap-

plication canonique de R x G sur ^ . Soit X q un élément arbitraire de G, 

û3Q = « (xQ) et = + a}Q ; il est à remarquer que (0Q n ' est pas un élément 

arbitraire de ^ . 

Si J' est la fonction caractéristique de N^, J' o h est la fonction carac

téristique de la réunion des intervalles [ y , x' + 6] où A' e A'. Or K étant 

donné, il y a une valeur de e > 0 assez petite pour que, quel que soit xQ€ G, les 
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intervalles [x! , X1 + e] soient deux à deux disjoints quand X' parcourt A' . 

La vérification très simple de ce fait est laissée au lecteur (voir aussi [15], ch. I ) . 

Dans toute la suite nous choisissons e assez petit pour qu1 il en soit ainsi. Alors la 

moyenne de J' o h, si elle existe, est e Dens A'. 

Montrons maintenant que pour presque tout X q e G, la moyenne de J1 oh 

existe et vaut la mesure de N . 

e 
Soit en effet J la fonction caractéristique de N et, avec les notations du 

e 
lemme 3, soit *Q, 1 ' ensemble des ci) ej^ tels que la moyenne de J^oh existe et 

soit la mesure de N . Si où e SX et t €|R, co + h(t )e,Q ; en effet changer co e o o 

en co + h(tQ) revient à faire la translation de tQ sur la fonction oh corres

pondante et cela n ' a pas d ' influence sur la moyenne. 

D ' autre part le groupe compact ^ est localement la somme directe de h(lR) 

et de a (G). L'ensemble ,0, est de mesure pleine dans et est stable modulo 

h(lR). Le théorème de Fubini montre que, pour presque tout XqG G, a (x ) + h(JR) 

est contenu dans £h ce qu ' il fallait prouver. 

On a ainsi, pour presque tout X q € G, £ Dens A' = mes N £ = e mes K soit 

Dens A' = mes K. La preuve du théorème 9 est ainsi terminée. 

1 5 . UN CONTRE-EXEMPLE. Pour mieux comprendre le rôle des hypothèses 

des théorèmes 1 et 4 nous allons construire un modèle (plus précisément un ensemble 

d ' entiers) dont la densité harmonique n ' est pas donnée par la conclusion du théorème 9. 

La mise au point de ce contre-exemple a été faite en collaboration avec Y. Katznelson 

(Jérusalem, mai 1972). 
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THEOREME 10. Pour tout e > 0, il existe un ensemble À d'entiers qui est 

dense dans le compactifié de Bohr de Z et dont la densité harmonique ne dépasse 

pas e . 

Alors tout modèle régulier M contenant À a une densité » 1 . La densité 

harmonique de A n ' est pas la borne inférieure des densités des modèles réguliers 

contenant A. 

Soit (n, ), v n une suite d ' entiers naturels définis par n = 0 et n, „ = k k >y 0 ^ o k+1 

kn, + 1. Soient A l'ensemble de toutes les sommes finies } e, n , e =0 ou 
k ktf) k k k 

1 et, pour tout entier m >, 0, A m 1 ' ensemble de toutes les sommes finies 

) ) e ̂ n̂  où e ̂  = 0 ou 1. On a les deux propriétés suivantes. 
k> m 

LEMME 1. Il existe une constante (absolue) C telle que la densité harmonique 

de A m ne dépasse pas C(m l ) " 1 . (Th. El, p. 244 et lemme 3 p. 246 de [12]). 

LEMME 2. Pour tout entier m >,Q, A m est dense dans le compactifié de Bohr 

de Z. 

La preuve du lemme 2 est très élémentaire. Nous allons cependant élargir le 

problème en vue des applications au problème de la synthèse spectrale données au 

5 16. 

Soit G un groupe abélien localement compact et ( X ^) K > Q u n ^ suite d'éléments 

de G ; soit S l'ensemble de toutes les sommes finies ) \ ŝ x^ où 0 ou 
k>x0 

1. Appelons T le groupe dual de G et pour tout ^ € ? , soit ^(x) la valeur 

prise en x e G par le caractère ^ de T. 
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PROPOSITION 12. Avec les notations ci-dessus, supposons que l'ensemble S 

soit relativement compact dans G . Appelons F q le sous-groupe de T défini par 
00 

(15 .1 ) Z I |1 - X(x k)| <+oo 
o 

et soit G q c G l'orthogonal de 1 .̂ Appelons 7T : G -+-G/GO la projection cano

nique et posons = rc(xk), k » 0 . Alors 

(15.2) la famille (y. ), n est sommable dans G/G ; 
K H S/ \J o 

(15.3) si L C G / G désigne l'ensemble compact de toutes les sommes convergentes 
00 

) e ̂  y^, e ̂  = 0 ou 1, la fermeture de S dans G n1 est autre que 
o 

ÏÏ"V). 

La preuve de la proposition 12 est immédiate. Soit pour tout k >0, R^ l'ensem

ble des sommes finies 3 1 e .x., e . = 0 ou 1 et F, 1 ' ensemble des sommes 

3 1 e.x., e . = 0 ou 1. Alors S = F. + R, (k^O). Soit R, l'adhérence de L—( i i* •] k k k 
o J 

R^ dans G ; l'intersection G q des R^, k>0, est une partie compacte, non 

vide de G . On a S = F^ + R^ qui implique S = + R^ D F^ + G Q ; donc 

S=>U (F, + G ) = S + G . Puisque G est compact, la fermeture de S + G est , A

 v k o' o H o ' o kU) 

S + G ; on a ainsi S o s + G et donc S = S + G car 0 e G . o o o o 

La même démonstration fournit évidemment R^ = R~̂  + G q et en prenant l'inter

section, G Q = G Q + G q ; la partie compacte G Q , stable pour l'addition est un sous-

groupe fermé. 

Soit T 1 ' annulateur de G . Un caractère y de P vaut 1 sur le o o A o 

groupe compact G Q et donc tend uniformément vers 1 sur les compacts R^ dont 

l'intersection est G Q . Posons ?t(\) = e x P 2 T r i (P} < :> k »0, ~ 2 ̂  2 ' ^ o u r 
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k> k , on a | exp 2rri(^ ^ î i J _ 1 l ^ 1 P o u r toute suite e, = 0 ou 1. En rai-
° k>/k K 

o i 1 -j 
sonnant par récurrence sur £Z] e. = n, on en déduit que - ? 4> YH ^^k^ T 

k>/k k>/k o o 
( e k = 0 ou 1) et donc X Z l T k ^ J * Ainsi Xe e n t r a i n e ( 1 5•1 ) • Réciproque-

k>/kQ 

ment (15.1) entraine clairement que % tend uniformément vers 1 sur (k-*+oo). 

Soit 1?' un voisinage arbitraire de 0 dans G / G q . Alors ir" (Û) est un 

voisinage du groupe compact G q et, dès que k est assez grand, R^ est tout 

entier contenu dans ll" 1(6'). Il existe donc un kQ tel que J , e^y^ e P o u r 

o 
toute suite (finie) e ̂  de 0 et de 1. La famille ( y k ) k > Q est sommable dans 

G/G . 
1 o 

On a ir(S) = L et S = S + G . Cela entraîne S = ïï"1 (L) . 

COROLLAIRE. Soit G un groupe compact. Supposons que pour tout %e Y 

qui n'est pas le caractère nul, on ait Y~\ |1 - ) | = +œ. Alors l'ensemble de 

toutes les sommes finies J , C b x l r > e , =0 ou 1 est dense dans G. Pour tout 
k»0 k k k 

entier m ̂  1 ; il en est de même de 1 ' ensemble de toutes les sommes finies 

r > k V e k = ° o u 1 -

k»m 

Revenant au théorème 10, nous appellerons T le groupe T = IR/Z muni de 

la topologie discrète et G = Z le compactifié de Bohr de Z. Pour montrer que 

À m est dense dans G pour tout m >y 1, il suffit de s ' assurer que, pour tout t ^ 0 
(mod 1), Y2 M "" e x P 2 T r i t n J = • 

k»0 
Nous utiliserons le lemme (presque évident) suivant 

LEMME 3. Soient e>0 et ^> 0 deux nombres réels, m >, 1 et q » 1 
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deux entiers et n = mq +1. Si t est un nombre réel tel que |exp 2 itit - 11 > e et 

|exp 2ïïimt - 1 | 4 alors |exp 2irint - 1 | » e - qij. 

En effet | exp 2ixint - 11 = |exp 2ïïiqmt exp 27Cit - exp 2Kiqmt + exp 27tiqmt - 11 > 

|exp 2ïïit - 11 - |exp 2iriqmt - 1| » e - q ^ . 

Revenant au lemme 2, on pose e = |exp 2ïïit - 1| . Pour tout k » 1, on a 

|exp 2ïïitnk - 1| + |exp 2?ritnk+1 - 1| >, ^ ; en effet |exp 2ïïitnk - 1|< ^ entraîne par 

le lemme 3, |exp 2jritn. 1 - l | > e - k ^ - = S. La série } \ |1 - exp 2iritn I est 
k+i k>,0 k 

donc divergente. 

El. LES NOMBRES DE PISOT ET LE PROBLEME DE LA SYNTHESE 

SPECTRALE. 

16. ENONCE DU THEOREME PRINCIPAL. Soit <p un élément de L°°(lR). 

Le spectre de cp est le support de la distribution <p, transformée de Fourier de 

<p. Soit E un ensemble compact de nombres réels. Appelons Bg l'espace de 

Banach de toutes les fonctions çp : R -> C continues et bornées, dont le spectre est 

contenu dans E. Un sous-espace Ŝ , de B^ est constitué des sommes trigonomé-

triques finies cp(t) = a exp 2/îiAt. Le problème de la synthèse spectrale est de 
AeE A 

savoir si S E est dense dans B E . Il faut naturellement préciser la topologie de 

Bg. Si E est dénombrable, S^ est effectivement dense dans B E pour la 

topologie définie par la norme .S i E n ' est pas dénombrable, il n 'en est plus ainsi. 

Le seul problème raisonnable est alors de savoir si S^ est dense dans B^ pour la 
hi L 

oo i 
topologie cr(L , L ) . 
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S'il en est ainsi, on peut être plus exigeant et essayer de trouver des méthodes 

d'approximation. On peut essayer, lorsque c'est possible, de construire une suite 

k>/^, d'opérateurs continus de B £ dans S £ tels que, pour tout cp €B^, 

oê̂ cp cp au sens de la topologie c r ( l S ° , L 1 ) . Les opérateurs £^ possèdent alors 

les deux propriétés suivantes, en apparence plus précises. 

(16.1) la suite des normes des est bornée (la norme de l'opérateur jê^ : 

B E ~* S E C B E c o r r e s P ° n d a la norme || <p]| = sup |cp | de l'espace de Banach 
IR 

b e ) . 

(16.2) pour tout (peBg, <$k9 converge vers (p, uniformément sur tout compact 

de IR. 

La convergence uniforme sur toute la droite réelle étant exclue, les propriétés 

(16.1) et (16.2) s'en rapprochent le plus possible. 

Soit 8 > 2 un nombre réel et E l'ensemble compact de toutes les sommes 

} ] e^e , e ^ = 0 ou 1. Pour tout k >, 1, soit F^ 1 ' ensemble des 2 sommes 

-i k 
) 's. 6 J , e. = 0 ou 1. Alors E est la réunion des 2 compacts disjoints 
1 3 3 

-k 

a+6 E, A^F^ (k » 1 ) ; toute fonction continue cp : IR C dont le spectre est 

contenu dans E peut donc être écrite comme une somme trigonométrique perturbée 

(16.3) <f(t) = Y2 a (t)exp2ïïiAt 
X€Fk 

dont les coefficients a (t), au lieu d'être des constantes, sont des fonctions conti-
À 

-k 

nues bornées dont les fréquences appartiennent à 0 E. Les a ̂  sont donc des 

fonctions à "basse-fréquences" vérifiant les inégalités 
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ft-k 
(16.4) | a A ( t 2 ) - a A ( t 1 ) | 4çzï l*2 - *1 ' s £ p ' a

x l 

pour tous t1 et t 9 réels. Ainsi lorsque 0 est très grand, les a (t) sont des 

fonctions "très plates" comparées aux termes à "hautes fréquences" exp 2iriAt et, 

autour de 0, il devient naturel d ' approcher cp(t) par les sommes trigonométriques 

pures dêk<p = (fk définies par 

(16.5) T k(
t) = H ] aA(0)exp2jtiAt. 

XGFk 

L ' argument heuristique ci-dessus n1 est pas sans fondement : pour tout 6 > 2, 

il y a une constante C> 0 telle que 1 'inégalité 

(16.6) |cp(t) - <pk(t)| ,<C2 ke" k | t |sup I cp | 

soit vérifiée pour toute fonction cp e , tout k >, 1 et tout t réel. 

L'inégalité (16.6) montre que les cpk = àë̂ cf satisfont la condition (16.2). Il 

est alors tentant de poser les deux questions suivantes : (16.6) peut-elle être amélio

rée en 

(16.7) l<p(t) - cpk(t)| < C e"k 111 sup |cp | 

IR 

(qui assurera une meilleure approximation locale de cp par cpk) ? 

Existe-t-il une constante C > 0 telle que pour tout k » 1, 

(16.8) sup|cp \4 C sup | cp | ? 
IR IR 

La réponse est donnée par le théorème ci-dessous où, rappelons-le 0 est un 
_k 

nombre réel >2 et E est l'ensemble compact de toutes les sommes } e. 0 où 
k>/1 k 

e k = 0 ou 1. 
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THEOREME 11. Avec les notations ci-dessus, pour tout nombre réel 0> 2, 

les trois conditions suivantes sont équivalentes 

a) il existe une constante positive C telle que, pour toute fonction cp^Bg, 

tout k»1 et tout t réel, (16.7) soit vérifiée (B^ est 1 ' espace des fonctions 

continues et bornées <p : R •* C dont le spectre est contenu dans E), 

b) il existe une constante positive C telle que, pour tout cpeBg, et pour 

tout k » 1 (16.8) soit vérifiée, 

c) 6 est un nombre de Pisot dont nous désignerons par n le degré sur Q 

tel que, pour tout entier k*0, toute suite e Q , e 1 , . . . , e k de -1 , O ou 1 

et toute suite qQ, . . . , q n - 1 d'entiers rationnels 

(16.9) e Q + e.,6 + . . .+ e k 0
k = (1 - 0 k + 1 ) (q Q + q.,0 + . . .+ q^e"" 1) entraîne 

e o = e 1 = - " = e k = q o = q1 = - - - = V l = 0 -

* k En d'autres termes, soient, pour tout k^O, A k l'ensemble des 2 sommes 

k 1 

c o u c . = 0 ou 1 et R 1 ' anneau Z + Z0 +. . .+ Z0 n" . La condition c) 
0 3 J 

exprime que 0 est le seul élément de À k - À k qui soit divisible, dans l'anneau 

k+1 

R, par 1 - 0 . 

Avant de commencer la preuve du théorème 11 (qui s'étendra des § 17 à 25), 

montrons par un exemple que la seconde partie de la condition c) n ' est pas superflue. 
I 2 

Pour tout entier m >1, 6 = m + ^ *— m + ^ est un nombre de Pisot, solution 

2 
de 0 - (m+2)0 + m = 0 et la condition c) n'est pas satisfaite puisque 1 = (l-0)(m+1-0). 

r~2— ro + 2 + Vm +4 Si 0 = ^— f l e s îfc n e constituent pas une bonne approximation de <j>. 
Il est cependant prouvé dans [12] que, pour tout nombre de Pisot 0 > 2, il est 
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possible de construire une suite d'opérateurs : B £ -» Sg possédant les proprié

tés (16.1) et (16.2). Il est fort probable que ce dernier résultat est en défaut dès que 

6 > 2 n'est pas un nombre de Pisot. En fait, lorsque 0 n'est pas un nombre de 

Pisot, on ne sait même pas si est ou non dense dans pour la topologie 

cr(L°°, L 1 ) . 

Quand 0 >s3 est un entier naturel, la condition c) du théorème 6 est évidemment 

satisfaite et les cp̂  constituent d ' excellentes approximations de <p. 

17. UN PROBLEME PORTANT SUR UN SEUL OPERATEUR. Soit 0>2 

et A l'ensemble de toutes les sommes finies > ] €ifi^9

 ci. = 0 ou 1. 
k>,0 K K 

Soit X 1 ' espace vectoriel de toutes les fonctions continues et bornées 

f : IR C qui sont des sommes finies 

(17.1) f(t) = YZ, f i W e x P 2 / r i U 

a€A A 

telles que, pour tout XeA, le spectre de f̂  soit contenu dans E. La norme 

de f 6 X est || f || = sup | f | . Soit enfin S. l'espace de toutes les sommes oo | R A. 

trigonométriques finies dont les fréquences appartiennent à A . 

DEFINITION 9. Avec les notations ci-dessus, £ : X -+ S^ est l'opérateur 

linéaire transformant toute somme finie f(t) = YZ f \W e x P 2niÀt en 
AeA A 

g(t) = J ) f (O)exp 2ïïiAt (le spectre de chaque f est contenu dans E). 
AeA A A 

En particulier si cpeBg et P e S ^ , L(cpP) = <p(0)P. Soit, pour tout j € Z , 

T. : L°°(R) -> L°°(IR) l'isométrie définie par Z^vf = ip.. si ip (̂t) = if(0 Jt), -œ <t < + «> 
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Alors, pour tout k >, 1, <£k = t_k o£o ^k ; les opérateurs <£?k sont unifor

mément bornés si et seulement si <£ est continu. De même (16.7) est équivalent à la 

condition (17.2) ci-dessous 

(17.2) | $ f ) ( t ) - f ( t ) | v< C | t | ||f | | œ pourtout f e X . 

18. LE CAS OÙ 0 N'EST PAS UN NOMBRE DE PISOT. En premier 

lieu, montrons que l'opérateur £ n'est pas continu. En effet, tout d'abord A 

n'est pas un ensemble cohérent de fréquences et il y a une suite P k , k > 1 , de 

sommes trigonométriques dont les fréquences appartiennent à A et telle que 

(18.1) sup|P | = 1 pourtout k»1 tandis que 
R K 

(18.2) P k -> 0 (k •* +00) uniformément sur toute partie compacte de IR ([12], p. 

110, th. IV). 

D'autre part E est alors un ensemble de multiplicité. 

Il y a donc une fonction continue cp : R -» C , nulle à 1 ' infini, telle que cp (0) = 1 

et dont le spectre est contenu dans E. Alors P^cp^X pourtout k » 1 , 

|| PRcp l]^ 0 (k -* -k») tandis que < ^ ( p

k f ) =
 p

k vérifie || P k 1^ = 1 pour tout 

k >/ 1 . L ' opérateur <Jê n ' est donc pas continu. 

Montrons que si 0 > 2 n'est pas un nombre de Pisot, (17.2) est en défaut. 

Soient Qk№ = expnit(l + 0 + . . .+ 0k)cosTTt cosir0t . . . cosn:0kt et pour tout heiR, 

R k(t) = Qk(t - h). Alors Q k tend uniformément vers 0 sur tout compact ne conte

nant pas 0 . Soit cp G Bg une fonction non identiquement nulle mais nulle en 0 et 

à l'infini et formons RRcp e X. On a lim || RR<p | | œ = |cp(h) | . Puisque <#(Rkcp) = 0, 
k-H- 00 
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(17.2) entraînerait, pour tout k » 1 et tout t réel 

(18.3) l?( t )R k ( t ) | s<C|t| hRk\\œ. 

On remplace t par h dans (18.3) et l'on fait tendre k vers l'infini pour obtenir 

(18.4) | cp(h)| s< C|h| |cf(h)| 

de sorte que cp est identiquement nulle sur un voisinage de 0, Le spectre de la 

fonction cp est compact ; cp est la restriction à 1 ' axe réel d ' une fonction entière, 

Donc cp est identiquement nulle, Il y a une contradiction, 

19. LE CAS OÛ 0 EST UN NOMBRE DE PISOT : plan de la démonstra

tion. Tout d'abord, nous allons montrer que si 0 est un nombre de Pisot, A est 

un modèle assez régulier. Alors le théorème 11 devient un cas particulier d'une proprié

té plus générale, le théorème 12, dont la démonstration s'étend du J 20 au § 24. Le 

passage du théorème 12 au théorème 11 est fait au § 25. 

PROPOSITION 13. Si 0 est un nombre de Pisot, l'ensemble A de toutes 

les sommes finies ) ' e, 0 k , e = 0 ou 1 est un modèle assez régulier (Définition 
feo K K 

8 du § 13). 

Pour démontrer la proposition 13, quelques rappels sur 1 ' anneau des adèles d ' un 

corps de nombre sont nécessaires. Par corps local, nous désignerons un corps commu-

tatif localement compact non discret. Soit DC une extension de degré n du corps 

Q des rationnels. Une place p sur DG est un isomorphisme d ' image dense de 

dans un corps local ; deux tels isomorphismes p et p' dans K et K' étant 

considérés comme équivalents si l'on passe de l'un à l'autre par un isomorphisme de 
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K sur K 1 . L 1 ensemble (dénombrable) des places p sur OC sera noté P. Si 

K = R ou C , la place correspondante sera dite infinie ; au contraire si K est 

ultramétrique, la place correspondante est dite finie. 

Sur chaque corps local, il y a une valeur absolue canonique et pour tout p e P, 

nous désignerons par OĜ  le corps local K correspondant et par | | p la valeur 

absolue correspondante. 

Revenons à notre nombre de Pisot 0. Soit % = Q(0). Puisque 0 est "na

turellement" un nombre réel, il y a une place canonique i : X> -» R définie par 

i(0) = 0. Soit r le nombre d1 isomorphismes distincts de % dans R ; alors n, 

le degré de % sur Q peut être écrit n = r + 2s, 1 « r, 04 s, et l'on peut 

ordonner les isomorphismes cr,,, . . . , crn de X? dans C de sorte que 

(19.1) cr-, = i 

(19.2) (Tj(Dt) soit réel si et seulement si H j ^ r 

(19.3) pour 1N<js<s, <r. et 0", soient conjugués sur C. 
j+r j+r+s 

Ainsi les n isomorphismes cr,, . . . , cr ne définissent que r+s places sur 

00. 

Soit F l'ensemble (fini) des places peP telles que 10| < 1. Alors F 

contient {cr2, <T r + sj . 

Appelons A' = G le produit topologique restreint de tous les DÔ , p ^ i ; 

en d'autres termes A' est l'anneau des adèles construit en "oubliant" la place i 

sur X et 1 ' anneau des adèles A de X> est le produit R x A' = R x G. 

Enfin X peut être considéré comme un sous-anneau de R x G grâce à 
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11 injection canonique de X> dans R x G définie par t -> (p(t))p g p (t . 

Soient i : R x G -> IR et j : R x G G les deux projections canoniques. Alors 

i(X>) est dense dans R (i(X>) = ®(0) qui est bien dense dans IR) ; j(X?) est dense 

dans A' = G car nous avons "oublié" une place dans la construction de A ' ) ; X 

est discret dans R X G et (R x G)/% est compact ([17], Ch. IV). 

Le groupe localement compact dual de A est A lui-même. Si Ç est un 

caractère sur A, égal à 1 sur le sous-groupe fermé «X> mais non identiquement 

égala 1 sur A, la dualité entre A et A est définie par <x,y> = £(xy), 

x e A , y e A . 

Lorsque la dualité entre A et lui-même est définie ainsi, l'orthogonal de 06 

est OG lui-même ([17]. Ch. IV, 5 2, th. 3). 

Enfin le groupe dual de A ' est A ' lui-même. 

DEFINITION 10. Nous désignerons par ^ l'élément de A' tel que (0,^)e;Xj. 

En d ' autres termes si P ' désigne 1 ' ensemble des places p de P différentes 

de i, ^ = ( p ( e ) ) p 6 P i -

Puisque 0 est un nombre de Pisot, |0|^ ^1 pour tout pe P' et | 0^ <1 

pour toute place infinie de P ' . Il en résulte aussitôt que l'ensemble Uc A' de 

toutes les sommes finies ^ ] ek\ ' Ck = 0 o u 1 est relativement compact dans 

A 1 . Ainsi À est un modèle. Mais il n ' était pas nécessaire d1 introduire les places 

finies pour le prouver. Nous allons maintenant montrer que À est un modèle assez 

régulier. Pour cela il suffira d ' utiliser les simples remarques énoncées dans les 

lemmes ci-dessous et d'appliquer un résultat plus général, la proposition 10. 
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LEMME 1. Soit x e A ' . Supposons que <x,T^k> •* 1 (k->+oo). Alors 

E l 1 - < x ^ k > l < + o ° -

k k En d'autres termes, soit < x , ^ > ne tend pas vers 1, soit <x,t^> tend 

vers 1 très rapidement. 

La preuve du lemme 1 est très simple. Soit X n + â x""1 + . . .+ ane z[x] le 

polynôme minimal de 0. Alors, pour tout k >, 0, 

/ . „ k+n k+n-1 k 
(19.4) ^ + a 1 1 f l + , , * + a n T l ' 

Posons 

(19.5) <x,T^k> =exp2nicpk, ~\<V\i<\> k>'°-

Les égalités (19.4) deviennent les congruences 

(19.6) s k = < F k + n

 + a l W l + - - - + a

n % s 0 ( m o d l ) -

Si cp̂  0 (k •+ -h»), l'entier rationnel ŝ  tend vers 0. Donc ŝ  = 0 pour 

k > kQ et les relations de récurrence 

(19.7) V n + a l W l + - ' - + VPk = 0 

permettent de trouver n nombres réels ou complexes, , . . . , Xn tels que 

(19.8) (p k= A ^ ^ ) + . . .+ An<rn(0k) pourtout k » k Q . 

Les nombres réels 0̂  (0 k) = 0 k ne tendent pas vers 0 tandis que Œjfë k) "* 0 

(k •» +oo) pour 2 4 j < n. Puisque cpk 0 (k -* +oo), Â  = 0. Les relations 

(19.5) et (19.8) impliquent M " <x>1îk>l < + 0 ° -

k>,0 v 

LEMME 2. Soit 0 > 1 un nombre de Pisot et s un nombre réel. Alors 

esp 2nis0k -> 1 (k -> -k») entraîne que s appartient au corps Q(0) de 0. 
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C1 est classique ([l 2], p. 27, prop. 4). 

Nous allons maintenant prouver sans peine que A est un modèle assez régulier. 

Il est amusant de raisonner dans le cadre général des groupes abéliens localement 

compacts et les notations de la proposition 14 seront celles de la définition 8 des modè

les assez réguliers (§ 13). 

PROPOSITION 14. Soit ( t k ) k > 1 une suite de nombres réels telle que 

(19.9) t k € i(D) pour tout k >/ 0 

(19.10) si (t, , x , ) e D , l'ensemble U de toutes les sommes finies > ' e, x. , 
k k fco k k 

e k = 0 ou 1, est relativement compact dans G 

(19.11) pour tout f e T , groupe dual de G, < y , x k> •* 1 (k -> +œ) implique 

) |1 - <y , x,>| < + oo; H est dénombrable et pour tout s e|R, exp 2îrist -> 1 
k>/0 K K 

(k +oo) implique s € H. 

Alors l'ensemble À G R de toutes les sommes finies T ^ e , t., e, = 0 ou 1 
k>,0 k k R 

est un modèle assez régulier. 

Les propriétés (19.9) et (19.10) seraient, à elles seules insuffisantes comme le 

montre le contre exemple du J 15. 

La proposition 14 et les lemmes 1 et 2 entraînent évidemment la proposition 13. 

Pour démontrer la proposition 14, nous allons construire une mesure de probabi

lité 9 portée par la fermeture K de U dans G. Les "morceaux" de 9 

seront les mesures j l k de la définition 8 des modèles assez réguliers. La mesure 

<} est définie par le lemme suivant. 
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LEMME 3. Soient pour tout k >• 0, cx̂  la mesure donnant la masse ^ a 0 

et la masse ^ à x k et $ k = <x o *.. .*cr k . Alors (19.11) implique que ^ 

tend vers une limite (faible) 9 dont le support est exactement K. 

Pour prouver le lemme 3, reprenons les notations de la proposition 12 du § 15. 

1 1 
Soit la mesure donnant la masse ^ à 0 et la masse ^ à ^k € ^^*o 

(k>/0, y k

 = î l ( x

k ) ) - Posons p k = t Q * . . . * t R . La suite ( p k ) k > x 0 tend faible

ment vers une mesure de probabilité p dont le support est exactement L. En effet, 

r îflNI 

soit iD» l'espace compact {0,1} ; la mesure de probabilité du) sur ¿1 est le 

produit des mesures donnant les masses i à 0 et ^ à 1. On désigne par 

T : 0, -> G/G l'application continue transformant une suite ( e ) de 0 et de 
O K K 

00 
1 en YZ, ek yk # A l o r s p n'est autre que l'image par T de la mesure dcù. 

o 

Pour toute fonction continue f : G •> C à support compact, la fonction g : 

G C définie par 

(19.12) g(x) = f(x+ ç)dÇ 
JG 

o 

est aussi continue, à support compact ( G q est compact) et constante sur les classes 

modulo G Q . Cette fonction g définit, par passage au quotient, une fonction continue, 

encore à support compact, g : G / G Q C. On peut alors "relever" dans G la 

mesure p, de support L C G / G q en écrivant 

(19.13) f f(x)dr(x) = f g dp. 
JG JG/G 

o 

L'identité (19.13) s'étend immédiatement à toutes les fonctions continues et bornées 

f : G + C. En particulier les coefficients de Fourier de r sont donnés par 
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(19.14) r ( f ) = ?(p = H ( | + l<f, Y k>) = H ( 2 + 2<f. V > 

lorsque ^ e Tq et par 

(19.15) kp = 0 si ^ F o . 

Montrons que r est la limite faible des 9^. On a 

k 

(19.16) W - y t z + z ^ y * -

Si <^,Xj>-»1 (j-*+oo), alors (19.11) entraîne que j v e 1̂  et ^ ( f ) tend vers 

r ( f ) . Si, au contraire x̂ > ne tend pas vers 1, ^k(]f) tend vers 0. La 

mesure r est bien la limite faible des >>k (k +oo ) . Enfin (19.13) montre que le 

support de r est 1 ' image réciproque par ÏÏ du support L de p. Le support 

de r est donc K et le lemme 3 est prouvé. 

Pour montrer que A est assez régulier, nous désignerons par V un voisina

ge compact arbitraire d'un point quelconque du support K de la mesure d? . On peut 

alors trouver une fonction continue a : G -*> [0 , -k» [, nulle hors de V et telle que 

a(x) df(x) = 1, Soit (lOi. n la suite des mesures discrètes, portées par A 
JG ' 

et définies par 

(19.17) f f = 2" k " 1 Y2 a(e Gx o + . . . + f(c 0 t Q + . . . + e^) 

où f : A -» C est une fonction arbitraire et où ) ) signifie que 1 ' on somme sur les 

2 k +^ suites (e.)_ . , de 0 ou de 1. 

Avec les notations du lemme 3, d|ik(x) = a(x)dv>k(x). D'après le lemme 3, 

d|i*(x) tend étroitement vers a(x)dv(x) et donc |j jijj = || |i* || = a(x)d\>k(x) -> 1 

Jg 

(k++oo). Il sera possible de normaliser les mesures positives | i k , sans changer 

leurs autres propriétés, pour obtenir des mesures de probabilité. 

Il reste à montrer que I k = exp 2nist dfi.k(t) •* 0 (k -» +oo) pour tout s 
- 65 -



TROIS PROBLÈMES 

n'appartenant pas à H. Soit £ : j(D) -* T 1 'homomorphisme défini par 

X,(t*) = exp 2rcist si (t , t* ) eD. On peut alors écrire 

lk = J G X ( x ) d ^ k ( x ) = J GXWa(x)d9 k(x). 

Pour tout e > 0, on peut former une somme trigonométrique finie P : G C 

dont les fréquences appartiennent à q(A) et qui, sur le compact K approche a 

à moins de e/2 ; ceci tient simplement à ce que q(À) est dense dans T . Ecrivons 

P(x) = E Z c(a)<a*,x> 
a eA 

où A est une partie finie de H et où, pour chaque a€A, (a,"a*)eA. Soient 

\ = f %MP(x) û^k(x) et J k (a)= f xW <a*> x > d 9

k W ( a € A ) . 
JG uG 

Alors 11, - T~) c(a)j (oc)| « e/2 pour tout k >, 1. Posons c = T"" | c(a)| ; si 
k a i A k cfiA 

nous montrons que chaque Jk(°0 tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini, nous 

saurons qu ' il existe un kQ tel que k » k Q entraîne | Jk(a ) | <e/(2c). Il en résul

tera que | Jk| 4 e/2 et | l j <: e pour tout k >y kQ, 

Soit P k (k»0) la mesure discrète portée par À et définie par (19.17) 

lorsqu'on y remplace la fonction a par 1. Puisque P k = \>k, on peut récrire 

J. (a) = [ exp 2rci(s+a)t d P. (t) = ]~] il + \ exp 2ni(s+a)t.). 
JR K o * J 

Si s n'appartient pas à H, il en est de même de chaque s +a (a6A) ; la 

condition (19.11) montre que exp 2tû(s + a ) t k ne tend pas vers 1 et que J k (
a ) 

tend vers 0 lorsque k tend vers 1 ' infini. 

Les propositions 13 et 14 sont démontrées. 

Il devient alors intéressant de préciser le compact K. Soit R l'anneau 
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Z + Z0 +. . .+ Z0n""1, F l'ensemble fini des places p € P telles que | 0| p < 1, 

P" l'ensemble des places finies telles que | 0| = 1. Toute place p e P est soit 

i, est soit dans F ou dans P". Appelons A" le produit topologique restreint 

de tous les OG , peP", et N le produit |~~[ ^ . Soient p et cr les 
p peF p 

isomorphismes de % dans N et A" définis par p(t) = (p( t ) ) p e p et <r(t) = 

( P ( t ) ) p 6 P „ . 

Nous désignerons par Ç l'élément p(0) de l'anneau N, par L c N l'en-

00 , 
semble compact de toutes les sommes ) ' e k = ^ o u ^ e n ^ n > P a r G 

o ° 

1 'anneau compact qui est fermeture de cr(R) dans A". 

Rappelons que pour tout t e i(DG) = Q(0), nous désignerons par t* l'élément 

de N x A" = G tel que (t , t*)eX canoniquement plongé dans l'anneau des adèles 

A = R x G de & . 

Avec ces notations on a 

PROPOSITION 15. Soit 0 > 1 un nombre de Pisot et U e N x A" 1 ' ensemble 

de toutes les sommes finies > ' e, (0* ) k où e, = 0 ou 1. La fermeture K de 
k»0 k k 

U dans N x A" = G est le produit L x G Q . 

Soit oo l'élément o*(0) e A". La preuve de la proposition 15 débute par le 

lemme 

LEMME 4. On a a)G = G . 
o o 

Soient, en effet, O l'anneau des entiers de X et A la fermeture de 

0"(O) dans A". Soit m»1 un entier tel que mCTcR. On a donc mtr(O)cct(R) 

cG et, en passant à la fermeture, mAcG Q . L'élément de co de Ch est une 
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unité et la multiplication par OÙ est un automorphisme de ÛJ . On a OR c R et 

donc cO G c G . Mais les sous-groupes G et oû G doivent avoir le même indice o o o o 

fini dans fi . Il en résulte que G q =
 0 0 G Q . 

Nous allons utiliser la proposition 12 pour obtenir la proposition 15. Le dual de 

N x A" est Nx A" lui-même. Nous devons déterminer d'abord le groupe ^ c N x A" 

de tous les caractères ]f = (y , f y ^ N , j f "eA M , tels que < ^ , (0*)k> = 

k k 

O > Ç ) , o) > -» 1 (k +oo). Ensuite nous devons vérifier que la fermeture 

GQ de <j(R) dans A" est l'orthogonal de r Q . Alors nous saurons que K est 

stable modulo G Q . Mais il est clair que K c L x G q et que la projection de K sur 

N est L. Ainsi K = L X G q et la proposition 15 sera prouvée. 

Revenons à la détermination du groupe r . Puisque Çk 0 (k +oo), 
/ *\k k <y, (0) > et <jp" , co > tendent simultanément vers 1 et y est arbitraire 

dans un élément (y , Y"") € f ; T est un produit N x T". Si f = (0 , t ") e T , 
" O O O 0 » o 

est un sous-groupe fini de T de sorte que j w | , ( u ) k ) 1 (k +œ) implique 

|"(cOk) = 1 pour k >, Ê. Cela entraîne que f " = 1 sur tr (6^ R) = â cr (R) ; 

j- " vaut aussi 1 sur la fermeture de ce sous-groupe ; cette fermeture est G Q 

d'après le lemme 4. Ainsi G q est 1 'orthogonal de rQ. 

Nous allons donner au théorème 11 sa forme la plus générale. Mais quelques nota

tions nouvelles nous seront nécessaires. 

20. LE THEOREME 11 DANS LE CADRE DES MODELES ASSEZ REGU

LIERS . Soit B(!R) 1 ' algèbre de Banach des transformées de Fourier jx des mesu-
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res de Radon complexes de masse totale finie. Le produit dans B(R) est le produit 

ordinaire des fonctions continues bornées et 

(20.1) || fi || = || fi Il = masse totale de fi. 

Pour toute partie fermée F de R, soit Ip l'idéal de B(lR) composé de 

tous les éléments cp e B(lR) nuls sur F et soit B(F) 1 ' algèbre quotient B(lR)/lp 

munie de la norme quotient ; B(F) peut aussi être interprétée comme 1 ' algèbre des 

restrictions à F des éléments de B(R). 

Rappelons les notations du théorème 11. Soit E e R un ensemble compact et 

AcR un ensemble de nombres réels. Supposons que les translatés A + E, A€ A 

soient deux à deux disjoints. Soit X 1 ' espace vectoriel de toutes les sommes finies 

(20.2) f(t) = Y~2 f .(t) exp 2ïïiAt 
AeA 

telles que, pour chaque A e À , le spectre de f soit contenu dans E. Soit 

£ : X -> Sĵ  1 ' opérateur défini par 

(20.3) (£t)(t) = Y2 f J ° ) e x P 2 * i A t • 
As À A 

La norme de f e X est sup | f | = || f || . 
IR 0 0 

Nous supposerons que, pour toute fonction continue cp : A + E •» C et toute 

constante positive C les deux propriétés suivantes sont équivalentes 

(20.4) cpeB(A + E) et la norme de cp dans B(A + E) ne dépasse pas C 

(20.5) cp d|i || pour toute mesure complexe \i dont le support est une 
J 0 0 

partie finie de A. 

Nous dirons alors que A + E a la propriété de Bochner (§ 24). 

Avec ces notations, on peut énoncer le résultat suivant. 
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THEOREME 12. Soit A un modèle assez régulier défini par (G , D , U) et 

soit K la fermeture de U dans G. Supposons que A + E ait la propriété 

de Bochner. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes 

(20.6) l'opérateur est continu 

(20.7) il existe une constante C > 0 telle que, pour tout f eX et tout teR, 

|(^£)(t) -f(t)| ^C | t | Hf 11^ 

(20.8) deux points distincts de E x K ne sont jamais congrus modulo D. 

L ' intérêt du théorème 12 est de ramener une propriété d ' analyse fonctionnelle 

à une propriété géométrique (nous verrons au § 25 comment s'assurer de (20.8)). 

21. LA PREUVE DE L'IMPLICATION (20.7) 4 (20.8). Nous allons, plus 

précisément démontrer que si 8 (E) est le diamètre de E et que si 0 < | s q | < 1/8(E), 

la continuité de la forme linéaire f (^Sf)(sQ) définie sur X entraîne (20.8). 

Supposons donc f->(àfif)(s^) continue sur X. Une première conséquence est 

le lemme suivant. 

LEMME 1. Soit £ :A+E->T définie par Ç(A + t) = exp 2juAs q, A e A , 

t€E. Alors Ç€B(A + E). 

Soit en effet u, une mesure complexe dont le support est une partie finie de 

A + E. Posons fl(-t) = f(t) - YZ 1 .WexP 2iriXt. 
>eA A 

Alors ^ djx = ) 'f (O)exp 2iriAs = (<^f)(s ) . L'hypothèse entraîne que 
J r à€A A 0 0 

J ^UcVAn e * l a propriété de Bochner implique le lemme 1. 
R I 

Soit a>0 la norme de ^ dans B(A + E). Pour tout e > 0, on peut 
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trouver une mesure de Radon complexe ft sur la droite réelle, une partie finie A 

de À X E et une somme trigonométrique Q : IR * C telles que 

(21.1) \JL = Ç sur A + E 

(21.2) |||t|| <a(l + e ) 

(21.3) Q(s) = T2 b(A ,r)exp 2iri(X + r)s 
(A^r)€A 

(21.4) ||Q|| * 1 

(21.5) JC(s)d|i(s) >,a(l - e ) . 

Les propriétés (21.1) et (21.2) résultent de la définition de la norme dans l'al

gèbre quotient B(A + E) tandis que la propriété de Bochner rend possible le choix 

de Q ; Q(s) est le nombre conjugué de Q(s). 

Remarquons que 

(21.6) j g(s)d|t(s) = J""! 5(x,r)exp2niAso 

J (AT?) € A ° 

et posons b = 7 ! |b(X,r)|. 

Comme au §10, nous décomposons \i en la somme p + cr d ' une mesure 

atomique p portée par H et d ' une mesure cr étrangère à H. Soit F c H 

une partie finie assez grande pour que d | p | ^ e /b et soit W c G un voisi-
Jh^f 

nage de 0 assez petit pour que sup | < f , x^ - 1( e /b et sup | <s ,x) - 1| 
F xw 0 xeW ° 

^ e/b. 

Puisque À est un modèle assez régulier, on peut, pour tout (A ,r) eA, trou

ver une suite ft, de mesures de probabilité telles que 
K, A 

(21.7) H-.. soit, pour tout k » 1, portée par A 
k,à 

(21.8) |Xk ^ donne la masse p^ t(t) à teA 
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(21.9) £ i s o i t P o u r t o u t k » 1, portée par A* + W 

(21.10) } i k x ( s ) + 0 (k + +a>) si sfÉH. 

Définissons la suite Q^, k » 1 , de sommes trigonométriques par 

(21.11) Q. (s) = Y2 b < A > r ) e x P 2 ^rs(J2 Pl- a W e x P 2 * i t s ) • 
k (A, r )eA teA k , A 

Les fréquences de appartiennent à À + E et 11 on a donc 

(21.12) f Q .(s)d|t(s) = YZ b (A, r ) (E ]p (t)exp 2/rits J. 
JR K (A,r)€A teA , A ° 

Nous allons montrer que cette suite possède les quatre propriétés suivan

tes 

(21.13) pour tout k > 1 et tout s e F, | Q (s) - Q(s)| 4 e 

(21.14) pour tout k >y 1 et tout s réel | Q k(s)| « b 

(21.15) Q k (s)+0 si s^H (k-^+oo) 

(21.16) ( Q,(s)dM.(s)- Q(s)dfi(s) < e | | | i | | . 
J r k Jir 

Pour vérifier (21.13) écrivons 

(21.17) | Qk(s) - Q(s)|s< ^ T ^ ^| b(A ,r) | | exp 2ïïiAs - jexp 2rtits dfik x (t)| . 

Si seH, exp 2n:iAs = <s*, A*> et exp 2nits du., (t) = 
JR k > a 

<s* , x>dfi* (x) = <s* , A*> <s* ,x>d|i* (x+A*). Pour tout s e F, cette 
JG , A JW , A 

dernière intégrale ne diffère de 1 que d'au plus e /b ce qui achève de prouver 

(21.13). Les propriétés (21.14) et (21.15) sont immédiates et la preuve de (21.16) est 

identique à celle de (21.13). 

On peut alors écrire 

JQ(s)djjL(s) >ya(l - e ) ^ ( l - 2e ) 
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grâce aux choix de p, et de Q. L'inégalité (21.16) entraine 

(21.18) I (5 (s)d|i(s) » I V 11(1 - 3e) . 

Cependant 

(21.19) f?3k(s)d|L(s) = j Qk(s)dp(s)+ Qk(s)dp(s) 
J "F J H^F 

+ Qk(s)dcr(s)=Ak + B k + C k . 

Sur F , | Q k - Q| 4 e entraîne | Q k | < 1 + e ; on a donc | A k | « (1+e ) || p || . 

Par ailleurs | B k | « e < e |||Jl comme le montrent (21.14) et la définition de F . 

Enfin le théorème de convergence dominée de Lebesgue montre que C k 0 (k * +oo ). 

Ainsi, à la limite 

(21.20) (1 -3e)| | | i |U 0 +e)H pli + e II M- Il 

qui implique, si e > 0 est assez petit 

(21.21) il « (1 +6e) || p|1 et l|cr|| 4 6e || p |U 6e(l +e)a. 

On ne peut passer à la limite dans (21.21) car \i, p et cr dépendent de e > 0. 

Nous avons cependant montré que pour tout ^ > 0, on peut trouver une fonction 

H-presque périodique f = p telle que 

(21.22) sup | f - Ç| < lî . 
A+E 1 

Il en résulte facilement que deux points distincts de E x K ne sont jamais congrus 

modulo D. 

Soit, en effet, D' le groupe des couples (t , -t*) où t e i ( D ) ; il est 

équivalent de dire que deux points distincts de E x K ne sont jamais congrus modulo 

D ou modulo D ' . C ' est cette dernière assertion que nous allons prouver. 

Définissons une fonction continue et D ' - périodique g : R X G -* C par 
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(21.23) g(t , x) = J <s* ,x>exp 2ïïits dp (s). 

Il est clair que g(t , A* ) = p(A + t) pour tout A e i(D) et telR et l'inégalité 

(21.22) peut donc être récrite 

(21.24) | g ( t , A * ) - <s* , A*>| < (tGE, A € Â ) . 

Puisque A est dense dans K, la continuité de g et (21.24) impliquent 

(21.25) sup | g(t , x) - <s* , x>| 4 Î ) . 
E XK ° V 

Supposons que ( t ^ x ^ - l t ^ x ^ e D 1 et que t .eE, x j e K s i J = 1 > 2 - L'inéga

lité (21.25) et la périodicité de g entraînent 

(21.26) |<s* , X l > - <s* , x 2 >| « 2T|. 

Cette fois on peut faire tendre ^ > 0 vers 0 pour obtenir <s* , x̂ > = <s* , x^y. 

Si u = t̂  - t 2, u appartient à i(D) et u* = x^ - x̂  ce qui conduit à <s* , u*> 

= exp 27tsqu = 1. Soit 8 (E) le diamètre de E ; si 0 < |s Q | < §fë)> ^ e s * impos

sible d'avoir s ue 2 sans avoir s u = O, Donc u = u* = 0, t. = t n et x. = x 0. 
o o 7 1 2 1 2 

Ce qu ' il fallait démontrer. 

22. LA PREUVE DE L'IMPLICATION (20.8) =>(20.6). Si (20.8) est vérifiée, 

montrons 1 ' existence d ' une constante C > 0 et d ' un compact E ' dont 1 ' intérieur 

contient E tels que les deux propriétés suivantes soient satisfaites 

(22.1 ) les différents translatés A + E ' , A e A , de E ' sont deux à deux dis

joints 

(22.2) pourtout sQe H, il y a une mesure de Radon complexe \i dont la norme 

ne dépasse pas C et telle que u.(A + t) = exp 27tiAsQ pour Ae A , t e E 1 . 

S'il en est ainsi, pour tout f e X , la relation (Lf)(s ) = f(-s)dp.(s) et 
° JiR 
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(22.2) entraînent (20.6). 

Pour construire y., nous ferons encore de 1 1 analyse harmonique dans R x G. 

Soit Y le compact E x (-K). Deux points distincts de Y ne sont jamais congrus 

modulo D ; en d ' autres termes, 0 est le seul point commun à Y - Y et à D. 

Puisque D est discret, il existe un voisinage W de 0 dans R x G tel que 

Y + W partage encore cette propriété. Soit a : R x G -*R une fonction "très régu

lière" , c'est-à-dire dans /<i(RxG) (Qo], § 7 ) , égale à 1 sur un voisinage de Y 

et à 0 hors de Y + W. Pour tout ( S Q , S * ) € À , posons p (t,x) = <s*,x> <x(t,x). 

La fonction p, nulle hors de Y + W a pour transformée de Fourier p (s , j k) = 

oc (s , f-S*). 

Enfin 1 ' on pose 

(22.3) h(t , x) = p[t - i(d) , x-j(d)] . 

deD 

Alors h, restreinte à Y + W coïncide avec p. C'est-à-dire que h(t,x) = <S Q ,X> 

au voisinage de Y, D'autre part, h est une fonction D-périodique dont la série 

de Fourier est 
(22.4) h(t,x) = c(s)exp 2nits<s*, x ) 

seH 
avec c(s) =ot(s , s*-s*) de sorte que, grâce à la décroissance rapide de a , 

7""*, | c(s) | < C où C ne dépend pas de s . 
SGH ° 

La restriction g de la fonction h à R x [0] se présente donc comme la 

transformée de Fourier d1 une mesure atomique, (x, portée par H, dont la norme 

ne dépasse pas C. Soit E' un ensemble compact, dont l'intérieur contient E et 

tel que oc = 1 sur E ' x (-K). Montrons que 
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(22.5) g(A + r) = exp -2KiÀsQ, A e A , r e E ' 

ce qui achèvera de prouver (22.1 ) . 

On a (A +r , 0) - (r , - A ) e D de sorte que h(A +r , 0) = h(r , - A ) = 

<s* , - A * > = exp-2rciAsQ. 

23. LA PREUVE DE L'APPLICATION (20.6) =»(20 .7) . Elle est très simple. 

En premier lieu la continuité de 1 ' opérateur £ entraîne que pour tout f e X, 

(23.1) sup| XZf,(x)exp2rtiAy| « c|| f |l ; 
R 2 *eA 

on le vérifie en remarquant que X est invariant par translation. Fixons y = t et 

posons g(t) = f (t)exp 2rciAt . La formule des accroissements finis donne 
Ai£ ° 

(23.2) | g(t n ) - g ( 0 ) | N < | t l sup|g'(t)| . 
° IR 

Mais g'(t) = Y2 rl(t)exp 2niAt et le spectre de la fonction g est contenu 
AGA A 

dans le compact EC [ - K, B] , Ê » 0. L'inégalité de Bernstein implique || g' ^ 

PU g || œ4 C e || f . L'inégalité (23.2) fournit alors (20.7). 

24. LA PROPRIETE DE BOCHNER. Rappelons en la définition 

DEFINITION 11 . Soit S C R un ensemble fermé de nombres réels et B(S) 

1 ' algèbre des restrictions à S des transformées de Fourier-Stieltjes des mesures de 

Radon complexes bornées. Alors nous dirons que B(S) a la propriété de Bochner si, 

pour toute fonction continue cp : S C et toute constante positive C, les deux pro

priétés suivantes sont équivalentes 

(24.1 ) cp € B(S) et sa norme n ' y dépasse pas C 
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(24.2) jjcpdn. ^ C|| (Ji ]| ^ pour toute mesure complexe fi dont la support est une 

partie finie de S. 

Nous allons donner une condition suffisante (théorème 13) pour qu'il en soit ainsi. 

Cette condition s ' appliquera à 1 ' ensemble A + E défini au J 17 lorsque 0 est un 

nombre de Pisot. Les théorèmes 12 et 13 permettront au § 25 de terminer la preuve du 

théorème 11. 

THEOREME 13. Soit ZciR un sous-groupe dense dans IR, A le groupe 

compact dual de Z lorsque ce dernier est muni de la topologie discrète et h : IR •* {l 

l'injection continue d'image dense duale de l'injection canonique de Z dans IR. 

Supposons qu ' un ensemble fermé S de nombres réels ait la propriété suivante : 

pour tout teS et tout e > 0, on peut trouver une suite k >y 1 , de mesures 

de probabilité discrètes portées par Z et par S n [t-e , t+ej et telles que, pour 

tout co e Cl n ' appartenant pas à h(lR), |x (̂co) -> 0 (k++oo). 

Alors S a la propriété de Bochner. 

Nous suivons Y. Katznelson (communication orale) pour la preuve de ce résultat. 

Les transformées de Fourier \JL des mesures |jl dont les supports sont les 

parties finies de Z peuvent être définies de deux façons différentes. En premier lieu 

Z c IR et est une somme trigonométrique P : R C. En second lieu Z est 

regardé comme un groupe discret et alors \L devient une somme trigonométrique 

Q : iQi C. Le lien entre P et Q est donné par 

(24.3) Q(h(s)) = P(s) pour tout s eR. 
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On a donc 

(24.4) sup |Q((û) | = s u p | p | =11^11^ 
a IR 

et 11 on désignera par Y 11 espace vector ie l des sommes trigonométriques Q sur 

Cl normées par (24.4) et associées à des mesures ji portées par S O Z . 

Nous avons seulement à prouver que (24.2) implique (24.1) car l ' implication 

inverse est évidente. Soit donc <p : IR •+ C vérifiant (24.2) et soit 0 < a = sup | J cp dfi | 

lorsque \L est une mesure dont le support est une partie finie de S n Z et te l le que 

MI«,*!-

C'e s t - à -d i r e que, pour tout e > 0, on peut trouver une mesure 

(24.5) d*( t ) = 2Z b S ( t - s ) 
seS b 

portée par une partie finie de S n Z tel le que || >> 11^ < 1 et que 

(24.6) J cp dv» >y a - e . 

Soit b = ) ] | b | . L 'hypothèse du théorème 1 3 permet, pour tout a > 0, de 

seS S 

remplacer chaque masse ponctuelle 8 ( t - s ) figurant dans (24.5) par une mesure de 

probabilité dfî  g portée par [s-a , S - K X J O S et par Z . Posons, pour tout k>/1, 

(24.7) d V t ) = Ç ^ b s d ^ k , s ( t ) ; 

^ k est portée par Z et 9 k (cû) ->0 (k + +oo) pour tout cù n ' appartenant pas à 

h ( R ) . 

Puisque la fonction cp est continue, i l est possible de trouver a > 0 assez 

petit pour que (24.6) devienne, pour tout k >/ 1, 

(24 .8) (j) dv>k >ya - 2e . 

o 
Nous allons maintenant définir une mesure de Radon complexe d p sur Sh . 
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Soit 6 : Y -» C la forme linéaire définie par 

(24.9) IM = cp djx 

pour toute mesure ji dont le support est une partie finie de S n Z. La norme de È 

est a et le théorème de Hahn-Banach permet de prolonger 6 en une forme linéaire 

de même norme définie sur C(û>). Il existe donc une mesure p de norme a telle 

que 

(24.10) cp dp. = M-dp . 

Le sous-groupe B = h(lR) de fib est la réunion des compacts B m = h([-m,m)); 

B est un borélien de ,0, et 1 ' on peut décomposer p en la somme cr + t d1 une 

mesure portée par B et d ' une mesure étrangère à B. On peut récrire (24.10) 

sous la forme 

(24.11) cp du. = H-dcr + |idt. 
Jir Jb Jb 

Choisissons m assez grand pour que la masse de CT sur le complémentaire 

de B m ne dépasse pas e/b et alors choisissons oc assez petit pour que les 

transformées de Fourier de 9 et ? k différent, sur B m , d ' au plus e . Avec 

cette valeur de m, on a pour tout k >/ 1, 

(24.12) J \ d p = J ' k d f f + L ' k d < r + L c V * = a k + l W k -
& m m 

Sur B m , U - * k l « e implique | * k l < 1 + e . et | O | « (1 +e)|| <r 11. Par 

ailleurs II ? k l l 4 II ?kll b implique | p k | ^ e grâce au choix de B . Enfin le 

théorème de convergence dominée de Lebesgue montre que ]f k 0 (k -• + <x). Alors 

(24.8) et (24.12) deviennent a - 2e <r (1 +e)|| cr|| + e ; laissant e tendre vers 0, 

il vient a =|| ct|| + || t|| 4 ||cr|| et t = 0. La mesure cr est l'image, par h, 
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d'une mesure de Radon A portée par IR. La relation (24.10) devient 

J cp d \L = \ fi d A pour toute mesure fi portée par S n Z. Puisque S n Z est 
IR JR 

dense dans S, on a bien cp = A et la norme de cp, dans B(S), ne dépasse pas 

Il A II = Il 0* il = a < C. Le théorème est prouvé. 

Application. Soit 0 > 2 un nombre de Pisot, À l'ensemble de toutes les 

k 
sommes finies ) , e 0 , e = 0 ou 1 et E 1 ' ensemble compact de toutes les 

k»0 k k 

0 0 -k 

sommes infinies ) ] s ̂ 8 , = 0 ou 1. Alors S = À + E possède la proprié

té de Bochner. 

Soient P(X) = X n + a^Xn~^ +...+ a^e 2j[x] le polynôme minimal de 0, R 

1 ' anneau H + +... + Z0 n " 1 et, pour tout k » 1, RR = 0~kR. Alors RR est 

une suite croissante de sous-groupes de IR dont la réunion est désignée par Z. 

Tout élément t€ Z peut être écrit, d'une infinité de façons, comme une somme finie 
t = > , m, 0 où m. e Z et m, = 0 si k est assez grand. 

k£0 K K k 

Il est facile de montrer que le groupe dual û de Z est le sous-groupe de 

composé de toutes les suites cd = (ÇJ^J^Q telles que 
cpkGR/Z et cPk + a 1cp k + 1 +•••+VPk+n = 0 ( m o d 1 ) P o u r tout k » 0 . 

Soient t e À + E , e > 0, s = ) ] e, 0K (e, = 0 ou 1) une somme finie 
k>-m k K 

telle que | t - s | ^ e / 2 et p^-1, q » 1 deux entiers tels que p >, m et que 

) ' 0"* <e /2 . Appelons fi la mesure donnant la masse 2_c* à chacune des 
p+1 p , q 

Pi? _ k 

sommes ) ] e^O , e k = 0 ou 1. 
p+1 

On vérifie sans peine que lim fi (co) = 0 pourtout gû€,jQ> qui n'est dans 
q-M- oo ^ ' ̂  

h(IR), ( [12], p. 231). 
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25. LA PREUVE DU THEOREME 11 (suite et fin). Nous avons montré au 

5 19 que si 0 > 2 est un nombre de Pisot, A est un modèle assez régulier. Nous 

venons de voir que, dans les mêmes conditions, S = A + E possède la propriété de 

Bochner. Le théorème 12 peut être utilisé. Il nous suffit donc de vérifier l'équivalence 

des deux propriétés. 

(25.1) deux points distincts de E x K sont congrus modulo D et 

(25.2) il y a un entier j >, 0, j+1 entiers e Q , valant -1, 0 et 1 et 

n (n est le degré de 0 sur Q) entiers rationnels qQ, . . . , q̂  ^ non 

tous nuls tels que 

^ + ^ 0 + . . . + e.0J = (1 - 0 j + 1 ) ( q o + q 1 0+. . .+ q n__ 10
n- 1). 

Montrons d'abord que (25.1) implique (25.2). Nous utiliserons essentiellement 

la proposition 16 ci-dessous dont voici les notations. Soient X une extension de 

Q de degré fini n, O l'anneau des entiers algébriques de % , P l'ensemble 

des places p sur X , I 1 ' ensemble des places infinies, J 1 ' ensemble des pla

ces finies et pour tout peP, DGp le complété correspondant de DG et & la 

fermeture de p(©r) dans DG . Soient O = ] \ & , A le produit semi-direct 
p J p € j P J 

r~[X n> l'anneau des (p(t)) T , t ee , et p : & A l'injection canonique 
pej p 1 p e i J 

définie par p(t) = (p(0)p Sj, t e & . On définit de même Aj et a : +Aj. 

Un ordre R de est un sous-anneau de & contenant une base de DO 

sur Q. En d'autres termes, un ordre R de & est un sous-anneau R de O 

tel que le groupe quotient O/R soit fini. 

PROPOSITION 16. Pour tout ordre R de &, soit R T la fermeture de 
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(5(R) dans 0 j . Alors R = p» (Rj) et la correspondance R Rj est une 

bijection de 1 ' ensemble des ordres R de (5 sur 1 ' ensemble des sous-anneaux com

pacts et ouverts de Oj. 

Pour démontrer la proposition 16, nous désignerons par A = AT * A T 11 anneau 
1 J 

des adèles de Ob et par J= : A -» T un caractère non trivial égal à 1 sur % 

(considéré comme plongé dans A ) . Alors Ë = £T£T où £ : A T -> T et : A . + T 
1 J i l J j 

sont deux caractères. Les sous-groupes mOj constituent un système fondamental de 

voisinages de 0 dans A T ; il existe donc un entier m tel que % = 1 sur m& . 

Puisque s u r &, £j = 1 sur le sous-groupe discret m0j de 

Aj = R r x C s . Soient â , . . . , & r + s des nombres réels ou complexes tels que pour 

tout xeAj , 

£T(x) = exp 2jri(a1x1 + . . . + a x + 2 (R.e(a .x . + . . . + a x )) , -=»r= F M l r r v r+1 r+1 r+s r+s" ' 

Ole désignant la partie réelle. 

Nous définirons a., pour r+s+1 4 3 4 r+2s = n par â  = â\ g . Puisque 

n 

| T = 1 sur mOl, on a ) ) a.<7.(t)<=Q pour tout t e % . On peut donc trouver 

un a e X tel que â  = cn(a) pour 1^j<n. Si a était nul, serait 

identiquement égal à 1. Donc serait égal à 1 sur la projection de % sur 

Aj ; mais cette projection est dense dans A j . Donc ^ serait identiquement 1 

et il en serait de même de | , cas que nous avons écarté. 

On a donc a / 0 et pour tout t e X , ^ I[a(t)] = exp 2*i Tr(at), Tr désignant 

la trace. 

Nous sommes en mesure de prouver que R = p~ 1(Rj). Soit tQe & tel que 
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t ^ R et soit £ : & + T un caractère tel que ji (tQ) ^ 1 tandis que ^ = 1 s u r 

R. Soit m un entier tel que mOcR. On peut, grâce à 11 isomorphisme entre 

& et O'j transporter ^ en ^ : Cj T. Prolongeons ^ en un caractère, 

encore noté ^ : Aj -> T. Alors il existe une suite (b^, . . . , b r + g ) de nombres 

réels ou complexes telle que 

%T(x) = exp 2TCi b 1 x i + . . . + bx + 20te(b 1x 1 + . . . + b x ) . 
^1= H L 1 1 r r r+1 r+1 r+s r+s'J 

Comme ci-dessus nous montrons l'existence d'un b e X tel que b̂  = Oj(d) pour 

1 « j x< r+s. Il en résulte que pour tout t^^, ^(t) = exp 2rci Tr(bt). Posons 

c = b/aE%. Alors pour t e& t %(t) = ^ [a(ct)J = Çj [-p(ct)] . Désignons par 

?tj : A j T la caractère continu défini par ^j(y) = £j [-(3(c)yj. Alors pour tout 

te&, #(t) = )Cj(ç>(t)). Donc Xj = 1 s u r P ( R ) e t aussi sur la fermeture Rj 

de p(R) dans & J t Puisque ^(t Q ) / 1, ^ [p(tQ)] est aussi différent de 1 et 

p (tQ) n ' appartient pas à Rj. Donc R = p~ (Rj). 

Nous utiliserons maintenant les notations du § 19. 

Si deux points distincts de E x K sont congrus modulo D il existe un d GD, 

d / O tel que A = i(d) e E - E tandis que j(d) e K - K. Le compact K - K c A' 

est l'ensemble produit ( L - L ) x G q où L' = L - L C J~~| X p est l'ensemble des 

k k ^ 
sommes ) \ e Ç , e = -1 , 0 ou 1. 

k>,0 k k 

La proposition 16 appliquée à R = 1 + . . . + %en~^ montre que A € R. 

Plus précisément, pour tout entier k » 1, on peut écrire 0 ̂  A = s q + ê e + . . 

. . + e k e
k + 6 k A k où j ( A k ) e K - K et e. = -1 , 0 ou 1 pour 0«j s <k. On 

vérifie immédiatement que E - E et que tous les conjugués de * k e R sont 
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uniformément bornés. Donc X appartient à un ensemble fini A c R. Pour tout 

k >x0, on a x

k = e

k + 1 + 0 X k+1 o ù j ( A k + 1 ^ € K _ K " C o m m e l a s u i t e (ek^k>.0 n ' e s t 

peut être pas unique, nous conviendrons, pour tout k »0 , d'appeler T^+i le plus 

grand des trois nombres x = - 1 , 0 ou 1 tel que A^ = x + 0t où j(t) e K-K. En 

partant de AQ = A, cette fois la suite des TJ^ , k >/0, est parfaitement définie. 

De plus la donnée de A^ détermine parfaitement ; ^ k + 1 =
 T ( * k ) o u 

T : A -•A est bien définie. Il s ' en suit que la suite des A^ est périodique à partir 

d'un certain rang. 

Pour aucune valeur de k, A^ n'est nul. Sinon A appartiendrait à la fois 

à A - À et à E - E dont l'intersection, pour 6 > 2 est réduite à 0. La pério

dicité de la suite des A^, k>y0, montre que, pour un certain j ^ O , on peut 

trouver des entiers aQ, . . . , a p r i s dans - 1 , 0 ou 1 tels que 

A. = oc + a ,0+.. .+a .0J + eJ+1 A • 
k o 1 3 k 

On a bien une relation (25.2). 

Réciproquement, supposons que l'on ait une relation A = a o + a , , 0 + . . . + <x..0J + 

où 0 ^ AeR et où les sont pris dans - 1 , 0 ou 1 . Par itération, 

on obtient A = <xq + . . .+ + . . . + X . En laissant tendre k vers +oo , 

on en déduit aussitôt que j(a) e K-K et en extrayant A du second membre, on montre 

de même que A € E-E. 
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