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Problème de la surface libre de l’Equation de Navier-Stokes
2014 Cas stationnaire et cas périodique 2014.

HISAO FUJITA-YASHIMA

1. - Introduction et résultat.

On s’occupera, dans ce travail, du mouvement d’un fluide visqueux
incompressible dans un domaine tridimentionnel horizontalement infini et
borné par la surface libre en haut et par le fond fixe en bas. On suppose

que le mouvement du fluide, sur lequel la force extérieure, y compris la
gravité, s’exerce, est gouverné par l’équation de Navier-Stokes avec la

condition d’adhérence sur la frontière inférieure, tandis que sur la fron-
tière supérieure on exige la continuité de la tension et on tient compte aussi
de la tension superficielle.

Le développement de la théorie mathématique du problème de la sur-
face libre de l’équation de Navier-Stokes ne date que de ces dernières

années. Parmi les mathématiciens qui y ont contribué, on doit signaler
Solonnikov, qui, après beaucoup de travaux préparatoires très utiles en-

core aujourd’hui, a réussi à prouver la solubilité du problème pour le cas
du domaine compact [8], [9], [10]. D’autre part, Beale a fait d’excellentes
études [2], y [3] sur le problème de Cauchy de l’équation de Navier-Stokes
dans un domaine semi-infini borné par la surface libre inconnue, domaine
du même genre que celui dont on s’occupera dans cet article. Dans [3],
il a montré la solution globale (dans le temps) mais on ne sait pas la con-
vergence de la surface libre dans l’espace .L2 pour t ~ oo. Je veux ajouter
que des travaux de Bemelmans, récemment communiqués par des rapports
de séminaire, sont dignes d’attention; la surface libre stationnaire d’une

goutte y est atteinte par l’approximation successive.
Dans ce présent article on montrera l’existence d’une solution station-

naire et d’une solution périodique de l’équation de Navier-Stokes aux con-
ditions esquissées ci-dessus. Je dois beaucoup aux idées suggérées par les

Pervenuto alla Redazione il 19 Novembre 1984.



532

travaux de Beale ainsi que par ceux de Solonnikov. Je veux exprimer ma
gratitude à Prof. G. Prodi de l’Université de Pise et Prof. A. Valli de l’Uni-
versité de Trente, qui avec des discussions très fructueuses m’ont constam-
ment encouragé à achever ce travail.

Sur la condition du problème qu’on étudiera dans ce qui suit, on admet
quelques hypothèses: on suppose que le fond du domaine, qu’on désigne
par Sb = ~x3 = b(x,, x2)~, est assez régulière, plus précisément que b ap-

partient à et tend vers une constante b( oo) pour 1 (x,, X2)1 - o et
que toutes les dérivées (!al &#x3E;1) tendent vers 0 pour 1 (x,, X2)! - oo. En
ce qui concerne la force extérieure, on admet qu’elle soit donnée dans

R(t); néanmoins seule sa restriction au voisinage des domaines possibles
occupés par le fluide nous intéresse. On considère la force extérieure comme
la somme de deux champs vectoriels: l’un est celui de gravité supposé
constant (0, 0, - g), l’autre, désigné par f, est petit dans le sens qu’on pré-
cisera dans les théorèmes et la démonstration. En désignant la hauteur
de la surface libre, qui est inconnue, par h(x,, x2), on cherche h qui
tende vers une constante h( oo) pour 1(x,, X2)! pour la convenance, on

prend la coordonnée x, de sorte que = 0. On suppose en outre que
la pression atmosphérique sur la surface supérieure du fluide
est constante; il convient de considérer, au lieu de la pression réelle p(ré),
la pression relative 

1

On désigne le vecteur vitesse du fluide par u, le coefficient de viscosité

par v et le coefficient de tension superficielle par y ; on suppose que v et y
sont constants.

Pour simplifier le symbolisme, on adoptera la convention d’Einstein et
on notera ai i au lieu de les fonctions vectorielles et celles scalaires

se distingueront par le contexte.
Pour le cas stationnaire, le problème consiste à trouver (u, p, h) qui

satisfasse aux
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où n est la normale extérieure à Sn.
Pour le cas périodique (de période T), le problème consiste à trouver

(~c, p, h) qui satisfasse aux

où

Avant d’énoncer les théorèmes, définissons des espaces fonctionnels.

Soit D c Rn, n = 2, 3. Pour s entier ~ 0 et on définit

avec

Pour s H8(D) désignera l’espace de Sobolev et on définit pour 8 &#x3E; 1
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Pour les fonctions périodiques fJJ(x, t) de période T, on définit

Parce qu’il ne s’agira, dans ce qui suit, que de fonctions de période T, on
écrira simplement K8(D) (resp. £’)(D» au lieu de K8(D)T (resp. 

Pour préciser l’hypothèse sur la donnée f, on aura besoin de l’aide des
changements de variables lS, Ô qu’on introduira au § II; maintenant on
se contente de remarquer que lS, Ô seront définis par h et qu’on aura, pour
le cas stationnaire (resp. cas périodique),

où

si on en a besoin, on précise leur dépendance de h par la notation D(h).
Le résultat principal de ce travail consiste dans les deux théorèmes

suivants :

THÉORÈME 1 (cas stationnaire). Supposons que f satisfait aux conditions
suivantes :

avec

ii) il existe une constante Co telle que

pour toute h, h’ E .H~g ~ ~2(R2)



535

où r &#x3E; 3~ 1  q C 2, q* = 2q/(2 - q). Si b(xl’ x2) est assez régulière et si

il et Co sont assez petits, alors il existe une solution (u, p, h) du

problème (1.1)-(1.6) dans u E Hr(Q), Vp E Hr-2(Q), p --&#x3E; 0 pour (xl, [ - 00,
h E Hr *1/2(~2).

THÉORÈME 2 (cas périodique). Supposons que f satisfait aux conditions
suivantes :

i) pour tout h E Î~~â ~~2(.R2), on a

avec

ii) il existe une constante e,, telle que

et

où r ~ 3, 1  q  2, q* = 2qj(2 - q). Si b(xl’ x2 ) est assez régulière et si

Il Il et Co sont assez petits, alors il existe une solution (u, p, h)
du problème (1. 7 )- (1.13 ) telle que, si on prolonge u et p convenablement dans

U Q n on ait
t

REMARQUE 1. Dans les conditions i), ii), on peut dire  pour tout h

tel (resp. au lieu de « pour tout

~e~~(~) (resp. ~r *1/2/R2)) ,~~ si on choisit convenablement 0.

REMARQUE 2. La petitesse de co veut dire, en gros, que est petite;
en effet, si = 0 identiquement, alors co = 0.
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II. - Changement de variables.

Les théorèmes 1 et 2 seront prouvés aux § V et § VII respectivement :
les études des équations linéarisées ( § § III et VI) et du « domaine appro-
prié &#x3E;&#x3E; ( § IV) nous fourniront une application d’un espace de Banach dans
lui-même et par le principe des contractions on arrivera à une solution dans
cet espace de Banach. Ce n’est cependant pas pour le problème (1.1)-(1.6)
(resp. (1.7)-(1.13)) mais pour le problème convenablement transformé, que
l’on considérera un espace de Banach où la contraction sera réalisée. Dans

ce paragraphe, y on va transformer le problème à l’aide d’un changement
de variables. On va en préciser les raisonnements seulement pour le cas
périodique; on obtiendra, en effet, le changement de variables et le pro-
blème transformé du cas stationnaire, si on néglige la dépendance du temps
dans ceux du cas périodique.

On va d’abord définir un changement de variables e de sorte que 
(cf. (1.7)) ne changera plus dans le temps et qu’il sera borné par une sur-
face régulière. Soit (! un opérateur régularisant choisi convenablement à

l’étude ultérieure; posons

la convolution * s’effectuant dans R2. q jouit de la propriété suivante:

LEMME 2.1. Si h E R-q (,2 .) (R2) @ actors

COROLLAIRE. Si h E 93 (a alors r~ E .K~(.1~2) et on a
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En effet, on a en vertu de l’inégalité de Hôlder

d’oii

l’inégalité

résulte de l’inégalité évidente

et de la relation

ce qui prouve le lemme 1; le corollaire est immédiat.

Maintenant on définit par la relation

où le symbole ^ désigne la transformée de Fourier en deux premières va-
riables. On définit en outre la transformation e des variables spatiales:

et on pose

on voit aisément que

pour tout
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Maintenant, a l’aide de la fonction q*, on définit une transformation 0 des
variables qui dépend du temps et qui transforme le domaine stable

en plus précisément

Il n’est pas difficile de voir que lS est inversible lorsque (et donc
aussi en vertu du lemme 2.1) est assez petit. Faisons attention

d’autre part à ce que, bien que _ ,~ ne dépende pas du temps, il

reste inconnu.

On se propose maintenant de transformer les équations (1.7)-(1.13) en
forme convenable. Posons d’abord

on a donc, pour cp définie dans 

ou, pour y définie dans Q,

on pose maintenant
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Les relations (2.3)-(2.3 bis) impliquent alors

en substituant ces expressions dans (1.8) et en le multipliant par IAIA -1,
on a

où

On a

or, en réduisant ajk’ lAI en expressions explicites, on voit que

pour
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on peut donc remplacer (1.9) par

Quant aux conditions à la frontière, il est évident que (1.10) équivaut à

D’autre part le deuxième membre de (1.11) est égal à

Or, pour x, = h, on a

d’où, compte tenu de la relation

résulte la relation

En substituant cette expression de dans l’expression notée ci-dessus,
on obtient

où W désigne la normale extérieure sur SZ. Pour transformer (1.12), on le

miltiple par la matrice B = = B(n,n) qui représente la rotation autour
de la droite
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et telle que

on a alors

où

bijl étant les éléments de B-1. Il est évident que (1.13) se transforme en

Ces transformations nous permettent de chercher un domaine Q = ~b 
 x3  h} en même temps que (v, n, q) tels que satisfasse aux

(2.5)-(2.10) dans il et que

et de construire (~c, p, h) satisfaisant aux (1.7)-(1.13) à partir de (v, n,
h = h + q) si un tel (v, n, h) existe. On retournera à ce problème au § VII
(et au § V pour le cas stationnaire).
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III. - Equation stationnaire linéarisée dans un domaine donné.

Dans ce paragraphe, on va s’occuper de l’équation linéarisée pour le

cas stationnaire dans un domaine donné

c’est-à-dire qu’on fixe a priori la fonction h(xl’ x2); pour ce qui concerne
on suppose ici

Considérons le système d’équations

où { I tan veut dire la partie tangentielle et n est la normale extérieure
sur Bk. On a alors le théorème 3, qu’on emploiera aux §§ IV et VI et le
théorème 4, qui est un corollaire de la théorie de Solonnikov [7] (voir
aussi [4] et Ch. 3 de [5]) et qu’on emploiera au § IV. Notons par ailleurs

que, si on pose, outre (3.1 )- (3. ~ ), une condition linéarisée correspondant à
la partie normale de (2.9), le problème n’aura en général pas de solution
(u, p) à cause de l’excès de conditions; on cherchera au § IV un domaine
particulier tel que le problème comprenant la partie normale linéarisée de
(2.9) ait la solution.

THÉORÈME 3. Si

alors il existe une solution (u, p) et une seule du problème (3.1 )- (3. ~ ) dans
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u E Hr(Q), Vp E .Hr 2(~)~ .~ ~ ~ pour 1 (X.,, x2) ~ [ - oo et on a

THÉORÈME 4. Si

alors il existe une solution (u, p) et une seule du problème (3.1)-(3.5) dans
u E Vp E p - 0 pour 1 (x,, 1 et on a

où (m: entier) désigne l’espace des fonctions g~ telles que

et que

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3. Démontrons-le d’abord pour le cas

où f * = 0 analoguement à la démonstration du lemme 3.3 (i) de [3]. Soit P

la projection de orthogonale à

P est un opérateur borné sur (voir le lemme 3.1 de [3]). Si on l’ap-
plique à (3.1 ), on a

On pose

(s’il s’agit de fonctions à valeurs complexes, on met en conjuguée complexe
le deuxième facteur sous l’intégration). Si u satisfait aux (3.2)-(3.5) avec



544

pour tout v satisfaisant aux conditions

Or, y d’après le lemme 2.7 de [2], l’inégalité de Korn

est vraie pour notre domaine ce qui implique que la est

équivalente au produit scalaire de il en résulte que l’équation

nous fournit la solution faible u, si on considère le second membre comme

une fonctionnelle linéaire dans l’espace hilbertien

L’estimation de u dans et celle de Vp dans s’obtiendront

tout pareillement à la démonstration du lemme 3.3 (i) de [3] (voir aussi
le théorème 2 de [11] et le lemme 2.8 de [2]), y c’est-à-dire que le problème
(3.1)-(3.5) avec f* = 0 admet une solution (u, p) et une seule et on a

Il reste maintenant à réduire le cas général au cas où f * = 0. Pour

cela on construit w satisfaisant à
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et on pose

alors satisfait à

(Pour la possibilité de construire une telle w et la vérification de propriétés
de u(1), voir le lemme 4.2 de [2].) le problème est
réduit à trouver satisfaisant à

REMARQUE. On peut étendre le théorème 3 au cas où le deuxième mem-
bre des (3.2), (3.4) n’est pas nul:

à condition que

s’écrive en forme

avec
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Cette extension du théorème sera vérifié à l’aide du lemme 2.8 de [2] et
des lemmes suivants: P

LEMME 3.1. Pour = 0 sur ’Sb, on a

LEMME 3.2. Si (1 + IVhI2)1/21fJ** s’écrit en 

02P; avec problème

admet la solution unique dans Vn E H"(Q) et on a

Bien que, dans ce qui suit, on n’emploie pas l’extension du théorème 3, y
les lemmes 3.1, 3.2 seront utiles ultérieurement.

DÉMONSTRATION DU LEMME 3.1. Prenons g E quelconque et pro-
longeons-la dans D de sorte que ffJ ne dépende pas de x3 ; on a alors

avec

ce qui, en vertu de l’arbitrarité de g, implique le lemme.

DÉMONSTRATION DU LEMME 3.2. Cherchons d’abord n dans Vn E L2(S).
En effet, s’il existe un tel n, on a

pour tout On considère la déformation de S2 en Q = 
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est on décompose en

un opérateur régularisant comme au § II; on a alors

OÙ §5i et ip2 sont prises à la surface supérieure de Q. Or, comme on a

on a

D’autre part, on a, analoguement à la démonstration du lemme 2.1,

et il est évident que

en d’autres termes

Donc, d’après le théorème de trace, on a

et donc
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ce qui, d’après la théorie des espaces hilbertiens, implique l’existence de
E .L2(S) et on a

2

1p**IIL,(Sh) + : Il 
~=1

2

i ’ ~=1 

L’estimation de Vn pour la régularité plus élevée est obtenue pareillement
à la démonstration du lemme 3.2 (ii) de [3].

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 4. Le système d’équations (3.1)-(3.2)
est elliptique au sens de Douglis-Nirenberg (voir [1], [7]) et la condition

(3.3) sur Sb remplit, avec (3.1)-(3.2)y la condition complémentaire au sens
de Douglis-Nirenberg (voir [7]). D’autre part, si l’on écrit la condition

(3.4) dans la forme

où ~~1~, ~’~2~ sont deux vecteurs tangents à Sh au point x C ~’h et tels que

alors on est mené à constater que la condition complémentaire est remplie à
chaque point (et uniformément sur Sh), bien que le calcul soit assez
long. Donc le théorème 4 résulte de [7]. (Voir aussi [4], où un tel résultat
dans un domaine compact avec la condition d’adhérence à la frontière est

établi.)

IV. - Existence d’un domaine approprié au problème stationnaire linéarisé.

Supposons que (f, f*, y) est donné, où f est définie dans

à valeurs vectorielles tandis que f * et y sont définies sur à valeurs dans

R2 et dans jR respectivement. On va, dans ce paragraphe, montrer l’exis-
tence d’un domaine
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tel qu’il existe (u, p, h) satisfaisant aux

où

B~’~’~ sont les mêmes que ceux définis au § II. Plus précisément,
on a le

THÉORÈME 5. Supposons que

Si f, f*, y sont assez petites dans la norme des espaces elles appar-

tiennent il existe une fonction h(Xl’ x2) E E’ (a )(R2 ) (q* = 2q~(2 - q), s: conve-
nablement grand) telle que, si le problème (4.1 )- (4.7 ) est considéré dans le do-

maine Q == ~b  2h--I, il admette la solution (u, p, h) unique dans u E Hr(Q)
n E Hr-2(Q) E 17,,+1/2(R2) . En outre, pour un nombre
donné à &#x3E; 0, il existe 0 tel que, si Il ( f, f*, y) c ’, on ait
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DÉMONSTRATION. Pour la simplicité de notation, on écrit Ils au lieu
de H~a~~(R2) dans la démonstration.

On va montrer l’existence de h par approximation successive. Consi-

dérons le problème

où

et h~k~ est donnée; n(k) est la normale sur Sh(k). On part du problème (4.8)
pour k = 0, en posant h 11 x2) = 0, et on procède successivement sur k
en définissant le domaine au moyen de la solution (U(k), 

En effet, le problème (4.8) avec ¡"(k) assez régulière admet, d’après les

théorèmes 3 et 4, une solution (u (k) i p(k) ) et une seule satisfaisant aux iné-
galités

Or, en vertu de la propriété d’immersion du type Sobolev, on a

Comme, pour 99 E on a

l’équation elliptique

~{p~k~, étant prises sur ~’~~k,) nous donne la solution 


