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Compacité par compensation:
condition nécessaire et suffisante de continuité faible

sous une hypothèse de rang constant.

FRANÇOIS MURAT

1. - Introduction.

Soient un ouvert Q de RN (borne ou non, r6gulier ou non), un reel p
tel que 1  p  + oo et des coefficients ai k :

Nous consid6rons dans cet article 1’espace :

muni de sa norme naturelle:

L’espace H(D, A, p) est donc le domaine d’un op6rateur diff6rentiel A,
a valeurs vectorielles et a coefficients constants aiik; d’un autre point de vue,
c’est une sorte d’espace de Sobolev a-sym6trique.

A toute fonction f : R- -&#x3E; R on associe l’appIication u-+f(u), ou f (u)
est la fonction compos6e definie presque partout par:

Pervenuto alla Redazione il 18 Dicembre 1979.
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Pour que f (u) soit une distribution, une condition raisonnable est que
f(u) E EL.(D). C’est pourquoi nous serons amenés a faire des hypotheses
de régularité et de croissance a l’infini sur f : par exemple, si u varie dans
(LP(Q))m (p fini), nous supposerons f continue sur Rm et croissant à l’infini
au plus comme yip; si u varie dans (Loo(Q»)m, il suffit de supposer f continue
pour que f(u) appartienne a EL..-

Notre but est de r6soudre le problème suivant:

PROBLEME (*). On se donne un espace H(921 A, p). Trouver toutes les
fonctions f satisfaisant:

et telles que:

Pour toute suite ’UB verifiant (1) :

on a : o

En d’autres termes, il s’agit de caract6riser (et si possible d’expliciter)
toutes les fonctions f telles que l’application associée soit séquentiellement
faiblement continue de H(Q, A, p) dans 01(92), (ou faiblement signifie que
H(S2, A, p) et Ð’(Q) sont munis de leurs topologies faibles d6finies par (1 )
et (2)).

Ce probl6me (*), et bien d’autres questions connexes, est l’objet de
recherches men6es en collaboration avec Luc Tartar depuis plusieurs ann6es.

Remarquons que les fonctions f solutions du probl6me (*) sont n6ces-
sairement continues: en effet, consid6rons une suite de R- telle que:

(1) Nous consid6rons toujours des suites de nombres E tendant vers zero.
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Les fonctions ue d6finies par:

verifient (1); si f est telle que l’on ait (2), on a necessairement :

c’est-a-dire la continuit6 de f.

NOTATIONS. Pour enoncer la solution de ce probl6me, nous utiliserons
les notations suivantes:

Notons que 11 n’est autre que la projection de TT sur Rm.
Soit .L Ie sous-espace vectoriel de Rm engendre par A et soit I sa dimension

(OIm). On se donne une base el, e2, ..., em de Rm telle que e1, e’, ..., et

appartiennent a 11. L’espace H(D, A., p) etant un objet invariant par change-
ment de base, nous supposerons que cette base est celle que nous avons utilisée
dans Rm.

Définissons aussi Ie symbole de l’opérateur A: pour tout I E RN, c’est

la matrice (m X n) a(E) dont les coefficients sont donnés par (2) :

Enfin, etant donne un polyn6me P : Ri-R a coefficients constants,
homog6ne de degr6 r, nous d6finirons une forme r-lineaire associ6e, not6e
.Lp, par:

(2) On notera que, avec cette definition:

et que, si u d6signe la transformée de Fourier de la fonction u, on a:
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On notera que la dérivée p(r&#x3E;(z) est en fait indépendante de z, que la
forme L1J est symétrique et que 1’on a:

Le but de cet article est de d6montrer le théorème suivant :

THEOREME PRINCIPAL. On considère 1’espace H(S2, A, oo) et une fonction
f : Rm -&#x3E; R, continue.

Pour que l’application u -&#x3E; f (u) soit séquentiellement faiblement continue
de H(S2, A, oo) dans D’(Q), les conditions suivantes sont nicegsaires:

i) la f onction f est une somme finie de polynômes Pa en y1, ..., yi 2

homogènes, a coefficients constants, de degr6 au plus 6gal à inf (N, 1), les

coefficients de cette somme 6tant des fonctions ca qui ne d6pendent que de

YZ+l, ... , 7 y.: i.e.:

ii) chacun de ces polyn6mes P,, vérifie, si son degri r est super?.eur
ou égal à 2: 

-

Réciproquement, si le rang de a(C) est constant pour tout  c- RN - {0},
ccs conditions sont suffisantes..

Dans chaque cas particulier ou l’on se donne les coefficients aUk de Ilop6-
rateur A, les conditions (4) et (5) permettent d’expliciter compl6tement
les fonctions f solutions 6ventuelles du probl6me (*). Si le symbole a(C)
de A est de rang constant, nous avons donc résolu ce probl6me.

Le reste de cet article est consaer6 a la demonstration du th6or6me

principal et de résultats voisins (cas ou p est fini). Le paragraphe 2 traite
des conditions necessaires; une grande partie de ces résultats a ete expos6e,
de façon différente, dans [19]. Le paragraphe 3 traite des conditions sufh-

santes ; nous les avions deja établies dans [18], [19], [12] sans hypoth6se de
rang constant sur a(C), pour des polynbmes de degr6 2; Iloriginalit6 de cet
article est que nous les 6tablissons ici dans le cas general. Malheureusement,
la m6thode de demonstration employ6e, qui reprend celle de [11], nous
-onduit a supposer que le symbole de l’opérateur A est de rang constant.
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Il s’agit donc d’un r6sultat nouveau mais un peu insatisfaisant. Enfin, le
paragraphe 4 est consaer6 a deux exemples.

2. - Conditions necessaires.

Ce paragraphe est notamment consaer6 a 6tablir la partie « conditions
n8cessaires » du théorème principal. Une demonstration d’une grande partie
des r6sultats 6none6s a ete donn6e dans [19], par une méthode inspir6e
de la meme idee.

REMARQUES 2.1. Le theoreme principal donne des conditions n6cessaires
i) et ii) que doivent verifier les fonctions f auxquelles sont associées des appli-
cations faiblement continues de H(SZ, A, oo) dans Ð’(Q). En fait, la d6-

monstration de ces conditions n6cessaires n’utilise que la continuité de l’ap-
plication u -&#x3E; f (,it) sur certaines suites particulières de H(Q, A, 00); ces

suites ont notamment les deux propri6t6s suivantes:

1) elles v6rifient les ue utilises sont

des elements du noyau de l’op6rateur A;

2) elles ne prennent qu’un nombre fini de valeurs : cette particularite
est importante dans Ie cas ou l’on slint6resse a des suites uE convergeant
faiblement dans H(Q, A, p) qui sont astreintes a prendre leurs valeurs

dans un ensemble fixe K, i.e.:

Notons que pour de telles fonctions us measurables, il suffit que f soit et valeurs
finies pour que f (uE) E L-(Q).

D’autre part, on remarque que comme l’espace H(Q, A, oo) est inclus (3)
avec injection continue dans H(.Q, A, p), le th6or6me principal donne des
conditions n6cessaires que doivent v6rifier les fonctions f solutions du pro-
bleme (*), quel que soit l’indice p.

Enfin le th6or6me principal ne donne aucun renseignement sur la d6-

pendance de f par rapport a ’ i+1, ..., Ym. Ceci est normal, puisque comme
on le verra au paragraphe 3, toute application u - c(UZ+1, ..., um) est faible-

(3) Cette affirmation est inexacte quand n’est pas borne puisqu’on n’a pas
alors LOO(D) c L-1(92) (p fini) mais seulement -V(D) c LLI,,,(S2); mais cette dernière

propriete suffit puisqu’on consid6re toujours le produit de f(u8) par une fonction 9?
a support compact.
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ment continue dès que c est une fonction continue de Rm-l dans R vérifiant
des conditions de croissance à Ilinfini. m

LEMME 2.2. Soit f : Rm -7 R 2cne foitetion à valeui-s finies. Si pour toute

suite ue définie par :

on a:

alors nécessaire’ment f véri fie:

DEMONSTRATION. On a bien Sur :

et de meme, comme:

on a:

Grace à ces résultats, on déduit facilement (9) de la propriété de conti-
nuité (8). m

COROLLAIRE 2.3. Si f vérifie les hypothèses du lemme 2.2., alors f est un
polynôme en Yl’ ..., y l de degre au plus égal à 1, dont les coefficients sont des
fonctions de Y Z+l, ..., ym. o
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n

DEMONSTRATION. En écrivant y c- R- sous la forme y = ! Yiei, oii ei
i=l

est la base que nous avons introduite (ei c A si 1.j.1), on a d’apr6s (9):

et ainsi de suite, ce qui implique le résultat..

LEMME 2.4. Soit f : R,- --&#x3E; R une fonction à valeurg finies. Si pour toute

suite ue définie par:

an a :

alo’rs nicessairement f véri fie:

indépendants deux d deux,
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DEMONSTRATION. On a bien sur, d’apres (10):

: faible 6toile .

Puisque rang (©1 , 03B62 Ca) = 2, 03B61’ 03B62’ C3 etant deux a deux independants,
on a:

Choisissons maintenant T, = l/cx1, T 2 = I- /CX2 I T3 = 1.
Comme x. ’a = oc1(x. ii) -f- OC2(X. ’2)’ u8 est une fonction ne dépendant que

des variables zi = x - CI et Z2 = x ’ ’2 et p6riodique par rapport a chacune
d’entre elles, de p6riodes I /al et 1 /a2 , de sorte que f(u-) est p6riodique -,n z,
et z, avec les memes p6riodes.

La figure ci-dessous donne les valeurs de f(u8) sur Ie pave de periodes :

valeurs de f(u8) sur le pave de p6riodes.

Si 1’on a un peu de courage pour calculer les differentes surfaces, on
en deduit que f(u6) converge dans L’(S2) faible 6toile vers:
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De ce r6sultat et de llhypoth6se de continuité (11), on déduit (12).

REMARQUE 2.5. Si US est defini par (7), on a:

of Te est (au signe pr6s) la mesure superficielle port6e par les hyperplans
(x. C)/8 = 0 ou 0 (modulo 1 ). Puisque (A, C) E Y, u8 vérifie:

Les suites d6finies par (7) et (10) sont done des cas particuliers de suites
vérifiant ( 1 ) .

PROPOSITION 2.6. Soit f : Rm - R, continue. Si l’application u --&#x3E; f(u) est
séquentiellement faiblement continue de .g(,52, A, oo) dans D’(Q), alors on a
pour tout entier r &#x3E; 2 :

Notons que la formule (13)r a bien un sens: en effet, d’apr6s le corol-
laire 2.3., f est un polynome en Y. ... , 7 y I, donc ind6finiment derivable par
rapport a ces variables; or, ce sont ces d6riv6es partielles (et non celles par
rapport a YZ+1, ..., ym) qui interviennent dans (13)r :

DEMONSTRATION .

Cas r = 2. Soit f verifiant les hypotheses de la proposition 2.6.. Alors,
d’après le remarque 2.5., f verifie a fortiori les hypotheses du lemme 2.2.
Si (Â1, C1)’ (Â2, C2) EV avec rang (C1, C2) :1, c’ est que CI et ’2 sont colin6aires
a un CERN_{O}.
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Alors ÂI, Â2 et (li + Å2) appartiennent à A et on déduit de (9) que:

d’où (13)2.

Cas r = 3. Soit f vérifiant les hypotheses de la proposition 2.6.. Alors

d’apr6s la remarque 2.5., f verifie a fortiori les hypotheses du lemme 2.4..
Consid6rons (Â1, ’1), (A,, C,), (13 , Ca) EV avec rang (’1’ C2, C3)  2.

Si le rang est 1, c’est qu’il existe un C tel que (Â1, C), (Â2, C), (A., C) E y’
et alors on a d’apr6s (13)2:

d’oA 1’on d6duit en d6rivant par rapport a t, que:

Si le rang est 2, consid6rons d’abord le cas ou deux des C (par exemple
1 et 2) sont colin6aires. Alors d’apr6s (13)2 on a:

d’où par derivation (13)a. Si 1’on est dans le cas ou les C sont deux a deux

ind6pendants, on obtient en d6rivant dans (12) par rapport a 6, puisque le
second membre est du 26me degr6 en 8, que :

Mais la d6riv6e f(3){y) Â(XÂpÂy est nulle des qu’un indice est repete : en
effet d’apr6s (13), y on a:

En developpant dans (14), y on obtient donc que:

c’est-a-dire (13)a.

Cas r &#x3E; 4. La demonstration est analogue a celle du cas r = 3. Signalons
quand meme qu’il n’est nullement n6cessaire d’établir une formule analogue
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a (12), ce qui n6cessiterait de calculer des volumes dans 1’espace Rr-1:
il suffit de se convaincre que la limite de f(u-) ou

est un polyn6me de degr6 r -1 en 0 ... o

COROLLAIRE 2.7. Si f vérifie les hypotheses de la proposition 2.6., alors f
est un polynôme en yl , ..., y t de degri au plus égal à inf (N, 1), dont les

coefficients sont des fonctions de y z+1, ... , 2 y..0

DBMONSTRATION. Une partie du r6sultat est d6jA connue par le corol-
laire 2.3.. Lerested6coulede(13),,+,,:consid6ronsyeneffetyA.,A,.,...,Av+,c-A;
les Qi , C2, ..., CN+I correspondants sont forcément de rang au plus N puisque C
varie dans RN. Dans ces conditions:

et comme A engendre .L = R’, f est un polynome de degr6 au plus N
sur R’. s 

DEMONSTRATION DE LA PARTIE «CONDITIONS NII20ESSAIRES » DU THÉO-
R#ME PRINCIPAL. Nous avons deja d6montr6 la plus grande partie des
conditions necessaires : la proposition 2.6. et le corollaire 2.7. r6sument ce
qui est d6jh acquis. Si f verifie les hypotheses de la proposition 2.6., on
a donc :

où Us est un polyn6me homogene de degre s en yl , ... , y dont les coefficients
dependent de Yt-fl, ... , ym . En utilisant (13),., on obtient pour r&#x3E;2:

puisque la d6riv6e d’ordre r des polyn6mes gs de degre 8  r est nulle.
Notons que g(")(y) ne depend en fait que de YZ+I, ..., ym et tenons
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Y3L = Y2 =... = y, = 0 dans (15); comme la d6riv6e g(,,’)(y) est pour s &#x3E; r

un polyn6me de degr6 s - r(&#x3E; 1) en y,, ..., y 1, on obtient que

Soit maintenant Qr 1’ensemble des polynomes homog6nes de degré tr
en y,, ... 9 y,7 a coefficients constants, qui vérifient (5) : c’est un espace vec-
toriel de dimension finie ; soit Qi , ... , Q" une base de Qr. Pour tout y t+, , ..., y.
fix67 les relations (16) signifient que gr appartient a Qr ; c’est donc que:

Ceci ach6ve la demonstration des conditions necessaires. n

Terminons ce paragraphe par un r6sultat facile:

PROPOSITION 2.8. Si f: Rl-+ R est un polynôme de degri r&#x3E;2 à eoe f -
f icients constants, il est iquivalent d’avoir (5) ou d’avoir (13 )8 pour tout entier
s&#x3E;2. m

DEMONSTRATION. Que (13)8 pour tout s&#x3E;2 entraine (5) est evident

puisque (5) n’est autre que (13)r .
La r6ciproque se d6montre par recurrence descendante sur s : en effet (5)

implique (13)r; supposons que (5) implique (13), pour un s cr et d6montrons
que (5) implique (13)8-1 (avec (s - 1) &#x3E; 2).

D6finissons pour cela pour (Â,l’ ’1)’ ..., (Â,8-1’ ’8-1) EV tels que:

une fonction g par:

Pour tout 616ment e (1  j  l) de la base de R’, il existe ocj E RN tel que
(e,j,Otj)eVet on a rang C.1-ig (Xj) s -1. La relation (13)8 entraine que :
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Comme g( 0) = 0, puisque g est homogene de degr6 r - (s - 1) &#x3E; 1, on a
g(z) = 0 pour tout z c- RI c’est-a-dire (13),-i. Q.E.D.

3. - Conditions suffisantes.

Ce paragraphe est notamment consaer6 a 6tablir la partie « conditions
suffisantes » du théorème principal. Rappelons d’abord un résultat que nous
avons d6jA 6tabli (voir [18], [19], [12]) :

THII20RIiIIkIE 3.1. Soit P : R- ---&#x3E; R un polynome homogène de degrg 2. A5i

P véri fie:

alors I’application u -P(u) est séquentiellement faiblement continue (au sens
(1) implique (2)) de H(Q, A, 2) dans U)’(,Q). o

En notant que si (.Â.1, li), (Å.2, 03B62) EY avec rang ((i , C,)  1, alors .Â.1, )"2
et li + Â2 appartiennent à A, et que si P est un polyn6me homogène de
degr6 2, on a :

(ou Lp est la forme bilin6aire sym6trique definie sur Rm X Rm et associ6e
a P, voir (3)), il est clair que (17) est equivalent a (5).

Dans Ie cas où f est un polynome de degr6 2 sur Rm, la condition (5)
est donc nécessaire et suffisante pour que f soit solution du probl6me (*),
et ceci sans avoir besoin de faire I’hypoth6se que a(C) est de rang constant.

COROLLAIRE 3.2. L’application u -&#x3E; (u,+,,... , um) est conipacte de H(Q,A,2)
dans- (Lioc(Q) )m-l..

DEMONSTRATION. Consid6rons une suite u6 qui converge vers UO dans
H(Q, A, 2) faible. En appliquant le théorème 3.1. au polynome P d6fini
par P(y) = yf (I + 1  j  m), qui verifie I’hypoth6se (17) en raison du choix
que nous avons fait pour la base de Rm, et en utilisant dans (2) des fonctions

test e = Ø2, oiL 0 c- 0(92), on voit que Oul -&#x3E; Ouo dans L2(Q) fort, d’où le
resultat. 1

Comme consequence de ce corollaire on obtient (en extrayant des sous-
suites qui convergent presque partout et en utilisant Ie th6or6me d’Egorov
et Ilin6galit6 de Holder) la:
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PROPOSITION 3.3. Soient p tel que 2 p  + oo et c une fonction
c : R--z --&#x3E; R, continue, vérifiant ( si pest fini) :

Alors pour toute suite u,, telle que (azc sens de (1)):

on a:

Enongons maintenant le résuItat le plus nouveau de cet article :

THII20RIiIME 3.4. Nou8 supposerons que :

Soit r 1tn entier tel que 3  r  inf (N, l ) .
Si P: Ri - R est uit polynôme homogènc de degri r vérifiant:

alors l’application u -+ P(’lt) est séq’ltentiellement faiblemeitt continue de

H(Q, A, 2r- 2) dans D’(Q) (au sens (1 ) implique (2»)..
Dans 1’6none6 du th6or6me 3.4., nous nous sommes limit6s a 3r

inf (N, l). En effet, le cas r = 1 est trivial (P est alors lilléaire), le cas
r = 2 a 6t6 traite au théorème 3.1., et on deduit facilement de (21) que P
est nul si r &#x3E; inf (N, 1).

En rassemblant les r6sultats des th6or6mes 3.1. et 3.4. et de la propo-
sition 3.3., il est clair que nous avons d6montr6 que si a( I) est de rang constant,
les conditions i) et ii) du th6or6me principal sont suffisantes (et donc néces-
saires et suffisantes) pour que Ilapplication io - f(u) soit s6quentiellement
faiblement continue (4) de H(Q, A, oo) dans D’(Q).

(4) On pourrait am6liorer 16g6rement ce résultat pour obtenir la continuit6

faible sur H(Q, A, p) (p fini) en utilisant le fait que f est nécessairement un polyn6me
de degr6 au plus 6gal a inf (N, I) en y,, ..., y, et que chaque polyn6me homog6ne
de degre r est continu faiblement sur H(Q, A, 2r - 2).
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REMARQUE 3.5. Tel qu’il est 6nonc6, le théorème 3.4. est insatisfaisant
a un double point de vue:

si P est un polynome de degr6 r, nous d6montrons la faible conti-
nuit6 de l’application u - P(u) sur H(Q, A, 2r - 2), alors que cette appli-
cation est correctement d6finie sur H(Q, A, r). Toutefois, il ne s’agit la,

que d’un inconvenient mineur; notons d’ailleurs que nous avons seulement
suppose que les d6riv6es aijk(aujl8xi) sont dans 12(Q) et non dans un

; ;

espace LQ(Q) avec q&#x3E;2; ceci compense en partie cela. Nous reviendrons

sur ce point au paragraphe 4;

plus genante est llhypoth6se (20) que le symbole de Ilop6rateur A
est de rang constant: en effet, cette hypoth6se exclut du cadre de notre étude
certains espaces H(Q, A, p). Nous sommes convaincus que cette hypoth6se
doit pouvoir etre levée, peut 6tre en utilisant une demonstration analogue
a celle donn6e dans [18], [19 ], [12] dans le cas d’un polyname de degr6 deux.
Mais nous n’avons pas r6ussi a adapter cette demonstration ; aussi nous avons
suivi la m6thode que nous avions utilis6e dans [11], et qui impose de faire
l’hypothèse (20); cette m6thode reprend des id6es exprim6es dans les articles
de L. Sarason [15] et T. Kato [7], qui font suite a deux articles de J. R.
Schulenberger et C. H. Wilcog [16], [17]. · ,

Avant de d6montrer le th6or6me 3.4., donnons deux lemmes emprunt6s
a ces auteurs; dans ces deux lemmes l’hypothèse (20) de rang constant est
essentielle. Nous consid6rerons d6sormais a(C) comme nne matrice ti coe f -
ficients reeZs mais opérant de Cm dans Cn.

LEMME 3.6 [15]. On fait l’hypothèse que:

Alors it existe c &#x3E; 0 tel que:

DTMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que llhypoth6se (20) im-

plique que 1’application qui 
. 

à CERN associe la projection orthogonale sur
(Ker a(C))-L est continue en tout point ( E .RN - {0} a valeurs dans E(C-, Cm).
(Ceci peut se démontrer de façon 616mentaire en consid6rant une base ortho-
norm6e quelconque el(C), ..., em(C) de Cm, dont les q premiers vecteurs en-
gendrent Ker a(C), pour tout et en extrayant des sous-suites).


