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Sur les équations hyperboliques avec des coefficients
qui ne dépendent que du temps (*) (**).

FERRUCCIO COLOMBINI - ENNIO DE GIORGI
SERGIO SPAGNOLO (***)

Introduction.

L’6quation hyperbolique du second ordre

sur R: X [0, T], n’a ete en general 6tudi6e que lorsque les coefficients aij,
outre a v6rifier les hypotheses habituelles de sym6trie et de coercivite, sont
des fonctions mesurables et bornees en x et lipschitziennes par rapport a
la variable t.

Sous cette hypothese, le probleme de Cauchy associ6 a 1’6quation ci-

dessus consid6r6e a ete étudié par des nombreux auteurs qui ont obtenu

(cf. Lions [5], Lions et Magenes [6], Hurd et Sattinger [4]) des r6sul-
tats d’existence et unicit6 des solutions dans des convenables espaces de

Sobolev. Une hypothese un peu plus faible que la lipschitzianité en t des
coefficients a ete consid6r6e par De Simon et Torelli ([2]) qui ont prouve
un theoreme d’existence et unicit6 dans le cas ou les coefficients aij(x, t) sont
a variation bornee sur [0, T] en tant que fonctions de t a valeurs dans 1’espace
de Banach L’(R’).

On pourrait d’ailleurs chercher a resoudre le probleme de Cauchy en
question meme lorsque les coefficients aij(x, t) sont simplement des fonctions
localement integrables sur R’ x [0, T]. Mais un tres simple exemple ([4], ou

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.).
(**) Une note pr6sentant les r6sultats de ce papier, est parue dans les Comptes

Rendus de I’Acad6mie des Sciences, t. 286 Serie A (1978).
(***) Scuola Normale Superiore - Pisa.
Pervenuto alla Redazione il 19 Luglio 1978.
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les coefficients sont du type a(x, t) == «(x - t) avec oc(e 6gale a «1 si $  0 ,
et ik a2 si $ &#x3E; 0, ou 0  «2  1  «1) montre qu’on ne peut pas en general
esp6rer d’avoir l’existence de solutions, meme dans 1’espace des distributions.

Tout de meme, on peut penser de compenser l’irrégularité en t des

coefficients par une convenable régularité en x, et donc d’obtenir l’existence
et l’unicité des solutions pour des coefficients meme discontinus en t mais

tres r6guliers en x.
Le cas plus simple qu’on peut envisager est celui ou les a2 j ne dependent

que de la variable t : a ce cas est consaer6 1’article present.
On consid6rera done dans la suite le probleme suivant

PRoi3LtmE. Soient a,j(t) des fonctions reelles et int6grables sur [0, T]
qui v6rifient l’hypothese de coercivite

Etant donnees des fonctions (ou des fonctionnelles) gg(x), 1p(x) et f (x, t),
trouver u (x, t ) telle que

Les donn6es Q(x), 1p(x) et f (x, t) seront choisies dans X1, X2 et Ll([O, T], X3)
respectivement, oil Xl, X2 et X3 sont des espaces d’ultradistributions de
Gevrey sur R" ou de fonctionnelles holomorphes avec des inclusions con-
tinues X, c,- X, c, X.,, tels que les derivations al axi, j = 1, ..., n, appliquent
X 1 dans X 2 et X 2 dans X 3 avec continuite.

La solution u est alors cherch6e dans l’espace L°’ ([0, T], Xl) et 1’6quation
(1) est entendue au sens des distributions vectorielles, a valeurs dans X3,
sur l’intervalle ]0, T[. On peut d’ailleurs voir, d’apres 1’6quation (1), que
la solution u appartient de fait A l’espace Cl([O, T], X3), de sorte que les
conditions initiales (2) ont un sens.

Pour la plupart des cas consid6r6s dans cet article, les trois espaces

Xll X2 et X3 seront coincidents.
Or, on prouvera des résultats d’existence et unicit6 pour le probleme

{(1), (2)} mame si les coefficients aij(t) sont tres irr6guliers, notamment s’ils

sont simplement des fonctions int6grables sur [0, T]. Bien entendu, les solu-
tions ne seront pas en general que des fonctionnelles, a moins que les don-
n6es cp, 1p et f ne soient tres r6guli6res.
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Plus exactement, on verra (th. 3) que si qy(0153),1p(0153) et f (x, t) sont des
fonctionnelles analytiques r6elles sur R" (par exemple, s’ils sont des fonctions
integrables a support compact) alors le probleme f (1), (2)} a une et une seule
solution u(x, t) fonctionnelle analytique r6elle en x pour tout t, tandis que
(th. 4) si gg(x), V(x) et f (x, t) sont des fonctions analytiques r6elles en x, alors
il existe une et une seule solution u(x, t) analytique r6elle en x, pour tout t.

On peut donc r6soudre le probleme {(1), (2)}, soit dans la classe X des

fonctions analytiques r6elles sur Rn que dans la classe X’ des fonctionnelles
lin6aires et continues sur X.

Si les coefficients aij(t) sont un peu plus r6guliers on a encore le m6me
phenomene, en plus cette fois-ci on peut prendre .X egale a une convenable
classe de fonctions indefiniment differentiables sur Atn qui contient la classe
des fonctions analytiques r6elles (de sorte que la « distance » entre X et X,
se r6duit).

Par exemple, si les au sont holderiens d’exposant a et si 1 c s  1/(1- ce)
on a (th. 4) une solution u (x, t ) ultradistribution de Gevrey d’ ordre s en x,
pourvu que les donnees soient des ultradistributions d’ordre s en x; tandis

que, lorsque les donnees sont des fonctions de Gevrey d’ordre s en x, alors
la solution est elle aussi une fonction de Gevrey (du meme ordre) en x.

Encore, si les ai j verifient la condition

avec A costante, on a (th. 4) une solution u(x, t ) distribution en x pourvu
que les donn6es soient des distributions en x; tandis que, lorsque les don-
n6es sont des fonctions de classe C°° en x, alors la solution est elle aussi de
classe 000 en x.

Des contre-exemples (th.10) montrent enfin qu’on ne peut pas am6liorer
les th6or6mes precedents. En particulier on ne peut pas en general resoudre
le probleme de Cauchy {(l), (2)} dans les espaces de Sobolev si les coefficients
ne sont pas a variation bornee.

Outre 4 l’existence, on prouve aussi des estimations a priori sur la

solution. Ces estimations se révèlent utiles lorsqu’on considere une suite
de problemes du type {(l), (2)} avec des coefficients aii,k(t) (k = 1, 2, ...),
non uniformément r6guliers, qui convergent vers aiJ(t) pour k --&#x3E; oo, et l’on

veut prouver la convergence des solutions corrispondentes.
On prouvera en effet (th. 8) que, si {aij,k} --&#x3E; aij dans Ll et si les don-

n6es sont des fonctionnelles analytiques (resp. des fonctions analytiques)
r6elles en x, alors les solutions convergent au sens des fonctionnelles analy-
tiques (resp. des fonctions analytiques) r6elles en x.

Si, de plus, les aii,k sont des fonctions equi-holderienneSy alors les solutions
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convergent dans 1’espace des ultradistributions (ou des fonctions) de Gevrey
en x, pourvu que les donnees soient des ultradistributions (ou des fonctions)
de Gevrey en x.

La demonstration de l’existence des solutions s’articule dans les etapes
suivantes:

1) On prouve un th6or6me d’existence dans Ilespace des fonctionnelles
holomorphes, ou dans l’espace des fonctions analytiques entieres, sans aucune
hypothese de coercivite ou de régularité des coefficients (ce theoreme, qui
est tres proche a celui de Cauchy-Kovalevski, est bien connu (voir [11],
ou [1)); on en donnera quand meme une demonstration dans l’Appendice).

2) On considere le cas ou les donnees p(x), 1jJ(x) et f(x, t) sont nulles
pour Ixl ;&#x3E;r: on se sert dans ce cas de la transformation de Fourier-Laplace
par rapport a la variable x (qui devient la variable ( e Cl) pour reduire le
probleme f(l), (2)} a une famille, dependant du paramètre " d’6quations
differentielles ordinaires.

3) On estime la croissance en ’(I’I-¿. 00) des solutions des problemes
transformes, en utilisant un resultat (Lemme 1) relatif aux equations ordi-
naires du second ordre; grace à ces estimations et au theoreme de Paley-
Wiener, on voit que la solution, trouvee dans un premier temps dans l’espace
des fonctionnelles holomorphes, est de fait bien plus r6guli6re.

4) On 61imine, a 1’aide d’un procede de duality 1’hypothese que les
donnees p, 1fJ et f soient a support compact en x.

Observons en conclusion que pour des donnees p6riodiques en x on peut
aussi utiliser le developpement en series de Fourier. Le proc6d6 devient
alors beaucoup plus simple et, pour cette raison, on le pr6sentera ici de

fagon ind6pendante (§ 3) bien qu’il soit un cas particulier des résultats ex-
pos6s aux paragraphes successifs.

On peut enfin remarquer que l’hypothèse de coercivite sur la forme

quadratique des coefficients n’est pas nécessaire, et peut etre substituee

par l’hypothese plus faible de non-negativite, si l’on se borne a consid6rer

le cas de solutions fonctions (ou fonctionnelles) analytiques reelles (§7).

1. - Notations et rappels.

Soit Q un ouvert de R’. On utilisera les suivants espaces vectoriels

topologiques sur le corps complexe C.

3#’ fonctions entieres sur Rn.

s/(Q) fonctions analytiques sur Q.
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Cs(Q) fonctions de Gevrey d’ ordre s sur S2 (s&#x3E;l).

!Øs(Q) fonctions de Gevrey d’ordre s, à support compact dans Sa.

6’(S2) fonctions indefLniment différentiables sur S2.

g(S2) fonctions indefLniment différentiables, a support compact dans Q.
3Q’ fonctionnelles holomorphes sur Cn.

al’(Q) fonctionnelles analytiques reelles sur S2.

£D§(Q) ultradistributions de Gevrey d’ordre s sur S2 (,g &#x3E; 1)

J§(Q) ultradistributions de Gevrey d’ordre s, a support compact dans Q.

Lorsque Q coincide avec Rn, on ecrira simplement A tCs, !Øs, tC, .9, A’,
au lieu de d(Q), Cs(Q), !ØB(Q), ....

Pour ce qui concerne la topologie et les principales propriet6s de ces
espaces, on renvoie a Lions-Magenes ([6]), Gelfand-Shilov ([3]), Roumieu
([9], [10]) et Martineau ([7]). On rappelle quand même les faits suivants:

Une fonction sur Rn (a valeurs complexes) se dit ent2ere si elle est pro-
longeable a une fonction holomorphe sur tout Cn.

Une fonction u, indefiniment difiérentiable sur S2, se dit de Gevrey d’or-
dre s (s r6el &#x3E; 1) si pour tout K cc Q il existe .M et A tels que

Pour s = 1 on a Cs(fJ) = d(Q) et e’(D) = d’(fJ) tandis que !Øs(,Q) =
g, (s2) o}.

Soit w E d’(Q) et .K cc Q. On dit que le support de w est contenu dans K

(supp (w) C: K) si, V{Uk} ç d(Q) telle que {Uk} -* 0 dans nf(U) pour quelque
voisinage ouvert U de K, on a {W,Uk)} - 0 (k - -).

Chacun des espaces vectoriels topologiques consid6r6s ci-dessus est

complet, reflexif et de Montel, au sens que toute suite bornee admet une
sous-suite qui converge.

On utilisera aussi les espaces de Sobolev H’(Q) = HS,2(Q) (s r6el quel-
conque) et les espaces

Dans les equations d’evolution on rencontre souvent des fonctions

(ou des fonctionnelles) u(x, t) qui dependent des n + 1 variables x =
= (xll ... , x.) c f2 et t c- [0, T], ou T est un nombre reel &#x3E; 0.

Une telle u(x, t) sera considérée, en general, comme une fonction definie
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sur [0, T] et a valeurs dans un convenable espace X de fonctions (ou de
fonctionnelles) sur Q.

Soit donc X un espace localement convexe complet et soit u: [0, T] --&#x3E; X.
On dit que u est intigrable sur [0, T] s’il existe une suite {Uk} de fonctions
sur [0, T], a valeurs dans X, constantes sur chaque element d’une partition
finie de [0, T] en parties mesurables, et telles que, si k --&#x3E; oo,

{Uk(t)l--*u(t) dans X, y p.p. sur [0, T] y

et

d,u semi-norme sur X .

Si u est integrable sur [0, T], on pose

On d6signe par Ll([O, T], X) Ilespace vectoriel topologique des fonctions,
a valeurs dans X, int6grables sur [0, T], muni des semi-normes

T

tu F-+ f /z(u(t)) dt: p semi-norme sur X .
o

On definit de façon analogue l’espace L"([0, T], X), avec p réel &#x3E;1 ou
bien p = oo, forme par les fonctions u : [0, 1] -X int6grables sur [0, T]
et telles que t ---&#x3E; p (u(t)) appartienne a L" ([0, T]), pour chaque semi-norme
It sur X.

Soit u dans L1 ([0, T], X). On peut alors consid6rer les derivees u’, u’, ...
de u au sens des distributions (vectorielles) a valeurs dans X.

On consid6rera aussi les espaces

of k est un entier &#x3E; 1.



517

Remarquons enfin que, si .X est un sous-espace de gl(S2) ou de £P§(Q)
pour s &#x3E; 1, chaque u dans Li([0, T], X) peut etre consid6r6e aussi comme
une distribution, ou une ultradistribution, sur le cylindre Q x ]0, T[. On

ecrira donc 8u/8t au lieu de u’.

THEOREME DE PALEY-WIENER. Pour toute WE ye’, on définit la trans-
f ormation de Fourier de w, par la formule

ou

On 6crira aussi, pour u E Ll([O, T], 2f’),

On sait que all(i) est une fonction entiere a croissance exponentielle.
On a en outre les résultats suivants.

I) Soit w dans 3Q’.

i) west dans d’, avec support contenu dans la boule de R", {Ixl  e J, si et
seulement si, VE &#x3E; ol 3 C,. tel que

ii) w est dans G; (s &#x3E; 1) si et seulement si, VE &#x3E; 0, 3 C,, tel que

iii) west dans ff’ si et seulement si 3k, 3C, tels que

iv) w est dans H§ (s r6el) si et seulement s’il existe y E L2(R") tel que

v) w est dans fØ si et seulement si, Vk&#x3E; 0, 3 Ck tel que
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vi) w est dans 2)8 ( s &#x3E; 1 ) si et seulement si 3 a &#x3E; 0, 3 C, tels que

II) Soit {wv} une partie de Jf’ : {wv} est bornée dans d’ si et seulement
si chaque ivv verifie l’inégalité de I-(i), uniformement par rapport a v.

Soit {wv} une partie bornie de d’: (wv) est bornée dans cff; (resp. dans

cff’, ...) si et seulement si chaque wv v6rifie l’inégalité de I- (ii) (resp. (iii), ... )
uniformément par rapport a v.

III)

i) Soit u dans L" ([0, TJ, A). Alors 3 e &#x3E; 0 tel que, Ve &#x3E; 0, 3 C, tel que

ii) Si u appartient à Ll([O, T], d’(Br)) of Br désigne la boule f c- Rn:
Ixl  r}, alors u v6rifie l’inégalité de (i) avec e = r.

iii) Si u appartient à Ll([O, 1], J§) (resp. à Ll([O, T], C’), ...) alors ft vérifie

une in6galit6 analogue a celle de (i) mais du type I-(ii) (resp. du type
I-(iii), ...)

iv) Si lu,} est une partie bornée de Ll([O, T], d’), alors chaque {ûv} vérifie
l’inégalité de (i) uniformement par rapport a v.

[Pour une demonstration de la partie III on renvoie a l’Appendice, partie A].

Rappelons maintenant un resultat d’existence et unicit6 des solutions
du probleme f(l), (2)} dans le domaine des fonctionnelles holomorphes ou
des fonctions entieres. On remarquera qu’on ne fait ici aucune hypothese
de hyperbolicite sur 1’6quation. [Pour une demonstration de ce th6or6me
on renvoie a 1’Appendice, partie B].

THEOREME 1 (cfr. [11], [1]).

Oonsidérons le problème {(:L), (2)} avec des coefficients aij(t) dans Ll([O, T]).

i) Si T 6t y sont données dans h’ et f dans Ll([O, TJ, ðP’), alors le problème
a une et une seule solution u dans H2,1([0, TJ, h’).

ii) Si 99 et V sont données dans -V’ et f dans Ll([O, T], 3f), alors le problème
a une et une seule solution n dans H2,1([0, T], 3Q).
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2. - Un r6sultat sur les equations ordinaires.

Grace a la transformation de Fourier, ou bien (dans le cas de donnees
periodiques) au d6veloppement en s6rie de Fourier, 1’etude des solutions
du probleme f(l), (2)} se r6conduit a l’étude des solutions d’une famille

d’equations ordinaires du type suivant:

avec a(t) et g(t) fonctions integrables sur [0, T].
Plus exactement, on cherche a estimer toute solution v(t) de 1’6qua-

tion (3) en termes des valeurs initiales v(O) et v’(0), de la donn6e g(t) et du
coefficient «(t) .

L’estimation plus directe s’obtient en reduisant 1’6quation (3) 4 un systeme
du premier ordre et an appliquant le lemme de Gronwall:

Dans le cas ou oc(t) est lipschitzienne et strictement positive, on peut
obtenir une estimation differente ; il suffit en effet d’6tudier le comportement
de l’énergie associ6e a la solution v, pour avoir:

Dans la suite, nous aurons besoin d’une estimation plus g6n6rale des
deux pr6cedentes qui est valable sans aucune hypothese de positive ou de
lipschitzianite du coefficient a(t).

LEMME 1. Considérons 1’£quatioiz (3) avec oc(t) et g(t) fonctions intégrables
sur [0, T] et supposons que:

où f3(t) est une f onction réelle appartenant à Ilespace Hl,I([O, TJ) et veri f iant
t’ZnegaZite :
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Soit v(t) une solution de (3) dans H2,1 ([0, TJ) et soit :

la «(3-énergie» associée à v. On a alors :

DEMONSTRATION. Puisque v(t) est dans H 2,1 ([0, T]), on voit que E(t)
est dans Hl,I([O, 1]) ; par dérivation on a alors :

En substituant v"(t) par g(t) - (J(t)v(t) - y(t) v(t), on déduit l’égalité:

(Ton:

et donc :

Grace au lemme de Gronwall, on obtient alors la (6). ll

REMARQUE. Dans la suite on devra estimer les solutions d’une famille

d’equations du type (3) avec des coefficients a(t) == a($, t) qui dependent
(au moins dans le cas unidimensionnelle n == 1) d’un parametre r6el $. Plus

exactement, on aura:

ou a(t) est une fonction en general seulement integrable et telle que a(t) &#x3E;
&#x3E;lo &#x3E; 0, et on cherchera a estimer la croissance de la solution v(;, t)
pour I I ---&#x3E;- c&#x3E;o.

Or, si Ilon se contente d’utiliser la (4) on obtient :

qui est une estimation trop faible pour nos propos.
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D’autre part, puisque a(t) est dans Ll([O, T]), on peut construire pour
tout 8 &#x3E; 0 une fonction lipschitzienne b,(t) &#x3E; lo telle que Ila - be IIL-([O,Tl) 8.
On peut donc appliquer le lemme 1 avec fl(t) = bs(t) $2 et l’on obtient l’esti-
mation suivante:

3. - Solutions periodiques en x.

Dans ce paragraphe, on r6soudra le probleme {(l-), (2)} dans le cas parti-
culi6rement simple ou le nombre n des variables d’espace est 6gal a 1, la

donn6e f (x, t) est egale a zero et les donnees initiales Q(.r) et ?p(x) sont des
fonctions 2n-periodiques sur la droite reelle :

Le coefficient a(t) est une fonction integrable sur [0, T] telle que

On se bornera ici à chercher les solutions u(x, t) de ce problème qui sont
périodiques en x, Vt E [0, T]. On verra d’ailleurs dans les paragraphes
successifs que le prob18me a une seule solution.

THÉoRÈME 2. Considirons le problème {(7), (8)} avec a(t) fonction int6-

grable. sur [0, T] et vérifiant (9) et avec des données T(x) et V(x) 2n-pério-
diques sur R.

i) Si q(s) et y(s) sont des fonctions analytiques sur R, il existe une et

une seule solution u(0153, t) de classe 01 sur R X [0, T], 2n-périodique et analytique
par rapport à x pour tout t E [0, T].

ii) Supposons que a(t) soit holderienne d’exposant « sur [0, T], oit

0 C «  1, et soit 1  s  1/(1- oc). Si gg(x) et V(x) sont des fonctions de

Gevrey sur R d’ordre s, il existe une et une seule solution u( x, t) de classe 01
sur R X [0, T], 2n-périodique et de Gevrey d’ordre s par rapport à x pour tout
t E [0, T] .
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iii) Supposons que

Si T(x) et y(x) sont des fonctions indéliniment dilfércntiables sur R, il

existe une et une seule solution u(x, t) de classe C1 sur R X [0, T], 2n-périodique
et indéfiniment di f f erentiacbZe en x pour tout t E [0, T].

DEMONSTRATION. En développant les données initiales qJ et y en séries

de Fourier on peut écrire

et

On cherche les solutions de {(7), (8)} du type

La fonction v,(t) doit donc resoudre le probleme

Il est bien connu que ce probleme admet une et une seule solution de
classe Cl sur [0, T]. En particulier on a l’unicité des solutions 2n-p6riodiques
en x du probleme {(7), (8)}. De plus si gg(x) et y)(x) sont des fonctionsré elles
(Ah = A -h et .Bh = B_h) on voit que la solution est reelle.

Pour prouver l’existence d’une solution de 1(7), (8)1, il faudra estimer

la croissance de vh(t) pour Ihl-+ 00. A ce but, on applique le Lemme 1

aux problemes (10) avec une decomposition convenable (dependant de h)
de la fonction a(t) :

Le Lemme 1 donne alors

OU
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Or, on choisit bh(t) en prenant

of £ est une extension (qui sera choisie dans la suite) de a(t) sur R, tandis
que eh(t) est une fonction indefiniment diff erentiable sur R telle que 0 

 Qh(t)  c. I h I , eh(t) = 0 au d6hors de l’intervalle [- 1 / I h 1, 0], et

On a alors, pour lhl&#x3E;llt,

En outre

Done

En introduisant (12), (13) et (14) dans (11), on obtient, pour lhl&#x3E;llt,

Consid6rons maintenant le cas (i).
Puisque a(t) est une fonction integrable sur [0, T], si 1’on definit l’exten-

sion a de a en prenant d(t) _ Âo au dehors de l’intervalle [0, T], on voit que

Sup
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D’autre part q(s) et y(s) sont analytiques, donc (voir le th. 12 de l’ Ap-
pendice)

Par consequent la (15) donne

pour lhl assez grand,

d’ou il vient que u(x, t) est une fonction Cl sur R X [0, T] et (th. 12, partie b)
analytique en x pour tout t E [0, T].

Consid6rons le cas (ii).
Puisque a(t) est une fonction holderienne sur [0, T] d’exposant oc on

peut la prolonger a une fonction holderienne du même exposant a sur R
en prenant rz(t) = a(O) si t  0 et d(t) = a(T) si t &#x3E; T. On a alors -

D’autre part, (p(x) et ip(x) sont des fonctions de Gevrey d’ordre s et donc
(th. 12)

Par consequent, si 1 /s est plus grand que 1- a, on a d’après la (15)

po-ur ihl assez grand, d’ou (th. 12, partie b) la these.
Consid6rons enfin le cas (iii).
Avec la m6me definition de f(t) que ci-dessus, on a

Sup

Puisque gg(x) et V(x) sont indefiniment diff6rentiables, on a (th. 12)


