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Quelques propriétés de solutions d’équations
et d’inéquations d’évolution paraboliques non linéaires.

JACQUES SIMON (*)

0. - Introduction.

On s’intéresse dans ce travail aux solutions d’équations aux dérivées
partielles d’évolution, paraboliques, fortement non linéaires. On utilisera
comme exemple type la variante suivante de l’équation de la chaleur, de
solution réefle u = t) où XEQ, Q étant un ouvert de Rn, et où t est réel.

où f = f (x, t) est donnée, et où I sera successivement (0, T), )- oo, + oo(
et (0, oo) .

Nous allons établir deux propriétés spécifiques du cas p &#x3E; 2 :

la solution u(T ), T étant donné, du problème de Cauchy sur (0, T) est
bornée indépendemment de la donnée initiale (1) ;

- il existe une et une seule solution u de l’équation (1 ) définie pour tout t E .R.

(*) Université Paris VI, Laboratoire Analyse Numérique.
(1) On en déduira des résultats de non existence ou d’explosion des solutions

du problème de Cauchy rétrograde, donc du problème équivalent

Pervenuto alla Redazione l’ 11 Marzo 1975.
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Nous établirons également des résultats sur le comportement à l’infini
de la solution du problème de Cauchy sur (0, oo(, qui sont vrais pour tout p,
1  p  oo, principalement :

si f (t) admet une limite f quand t - oo, alors u(t) tend vers la solu-
tion u du problème stationnaire relatif à f.

On s’intéressera ensuite aux solutions de l’équation à coefficients dé-
pendant du temps

où les fonctions ai sont strictement positives et majorées localement en
temps, le comportement pour t -¿. :1: oo des fonctions t) étant à priori
quelconque.

On montrera que quand p &#x3E; 2 existe une et une seule solution de (2)
définie pour tout si les ai ne sont pas trop petits au voisinage de - oo,
plus précisément, en notant

Nous donnerons des résultats sur le comportement à l’infini de la solu..
tion u(t) du problème de Cauchy sur )0, oo ( pour l’équation (2). Plus pré-
cisement

- si pour tout a(t), alors u(t) reste borné quand t --~ oo;
- si Il f (t) Il la(t) -0 quand t - oo, alors u(t) tend vers 0 quand (les

normes de f (t) et u(t) étant prises dans des espaces convenables).
Enfin nous donnerons des classes d’équations ou d’inéquations pour

lesquelles ces résultats, ou du moins certains d’entre eux, s’étendent. Nous
citerons en particulier une équation intervenant dans l’étude des glaciers
et des variantes des équations de Navier-Stokes et de Schrôdinger.

L’essentiel de ces résultats ont été annoncés dans deux notes,
cf. Simon [1], [2].

De très nombreux résultats analogues ont été établis, principalement
sur les solutions d’équations non linéaires du type

où A est linéaire coercif et 99 est une fonction réelle, non linéaire, par exemple
99(r) == Irlp-2r; sous des hypothèses convenables elles vérifient les mêmes

majorations que les solutions d’équations fortement non linéaires.
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C. Bardos et L. Tartar [1], [2] ont donné un résultat de bornage indé-
pendemment de la donnée initiale des solutions d’une équation parabolique
du type (3) à second membre uniformément borné en temps et en espace,
et ont étudié les relations avec des problèms d’unicité rétrograde.

De nombreux auteurs ont établi des résultats d’existence ou d’unicité
de solutions bornées d’équations sur tout .1~ en supposant le second membre,
ici f, borné et en particulier périodique ou presque périodique: pour les
équations paraboliques non linéaires du type (1) cf. L. Amerio et G. Prouse
[1], M. Biroli [1], J. L. Lions [1] chap. 4.8, G. Prouse [1] et J. Simon [1];
pour les équations paraboliques non linéaires du type (3) cf. F. E. Browder
[1], [2] et G. Prodi [1], [2].

Le résultat qu’on donne ici présente la particularité d’être établi sans
hypothèses globales (en temps) sur f ou u, c’est à dire sans restriction sur
le comportement de f (t) et u(t) quand et pour des opérateurs
dépendant du temps sans hypothèses uniformes sur ceux-ci; dans Simon [1]
on donne d’autres résultats sans hypothèses globales.

La convergence à l’infini qui est liée à la stabilité de la solution du pro-
blème stationnaire, a suscité de nombreux travaux. Nous n’en connaissons
pas pour les équations non linéaires du type (1) ; pour les équations du type (3)
cf. A. Friedman [1], [2], [3], [4], H. Fujita [2], O. P. Oleinik [1], J. P. Puel [1]
et D. H. Sattinger [1]; pour les équations linéaires on renvoie à S. Agmon et
L. Nirenberg [1] § 18, où il ést donné un développement asymptotique des
solutions. Enfin A. Friedman [6] étudie le comportement à l’infini de solu-
tions d’équations linéaires avec des conditions aux limites non linéaires.

La majoration à l’infini de la solution du problème de Cauchy sur )0, oo(
pour l’équation (2) que nous donnons ici généralise (aux équations à coeffi-
cients à comportement quelconque à l’infini) un résultat de L. Amerio et
G. Prouse, cf. également Lions [1], Chap. 4.8, qui est rappelé à la remarque 11.

Nous suivrons le plan:

1. Cadre fonctionnel.

2. Bornage de la solution du problème de Cauchy.

3. Solution sur ~.

4. Convergence à l’infini de la solution du problème de Cauchy.

5. Solution sur R d’une équation à coefficients dépendant du temps.

6. Comportement à l’infini des solutions d’une équation à coefficients dé-
pendant du temps.

7. Extension des résultats.
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1. - Cadre fonctionnel.

Soit ,~ un ouvert borné de Rn de point générique x = (x,,, . - ., xn), de fron-
tière ôQ. Etant donné on note

qu’on munit de la norme

et W-lw~(~2), où est son dual, qu’on munit de la norme

duale 111711..
Enfin on note 1171 la norme dans L2(,~) et (v, w) le crochet de dualité

entre et On a

On est en mesure d’énoncer le résultat d’existence et d’unicité d’une solu-
tion du problème de Cauchy établi dans Lions [1] :

PROPOSITION 1. Soit -T &#x3E; 0 ; étant donnés

il existe une et une seule fonction u vérifiant

Notons
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L’opérateur .A est coercif sur en effet

Tartar [1] a montré que cet opérateur est fortement monotone quand p &#x3E; 2 (2)
au sens

inégalité qui résulte de l’inégalité réelle

Pour établir (10) on se ramène par homogénéité au cas y = 1, : 1 et il
ne reste qu’à minorer la fonction réelle

2. - Bornage de la solution du problème de Cauchy.

On va démontrer le

THÉORÈME 1. Quand p &#x3E; 2 l’ensemble IIT, parcouru par la solution u(T)
définie par ta proposition 1 quand uo parcourt L2(Q), est borné dans L2(D).

REMARQUE 1. En général la solution u(T) n’appartient pas à W~(G)
de sorte que l’ensemble ZTT n’est pas borné dans cet espace, mais il résulte
du théorème 1 et de la majoration (12) que, étant donnés 0  T  T’, l’en-

semble parcouru par la restriction de u à (T, T’) quand uo parcourt
L2(Q), est borné dans L~(T, T’, 

REMARQUE 2. Ces résultats sont spécifiques du cas p &#x3E; 2. En effet

quand p = 2, i.e. pour l’équation de la chaleur, l’application est

linéaire et quand 1  p  2 considérons l’exemple suivant: supposons qu’il

(~) La majoration (9) implique que A-1 est Hôldérien d’ordre 1/(p - 1); elle
ne peut donc être vérifiée que pour p &#x3E; 2.
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existe une fonction g vérifiant (~)

et soit r la fonction de classe définie par r(O):&#x3E; 0 et

Alors u(t) = r(t)g est solution de la proposition 1 relative à f --- 0 et à
uo = r(O)g, et on constate que, T étant fixé, lu(T) 1-+ oo quand r(O) - 00.

REMARQUE 3. Le problème rétrograde, c.à.d. la recherche d’une fonc-
tion u vérifiant

est donné dans L2(S~) admet une solution si et seulement si Ul C- UT -’

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1. Multiplions l’équation (5) par u(t),
il vient avec (8)

(3) Pour établir l’existence d’une telle fonction en dimension 1 on introduit
une fonction y de classe Cl solution de

on montre que y s’annule et un point a &#x3E; 0, et étant donné S2 = ]xl, x,[, la fonction
/ oc

définie par g(x) = y de (U) avec 1 oc |p-1.e nIe par g(x) = y oc 2’2 - &#x3E;i est solution de (11) avec Â = | a/x2 - x1 p-l.B 
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et en majorant le second membre par l’inégalité de Cauchy-Schwartz

et avec (4)

Le lemme 1 ci-après avec 0(t) = lu(t)12 montre alors que

ce qui établit le tb éorême.
Il nous reste à établir le

LEMME 1. Soit 0 une fonction réelle, continue, positive, p.p. dérivable sur
’Un segment et telle que

où p &#x3E; 2, e &#x3E; 0 et k est positif et intégrable sur I.
Alors pour tout 0, t dans 1 tels que 0 c t on a

DÉMONSTRATION DU LEMME 1. Si 0(0) = 0 il suffit d’intégrer (15) de 0
à t, supposons donc 0(0) &#x3E; 0. On définit la fonction réelle y dans (0, t) par

Elle y vérifie
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de sorte que

et enfin

On déduit de (15), (18), et (19) que

d’où le lemme puisque (17) montre que

On remarque que la majoration (20) est également vraie si 1  p  2
mais la majoration (21) n’est plus vérifiée.

REMARQUE 4. En utilisant la propriété (9) on majore la différence de
deux solutions ~cl et u. de la proposition 1 associées à des valeurs initiales
distinctes de façon analogue à (14), y quand p &#x3E; 2, par

donc l’ensemble défini dans l’énoncé du théorème 1 est inclus dans une

boule de rayon ~( ( p - 2 ) /yp) T~ - l~~p-2~, qui décroit vers 0 and T croit vers
l’infini.

REMARQUE 5. En posant v(t) = u(T-t) le problème rétrograde posé à
la remarque 3 s’écrit :

En majorant u avec (20) au lieu de (16) on complète le résultat de non
existence globale par le résultat de croissance et d’explosion suivant: toute
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solution de (22) vérifie, quand p &#x3E; 2,

tant que t est assez petit pour que le second membre soit défini:
si 0 est fixé, pour vo assez grand en fonction de 0, toute solution de (22)

explose, i.e. devient infinie dans L2(Q), au plus tard quand t -~8_.
En particulier si 9 = 0, on a

On trouvera d’autres résultats de non existence globale ou d’explosion de
solutions d’équations paraboliques dans A. Friedman [5], M. Fujita [1], [2],
S. Ito [1], S. Kaplan [1], M. A. Levine [1] et J. L. Lions [1], chap. 1.2.

3. - Solution sur R.

Etant donné un espace de Banach X, on note

On va démontrer le

THÉORÈME 2. On suppose p &#x3E; 2. Etant donné

il existe une et une seule f onction u vérifiant

DÉMONSTRATION DE 1/UNICITÉ DANS LE THÉORÈME 2. Soient 2c et u*

deux solutions de (23), (24). Soustrayons les équations (24) relatives à 1)
et u* et multiplions par u(t) -u*(t) :
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avec (9) il vient

et avec (4), y

Le lemme 1 montre alors que pour tout 0, t tels que on a

et en faisant 0 -~ - o0 on obtient

DÉMONSTRATION D’EXISTENCE DANS LE THÉORÈME 2. Etant donné n

entier on définit Un dans ~~(~)) par

Soient T et T’ donnés, et m et n tels En sous-

trayant les équations (28) relatives à um et un sur (-n, t) on obtient de

façon analogue à (27)

d’où

On a de façon analogue à (25)

et en intégrant de T à T’
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Les majorations (29) et (30) montrent que les un forment une suite de Cauchy
dans L2(Q)) (4) ~Vô p(S~)), et convergent vers un élément u
dans ces espaces. Le passage à la limite dans l’équation (28) sur tout in-
tervalle fini (T, T’) est immédiat, ce qui montre que u est solution de (24).

REMARQUE 6. Si p = 2 il n’y a pas unicité des solutions de (23) et (24):
si u est une solution de (24), et si g est un vecteur propre de - d associé à
la valeur propre Â, i.e. - dg = ~,g, la fonction définie par

v(t) = u(t) -f- g exp [- Ât] est également solution de (23) et (24) ; en effect on a

4. - Convergence a l’infini de la solution du problème de Cauchy.

Soit X un espace de Banach, on note ici

Etant donnés

la proposition 1 montre qu’il existe une et une seule fonction u vérifiant

On va donner une condition sur f pour que u(t) ait une limite quand t - 

THÉORÈME 3. Si f, défini par (31), admet une limite f dans W~ lw~ (,S2)
au sens

(4) Muni de la topologie de la convergence uniforme sut tout intervalle borné.

40 - Anrtali della Scuola Norm. Sup. di Pisa
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la solution u(t) de (32), (33) et (34) converge dans L2(Q) quand t --~ oo vers

la solutions 2cnique u du problème stationnaire.

REMARQUEE 7. L’hypothèse (35) est évidemment réalisée si f est continu
dans avec f (t) -¿.f quand t - 00.

REMARQUE 8. La solution u n’étant pas continue dans u(t) ne
converge en général pas dans cet espace, mais il résulte du théorème 3 et
de la majoration (38) que

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3 QUAND p &#x3E; 2. Soustrayons les éga-
lités (33) et (36), et multiplions par u(t) - u; avec (9) il vient

et en majorant le second membre par l’inégalité de Cauchy Schwartz

et avec (4)

Soit i &#x3E; 0 donné. Le lemme 1 montre alors que pour tout t &#x3E; i on a

et l’hypothèse (35) entraine
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d’où le théorème puisque cette majoration est vérifiée pour tout i.

REMARQUE 9. Si f (t) = f, Vt, le second membre de (38) est nul et la
majoration (20) s’écrit quand p &#x3E; 2

L’exemple de la remarque 2, qui est également valable pour p &#x3E; 2,
montre dans le cas où f = 0, u = 0 que la majoration (41) est la meilleure
possible; on n’a donc pas décroissance exponentielle comme dans le cas
linéaire.

REMARQUE 10. Quand p = 2, la majoration des solutions de l’inéga-
lité (39) est classique,

et le théorème 3 en résulte aisément.

Quand 1 C p c 2 la propriété (9) est remplacée, cf. note (2), par

ce qui complique notablement la démonstration, que nous ne donnerons pas ici.

REMARQUE 11. La majoration (40) relative à f = 0 et u = 0 (ce qui
n’utilise alors pas la propriété (9) mais seulement la coercivité de A, i.e. (8))
permet de retrouver la condition pour qu’une solution soit bornée donnée
par L. Amerio et G. Prouse:

Si

alors

Le Th. 3 s’étend aisément aux solutions d’équations à coefficients dépen
dant du temps, uniformément minorés et majorés: soient ai, i =1, ... , n



598

des fonctions mesurables telles que

et soient oo; W 1~~~(S~)) et 
Si f et les ai admettent des limites f et ai au sens

alors la solution u(t) de

converge dans L2(Q) quand t -~ 00 vers la solution u du problème stationnaire

Pour établir ce résultat on se ramène à une équation à coefficients constants
en écrivant l’équation (45) ainsi:

et on utilise le théorème 3; il suffit donc de vérifier que le second membre
de (46) converge vers f au sens (35).

5. - Solution sur R d’une équation coefficients dépendant du temps.

On se propose de généraliser le résultat d’existence et d’unicité du § 3
aux équations à coefficients dépendant du temps. Cette généralisation est
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triviale si les coefficients vérifient des conditions uniformes en temps, mais
on ne va faire à priori que l’hypothèse locale suivante: soient ai, i == 1, ..., n
des fonctions mesurables dans Q XR et t.q.

On note

On a alors de façon analogue à (9)

On généralise le Th. 2 par le

THÉORÈME 4. On suppose p &#x3E; 2, l’hypothèse (47) vérifiée et (5 )

Etant donné

il existe une et une seule f onction u vérifiant

DÉMONSTRATION DE L’UNICITÉ DANS LE THÉORÈME 4. Reprenons la
démonstration d’unicité du théorème 2; la différence de deux solutions est

majorée de façon analogue à (26) par

(5) Si l’hypothèse (50) n’est pas vérifiée, on démontre par une méthode de

compacité qu’il existe encore une solution de (51) et (52), cf. Simon [1], mais il

n’y a plus unicité.
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Le lemme 2 ci-après montre alors que pour tout 0, t tels que 0  t, on a

et en faisant 0 -&#x3E; - c)o on obtient grâce à l’hypothèse (50),

On généralise de même la démonstration d’existence.
Il nous reste à établir la généralisation suivante du lemme 1:

LEMME 2. Soit 0 une f onction réelle, continue, positive, p.p. dérivable sur
un segment 1eR, et t. q.

où p &#x3E; 2, c &#x3E; 0 et k est intégrable sur I ; alors pour tout 0, t dans I tels que
on a 

- -

Le lemme 2 se démontre comme le lemme 1, nous en laissons le soin au
lecteur.

6. - Comportement à l’infini des solutions d’une équation à coefficients

dépendant du temps.

On se propose de généraliser aux équations à coefficients dépendant
du temps les conditions données au § 4 pour qu’une solution soit uniformé-
ment bornée ou nulle à l’infini. On ne va faire que l’hypothèse locale suivante
sur les coefficients: soient ai, i = 1,..., n des fonctions mesurables dans

oo ( t.q.

on note encore
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La généralisation de la proposition 1 pour un opérateur dépendant du temps
montre que, étant donnés

il existe une et une seule fonction u vérifiant

Donnons une condition pour que cette solution soit uniformément bornée :

THÉORÈME 5. On suppose l’hypothèse (56) vérifiée. Si f dé f ini par (58)
et a dé f ini par (57) vérifient

alors la solution u de (59), (60) et (61) est unif ormément borné dans L2(S~),
i. e.

REMARQUE 12. L’hypothèse (62) est en particulier réalisée si

et si f est localement borné dans -W-’-"(Q) avec c.a(t), 

REMARQUE 13. On retrouve le résultat rappelé à la remarque 11 en
prenant tn = n.
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DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 5 Multiplions l’équa-
tion (59) par u(t),

et en majorant le second membre par l’inégalité de Cauchy-Schwartz

et avec (4)

Soit t E (tn, tn+1), y n &#x3E; 1 . Le lemme 2 avec 0 = tn_i donne

et l’hypothèse (62) montre donc que lu(t)1 est borné indépendemment de n
ce qui établit (63).

cx&#x3E;

REMARQUE 14. Quand l’hypothèse (62) ne peut pas être
o

verifiée par une suite infinie ~t~.~, mais il suffit qu’elle soit vérifiée par la
suite {t, = 0, t2 = i. e. que

On va donner maintenant une condition pour que la solution u soit nulle à

l’infini.

THÉORÈME 6. On suppose l’hypothèse (56) vérifiée. Si f défini par (58)


