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Quelques propriétés quantitatives
des ensembles semi-algébriques.

JACEK BOCHNAK 

1. - Introduction.

Il semble être intuitivement clair que le nombre des extremums locaux

stricts d’un polynôme f E R[x1, ..., x,,] de degré  k, est borné par un

nombre 1 dépendant uniquement de n et k. La démonstration précise de
ce fait n’est pas cependant facile et resulte du théorème suivant dû a Milnor-

s

Thom [1], [4] : Si où sont des polynômes de
i-1

degré  k, alors la somme des nombres de Betti de l’ensemble algebrique V

Comme l’ensemble A. des points où le polynome f de degré  k atteint
un extremum strict est contenu dans l’ensemble de points isolés de

n

le nombre d’éléments de est donc toujours
i=l

(k-1)(2k-3)n-1.
Considérons maintenant le problème suivant un peu plus général: soit

un ensemble semi-algebrique; montrer que le nombre d’extremums
stricts de la restriction à l’ensemble M d’un polynôme f de degré  k, ne
dépend que de ~II et k. (Il ne semble pas que l’application directe du théorème
de Milnor-Thom puisse donner la solution de ce probléme, comme c’était
le cas pour M = Rn).

Il y a plusieurs problèmes de ce genre; grosso modo il s’agit de montrer
que le nombre de certains objects « de nature semi-algebrique », associés à
un ensemble semi-algebrique donné, est majoré par un nombre dépendant

(*) Université de Cracovie, Dept. des Mathématiques - Reymonta, 4 - Cracovie
(Pologne).
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uniquement du nombre et des degrés des polynôms définissant le problème
et non pas de leur nature particulière. Il serait utile de connaître aussi des

majorations effectives.
Cette question n’est évidemment pas nouvelle; par exemple le théorème

classique de Bezout, le théorème de Milnor-Thom en sont la preuve. Il semble

cependant que jusqu’a présent on n’a pas formulé de théorèmes généraux
concernant ce problème.

L’expérience montre que dans la définition de ces « objects semi-alge-
briques » apparaissent souvent les projections des ensembles semi-algebriques
sur un espace de dimension inférieure. Il serait donc intéressant d’étudier

les propriétés numériques des projections des ensembles semi-algebriques.
Rappelons [2], [3] que l’ensemble .M est appelé 8emi-algebrique, s’il existe

des polynômes fii’ i = 1, ... , s, j = 1, ... , ki, de n variables réeles tels que

où ou Sii==R+== ou On

dit alors que les polynomes Iii decrivent l’ensemble M.
Notons par A (Rn) la famille de tous les ensembles semi-algebriques

dans Rn.

Cette famille, à côté de celle des variétés différentiables et des ensembles
sous-analytique (qui contiennent les ensembles semi-algebriques) est l’une
des plus importantes utilisées dans l’analyse et la topologie.

Pour des raisons qui apparaîtront plus loin il est commode d’introduire
la définition suivante:

DÉFINITION. L’ensemble ME A(Rn) est de type An(m, p) (ce qu’on notera
M E An(m, p) ) si le nombre d’éléments différents de la famille des polynômes j,j
décrivant M est m et les degrés de polynômes iii sont cp.

Evidemment
"I 

pour

. 

Pour des raisons que nous avons signalées ci-dessus il serait utile de for-
muler  le théorème de Tarski-Seidenberg avec majoration »: la projection
d’un ensemble M sur l’espace Rk (k  n) est un ensemble du type
Ak(m’, p’), ayant au plus q composants connexes, où q, m’ et p’ ne dependent
que de n, k, m et p.

On peut considérer ce théorème comme une sorte de « making theorem
machine ». On va illustrer cette observation en démontrant à l’aide de ce

théorème quelques corollaires dont l’un concerne le problème des extremums
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de polynômes dont nous avons déja parlé et l’autre considère la décomposi-
tion « avec majoration » d’un ensemble algébrique en réunion disjointe de
sous-variété analytiques, connexés et semi-algébriques.

Les estimations des nombres q, m’, p’ sont effectives. La démonstration
s’appuie d’une façon essentielle sur la description de la structure des en-
sembles semi-algébriques due à S. Lojasiewicz.

2. - Resultats.

L’application f : .M -~ M’ d’un ensemble dans 3I’eA(R"’)
est dite semi-algébrique si son graphe est un ensemble semi-algébrique
dans R~n xRn’.

Bien sûr, les applications polynômiales sont semi-algébriques. Un autre
exemple important d’applications semi-algébriques est donné par les appli-
cations de Nash [2], [8]. Les applications semi-algébriques apparaissent d’une
façon naturelle dans l’étude des ensembles semi-algébriques. On peut montrer
par exemple la finitude des types topologiques semi-algébriques des ensembles
semi-algébriques de type An(m, p) n, m et p étant fixés, [5], [7] (c’est-à-dire:
il existe une famille finie d’ensembles semi-algébriques Mi, ... , Ms, tels que
pour chaque .M E An(m, p) il existe un homéomorphisme semi-algébrique
99: (Rn, ~f) -~ (Rn, pour un certain i, i = 1,..., s ).

THÉORÈME 1 (théorème de Tarski-Seidenberg avec majoration). Soit

f : M -&#x3E; M’ une applicationsemi-algébrique de dans .M’ E An(m, p),
telle que le graphe de f E (M, p). Alors l’image f(M) E An,(wg’, p’) et pos-
sède au plus q composantes connexes, oit les nombres q, mi et p’ dépendent uni-
quement de n, n’, m et p. Les nombres q, mi et p’ peuvent être exprimés expli-
citement en fonction de n, n’, m et p.

REMARQUE 1. Dans le cas où f est une application identique et M

est de la forme particulière i = 1, ..., p~, l’esti-

mation de q déduite du théorème de Milnor-Thom est meilleure que la

nôtr e.

REMARQUE 2. La condition graphe exprime intuitive-
ment la condition « degré de f est p ». Notons que si f est un polynôme
de n variables de degré  p, alors graph 

Nous allons montrer maintenant comment on-peut utiliser ce théorÈme.

COROLLAIRE 1. Soit f: M -~ R une application semi-algébrique. Suppo-
sons, que et graphe Alors le nombre d’èléments
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de l’ensemble E des points où f atteint un maximum local stricts est toujours  q,
où q est un entier positif dépendant uniquement de n, m et p. Le nombre q

s’exprime explicitément en fonction de n, m et p.

DÉMONSTRATION. Posons -4, = ~(x, u, y, v) E (M &#x3E;C R)2 : (x, u, ?~, v) E (gra-
phe f)2, Notons par ~c : ( M X R) 2 -~ lVl2, 
- (x, b) E M x R et nM: M x R - .M~ les projections naturelles. Evidemment

Posons Observons

que l’ensemble

est de la forme C = M et que bien sûr E = nM(O). D’après
le théorème 1 nous pouvons majorer successivement les types des 

et et par conséquent nous pouvons majorer le nombre de
composantes connexes de l’ensemble .E (égal au nombre de ses éléments).

DÉFINITION. Un point x appartenant au bord d’un ensemble M c RI’
est appelé point extremat, s’il existe une hypersurface affine g c Rn, telle que
H r1 2M - (ce). Les points extremaux isolés dans aM sont appelés forte-
ment extremaux.

COROLLAIRE 2..L’ensembte de points fortement extremaux d’un 
MEAn(m,p) contient au plus q élements, où q ne dépend que de n, m et p.

La démonstration de ce corollaire se fait de façon analoque à celle du
corollaire precédent.

COROLLAIRE 3 (sur la décomposition avec majoration). Tout ensemble

semi-algébrique .ltT E An(m, p) admet une décomposition .lVl = U Mi en réunion
i

disjointe de sous-variétés analytiques connexes, dont le nombre est  q et dont
chacune est un ensemble semi-algébrique appartenant à An(m’, p’). Les nom-
bres q, m’ et p’ dépendent uniquement de n, m et p.

REMARQUE 3. L’énoncé du Corollaire 3 sur la décomposition sans majora-
tion est bien connu [2], [6] et sa démonstration s’appuie sur un raisonnement
différent du notre. Nous utilisons le Corollaire 3 sous sa forme généralisée,
dans notre étude concernant la classification des fonctions polynômiales
(article à paraître).

Les démonstrations du Théorème 1 et du Corollaire 3 sont contenues

dans le § 4.
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3. - Décomposition en chaîne d’un ensemble semi-algébrique.

A. La description suivante de la structure des ensembles semi-algébriques
due à S. Lojasiewicz ([2], lemme 3, page 108-109) joue un rôle essentiel
dans notre êtude. Nous allons la rappeler ici car le travail original est dif-
ficilement accessible.

Al. Soit un ensemble semi-algébrique de type An+l(m, p),
décrit par des polynômes des variables 

Posons

et pour posons évidemment

MQK = {x E Rn : t) = 0 a exactement K racines complexes différentes}.
Puisaue l’ensemble --

à exactement k racines complexes
différentes}

j

est un ensemble constructible de C"" (c’est-à-dire est une réunion finie
d’ensembles de la forme où A et B sont des ensembles algébriques
complexes dans MQ,k est donc ensemble un semi-algébrique, comme
image reciproque de l’ensemble B~(C) par l’application

où

Pour chaque Q c 12 fixé, la famille est une décomposi-
tion de Rn en ensembles semi-algébriques disjoints. Cela implique que la
famille d’intersections est aussi une décomposi-

Q 
, . ;.., ,

tion de Rn en ensembles semi-algébriques disjoints. On appelle fIn(M) la
décomposition de Rn associée à l’ensemble M.

La famille des composantes connexes d’éléments de la decomposition
forme évidement une décomposition plus fine de l’espace Rn. Notons

cette dernière par 

A2. Pour A EtÂt:(M) posons Q - Q, x R ~ 01.
L’ensemble Q peut être vide. Si Q ~ 0y il résulte de la construction de

uK,:(M) que pour chaque x E A, l’équation t) = 0 a toujours le même
nombre de racines réelles différents, que nous notons 
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On sait [2], [7] que dans cette situation il existe des fonctions

continues, telles que

A3. Posons = - oo et + oo. On vérifie que pour
chaque Ac tout ensemble de la forme

ou de la forme

m p

est un ensemble de la forme n (~ ~(x, t) e A X R: qgj, (x) E où Sis = {01,
j=18=1

ou ou R_. Les ensembles de la forme (LI) et (L2) sont

donc semi-algébriques, connexes, et forment une décomposition de 
On montre [2] que cette décomposition est compatible avec l’ensemble M
en ce sens que chaque elément de cette decomposition est ou bien contenu
dans une des composantes connexes de M ou bien disjoint de M (on vérifie
notamment que sur chaque ensemble de la forme (LI) ou (1~), et pour chaque
indice j, le polynôme fi ou bien s’annule identiquement ou bien est stricte-

ment positif ou bien strictement négatif).
B. Le lemme suivant a un caractère purement technique:

8 
LEMME 1. et

alors
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(e) Si M E A,.(M, p), alors M a au plus m( p + 1) composantes connexes.

( f ) Soit

Alors

Alors

DÉMONSTRATION. (a), (b), (c) et (d) sont triviaux. On démontre (e) par
recurrence sur m. On deduit (gi) et (g2) de (/)y (a) et (b) et de la définition
de MQ.k.

(g3) est une simple remarque de nature combinatoire. On va démontrer
maint enant ( f ) (comp. [7]). Fixons 1  k  n (les cas k = 0 et 1~ = oo etant
triviaux ; B~(R) _ {0}). L’ensemble

est l’image de l’ensemble

Û~ _ ~x E C’~: l’ensemble {xi ~ ... 1 x.1 a au plus k elements différents}

par l’application symétrique or: OÙ a (x) = (ce) , ... , c~n(x) ), ai étant
le i-éme polynôme symetrique fondamental de n variables.

L’ensemble Uk peut être décrit de la façon suivant: soit E la famille

des systémes de nombres naturels
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La famille E possède au plus 2" éléments. On associe à un système 
l’ensemble defini par n - k - 1 équations linéaires:

où est la famille des n - k -1 forms lineaires i

Pour une permutation de l’ensemble {1, ..., n} notons

et posons

Evidemment

Cela implique la relation Ûk = n gi-1(0), où gi est un polynôme de n varia-
zEI

bles de 2"y et 1 est un ensemble fini d’indices. Posons, pour
g2.a( ) = gi( «(1) &#x3E; &#x3E; ~a(y~)) et notons 

1 c j c n ! t et dénote le j-éme polynôme symetrique fondamental de n t
variables. Les polynômes t~~ ~== 1,..., n ! , sont symétriques, de degré
()(n)-2" et Ûk = n W(0). Soit Wu le polynôme de n variables pour

_ 
ij

lequel Wjioa. Evidemment n et deg W,(n!)2". Cela
2.9

implique que l’ensemble r1 Rn peut être défini comme l’ensemble des

zéros d’un polynême réel ~~ de degré 2"+~’(~!)~.
L’ensemble

est donc réunion d’ensembles de la forme
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On voit facilement que chaque ensemble de cette réunion est contenu dans

C. Décomposition en chaîne d’un ensemble semi-algebrique.
Pour des entiers positifs m et p fixés definissons:

Définissons maintenant par récurrence les nombres

Dans ce qui suit nous allons noter ak, 1 (Jk’ Yk au lieu de ak(m, p), etc.
Pour un prenons la décomposition de

Rn associée à l’ensemble M (comp. 3A). Nous obtenons ainsi (grâce au
lemme 1(g3) ) y(m, p) ensembles disjoints, semi-algébriques -Ml, ... ~ 
(certains parmi eux peuvent être vides); tout ensemble M, est du type

(lemme 1 (g1) ). Pour chaque ensemble nous pouvons

prendre la décomposition de Rwl associée à Mi et nous obtiendrons
ainsi y, décompositions ~{~2~~~=1,...,y(al,~l)~i=1,...,y2~ il est clair que chaque dé-

compositions contient au plus y(al, ensembles. Tous les en-

sembles Mii sont du type An-l(a2, 
On peut continuer ce processus pour les ensembles M ii, etc., en

obtenant à chaque étape de nouvelles décompositions des espaces @

Rn-3, Rn-k, e 7~ = 2, 3, ..., n -1. Le nombre des décompositions ainsi que le

type des ensembles obtenus peuvent être contrôlés à chaque étape (comp.
tableau 1 et figure 1).
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4. - Démonstrations.

Le lemme suivant est conséquence immédiate du § 3A.

LEMME 2. Si décomposition ~k_ 1 ( 1Vl ) associée à if
ac Z éléments, dont chacun est dans alors la décomposition de R~
en ensembles de la f orme (Li) ou (L2 ) possède au plus -~-1 ) ~ m +1) en-

sembles connexes dont chacun est dans 

Mais l’ensemble M est compatible avec cette décomposition, donc .M a
au plus Z ~ p ( p -~-1 ) m composantes, dont chacune est dans 
.p(p 

DEMONSTRATION DU TÈORÈME 1. Fixons un ensemble Ob-

servons que le lemme l(e) et le fait que (3n), impliquent que
chaque ensemble possède au plus xl = x1(n -f-1, m, p) = an(m, p) ~

composantes connexes, dont chacune est dans
où al = 2, b1= 1.

Lemme 2 et la construction des ensembles impliquent (pour
chaque s, 2 s% + 1) que si chacun des ensembles .Â.il...in-s+2 possède au
plus composantes connexes, dont chacune est dans alors

chaque ensemble a au plus x~ composantes, dont chacune est

dans où 

’(~-.+1 + 1), a’s - asB~ ~ ~7 - bs - 
On voit facilement que bl = 1 et ~==1~...? ~ impliquent

bs == f3n pour s ~ 2.
Enfin, comme l’ensembles (où ~k+1; est la pro-

jection naturelle), y est une réunion de certaines des composantes connexes
des ensembles on peut affimer que et que
le nombre de composantes connexes de est où les nombres mk,

q~ sont explicitement calculables ; notamment

Le théorème 1 résulte directement de la dernière observation et de la formule

f (31) = n(graphe où est la projection.

REMARQUE 4. En réalité nous avons démontré que non seulement f (M)
mais aussi toutes les composantes connexes sont dans p).

DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE 3 par récurrence sur le nombre n des

variables. Le cas d’une variable est trivial. Supposons donc que le théorème
soit vrai pour n variables et supposons que M p). En utilisant
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la notation du § 3, lVl est réunion d’ensembles de la forme (L1) ou (L2) dont
le nombre est connu. Il suffit donc de démontrer que chacun de ces ensembles

est une réunion disjointe de q’ sous-variétés analytiques au plus, chacune
d’entre elles ètant dans les nombres q’, m’ et p’ dépendant
uniquement de m, n et p.

La projection de lVl dans Rn est une réunion disjointe d’ensembles
appartenant à En s’appuyant sur la remarque 4 et sur l’hypothèse
de recurrence on peut décomposer chaque ensemble en réunion

A = A1 U ... u AS de sous-varietés analytiques, disjointes et semi-algébriques
dans Rn. Chaque sous-varieté Ai est dans An(m", p") et leur nombre est
borné par q", où q", m" et p" dépendent uniquement de n, m et p.

La démonstration sera terminée si nous montrons que la restriction de

chaque fonction i = 1, ..., à l’ensemble 1, ..., s, est analy-
tique. Dans ce cas chaque ensemble SI de la forme (L1) ou (L2) sera une reu-
nion disjointe de sous-varietés analytiques connexes et semi-algebriques
_ 

s 
_

M = dont chacune est dans 
i=l

Nous allons donc démontrer l’analyticité de Soit

k = 0, 1, ..., u, 00. Les ensembles iIQ.k sont evidemment constructibles. La
famille d’intersections constitue une décomposition

Q 
’ ’ ’°°’ ’

de Cn en ensembles constructibles. Bien sur chaque ensemble A 
est contenu dans un seul ensemble précis. Notons enfin que le

graphe est contenu dans l’ensemble analytique complexe y ’(0) et que
pour chaque x E W, l’équation t) = 0 a toujours le même nombre de

racines complexes différentes. L’analycité de resulte donc du lemme

suivant :

LEMME 3. Soit a E A c W c Cn, où A est un germe varieté analy-
tique réelle et W un germe d’ensemble constructible. Supposons que

P(x, t): Cn X C --~ C soit un polynôme de n -f-1 variables, tel que le nombre

de racines différentes de l’équation P(x, t) = 0 est toujours le même pour chaque
x E W. A ~ R est une fonction continue, dont le graphe est contenue

dans P-1(0), alors e est analytique.

DÉMONSTRATION. Sans perte de généralité on peut supposer que West
un ensemble analytique complexe. Le germe A~ du complexifié de A est
un germe de variété analytique complexe et A* c W. Il résulte de l’hypo-
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thèse que dans un voisinage de a suffisamment petit, il existe une extention
continue ~r : A* -~ C de ~, dont le graphe est également contenu dans

Il est alors facile de voir que e* est analytique (en utilisant par exemple
le théorème de Riemann sur l’élimination des singularités).
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