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THEOREMES DE SEPARATION ET DE FINITUDE
POUR L’HOMOLOGIE ET LA COHOMOLOGIE
DES ESPACES (p, q)-CONVEXES-CONCAVES

par J. P. RAMIS

A K. STEIN pour son 60ème anniversaire.

... (rend oonvexea) lea 

FUANC18 PONGR.

Introduction.

On trouvera démontrés dans cet article les résultats suivants : 1

THEOREME 1. Soient Y un espace analytique complexe (de dimension

finie bornée et dénombrable à X un ouvert de Y, relativement 
pact dans Y, et p un entier positif. Soit CJ un Oy-module cohèrent. Si X
est fortement p-convexe dans Y (i.e. fortement p convexe dans Y en tout point
de sa frontière aX),

(i) Les espaces ÎF) sont de finie pour p-(-l.

(ii) Les espaces H,, k (X; 97) sont séparés pour k prof ~’- p et de .
dimension , finie pour lc s profa x 9r - p - 1.

La partie (i) de ce théorème est la généralisation (1) d’un résultat établi

Pervenuto alla Redazione il 9 Gennaio 1978.

(i) Compte tenu de la définition donnée ci-dessous (tout a E ag poissède un. voisinage
ouvert F tel qu’il existe q : V -· 1R de classe eoe et fortement p-convexe en a avec Zn 

 (a) ~ ), on n’obtient qu’une généralisation parhetle du résultat de Narasimhan

( p = 0, mais q oonfvue). Toutefois nous déduirons le théorème 1 des théorèmes 2.1.7. et

2.1.8. (cf. ci-dessous, page 971), et, d’après un résultat de [8], ces théorèmes entralnent

l’analogue du théorème 1, en supposant seulement oontinuca les fonctions cp, ce qui généralise
complèteineiit le théorème de Narasimhan. Signalons enfin que si l’on renforce eafflrammeat

l’hypotlièse de p-convexité locale dn théorème 1 (par un peu plus de convexité aux pointe
singuliers de la frontière), la technique employée par Narasimhan se généralise et on peut
alors employer lds méthodes de [1] pour obtenir dans ce cas particulier le théorème 1

(cf. [16]).
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par R. Narasimhan dans le cas 0-convexe [20]. Quand X est une variété,
la partie (ii) se déduit d’im résultat de Malgrange [18].

THEOREME 2. Soit X un espace analytique (de dimension finie bornée
et dénombrable à l’in6ni) fortement ( p, q)-convexe concave. Soit 97 un Õx -module
cohèrent. Alors

(i) Les espaces sont séparés pour 1
- q -1 et de dimension finie pour

(ii) Les espaces Hk (X ; £F) sont pour q + 2 ~ k ~ profx ~’- p
et de dintension finie pour q + 2 profx 7 - p -1.

L’assertion de finitude de la partie (i) de ce théorème est le résultat
fondamental établi dans [11 par A. Andreotti et H. Grauert (le passage des
cas p-convexe et q concave au cas mixte est facile) ; on constatera toutefois
que la démonstration que nous en donnons est assez différente de celle de

[1]. L’assertion de séparation en degré est je pense un

résultat nouveau (quand X est une variété sans singularités, il a été obtenu

indépendamment par A. Andreotti et A. Kas [3]). L’assertion (ii) généralise (2)
un résultat de [2].

THEOREME 3. Soient f : X --- * Y un t)toi-phisnie fortement ( p, q)-eonroexe-
oonoave d’espaces analytiques (de dimension finie bornée et dénombrables à

l’infini) et une fonction d’épuisement correspondante (continue,
fortement p-convexe sur et q-conveze sur avec do  co).
Boit CJ un 6g -module cohèrent. Alors

(i) Pour tous d  do  co  c, le morphisme de Oy modules

geom lii R (X; 9~, Ki ) est

(ii) le morphisme de 0y .module8

(t) Comme il est indiqué dans [2], on peut démontrer l’assertion de finitude de (ii)
en utilisant les teohniquos de [1) et [2]. La méthode proposée ici est assez voisine pour
le cas concave mais très différente dans le cas oonvexe.

Quand X est un espace analytique avec singularités, le résultat de séparation en

degré profz nouveau.
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(On a noté n = dim Y et Icd la restriction = (d  ~  c)).
Voici quelques indications sur nos méthodes de démonstration. On con-

statera que, outre les techniques classiques dans ces questions de convexité
(empruntées à [1], [2], et [18] essentiellement), les outils essentiels employée
sont les théorèmes de dualité de [22] et les critères de séparation de [24].
L’idée d’utiliser ces résultats pour redémontrer le théorèmes de finitude de

[1] et les complèter par un théorème de séparation est due à B. Malgrange (3); i
il l’a esquissée au cours de quelques exposés au « Séminaire clandestin de
Géométrie Analytique » en mars-avril 1968 à Orsay.

Modulo un théorème de dualité de [22] pour l’assertion (i), le théorème 1
se ramène au

THEOREME 4. Dans les conditions du théorème 1.

(i) Les espaces cg:, Ki) sont 8éparé8 pour k - p est de

dimension finie pour k S - p -1.

(ii) Les espaces (X ; ’) sont séparé8 pour k S et de

dimension pour k profp x 97 - p - 1.

Enfin le théorème 4 résulte, moyennant les théorèmes de séparation de
[24] et le théorème d’homomorphisme de L. Schwartz [25] du

THEOREME 5. Dans les conditions du théorème 1 :

(i) a) Les limites 1-nductives . 
«

.

sont essentiellement injectives pour le S - p. 
’

b) Il existe un ouvert relativement compact X’ de X tel que les

appplication8

soient surjectives pour

(ii) a) Les limites inductives Hk (X ; CJ) s Lim HK (X ; 97) sont 888Gn·
--+ 

K

k

tiellement injectives pour k s profa x 97 - p.

b) Il existe un ouvert relativement compact X’ de X tel que les

applications 
11- 11-

soient surjectives pour

(3) On la trouve dans [2] pour le cas des faisceaux localement libres sur une variété.
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Une fois traduite la condition de forte p-convexité en termes de st1’icte-
p-convexité (Cf. ci-dessous, page 943), ce théorème s’obtient en recopiant
un argument de B. Malgrange [18].

Modulo un théorème de dualité de [22] pour l’assertion (i), le théorème 2
se déduit du

THEOREME 6. Dans les conditions du théorème 2

(i) Les espaces sont séparés pour 
S k S - p et de dimension finie pour q + 2 - profx  2013~ 2013 1.

(ii) Les espaces ~(~; 7) sont pour q + CJ - p
et de di1nel1sion finie pour q + 2 S k s profx CJ - p - 1.

Ce théorème résulte lui même, moyennant les théorèmes de séparation
de [24] et le théorème d’homomorphisme de Schwartz [25] du

THKOREME 7. Dans les conditions du théorème 2, si q~ : X--~ ’~ est

une fonction d’épuisement (continue, fortement p-convexe sur (co  9’} et q-
oonvexe sur  avec do  co)

(i) Pour tous d  do  c,4  c, l’application

est injective pour

est injective pour

q -+- 3 s 7, s profx 9r - p et 8urjectit’8 pour

(On a pos3é Xâ = (d  q  c ). )
On constante que ce théorème est un cas particulier du théorème 3

énoncé plus haut : Y réduit à un point (et ça ne coîlte guère plus cher de
prouver le théorème 3). Pour l’établir, on commence à traiter séparément
le cas convexe pur et le cas concave pur. Le cas p-convexe est simple :
une fois introduite la notion de stable p-convexité (i.e. stricte p-convexité
stable par petites perturbations on utilise la démonstration du théorème 5;
il reste un passage à la limite qui est très facile car nous travaillons avec

des supports compacts. Le cas concave est un peu plus délicat : n’ayant
pas à notre disposition l’analogue du théorème 5, on est obligé de revenir
à la méthode de la t bosse glissante » et d’employer un argument voisin de
celui de [2], ce qui pourra paraître paradoxal au lecteur de [1] (dans cet
article c’est au contraire le cas convexe qui est plus difflcile).
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Signalons enfin qu’en reprenant nn argument de [1 ] et en utilisant les
théorèmes de dualité de [22], on peut prouver que, dans les conditions du

théorème 7, l’application est bijective
pour k = q + 2 - prof x 7 et que l’application H: (X:; 7) - 9’) est
bijective pour k = q + 2. Ce résultat (que je n’utilise pas pour établir la

finitude) est le seul point pour lequel un travail direct sur la cohomologie
ou les Ext à supports compacts ne suffit pas. J’ignore s’il reste vrai dans

le cas relatif.

Les assertions (i) et (ii) des théorèmes 4 et 6 se traduisent en résultats
de finitude et de séparation pour l’homologie à supports compacts (cf. [3]),
en utilisant la formule Ext (X KX) == (X (où est le cofai-

sceau cohérent dual de que l’on trouvera démontrée dans [3](4). Les

assertions (ii) des théorèmes 1 et 2 fournissent par dualité, des résultats
de finitude et de séparation pour l’homologie à supports quelconques (en
utilisant la même formule). On obtient les

THEOREME 8. Dans les conditions du théorème 1,

(i) Les espaces (X; sont séparés pour k s - p et de dimension
finie pour k S - p 2013 1.

(ii) Les espaces sont séparés pour et

de dimension finie pour p + 1 - 7,.

TEOREME 9. Dans les conditions du théorème 2,

(i) Les espaces (X; sont séparés pour 
et de dimension pour q -[- 2 - 

(ii) Les espaces sont séparés pour 
- q - 2 et de dimension ftnie pour p + 1 - - 2.

Terminons cette introduction par quelques remarques sur le théorème 3
et se8 conséquences. Tout comme le théorème 7 entraîne la finit1lde de cer.
tains espaces de cohomologie ou d’homologie à support compacts (en utiliaant
la compacité de certaines applications et le théorème d’homomorphi8me de
Schwartz), d’où l’on déduit par les théorèmes de dualité de [22] la finitude
de certains espaces d’homologie et de cohomologie, le théorème 7 entraine
la cohérence de certaines images directes à support’ propres (en utilisant la
nucléarité relative de certaines applications et un théorème de ûnitude

(~) La démonstration est valable même sans hypothèse de réduction anr X. L’idée de
considérer 9, comme une homologie est déjà dans 
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d’Houzel qui est l’une des versions relatives du théorème d’homomorphisme
de Schwartz), d’où l’on déduit par un théorème de dualité relative de [23]
la cohérence de certaines images directes à supports quelconques. Pour des
raisons tenant à la méthode d’Houzel (récurrence descendante) on a moins
de chance que dans le cas absolu et on n’obtient ainsi des résultats que
dans le cas q-concave relatif (on trouvera ci dessous deux énoncés : théo-

rème 4.2.2. et conjecture 4.2.3. ; le théorème 4.2.2. (5) est prouvé dans [23],
la démonstration de la conjecture 4.2.3. est esquissée ici). Pour le cas

p convexe relatif on est obligé de revenir à un théorème d’épuisement pour
les images directes à supports quelconques (6) (pour être dans une situation

de récurrence descendante et pour une autre raison qui sera exposée plus
loin): c’est la méthode utilisée par Knorr et Siegfried ([17] et [26]); repre-
nant cette méthode pour d’autres images directes, on peut en déduire un
théorème de cohérence, puis par dualité relative un autre théorème de

cohèrence sur les images directes à supports propres (conjecture 5.2.3) : la

démonstration est esquissée ci dessous (7).
Nous avons rassemblé dans un appendice quelques indications sur les

résultats de séparation que l’on peut obtenir dans une situation de convexité
non 8tricte, par exemple le théorème suivant démontré (mais non énoncé ...)
dans [24] :

THEOREME 10. Si X est un espace analytique holonzorphiquement convexe,
pour tout Ôx.module cohérent 7 et tout entier k, les espaces Hk (X ; 97),

Ht (X ; ’:1.), et H: (X ; 97,,) sont 8éparé8.
Il me reste à remercier ici B. Malgrange à qui sont dues les idées

initiales de cet article, J. Frisch qui m’a signalé sa démonstration des

critères cohomologiques locaux de p-convexité et q concavité (Of. [11] et ci-

dessous : pages 948 et 952), G. Ruget avec qui j’ai longuement discuté du
cas relatif et F. Norguet qui m’a invité à exposer une première version de
ce travail à son séminaire [21].

(5) C’est à dire à une généralis8,tion de la méthode de [1].
(6) Qui améliore un résultat de Y. T. Sin (cf. (27J ).
(7) L’auteur donnera une version détaillée des démonstrations des conjectures 4.2.2.

et 5.2.3. dana un prochain article.
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Appendice.

Séparation et convexité non stricte.

0. Les théorèmes de dualité et de séparation.

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons ci dessous les résultats

de [22] et [24] que nous utiliserons de manière essentielle dans la suite.

Dans cette partie, on désigne par X un espace analytique dénombrable à
l’infini, de dimension finie bornée.

Dans [22], on a associé à tout espace analytique X (vérifiant les con-

ditions ci-dessus) un complexe borné Kg de Õx .modulel, à cohomologie
cohérente, et une forme linéaire tels que soient vrais

les deux théorèmes suivants

’ 

THEOREME 0.1. Pour tout Ox -module cohèrent 9r et pour tout entier p,
il existe sur H-" (X; IJ-) une unique structure QFS et sur g, Ni)
une unique structure QDFS telles que la forme Tx induise un accouplement
parfait entre les séparés associés de ces deux espaces. De plus, la séparation
de HP (X,. 9.’) est équivalente à celle de (X; :1, Ki).

THEOREME. 0.2. Pour tout Õx.moJule cohérent J et tout entier p, il

existe sur (X; 9r) une unique structure QDF8 et sur Ext-P (X; 97e ]Ki)
une unique structure QFS telles que la forme TX induise un accouplement
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parfait entre les séparés associés de ces deux espaces. De plus, la 8épa’ra-
tion de est équivalente à celle de 

Les topologies du théorème 0.1. sont obtenues en utilisant un recou-

vrement localement fini TU de X par des ouverts de Stein (suffisamment
petits). Les HP (~’, ~) sont les espaces de cohomologie du complexe d’espaces
FS (et même FN) C- (Il ; H° cm ; ~)) ; les sont les espaces

d’homologie du complexe d’espaces DFS (et même DFN) 0: (Ut; ExtO ( U; 9=, Ki)) .
Les topologies du théorème 0.2. sont obtenues en utilisant un recou-

vrement localement fini lk de X par des compacts de Stein (suffisamment
petits). Les Hp (X, 9~) sont les espaces de cohomologie du complexe d’espaces
DES (et même les Ext-P (X; 7, Ki) sont les

espaces d’homologie du complexe d’espaces FS (et même FN) 0. Fxto (X;
)) ·

Rappelons la

DEFINITION. Un système inductif i I-~ (~i de groupes est dit

(i) e88entiellement injectif si, pour tout indice j, il existe un indice j’,
tel que tout élément de Gj donnant 0 dans la limite inductive

gi donne déjà 0 dans 
c,

(ii) esse&#x3E;itielle»ie&#x3E;it nul si, pour tout indice j, il existe un indice j’,
j  j’, tel que tout élément de (~~ donne 0 dans 

Dans [24], on a prouvé les théorèmes suivants :

THEOREMES 0.3. Soit y un Ox-module cohèrent. Soit Les deux
conditions suivantes sont équivalentes

(i) L’espace est séparé.

(ii) Le système inductif .g (compact de X) 1-+ HK" (X :7) est e8sen.
tielltnnent injectif.

THEOREME 0.4. Soit y un Ojc’module cohérent. Soit Les deux
conditions suivantes so.nt équivalentes.

(i) L’espace J, Iii) est sépa1.é.

(ii) Le système inductif .g (compact de X) I~ Exte (X; 9r, Kg) est
fssentiellenzent injectif.

Soient 1k un recouvrement localement fini de X par des compacte de
Stein et M un recouvrement localement fini de X par des ouverts de Stein.
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La démonstration de 0.3 et 0.4 utilise les suites spectrales suivantes (8)

et

(Les notations sont celles de [24] : J est un ensemble fini d’indices du recou-
vrement, 2iTj== U )7j== U et sont des systèmes de

JE; ,EJ

coefficients, par exemple (° , ..., ip) I- (g , .,., 3 )’ )p 0 ’ .,. , p

Pour terminer, nous nous proposons d’établir, à l’aide de ces suites

spectrales un « résultat utile» :

PROPOSITION 0.5. Soit 9 un O.x.module cohérent. Soit p E Z.

(i) S’il existe un compact K de X tel que l’application BK (~, ~’) -~
soit surjective, il existe un J d’indices du

recouvrement 1t tel que l’application Hl (1ft ; 7)) 2013~~(JT; 7) soit

iurjectwe.
(ii) S’il existe un compact K de X tel que l’application EztK (X; 9)K~)"~

soit surjeotzve, il existe un sous.ensetnble fini J d’indices
du recouvrement 111 tel que inapplication Ext~ cm; c:¡, Kg )) -~

soit surjective.

Les démonstrations de (i) et (ii) étant voisines, nous nous contenterons
d’établir (i) (qui sera d’ailleurs la seule assertion de 0.5. utilisée dans la

suite).

(i) Pour tout k, on a une surjection
système inductif J i-~ B."., 1 (J) est essentiellement nul
pour q assez grand (indépendamment de J et p). On en déduit que, J (fini)
étant fixé, il existe J’ (fini) tel que l’image de gr. H

(8) Je profite de l’ooaaeion pour indiquer une petite erreur dans cette démonstration

[24] (page 275) : n’est pas en général nul pour q =J= 0, mais seulement essentiellement
nul ; il faut modifier la démonstration en conséquence, ce qui est élémentaire. Je remercie
C. Banioa de m’avoir signalé cette erreur.
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même image. Supposons maintenant surjective. On
est surjective. On

est surjective. Il

et l’application
) est surjective.

1°. Critères locaux de p-ccnvex!t6 et q-concavité (9).

On désignera par ê (X) l’espace des fonctions de classe eco sur un

espace analytique X.

I. Fonctions fortement p-convexe8.

Dans tout ce qui suit, on désignera par p un entier ~ 0.
Soient V un voisinage ouvert de a dans une fonction

de classe e0153. On pose z = z1! , .., z,,). La formule de Taylor à l’ordre deux
en a a’écrit

On sait (cf. par exemple [15]) que d xt est invariante par

changement analytique régulier de coordonnées. On pose

et on désigne par la composante (t-linéaire de la dérivée de q en a.

DIFINITION. Soient E un q,-espace vectoriel de dimension finie, qJ une
fonctione- à valeurs réelles déûnie au voisinage de a dans E. On dit que
~ e8t fortement p.convexe (resp. régulièrement p convexe) en a, s’il existe un

(g) Les parties I, II, et III sont inspirées de [11j.

23 .inMK della Scuoïa Norm. Sup. di Pi-ta.
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tous espace vectoriel B" de .E, de codiniensiotè p dans L, tel que La (f’1 E-- soit
définie positive (resp. que La soit définie positive et 8a, 921 E~- non nulle).
On dit que 99 est fortement p-convexe (resp. régulièrement p-convexe) sur

un ouvert 1~ de J9, si elle l’est en tout point de cet ouvert.
La notion de fonction fortement p-convexe généralise celle de fonction

et fortement plurisousharmonique (fortement 0-convexe).

REMARQUE. Boit 9’ une fonction fortement p-convexe à l’origine de E.
Soit E" comme dans la définition ci.dessus et soit E’ un supplémentaire
de e" dans B. Il existe un polydisque ouvert ~’ de centre 0 dans E’ et
un polydisque ouvert U" de centre 0 dans tels que, pour tout x’ E U’

fixé, la fonction 99 (z’, z") soit ex» et fortement plitrisousharmonique sur U".

LEMME 1.1.1. (i) Soit 99 une fonction t-égulièrement p-convexe à l’origine
de B (dim 11 = n). Il existe une bijection analytique d’un voisinage F de 0
dans D sur un voisinage W de 0 dans telle que, modulo cette bijection,
~ s’écrive

est définie positive et e (t) E 0 ( ( t 113 ).

(ii) Soit 99 une fonction fortetnent p-convexe à l’origine de .E. Il existe
un voisinage ouvert V’ de 0 un voisinage ouvert W de 0 dans

un plongement n : p-.~ W, et une fonction y~ : yP -~ iR, de classe
e° et règularement p.oonvexe en n (0) tels que cp = y o 3t.

(i) Soit comme dans la définition, on choisit un supplémentaire
B’ de B" dana ~1. On prend des coordonnées dans B’ et J9" : (z’ ... , Z )

;0) ~ 0. On trouve le changement de

carte cherché en posant t, = xi p + 1 et (x) + (z)
(où l’on a posé --- partie (t-bilinéaire de la dérivée seconde en 0).

(ii) Il 8uffit du poser W = G, n (x) = (z, 0), et

DEFINITION. Soient X un espace analytique complexe, a E X, 
On dit que y est fortement p-convexe en a, s’il existe un voisinage ouvert
V de a dans X, un ouvert W de et", un plongement n : V -+ W, et une

fonction y~ : de classe et fortement P-convexe en b ~ n (a), tels
0 a.
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On vérifie immédiatement que si X est une variété, cette définition

coïncide avec la précédente. On remarque que la fonction y de la définition
peut, d’après l’assertion (ii) du lemme précèdent, être choisie régulièrement
p-convexe.

DEFINITION. Soient Y un espace analytique, X un ouvert de Y et

a E aX. On dit que X est fortement p-convexe en a dans Y (resp, fortement
q concave en a dans Y), s’il existe un voisinage ouvert ~’ de a dans Y et

une application q : continue et fortement p convexe (resp. q-conveze)
en a tels que v n X = (x E Vlgg (x)  ~ (~)) (resp. v n ~ ~ (x) ~ j.

DXFINI1’ION. Soient Y un espace analytique et X un ouvert de Y. On
dit que JC est fortement p-convexe (resp. q-concave) dans Y, s’il l’est en

tout point de sa frontière 8X.

II. 

On trouvera dans la partie III une démonstration inspirée de [11] des
critères locaux de p-convegité et q-concavité dl Andreotti- Grauert. Le lecteur
familier avec [1] peut se dispenser de la lecture de II et III : les théorèmes
1.3.1 et 1.3.6. ci dessous pouvant respectivement être remplacés par la pro-
position 11 page 217 et la proposition 12 page 222 de [1]. Nous aurions

évidemment pu nous contenter d’une réfèrence à [1], mais nous désirions
cet article autant que possible « self contained » et la démonstration de [11]
nous a parue intéressante. Nous avons rassemblé dans la partie A les quel-
ques ingrédients nécessaires à cette démonstration.

A. Cohomologie d’une limites projective.

On rappelle qu’un faisceau 97 de 1R-espaces-vectoriels sur un espace

topologique paracompact X est dit « de Fréchet », si, pour tout ouvert U
de X, l’espace 97(U) = 1’(U; ~) est muni d’une structure de Fréchet, la
restriction étant continue pour tout couple d’ouverts Vc U.

PROPOSITION 1.2.1. Soient X un espace topologique paracompact, 97
un faisceau de groupes abéliens sur X et une suite exhaustive

- 0 

d’ouverts (ou de fermés) de X, avec X. c pour tout m E N. On désigne
1 l’application naturelle.

.,.

(i) Pour tout entier l’application r; est surjective.


