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METRICA PER FAMIGLIE DI DOMINI LIMITATI
E PROPRIETA GENERIOCHE DEGLI AUTOVALORI

di ANNA MAR!A MICHELETTI

Introduzione.

Nello studiare la continuita dell’n-esimo autovalore dell’operatore di
Laplace — Ag relativo ad un aperto limitato £ con dati di Dirichlet nulli,
considerato come funzione dell’aperto £, Courant introduce una nozione di
vicinanza tra due domini basata su un diffeomorfismo del tipo I -+ v con
w € CL (R™), che trasforma Puno nell’altro.

Lo seopo di questo lavoro & inquadrare questa nozione in un ambito
piu generale introducendo una distanza vera e propria tra i domini che sara
chiamata «distanza di Courant ». Sulla base di questa distanza si riprendono
i risultati del lavoro precedente [1] e 8i arriva a formulare il seguente
risultato : preso un aperto campione £,, limitato e introdotta la distanza
di Courant nella famiglia degli aperti ad esso diffeomorfi, risulta di prima
categoria l'insieme degli aperti £ per i quali V'operatore di Laplace — 4dg
non ha autovalori tutti semplieci.

§ 1. Data un’applicazione di TR™ in 88, per semplicitd di notazione,
conviene considerare la sua derivata prima, seconda, ..., r-sima, rispettiva-
mente come un’applicazione lineare, bilineare, ..., r-lineare definita in ciascun
punto e introdurre per queste le norme consuete (1). Indichiamo con Cr (IR™)
lo spazio di Banach delle applicazioni di fR™ in sé con derivate prime, se-
onde, ..., r-esime continue e limitate dotate della norma:

17l = sup max (7@ |, 1O@ e, 17061

Pervenuto alla Redazione il 12 Luglio 1971.
Lavoro eseguito mnel’ambito delle attivitd dei Contratti di Ricerca matematiea del
C.N.R.

n o _\1/2
(%) Partendo dalla seguente norma di R™: ||z ||= ( = xf)
\i=1
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DEFINIZIONE : Sia F7 Dinsieme delle applicazioni di R™ in sé tali che

i) sono del tipo I+ f dove f€C(IR™) e inoltre | f(x)| e ||fD ()]
tendono a zero per ||x||— -+ co(i=1,...,7)

ii) sono invertibili come diffeomerfismi di classe Cr.
Una forma k-lineare su IR™, 8, dipendente da x e avente come argo-
menti y,,..,yx verra indicata con la notazione

8 (@) [y,1 [wa), - » [ya]-

LEMMA 1. Siano F e¢ G due applicazioni di IR™ in sé tali che F é diffe-
renziabile in un intorno del punto x fino all’ordine r e G é differenziabile in
un intorno di F (x) fino allordine r. Allora il differenziale r-simo di G o F
in x é dato dalla somma di un numero flnito di applicazioni r-lineari su
R™ del tipo

(hy yhg s ey hy) — GF (F () [F®) () [Re] [R,] .o [Ra]] oo
e [ (@) [hy—pppa] oo [Re]]
dove k=1,...,7r e 4 + ... + =1
Procediamo per induzione su r. La nostra affermazione & banalmente
vera per r = 1. Vediamo ora che se & vero per r — 1 & vero anche per r.

Questa & una ovvia conseguenza dell’osservazione che un’applicazione

di R™ in L((IR™"1;1R™) del tipo
@ — @O (F () [F™ (@)] ... [F ™ ()]

dove k=1,...,7r—1 e 1, ..+ 4 =r—1, ha come differenziale in x
I’applicazione r-lineare su R™

¢ (F @) (F @] (£ @)] .. [F ™ ()] +
+ 6% (F @) [P @)] o [ @)] 4 .. + 6P (F @) [P @)] .. [FH ()],

LEMMA 2. Siano f e g in C"(IR™) e sia w=f o (I 4 g).
Allora si ha per ogni x di R™

v @) ] = 1@+ g@)]
| v @) || < || fY @+ g @) | (L4 || gM (@) ]|]
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9@ </ @+ g@)| 9@ ||+

+, 2 IFP @+ g @)} as (| 9@ @) || 5 e, [| 9= (@) |

per i = 2,...,r dove a; é un polinomio.
Questa affermazione & una ovvia conseguenza del Lemma 1.

TEOREMA. &7 é un gruppo.

Dal lemma 2 segue immediatamente che se F e G sono in ¥ anche
Fo @G din ¥

Vediamo che se F =TI -+ f€ 5 anche I+ g= F—1¢ %". Basta vedere
che |[g(¥) ]| e || 99 (y)| tendono a zero per ||y|— + c0ci=1, ...,

Procediamo per induzione su 7.

Poniamo y= F (»). Dalla relazione — f(x)=g (y) si ha che sup || ¢ (y) || <<
y e RR™
< + co. Poiché ||y || — ||g @) | <] «| si ha che |#|— 4 oo per ||y| —
—> 4 oco. Allora da — f(x) = ¢ (y) segue che || ¢ (y)||— 0 per ||y | —+oco.
Dal lemma 2 si ha

g @< /Y @ 141199 @) ]

quindi

I 1~ I7® @ 1< 17 @

Per ||y || opportunamente grande si ha

W @)
0o )| <1t :
9@ @) || T—[[fO @)
Quindi || gV ()| — 0 per ||y | — 4 oo.
Allora F° e F! sono gruppi, inoltre se ! & un gruppo, anche &*
lo & Infatti dal lemma 2, per ||y | opportunamente grande si ha

170 @ el 2 @)
r) =2
C=ll"wl= =70 @ ]

LeMMA 3. Per ogni r€N e per ogni s€N — (0] esiste una costante
k(r,s) € RT che gode della seguente proprieta : se le applicazioni f, , ..., [, di

Cr (B™) somo tali che = || fillr < & con 0 < a <s, allora F=(I+f)o
t=1
o (I+f,) & tale che | F — I|| r<ak(r,s)

8. Annali della Scuola Norm. Sup di Pisa.
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Procediamo per induzione su r. Per semplificare le notazioni poniamo
=I+fi)o..oI+f) quindi F,=F.
Dalla definizione di F si ha
() F—TI=fi+fyod+f)+mttooT+fas)omoT+1)=
=fi+fooFi+ ..+ faoo Fo.

Allora || F — I||oo << «, quindi k(0,s) =1 per ogni s € N — {0}.
Da (1) e dal lemma 2 segue che

sup |(F — I (@) | < | /i ller + 12 llee [1 + (174 llead +

vt | fallee U+ /o fled o (L A+ [ lle] < w e
Allora | F —I||on << «¢®, quindi k(1,s)=e¢® per ogni s€N — {0}.
Dimostriamo che se la nostra proposizion¢ vale per » — 1, vale anche
per r. Valutiamo || (F, — I)?) (x)||. E ovvio che
\2) (Fp — I)® (2) = (Fyey — 1) () 4 (fa 0 Fpy)? (2) .

Dal lemma 2, dato che r =2, si ha che

[ (fa o Puca)? @) [| < | s Faca (@) ||| (Fas — 1) @) || +
+,22||f (Far @) || 4 (| Fney — DO @) ||+ || (Faex — D (@) )
j=

Per Dipotesi di induzione || (F—y — I)? (@) || < || (Fpy — I)||C1 <<
<a k(r—1,s8) (t=1,..,r — 1) per cui tenendo presente che a; & un po-
linomio (dipendente da ») dove j=2,...,r si ha che esiste una costante
L (r, s) tale che

@ e Py @ S A Far @) ||| Faes — 17 @) | +
+ L(r9) ZHf‘” vt (@) | < (| llgr || (Fams — 1) (@) || +

+ =D)L, 9) | fallsr -
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Poniamo (r — 1) L (r, s) = M (r, s). Da (2) e (3) si ha
| (Fo — DO @) [| < (1 || fullor] || Fner — D0 (@) || + M (7, 8) [[Sa | o -
Dopo aver ripetuto n — 1 volte questo procedimento si ha
(o — D) @ | << (1 4 [[fallor] o L+ (| S Nl 2 llr 4
+ 1+ [ fallgd o 1+ 2 o) MOy ) [ fo Nl or + -
v M (7, 8) || fo |l or < max [M (1, 5), 1] ¢ e

Quindi k (r, 8) = max [M (r, 8), 1] e*.

LevMA 4. Sia F in 7. Poniamo f=F —1 e f, =f ot dove con t si
indica la traslazione in R™ individuata dal vettore t. Allora se ||z| — 0

Ilfe =S ller— 0.
Infatti si definisce la funzione o : R™ < IR™ — 1R tale che

o) =max[||fx+ ) —F@I, [/ D@+ 1) —fD @], ..
ey IO @ ) — O @ |
La nostra affermazione & una semplice conseguenza delle seguenti pro-
prieta di o:

i) o (%, 7) tende a zero per | x| — -+ co, uniformemente al variare
di 7 in un intorno limitato dell’origine.

ii) o & continua e g (x, 0) = 0 per ogni « di IR™.

LEMMA 5. Siano G ¢ F in Fr e y in C(R™). Se [ y|— 0 allora
anche |G o (F+y)— G o FHQ,——> 0.

Procediamo per induzione su #. Per »= 0 la nostra affermazione &
ovvia, vediamo che se vale per r — 1, vale anche per r.

Dal lemma 1 sappiamo che la derivata r-sima di Go (F}+y)— GoF &
la somma di un numero finito di applicazioni r-lineari del tipo

G* (F (2) 4y @) [F* @) + 9™ @)] .. [P @) 4+ y @ (@)] —

— @ F@)[FY @)...[F @) dove k=1,..,r e 4, + .. + =
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Tenendo presente che || 7% () || || F™ @) || ... || F* (@) || < (]| F—TI|»+
- 1)%, si ha che la norma di un’applicazione di questo tipo si puo maggio-
rare con la seguente espressione.

sup || GV (F (2) + y (@) — G (F (@) || (| F — I+ 1/ +

7P I F =T [| G —Tllors [I71lc)

dove p & un polinomio. Da questa maggiorazione e dal lemma 4 segue
subito la nostra affermazione.

Sia F € F e siano rispettivamente (I -+ fy) o ... o (I + f,) € (I + gm) © ...
w. o (I + g,) fattorizzazioni in & di F ed F1.

Poniamo

n m
d (I, F) = inf. E} 'lf"'G’ ~+ inf. E’] I gi”@"

dove gl estremi inferiori s’intendono rispettivamente in relazione alle fattoriz-
zazioni di F ed F—'in F Inoltre definiamo per ogni F e G di F

d(F, )= a(I, G o F-).
B ovvio che d & invariante a destra, ciod per ogni F, G, H di ¥~
d(F,G)=d(Fo H,Go H).

Verifichiamo che d & una distanza in %~ .

i) d(F,G)=0—>F = @.
Infatti d (F, @) = 0 significa che esiste una successione di fattorizzazioni
di Go F1 in ¥r,

G o F—1 =(I+ g".‘n) O ... O (I+9n,1)
tali che

—> 0 per n — - oco.

C‘jn"——'Zn n, || or
(n) l=1]|g’”e

Dal lemma 3 si ha che per = abbastanza grande (in modo che sia
Sm) <1)|| GoF-! —I”e,gK(r, 1) S (n) percid || G o F—? _I”€'= 0,
quindi F= @G.

ii) d(F, @)= (@, F).
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B una ovvia conseguenza della definizione

iii) d(F, @) << d (F, H) + d (H, G).
Questa affermazione segue dalla relazione ;

a(I, Mo N)<a(I, M)+ d (I, N)

valida per ogni M e N di ¥". E questa & una banale conseguenza del fatto
che tra le fattorizzazioni di M o N in & c¢i sono quelle ottenute componendo
una fattorizzazione di M in %" e una fattorizzazione di N in ¥".

by

TEOREMA 2. F" & un gruppo metrico.

Vediamo ora che con la metrica precedentcmente definita il gruppo
G & topologico.

Per i risultati della teoria dei gruppi topologici [3] basta che sia veri-
ficata la seguente condizione: per ogni F di %", se d(I, H)— 0 anche
d(I,F~' o Ho F)— 0.

Affinché d (I, F~' o H o F)— 0 & sufficiente che tenda a zero || F—1o
o Ho F——I\|e,+ |F~1o H Yo F—I“e,zlllf’—l o(F+hoF)—I||€,+

+||F—10(F-{—700F)—-—I||e, dove h=H—ITek=H1—1

Se d (I, H)— 0, dal lemma 3 segue che || h][e, e || k||, tendono a zero,

ller

dal lemma 2 segue che anche ||[ho F || or © |20 F|| » tendono a zero, e dal

ller
lemma 5 segue la nostra condizione.

COROLLARIO 1. La topologia indotta nel gruppo topologica F* dalla
metrica d coincide con la topologia che ha come base d’intorni dellidentita
in F

Be)=FeF || F—I|ly+ | F~ =T <e.

Infatti, sia
S ={FeF :a(I,F)< e}

dalla definizione della metrica d e dal lemma 3 si ha, per ¢ <1
E() c S(e) c B (2k (r,1) ¢).

TEOREMA 3. Il gruppo metrico F* é completo.
Sia {H.jney una successione di Cauchy in ", allora d (I, H,) & limi-
tato, quindi per il lemma 3 esiste L tale che per ogni n

—1
1T — Hallgr + |1 T — Hy | or < L
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Dal lemma 2 e dalla limitatezza di {||I — H, lorlne w segue che esiste
M tale che per ogni m e n

| Ho — Ha llgr = | (Hon o B — 1) 0 Hallor < M || Hn 0 B — I ||

Allora, dato che {H,},.» & di Cauchy in ¥, dal lemma 3 segue che
{Hy, — Ilnexy & di Cauchy in C(B™), quindi converge in C"(R™) ad un ele-
mento che indichiamo con H — I.

E banale che || H () — || e || (H — I)®(x)|| tendono a zero per ||z ||—
—> -+ oo per ¢ =1,..,r. Infatti vale la maggiorazione

| H (@)= || < || H @)—Ha @) ||| B @)~ || < || H — Ha || o+ || Hn (8) — 2 ||,

Per le derivate si procede nello stesso modo.

Similmente si dimostra che H, ' — I converge in €’ (R™) ad un elemento
che si indica con @ — I. Vediamo che G—! = H. Basta vedere che
|| @ o H—I]]€,=0 e | Ho G"I”er=0- Infatti per il lemma 2 si ha

16 e HE—Tllo=<[(¢~H)oH|o+[H "o H—I|lp=<
<c|¢— B g+ H o (Hy+ H—Ha) — B o Hy |

dove ¢ & una costante dipendente da || H — I||,. Dal lemma 5 e dalla con-
vergenza in C (R™) di (Hy, ' —Ijuexy & 6 —1T e di (Hy—Ijuey 3 H—1
segue che il secondo membro di questa maggiorazione tende a zero. Nello
stesso modo si ha || H o G — I”@r = 0. Quindi He€ ¥r.

E ovvio che {H,),.x converge ad H in F’. Infatti si ha
dHy, H)<||Ho Hy'—1I ||| Ho o HT' — I || o < || (H— Hy) o Hu ' || +
| Ho— H) o H ||

Da questa maggiorazione, dal lemma 2 e dalla limitatezza di {|| I — H, || orlnew
segue la nostra affermazione.
§ 2. Fissiamo un aperto campione £, di B™, limitato connesso, la cui

frontiera & una verietd m — 1 dimensionale di classe 3.
Definiamo la famiglia di insiemi

X (Q)=[F(&,) R":FeT3
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E ovvio che se Q¢ X (Q2)), & ancora un aperto limitato connesso la cui
frontiera ¢ una varietd m — 1 dimensionale di classe C3.
Si osservi che vale il seguente:

LEMMA 6. Sia Q un aperto limitato di R™ e sia
Q) ={FeF : F(2) = Q)
Allora G (82) é un sottogruppo chiuso di Fr.
Dimostriamo che se la successione (F,},.yc G(£2) converge ad F in

Fr, allora F & in Q(L), il resto & ovvio. Se {F,} converge ad F in ¥"
in particolare per il lemma 3 si ha che

| Fo B — Ilco+ || Fo Bl — I [leo—> 0.

Dato che | Fo F,'— I|jco—> 0, per ogni x€ £ la successione

{F(F,Tl (@) lnexy € F(2) converge ad x€Q2, quindi 2 c F (2). Dato che
|| Fpo F—'— I||co—> 0, per ogni € £, la successione {F), (x)j,exc £ con-
verge ad F (x)€ F(Q), quindi F(Q) c Q. Poiché F & un diffeomorfismo, si
ha F(Q)= Q.

Per abbreviare le notazioni, poniamo da ora in poi §(Q) =G ed
X(Q,)= X.

Sia Q€ X, per come & stato definito X, esiste F € F3 tale che F (£2,) = £.
Indichiamo con y: X — F3/Q Papplicazione che ad 2 associa F o Q. E ovvio
che V’applicazione y & iniettiva e surgettiva.

Questa applicazione y c¢i permette di introdurre una metrica in X in
modo da poter dimostrare che & di I categoria il sottoinsieme di X costituito
dagli £, tali che lo spettro dell’operatore di Laplace — A, relativo ad 2
con dati di Dirichlet nulli, non ha autovalori tutti semplici. Allora conviene
osservare che

LEMMA 7. Lo scarto 8 in F3/Q
d(FoQHoQ)= inf d(Fo G Ho G
¢, GeQ

¢ una metrica. La topologia indoita da J coincide con la topologia quoziente
di F3/Q e lo spazio metrico F3/Q & completo.

Dimostriamo la completezza, il resto & banale.

Dobbiamo dimostrare che se {F,o @,y ¢ di Cauchy in F3/Q allora
{Fn o Qlaen converge iu F3/Q. Basta dimostrare che esiste una sottosucces-

sione di {F, o Q},.n che converge. Dato che {F, o @}, .y & di Cauchy, esi-
ste una sua sottosuccessione {F, o G}, en tale che

N 1
é(lfvog’Fv+log)<—2—,-
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Vediamo ora che esiste una successione {H,},y in F? tale che
iy H €F, 0 @
1

ii) d(H, y Hypa) < >
Procediamo per induzione. Per la definizione di ¢ dato che 6 (F, o G,

1 1
F, o g)<? esistono H, € F, 0 Q e H,€ F,o @ tali che d(H, ,H,) < -5
Dato H, € F, o §, vediamo che esiste H,; con le proprietd richieste. Poi-

1
ché 8(F, 0 G, F,y10Q)< o esistono G, e G, in G tali che d(F, o G,

1
Fopy 0 G) < > Sia @; tale che F, o G, = H, o (; allora assumiamo

H, = F,, 0 G, 0 G5, infatti
d(Hy,Fypp10Gyo G5 )=d(H, oGy, F,110G)=a(F, oG, Fi o @)
B facile vedere che {H,|, .y & di Cauchy in 3. Infatti per ¢ <Cj

j—1
A, B) < 2 A(Hyy o) < 5 + o+ 53= g1
Essendo ¥3 completo, si ha che {H,},. 5 converge in 3. Poiché 'applicazione
canonica n: 32— F3/Q & continua si ha che anche = (H,) = F, o G conver-
ge in F3/G.

A questo punto conviene considerare nello spazio X la metrica d in-
dotta dalla bigezione y di X in &3/Q. Quindi

d (Qi ’ 92) =0 (x (‘Qi)’ 4 (92))

per mezzo di questa metrica d, che chiameremo « di Courant» X e divenuto
uno spazio metrico completo.

TEOREMA 4. Nello spazio metrico completo X con la « metrica di Cou-
rant» 8, & di I categoria il sottoinsieme costituito dagli aperti limitati £, tali
che lo spettro delloperatore di Laplace — Aq relativo ad 2 con dati di
Dirichlet nulli non ha autovalori tutti semplici.

Indichiamo con A4, il sottoinsieme di X cosi definito 4, = {Q2€ X: — 4,
ha semplici i primi » autovalori). Indichiamo con A Vinsieme degli Q¢ X
tali che — 4, ha autovalori tutti semplici.

B banale che

A= N_A, ¢ (4= U C(C4,.
neN
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Se dimostriamo che gli 4, sono sottoinsiemi aperti e densi in X, allora
C 4, sono sottoinsiemi chiusi e privi di punti interni dello spazio metrico
completo y e, quindi C A & di 1 categoria.

Dimostriamo che 4, & aperto. Sia Qe A,.

Per un noto risultato di Courant (®) si ha che esiste ¢ > 0 tale che
ogni Q, immagine di O mediante un’applicazione I 4 v di IR™ in sé con
||w|ler < e ha ancora semplici i primi n autovalori. Poniamo

B(@ r)={Q:a(Q,8) <r).

Dalla definizione di d, dalle proprieta di gruppo metrico di 2 e dal lem-
ma 3, si ha che esiste r tale che ogni £ di B(ﬁ, r) & immagine di @ me-
diante un’applicazione I 4 y con ||y |o < &

Dimostriamo che A, e denso in X.

Sia Q¢ X, consideriamo B (fj, r) dobbiamo dimostrare che in B(ﬁ, r)
¢’® almeno un elemento £2 di A,. Da un risultato del mio precedente lavo-
ro (3) si ha che per ogni & > 0 esiste £, immagine di O mediante un’appli-
cazione I+ vy di ™ in 8é con ||y ||es < ¢ tale che 2 ha tutti gli autova-
lori semplici. B chiaro che se s <1 si pud facilmente scegliere I -+ vy in
modo che stia in 3. A questo punto dalla definizione di d, e dalle pro-
prieta di gruppo metrico di % segue che esiste ¢ tale che il nostro 2
appartenga ad B(’fz, r).

Pisa, Universitd.

(?) [2] pag. 428.
(3 [1] Teorema C.
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