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SEMIGRUPPI DI CRESCENZA n.

G. DA PraTO (¥

Introduzione

Un semigruppo di classe ¢, & un’applicazione fortemente continua t—>G(t)
della semiretta reale non negativa ﬁ+ nell’algebra degli operatori lineari con-
tinui su uno spazio di Banach X tale che & (0) =1, G (t 4 8) = G (t) G (s) ¥ ¢,
s € Ry ; si definisce il generatore infinitesimale A di G ponendo:

G (h) © —
1) Ao =1im W T2
E—o0 h

per tutti gli # di X per cui tale limite esiste e si dimostra che A & chiuso [5).
Hille e Yosida [5], [6] hanno dimostrato che Voperatore lineare chiuso A con
dominio denso in X & generatore infinitesimale di un semigruppo di classe ¢,
se e solo se il risolvente K (1, A) di A, che coincide con la trasformata di
Laplace di @ (t), ¢ analitico in un semipiano Re 1 >> o e verifica le relazioni :
d* R (A, A) l k!

@ | =M R0y

Rel>w k=0,1,...

M e o opportuni numeri reali.

Nella deduzione del risultato suddetto & essenziale che G () sia forte-
mente continuo per ¢ = 0; nel presente lavoro lasceremo cadere questa con-
dizione richiedendo pero alla norma di @G () di divergere per ¢ — 0 non piu
rapidamente dell’inverso di un polinomio di grado = (semigruppi di cre-
scenza =); osserviamo che in tal modo considereremo una classe di semi-
gruppi molto pitt ampia di quelli di classe ¢,, contenente tra I’altro i semi-
gruppi distribuzioni analitici, [6], [1], [2].

Pervenuto alla Redazione il 9 Maggio 1966

(*) Questo lavoro & stato eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca del C.N.R. n. 46
nell’anno 1965-66.

Un sommario dei risultati qui contennti & apparso in C. R, Acad. Se. Paris, t. 263,
p. 996-998 (1966).
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Il primo ad abbandonare l’ipotesi di continuita nello 0 & stato Feller
che ha dato perd caratterizzazioni del generatore infinitesimale di difficile
uso nella pratica [4]; le nostre ipotesi su @ (f), piu restrittive di quelle di
Feller, ci permettono di dare una diversa caratterizzazione del generatore
infinitesimale A, che speriamo utile per le applicazioni.

Se @ & un semigruppo di crescenza n, il suo generatore infinitesimale
A, definito ancora da (1), & prechiuso e ha in generale come speftro tutto
il piano complesso ¢ cosicche il risolvente di A non & mai definito ; tuttavia
la trasformata Laplace di t" G (f), S(4, A) ¢ una funzione analitica su un
semipiano Rel > w e verifica ancora le relazioni (2) e inoltre se « appar-
tiene al dominio di 4A"*! si ha:

(3) S A) (A — ApH o =(1— AP § (1, 4) 2 —a.

Questo fatto c¢i ha indotto a considerare operatori lineari prechiusi (ope-
ratori di tipo =) tali che esista una funzione S (4, A) (risolvente di ordine n
di 4) a valori in £2(X, X) analitica in un insieme aperto non vuoto del piano
complesso @ e verificante (3) ; abbiamo definito insieme risolvente di ordine =
il massimo insieme di analiticitd di S (4, A) e spettro di ordine = il suo
complementare in € ; per n==0 queste definizioni si riducono ai soliti con-
cetti di risolvente, insieme risolvente e spetttro di 4.

Il risultato principale del lavoro e la generalizzazione del Teorema di
Hille-Yosida e cio® se A & generatore infinitesimale di un semigruppo di
crescenza n allora A & di tipo n e il suo risolvente di ordine = S (4, A) ve-
rifica (2); viceversa se B & un operatore prechiuso di tipo » il cui risolvente
di ordine » S(4, B) verifica (2) allora esiste un unico semigruppo di cresenza
n tale che, detto A il suo generatore infinitesimale si ha S (1, 4)= 8 (4, B);
da notare che quest’ultima condizione assicura A =B per n=0.

Abbiamo dimostrato il risultato suddetto seguendo 1’idea della dimo-
strazione di Yosida [7].

I paragrafi 2, 3, 4, 6 sono dedicati allo studio dei semigruppi di cre-
scenza 7, degli operatori di tipo » e alla generalizzazione del Teorema di
Hille-Yosida.

Nel paragrafo 5 abbiamo studiato il problema di Cauchy :

ﬂ"ﬁ
(4) dat

u (0) ==u, € X

= Bu

con B operatore lineare chiuso di tipo n con risolvente di ordine n 8 (4, B)
verificante (2); abbiamo dimostrato che se u appartiene al dominio di B
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allora (4) ha una e una sola soluzione con wu () appartenente al dominio di
B per ogni t€ R, .

Nel paragrafo 6 abbiamo generalizzato ai semigruppi di tipo » che am-
mettono un prolungamento analitico su un settore i Teoremi sui semigruppi
analitici « ordinari » [5], [8]

Nel paragrafo 7, come applicazione, abbiamo dato condizioni di risolu-
bilitd per il problema di Cauchy relativo all’equazione differenziale

Zn ar U* drtu

k=0

con u (t) funzioni a valori in uno spazio di Banach Y e U generatore infi-
nitesimale di un semigruppo analitico « ordinario » .

Abbiamo usato le seguenti notazioni:
R & Insieme dei numeri reali, ¢ linsieme dei numeri complessi, R (Ry.)
Vinsieme dei numeri reali positivi (non negativi).

Se 0<< 0 <g 8, & il settore

8 =1{A€Q, A0 |arg 1| < 6]

X & uno spazio di Banach complesso, ||z | & la norma del generico elemento
z di X, L(X,X) & lalgebra degli operatori lineari continui su X con la
norma usuale; per ogni operatore lineare A in X D4 e il dominio di 4, e
se m & un intero positivo D, il dominio di A™:

Dyn={(2€X, Aiw€Dy,i==1,..,m)

inoltre Dy, (A) & Vinsieme N D .
m=1

Infine con continuita di funzioni e convergenza di successioni in X ab-
biamo sempre inteso, salvo contrario avviso, continuitd e convergenza nella
topologia forte di X.

Ringrazio il professor J. L. Lions per stimolanti discussioni e utili
consigli.

1. Semigruppi di crescenza n.

DEFINIZIONE [1.I] — Diremo che G é un semigruppo di crescemza n su
X, n intero non negativo, se:
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a) G & un'applicazione fortemente continua di Ry in L2(X, X) tale che :
(1.1) GE48)=G () G(s) MtseR4.

b) Per ogni a> 0 la funzione | t*G(t)| é limitata nell’intervallo
I<<t<<a.

c) Se x€X e st ha G()x=0 N teRy allora x=0.

d) Posto :
(1.2) Y=U {yeX; y=6G()x,x€ X}

teRT
allora il sottospazio vettoriale generato da Y é denso in X.
Osserviamo che la condizione ¢) non & restrittiva ; infatti se @ verifica a),

b) d) allora posto :

X,={aeX; GH)o=0 \teRy)

e detta X, la chiusura di X, in X, G induce in modo naturale su X/X,
un semigruppo di crescenza n.
Nel seguito del paragrafo G rappresenta un semigruppo di crescenza .
Definiamo ora il generatore infinitesimale di G e riportiamo nel Lemma
[L.I], senza dimostrazione, alcuni risultati noti ([5] p. 306).

DEFINIZIONE [1.IT] — Sia A Voperatore lineare in X definito da :

(1.3) A —1lim W2 —2

reX
B0 h

per tutti gli x per cui tale limite esiste; A é detlo il generatore infinitesi-
male di Q.

LEMMA [1.I] — Dy é denso in X ¢ se x€ D, la funzione G (t)x é pro-
lungabile & una funzione continua e derivabile in Ry e si ha:

(1.4) lim G (t)x =2
t—0
(L.5) d—G:l(:—)f=AG O x=G () Az N teR,.

LEMMA [LII] — 8i ha:
(1.6) lim (G () o — ) =0 M v € X.

t—>90

in particolare se n==0 G é un semigruppo di classe c,.
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DiM. — Dato ¢€ 1Ry, € X esiste (LEMMA [1.I]) un elemento y€ Dy
tale che || — y || < ¢ ne segue:

[re@We—tra||<|t GOz —tG@)y| + ||t GOy —ty[| 4|z —y]

et +|rat))+t] ¢oy—yl

allora in virtd della DEFINIZIONE [L.I] b), del LemMmA [1.I] e dell’arbitrarieta
di ¢ si ha la tesi.

TEOREMA [L.I] — A é prechiuso.

DM, — Se #€D, si ha (LEMMA [1.II))

t

2 t
(L7) ¢ Gt)e= fd;is (s"+1G(s)x> ds=(n 4 1)/8"’ @ (s)% ds -+ | s* 1 G(s)A wds.
0 0 0

Sia ora {#;} una successione in D, tale che:

lime =0, limArz—y cony€X

1-c0 l->o0

ponendo x; al posto di  nella (1.7) e passando al limite per I tendente al-
Vinfinito si ottiene :

t
(1.8) lim [ s G(s)a;ds =0

o0

t

14
(1.9) lim | s"+ G(s) A x; ds = [ s G (s)y ds.
l-»00 .
0 0

Infatti (DEFINIZIONE) [1.I| b) esiste un K¢ R4+ tale che:
"G <BE se 0ls<t?

ne segue:

<tK| x|

nfts" G (s) a1 48
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e inoltre :

t
H/ smt1 G (8) (Axy — y)ds || < t* K || Ae, — y ||
0

quindi si ottiene

t
fs"+lG(s)yds=0 M EERL
0
cioe
st G y=0 Mse Ry

ne segue (DEFINIZIONE) [1.I] ¢) ¥y =0 cosicché 4 & prechiuso.

2. Trasformata di Laplace.

In questo paragrafo G rappresenta un semigruppo di crescenza n in X,
A il generatore infinitesimale di ¢, K un numero positivo tale che:

(2.1) [t G(t)|| <K se 0<<t<1.
Il seguente LEMMA riguarda Pandamento all’infinito di || & (¢)|| .
LEMMA [2.1] — HEsiste un numero positivo M e un numero o tali che:
(2.2) | tn G (6| << Me=t  fteRy.

Inoltre se w€ Dy per ogni intero mon megativo k esiste un numero posi-
tivo My tale che:

(2.3) [t @ () 2 || < My et MYEER, .

Dim. — Poiche la funzione || G(t)|| & subadditiva nell’intervallo 1 <<t < co
esistono numeri M, , o, tali che ([3] p. 618):

(2.4) |G@)|| <M et se t=1.

In virta di (2.1) e del LEMMA [1.I] segue ora facilmente la tesi.
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DEFINIZIONE [2.1] — I’estremo inferiore deglt @ per i quali esiste un
Me R4 tale che valga (2.2) sara detto il tipo di G; se w < 0 Gsard detto
di tipo megativo.

Osserviamo che si pud sempre supporre G di tipo negativo : infatti se G
& di tipo w e se ¢€ Ry e—lot+et G (t) & un semigruppo di crescenza n di tipo
negativo.

Vogliamo ora definire sul semipiano Re 1 > w una funzione analitica
S(2) a valori in in L£2(X, X) che avra un ruolo analogo al risolvente nei
semigruppi di classe ¢,; i lemmi seguenti sono dedicati allo studio di alcune
proprieta di 8 (4).

LEMMA [2.II] — Posto:
(2.6) S(l)w=n1—'[e—“t’“G(t)xdt MreX

8 (%) é una funzione analitica sul semipiouo Rel > w a valori in 2(X, X)
e risulta :

(2.6) @ 21(3) v - (= '1)k j etk G (t) x dt MreX
ax 8 (1) KM
(2.7) } d ix l n!(Re i — w)H!

essendo k un intero non mnegativo ¢ Re 1 > w.

DmM. — La (2.5) ha senso in virti dei LEmMwmI [1.II] e [2.I], inoltre dagli
stessi segue anche Panaliticitd di S(1) e la (2.6); intine la (2.7) si prova
facilmente tenendo conto di (2.2).

LEMMA [2.111] — Se x€Dy allora SA)x€Dy e se €D,y risulta:
(2.8) SA)A—Aytlo=A— Ayt S (1) v = x.

DiM. — Se x€Dy e se s€MRy 8i ha:

1

29  GESWr—_

f eMpr G+ s)xdt =

(o]
n

1 n n—k on—, -
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Gli integrali che figurano in (2.9) hanno senso in virth di (2.3); da (2.3)
segue anche che G (s) S(1)x e, come funzione di s, prolungabile a una fun-
zione continua e derivabile in IRy cosicché S(A)x€Dy.

Si ha inoltre :

(2.10) 8 (1) A » — lim § (1) w:”;'” —1im $O 8D - Sz _ 4 ).
§—0 §—0

Infine se x €D 1 8i ha:

1 1 + 1
(2.11) SAA—AypHpg=— 23 (— 1)k gnt1~k T,

’n' k=0 k
essendo

r & G (¢

(2.12) L= j e %dt k=0,1,..,n+4+1.

Osserviamo che se k<< n -+ 1 in I; e lecito integrare k& volte per parti dato
dx G (t)
de®
su IRy (LEmMmA [1.II]) e che vale la relazione (2.3).

Si ha inoltre se &€ R+

T a1 @ (t) » ar G (t) x a ar G )z
—At fn - p—he N —At 0
j e ¢ prEE dt=—=e¢"7¢ ( a )" |a (e t ) —am dt

& &

che le funzioni , k=20, 1, ..., » sono prolungabili a funzioni continue

~

e, passando al limite per ¢ —> 0 si ottiene

oo

Gt d G (t)x
= — At = | — (e tn h
(2.13) In+1 f € " dt”’"'l dt fdt (6 ) T dt
0

Integrando ora k volte per parti in I, e n volte per parti in (2.13) si trova:
(2.14) SMHA—Aptle =z
e quindi, in virth di (2.10), la tesi

LEMMA [2.IV] — Posto:

(2.15) Ht)z=GHSA)z VaeX, Rel>w
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allora H; (t) é prolungabile a una funzione continud su ﬁ.{. e si ha:

(2.16) lim H, () & = S (1) &

t—0

e s¢ ¢ w <0 si ha infine:

d+1H, () x
(2.17) —ﬁﬁ— =G (@) MteRy
Dim. — 8i procede come per la dimostrazione del LEMMA [2.II1].

3. Spettro di ordine n.

In questo paragrafo B rappresenta un operatore lineare prechiuso con
D, (B) denso in X,

DEFINIZIONE [3.I] — Diremo che B é di tipo n se esiste una funzione
analitica S (i, B) a valori in L(X, X) definita su un insieme aperto non vuoto
on(B) di C tale che :

a) Se x € Dg allora S(A,B)x€ Dg M A€o, (B) e i ha:
(3.1) BS (4, B) x = S (4, B) Bx.

b) Se x € Dpyuyy 8t ha, per ogni 1 €p, (B)
(3.2) 8, B)(A — B"tle = (L — By*+1 8 (4, B) o — w.

c) Sia A€o, (B), s¢e S(4 B)x =0 si ha allora x =0.

Supporremo sempre S (1, B) massimale cioé che non esista un’estensione pro-
pria di 8 (4, B) verificante a), b), ¢), ; diremo allora che 8 (A, B) é il risolvente di
ordine n di B, che g, (B) é Vinsieme risolvente di ordine n di B e che o, (B)=—=
Q€ — on (B) é lo spettro di ordine n di B.

Se B & chiuso e di tipo 0 S8(4, B) si riduce al risolvente R (4, B) di B
e g, (B) e o, (B) rispettivamente all’insieme risolvente e allo spettro di B.

Osserviamo che, mentre il risolvente di un operatore chiuso & automa-
ticamente analitico laddove esiste, per n >> 0 Danaliticita di S (4, B) deve
essere esplicitamente richiesta.

B noto ([3] p. 602) che se linsieme risolvente di un operatore chiuso B
su X non & vuoto allora ogni polinomio in B & chiuso; se B & di tipo =
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allora lo spettro di B puo coincidere con ¢, ma sussiste il seguente risul-
tato pitt debole :

LEMMA [3.I] — Se B ¢ di tipo n in X e se A€ g, (B) allora (1 — By*t!
¢ prechiuso e, detta (A — B)y*+1 la minima estensione chiusa di (1 — B+ , 81 ha:

(3.3) (A—BytiS(L, Bya=uw M xeX.
DiM. — Sia A€, (B) e sia {x;] una soccessione in D,y tale che:
lim o, = 0 lim (A — Bl g =y cony€ X
l— oo 1~ o0

si ha allora:
S, B)y=1im 8(4, B)(A — By'*t1 g =0
l— oo

cosicch® (DEFINIZIONE [3.I] ¢) si ha y=0 e (A — B)» & prechiuso.
Sia ora € X e {#] una successione in D, convergente a x, si ha :

lim S (4, B)a;= S8 (4, B)w, lim(1— By+1 8§, B)osy—a

l— oo l—o00

quindi S (4, B)x appartiene al dominio di (A — B)*»t+! e vale la (3.3).
Osserviamo che per n > 0, se z € D(A——B)" 4, Don & detto che x¢€Dg;
infatti se y € X 8 (4, B) y non appartiene in generale a Dy, se cid accadesse
per tutti gli y di X allora (A — B) 8(4, B) sarebbe un operatore continuo e
quindi B sarebbe di tipo » — 1.
Nel seguito di questo paragrafo B rappresenta un operatore prechiuso
su X di tipo n con D (B) denso in X ; porremo inoltre :

A" 8(i,B)

8 (4, B) T

A€ g, (B)

per ogni intero non negativo m.

LeMMA [3.II] — Se 1 e m sono interi non negativi si ha:
(3.4) 8@ (1, B) 8™ (1, B) = 8™ (4, B) 8® (4, B) \ A€ o, (B).

Dim. — Ovvia.
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LeMMA [3.ITT] — Se 2 € Dy, (B) allora SY (i, B)x € Do (B) per ogni in-
tero mon mnegativo 1 e per ogni A€ o, (B).

DiM. — Per I — 0 la tesi & evidente (DEFINIZIONE [3.I] a); basta al-
lora provare il LEMMA per I =1,

Si ha, se € Do (B) € A€9, (B), S(4, B)(A— Bpr+lg =X da cui, deri-
vando rispetto al:

(3.5) SO (A, ByA— Bytlg=—(m-+4+ 1)(A— BrS@A B«

applicando ad ambo i membri S (4, B) e usando il Lemma [3.II] si ottiene :
(3.6) SW@,B)yx=— n-+1)8*@4, B)(A — Bz

e quindi la tesi.

LEMMA [3.1V] — Risulta, per ogni 4 € p,, (B) ¢ per ogni intero non negativo k

nl

(3.7) 8%, B)a& — m (— 1)k—nth—1) Qak+k—n—1) () B)w, /@€ X.

DiM. — Sia dapprima « € D,, (B), applicando ad ambo i membri di (3.5)
(A — B) 8 (4, B) si ottiene:

(3.8) S0 (@, B)(A — B)x = —(n -+ 1) S (4, B) 2.
Derivando ancora rispetto a 1 si ottiene:
8@ (4, BY(A— By = — (n -+ 2) 8" (4, B)
applicando 1 — B e gostituendo (3.8) si ottiene:
8@ (4, By (A — BPfx=(—1?*(n 4 1)(n + 2) S (4, B) .

Procedendo in modo analogo si perviene alla relazione :

—_— 1
S(nk-l—k—fn—l) (l’ B) (1 — B)nk+k—n—l 2T = (__ 1)(nk+k—n—1) @%_i S(l’ B) .

Moltiplicando per S§*—! (1, B) e tenendo conto del LEMMA [3.III]si ha la (3.7
per z€ D, (B) ma dato che Dy (B) & denso in X si ha la tesi.
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Proviamo ora un’identitd che generalizza l’identita del risolvente :

LeEmMMA [3.V] — Siano A, u€ g, (B),4 =£ u, posto:

(3.9) B =2 ("THw—m— s, ms G B

allora B, , € L(X, X) e risulta :
(3.10) 8 (4, B) — 8 (uy B) = (u+! — A1) S (4, B) 8 (4, B) + B -
DiM. — Sia 2 € Dy (B), si ha allora:

(u — ByptHle — (A — Byrtl p = zn‘ (" _It- 1) (Ut — %) (— 1)n—k Bn—Fk g —
k=0

it gt > (” ",*c‘ 1) (¥ — 2¥) (— 1=k Bn * g,
k=1

Ne segue, applicando S (4, B) 8 (u, B):
8 (3 B)& — 8 (4, B) & = (ot — 1) 8 (1, B) 8 (u, B) & + By, @
cosicche, dato che D, (B) & denso in X si ha la tesi.

Concludiamo questo paragrafo con il seguente TEOREMA che da una
condizione necessaria sul generatore infinitesimale di un semigruppo di cre-
scenza n.

TEOREMA [3.I] — Se G é un semigruppo di crescenza n sw X, il suo ge-
neratore infinitesimale A & di tipo n e lo spetiro di ordine n di A é conte-
nuto in un semipiano Re 1> w, w opportuno numero reale.

Inoltre il risolvente di ordine n di A S (1, A) e dato da:

1 o0
(3.11) S(A,A)wmmfe—“t"(}(t)xdt, MareX, Rel> w
0
e valgono le relazioni :

k! M
n! (Red — )+l ’

(3.12) | 8® @, 4) || < VY Rei>w,k=0,1,..

eon M opportuno numero positivo.
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DiM. Che D, (A4) sia denso in X segue da ([5] p. 308), le altre affer-
mazioni seguono dal Lemma [2.II].

4. Generazione del semigruppo.

In questo paragrafo B rappresenta un operatore lineare prechiuso di
tipo n con D, (B) denso in X. Supporremo che il risolvente di ordine n
S (4, B) di B sia analitico in un aperto contenente il semipiano Re 1 =0 e
che verifichi le relazioni :

ME!

(4.1) 1802 B | < e

k=0,1,.., Rei=0

dove M & un opportuno numero positivo e 8% (1, B) la derivata k== di
S (4, B).

Seguendo V’idea della dimostrazione di Yosida ([7]) daremo un’inversione
del TEOREMA [3.II] provando che esiste un semigruppo di crescenza = su
X, G (t) il cui generatore infinitesimale A & di tipo » e ha lo stesso risol-
vente di ordine » di B.

Osserviamo che se § (1, B) verifica, in luogo di (4.1) le condizioni (3.12)
allora S (1, B — w — &) =S8(1 4 w - ¢, B), con ¢ €, R4, verifica le (4.1) cosicche
queste non sono piu restrittive delle (3.12) dato che evidentemente B — w —e¢
e ancora di tipo =.

LEMMA [4.I] — Sia i un intero positivo, posto:

1

4.2) B; = —ug | [it2 8 (i, B) — 1]
(4.3) G (t) = "
risulta :

4.4) H&@st+%

essendo N =2M (n 4 1)

Dmm. — Si ha:

% o snpgok t*
Gilt)y—m e = 2" §(i, B)
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ne segue:

_L oo ¢k gnk+2k .
lewl=e =i+ 2 Lo 6|

=1

e, in virti del LEMMA [3.1V] e delle (4.1) si ottiene:

—L 1 n 0o .t F4n
foao = (S e ()

avendo posto
“ _ (k+mn)! (nk+Ek—n—1)!
TR (nk 4+ k — 1)1

Esgendo a; << 2 (1 + n) si trova:

_ " L i -
leat | = oo (B 1 g ] 1 ZEOED

LEMMA [4.II] — Sia € D, (B) e k un intero positivo, si ha:

(4.5) lim BY v = B* .

i—o0

Dim. — Risulta, se € D, (B):

(t — By"t! Bip = - j_ 5 > ('n + 1) (— 1)n—F j++1 Ba—k—1 4
k=0

Poniamo B; — B==4;, &i ha:

(r — B)"'H Aiw == 2 dyi* B2y
=0

essendo
=(—1) se k=0
dy
|1 (m41 n—+41 .
AT S TSI
ne segue

n
dix= 5 dpi* 8 (i, B)wy, avendo posto x== B+i-Fkg,
k=0
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Vogliamo ora provare che risulta lim 4; x = 0 ; dimostriamo ad esempio che

1->00

si ha:
lim * § (¢, B)z, = 0.
Osserviamo che 'andamento di || 4" 8 (i, B)x,| per i-— co & il seguente:

[ i 8 (i, B) || ~ im—1

posto x, =8 (4, B)y con 1€ g, (B),y € Dy (B) si ha, usando la (3.10):

g

86, B) S (b B) Y = gy (5 6y B)y — S (4 B)9) +

" » (n + 1)

Wk k (A — %) (— 1)+ Bk S (i, B) w, .
— =1

Osserviamo che l’andamento della norma del secondo membro di questa
relazione per i — co & n — 2; procedendo allora in modo analogo si ha la
tesi per k=1, per k> 1 si procede per ricorrenza.

LEMMA [4.II1] — Posto :

e* — ef

Pl f)="p

o, BER

sussiste Uidentita :

a+-p F—1 13
5 2 (L4 (=11 (@ — p)
(4.6) F(a,B)y=c¢e kfo W o -+

12
(o _' ﬁ)nf §" [(— 1)m e eB1—s) 4 efs ea(l—s)] ds.
ni
0

DiM. — Si prova per verifica diretta.

LEMMA [4.IV] — Per ogni ¢ >0 e per ogni x € Do (B) esiste un intero
positivo i, (x) tale che se i e j superano . (¥) risulta :

(4.7) | Gi)e — GO x| <<ef(t)
con f(t) funzione reale e continua su R4+

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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In particolare esiste il lim G () .

i— 0o

DiM. — Dalla (4.6) con o= B;t, f=B;t si ha:

¢ £\ » (14 (— 101 (B; — Bt
Git)=— G; (1) = G; (?) G (—2—)kz=0 + o ) 7 j 1
1 1/2
(Bi_—;“_Bf)_ i1, j §5[(— 1) G, (ts) G; (t — ts) 1 @; (ts) G; (t — ts)] d.

0

In virtd del LEMMA [4.I1] dato x in D (B) e ¢ >> 0 esiste un intero i, (z)

tale che se i e j superano i, (x) risulta :
|| (Bi— Bj)Ya| <e k=1,..041

ne segue dalla (4.4)

1l Gi(t)w—_Gj(t)wllés(l_l__znl\f)z n gkl

A4 o k1 28

1/2

gl N N
87,72[8 (1+W)(1+_——tn(1_s

0
e quindi la (4.7) con:

12
Non\2 L o9 N
0
LEMMA [4.V] — Posto :
(4.8) G@)r=I1lim G;() x VeeX, teRy

i-00

allora G (t) é un operatore lineare continuo su X e risulta:
N
(4.9) lewil<i+

(4.10) 8, B) m=7717 40 @ (t)adt  Rel> 0.
0

)n) ds
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DiM. — Se € Dy, (B) il limite (4.8) esiste per il LEMMA [4.IV], quindi
in virth della (4.4) esiste per ogni # di X e vale (4.9).

Proviamo la (4.10); osserviamo intanto che se x€X e Rel >0 vale
lidentita :

oo

' 1
(4.11) (l —_ B,‘)_n_l X == —n—' et Gi (t) x dt
0
come 8i verifica direttamente usando (4.9).

Sia Re 1> 0, poniamo

(4.12) IFz=1lim (1 — B)—"la aeX

i—o0

dalla (4.11) segue che tale definizione ha senso e dalla (4.8) segue la rela-
zione :

(4.13) Io— % J et G (t)  d.
0

Sia ora « € D, (B), poniamo :
(4.14) y==8 4 B)x, ;=4 — Bty
risulta allora successivamente :

(4.15) =4 — Bty =1im x;

i— co

(4.16)  y=1lim (A — By 1 (1 — ByrHy=1lim A — By "=
dato che nella topologia forte il limite del prodotto & uguale al prodotto
dei limiti.

Da (4.15) segue allora #= (1 — By*+ly=(1— By I'z ciod S(1,B)x =Ix;
poichd D, (B) & denso in X si ha I'= S (i, B) e quindi la tesi.

TEOREMA [4.I] — Sia B un operatore lineare prechiuso con Do (B) denso
in X e di tipo n verificante le relazioni (4.1), allora esiste un unico semi-
gruppo G di crescenza n su X tale che, detto A il suo generatore infinitesi-
male si ha:

(4.17) S(A, A)=~8(,B) Rei>0.
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DiM. — Proviamo che G (t)x & continua in IRy per ogni fissato « in X ;
sia dapprima x € D, (B), si ha allora :

|60 — 6 @)a]—1lim|| 6 @)z — 6 e] <lin | 6:0) — 6o +
| G; () x — Gi(s)x || +il_i>1°1; |G — Gi(s)x||.

Dato e > 0 sia i, (#) come nel LreMMA [4.IV], si ha allora se i ej sono mag-
giori di %, (x):
lete—amal<2et60)2—6G@al;

poich® @; (t) & continuo si ha la tesi. Sia ora x arbitrario ¢ > 0 e y € Dy, (B)
tale che ||# — y || <&, 8i ha allora:

lege—GEr|<||@Ole—GNy[+[GOy—GE) Y[+

le@y—awsl<s(2+5+5)+lewy—ewyl,

quindi la continuitd di G (t)x * x€ X & provata.
Osserviamo ora che si ha
G+ o)r=lmG@E+s)z=1im G;()) ;) e=G (@) Gz veX t,seRy.
1— 00 t—co

Inoltre dal LEMMA [4.V] segue che G & di crescenza n e che vale (4.17);
resta allora da verificare le condizioni ¢) e d) della DEFINIZIONE |1.I].

Sia G()x=0>1t€ Ry con x€X, si ha allora dalla (4.10) S(4, B)x=0
con Rel > 0; ne segue (A — B)y"+! §(4, B)wx = =0.

Sia infine Y= U {y¢€ X,y==@G (t)r, x€ X} e supponiamo per assurdo

t € R+

che il sottospazio vettoriale generato da ¥ non sia denso in X ; esiste allora
un funzionale lineare continuo non nullo f su X tale che f(G(t)x) =
0\ t€ Ry, x€X cosicche da (4.10) segue f(S(1, B)x)=0 con Rel >0
e r € Xe, in particolare, f(x) = 0 N # € D, (B) dato che se x € Dy, (B) si ba
x=~8(4, B)(A— B)*tl z; ma cid ¢ assurdo poiché D, (B)& denso in X.

Infine osserviamo che S (i, 4)= S (4, B) & la trasformata di Laplace di
t* @ (t) cosicche dalla unicitd della trasformata di Laplace segue 1’unicita di G.

5. Problema di Cauchy.
In questo paragrafo B rappresenta un operatore lineare cﬁiuso in X

verificante le ipotesi del TEOREMA [4.I], @ il semigruppo di crescenza =
associato a B secondo la (4.8), A il generatore infinitesimale di G.
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Daremo condizioni di risolubilita per il seguente problena di Cauchy :

du(t)

Fn = Bu (t) te R+
(5.1)

lim w () = u, uy € X

t—0

LEMMA [5.I] — Se x€ Dg allora G (t)x€Dp e si ha:

(5.2) B@ (t)x = G (t) Bx M teR+.
DM, — Se x€ Dp, Bfx appartiene a Dp per ogni coppia di interi i e k,
m B,thk
quindi posto B,, = X , t€R4, si ha: lim BP,, x=1im P, Bx=G;(t)x.

— k!

Ne segue G;(t)x€ Dp e BG;(t)x = G;(t) Bx dato che B & chiuso.
Si ha inoltre lim BG;(t)z=1im G;(f) Bx = G (t) Br, ne segue G (t)z€ Dz e

100 i-»00

B@G (t) x = @G (t) Bx.

m — oo m —+ oo

LeMMA [5.IT1] — Se x€ Dy,qy allora per ogni t€ MRy G(t)x appartiene
a D4n+1nDBn+1 e 8t ha:

(5.3) A*GH)x=DBrGt)e a€X k=1,2 .0+ 1

DiM. — Se 2€D ;.11 ¢ Rel >0 si ha 8(4, B)(A — B)"t*x =« ; posto
y=(A— B)"t1x si ha, in virth del TEOREMA [4.I}, x =8 (},B)y=8 (4, 4) ».
Ne segue G (t) ¢ == 8 (1, A) G (t)y cosicche, in virtli del LEMMA [2.1V] si ha
G(t)x€ D, ni1 V€ Ry . Postoinoltre z=@G (t)x si ha 2€ Dyynyy per il LEMMA

[5.1] ne segue 8 (4, B) (1— B)*+! 2=z cioe S (4,4) (A— B)*+! z=2; applicando a

sinistra (4 — A)*t1 ne segue (1 — B)*t! 2= (1 — Ayt1z e, data 'arbitrarieta
di A si ha la tesi.

TEOREMA [5.J] — Sia B un operatore lineare chiuso su X verificante le
condizioni del TEOREMA [4.I]. Allora se uy€ D, 1, il problema di Cauchy (5.1)
ammette una sola soluzione uwn -+ 1 wvolte derivabile con :

_
(5.4) u(t)sDBn+lvte1R+,—:tT()=Bku(t) VteRy k=1,2,..n 1.

DiM. — Se u, € Dyuqy poniamo u (t)= G (t) u, %/ t € R+ ; u verifica (5.1)
e (5.4) in virth del LEMMA [5.II] e del LEMMA [2.IV].
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Sia viceversa v una soluzione di (5.1) verificante (5.4) e sia 0 << s < t;
dato che v (s) appartiene a D,,y, la funzione G (¢t — s) v(s) & derivabile in s
in virth del LEMMA [5.II] e si ha:

dv(s)
ds

AG(t—s)v(s)—B Gt —s)v(s)=0.

%(G(t—s)v(s))=A Git—s)v(s) — G({t—s)

Poniamo allora ¢ (t)==G (t —s)v(s)t € R*T; se t > 0 si ha lim G (t — s) v (8) =

§ -0
G (t) wy=u (t). Ne segue u (t)=c(t) == G (t — 8) v (s) e passando al limite per
t—s e tenendo conto che v (s)€ D,, 1 si ottiene u(s) = v (s).

6. Semigruppi analitici di crescenza n.
In questo paragrafo G rappresenta un semigruppo di crescenza » tale che:
(6.1) @@ <M, MeR+.

Daremo le condizioni affinché @ (¢) sia prolungabile a una funzione analitica

G (2) su un settore §,, 0 <6 < —n2~ ; seguiremo sostanzialmente la dimostra-
zione di Yosida ([8]).

DEFINIZIONE [6.I] — Diremo che un semigruppo di crescenza n G & pro-
lungabile in un settore S, se esiste una funzione analitica G (2) su S, a valori
in L(X, X) tale che:

a) G (2 + 2)) = G (2)) G (2,) N2y, €8,.
b) Hsiste un numero positivo K e un numero reale w tali che,
(6.2) | 2" @ (2) || << K ewkez M 2ES,.

TEOREMA [6.I] — Sia G wn semigruppo di crescemza n verificante (6.1);
supponiamo inoltre che posto L () =1" G (t) risulti:

Nk EE

(6.3) [T @] < == F=0,1,...,te Ry, Ne Ry

essendo L®) (t) la derivata k»* di L (¢).
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Allora G é prolungabile analiticamente su S, con @ =— arc sen (%) e ri-

sulta inoltre, detto @ (2) il prolungamento analitico di G (t) ¢ per ogni &€ R+
cone << 0

sen 6

6.4) |G| < M 2€8,—, con K,

|z " T sen0 —sen (0 —z) |
DimM. — Sia ¢t€ iRy poniamo:
o0 — 1\
(6.5) L= 3 =% m
k=0 .

e cerchiamo il raggio di convergenza della serie (6.5), si ha

“3 &z — tf L(k)(tt)Hé 2 <6M|z—t‘)k
=0 k!

k=0 t

cosicehd la serie (6.5) converge se | z — t| < t/eM, quindi al variare di ¢ in

TR si trova che L (2) ha senso e ¢ analitica nel settore S, con 8 dato da 6 —
arc sen (1/eN).

B chiaro che L (2) & il prolungamento analitico di L () e che @ (2) =

1
;;L(z) ¢ il prolungamento analitico di G (2).

1
Si ha inoltre || L () || < cosicche segue (6.4).
|z —1]
1—eM—
t
LeEMMA [6. II] — BSia G un semigruppo analitico di crescenza n su S, tale
(6.6) lenG @R <M Mzel,

e sia & un numero tale che 0 << e < 0.

Allora, detto A il generatore infinitesimale di G e S (4, A) il risolvente

di ordine n di A, 8 (A, A) & prolungabile analiticamente sul settore S
2

0—e

risulta :

(6.7) || 8@, A)|| < M7/ 4| vus;,_ﬂ_s con M’ € R+.
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DiM. — Poniamo L(2)=2" G (2) e sia 0 <y <0, si verifica allora
facilmente che si ha:

1 1
(6.8) S, A)= P f e [ (2) dz = - fe—” L(2)dz

Iy r_

essendo Iy —{z€Q;2=e*vI.LER,).

La prima delle (6.8) c¢i permette di prolungare analiticamente 8 (i, A)
nel semipiano Re (1¢%) >0 e la seconda nel semipiano Re(1e—¥) > 0;
sempre da (6.8) segue inolftre :

M

(6.9) I8 Dl < e ez

Re (A e+%) > ¢.

In particolare se 0 < 9 — & <y 8i ha:

M
8@, 4)| < WF(Z) se —%—»9+s£arglg0
avendo posto F (1) = ——ii— ; 8i trova
' Re (1 %) ’

1
sen(y — 0 4 ¢)

Sup{F(l);——-g——O—{-sga,rgAgO}:

cosicehe si ha:

M 4
se —_

IIS(%A)HSn!sen(tp—9+8)|1| 2

04+ e<<argl<0

in modo analogo si prova:

M
nlsen(py —0 ¢ ||

8@, 4)||< se 0<argl< — 1 9—s¢

2
cosiceh® ponendo M' = M/(n!sen (y — 8 -+ ¢)), si ha la tesi.
LeMmA [6.111] — Sia F (A) una funzione a valori in £(X, X) analitica

su un settore Se—{——g—, 0<0<L % tale che :

(6.10) [ F @[ < M)|2].
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Allora F () é la trasformata di Laplace di wne funzione continua y(t) su
R verificante la relazione :

(6.11) |y @) )| << Ncon NeRy.

Dim. Sia ¢ > 0 poniamo
I fleQ; A=e—1eF, 0<<7< 4 oo or=" _9

Yo (t) = 21 _fe“ F(3) di

T
Iy

(1) = o () 4 v (1)

gli integrali considerati hanno senso in virtu della (6.10).
Posto §=11¢ si ha:

1 [, o(E\aE
'Pi(t)"—:éﬁfe& F(T)T

ry(t)
essendo
Fi(t)={§€¢; Enat_le:pigl 0£1<+OO}
ne segue
- £yt £\ a
—— & as 1 E\dE
vo=gir [ (8 i [or () Fmmu e
. o
avendo posto
1 £\ dé
= & I Rk
re 2’”'[0 F(t) t
Iy
Si ha
| 2+ (t) ”<£68fe—wose’ dz
: o V(e — 7 cos 0')* + % sen? 6’

ciod ||y (t) || << N avendo posto

(o)

N = _.JE et [ g—1cos6’ dr 5 ==
n V(e — T cos 6')% + t*sen*0
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I chiaro allora che risulta
F)— f e y(t) dt.
0

TEOREMA [6.II] — Sia B un operatore lineare chiuso in X di tipo n e
tale che Do (B) sia denso in X e che sia:

(6.12) IS4 B | <M/|2] VieS+5

essendo S (A, B) il risolvente di ordine n di B, M un opportuno numero posi-

tivo 0<9<—;~.

Allora esiste un unico semigruppo di crescenza n, G(t) analitico su Sy tale
che, detto A il suo generatore infinitesimale, sia S (i, A)= 8 (4, B)

DiM. Poniamo :
1 [ g, Byar
27t !

ry

Y (t) =

v (&) =y () + v (9
essendo [, definiti come nella dimostrazione del LEMMA [6.III]; da questo

segue allora ||y (t)|| << N con N € 1Ry e inoltre S (1, B) = f e~ y (t) dt da cui
0

8® (3, B) — / o= (— tff vy (t) dé
0

(& —1)!

(%) pS
| 8® 4, B) || < N Re 1F

Rel > 0.

Quindi, per il TEOREMA [4.I| esiste un semigruppo di crescenza n, @G (t) tale
che, detto A il suo generatore infinitesimale, risulti S (1, A)= S (i, B); ne
segue allora y (f) =1t" @ (t) data l’unicitd della Trasformata di Laplace.
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Derivando v (t) k volte si trova:

W) = f ¢t ¢ § (1, A) dA
2m i
Ty

1@ @) < -2

[=e]
. TT
o est Nf e—tteosd’ I g — teTig l"—l dr /'—— — 9
0

2
N e=(1+cos6’)t

=T —1)!
— 27 cos* @' t¥ )

Si prova allora facilmente che e—:(1+cosé’)t @ () verifica le ipotesi del TEOREMA

[6.1]

cosicche segue la tesi.

7. Esempio.

In questo paragrafo Y rappresenta uno spazio di Banach complesso (con

norma || |)) U un operatore lineare chiuso con dominio denso in Y generatore

T
infinitesimale di un semigruppo di classe H (— @, ¢)([5]) con 0 < ¢ <?;

inoltre R (1, U) & il risolvente di U e supporremo che R (4, U) verifichi la
relazione :

(1.1)

IRG O)|<M)|2]  NMieSp+ 5 -

Consideriamo ’equazione differenziale :

(1.2)

n dn—k
2 a U’“a—tg%zﬂ a0 a,F 0,8, 0€CQ

k=0

e con u (t) funzione su Ry a valori in Y.

. (1.3)

La (7.2) & equivalente al sistema :

du »
dt — !
dv,
_— ==,
dt 2
Avy_y _ 731 ay U* Vg — ﬁ UZ
dt k=1 Oy a,
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Indichiamo ora con X il prodotto di » copie di ¥, X & uno spazio di
Banach con la norma: || x| = X ||, essendo x == (z, , ... x,;) € X.
k=1

Il sistema (7.3) & equivalente alla seguente equazione :

az

essendo Z = (u,v,, ... v,—;) e B loperatore su X cosi definito :

L
(7.5) B (@), ey Xp) == (w2 y ®g s eee s By y —kZ’l o U* @y )
=1 &

che si puo rappresentare mediante la seguente matrice :

0 1. .. ... ... .0
0 0. . . . . . .. ..0
(7.6) B—
L e o R 0 74
1) L) )

Operando formalmente si trova :
Ay Ay o o 0 LAy,

n
(7Y R4 B)=@A— By 1=IgR(o:,U) Ay Aoy . . . . LAy,
=1 e e e e e e e e
Anl An2 ss e . .A,m

essendo g, , ..., g, le radici dell’equazione :

(7.8) 2 aigt=0

=0

ed essendo A il complemento algebrico del termine sulla riga kme e gulla

colonna ™ nella matrice rappresentativa di 1 — B.
Poniamo ora :

(7.9) 0=inf{p — |arg o], i=1,...,n}

allora se 6 > 0 per ogni A€0n 4 8i ha 0;1€8, o2 t=1 ., n cosicchd
2 B

ha senso (7.7) e rappresenta un operatore continuo su X dato che Ay
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contiene potenze di U con grado non superiore a n e che UR(lg;, U)=
20; R (lg;, U)— 1 &, per ogni 1 << i<<n, un operatore continuo in Y,
Poniamo ora:

(7.10) Oik=Aik a Q,'R(lgi, U) ’l:,k==1, ey N
i=1

e osserviamo che, in virth di (7.1), esiste un numero positivo K tale che:

(7.11) | TR, U)|| < K.

Si prova facilmente per ricorrenza che il comportamento di Cy per |A|-—> oo
nel settore 8 S & il seguente :
)

(7.12) I Call W a4t G k=1,

Poniamo allora
S“ P S B ) Sln
(7.13) 8 (4, B)==FRE" (4, B)={ . e e e e
Snl ) . . . * . sz
Sempre per ricorrenza si prova che il comportamento di Sz per |42 | —> o0

nel settore S, ¢ il seguente :
7 +e

(7.14) | 8a || Moo Akt k=

Allora & chiaro che I'andamento di S(4, B) in § . ‘o e il seguente :
2

(7.15) I8 B)| W= 1]

Quindi, applicando il TEOREMA [6.11] si trova che esiste su X un semigruppo
G di crescenza n — 1 e analitico su Sy tale che, detto A il suo generatore
infinitesimale, risulti S (4, A)== 8 (4, B).

Il dominio di B & dato da:

(7.16) DB ={(w, ,..,2;) €X; 2 € D n—it1, t=1,..,n}
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e, procedendo per ricorrenza, si trova :

(7.17) Dpn={(®, ;... , ¥) €X; @€ Dyom—1, i=1,..,n}

Applicando il TEOREMA [5.1] si ottiene ora il seguente risultato :

TEOREMA [7.I] — Consideriamo il sequente problema di Cauchy :
n an—Fk y
7 3 J— 0
’ kfo “l ag=*
k
(7.18)  {lim d—%@ — u® k=0,1,.,n—1
t—0

ug’) € DUZn—k—l

dove U & un operatore lineare chiuso con dominio denso nello spazio di Banach Y,
generatore infinitesimale di un semigruppo di classe H (— @, ), 0 < ¢ < %

Se risulta :

inf{e —|argei|,i=1,..,0} >0

essendo 0, ..., on le radici di (7.18), allora il problema (7.18) ammette una
unica soluzione un volte derivabile e tale che

u® (t) € DU2”""’_‘1 k=20,..,n—1.

Vogliamo ora mostrare che, in generale, Poperatore B in (7.6) non & gene.
ratore infinitesimale di un semigruppo di classe ¢,.

Considereremo per questo una particolarizzazione dell’equazione (7.2).

Sia Y= L?*(IR™), spazio di Hilbert delle funzioni di quadrato som-
mabile su IR™, m intero positivo, U un operatore uniformemente ellittico a
coefficienti C~ (lR™); U & generatore infinitesimale di un semigruppo analitico
([9], pag. 417) e si pud supporre che R (1, U) verifichi (7.1).

Consideriamo ’equazione :

a3 2
du 5Udu

duw
dts—‘ W+4U2%~U3u=0

(7.19) 2
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l’equazione (7.8) diviene :
(7.20) 2—D50+ 40> —o*=0

che ha per radici 1 (doppia) e 2, cosicche le condizioni del TEOREMA [7.0]
sono soddisfatte.
Inoltre Poperatore B in (7.6) & rappresentato della matrice :

0 1 0
(7.21) — 03 0 1
U 5
—_— 2
G 20U
e 8i trova:
i(i—Bp\ierr iU 1
2 2
(7.22) R (4, B)—2 R*(4, U)R (21, 1)) %3 A0 _% U) 1 |=
A U3 A
S — 220+ 1
011 012 013
=| Oy O Oy
O3 Oy Op
In particolare si ha:
(7.23) Oy, = A (UR (4, U)? UR (24, U).
Poniamo :
(7.24) Cy = AT, T—(UR (1, V)2 (UR (24 U)
allora si ha:
(7.25) 14 Tn—;—l(li —U)R(2, U)(4, — V)B4 T)

con

11=-;—(5—iy7_) 12=%(5/l—iﬁ').
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Dimostriamo ora che || 7| =1; infatti se fosse per assurdo ||T'| <1 si
avrebbe che 1 |+ 7T & invertibile e risulterebbe :

(7.26) Q4T 1=1— % U3R(,, U)R(, U)

ma c¢id & assurdo poicheé implicherebbe che U & continuo il che & falso in
generale.

Quindi si ha || Oy, || =|1].

Sia allora y€ Y e poniamo u=— (¥,0,0), si ha |u|=|y]| e inoltre
E(,B)u=(Cy, ¥, 0y v, O3, v), ne segue:

LEGB v ] Cuvl

Tull IR

(7.27) | B B)|| =

da cui
| B@ B) || =] Cs | =]4]

\

cosiccheé B non e generatore infinitesimale di un semigruppo di classe ¢,.

Universita di Pisa
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