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LE THEOREME DE FLOQUET POUR LES SYSTEMES
DE LA FORME

dX= (Z Py (ti ; t2? v g by) dtL)X
k=1

par R. GERARD

0. — Introdumection. Rappelons I’énoncé du théoréme de Floquet pour
les systemes de la forme :
X
B =40

olt A (t) est une matrice carrée périodique de période w.
Ce théoréme nous dit qu’il existe une matrice inversible P (t) de pé-
riode w telle que le changement de variable ¥ = P (t) X transforme (E) en

A

un systéeme a coéfficients constants

ay

A la suite des articles de M. Francesco Maisano (1) donnant une forme

remarquable & la matrice fondamentale d’un systéme complétement intégra-
ble de la forme :

ix = (§ Bkdtk> X
k=1

ot les B; sont des matrices carrées constantes, il nous a paru utile de si-
gnaler le résultat suivant:

Soit (8) un systeme completement intégrable de la forme:

n
dX-_—(z Ar(ty 1y, ...,tn)dtk)X

k=1

Pervenuto alla Redazione il 4 Gennaio 1966.



538 R. GERARD : Le théoréme

olt les Ay(t,,t,,1t,) sont des matrices carrées n-fois périodiques de périodes
partielles w, , w;, ..., w, . Alors:

THEOREME : Il eriste une matrice inversible P(t, , 1, ,..,t,) n-fois pério-
dique de périodes partielles w, , wy, ..., @, telle que le changement de variable
Y=P(t,ty,..,t,) X transforme le systéme (S) en un systéme & coéfficients
constants de la forme :

ay = (2 By dtk> Y.
k=1

REMARQUE : L’tude que nous allons faire est un cas particuliers d’une
étude plus générale qui pourrait étre faite concernant le systéme compleéte-
ment intégrable.

dY=0Y

ot Q est une forme différentielle matricielle sur une varieté compacte V, ;
Panalogie est évidente dans le cas ol le groupe de DPoincaré de V, est
abélien.

1. — Démonstration du théoreme.

A) Quelques rappels sur la notion de logarithme d’une matrice. Si
A est une matrice complexe triangulaire ayant une seule wvaleur propre
@ =£= 0, on appelle détermination principale du logarithme de A et on note
log- A la matrice définie par:

o (___ 1)i—1 J
log-A = 2 iol + 3 _.L(i_ )
j=1 J @

¢ étant le nombre complexe défini par
exp: (2w ip) = a 0<<Re.p < 1.
REMARQUES :

. 4 . .
19 La matrice (-;L— —1TI > étant nilpotente log- A est un polyndéme en 4.

2% exp-(log-A) = A.
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Soit A une matrice complexe réguliere, il existe une matrice § in.
versible telle que :

At 0 0
0 A20 0

4 = 81 8
0 o 4

a

Les matrices A* étant triangulaires & valeur propre unique non nulle. Par
définition on pose:

10g'44i 0 “oe 0
0 log-A4%0 .- 0

log-4 = 81 S
0 0 log-Ar

On vérifie encore que exp-(log-4)= A et que cette définition est indé-
pendante de S. Pour plus de détails sur ces notions voir (2). Nous utilise-
rons dans la suite le résultat suivant:

Si A,,4,,...,4,, sont n matrices complexes régulieres deux & deux
permutables, il existe une matrice réguliére § telle que pour tout 1 =1,2..n

Al 0 0

0 420 0
A= 81 S

0 0 A

les matrices Al étant triangulaires & valeur propre unique et non nulle.

De ceci résulte que les matrices log-4,, log-4,,... log-4, sont deux
a deux permutables.

B) Démonstration du théoreme.

S8i H(t,%..t,) est une matrice quelconque nous noterons H,,
la  matrice H(t,, %y, oy ticay & + @iy tig1 e, )5 Hoy, o; & une significa-
tion analogue. -

Soit @ (t,,t,, .., ;) une matrice fondamentale de solutions de (8),

pour tout i, @, est également une matrice fondamentale de solutions de
(S) done:

P, = DC,

ol C; est une matrice complexe reguliere.
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Pour tout couple (i,j) les matrices C; et C; sont permutables, en effet :

‘Pw;,m,-= @.,,j Ci= @ C; C
et
@wi,wj= d),,,jG.-= @ C; C;.

1
Il en résulte que les matrices Bi—‘_——.log-C.- sont également deux a

(/213

deux permutables.
Considerons la matrice

P(ti s t2 g ey tn) = exp-( 2 [ BL> = (@_1).

k=1

Cette matrice est inversible, n-fois périodique, de périodes partielles
Wy 5 Wy y ey Wy 0 effet :

n
P, = exp-(Z te Bk) > exp-w; B; X (P~1) w;
k=1

car les matrices Bj; sont deux a deux permutables et comme
(@), = (D)™ = O D

on a bien P, = P.

Faisons maintenant dans le systéme (S) le changement de variable
défini par:

Y=P( ,t;, . ,t) X
alors, en tenant compte du fait que les matrices B; sont deux & deux

permutables et en conduisant les calculs comme pour le théordme de Flo-
quet ordinaire (voir (3)), on obtient:

n
dY—_— (2 Bk dtk> Y.

k=1

Ce qui prouve le théoréme.

Institut de Recherche Mathématique Avancée
Université de Strasbourg
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