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IPERALGEBRE E GRUPPI ANALITICI
COMMUTATIVI

GIUSEPPE GEMIGNANI

Nell’ambiente della geometria algebrica classica, quando cioè il corpo

di base lc è il corpo complesso, è noto che ad ogni varietà abeliana A di

dimensione ?z sono associati :

un corpo g di funzioni abeliane di n variabili complesse ; g coincide
con il corpo k (A) delle funzioni razionali su A ;

uno spazio vettoriale V di dimensione n su lc costituito dagli integrali
di prima specie su A ;

un sottogruppo 4 di V a 2n generatori sull’anello degli interi (il gruppo
dei periodi).

La varietà A come gruppo astratto risulta isomorfa al gruppo V/4 ;
l’omomorfismo naturale di ~P su A risulta localmente (cioè in vicinanza dello
O di V) un isomorfismo biolomorfo.

È noto altres  che, quando il corpo di base k è un corpo (algebricamente
chiuso) di caratteristica p ~ 0 ed A è una varietà abeliana, gli strumenti
algebrici e trascendenti idonei a studiare le proprietà di A sono in generale
assai più complicati ; ciò è causato da fattori di molteplice natura quali la
mancanza sul corpo k di una topologia naturale, l’esistenza di corrispon-
denze algebriche biunivoche non birazionali, etc.

Gli elementi del corpo delle funzioni razionali k (A) (corpo abeliano) non
godono più delle semplici proprietà caratteristiche che darebbero loro diritto
di essere chiamati funzioni abeliane in certi argomenti ; e la definizione di

un ente che in qualche modo assolva il ruolo assolto in caratteristica 0 dal

k-modulo V è complicata.
I. Barsotti (cfr. [5]) associa ad una varietà abeliana A un anello topo-

logico .R cos  ottenuto ; detto ~ il gruppo dei punti Ph E A per ciascuno

dei quali esiste un intero non negativo n tale che pn Ph = 0, sia 8 l’inter-

(*) Pervenuto alla Redazione 1’ 11 Maggio 1966.
Questo lavoro è stato eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca per la Matematica

n. 35 del C.N.R., nell’anno 1965/66 ed è stato parzialmcnte finanziato mediante una borsa
all’estero della N.A.T.O.
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sezione degli anelli quoziente Q e si doti S della topologia Ts che ha
come sistema fondamentale di intorni dello 0 i prodotti finiti degli ideali

massimali di S ; di denoti con R il Ts-completamento di S.

Si constata la presenza in R di una comoltiplicazione PR che rende R
una iperalgebra bicommutativa.

R individua poi un funtore definito sulla categoria delle k-algebre
ed a valori nella categoria dei gruppi abeliani (gruppo formale, detto 

pleta1nento di A benchè si tratti in realtà di un intorno dell’identità di A) ;
.R individua altres  un (Vect k)-modulo canonico M costituito dai covettori

canonici di Witt (cfr. [3]).
Si constata allora come il ruolo che in caratteristica 0 è svolto dal k-

modulo h viene qui ripartito tra l’iperalgebra R, il gruppo formale G e il

(Vect k)-modulo M.
Altre considerazioni inducono a prendere in esame l’iperalgebra discreta

D = R* (duale di R) e il gruppo algebrico g (duale di G) ad essa asso-

ciato ; infine lo studio di A porta a considerare altre iperalgebre dotate di
topologie diverse da quelle discrete o linearmente compatte.

I)a questo sommario esame risulta chiara la necessità di studiare :

a) la categoria delle iperalgebre su un corpo k ; in particolare le ca-
tegorie delle iperalgebre discrete e linearmente compatte,

b) la categoria dei gruppi analitici ; in particolare le categorie dei

gruppi algebrici (cioè associati ad iperalgebre discrete) e dei gruppi formali
(associati ad iperalgebre linearmente compatte),

c) le equivalenze ed antiequivalenze che intercedono tra le categorie
citate.

In questo lavoro si studiano alcune proprietà generali delle iperalgebre
e dei gruppi analitici da un punto di vista elementare. Nel n. 1 si richia-

mano alcune proprietà della categoria dei k-moduli (k è un corpo qualsiasi)
topologici con topologia k-lineare, completi.

Nei nn. 2 e 3 si effettua un analogo esame sulle categorie delle k-alge-
bre e delle k-coalgebre, nonchè dei funtori rappresentabili (covarianti e con-
travarianti) di tali categorie. Nel n. 4 si studiano le proprietà generali della
categoria ’j~ delle iperalgebre e della categoria (5 dei gruppi analitici.

Nel n. 5 si studia la antiequivalenza tra la categoria D delle iperalge-
bre discrete e la categoria 1R delle iperalgebre linearmente compatte ; ser-

vendosi di tale antiequivalenza si dimostra la abelianità di 1D e di 1R e

conseguentemente la abelianità delle categorie dei gruppi algebrici e formali.
Nel n. 6 si studia la dualità tra la categoria dei gruppi algebrici e la

categoria dei gruppi formali deducendone una teoria che ricalca, a grandi
linee, la teoria delle dualità, tra spazi vettoriali discreti da un lato e linear-
mente compatti dall’altro.. ,
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Infine nel n. 7 si studiano le proprietà di una iperalgebra (discreta o
linearmente compatta) A pensata come insieme delle applicazioni le-lineari

invarianti di A* (iperalgebra duale di A) in sè.
La teoria qui esposta è nota, nelle sue parti essenziali, almeno negli

ambienti dei cultori di geometria algebrica e particolarmente tra gli studiosi
delle varietà gruppali.

Si veda ad esempio [3], [7], [8] e [20].
Abbiamo tuttavia ritenuto opportano esporre qui questi risultati non

solo per dare una visione organica di parti staccate di una teoria, ma so-

prattutto perchè molti dei risultati noti non sono mai stati esposti con tutti
i dettagli necessari ed in modo tale da rendere queste cose accessibili an-

che ai non iniziati.

Nelle considerazioni che seguono supporremo sempre che gli insiemi di
cui parliamo appartengano ad un universo prefissato una volta per tutte.

Le categorie considerate saranno sempre supposte in questo universo : cioè
per ogni coppia di oggetti X, Y si supporrà che Hom (X, Y) appartenga al
dato universo; uniche eccezioni a questa convenzione saranno quelle in cui
considereremo categorie di funtori ; ma subito dopo rientreremo nell’universo
perchè in realtà ci interesseranno solo funtori rappresentabili.

Se A è un oggetto di una categoria, indicheremo sempre con i A il mor-
fismo identico di A in sè ; come d’uso supporremo sempre che i funtori

considerati portino il mornsmo identico nel morfismo identico.

1. Sia lc un corpo. Indichiamo con U la categoria dei k-moduli topologici
con topologia k-lineare di Hausdorff e completi, cioè la categoria tale
che :

i) gli oggetti di U sono i k-moduli A per ciascuno dei quali è defi-
nita una topologia le-lineare di Hausdorff TA rispetto alla quale A è com-

pleto,
ii) se A, B Homu (A, B) è l’insieme delle applicazioni k-lineari

(TA, TB)-continue di A in B.
Per ogni coppia di oggetti A, B E U, il prodotto tensoriale A 0B è

dotato di una topologia k-lineare di Hausdorff un sistema fonda-

mentale di intorni dello 0 per è costituito da ( U (g) B + A (g) V)
quando i k-moduli U e V percorrono un sistema fondamentale di intorni

dello 0 per TA e Ts rispettivamente. indichiamo il TA®B-com-
pletamento di A (g) B; A , B è un oggetto di ’U1 che chiamasi il 

tensoriale completo della coppia (A, B).
Se x E A e y E B indicheremo con l’elemento x (9) y di A x B ; se

poi f E Homqy (A , A2) e g E Hom~ (B1, B2), indicheremo il morfismo

di in che estende f ® g. Infine con S Å, B indichiamo l’iso-
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morfismo di A x B in B x A tale che:

Indichiamo poi :
con 1P la sottocategoria piena di U i cui oggetti sono i k-inoduli discreti,
con la sottocategoria piena di Bl1 i cui oggetti sono i k-moduli linear-

mente compatti,
con jf la categoria dei lc-moduli di dimensione finita ; jf è una sottocategoria
piena di V e di 

Le categorie V, TKH ed ]f sono abeliane; V è chiusa rispetto al passag-
gio al limite diretto ; inoltre ogni A E’0 è limite diretto del sistema dei suoi
sotto. le-moduli di dimensione finita. Similmente è chiusa rispetto al pas-
saggio al limite inverso ; inoltre ogni A E TKH è limite inverso del sistema

dei propri k-moduli quozienti di dimensione finita.
Per ogni A E Bl1 e per ogni X E ZL, Hom’U1 (A, X) è dotato di una strut-

tura naturale di k-modulo :

tale che per ogni a E A la applicazione 6a di in X :

è k-lineare.

Inoltre per ogni f E HomU (A, B) (A, B E ill) e per ogni X E è definita

la applicazione k-lineare di 1-Iom.M (B, X) in (A, X) : v

Similmente, per ogni f E Homa (X, Y) (X, Y E e per ogni A E Bl1, è

definita la applicazione di HomU (A, X) in HomY (A, Y) :

Per ogni A E tl1 risultano allora definiti : il funtore covariante (rappre-

sentabile) A di tl1 in V : i
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-

il funtore contravariante (rappresentabile) A di U in V :

Inoltre, per ogni morfismo A di U1 (l E Hom M (A, B)), risultano definiti .
- - -

il morfismo funtoriale di B in A :

n

il morfismo funtoriale À di A in B :

""J ..........

Indicando con Bl1 e ’U1 le categorie dei funtori rappresentabili (rispetti-
vamente covarianti e contravarianti) di Bl1 in V, il funtore contravariante

di’N in à :

N -

rende tl1 od antiequivalenti ; similmente il funtore covariante di in ’U1 :

n

rende U ed U equivalenti.
Sia A EV (rispettivamente A indichiamo come di consueto con A*

il k-modulo Alc dotato della topologia conveniente che lo rende un oggetto
di UUl (rispettivamente di V); per ogni morf smo A di V (rispettivamente di

poniamo A* = ~k . Allora il funtore contravariante :

rende, come è ben noto, V e ’UU1 antiequivalenti.
Siano A ed X k-moduli ognuno dei quali discreto oppure linearmente

compatto. Sia 99.&#x26;@ x la applicazione k-lineare di in Homl1 (A~ ~ )
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tale che :

99.&#x26;@ x , quali che siano A ed X, è un isomorfismo.

Sia A E V; indichiamo ancora con Ã la restrizione di À a TKH. Allora
A definisce un funtore di M in 

Detto poi A’ il funtore (covariante) di Ttd in 

e detto rp A l’isomorfismo funtoriale di A’ in .1:

per ogni

q, - è un isomorfismo del funtore contravariante :

nel funtore contravariante :

Tali considerazioni restano sostanzialmente valide se operiamo le se-

guenti sostituzioni :

a) essendo A E indichiamo con À la restrizione di À a V; À risulta
un funtore covariante di V in %l isomorfo al funtore A’ :

N N N

b) essendo A E indichiamo con A la restrizione di A a A

risulta un funtore di in U1 isomorfo al funtore A’.
N N N

c) essendo A E y indichiamo con A la restrizione di 1 a Bt); Ã ri-
sulta un funtore di B~) in 1P isomorfo al funtore A’.

L’isomorfismo del funtore A’ nel funtore A ci consentirà di identi-
ficare A* x X con Hom (A, X) ogniqualvolta A ed .X siano discreti o li-

nearmente compatti.
Concludiamo questo breve esame della categoria U1 riassumendo alcune

proprietà elementari dei morfismi e ricordando alcuni termini in uso.
Siano e sia f E Homqy (A, B). Il sotto-k-modulo (di A) N=

= f -10 (nucleo di f ) è TA-chiuso.
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Viceversa ogni sotto-k-modulo N TA-chiuso di A è il nucleo di un mor-

fismo di ZL avente A come sorgente ; precisamente il k-modulo A~N è dotato
di una topologia TAIV scelta come la pi i fine tra quelle k-lineari che ren-

dono f (applicazione k-lineare naturale di A su A~N) continua; AlN risulta
un oggetto di U.

Sia ancora f E Hom~ (A, B) e sia N il nucleo di f.
La topologia indotta su A/N da TB è meno fine (in senso lato)

di sia M la TB-chiusura di f A, sia C = e c il morfismo naturale

di B su C. La coppia (C, c) (conzccZeo di f : per abuso di linguaggio chiame-
remo, talvolta, conucleo di f il k-modulo C) gode della seguente proprietà
universale :

1)cof=0
2) se è tale che d allora esiste 

tale che d = c’ o c.

Detto il morfismo di immersione di N in A, A~N è il conucleo di u,
cioè la coimmagine di f.

Il nucleo M di c è l’imiagine di f (indicata da alcuni autori con f A
nonostante tale notazione induca nelle categorie « concrete » una certa con-
fusione).

Se A e B sono k-moduli discreti o linearmente compatti, ed f E
E Homa (A, B) la coimmagine di f e l’immagine di f coincidono (cioè V e

sono categorie abeliane) ; la notazione f A per indicare l’immagine è

quindi pienamente legittima.

2. Indicheremo con 1k la categoria delle k-algebre topologiche complete,
associative~ 9 commutative e unitarie (che brevemente saranno chiamate nel

seguito k-algebre) ; cioè :

i) gli oggetti di 1ft sono terne con A EU, 

iA E Hom ~ (k, A), tali che :

e tali inoltre che esiste un sistema fondamentale (Vi)i e z di intorni dello 0
di A soddisfacente alla relazione

per ogni
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(N. B. Ognivolta che ciò non dia luogo ad equivoci indicheremo con A
l’oggetto di 1k).

ii) se A, B E lk, Homk (A, B) è il sottoinsieme di (A, B) formato
dagli f tali che :

In particolare k E 1k e si --- tk = = ck; inoltre per ogni A E lk
è HOlli1k (k, A) = onde lc è oggetto iniziale di ’I~.

Se A, B E definendo :

A X B diviene un oggetto di lk ; se e sono sistemi fonda-

mentali di intorni dello 0 di A e di B rispettivamente, tali che

per ogni

per ogni

posto è un sistema fondamentale di in-

torni dello 0 di A x B tale che

per ogni i E I e per ogni j E J.

Inoltre t A ed s sono sempre morfismi di 
Similmente, se f E Hom~ y A2) e Hom1k (B, , B2), è f x g E

E Hom1k (Ai x Bi, A2 x B2)’
Per ogni coppia di oggetti A, B E 1k siano jA- e j = c.

La terna è un prodotto inverso della coppia (A, B) : cioè
ogni terna (C, f, g) con C f E Romk (A, C) e g E Hom1B (B, C) individua
uno ed unico morfismo C ) tale che:

e si ha : o
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Osserviamo inoltre che la categoria ’I~ possiede anche un oggetto finale;
si tratta della k-algebra 0 (costituita dal solo elemento 0) con to e

ia 1---- 0. Per ogni A E 1k è I]om% (A, 0) _ (0~) con 0 per ogni x E A ;
inoltre se ’~2 3 A #0, è Hom&#x26; (0, A) = ø.

Volendo far coincidere il concetto di ideale con quello di nucleo in ’tl1
di un morfismo di 1k ed il concetto di sottoalgebra con quello di immagine
in ’U1 di un morfismo di 1k, faremo le seguenti convenzioni :

a) per ogni A E lk gli ideali considerati saranno solo quelli TA-chiusi ;
tra essi vi sono 0 (nucleo di e A (nucleo di 0~) : questliiltimo verrà
chiamato ideale 

b) le sottoalgebre B di A saranno sempre supposte TA-chiuse, tali

che TB è la topologia indotta da TA e tali inoltre che  A k C B. Pertanto
in ogni A E 1k esiste una sottoalgebra essa è isomorfa a k ec-

cettuato il caso in cui sia A ‘ 0.

Se A ~ 0, il sotto-k-modulo 0 non è una sottoalgebra di A.

Ogni sistema diretto (rispettivamente inverso) in 1k (I, (Ai)i E r, (ai, 
possiede in 1k limite diretto (rispettivamente inverso). Nel caso « inverso »,
detto A 1’insieme delle successioni convergenti (ai)i E 1 (ai E Az , oij aj = ai ogni-
qualvolta i e posto :

A diviene un oggetto di quando si definisce la topologia TA come
la meno fine tra quelle k-lineari che rendono continuo, per ogni j E I, il

morfismo oj :

La coppia (A, E I) risulta allora il limite inverso del sistema inverso

(I, (oij)i, j Er)·
(N. B. Per abuso di linguaggio diremo talvolta che A è il limite inverso

degli 
Indicheremo con la sottocategoria piena di 1R i cui oggetti sono le

k-algebre discrete. Se A, B E anche se A E 1115,
ogni sottoalgebra di A è ancora in e cos  pure ogni algebra quoziente
di A ; inoltre k E lo. Infine, per ogni A E 1k esiste un sistema inverso in

M avente A come limite inverso; detto infatti CJ1 un sistema fondamentale
di intorni aperti dello 0 che siano tutti ideali di A, e posto 
per ogni U E CJ1, siano :

Q~ l’omomorfismo naturale di A su 



462

l’omomorfismo naturale di A v su A, ogniqualvolta U ~ V.
Allora c t risulta un sistema diretto ordinato mediante =), (~, U9

(ou, è nn sistema inverso il cui limite inverso è (A, m)-
Con 10 indicheremo la categoria delle k-algebre linearmente compatte ;

proveremo pi i avanti che 11 è sottocategoria (piena) di ’I~.

Se A~ B E ~1 anche A x B E m; se A E 11 ogni sottoalgebra (chiusa) di

A è un oggetto di 11; inoltre k E 11.
Infine indicheremo con % la categoria delle k-algebre di dimensione

finita. j~, è sottocategoria piena di M e di m (oltrechè di lk).
Indicheremo con 1B’ la categoria delle k-coalgebre topologiche con topolo-

gia k-lineare di Hausdorff complete, coassociative, cocommutative e counita-
rie (dotate di coidentità) ; cioè :

i) gli oggetti di lk’ sono terne (A, P~ , 7 con A E ’U1, P~ E
E RomU (A, A x A), Eg E HomZ, (A, k) tali che :

N. B. Come già convenuto per la categoria ogni volta che ciò non dia

luogo ad equivoci indicheremo con A l’oggetto (A, P~ , 9eA) di 1ft’).
ii) se A, B E Ik’, (A, B) è il sottoinsieme di Hom-0 (A, B) for-

mato dagli f tali che :

In particolare )c E 1ft’ e si ha P~ = 8k = lk; inoltre, per ogni
A E (A, k) = onde oggetto finale di 1ft’.

Se A, B E definendo :

A x B diviene un oggetto di 1k’; si ha inoltre P~ E (A, A x A) e

8 A, B E Hom1k’ (A x B, B x A). 
- - -

Similmente se f E Hom1k’
E HOID1k’ (A~ x B , A2 x B2~’
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Per ogni coppia di oggetti A, B E 1ft’ siano 1) A = c ~ X E~ e 1)~ ú e A 
La terna (A x B, ~~~ , p £) è un prodotto diretto della coppia (A, B) : cioè

ogni terna (O, f, g) con C E 1k’, f E (C, A), g E Hom1k’ (C, B) individua
uno ed unico morfismo /~ &#x3E; E Hom&#x26;, (O, A ~ B) tale che :

ed è

Per ogni k-coalgebra A indichiamo con A+ il nucleo (in di 8 A. La

categoria 1k’ possiede anche un oggetto iniziale, cioè la k-coalgebra 0, con

Po = £0 e 80 0 = 0. Per ogni A E si ha Hom%, (0, A) = con ZA 0 = 0 ;
inoltre se ‘(~’ ~ A ~ 0, è (A, 0) = 0.

Un sotto-k-modulo ~T di una k-coalgebra A dicesi un coideale se :
i) è TA-chiuso,

cioè se e solo se è nucleo in U di un morfismo di coalgebre. Il sotto-k-

modulo nullo di A è un coideale ; A non è une coideale di A.
Un sotto-k-modulo B della coalgebra A dicesi una sottocoalgebra se

i) è T~-chiuso
ii) P A BCBXB,

cioè se e solo se B E 1B.’, T~ è la topologia indotta da T~ , 9 e l’immersione

di B in A è un omomorfismo di coalgebre.
Tra le sottocoalgebre di A vi sono A stessa, e la sottocoalgebra nulla.
Nei nn. che seguono avranno per noi particolare interesse i seguenti

tipi di coalgebre :
discrete,
finite,
linearmente compatte.

2.1. LEMMA. Sia A una k-coalgebra discreta o linearmente cornpatta e sia

U sotto-k-rnodulo di A. Sia poli x un elemento di A; allora le

tre asserzioni sono equivalenti :



464

Dimostrazione.

a) implica b) : se : «.

In modo del tutto analogo si prova che b) implica a). Poi a) implica
c) ; infatti se P~ x E U x A, è conseguentemente PA X E A x U, onde Pg X E
E U x U. Infine, banalmente, c) implica a), C. V. D..

2.2. COROLLARIO. Sia U un sotto-k-modiilo T A-chiuso della k-coalgebra A
discreta o linearmente compatta. Allora U è una sottocoalgebra se e solo se

P~ U C U x A ; od anche se e solo se P A U c A x U.

2.3. LEMMA. Sia A una k-coalgebra discreta o linearmente compatta, e

sia U un sotto-k-modulo Tg-chiuso di A. Esiste allora zcna, massiina sottocoal-

gebra V C U; V è il sottoinsieme di A forma-to dagli x tali che Pg x E UX U.
Inoltre se è Y --- o.

Dimostrazione.

Sia 1: il morfismo (continuo di k-moduli) di A x A avente per nucleo il
sotto-k-modulo U x A, e sia V il nucleo di 7: o P A

Detto a il morfismo naturale di A su A/ U, il nucleo tT x A -~ A x A+
di è ~ U X A, onde esiste un morfismo A di A-AIU-A su A~ U
tale che a x sA = A o T. Essendo U il nucleo di a = (o X tk) o X 8A)PA
= Å o T o PA , 9 si ha V C U; V è un sotto-k-modulo T A-chiuso ed è costituito
dagli x E A tali che PA x E U X A, e quindi P x E U x U, per 2.1.

Sia poi IV l’insieme degli x E A tali che P Å x E V x- A ; allora x E T~V se

e solo se cioè se e solo

se P A X E cioè se e solo se x E V.

Pertanto P~ V C e, per 2.2, V è una sottocoalgebra di A.
Se poi Z è una sottocoalgebra di A ed è si ha 

C U x A, onde Zc V.
Se infine U C A+ , per ogni A+ x ~i+ ~ onde cA x =

= (lA X 8 A) o PA x = 0 ; pertanto è V = 0, C. V. D..
Indicheremo con 11’ la sottocategoria piena di 1k’ costituita dalle coal-

gebre discrete e con la sottocategoria piena di costituita dalle coal-

gebre linearmente compatte ; è noto che il funtore contravariante in

’WB: A 1-+ A.., induce una antiequivalenza tra le categorie tm ed ed

una antiequivalenzaa tra 11 ed 11/.
È noto altres  che la applicazione biunivoca :
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dell’insieme dei sotto-le-moduli TA-chiusi di un oggetto A E (A E m) nell’in-
sieme dei sotto-lc-moduli TA*-chiusi di A*, associa agli ideali di A le sotto-
coalgebre di A* e alle sottoalgebre di A i coideali di A*.

2.4. LEMMA. Ogni coalgebra discreta A è limite diretto del sistema delle

sottocoalgebre di dimensione finita.
Dimostrazione.

Ì3 sufficiente provare che per ogni x E A esiste una sottocoalgebra B di
dimensione finita tale che x E B. Sia E I una base per la dipendenza li-

neare di A, e sia J il minimo sottoinsieme finito di I tale che P~ X ==
_Y (c,; E k). Siano poi M== (9 le Xi e B la massima sottocoal-

i, jEJ 

gebra di A contenuta in M ; essendo per 2.3, si ha x E B,
C.V.D..

Da 2.4 discendono i seguenti corollari.

2.5. COROLLARIO. Ogni k-algebra linearmente compatta è limite inverso

del sistema delle proprie k-algebre quozienti di dimensione finita.

2.6. COROLLARIO. Se A è una le-algebra linearmente compatta atlora TA
è 

Cioè esiste un sistema fondamentale di intorni dello 0 costituito da

ideali di A.

Pertanto ? è sottocategoria piena di lk come già affermato.

3. Le notazioni sono quelle dei nn. precedenti. Con 3i indichiamo la
categoria degli insiemi appartenenti al prefissato universo.

Per ogni A E 1k indichiamo con A il funtore di 1k in E tale che :

:4. è un funtore rappresentabile. Per ogni morfismo 1 di lk, (Ä. E
E Homk (A, B)) indichiamo con i il morfismo (funtoriale) di B in A:

Allora il funtore contravariante :


