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FUNZIONALI ANALITICI REALI
E FUNZIONI ARMONICHE

F. MANTOVANI - S. SPAGNOLO

Introduzione.

1. Lo scopo di questo lavoro è principalmente lo studio dello spazio 6Z (A)
delle funzioni analiticbe reali su un insieme qualsiasi A di Rn (vedi Def.

3, § 2, Cap. III) e del suo duale.
I funzionali analitici furono introdotti da FANTAPPIÉ ([2] e [4]), e da

lui in seguito applicati alla teoria delle equazioni differenziali, specialmente
al problema di CAUOHY per operatori a coeificienti analitici con dati su una

ipersuperficie qualunque non caratteristica (vedi ad esempio [3] e [5]).
Un contributo decisamente nuovo alla teoria si è avuto con l’intrcdu.

zione da parte di SEBASTIAO e SILVA (ad. es. in [16 J e [17]) dei metodi
propri della teoria degli spazi vettoriali topologici.

Uno studio sistematico in questa direzione fu poi sviluppato da KÒTHE ([9])
e da SILVA DIAS ([191), nel caso di funzioni olomorfe locali su un insieme

chiuso del piano proiettivo, e da GROTHENDIEOK ([6]) nel caso di funzioni
olomorfe su varietà complesse.

Lo studio delle applicazioni al problema di CAUCHY (anche con dati su
una superficie caratteristica) fu ripreso da LERAY (ad esempio in [11] e [12J)
mentre applicazioni al calcolo operazionale furono sviluppate specialmente
da SEBASTIAO e SILVA ([18]).

Pervenuto alla Relazione il 16 Giugno 1964.
Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca per la Matema~tioa del Consiglio

Nazionale delle Ricerche (anno accademico 1963-64).
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Recentemente poi MA.RTINEAU ha ripreso la teoria dei funzionali ana-

litici su varietà complesse, studiando la trasformata di FOURIER-BoREL ((13]),
e facendo uso dei risultati sulle funzioni complesse di OKACABTAN SERBE.

In tutte queste ricerche, le funzioni analitiche reali sono state consi-

derate come traccia di funzioni olomorfe. Ci sembra invece che molte

difficoltà possano essere superate introducende la teoria dei funzionali

armonici (TILLMANN [20]).

2. Il Capitolo I contiene uno studio topologico dello spazio sil (A) delle
"V

funzioni armoniche locali sn iinlinsieme qualsiasi A C R" e del suo duale
sil’ (A). I teoremi principali sono la Prop. 1 del § 3, che enuncia le proprietà
topologiche di sil (A), il teorema di dualità (Teor. 1 del 6 4) che stabilisce
un isomorfismo canonico fra gli spazi ,s~’ (A) e A (C Aj e il Teor. 1 del § 5.

Il Capitolo II contiene alcune applicazioni della formula di dualità di

cui le principali si trovano contenute nel Teor. 1 del § 1 (sulla approssimazione
di funzioni), nel Teor. 1 del § 2 (1VIITTAG-Ll&#x26;FFLEP.) e nel Teor. 1 del § 3

(sulla decomposizione di funzionali).
Il Capitolo III contiene lo studio dello spazio C7 (A) delle funzioni ana-

litiche su un insieme A (n ~ 2) e del suo duale G’ (A). Il § 1 mostra
che tutte le proprietà topologiche dello spazio A (A) e la formula di dualità
sono ancora valide per il sottospazio (A) delle funzioni armoniche sim.

metriche su A (Teor. 1 e 2) ; 1 il § 2, che gli spazi 3 (A) e (A) sono iso-

morfi, pur di identificare una funzione analitica su A C R" alla funzione
armonica simmetrica su un aperto di R"+1 contenente A, che si ottiene

risolvendo un opportuno problema di CAUOHY (Teor. 1) ; il § 3 contiene

la trasposizione agli spazi dei funzionali analitici delle proprietà dimostrate
nel Cap. I e II per i funzionali armonici.

3. Dobbiamo infine ringraziare il Prof. E. DE GIORGI per averci sug-

gerito l’argomento ed avere diretto la ricerca.

NOTAZIONI

Per le definizioni legate alla teoria degli spazi vettoriali topologici (li.
miti induttivi, proiettivi, isomorfismi, omomorfismi, dualità, topologia di

MACKEY, spazi di tipo (), ( ), spazi « bornologique » e

« tonnelé »), si rimanda a [8] e [10].
Rn rappresenta il prodotto topologico di n copie della retta reale ; Cn il

prodotto topologico di n copie del piano complesso ; la com-

pattificazione di Rn mediante l’aggiunta di un punto all’ oo identificabile
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con la sfera unitaria di attraverso la proiezione (stereografica) di centro
il polo nord (O,... , 0,1) sul piano equatoriale 0 ; x = (Xi’ ... , Xn)
è il punto generico di Se i punt  x, y E Rn, la loro distanza si indicherà

in particolare si porrà I x i = d (z, 0).
Se x, y E Rn si la distanza in quanto punti della sfera

unitaria di Rn+~, 1 cioè la distanza indotta da 

Sia U un insieme aperto di 11,n, 1 diremo funzione su U un’applicazione
di Ú nel corpo complesso.

Sia r un numero intero ~ 0. Una funzione u su Ú si dirà di classe 0’ ,
oppure r volte differenziabile, se u possiede tutte le derivate continue di

ordine à r. Si scriverà -u E 0’ (U).
La u si dirà poi di classe e°° , oppure differenziabile, se possiede tutte

le derivate (di ogni ordine) continue. Si scriverà in tal caso u 6 6°° ( !7).
Se poi u E e°° ha supporto compatto in TT si scriverà u 
Lo spazio delle funzioni su U di classe 6°°, con la topologia descritta

da SCHWARTZ ([15]), si lo spazio delle distribuzioni su U

(-(~). .
Se k = (k1 ~ k2, ... , kn) è una n. pIa di interi :2:: 0, porremo

Se u è una funzione su U, indicheremo

Per la definizione di insiemi fra loro connessi si veda la nota a piè di pa-
gina del § 1, Cap. I.

Inoltre se una famiglia induttiva (risp. proiettiva) il limite
induttivo si indicherà (risp : il limite proiettivo con
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CAP. I. - FUNZIONALI ARMONICI

In tutto questo Capitolo e nel successivo, si supporrà n h 3. Inoltre,
parlando di sottoinsieme di Àin , si sottointenderà l’aggettivo proprio, salvo

espressa menzione del contrario.

§ 1. Spazio delle funzioni armoniche locali.

DEFINIZIONE 1.  Sia S un aperto di Rn. Una funzione f a valori com-
plessi definita su 2, si dice armonica su Q se è 2 volte differenziabile e

inoltre : 
-

È noto che le funzioni armoniche sono analitiche.

DEFiNiZtONE 2. «Sia A un sottoinsieme di Consideriamo sull’in-

sieme delle coppie (u, S), dove è un aperto contenente A ed u è una fun-
zione armonica su D, la relazione di equivalenza :

se e solo se esiste un aperto

L’insieme quoziente rispetto a tale relazione si dirà insieme delle funzioni
armoniche (locali) su A ; si indicherà A (A). »

OSSERVAZIONE 1. « Ogni funzione armonica locale su A può rappresen-
tarsi come (u, Q) ove 92 è un aperto connesso con A (1) ed u è una funzione
armonica su Q ».

(1) ..4.’ si dice connesso oon .il se ..4.’ 2 ..4 e in ogni componente connessa di ~’ si trova
qualche punto di ~.
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OSSERVAZIONE 2. « ~ (A) è uuo spazio vettoriale con le operazioni
usuali ».

OSSERVAZIONE 3. « Sia A 2 B, allora è definire un’applicazione
di restrizione 

- -

in modo ovvio. Tale restrizione è una applicazione lineare, iniettiva purchè
~. sia connesso con B (vedi anche Prop. 1, § 1, Cap. II). Inoltre se 
si ha

.a i

OSSERVAZIONE 4. ~ ~ia ~ _ ~ ~A) la famiglia (semiordinata per inclu-
sione e filtrante) degli aperti S~ ~ A.

Allora gli spazi vettoriali

con le applicazioni di restrizione

formano una famiglia induttiva (’ ) ».

OssEBVAZLONE 5. « La famiglia semiordinata 9C = dei sottoinsiemi

compatti di A definisce analogamente la famiglia proiettiva (1) :

LEMMA l. « Valgono i seguenti isomorfismi algebrici :

PROVA

Se (Bi, ti)iE I è una famiglia induttiva di spazi vettoriali, ed F è un
altro spazio vettoriale, per definire una applicazione lineare

(1) Per le definizioni di limite induttivo e proiettivo, algebrico e topologico, vedi [10].
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basta definire, per ogni i E I, una applicazione lineare

in modo che le siano compatibili con le restrizioni, i. e. :

Nel nostro caso, se consideriamo le applicazioni lineari

è facile verificare che esse sono compatibili con le restrizioni e clie inducono
un’applíeazione lineare biunivoca :

Se (E; , è una famiglia proiettiva di spazi vettoriali ed F è un

altro spazio vettoriale, per definire un’applicazione lineare

basta definire per ogni i E r una applicazione lineare

in modo che le (v,) siano compatibili con le restrizioni, i. e. :

Nel nostro caso le applicazioni lineari

sono compatibili con le restrizioni, quindi definiscono una applicazione lineare
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Tale r è iniettiva, in quanto se u ~ i comporta

e, limitandoci ai ~ unipuntuali, questo significa che u è nulla in un intorno
di ogni punto di A, quindi u è nulla in un intorno di A.

Verificare che r è surgettiva, significa mostrare che per ogni famiglia

(cioè tale che , esiste una funzione u E sil (A) tale che

anzi basterà verificare che

Ora è facile constatare che è sufficiente provare l’esistenza di una tale u

tocalmente, cioè, la tesi sarà, provata se per ogni o E A sarà possibile trovare
un intorno V = V (x) ed una funzione U E A (A n V) tali che

Ma negare quest’ultimo fatto equivale ad ammettere l’esistenza di un punto
xo E A e di una successione (xn~ c A convergente ad xo, tali che le funzioni

ed uxo non hanno una comune estensione all’insieme K = xo U xn ; orao ’n

K è un compatto di A, 2 e la funzione uK è proprio una comune estensione
delle 

§ 2. Topologie sullo spazio A (A).

DEFINIZIONE 1. K Sia A un aperto di Consideriamo assegnata sullo
spazio A (Aj la famiglia di seminorme

È noto che tali seminorme forniscono ad A (A) una struttura di spazio vet-
toriale topologico localmente convesso, metrizzabile e completo, cioè di tipo
(,-T), e inoltre di tipo ( ~); i anzi, se A ~ oo , viene ad essere un

sottospazio topologico chiuso dello spazio di SOHWARTZ ê (A).
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OSSERVAzIONE 1. « Una sottofamiglia di seminorme inducente su sil (A)
la stessa topologia, si ottiene facendo variare .~ tra i sottoinsiemi compatti
di 

Invero se si può sempre trovare un che sia la chiusura

di un aperto di A contenente 00 (beninteso se oo E A ; nel caso contrario

non v’è nulla da dimostrare) ; ma allora il bordo è un compatto di A
non contenente oo e, per il teorema del massimo modulo :

Possiamo a questo punto dimostrare un Lemma, sulla rappresentazione dei
funzionali su A(A), che ci sarà utile nel seguito.

LEMMA 1. « Sia A un aperto di Rn e T zcn funzionale lineare e continuo
8u A (A). Allora si può trovare una funzione 1" E (2r (A - 00) tale che :

,

PROVA : Per l’osservazione precedente, ~ (A) è un sottospazio chiuso di
A (A - 00) e quindi anche di ê (A - oo); per il teorema di HAHN-BANAOH

si può allora prolungare T ad una distribuzione a supporto compatto

oo).

Ora, A - oo è il supporto di i

può facilmente costruire una funzione p ~x) tale che :

Allora la funzione verifica la tesi : sia invero

g2 E ~ (A) e 99 una funzione di lfi (R,,) coincidente con g sull’insieme
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Per la proprietà della media 92 in un intorno di M. Ma allora si ha:

DEFINIZIONE 2. « Sia A un sottoinsieme qualsiasi di Considereremo

assegnata sullo spazio A (A) la topologia limite induttivo degli sil (D), per
S~ aperto A :

OSSERVAZIONE 2. K Nel caso che A sia un aperto di la Def. 2 as-

segna ad A (A) la stessa topologia della Def. 1 ».

OSSERVAZIONE 3. « Poichè la sottofamiglia 5~ C -9 degli aperti connessi
con A (vedi nota (1) del § 1) è cofinale con la famiglia 5~ si ha ancora :

e questa volta, data la iniettività delle applicazioni di restrizione rA á2 9 po-
tremo scrivere A (Q) C 9’l (A) ».

OSSERVAZIONE 4. « Nel caso che A sia un chiuso di ÎÍn, detto

e lo spazio di BANAOH delle funzioni armoniche su e con-

tinue su con la norma Max , si ha
,E--

anche in senso topologico.
In tal modo si vede che stl (A) è limite induttivo di spazi di BANAOH
Inoltre le applicazioni di restrizione

dal momento che relativamente compatto in sono tutte comple-
tamente continue (HARNACK). »
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OSSERVAZIONE 5. « Se A e B sono due insiemi qualsiasi di K e A ~ B,
l’applicazione di restrizione

è continua ».

OSSERV.AZIONE 6. topologia su sil (A), dove A è un sottoinsieme

qualsiasi di Rn, è più fine di quella limite proiettivo degli 

Basta invero verificare che le applicazioni

sono continue.

Vedremo inoltre più avanti (§ 5) che le due topologie Rono in realtà
identiche.

§ 3. Proprietà topologiche di gl (A).

Abbiamo richiamato che, nel caso che A sia aperto, A (A) è uno spazio
di tipo e ( 1). Nel caso A chiuso, s  ha il

LEMMA 1. «Sia A un chiuso di R. è uno spazio separato,
bornologique e tonnelé (anzi di tipo (-P7», di tipo ( completo (anzi di tipo
«D7». Inoltre :

a) un insieme .~ (A) è chiuso se e solo se per ogni aperto S~ ~ A2
connesso con A, F (S) è chiuso in sil (Q).

b) un insieme L C sil (A) è Zimitato se e solo se esiste un aperto D D A~
connesso con A, tale che L C .a~ (S~) ed è ivi 

PROVA : Per l’Oss. 4 del § 2, sil (A) è il limite induttivo di nna suc-

cessione di spazi di BANAOH con applicazioni di restrizione iniettive e

completamente continue, quindi, da un lato esso verifica la proprietà (a) [17~,
Teor. I pag. 399) e in particolare è separato, d’altra parte ([8J Cor. 2 della

Prop. 5, pa,g. 313) è uno spazio, oltre che di tipo di tipo 
ed ( 1 ).

In quanto spazio (ECJ) esso è allora bornologique e tonnelé (tali pro-
prietà sono invero verificate per spazi e si conservano passando al li-

mite induttivo), in quanto spazio (7J) ed ( ~~ ), esso è completo (vedi [8],
Corollario 2 della Prop. 4, pag. 311 : gli spazi riflessivi sono completi)
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Infine la proprietà (b) è sempre valida per spazi (É£F) completi ([8], Co-
rollario 2 del Teor. 1, pag. 270).

Per una diversa dimostrazione vedere [17J.

Vedremo che la maggior parte di queste proprietà si conserva anche

nel caso generale (A insieme qualsiasi).

PROPOSIZIONE 1. « Sia A un sottoinsieme qualsiasi di R~ . Allora sil (A)
è uno spazio separato, bornologique, tonnelé, di tipo ( ,~~9 ) e inoltre gode della
.proprietà

b) un insieme L C !Il (A) è limitato se e solo se esiste un S~ ~ A, con-
nesso con A, tale che L C A (Q) ed è ivi limitato ».

PROVA : sil (A) è separato in quanto ha una topologia più fine di quella

e questa è separata, dato che ogni lo è.

A (A) è bornologique e tonnelé in quanto limite induttivo di spazi bor-

nologique e tonnelé.
È poi subito visto che dalla (b) segue che A (A) è di tipo ( ,~~~ ) ; resta

quindi da provare la proprietà (b).
Sia dunque L una parte limitata di sii. (A), si tratta di provare che

tutte le f E L hanno una estensione ad un aperto comune D =) A, e che L
è limitato in A (S~).

Ora, con un ragionamento del tutto analogo a quello fatto nella seconda
parte della prova del Lemma 1, § 1, si vede che una tale proprietà basta
verificarla localmente e quindi basta provare che, se una successione

di punti di A convergente ad un punto le funzioni f E L ammettono
una estensione f ad un intorno comune di K _ (x,0) U (x,,1 e che 

n

è limitato in Ma poichè g è un compatto, la proprietà (b) è valida

per sil (K) (Lemma 1) e questo prova l’asserto.

COROLLARIO isomorfo (arcche senso topologico) ad sii." (A)»,
[riflessività]

(Esso è infatti di tipo ( ~~ ) e tonnelé).

COROLLARIO 2. « ~ (A) ed sii’ (A) hanno la topotogia dz MAOKEY »

(A) è infatti bornologique (vedi [8], prop. 6, pag. 200). Dal Cor. 1 segue
poi che anche A’ (A) ha la top. di MAcKBy).

7. Annali della Scuola Norm. Sup.. Pita.
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COROLLARIO 3. « Sia ~ lfn) una successione di .~ (A) convergente ad f. Al-
lora esiste un aperto connesso con A, tale che :

PROVA: L’insieme L = ( f ) U ( f" ) è limitato in 9i (A) quindi (i; segue
n

dalla Prop. 1, parte (b) ; poichè A (Q) è di tipo ( ..L), ogni sottosuccessione
di t~,,) ha una sottosuccessione convergente, il cui limite non può essere

che f ; ma allora (fn) stessa converge ad f in A (~).

§ 4. Formula d i dualità.

Sia e (x - t) la soluzione fondamentale, relativa al punto t E del-

hoperatore y infinitesima all’oo ; precisamente

dove mn è una certa costante.

Indicheremo Pk (x~ t) i polinomi, armonici nella t, che compaiono nello

sviluppo in serie di LAUEENT, relativo all’origine, di e (x - t) :

Data una superficie orientata 1, unione di un numero finito di superfici
chiuse e regolari a pezzi di y tra loro disgiunte, e date due funzioni u e v
di classe C~i in un intorno di y, porremo

Cos  se D è un aperto limitato di R" la cui frontiera éD è regolare a
pezziy e g2, ’~P sono due funzioni di classe ~ in un intorno di S~, si ha :

pur di assegnare a aD l’orientazione tale che la sua normale sia interna
ad S2,

Si può osservare che la formula precedente vale anche per D illimitato2
purchè si facciano opportune ipotesi di decrescenza all’ oo, snlle g2, g.
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LEMMA 1. « Sia A un sottoinsieme di R’b , sia u una funzione armonica
su un aperto Dj D A, v una funzione armonica su un aperto D2:J C A. Al-
lora è _possibile costruire una superficie r, unione di un numero finito di

superfici chiuse e regolari di R", a due a due disgiunte, in modo che 1 separi
C Di da C D2 (cioè in modo che y sia la frontiera di un aperto D C R" per
cui ~2~,~~~~~~i)».

PROVA : É una classica costruzione.

Con le notazioni del Lemma I, diremo che 1 separa le singolarità di u da
quelle di v.

#"V

2. « Sia A C R" , vEA(CA). Allora se Ut è una

funzione rappresentatrice di u, v, una funzione i-appresentatrice di v (vedi
Oss. 1, § 1) e 1 una superficie separante le singolarità di u~ e orientata

in modo che la sua normale sia esterna alle singolarità di il numero

non dipende dalla scelta di u, , Vi e y.
Tale numero si indicherà allora :

PROVA : i) Fissati ul e roi , Gy (u~ , v,) non dipende dalla scelta di y.

Infatti, sia y’ un’altra superficie separante le singolarità di ul non è

restrittivo supporre che y’ non intersechi y (infatti ci si può ridurre ad una
terza superficie y" che non interseca nè y nè y’y

In tal caso si ha :

dal momento y è la frontiera di un aperto su cui ul e v. sono en-
trambe armoniche.

ii) Cambiando poi il rappresentante di u, sia questi 2 si ha che ui
ed u. coincidono in un intorno D::&#x3E; A, ed allora basta scegliere, per la (i), y
tutta contenuta in D perchè si abbia :

La tesi è cosi provata.

TEOREMA 1 (di dualità)
 Sia A un sottoinsieme di
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i) Esiste una funzione UT, armonica su C A, il cui sviluppo in serie

di Taylor in un intorno del punto 

e il cui sviluppo in serie di LAURENT in un intorno di 00 (se oo E ~ A) è ;

ii) L’applicazione

de, finita da un isomorfismo tale che

iii) Vale la formula :

PROVA : i)

a) Nel caso che A sia aperto, dato T E sil’ (A), sia 
funzione tale che (Lemma 1, § 2) :

una

Allora (se e (~) è la soluzione fondamentale di A~ relativa all’origine e nulla

all’oo) la funzione z e E C°° è tale che

In particolare è armonica al di fuori del supporto di z, e quindi

Inoltre ’t. e ha proprio lo sviluppo di TAYLOR (a) in un intorno del

punto A - oo :

e lo sviluppo di LAURENT (a’) in un intorno di oo~ se

Ciò prova (i) nel caso di A aperto.
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b) _Nel caso generale (A qualsiasi) non può ripetersi lo stesso ragiona-
mento.

Assumiamo allora come definizione della in un intorno di (Do E C A,
le serie formale (a) se xo # 00, e la (a’) se xo = oo.

Perché in tal modo si possa dire di aver definito una funzione 

occorre verificare i due fatti seguenti :
I) Le serie (a) ed (a’) convergono uniformemente, in un intorno di xo,

ad una funzione armonica E sil (xo).
II) Le funzioni per xo E C A sono estendibili ad una funzione

comune ur E ~ (C A).
Per provare (I), fissato xo E C A, e dato che Rn - Xo è connesso con A

(quindi sil - xo) C 9~ (A)), restringiamo T ad un funzionale TE (Rn - xo).
Ora un - xo è aperto, quindi si può costruire, come in (a) una funzione

uT E A (xo) avente lo sviluppo (a) od (a’) in xo.
Provare (II) equivale a mostrare (vedi seconda parte della prova del

Lemma 1 § 1) che, se una successione di punti convergente ad

un Xo E C A, le funzioni

hanno una comune estensione armonica su

Ora Rn - K è aperto connesso, quindi, detta T la restrizione di T ad
A - l~), la funzione uT E A (.g), costruita con il procedimento (a), fornisce
una comune estensione delle e della 

ii) Proviamo che, se

è l’applicazione definita da essa è lineare e biunivoca. È cer-
tamente lineare ; per la biunivocità basterà costruire una applicazione inversa

Deóniamo 4YA attraverso la formula :

Ora si tratta di provare che PA o 4YA = Id, cioè che, se v E ,~ (C A), le due

funzioni ve PA o 4YA (v) coincidono in un intorno di C A’, ovvero hanno le stesse
derivate in ogni punto xa E C A.

per la classica formula di GREEN, è proprio (Dk ro) (xo) . 
’
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Provare che ø A o ’l’A = Id equivale a provare la validità della formula

Ora se 99 è (rappresentabile da) una funzione armonica su un aperto 
connesso con A, e se 1"( E stl’ (Q) è la restrizione di T ad si costruisca,
come (i), una funzione uT coincidente con UT su un aperto Q’ =) 9 Q. Basta
allora sciegliere y (separante le singolarità di UT e p) in modo che y n Q

per avere subito la (iii) :

Resta da provare che tale tp A è un isomorfismo (topologico).
Poichè ha la topologia di MACKEY, allora basterà provare che

tp Å è un isomorfismo debole (Cor. 3 della Prop. 29, pag. 153, e Cor. 2 della

Prop. 28 pag. 151. [8]). Ora dalla definizione di ø Â risulta subito la formula

e da questa segue la formula

Ma la (2) comporta subito che la « identifica » gli intorni deboli di

A’(A) con gli intorni deboli di 
Dalla (3) segue anche che

OSSERVAZIONE 1. « Come ogni funzione può estendersi a (o
meglio rappresentarsi con) una funzione armonica su un aperto S~ ~ A, cosi
per il teorema di dualità, ogni funzionale T E A’(A) può in un certo senso
estendersi ad un funzionale su A (K), dove .g è un certo compatto di A ».

§ 5. Ulteriori proprietà topologiche di sil (A).

Si è visto 1) che vale l’isomorfismo algebrico

proveremo in questo paragrafo che esso è anche un isomorfismo topologico.
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Indicheremo ~ci la topologia di (A) come limite induttivo degli (A 9 1

cioè quella finora considerata, e Zl, la topologia limite proiettivo degli 
già sappiamo che 

-- - -- -

(Osservazione 6, § 2).

LEMMA topologia ’~, su sil (A) d compatibile con la dualità

PROVA : Ogni funzionale lineare su A (A) che sia continuo rispetto a

l§p è certo continuo anche rispetto a Sia viceversa T E A’ (A) un fun-
zionale continuo rispetto a ~; allora, per l’Oss. 1 del § 4, esiste un com-

patto .go C A tale che T si estenda ad un T E !/l’ (Ko). Ma la topologia ~
rende continua l’applicazione

quindi, anche, risulta continua la

LEMMA 2. « Le parti di A’ (A) equicontinue r2spetto a una dalle due

topologie (su sil (A)) : 14 e ~, ~ sono equicontinue anche rispetto all’altra ».

PROVA : Certamente ogni parte equicontinua per ~ lo è anche per ~ .
Se viceversa L C (A) è una parte equicontinua rispetto a ~;,, essa è in
particolare limitata in (Prop. 4 pag. 193, [8]) e allora, passando
(attraverso la all’insieme per la Prop. 1, § 3, (b), si può trovare
un compatto tale che L C A’ (Ko) ed è ivi limitata. Ma per spazi
tonnelè, le parti limitate (anzi, le debolmente limitate : Prop. 5 pag. 194,
[8]) del duale sono equicontinue, cosi .L è equicontinua in !Il’ (Ko) e quindi
anche in relativamente a ~ .

TEOREMA 1. « Le due topólogie 14 e coincidono ».

PROVA : Basta osservare che la topologia di uno spazio localmente con-
vesso coincide con la topologia della convergenza uniforme sulle parti equi-
continue del suo duale (Cor. 3 della Prop. 18 pag. 117, [8]) e tener conto
dei Lemmi 1 e 2.

COROLLARIO 1. K .s~ (A) è uno spazio di tipo ( g) ».
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PROVA : Per il Cor. 2 della Prop. 4, pag. 335 di [8], un limite proiettivo
di spazi ( ý?) è di tipo ( ~), d’altronde è di tipo 

COROLLARIO 2. (A) è uno spazio completo ».

PROVA.: Per (10), § 19, pag. 235 di [10], un limite proiettivo di spazi
completi è completo.

CAP. II - PROPRIETÀ ED APPLICAZIONI

§ 1. Teoremi di approssimazione.

Sia A’ ~ A e rd’ la restrizione ad A delle funzioni armoniche su A’.
È immediato verificare la:

PROPOSIZIONE 1. «6 connesso con A, iniettivo ».

Premettiamo ora un lemma esprimente la canonicità degli isomorfismi

LEMMA 1. « It diagramma 8eguente è nommutativo :

V.4

PROVA : discende dal teorema di dualità.

PROPOSIZIONE 2. immagine densa, sia connesso

PROVA : discende dal Lemma 1 e dalla Prop. 1.

Combinando le Proposizioni 1 e 2 si ha :

TEOREMA 1. « Se A i è connesso con A e C A è connesso con ,~ (A’)
è un sottospazio denso di  A(A) .
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Si può ora migliorare il Teor. 1 introducendo dei sottospazi di .9’l (A’)
densi in A (A).

Dato xo E consideriamo il sottospazio lineare di A - xo) generato
dalle funzioni :

- ..

e dai polinomi armonici

Indicheremo tale spazio (detto : lo spazio delle funzioni armoniche con

singolarità polare in xo) sflp (C xo).
Sia ora A C in ed Y allora per la Prop. 1: (C xo) c A (A).

Possiamo quindi dare la :

DEFINIZIUNE 1. « Si chiama spazio delle funzioni armoniche polari su
A il sottospazio vettoriale di sfl (A) generato dagli

Lo indicheremo : aip (A) ».

-

TEOREMA. 2. « Sia B = U dove i Bi sono insiemi connessi di Rn.
ie I

Scelto ad arbitrio per ogni i E I un punto Xi E Bi, lo spazio vettoriale generato
dagli Ap (cioè quello delle funzioni armoniche con sole singolarità polari
nei punti xi) è denso nello spazio delle lunzioni armoniche su CB ».

PROVA : Per dimostrare il teorema, basta provare che ogni funzionale
su sil (C B) che sia nullo su ogni Ap (C xi) è il funzionale nullo. Dalle formule

(a) del teorema di dualità, ogni funzionale T E A’ (C B) nullo su tutte le

funzioni del tipo (Dk e) (x - Xi), se xi =1= oo, e sui polinomi armonici l’k (x),
se 00 è uno degli xi, ha una funzione rappresentatrice uT E sil (B) nulla in
un intorno di ogni xy .

Ma allora 0, per la analiticità di uT, in un intorno di ogni Bi;
e quindi T = 0.

COROLLARIO 1. « Sia A’ ~A. Allora sll.p (A’) è denso in A (A) purchè
A’ sia connesso con A e C A sia connesso con C A’ ».

OSSERVAZIONE l. « Se A è un insieme aperto, sii. (A) è uno spazio di
FRÉOHET; quindi ogni densità in sil (A) può intendersi per successioni ».

Lasciamo al lettore la cura di determinare altre condizioni che diano

densità per successioni, sfruttando appunto la Osservazione 1.
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COROLLARIO 2. « Sia A un aperto di (necessaria)
e sufficiente perchè i polinomi armonici Pk (x) approssimino le funzioni armo-
niche su A è che C A sia connesso ».

Dato un punto xo =~= oo, il funzionale corrispondente (attraverso la 4SA
del teorema di dualità) alla funzione (Dk e) (x - xo) è :

Vale allora il:

COROLLARIO 3. « Se B è un insieme connesso di ed y E B - oo, ogni
funzionale 1’ E A’(B) è approssimabile con funzionali del tipo :

OSSERVAZIONE 2. «Nel caso che B non sia connesso si otterranno

approssimazioni di T scegliendo per ogni componente connessa di B un

punto y ».

OSSERVAZIONE 3. « Se B 3 00, una approssimazione di T con funzionali
aventi per « sostegno » il punto 00 (anzichè y) si otterrà prendendo al posto dei

.i funzionali

dove i (Pkj sono una base di polinomi armonici ».
Tenendo conto di questa osservazione, si possono trasportare al caso

0o i teoremi che via via enunceremo nei casi al finito.

§ 2. Teorema di Mittag J.4efller.

DEFINIZIONE 1. « Sia (K.1 una successione di insiemi chiusi di Rn.
-

Diciamo znsieme limite dei Km, il chiuso di 

LEMMA 1. «Per ogni aperto esiste un indice v = v (V) tale che :
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PROVA : Se la tesi del Lemma fosse falsa, si potrebbe trovare una

successione di punti E V convergente a qualche punto x. Ma
tale x dovrebbe allora appartenere a K e quindi anche a V, assurdo.

PROVA : è una facile verifica.

TEOREMA 1. « Sia una successione di chiusi di tale che

Sia, una funzione I
7ft

è possibile trovare una tale che :

ii) 92 - prolungabile ad una , funzione armonica su

o

PROVA : Ci si pub anzitutto ricondurre al caso g~ = 0, pur di esten-
dere ogni Qm a zero nell’interno di 

allora, per w abbastanza grande, =~= 
Ma Hm === C (C Hm) è connesso con g = C (C 1~ ), quindi (Teor. 2 e Prop. 2,

§ 1) per ogni ~n si può trovare una funzione tale che:

Allora la serie. ,1 converge uniformemente al di fuori di I

infatti se , esiste un intorno W 3 y tale che :
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e quindi per i ne segue che :

Quindi è una funzione armonica fuori di

Resta infine da provare (ii) :

è una funzione estendibile a tutti i punti di

COROLLARIO 1. (MIT1.’AG « Sia (x,,,) una successione di Rn con-

vergente all’ 00. Assegnata per ogni m una funzione armonica E sil 
esiste una successione (Pm (x» di polinomi armoinici tale che la serie :

converge uniforme’1nente a,l di fuori dell’insieme U {xm} ; inoltre T - è
m

prolungabile ad una funzione armonica anche su Xm ».

DEFINIZIONE 2. « Sia T E A’(A). Diciamo che un insieme chiuso 1~ C A
è un sostegno di l’5 se uT è armonica su C K, cioè se :

per qualche 
Se esiste un sostegno minimo, lo si dirà un supporto ».

DEFINIZIONE 3. « Diciamo che T 6 AI(A) è nullo su un insieme B C R"
se esiste un sostegno K di 1.’ tale che : B n K ==== Q ~

La trasposizione del Teor. 1 in termini di funzionali, conduce al :

TEOREMA 2. « Sia (Km) una successione di tale che

e sia ~?n ~u~ funzionale di sostegno
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Allora esiste un funzionale T di sostegno

dove i 19i sono certi funzionali di sostegno K, del tipo di quelli del Oor. 3, § 1 »,

N. B. « Il Teorema 1 nel caso di un numero finito R, , K2, ..., Kw di
chiusi, è ovvio : basta prendere

~ 3. Teorema di decòmposizione.

Premettiamo un noto teorema di spazi vettoriali topologici :

TEOREMA. 1. « Siano E ed F due spazi entrambi di FRECHÉT-SOHWARTZ ((‘ )!
( o duali di FREAHÉT-SaHWAR’IZ «D ((’), ( u : E - F

un’applicazione lineare continua. Allora si hanno le condizioni equivalenti :
i) u è un isomor, fismo su u (E);
ii) tu è surgettivo ;
iii) u è iniettivo ed u (E) è chiuso.

Inoltre un sottospazio .E~ C E è chiuso se e solo se è chiuso per succes-

sioni ».

PROVA : vedi [7], [8], [10].

R.ichiamiamo il risultato seguente (vedi Capitolo I).
« Se A è un aperto di in, A (A) è un (9), ( _9,)-spazio.
Se A è un chiuso di in, A (A) è un (~D((~’), ( g )-spazio ».

TEOREMA 2 (di decomposizione) « Siano A~ ed A2 due insiemi entrambi
chiusi o aperti di in.

Sia A = Ai U A2 ; sia Z’ E (A). Allora esistono due funzionali

tali che :
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PROVA : Si tratta di provare che l’applicazione :

definita da

è surgettiva.
Ma V è l’applicazione trasposta della :

definita da :

e, dato che la somma diretta di due (~’)~ ( ~)-spazi è un (iF), ( 
e la somma di due ((~), ( è ancora un ((~’), ( (vedi
((8J)), siamo nell’ipotesi del Teor. 1, e basta quindi provare che 0 è una
applicazione iniettiva ed ha immagine chiusa per successioni.

Ora se u E A (A) è tale che :
(u) (u) = 02 si ha che u è nulla in un intorno di A = A2 .

Quanto al resto, se :

si ha :

quindi ’Vi e V2 si saldano in Ai n A~; e allora esiste una v E sfl (A) tale che :

OSSERVAZIONE 1. «L’applicazione definita nella prova del Teor. 2.

è un omomorfismo ».

PROVA.: Ogni applicazione surgettiva (lineare e continua) tra due spazi
è un omomorfismo (Teor. 1).

Passando attraverso le
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della formula di dualità, y induce un omomorfismo

definito da :

Si vede allora che u E Ker y’ implica quindi u e v si

saldano Cos  si ha l’isomorfismo :

Data l’arbitrarietà di A~ 1 e A2 2 si ha (modificando le notazioni) la

PROPOSIZIONE 1. «Siano A1 e A2 due insiemi entrambi aperti o chiusi di Rn.
L’applicazione

definita da :

è un omomorfisino surgettivo, il cui nucleo è tale ch.e :

COROLLARIO 1. « Siano .gi e K2 due insiemi entrambi chiusi o aperti tali che :

Ki v Allora si ha l’isomorfismo :

In particolare, se y è una superficie chiusa, e sono la chiusura delle

due parti in cui y divide R :

Sia la Prop. 1 che il Cor. 1 danno luogo a due altre affermazioni, per dualità:

PROPOSIZIONE 2. «L’applicazione 1p definita nella prova del Teor. 2 è
un omomorfismo il cui nucleo è isomorfo a A’ (Ai n A2) ».

COROLLARIO 2. « Se .g~ e K2 gouo due insiemi entrambi o aperti
tali che K, n B’2 = ø, si ha l’isomorfismo
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CAP. III. - FUNZIONALI ANALITICI

§ 1. Funzionali armonici simmetrici.

Nel corso di questo paragrafo supporremo n h 2. Si considererà qui,
inoltre, R" come sottoinsieme di R"+1; il generico punto di si indiche-

rà con : (x9 t), dove

DEFINIZIONE 1. « Un insieme A di i"+1 si dice simmetrico rispetto ad

RI, 2 se :

Indicheremo con

LEMMA 1. «Sia A un insieme simmetrico di k,,+1 , ed Q un aperto con.
tenente A. Allora esiste un aperto szmmetrieo S’ tate che Q’ A ».

PROVA : Per ogni punto (x, t) E A, si può trovare un (} = (} (x, t) &#x3E; 0 tale
che i due intorni sferici B ((x, t) ; o) e B ((x, - t) ; ~o) siano entrambi contenuti
in D. L’aperto :

è simmetrico e :

Indicheremo con ~8 = 9, (A) la famiglia semiordinata degli aperti simmetrici
contenenti A. 9, è cofinale con 9.

LEMMA 2. « Sia A un insieme simmetrico di R,,+’ e K un compatto di
A. Allora esiste un compatto simmetrico di A, li’, tale che: Kc K ’C A ».
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PROVA : Consideriamo l’insieme J

Indicheremo con C)(S = (A) la famiglia semiordinata dei compatti sim-
metrici di A. 9Cg è cofinale con ~)C.

DEFINIZIONE 2. « Sia A un insieme simmetrico di Rn+~. Una funzione
u E A (A) si dirà simmetrica (risp. antisinimetrica) se esiste un aperto sim-
metrico Q n A su cui u è simmetrica, i. e. :

(risp. antisimmetrica,

TEOREMA 1. « Sia A un insieme simmetrico di. ~~+1. rSia (A) lo spa-
zio delle funzioni armoniche simmetriche su A, ed sRa (A) lo spazio delle

funzioni armoniche antisimmetriche. Allora si ha la decomposizione in somma
diretta algebrica e topologica :

PROVA : Definiamo su 4 (A~ i due proiettori

nel modo seguente :

Allora è facile verificare che :

Infine ps e pa sono continui : se (un) è una successione convergente a zero

in A (A ) (Cor. 3, § 3 Cap. I) allora converge uniformemente a zero su

ogni compatto di qualche aperto simmetrico ma in tal caso anche

(x, - t)) converge uniformemente a zero sui compatti di Q e quindi :

8. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pila.
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Poichè infine

si ha la tesi.

Si indicherà, conformemente al risultato del teorema, con sIls (A) (Sa (A))
lo spazio delle funzioni armoniche simmetriche (antisimmetriche) con la to-

pologia indotta da sil (A).

LEMMA 3. « Valgono gli isomorfismi seguenti :

e analogamente per le antisimmetriche ».

PROVA : i) l’isomorfismo algebrico ovviamente

definito ; si tratta di provare che j e j -1 sono continui. Poichè (A) è
bornologique, in quanto quoziente di uno spazio bornologique per un sotto-
spazio chiuso, basta provare che j è continuo per successioni. Ora se

fu,,) E sIla (A) è una successione che converge a zero, esiste un Q E 5~ tale

che (un) ~ 0 in (Q) e quindi (una) -~ 0 anche in

Viceversa basta provare che j -1 è continuo su ogni sil, (D), ,~ E 98, e ciò
è ovvio.

ii) Si ha anche qui un ovvio isomor6smo algebrico :

Quanto alle topologie, si noti che poichè, se (K) ha la topologia indotta
da A (K),

ha la topologia indotta dal sovraspazio

che è proprio la topologia di A (A).
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Proveremo ora che dal punto di vista della dualità, il comportamento
dei funzionali simmetrici e antisimmetrici è lo stesso di quello dei funzio-

nali armonici.

Dalla decomposizione in somma diretta si hanno gli isomorfismi (alge-
brici e topologici).

Diremo che T E è un fnnzionale simmetrico se T E ,~8 (A), o, che
è lo stesso, se T si annulla sulle funzioni armoniche antisimmetriche.

T si dirà antisimmetrico se appartiene a cioè se si annulla sulle

funzioni simmetriche.

LEMMA 4. « Sia A un insieme simmetrico di ÎÍn+~ e T un funzionale
simmetrico (risp. antisimmetrico) su A. Allora la funzione UT (corrispondente
a T attraverso l’isomorfismo 1J1 Â del teorema di dualità) 6 una funzione sim-

metrica (risp. antisimmetrica) ».

Sia T simmetrico. Basterà mostrare che la funzione :

è nulla con tutte le derivate in ogni punto ~x~ t) E É A. Ma :

in quanto la funzione :

è antisimmetrica su A, e T si annulla sulle funzioni antisimmetricbe.
Analoga prova nel caso che T E A§ (A).

TEOREMA 2. «Esiste un isomorfismo aanonzco :

PROVA : L’isomorfismo

è tale che (Lemma 4) :
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Ma è pure facile verificare che

e cos  per le antisimmetriche.

N. B. «Se allora ’1’ si può pensare appartenente ad A’(A)
e quindi ha senso l’espressione ( anche per 99 E .sR (A).

Del resto  ~’, ~ ) =  ).
Il teorema 2 ci assicura quindi 1’esistenza delle formule di dualità,

per i funzionali armonici simmetrici e antisimmetrici. È poi facile vedere

che gli spazi stl, (A) ed da (A) conservano tutte le proprietà topologiche di-

mostrate per lo spazio d (A) nel corso del Capitolo I (ricordiamo che (A)
è al tempo stesso un sottospazio chiuso e un quoziente di ,~ (A)) ».

Infine con ovvie modifiche tutta la teoria svolta nel Capitolo II per gli
spazi A (A) si trasporta agli spazi e 9~G (A).

§ 2. Funzionali analitici : definizione.

In tutto ciò che segue, considereremo sempre insiemi A C R,n C 

DEFINIZIONE 1. « Sia Q un aperto di R,n . Diciamo che una funzione

u : S~ --~ C è analitica su S~, se per ogni punto x E S~ esiste un intorno V 3 x
su cui u è sviluppabile in serie di TAYLOR ».

Sia A un insieme di Rn. Consideriamo sull’insieme delle coppie: (U, 52~,
dove ~2 è un aperto di Rn contenente A, ed u una funzione analitica su Q,
la relazione di equivalenza :

se e solo se esiste un aperto tale che

DEFINIZIONE 2. « L’insieme quoziente rispetto a tale relazione d’egui-
valenza si dirà insieme delle funzioni analitiche (local.i) su A. Sa.rà indicato

con a (A) ».

OSSERVAZIONE 1. « 9 (A) è un’algebra ».
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Vogliamo ora dare una topologia ad 9~ (A), ricorrendo alle funzioni olo-
morfe (per n = 1) ed armoniche (nel 2).

CASO 1 (n = 1). Tenendo conto del fatto che esiste un ovvio isomor-

fismo algebrico dello spazio delle funzioni analitiche su A sullo spazio delle
funzioni olomorfe su A (in quanto sottoinsieme del piano proiettivo), si

può dare ad E (A) la topologia di questo secondo spazio. Per lo studio di
~ (A) nel caso n = 1 vedi ad esempio [6] e [9].

CASO 2 (~z ~ 2). Premettiamo il seguente lemma che ci sarà utile nel

seguito :

1. « ,Sia u una funzione analitica reale sul cubo chiuso

avente un unico sviluppo in serie di potenze, di modo che :

Sia serie formale

Allora si ha :

con un unico sviluppo in serie di potenze e continuac su
.- ....

PROVA : Indichiamo con u (z) il prolungamento olomorfo di u (x) in

Si ha



506

Ne derivano le seguenti diseguaglianze (formula di CAUOHY)

1

Sia ora

la serie data.

Sviluppando e passando al campo complesso si ha

purchè sia

(Si noti che lc Questo dimostra (teor. di WElERSTRASS) che la
-

u (z, olomorfa, e quindi la sua traccia su Ba (xo), che è la funzione

u (x, t), è analitica.
Per dimostrare (ii), basta osservare che :

TEOREMA. 1. « Sia A un aperto di R", sia u una funzione analitica su
A. Allora si può troroare un’unica funzione armonica simmetrica u (x, t) su un
intorno simmetrico (aperto in :í~n+~) di A, che estenda la u, i. e.:

PROVA : Si tratta di risolvere il seguente problema (equivalente ad un

problema di CAUOHY) « Trovare una funzione u (x2 t) definita su un aperto
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Q di contenente A, tale che

Ogni soluzione Z del sistema (1), in quanto analitica in un intorno di A, deve
essere della forma (per ogni punto xo E A) :

Calcoliamo le funzioni ar (3:0 ; x).
Dalla condizione di simmetria si ha che

per r dispari. La seconda condizione di (1) ci dà inoltre:

e la prima :

Si hanno cos  le identità :

per

per

per

Quindi, se esiste una soluzione i di (1) essa è necessariamente del tipo :
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Ma il Lemma 1 ci assicura che, se ~o (xo) è un numero tale che u ha uno

sviluppo in serie di TAYLOR nel cubo

la funzione u è ben definita da (2) ed è analitica nell’intorno di A ; .,

COROLLARIO l. « Vale l’isomorfismo algebrico : 6t (A) ~’ !Il, (A) ~.

PROVA : Se A è aperto, 1’asserzione segue subito dal Teor.1. Nel caso
di A qualsiasi, basta passare al limite induttivo.

DEFINIZIONE 3. « Diremo, d’ora in poi, spazio delle funzioni analitiche
reali su A lo spazio 61 (A) con la topologia di (A). »

Ci proponiamo ora di definire (A)9 nel caso che A sia un compatto
di Rn , una topologia intrinseca.

Sia dunque A un compatto di Rn e ar (A) il sottospazio di S (A) costi.
tuito dalle funzioni u la cui serie di TAYLOR relativa al punto x E A converge
nel cubo chiuso di Rn :

Si può verificare che :
1) r" &#x3E; r’ implica
2) Vale l’isomorfismo algebrico :

3) È possibile dare ad G,. (A) la norma

anzi, vale la diseguaglianza il dove f (Z) è l’estensione

olomorfa di u (x) e
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4) Gli omomorfismi iniettivi :

sono completamente continui.
(1 e 2 sono di facile verifica, 3 e 4 discendono dalla formula di CAU-

OHY e dalle proprietà di normalità di MUN’rELy Allora se diamo ad 6t (A) la
topologia lim (A), esso viene ad essere uno spazio dei tipo (E:1) (anzi : [17]

% 
’

n

limite induttivo di spazi di BANAOH con applicazioni di restrizione iniettive
e completamente continue).

TEOREMA 2 « Sia A un insieme compatto di R". Allora la topologia, su
6t (A), lim lllr (A) è la stessa di quella introdotta nella Definizione 3 ».

-
1/r

PROVA: Poichè entrambe le topologie sono di tipo (-P9), si può appli-
care il teorema del grafico chiuso ([8] pag. 271).

Basterà quindi dimostrare che le due topologie sono confrontabili. Ma

le iniezioni

sono continue. Infatti :

i) ( jr) C sfl, (Q) per un certo aperto S~ tale che Q 

per ogni compatto (Lemma 1 ~ (ii£
Questo prova il teorema.

Poniamo a questo punto la seguente definizione (dove A è un qualunque
insieme di R").

DEFINIZIONE 4. « Gli elementi di el’ (A) si dicono funzionali analitici

reali su 9. » .

§ 3. Proprietà.

Vogliamo ora riassumere le principali conseguenze dell’applicazione della
teoria fino ad ora svolta al caso particolare dei funzionali analitici su A

qualsiasi. Le dimostrazioni sono immediate, tenuto conto dei Capitoli I e

119 e del paragrafo 1 Capitolo III.

TEOREMA 1. (A) lo spazio delle funzioni analitiche realz su A.

La topologia introdotta su 6t (A) (Def. 3, §’2) è localmente 8eparata,
completa, di tipo bornologique, tonnelé e di tipo ( Y) ed 
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a) ITn insieme L C a (A) è limitato se e soltanto se tutte le f E L am-
mettono un prolungamento arnaonico simmetrico comune su un aperto 
di sono ivi uniformemente Limitate sui compatti.

b) Úna successione (Un) in 61 (A) converge se e solo se gli hanno

un prolungamento armonico simmetrico ad un aperto comune di ed ivi

convergono uniformemente sui compatti.
c) La topologia (A) coincide con la topologia limite proiettivo 

per K compatto C A ».

Dalla proprietà (c) e dai Teor. 1 e 2 si ottengono altri criteri di limita-

tezza e convergenza in funzione della topologia intrinseca. Infatti un insie-

me è limitato nella topologia limite proiettivo se e solo se è limitato in ogni
3 (K) e quindi se :

Una successione (un) converge a zero se e solo se convergono a zero 

le (r£ (un)~ ~ cioè se :

TEOREMA 2 (di una corrispondenza biunivoca e bicon-

tinua fra 6Z’ (A) ed .sil, (C A) (1). La corrispondenza è data dall’app licazione

definita nel modo seguente :
se (x, t) è un punto interno di C A, diverso da r)o, e T E 6Z’ (A) :

Si ottiene poi ~,~ (T) su un intorno per continuità.

Uno sviluppo all’infinito è :

(1) In tutto ciò che seguirà C A indicherà il complementare di d in 



511

Vale inoltre la formula

ove l’estensione armonica simmetrica di op (vedi Teor. 1 § 2) e y è un

opportuna superlicie orientata che separa le singolarità di uT da, quelle di 99 ».

Nel caso dei funzionali analitici si può anche parlare di supporto (cioè
di sostegno minimo). Si osserva infatti che prolungando per continuità la
funzione ra~ppresentatrice si ottiene un prolungamento massimo, e quindi un
sostegno minimo per il funzionale. Si ha quindi :

OSSERVAZIONE 1. « Ogni funzionale analitico su A ammette un sup-

porto compatto ».

La formula di dualità fornisce alcune proprietà sui funzionali che sono
facilmente ricavabili. Ricordiamo solo che : una successione ( Tn) di funzionali
analitici converge a To se e solo se esiste un sostegno comuue K e se

in 6Z,’ (K).

I teoremi del Cap. II si semplificano, poichè nel caso di sotto-insiemi
di R", alcune delle ipotesi che intervengono in quei teoremi sono automati-
camente verificate.

TEOREMA 3. « Siano A e B due sottoinsiemi qualsiasi di Rn con A C B.
Condizione sufficiente perchè 61 (B) sia denso in 6t (A) è che B sia connesso
con- A ».

(Infatti C A è sempre connesso dato che C A è connesso).

In particolare :

COROLLARIO 1. (Teorema di WElERSTRASS) « Sia A un aperto di R".
Ogni funzione ana,litica su A può essere approssimata da una successione di

polinomi ».

I teoremi di densità non sono in generale validi per successioni, però
sotto ipotesi molto larghe lo diventano.

Si vede che l’insieme dei funzionali analitici del tipo

è denso in 6t’ (A).
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Se poi A = (X0), si ha che tutti e soli i funzionali analitici a supporto
in lxo) sono della forma I. dove

TEOREMA 4. « Sia Krn una successione di chiuisi di tale clae

U C RI, ( la chiusura si intende fatta in R~n+~) e siano ( Z’m~ dei funzionali
7n

di sostegno = 1, 2, ...). Allora esiste un funzionale analitico T di

sostegno B = U Km tale che :
m

dove i 0~ sono certi funxionali analitici aventi sostegno K limite dei

(vedi Cap. Il, § 2), e del tipo ..

Si osservi che nel caso di U Km 3 00, il teorema è falso in generale.
m

TEOREMA 5 (decomposizione). « Siano A~ e A2 due insiemi chiusi e limitati
di sia A = Ai U Se T E Ct’ (A), esistono due funzionali

tali che

L’applicazione che alla coppia (Tt , T2) fa corrispondere T è urc 
fi8mo il cui nucleo è el’ (Ai n Å2) ».

P~ea
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