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M O D U L I C A N O N I C I

E GRUPPI ANALITICI COMMUTATIVI

di IACOPO BARSOTTI (1)

lntroduzione. I gruppi analitici (commutativi), recen tem en te introdotti i

da J. Dieudonné, si sono dimostrati utilissimi nella investigazione delle

varietà gruppali commutative (cfr. per esempio il [14] della bibliografia
posta alla fine di questa memoria); manca però uua tratta,zione organica dei
gruppi analitici, ed è questa lacuna che ci proponiamo qui di colmare. Il

metodo seguito, che ora descriveremo brevemente, antepone ai gruppi stessi
certi moduli su un anello T definito al § 1, che già in [151 hanno dimostrato
di essere lo strumento più efficace per lo studio dei gruppi analitici ; i per

i nciso, la parola « modulo » significherà sempre « modulo unitario, sinistro »
salvo esplicita avvertenza in contrario.

Nel § 1 si trova la struttura di tutti i T*-moduli finiti a torsione (1.12);
il netodo è, con pochissime semplificazioni, quello di [7], ed i risultati di

questo paragrafo sono tutti noti ; principali fra essi sono FI.11 e 1’1.12.

Nel § 2 vengono introdotti i 1’-inoduli canonici per mezzo delle 2.1

e 2.2 ; quasi tutto ciò che si riferisce ai T moduli canonici è qui presentato
per la prina volta, benchè varie loro proprietà,, e principalmente il teorema

di struttura 2.11, siano già state usate nello studio dei gruppi analitici.

La proprietà che serve a definirli nei lavori di Dieudonné è qui presentata
come un teorema, precisamente il 2.8; i risultati più usati, fra quelli del
§ 2, sono il 2.8, il 2.5, e il 2.11; nel 2.12, ove si descrive l’anello degli
endomorfismi di un T-modulo canonico indecomponibile M , sono anche

stabilite esplicitamente le condizioni sotto le quali tale anello è una schiera

* Entrato in redazione il 18-5-1959.

(1) Dell’Università di Pittsburgh, e docente Fulbright presso la Scuola Normale

Supcriore di t’isn. 
,
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massima della propria algebra quoziente : oltre alla condizione dim 
già nota, si trova la condizione codim M = 1, che apparentemente era

sfuggita fino ad ora.
Il § 3 tratta di un argomento nuovo: anzitutto, nel 3.1 si dimostra

che un T-modulo canonico M che sia equidimensionale (ossia tale che

dim pM = dim M) è anche un K-modulo libero finito; tale proprietà era
stata enunciata senza dimostrazione in [16], ma limitatamente a quei
T-moduli che sono legati a varietà gruppali equidimensionali (cfr. anche

7.2 e 7.4 di [14])’; il 3.1 mostra invece che l’algebricità non ha nulla a che
fare con la proprietà in questione. L’essere M un K-modulo libero finito

suggerisce immediatamente una dualità 1 (rispetto a g) fra M ed un op-

portuno 77 modulo canonico equidirnensionale (II essendo l’antiisomorfo di T),
dualità che viene definita e studiata nei 3.2, 3.3, 3.4; essa è utilissima

nelle applicazioni alle varietà abeliane (cfr. [14]), ma non è né~ la più natu-
rale nè la più generale ; la dualità più generale (qui chiamata trasposizione
e denotata con o) richiede l’introduzione di un T-bimodulo sinistro e destro

9C; per una teoria generale di tali dualità vedasi [17] (la cui conoscenza

non è però presupposta per la comprensione del presente lavoro). La tra-

sposizione o vale per tutti i T moduli canonici, e la relazione di o con. è

assai semplice, ed è descritta nel 3.10.
Il § 4 introduce le iperalgebre, gli ipercampi, e i gruppi analitici

(commutativi) ; gran parte. dei risultati di questo paragrafo sono sparsi nella
letteratura (benchè la locuzione « ipercampo » sia nuova) ; si noti che i

gruppi analitici vengono definiti effettivamente (come nei miei precedenti
lavori) come insiemi di punti, e non come insiemi di leggi e coordinate.
Nel § 4 si insiste sul fatto che tanto le iperalgebre, quanto i gruppi ana-

litici, sono dei duali, opportunamente costruiti, degli ipercampi. Il 4.13,
infine, non è altro che una definizione, ridotta ai minimi termini, delle,
iperalgebre.

,Nel § 5 si affronta il problema della rappresentazione dei T-moduli’
canonici per mezzo di vettori di Witt «canonici », a componenti in, ipe-
ralgebre l’utilità di tali vettori canonici di Witt è stata menzionata nel-

l’introduzione del [18], e qualche loro proprietà è stata descritta, senza
dimostrazione, nel [16] ; si veda a tal proposito anche il [14]. I risultati

principali del § 5 sono i 5.2, 5.3, 5.7, 5.8. Nelle ultime pagine di questo
paragrafo si ritrovano, in maniera seinplicissima, le ben notef descrizioni
dei gruppi vettoriali, logaritmici, e di Witt (talvolta usate come definizioni).

Il § 6 interrompe la trattazione, e prepara uno strumento per il § 7,
con l~ introduzione di tre nuovi algoritmi sul tema dei vettori di Witt;
l’ultimo fra questi ha applicazione diretta al § 7, ma il più importante per
future applicazioni è l’operazione x log’~ , ove x è un vettore canonico di
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Witt di iperderivazioni, e 1 è un vettore di Witt (che nelle applicazioni
sarà del tipo (~, 0, 0, ...)) : come infatti è brevissimamente spiegato nel § 7
di [14], 1’operazione x log ~ permette di considerare ogni ciclo X~ di dimen-
sione massima su una varietà abeliana A come un omeomorfismo d, X
del T-modulo dei vettori canonici di iperderivazioni invarianti su A, sul

, 
T-modulo canonico delle iperclassi chiuse di ripartizioni su A, modulo

iperclassi esatte; la prima approssimazione d X (del tipo ~-1 d~) di d,,,, X
è studiata in [18], e la possibilità di costruire doo X è accennata nell’ in-

troduzione di [18]. La d X, oltre a rendere possibile l’enunciato di

Picard-Severi (sulle singolarità logaritmiche di un differenziale di terza

specie) in caratteristica p, da una relazione funzionale fra una varietà

abeliana e la propria varietà di Picard, relazione una cui prima approssi-
mazione (e precisamente la ha permesso a Cartier di dimostrare il

teerema di dualità [19] ; i cfr. anche il § 6 di [14] ; i e la stessa relazione fun-
zionale permette di verificare l’identità (o meglio, la dualità) del trattamento
di Serre [20] della coomologia su varietà abeliane (trattamento una cui

prima approssimazione è quella di [18], rielaborata in [21]), con quello che
si può ottenere usando le iperalgebre di Lie. Queste applicazioni, comun-

que, non vengono perseguite nella presente memoria.
Il § 7 descrive, per i lI-moduli canonici, una teoria della rappresenta-

zione analoga a quella svolta nel § 5 per i T-moduli canonici ; il metodo

è però più rapido, potendosi esso avvalere della trasposizione introdotta al

§ 3 ; essenzialmente, si riescono ad isolare nell’ipercampo R = k {G] legato al
gruppo analitico G, degli « elemeuti canonici » che si combinano in maniera

preassegnata (ossia mediante i covettori di Witt introdotti alla fine del § 6).
Una indicazione schematica delle relazioni fra T-moduli canonici, Il-moduli
canonici, iperalgebre, ipercampi, e gruppi analitici, può essere la seguente :

qui, M (risp. N) è un T-modulo (risp. il-modulo) canonico ; A è un’iperal-
gebra, R un ipercampo, G un gruppo analitico; le freccie orizzontali rap-

presentano relazioni di dualità ; o (risp. r) è uu isomorfismo di M (risp. di

N) sul T-modulo (risp. IT-modulo) canonico di tutti i vettori (risp. covettori
o anche elementi) canonici di Witt a componenti in A (risp. in R).

Nell’indice delle definizioni che segne, accanto ad ogni termine o sim-
bolo usato consistentemente in questa memoria, indichiamo la pagina in cui
esso è definito ; in tal modo possiamo evitare, nel corso delle dimostrazioni,
eccessivi richiami alle definizioni.
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1. I T~ - moduli. Sia p un numero primo (positivo), e sia .g’ un

corpo avente le seguenti proprietà :
1) g’ ha caratteristica 0 ;
2) .g’ è completo rispetto ad una valutazione discreta v di rango 1,

che supporremo normalizzata, tale che v (~) = e ] 0 ;
3) il corpo residuo k di ~’ rispetto a v, che ha certo caratteristica p ,

è algebricamente chiuso ;
4) esiste un elemento tale che onde v (w) =1.

Un K’ con tali proprietà è completamente individuato, a meno di iso-

morfismi, qnando siano dati e; indicheremo con g la schiera valutante di

v ; un g siffatto sarà detto una schiera valutante p-adica, di ramificazione e
(o non corpo k .

È noto che esiste un solo endomorfismo (di ax di K

tale cln col = a&#x3E; e che ,u (ax) = se ,u indica l’omomorfismo naturale di

K su k; inòlt -e x è un automorfismo di K. Detta t una indeterminata, co-
strniremo i K-moduli destri . t = T delle serie formali di

potenze in t, a coefficienti (a destra) in K, ad esponenti interi 2 0 nel pri ~ B
ino caso, o soltanto interi nel secondo, con la convenzione però che in ogni
elemento di T compaia solo un numero finito di potenze di t ad esponente
negativo. I K-modali T e T* saranno trasformati in campi d’integrità (non
,coinmiitativi) col porre at = tax se a E K; l’automorfismo x sarà esteso 
e T* col porre In questo paragrafo studieremo i T’-mo-
duli (sinistri unitari) a torsione, seguendo da vicino,la trattazione datane in [11.

B00

Se 0 # a = Ii ti ai E T con ai E ed an # 0 , porremo v (a) (a) ;
n .

porremo poi v (0) = oo ; si constata subito che a è una unità di T* se e
solo se v (a) = 0 ; invece a è una unità di T se e solo se v (a) = r~ = 0 ;
si ha poi sempre v (ab) = v (a) (b). Definiremo anche l’intero h (a) h 0
come il minimo i tale che v (an+i) C v per ogni j ; e porremo di nuovo

h (0) = oo ; è h (a) = 0 se e solo se a è divisibile, in T*, per (J)v(a); si ha

inoltre h (ab) = h (a) + h (b). .. ,

1.1 LEMMA. naturale di K su k ; sia fo (Xo, .,. ~ X~)
2cn polànomio, a coefficienti in K, lineare nelle indeterminate Xi, e pongasi

(X) = (X ) . Allo1’a per ogni ~o E k tale che (~o, ~~ ,..., = o , esi-
ste almeno un x E K tale che e che fo (X9 xh 9 ... = o ..
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DIM. O, chè altrimenti il risultato è banale. Se

xo E K è tale che = ~o’ si l~a fo (xo , ... , ’~ ~ ~ (mod quindi
con fl (X) E 

lineare non costante, ovvero nullo ; se cp1 (~Y) _ (X) E k ~X~ , esiste allora

un xl E K tale che, posto ~~ = ~Cx~ ~ si abbia 9’1 (~1, ~i , ... ; = 0 , ossia

fl (~ , ... , E w 8 ~ o infine/o (xo (xo + (Xo + 
00

(mod w2 K). Cos  proseguendo, si ottiene un x = tale che
o

fo (a? ~ ’U , O (mod cor K) per ogni r, C. V. D.

~ 

1.2 LEMMA. T*, con (a), è euclideo, 
1) v (ab) = v (a) + v (b) ;
2) se a, b E T~~ con b =1= 0 ~ esistono ri E T~ tali ohe

a = bq1 + ri = q2 b "i" r2, ove =11, o v  v (b) .
Oome conseguenza, ogni ideale sinistro (risp, destro) di 

00

DIM. La 1) è palese. Per dimostrare la 2), se a = Ai , Ai E K,
r

Ar # 0 ~ e se v (a) = n, y sia a la somma di tutti B i ti Ai tali che

v ¿ n; allora a è una unità di T, e a = + a’, óve a’ E T e
ogni termine ti Ai della serie di poteuze a’ è tale che v (Ai) ~ n . Analoga-
mente, se v (b) = m , si scriva b = + b’: Se m ~&#x3E; n, o se a = O,
gli elementi q2 = 0 ~ r2 = a soddisfano la condizione 2) ; i altrimenti, pongasi
ai = a - con-m tr-s b. Si ha v (at)  n ovvero ai = O; i nel primo
caso, il processo, si può ripetere y ecc., fino a trovare appunto
a = qz b + r2 ; analogamente per q1 C. V. D.

Dati ancora a e b come in 1.2, O =~= b, esistono iin massimo

comun divisore destro d di a, b tale che T*a + = T*d, ed un loro

minimo comune multiplo sinistro c tale che fl T*b = T c ; come indicato
in [2]~ d si trova col processo di divisioni successive

e c può essere scelto nel modo seguente :
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1.3 LEMMA. b sono elementi non n1tlli di T , e T*a + T*b = T*d,
= T~ c , allora v (a) -~- v (b) = ro (c) -~- v (d) ~ e h (a) -~- h (b) _

= h (c) + h (d). 
-

Si consideri un T*-modulo (sinistro unitario) ciclico generato da un
è ben noto che se T a 9 supposto * 0 , 2 è l’allnullatore di ,

allora inoltre è anche se e solo se b è simile ad

a [3, Cap. 3, § 4], ossia se e solo se esiste un tale clre 2’~a x =
= T*b f1 e T*b + = T*; allora, per 1.3, v(a) = v(b) ed’h(a) = h(b),
cosicchè gli interi positivi o nulli v(a), h(a,) sono degli invarianti di ltl , detti
rispettivamerrte la sua dimenisione e il suo ordine. Se invece M è un qual-
siasi T-modnlo finito a torsione (ossia ogni cui elemento abbia annullatore
non nullo), per la teoria dei divisori elementari [3, Cap. 3, § 8] 111 è somma

diretta di un numero finito di T*-modnli ciclici a torsione, che per il teo-

rema di Krull-Schmidt possono essere supposti indecomponibili e unicalmente
determinati a meno di isomorusmi ; pertanto la somma delle loro dimensioni
(risp. ordini) è un invariante di M, detto ancora la dimensione (risp. 1’ordi-

ne) si vede subito che la definizione è consistente (cfr. 1.5).

1.4 LEMMA, 11 sinistro .11 = 1’~‘~Z’~ ove r è un 

positi,’o ed a è una unità, di T, è -ge i plice (ossia privo di 
propri non e isomorfo al T*-modulo T ~~Z’~ (cor - t).

Dm. Un di M è del tipo T*xjT* (w’’-ta,), ove wr-ta =
yx per un y E T~ . Allora 1 = h (mr - ta) = h (y) -f- h (x), onde o x o y è una

00

unità di i 1.’*; quindi M è semplice. Si cerclri i poi una unità x di T,
Il; o

00

con Xi E g, tale che x - ta) = - x. Se a tale x esi-
o

i-1

ste se si possono trovare delle Xi E 2 con K , tali che Aj =° 
o 

(i = 1, 2, ...) ; e ciò è effettivamente possibile ’per 1.1. Allora l’ap-
plicazione z - xzx-1 è un automorfismo di T*, che t,rasforma 1,* ((Or - ta)
in T* - t). Pertaiito M 2t2 (cor - t), @ C. V. D..

Per comodità del lettore, dimostriamo il seguente risultato ben noto :

1.5 c sono elementi non nulli di T *, I il T* - modulo
M = somma diretta di N = 1.’* bc N e di uitlaltt-o

T* - modulo P se e solo se esistono elementi x , y E T* tali che xb + cy =1;
e in tcrl caso T* (1 - yc)~T’~ bc N c .

DIM. Sia ~ l’immagine di 1 in M ; allora l’annullatore di ~ è T’~bc , e

~ll = ’1~*~ , JV = T*c~; 1’aunullatore di c~ è onde N ~’ Se
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M = N E9 P, è = N -- p, con N E P perfettamente determinata .

e ~p = d~ per qnalclle d E T~; si vede subito che ~p genera P, e che inol-
tre = 0, con a E T*, se e solo se a~ E ]V, ossia se e solo se a E 1’*0 ;
quindi P ’" T*/1’*c . Da ~ = ~N -~- $p si ricava che esiste uu y E T* tale
che 1 - yc - d E T*be; ma d è determinato a meno di un elemento di 
onde si può. supporre d = 1 - yc ; ed allora c (1 - yc) ~ = 0, c (1 - yc) = xbc,
1 - cy = xb . Il ragionamento è invertibile, ossia : -. se xb + cy = 1, posto
d = 1 - yc, si ha intanto N + T*d~ = )1; poi, se zc~ = vd~ E N fl T’~d~ ,
è zc - vd = wbc, zc - v + vyc = wbc, v E T*c, onde vd E = T*(c-cyc) =
= T*xbc, e vd~ = 0, ossia N f1 T*d~ = 0, C.V.D..

Sia ora -- -f- ... (Xi E ) un elemento non nullo di T,
con Xo ~ 0 ; se h(x) ] 0 , definiremo gli interi r = &#x3E; 0, s = s(x) &#x3E; 0,
i = j(x~) ~ 0 nel modo seguente :

r ed s sono primi fra loro e  ~ ; j C I~ ;

se

se

1.6 LEMMA. Sia a elemento di T non divisibile T) nè per w nè

per t, e tale che &#x3E; 0 ed s(rr~) - esistono unità a, fJ di T tali

clre a sia divisibile, in ’1’, 9 a sinistra pei wr - ta e a destra per - 

avendo posto i- = r(a).

Dim. Posto h(a) = h~ sia j(a) = j, ec~ a = -~- t A1 -~- ..., con Ai E K ;
per i = O, 1, ,.. ~ h - 1 esiste un tale che Ai = w’’~~-c~ Bi; posto allora
c = Ah + tAh+1 + ..., per 1.1 esiste u tt unità x di T tale che

dato che v(Bj) = v(c) = 0. Posto ancora yo = xBo, y = yo + ... , 9

Yh-l = Yh-2 -i- X’ h-’ Bh-i, risulta Yh-1 = - onde, se y = yo +
-i- ro,’(h-2) th-1 si l~a (ror - t) y = xa, e pertaiito a = (wr - ta) b,
con a = x-x x e b = x-1 y. In modo analogo si opera a destra, C.V. D..

1.8 COROLLARIO. L’ele1nento a = (,,r - ta) (ros -- t~3), con 0:;, p uuità di

T, è divisibile a in T, per un elemento - ty) == (ros - con 1

unità di T ; qui, i-, s sono interi positivi.

Dm. Si ha a = wr+S - t (wsa -f - + onde h(«) = 2’ ; i inoltre,
s(a) = 1, ed è applicabile l’ l.n. Se 1"  s, è a(a, = i- , ed a è divisibile a
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destra per un certo diverso da Se invece r ) s, è r(a) = s,
onde a è divisibile a sinistra per con x unità di T ; allora
a = - tx) - t7), con y unità di T, e certo - ty # Sia

infine s = r ; allora si può trovare un divisore destro col’ di a, diverso
da mr se la 1.7, applicata ad a, ha almeno due soluzioni x, x, tali che

=~= ,u(xi x xl), ove ,u indica riduzione di T mod w’C’ -~- tT. Ora, nelle

notazioni di 1.7, e nel caso presente, si ha = 1, = - + fl),
= il polinomio (nell’indeterminata X) ,

ha la derivata 1, onde non ha radici multiple, e possiede quindi p2 &#x3E; p
radici tutte distinte ; se X =f= 0 è una di esse, ve ne è quindi un’altra, X, ,
del tipo X~ con ~ E k ma Pertanto # X-PX;
1’1.I completa la dimostrazione, C.V.D...

Nel seguito occorrerà considerare. prol un gam enti puramente ramificati di

più precisamente, se w è elemento di una chiusura algebrica di K, tale
’ 

che = w -(s intero positivo), e se ~’ === ~T[~] ~ ,anche .g’ è’ una schiera

valutante p-adica con corpo residuo k, e su si possono costruire 

e T’ = con la condizione x Indicheremo un cp siffatto sem-

plicemente con °

1.9 LEMMA. sia a = x (corl - - tah), ove x , ai , 9 ... ah sono

T, e gli r~ sono interi positivi ; allora è isomorfo alla somma
diretta dei T ~/Z’~ - t).

Dm. Dimostriamo che M = è totalmente deéomponibile, ossia

somma diretta di un numero finito di T*-moduli semplici ; ciò equivale a

dire che, per ogni sotto-T*-modulo N di M, M è somma diretta di N e di
un altro T*-modulo [3, Cap. 1, § 6]. Ora, tale asserzione è vera se h = 1,
per 1.4 ; suppostala vera per h - 1, sia, a norma dell’1.8, ty un di-
visore destro di a, diverso da Posto 

contiene T*(wq - e T*(corh - e ne è

la somma perché T*(roq - ty) e - tah) sono ideali massimali sinistri

(1.4) distinti. Poichè h e c sono fattorizzabili nello stesso modo di a, ma
con h - 1 fattori del tipo cor - e T /T c sono totalmente de-

componibili, e quindi tale è Una serie di fattori di una serie di

composizione di I~ è data dai N t) (cfr. 1.4), e
perciò il teorema di Krull-Schmidt dice appunto che gli addendi diretti di

~’~ sono isomorfl ai T ~/T ~(wri - t), C.V.D.

1.10 LEMMA. Il ove a E T* ma 
mentre decomponibile.
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DIM. Si può supporre anche a E T, a coT, ed escludere il caso

banale in cui h (a) = 0 , ossia in cui a è un’unità; $ = s (a) ; se a
viene considerato come elemento di è s (a) = 1, onde, per 1.6,
a = al - ed h(cr,1) = h(a) - 1 (computato in T o~ T chè non

fa differenza); il processo può essere ripetuto su al, e cos  via; dopo h (a)
volte, a assume, in per- un s opportuno, la forma e quindi

che è l’estensione su di hl = è comple-
tamente decomponibile. Per dimostrare che tale è anche M, a norma dell’1.5
basta dimostrare che se a = bo, con b, c E T*, esistono elementi x, y E T*
tali che xb + cy = 1 . Ora, tali x, y esistono certamente in per

s-1 s-1

esempio x = :¿i xi, y E T*. Ma allora C.V.D..
o o 

’

1.11 TEOREMA, Siano n~, r, s interi positivi, r ed s essendo primi fra loro.
Allora e (wr - ts) indecomponibili ; il se-

condo è, mentre@ l’unioa serie di. composizione del primo è data dai

per i = O, ..., in. Viceversa, ogni inde-

componibile , finito non) libero e non nullo è isomorfo ad uno dei tipi desciitti.

DIM. I sotto-T*-moduli di sono in corrispondenza biunivoca

cogli ideali sinistri di T~ che contengono se T*x -è uno di questi, sarà
= yx ; allora 0 = h(wm) = h(y) -j- h(x), cosicchè x, y sono prodotti di po-

tenze di co per unità di T*; ciò prova che ogni sotto-T*-modulo di 
è del tipo e prova anche che è indecomponibile.

Passando a considerare si ha intanto - ts) = - t8) = 8,
- t8) = r, - tS) = O, onde, in T wr - ts = - con

a1 unità di T e c~i E T (per 1.6) ; è ora h(a,) = s - 1, j(a~) = 0 .
s(a1) = 1, = r, ontie ai = - t22), e Cos  via ; in conclusione, e
per 1.9, l’estensione su di - ts) è somma diretta di

s I’* indecomponibili isomorfi a T* - t). Se
ts) non fosse semplice, si avrebbe per esempio wr - ts = bc,

con b, c E T e h (b), h (c) non nulli ; allora h = s (c)  h (wr 2013 ~ = 8 ; se

i = r (c), c è divisibile a destra, in T per qualche - onde,

un elemento di una serie di fattori di una serie di composizione di

_T* (wr_ts) è isomorfo a Per quanto
visto sopra, questo deve quindi essere isomorfo a (cvrls-t) ;
quindi t e - t sono simili. Ciò comporta, per l’osservazione che
segue = rls, ls = rh, impossibile perchè Ib  s ed r è primo
con s ; ciò prova appunto che ts) è semplice, e quindi inde-

componibile.
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Sia infine M # 0 1111 T*-modulo indecomponibile fiiiito non libero; t per
la teoria dei divisori elementari, deve essere M con 0 # a E T 
e si può supporre senz’altro -a E T Se a E coT, l’ endomorfismo

~ -+ m$ di M non è un isomorfismo, onde, per il lemma di Fitting, per un

opportuno n deve essere = 0, ossia wn E Ta; ciò prova, come al prin-
cipio di questa dimostrazione, che in tal caso a = romx (x unità di T), e
che perciò M ~ 

Sia dunque a ~ wT, e &#x3E; 0 (altrimenti M = 0) ; i se h = h(a), r = i-(a),
s = s(a), j = j(a), è h O, e l’estensione 1’ di M su èonsidera-
ta come T*-modulo, è somma diretta degli s indecomponibili
m"8M (i = 0 ... , s - 1 ). D’altra paite, per 1.10 e 1 .6, M’, come 
dulqg è somma diretta di uno dei quali è isomorfo a

- t). Nel caso particolare in cui a = wr - ts, ciò resta

vero, ed il teorema di Krull-Schmidt applicato a questo caso ci dice che
- t) è isomorfo? come a t8), ed

è quindi semplice. Tornando allora al caso di a arbitrario, e sfruttando
questo fatto, di nuovo il teorema di Krnll-Schmidt implica che ogni 
e in particolare M, è isomorfo, come T*-modulo, a C.V.D..

1.12 COROLLARIO. Sia M un finito a torsione; allora M è

somma diretta di un numero finito di T*-moduli dei tipi e

con r, s interi positivi, ed r, s prirni fra loro. È poi
- tZ), con r, s, h, 1 interi positivi, se e solo se

Dm. La prima asserzione è conseguenza di 1.11 e della teoria dei di-

visori elementari; 1’ultima asserzione discende dal fatto che se a, b sono
elementi simili di T*, allora, per 1.3, ’v(a) = v(b) ed h(a) = h(b), C.V.D..

Ricordiamo che, dati l’intero e (tale che coe = p), ed un intero s &#x3E; 0,
esiste un solo corpo F (a meno di isomorfismi) che goda delle se-

guenti proprietà: F ha caratteristica 0 , è completo rispetto ad una valuta-
zione v discreta normalizzata di rango 1, e contiene un elemento co tale che
we = p e v(co) = 1 ; inoltre [F : Rp] = e8, ove .~p indica il completamento
del corpo razionale R secondo la valutazione p-adica. Il corpo coincide

con w], ove Cs è una radice primitiva (ps - 1)-esima dell’ unità (in
caratteristica 0) i il corpo residuo di 1i’p,e,s, modulo la valutazione ro~ è 

ove Cp è il corpo fondamentale di’ caratteristica p, è una radice primi-
tiva (pS - 1)-esima dell’unità (in caratteristica p) i caratterizzato dal

fatto che aePs ogni suo elemento x, ma per qualche suo
elemento x. Il corpo Fr,e,s possiede un solo endomorfismo x (di 
su tale che (? P; l’endomorfismo x è un automorfismo, e genera il


