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UN METODO DI APPROSSIMAZIONI SUCCESSIVE
PER LA RISOLUZIONE DEL PROBLEMA

DI DIRICHLET

di LUIGI SOBRERO

’

l. DEL METODO. - Il problema di DlRICHLET e cioè la

ricerca di quella funzione f(x, y) nell’intelno di una data re-

del I piano 

ed assume, sul contorno L della regione, valori prestahiliti, costituisce uno

dei temi più classici e suggestivi dell’Analisi matematica.

Numerosi sono i metodi i proposti per la sua risoluzione ; ma non tutti

prestano agevolmente a determinazioni numeriche. In questa Memoria di-
remo di i un metodo da noi ai&#x3E;j&#x3E;lic&#x3E;ito in diverse occasioni (e, più pre-

nello studio di alcuni problemi di fotoelasticità) ci ha fornito

risultati numerici pienamente soddisfacenti.
Ci serviremo, per ottenere la incognita di un procedi-

mento di approssimazioni successive ; i e cioè costruiremo una successione

di funziona f1 (x, y) .f2 (X y) ? ’ ’ ’ 1./;í (2’ , y) - ... , la quale col 

scere dell’indice a la richiesta 

La prima approssimazione, f1 (.r y) .  è largamente arbitraria. Si richiede
solo che essa abbia, in tutto il campo R di stia definizione, derivate prime
limitate, e che assuma, sul contorno 1J, i valori prescritti per la funzione

./’(-~ ? ~) .
Da questa prima approssimazione si passa ad una seconda,, f2 (x, y) ,

coi metodo seguente. Fatto centro in generico punto I-’ (x , delia regione R,
si costruisca la maggior circonferenza interna ad e si formi la media

aritmetica dei valori che la assume su quella circonferenza
C’. Spostando a differente posizione il punto P, varieranno, in generale, sia
la circonferenza (} come il valore di quella media aritmetica. La quale media

potrà, dunque, riguardarsi come funzione delle coordinate, x ed y, del punto .

1). Tale funzione, che diremo . f 2 -(x, y), costituisce a nostra seconda 
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simazione. L,loperazione colla quale siamo passati dalla funzione f1(x) y)
alla funzione f2 (x , y) nel seguito, ripetuta e citata pi t volte. Per

brevità la designeremo col nome di operazione di 7raecii«.

Con l’operazione di media possiamo passare, dalla seconda approssima-
zione f2 (x, y), ad una terza, f* 3 (x, y) ; questa ad una quarta, e cos  via

di seguito. Dimostreremo clle, ul crescere dell’indice n, l’approssimazione
f~~ (x ~ y) tende, in ogni punto di h’ ? alla richiesta funzione y) .

Ad evitare malintesi circa la portata del procedimento, vogliamo espli-
citamente avvertire che esso non mira a dare una dimostrazione dell’esi-

stenza della funzione f (x, y). In altri termini noi supponiamo già di sapere
che il problema di DIRICHLET amlllette una soluzione. ,f’(x ? y i e solo ci

proponiamo di costruire e deterninare questa soluzione con procedimento
numerico.

Per dimostrare la convergenza del procedimento di approssimazioni i
successive ci serviremo di varie ipotesi. La prima di esse riguarda il con-

torno Detto e un conveniente numero positivo (non nullo) noi suppol’-

remo che, per ogni punto del contorno L, si possa condurre una circon-

ferenza, di raggio p, tangente ad L e situata completamente all’esterno

della regione R. Questa potesi in particolare, clle il contorno 1,

sia privo di punti angolosi e in ogni suo piiiito, raggio di cur-

vatura maggiore 
Una seconda ipotesi riguarda i valori prescritti, per la funzione j’(x , y),

sulla curva L. Noi supporremo tali valori non soltanto continua ma anche
derivabili lungo l’arco (li contorno ; e la loro derivata si supporrà limitata

in valore assoluto.

IÈ probabile che il metodo (li approssimazioni successive ora esposto con.

verga anche sotto ipotesi meno restl’ittive di quelle che abbiamo indicate ;
ma qui non crediamo opportuno di complicare le cose al solo une di una

maggiore generalità. 
"

Il metodo del quale ci stiamo occupando non è nuovo ; esso è stato

indicato da H. LFBESGUE in una brevissinia. Nota pubblicata fill dal 1912 (1);
ed è stato ripreso, recentemente, da C~. (2). Ci sembra tuttavia che

nè I’ullo nè 1’altro Autore abbiano posto in luce una proprietà, assai no-

tevole, di quel procedimento : 1’estrema rapidità della, sua convergenza. Re-

quisito - questo - ovviamente essenziale per el i iniri alle applicazioni
numeriche. 

,

(1) H. LEBESGUR, Sur le probleme de Dil’ichlet; Comptes Rendus, To 154 (1912), pago 335.

(2) G. CIMATINO, Formole di maggiorazione cli per le funzioni ar-

moniche, Rendiconti del Seniil ario Matematico della P. Università di Padova 1932.
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Mossi, dunque dall’intento di completare da ull tal punto di vista le

dimostrazioni di LEBESGUE e, di CIMMINO abbiam nnito per riprendere
l’argomento totalmente ex-uovo; ed abbianio potuto stabilire che nesima

funzione approssimatrice, fn (x , y), differisce dalla richiesta y),
in ogni punto del y per una quantità, E (x , y), non superiore (in
valore assoluto) ad

(a e b designando convenienti costanti 8, 9 di cui è affetta

approssimazione converge dunque rapidamente verso zero al diver-

gere di u.

L’aigonieiito di questa Memoria è stato oggetto di una breve nostra

comunicazione tenuta al Congresso di Inusbruck delia 

nell’Agosto 1949.

2. OSSERVAZIONI C1ROA LA PORTATA D14L - Prima di accin-

dimostrare la convergenza del nostro metodo di approssimazioni suc-

cessive, desideriamo far cenno di una importante categoria di problemi in

cui i detto metodo si manifesta particolarmente efficace.

In molti dei problemi di che pongono le ricerche tecniche,
i dati al contorno prescritti per la non sono conosciuti con

matematica esattezza, ma solo COD un certo grado di approssimazione, Nei
problemi che vengon fuori dalle ricerche di fotoelasticità, per esempio, si

conoscono i punti, del contorno, dove la funzione f (x , y) assume valori in-

tieri, o, meglio, valori multipli intieri (li una assegnata costante k ; ma si

ignora Pandamento della funzione negli archetti di contorno compresi fra

due5 successivi, di quei punti. A priori potendosi unicamente asserire che,
in ciascum archetto. l’oscillazione della funzione è inferiore alla suddetta co-

stante k. Essa costante ci dà la misura del grado di approssimazione col

quale si per il problema i~~ i dati al contorno della fun-

zione /’(~ ~ y) .
In questo easo, come negli altri, consimile nei quali i dati al contorno

sono il risultato di misure sperimentala è ovviamente iiiutile cercare di de-

terminare la nell’interi o del campo R, con precisione su-

periore a quella con cui sono conosciuti i valori al contorno. Alla ricerca

della si presenta, allora, particolarmente idoneo il metodo

proposto nel capoverso precedente ; t.ii&#x3E;i delle prime approssimazioni
(in la terza o la quarta, nei problemi (1i fotoelasticità) è già suft -

cieiite per indicare l’andamento della funzione incognita con tutta l’appros-
simazione il i problema richiede. Il metodo verrày preferibilmente, appli-

per via grafica, nel modo che qui appresso indicheremo.
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La funzione di prima (x y), si rapp esenterà mediante
le sue linee di livello ; e cioè media te le curve sulle quali essa rispettiva-
mente assume i valori (q t)te) ... 1 2 k 1 - k, 0,2.... Queste linee
di livello entro il andamento largamente arbitrario ; esse
dovranno soddisfare all’unica sostanziale condizione di tagliare il contorno L

proprio in quei punti, noti, dove son rispettivamente prescritti, per la fun-

zione, i valori..., - 2 k - k, o A’, 2 .... Le linee di livello prescelte
definiscono l’andamento della funzione fl (x, y) solo imperfettamente ; e, tut-

tavia, con un grado di precisione non minore di quello con cui è conosciuto

l’andamento dei valori al contorno.

Per determinare la seconda approssimazione, f2 (x y), segneremo anzi-

tutto sull’area R un certo numero di punti, .... con in

}’1’ tracceremo il massimo cerchio interno ad R ; divideremo questo cerchio
in alcune (per es. 10) parti eguali mediante altrettanti punti di suddivi-

sione ; e, in ciascuno di tali punti, leggeremo sul grafico il valore di ./1 (x, y).
Se il punto dove si fa questa lettura cade proprio sopra una linea di li-

vello, il valore di f1 (x, y) è fornito dalla quota della linea. In caso contra-

rio il valore di f, (,f , y) si otterrà per interpolazione. Infine si dotermineià

la media aritmetica dei 1&#x3E; valori di .~i cos  ottenuti ; e si segnerà tale

media a fianco del punto /)1. Essa, il valore che, in 1)1 . as-

sume la procederemo con i punti 1)2’ 1)’J’ ....
L’operazione si semplitica se si ha cura di preparare un foglio 

l’ente sul quale sian (liseg iati vari di diametro differente.
divisi ciascuno in un certo numero di parti eguali mediante altrettanti pun-
ti di suddivisione. Nel comune centro dei si pratica, sul foglio tra-

sparente, un minuscolo foro.

Portiamo il foglio trasparente sul in cui son già disegnate le

linee di livello (li (x , ~) ~ e disponiamolo in modo che uno dei cerchi ri-

sulti tangente al contorno L (ed interno ad 7/) . Introdotta nel forellino del

foglio -trasparente la punta di una matita, segnamo sul grafico la posizione,
_I) 1 7 del centro del cerchio. Infine leggiamo i valori che assume la funzione

y  (x, y) in corrispondenza ai vari punti di i suddivisione del cerchio ; 
miamoci la media di questi valore e segnamela sul grafico, accanto al punto

ltipeteremo l’operazione un certo numero di volte, via via spostando il

foglio trasparente a differenti posizioni e utilizzando cerchi di diametro

differente.

Abbiamo cos  determinati i valori che la funzione f2 (.r ~ y) assume in

alcuni punti, P , I&#x3E; 2 1 ... , della regione R. Se questi punti sono abbastanza

numerosi, l’andamento della .f2 (x, y) risulterà determinato con approssima-
zione sufficiente. Si potranno cos , per interpolazione, individuare i punti
dove la fg assume valori che siano multipli intieri della costante k e trac-
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dare le linee (li livello di f2(x,y) , Analogamente procederemo per ottenere
le approssimazioni ulteriori. Quando constateremo che, nel passaggio da
un’approssimazione alla successiva, le linee di livello non subiscono varia-

zione apprezzabile, potrelno arrestare il procedimento.
É quasi inutile avvertire che un eventuale errore, anche grossolano,

commesso nel tracciamento delle linee di livello di una qualche approssima-
zione non inficia la convergenza delle approssimazioni ulteriori (ma, al più,
la rallenta). Nella pratica applicazione del metodo conviene far seguire, ad
un primo gruppo di approssimazioni grossolane, di carattere orientativo, un
secondo gruppo di approssimazioni più accurate ; facendo crescere, di volta

in volta, il numero dei punti, delFarea R, cui si applica l’operazione di media.
Abbiamo sperimentallnente constatato che, se l’area R non è troppo ir-

regolare, e la prima approssimazione, f1 è scelta con andamento ragione-
vole, la terza c) la quarta approssimazione son già sufficienti per determi-

nare la funzione incognita f(x,y) con precisione non inferiore a quella con
cui son conosciuti i valori al contorno. Il nostro problema non chiede di più.

3. CONSIDFRAZIONI INTUITIVE PRELIMINARI. - La convergenza del

metodo di approssimazioni successive indicato nel capoverso 1 appare pro-
babile già da alcune considerazioni intuitive clle, per quanto vaghe ed im-

precise, contengono in sè quel filo conduttore che ci servirà poi di guida
, per la dimostrazione rigorosa.

Confrontiamo la funzione di prima approssimazione, f, (x, y), con la

funzione armonica f(x,y). Per il modo stesso come son definite, queste fun-
zioni risultano, Slll contorno dell’area R, egaali fra loro. Per motivi di con-

tinuità esse risulteranno pertanto molto prossime Funa all’altra anche nei

punti, del campo R , immediatamente adiacenti al contorno. In altri ter-

iiiini il divario tra la funzione approssimatrice f1 (x, y) e la funzione armo-

è certamente piccolo nella « zona marginale » dell’area R , pre-
sumibilmente maggiore nella « zona centrale ».

Esaminiamo la funzione di seconda approssimazione, .l’2 (x , y) . Il valore

che questa assume in un punto 1’ dell’area R è, per definizione, la media

aritmetica dei valori assunti (x, y) nei punti della circonferenza C , di
centro 1’, inscritta nel contorno L. Anche se il punto P è situato nella

zona interna dell’area R, la circonferenza C corre, alineno in buona parte,
nella zona marginale dell’al’ea. Pertanto i valori nei punti della circon-

ferenza, assume la funzione f1, differiscono presumibiliente di poco da

quelli che, nei inedesimi punti, assume la funzione f . La iiiedia aritmetica dei

primi valori, H sua volta, différirà di poco dalla media aritmetica dei secondi.
laa prima delle due medie è, per de, nizione, il valore nel

punto P. La seconda media, in virtù di una proprietà ben nota delle fun-
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zioni armoniche si identinca con il valore assunto da f(x , y) nel punto 1&#x3E;.

Concludiamo clle la funzione f2 e la funzione in P all’incirca
di tanto quanto dinerivano fra loro, nella zona marginale dell’area R, 7 le

funzioni In altri termini con Poperazione di media noi abbiamo

costruita una funzione f2 (x, y) la quale possiede, nella zona centrale di -R, t
medesima buona approssimazione che giu possiedeva la funzione j’l (x 

nella zona marginale (iell’area.

I/operazione (li media ha cioè trasformato la grossolana 
simazione f1 1 (x , y) in una approssimazione migliore. lterando il procedimento
è da sperare che, al limite, si pervenga proprio ad ottenere la richiesta

funzione armonica ,t’ (x , y) .

4. IPOTESI - Proveremo la convergenza della suc-

cessione di funzioni ;’1 , f2 ... ... verso Í1L funzione armonica / in llll

caso particolare ; e cioè nell’ipotesi che i valori prescritti, sul contorno L,
per la funzione armonica f, siano tutti eguali a zero (e quindi la funzione

f’ risulta essa stessa, identicamente nul!a). Dimostreremo, in altri termini,
il teorema seguente :

t’i (x , y) ,fieuziotio dotata, in li e

1 contorno di lt ; , ~2 (x , y) ~ ... ~ 1°,, (x , y) , ... le che

da t’1 (x, y) si cou iteratn di Lll

11 Icc funzione fu (x , y) tende (t zer’o identicamente (e cioè

in Ug)tL punto cLell’ccnea R).
L’ipotesi che i dati al contorno sian nulli è solo apparentemente, ma

non sostanzialmente, restrittiva. Infatti, dal teorema enunciato dianzi, è facile
trarre la convergenza delle funzioni f:, ~ ... , ... verso la funzione

armonica f anche nel cxso di dati al contorno non nulli. Consideriamo, in-

vero, le différellze fi - f , ,/2 -f .... ,,t;, -- y’, .... Si constata subito che

tali differenze son nulle sul contorno di ~1’ e si ottengono, ognuna dalla

precedente, eon l’operazione di media. Ad esse possiamo dunque applicare
il teorema enunciato più sopra ; e concludiamo che il termine generico
/’2013/’ tende a zero al divergere di il che prova, appunto, che la fuii.

zione tende, al liniite, verso la funzione /’ . ,

Senza ledere la generalità della trattazione possiamo supporre che la

funzione non soltanto sia eguale a zero sul contorno di R, ma risulti

sempre positiva (o sempre negativa) in tutti i punti di quest’area. In altre

i&#x3E;artlle, appena sia provata la convergenza della successione t’1’ ~., , ... , f", ...

nell’ipotesi che il primo termine (e quindi i successivi) abbiano segno posi-
tivo in tutti i punti di R, è facilmente dimostrabile la convergenza di quella
successione anche 111 assenza di una particolare ipotesi circa il segno (11 
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Supponiamo, infatti che li sia una funzione, nulla sul contorno di R,
ma non di segno uniforme nei punti di qiiest’area ; e diciaimo yj il valore

assoluto di f1 . Sussistono evidentemente, per ogni punto di y le dise-

guaglianze :

Applichiamo alle .1, e gi l’operazione eli media. Otterremo due

nuove funzioni che diremo e Dalle diseguagliaze precedenti 
diatamente seguono, per tali nuove funzioni ./2 e g2, le diseguaglianze
analoghe :

e, più generale.

I termini della successione li ./~ ~ ... ~/~ ... sono dunque compresi fra
i termini i analoghi di due altre successioni. - 91’ - 92’..., 1 e

g2 ? ’ ’ ’ ? g11 ? ’ - ’ ? le quali, essendo formate cou termini di segno uniforme,
tendono ambedue verso zero. Pertanto anche f,, tenderà verso zero al di-

vergere dell’ ndice n.

Ci cos , ridotti a dover dimostrare la convergenza di «f, ~f2 ... , ~/;,,...
sotto le segueiiti ipotesi : che (e quindi anche f2...fn/...) sian

nulle sul contorno di e che esse abbiano segno positivo in tutti i punti
di quest’area.

5. IN’ritoDuzioNE 1)1 IJNA SUCCESSIONE MAGGIORANTE. 2013 Il procedi.
mento che seguiremo per provare la convergenza di f1 f2 ’ ’ ’ ?.A? ... è,
per sommi capi il segnente. (li fabbricheremo una seconda successione di

funzioni, F1, ... , 9 ... , tutte nulle al contorno di R, y positive nei

punti interni di quest’area, e tali che : la prima di esse, Fl , maggiori a

funzione data f1; la seconda maggiori q nella che si ottirne, dalla prima,
per operazione di media : -. la terza maggiori quella che si ottiene, per ope-
razione di dalla seconda; e cosi via di seguito. Si constata subito

che l’ nesima funzione, Se, pertanto, riusciremo a provare
che tende a zero al divergere di n, resterà evidentemente dimostrata

anche la convergenza a zero della funzione f,,.
La sostituzione delle funzioni primitive li, f2 1 ... fn ... con queste 

°

nuove funzioni, maggioranti, F1 .... è suggerita da una esi-

genza di carattere Le funzioni primitive possono avere un anda-

mento complicatissimo, e mal si a e varie trasformazioni cui do1&#x3E;-

biamo sottoporle quando vogliamo una generica di esse dalla pre-
cedente. Le funzioni maggiorante invece, possono venir scelte con andamento
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molto Semplice; cos  da evitare Finconveniente ora indicato. Vedretno, iiel

prossimo il tipo di funzioni maggioranti sulle quali intendiamo

fissare la nostra attenzione.

6. SUL TIPO DELLE FUNZIONI MAGGIORANTI PRESCELTE. 2013 

una funzione, della variabile reale positiva definita al nloodo seguente.
Per tutti i valori compresi fra lo zero ed una certa costante positiva
R, la ~ è legata dalla relazione di proporzionalità

nella quale k designa iiii parametro positivo. valori superiori nd
G Funzione Il assume un valore costante positivo, 7)Z ;

Si esig’e, inoltre, che la funzione 11 (it) sia coutinua in tutto il campo
di sua definizione. Per il che basta che sia

La funzione rimane determinata appena si assegnino
per esempio i primi 

parametro. s , potendosi ove occorra, dalla precedente relazione.

Volendo mettere in oltrechè la variabile indipendente 1l anche i

parametri k ed »1 da cui la funzione II dipende, useremo la notazione

Si noti che la funzione i k , ) soddisfa in tutto il campo di sua

definizione (e cioè per tutti i valori positivi d~ u) alle ovvie disegnaglianze

Si noti che una qualunque funzione cp (u), definita per tutti
i valori positivi di u , la quale simultaneamente verifichi alle, diseguagliauze

e k costanti positive arbitrarie) risulta maggiorata, in tutto il campo
di sua definizione dalla funzione H (U ) 1n). In altri termini le due dise-

guaglianze soprascritte possono riassumersi nella unica relazione
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infatti la disegualianza (1) è più stringente della (2) per tutti i valori

di u compresi fra zero ed m/k; mentre 1a (2) è più stringente della (1) per

i valori di ii superiori ad m/k . La (1) e la (2) ci dicono dunque che :

le quali diseguaglianze, insieme coiisideiate, appunto equivalgono alla (3).
Ciò premesso indichiamo con 1) (x , y) un punto generico dell’area R,

t&#x3E; diciamo u la minor distanza di I&#x3E; dal contorno L dell’al’ea. Questa lun-

ghezza u si identifica con il raggio del cerchio, di centro I’, inscritto nel

contorno li, 5 e nel brevemente chiamata « distanza &#x3E; di P

dal contorno L . Essa risulta definita 111 modo univoco appena siano asse-

gnate le coordinate x, y dal punto e può dunque riguardarsi come una
funzione delle coordilmte x ed y.

Quando si riguardi u come funzione di x ed y, le funzioni I k , 9 *li)
mutano in funzioni di x e di y. Si tratta di funzioni molto particolari

e di andamento estremamente semplice.
Per avere ul’idea di tale andamento, immaginiamo divisa iii

due zone ; marginale, costituita dai punti che distano (lal contorno

per meno di ~; centrale, costituita dai punti la cui distanza dal con-

torno è superiore Nella prima (11 queste zione la H 1n) è pro-

porzionale alla distanza u del generico punto .r, y dal contorno L . Essa è

dunque eguale a zero nei punti di L, e raggiunge, sulla linea di continue

tra la zona marginale e quella centrale, il suo valore massimo 1)1. In tutti

i punti della zona eentrale la funzione H (u A- ~ assume il valore costante 9?t.

Le funzioni maggioranti h’1, 5 h’2 .... , F,t , ... delle quali dicevamo nel

precedente capoverso verranno scelte fla que e del tipo e sa-

ranno. ciascuna, caratterizzata da una diversa coppia (li i parametri 1,- )l
Diremo l~1 ed i parametri relativi alla prima funzione F1; 3
k2 ed U2 quelli relativi alla seconda funzione maggiorante, F2 ; e, più in

generale, kll ed mn quelli relativi alla nesima funzione maggioraute, Fn Si

tratta, ora, di scegliere questi vari gruppi di parametri in modo che le fuu-

zioni F2 ... FN ... soddisfacciano alle diseguaglianze che per esse

richiede il nostro problema.
Notiamo, per inciso, d’aver introdotta, nei nostri ragionamenti, y proprio

quella tal  zona marginale &#x3E;&#x3E; dell’area R, della quale avevamo prevista rim-

portanza attraverso le considerazioni intuitive del capoverso 3 .
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7. DETEKM1NAZIONE DELLA PRIMA FUNZIONI 

funzione maggiorante F1 è soggetta alle condizioni seguenti : di annullarsi

sul contorno e di nei punti interni ad R , la fun-

zione di prima 
Quando ~i assuma, per F1, una funzione del tipo Il y la prima

di queste condizioni risulta senz’altro soddisfatta. Rimarrà dunque da sod-
disfare alla seconda ; e cioè si dovrà provare che, mediante conveniente
scelta parametri %C1 ed i , 9 si può far in modo che sia:

11 tale scopo ricorderemo che la funzione t1 (x, y) è, per ipotesi, 
e quindi inferiore, in ogni punto del campo H 5 ad una certa costante po-
sitiva e finita m. Avienio, cioè :

Pt4r 1;1 funzione 1’1 (x, y) è inoltre derivabile e dotata di derivate

prime limitate in valore assoluto. Val quanto dire che la derivata di f1 (x’, il),
presa iu una qualunque direzione, è inferiore (in valore assoluto)
ad una certa costante positiva e finita li’, Di qui xi trae che la differenza

dei valori assunti dalla funzione ;’1 (ax ; y) agli estremi di un segmento P Q
tracciato nel è, 111 valore assoluto, inferiore al prodotto della co.

staute k per la lunghezza, PQ, di quel segmento. In simboli :

Se, in il i appartiene al contorno L (dove la 

zione, nulla) la relazione precedente livieue :

u, anche, avendo prefseiite che ,I’i è positiva in tutto il ’di sua dcfiuiziuue:

Ferma restando la pusizione di P noi potremo sul cou-

torno L ~ 5 in quella posizione che rende minima la distanza P Q. Tale di-

stanza si identifica, allora, con quella che abbiamo chiamata la distanza
di I&#x3E; dai contorno ed abbiamo indicata con la lettera u . Pertanto.



77

limitazioni: 1

cui abbiamo dimoshato soddisfare la funzione .(1 (,1’, y) possono riassumersi.
pur quanto osservato nel capoverso precedente, nella unica 1-elazinnr :

pur di scegliere i parametri le~ e(1 rispettivainente egua1i (o superiori) a

~’ pd ~12.

Rimane pertanto provato che la funzione 4f1 (x, y) può maggiorarsi, in

tutto il campo (li sua definizione con ia Funzione 

8. DETKRMINAZIONK DELLA FUNZIONE Noi

applicheremo ora alla prima funzione maggiorante,, 5 l’operatzione di me-

(Illl ? poi maggioreremo la funzione Cf:2 111 tal modo ottenuta con una funzione

tipo H (u 111,2). Questa funzione costituirà la nostra seconda 

Diciamo y come al solito, un punto generico Con centro

in Il codduciamo la maggior circonferenza e, contenta in R, e diciamone
Q il punto di eontatto con il con-

torno L .

Relativamente al contorno L noi i

abbiamo fatta, a suo luogo, una ipo-
tesi restrittiva : che, fissato convenien-
temente un parametro 9 positivo e non

nullo, si possa condurre per ogni punto
di L una circonferenza, di raggio e,
tangente al contorno L e coinpleta-
mente esterna all’area R . con-

duciano per il punto Q una circunf’e-

renza, L’, cosiffatta, e indiehhimone

il centro con R.

Rappresentiamo inoltre : con r il

raggio del cerchio C ; con 8 un gene.
rico punto di questo cerchio ; con 1t le distanze di 8 dalla ciirva L

-

e, rispettivamente, dal cerchio L’ ; con 9 l’angolo QP8. Yaria do la posti-
zione di /S lungo il cerchio C, varieranno, in genere, anche le 

ed ií’., le qua!i potranno dunque riguardarsi come funzioni (11 O.


