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SULLE EQUAZIONI LINEARI ALLE DERIVATE PARZIALI

DEL SECONDO ORDINE DI TIPO ELLITTICO SOPRA UNA

SUPERFICIE CHIUSA

di GIANFRANCO CIMMINO (Napoli).

Allo studio delle equazioni alle derivate parziali su una superficie, o più
generalmente su una varietà, se si prescinde dalle numerose ricerche riguardanti
le funzioni potenziali sulle superficie di RIEMANN, e da quelle sulla equazione
di BELTRAMI che si presenta nel problema della rappresentazione conforme di

una superficie ordinaria, non sono stati dedicati finora, per quanto sappia, che
pochi lavori. Abbiamo da citare soltanto una estensione dell’ equazione di BELTRAMI
considerata da É. PICARD (1), un esempio trattato da D. HILBERT (2), che ha
esposto il suo metodo della funzione detta parametrice, per il caso di una equa-
zione lineare alle derivate parziali del second’ ordine di tipo ellitico sopra la

sfera (3), un lavoro di G. GIRAUD (4), in cui la definizione dell’ equazione è data
in’ base a una metrica fissata sulla varietà e la risoluzione del problema viene
ricondotta a quella di una equazione integrale, mediante il consueto metodo della
funzione di GREEN.

Nella presente memoria si precisa anzitutto in generale il concetto di equa-
zione alle derivate parziali sopra una superficie topologicamente definita. Si estende
poi al caso delle equazioni generali di tipo ellittico del secondo ordine sopra una
superficie chiusa un metodo ideato da R. CACCIOPPOLI (5), per provare i teoremi
di esistenza degli integrali abeliani sulle superficie di RIEMANN chiuse, metodo
che si basa su alcune semplici nozioni di analisi funzionale lineare e in cui non
si fa ricorso nè alla funzione di GREEN, nè ad altre soluzioni fondamentali del

genere. ,

(1) Annales qeientifiques de 1’ École Normale Supérieure, III série, t. 25, pp. 9-17, (1909).
(2) Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, pp. 213-242.
(3) Il metodo della parametrice di D. HILBERT è stato poi esteso da O. HAUPT, nello studio

di un’ equazione a derivate parziali su una superficie di RIEMANN, Mathematische Annalen,
t. 88, pp. 136-150, (1922).

(4) Annales de la -Société polonaise de mathématique, t. XII, pp. 35-54, (1934).
(5) Rendiconti della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli, serie 4a,

vol. IV, pp. 49-54, (1934).
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Al fine di giungere a tale estensione, si dimostra una proprietà integrale per
le soluzioni delle equazioni alle derivate parziali considerate, la quale costituisce
una naturale generalizzazione della proprietà espressa dal teorema della media

di GAUSS per le funzioni armoniche. E, al pari della proprietà di media delle

funzioni armoniche, cos  pure la detta proprietà integrale si riconosce come una
proprietà caratteristica, nel senso che una funzione, supposta anche soltanto som-
mabile insieme con una sua certa potenza, se verifica quella proprietà in tutto

un campo, non può che coincidere, a meno eventualmente dei punti di un insieme
di misura nulla, con una soluzione dell’equazione a derivate parziali.

Dall’ indicata estensione del metodo di R. CACCIOPPOLI si deduce senza dif-

ficoltà il teorema dell’ alternativa. E si osservi che, in tal maniera, si giunge
direttamente a teoremi esistenziali su una superficie chiusa, laddove, volendo, come
si fa talvolta, dedurli per mezzo del procedimento alternato di SCHWARZ dai teo-
remi esistenziali pel caso di una superficie aperta, si dovrebbe preventivamente
trattare questo caso, introducendo cos  una difficoltà estranea al problema sulla
superficie chiusa, e cioè quella di rendere verificata la condizione al contorno.

Del modo di superare tale difficoltà, quando si voglia applicare il metodo del
presente lavoro anche al caso delle superficie aperte, mi propongo di occuparmi
in una prossima ricerca.

Infine, è pure da rilevare che, se qui, per semplicità, si considera il caso delle

equazioni in due variabili, l’ estensione al caso di più variabili non presenta
peraltro nessuna sostanziale difficoltà.

1. - Definizioni e ipotesi fonda,mentali.
Sia una superficie chiusa topologicamente definita (1). Ad ogni punto P

di 8 si coordinano dunque degli intorni di P e in base a questa nozione
si può dare la definizione di punto limite, punto interno, esterno, frontiera per
un insieme di punti di 8, e quindi la definizione di insieme aperto (i suddetti

intorni riuscendo particolari insiemi aperti), insieme chiuso e quella di funzione

continua su S.

La superficie S si può ricoprire per intero con un numero finito di intorni,
diciamo è1f, ~z,...., ciascuno dei quali, naturalmente, si sovrapporrà in parte
a qualcuno dei rimanenti. Stabilita una corrispondenza biunivoca e bicontinua 1-’k
fra i punti P di ciascun c71, e i punti di un dato insieme aperto A del piano x, y,
si dirà che gli e le rk forniscono una rappresentazione I’ di S su A. È poi
sempre possibile fissare in ciascuno degli 3k una porzione chiusa 8k di 8 in
maniera che le S1, Sz,...., 8n forniscano una decomposizione di S, cioè siano due
a due prive di punti interni comuni ed abbiano per somma la S.

(6) Cfr. Il WEYL: Die Idee der Riemannschen Fläche, pp. 16-25.
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In seguito considereremo soltanto rappresentazioni I’ tali che, allorquando
dire intorni 9h, abbiano punti comuni, detti Xh, yh, e Xk, yl, i corrispondenti
in A di uno stesso punto di S pensato come appartenente una volta a e una

volta a nella corrispondenza biunivoca e bicontinua che ne consegue fra gl’ in-
torni su A di e Xk, yk, le xh, yh siano funzioni continue insieme con le deri-

vate parziali dei primi due ordini rispetto alle Xlc, Ylc (e quindi anche inversa-
mente, le xk, yk rispetto alle xh, ytL).

Supporremo che sia assegnata, una volta per tutte, una certa rappresenta-
zione 1’ di tale tipo, e considereremo esclusivamente rappresentazioni r di S, tali
che, nella corrispondenza biunivoca e bicontinua intercedente fra gl’ insiemi for-
mati dai punti x, j e x, y di A, che corrispondono, in una I h relativa a r e in
una I" k relativa a r, a uno stesso punto di S, le x, y riescano funzioni delle x, i~
dotate di derivate parziali prime e seconde continue (e viceversa). Rappresenta-
zioni cosiffatte verranno dette rappresentazioni regolari di S.

Chiameremo misurabili gl’ insiemi di punti E di S, ai quali corrispondono
in r (e quindi anche in ogni altra rappresentazione regolare 1’ di S) insiemi
misurabili di A. E se questi ultimi sono tutti di misura nulla, diremo che è di
misurà nulla l’insieme E.

Ad ogni funzione g(P) assegnata su S corrispondono, mediante I, delle fun-
zioni qJk(X, y) definite in A ; è immediato che la g(P) sarà continua in un punto P
di S quando, e solo quando, una I , relativa a una rappresentazione regolare r dia

luogo a una funzione continua nel punto x, y di A corrispondente a P. Se
inoltre la (pk(x, y) è dotata di derivate parziali prime (o seconde) continue in x, y,
allora la cp(P) si dirà dotata di derivate parziali prime (o seconde) continue nel

punto P di S.

La g(P) si dirà sommabile sn S, se tali sono le 991,(x, y) ad essa corrispon-
denti mediante 1’ in A. Questa nozione, come le precedenti, non dipende, eviden-

. temente, dalla rappresentazione regolare I’ adottata per S. Peraltro il valore del-
l’integrale di g(P) su S, o su un insieme misurabile di S (in particolare la
misura dell’insieme E), non può definirsi in maniera indipendente dalla rappre-
sentazione I’. Precisamente, indicando con Ek, gl’ insiemi di A, corrispondenti
nelle 7~ delle porzioni di E contenute nelle singole porremo per definizione

Sia ora F(E) una funzione additiva degl’ insiemi misurabili di S. La F(E)
si dirà assolutamente continua su S, ’se, per ogni successione di insiemi rnisu-
rabili E, per cui tenda a zero la misura (presa rispetto a r, e quindi anche la
misura presa rispetto a una qualsiasi altra rappresentazione regolare 
riesce lim F(E) = o. Alla F(E), mediante una rappresentazione regolare r, cor-
risponderanno delle funzioni additive assolutamente continue Fk(E) in A. Le
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derivate di queste sono delle funzioni ók(X, y) sommabili in A. Le funzioni ók.
verranno da noi anche indicate con l’ unica lettera ò, e si dirà che ó è la densità
della F(E) relativa a r.

Se x, y e ~~ y’ sono le coordinate dei punti di A che hanno come corrispon-
dente, rispettivamente in una 7~ relativa a I" e in una relativa a un’ altra

rappresentazione regolare F’ (che può anche essere, in particolare, la stessa 1’),
un medesimo punto di S comune ai due intorni 3j’, la densità õ’ (x’, y’)
di F(E) relativa a l’k’ si otterrà da quella o(x, y) relativa a Fh mediante la

relazione 
-

valida, a meno eventualmente dei punti di un insieme di misura nulla, in tutta
la parte comune a ed è11/.

2. - Equazioni alle derivate parziali su S.
Sia u una funzione dotata di derivate parziali prime e seconde continue su S

e siano (k= 1, 2,...., n) delle funzioni definite nell’ intorno à j~
di S, relativo a una certa rappresentazione regolare r di S su A. Consideriamc
1’ espressione a derivate parziali

con la quale simboleggiamo le diverse espressioni a derivate parziali definite in A,
quando, in ogni intorno ~k relativo a F, ai coefficienti a, b,...., q si sostituiscano

bk,...., qk e alla 1t la funzione di x, y cui essa si riduce in è1k in base a F.
Nella parte comune a due intorni èlh, 3k le due rappresentazioni n faranno

corrispondere a uno stesso punto di S due punti xh, Yh e di A. Cos  si

avranno due sistemi di valori dei coefficienti; noi esigeremo che questi due sistemi
di valori siano legati fra loro in maniera tale che risulti

dove al secondo membro la si pensi trasformata in una espressione a deri-
vate parziali rispetto alle variabili mediante le formole di trasformazione

che fanno passare dalle alle Xh, y~. Conformemente a ciò, passando da T’
a un’ altra rappresentazione regolare definiremo la trasformata di in I"

determinando i coefficienti a’, b’,,..., q’ relativi a 7~ in maniera che, 
e x’ y’ le coordinate di due punti di A corrispondenti in 1~’ e 1’’ rispettivamente
a un medesimo punto ~’ di S, risulti
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In altri termini, posto

i coefficienti di 2F,u sono legati a quelli di ~~u dalle relazioni

Evidentemente, per (2), la relazione è reciproca.
Indicheremo brevemente con £u l’ insieme di tutte le £ru (per tutte le rappre-

sentazioni regolari 1’), oppure una qualunque di esse, e diremo che £u==0 è una
equazione alle derivate parziali su S.

Dalle (4) risulta che il valore del discriminante ac- b2 è indipendente dalla
rappresentazione regolare I’alla quale Lu viene riferita, ciò che consente di distin-

guere le equazioni alle derivate parziali sulla superficie nei tre tipi ellitico, iper-
bolico e parabolico alla maniera consueta.

Consideriamo ora, supponendo la continuità in A anche per le derivate parziali
prime e seconde di a, b, c e per le derivate parziali prime di l, m, l’espressione,
aggiunta della (1), ’

In base alle (4), un facile calcolo permette di riconoscere che la dedotta

dalla (5) col passaggio da sarà pure l’espressione aggiunta della (3).
Pertanto la può chiamarsi su S. 

_

La £u si dirà autoaggiunta, se i suoi coefficienti rispetto a r (e quindi
anche rispetto ad ogni altra r) coincidono ordinatamente con quelli di 

Per avere un semplice esempio di equazione alle derivate parziali su una
superficie ordinaria, basta pensare alla classica equazione di BELTRAMI, la quale
è appunto autoaggiunta e di tipo ellittico.

3. - Le funzioni additive d’ inaieme legate a nn’ equazione alle derivate par-
ziali su S.

In base alla data definizione dell’ espressione alle derivate parziali ~u su S,
si vede che, secondo quanto è stato osservato in fine del n.° 1, la Lu può consi-
derarsi come una densità, relativa a una certa funzione additiva sulla superficie.

Consideriamo ora,- indicando con p un numero &#x3E; 2, la totalità delle funzioni

additive d’insieme F(E) con densità di sommabile su S. Lo spazio
P-1
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funzionale costituito da queste è, naturalmente, indipendente dalla partico-
lare rappresentazione regolare I’ prescelta per S. Fissiamo in esso una metrica,
dipendente dalla rappresentazione I, definendo come distanza di funzioni

F1 (E), F2(E), di densità rispettivamente 8i(P), b2(P), la

Definiamo poi la relazione di limite

intendendo che essa equivalga a

È chiaro che il limite di una successione di funzioni dello spazio funzionale
che consideriamo è ancora una funzione del medesimo spazio, sicchè questo è
uno spazio lineare . metrico completo. Lo indicheremo con ’¿_~-_’ .

jJ -1
Consideriamo poi ancora quel sottospazio di che si ottiene, prendendo

p-1
tutte le funzioni u(P), continue insieme con le derivate parziali dei primi due
ordini su S, e, per ognuna di queste, la funzione F(E) che ha per densità ~.2c.

Tale sottospazio verrà indicato con ~~’*.

Indicheremo infine con 2;* il sottospazio formato da tutte le funzioni di .2;*

e da tutte le funzioni limiti, nel senso adesso specificato, di funzioni apparte-
’ 

nenti a 2-’*.

Fissata una funzione di p-ma potenza sommabile su S, prendiamo in
esame il funzionale lineare definito in da

})-1

dove ó(P) indica al solito la densità d  F(E). Esso evidentemente non dipende
dalla rappresentazione I’ adottata per S, giacchè, passando dalla rappresenta-
zione I’ a un’ altra T’, si viene semplicemente ad operare una sostituzione di

variabili nell’ integrale al secondo membro. -
Ciò posto, enunciamo il teorema fondamentale relativo alle equazioni di tipo

ellittico, che ci proponiamo di provare in quanto segue :
Se il funzionale lineare (9) definito in 2. , , è zero per tutte le F(E) di -Y*,

p-i 
~ , ~ 

la f(P) potrà differire soltanto al più punti di un insieme di misura
nulla da 1tna soluzione v dell’equazione 
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A tale risultato giungeremo dimostrando, anzitutto, che, nell’ ipotesi del teorema,
la f(P) deve verificare una certa proprietà integrale analoga a quella della media
di GAUSS per le funzioni armoniche. Successivamente proveremo che tale pro-

prietà integrale, prescindendo dagl’insiemi di misura nulla, è caratteristica per
le soluzioni di 

Dalla proposizione ora enunciata, in base a noti teoremi di analisi funzionale
lineare, discende immediatamente che, se l’equazione è priva di soluzioni
diverse dallo zero, lo spazio -Y* è completo in --’ cioè 2* coincide cono .

- P-i p-i

Nel caso contrario, 03A3* si compone di tutte le funzioni F di 03A3p che riescono
F /’/’

ortogonali alle soluzioni non nulle v di che verificano, cioè, la’ vdf=0.
o 

s’ 
,

Vedremo fra breve (n. 7), come da ciò si deduce agevolmente il teorema

dell’ alternativa per 1’ equazione (1).

4. - Dimostrazione di una proprietà integrale.
Da ora in poi, supporremo sempre che la (1) sia di tipo ellittico, che sia

cioè ae - b2 &#x3E; o, e inoltre a, c sempre positivi, per una opportuna scelta della

rappresentazione regolare r. ,

Fissata r in tal modo e detto Po un punto di S, sia xo, yo il punto di A

corrispondente a Po in una relativa a 1-’; detti ao, bo, co, i corrispondenti
valori di a, b, c, poniamo

Sia poi r un valore positivo abbastanza piccolo, affinchè l’ ellisse di centro xo,
yo, rappresentata dall’equazione (10) per sia contenuta in A.

Ciò posto, detto v un intero positivo arbitrario, definiamo entro la detta ellisse
la funzione y), data da 

~.~

Estendiamo, poi, la definizione della funzione all’ intera superficie S, ponendola
zero in tutti i rimanenti punti di S. Con ciò si otterrà evidentemente una fun-

zione continua con le derivate parziali prime e seconde su S, giacchè,
come subito si riconosce, gv si annulla con le sue prime due derivate, per e2 =r2.

Supponiamo adesso che f(P) sia una funzione di p-ma potenza sommabile

su S, tale che il funzionale lineare (9) sia sempre zero, per tutte le F(E) di 2*.
In particolare dovrà essere allora

ove si in~ 
‘ 

n i con Eo l’ellisse 0~~~~.
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Vogliamo ora passare al limite per v nella (12). Osserviamo anzitutto che

laddove

Operiamo adesso la sostituzione di variabili

indicando A, rispettivamente le lunghezze divise per e degli assi maggiore
e minore dell’ ellissi (10) e l’ angolo formato dall’ asse maggiore -- opportuna-
mente orientato - con l’asse x; sicchè A, riusciranno dipendenti in maniera
continua da 2,’0, yo e saranno legati dalle relazioni

Tenendo presente che da (14) e (15) risulta

e ponendo, per brevità di scrittura,

si trova cos

Poniamo ancora, per abbreviare,

e osserviamo che, quando e = °, H si riduce ad come si vede dalle (15) ;
onde, supponendo - come sempre faremo in seguito -- l’esistenza di derivate
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parziali continue pei coefficienti a, b, c, la differenza 2H-(aco-2bbo+cao) si man-

terrà limitata anche quando Q-0. 
Q

In base a ciò e tenendo presenti le (13), da (17) si ricava

purchè esista il limite al secondo membro. Ora noi proveremo che questo limite . --

esiste, fatta eccezione al più per i punti xo, yo di un insieme di misura nulla su A
e per i valori di r di un insieme di misura nulla su un intervallo 0 

con ro opportunamente limitato.
A tale scopo, ricorriamo al seguente artificio. Poniamo

l’espressione sotto al segno di limite al secondo membro di (19) si può scri-

vere allora

oppure anehe, integrando per parti,

Ora a tende a yo), quando é - 0, tranne al più pei punti xo, yoo 

fl 
-di un insieme di misura nulla ; 2 tende ar2-g

quando e - r, tranne al più pei valori di r di un insieme di misura nulla. E

d’ altra parte, quando esistono i limiti di a e di 2 ~ , per Q - 0 rispetti-
vamente, essendo 

e~ r e-

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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mentre in questi integrali le iunzioni integrande, per un E &#x3E; 0 piccolo a piacere,

tendono uniformemente a zero è facile
y2 ~2

riconoscere che il limite di (21), esiste ed è dato da

Resta con ciò dimostrato quanto avevamo affermato. E risulta inoltre che,
dall’annullarsi del lirnite (19), qualunque siano r nell’ intervallo 
e x,, yo in A, si deduce che f verifica quasi ovunque in A la proprietà
integrale

u o

per r quasi ovunque nell’intervallo 
Nel caso particolare che l’espressione a derivate parziali ~u si riduca a 

le (15) si potranno verificare ponendo ~,=,u=I, le (14) diventano le equa-
zioni parametriche di una circonferenza e la (22) si muta nella formola che

esprime il teorema della media di GAUSS per le funzioni armoniche.

5. - Proprietà di media per le soluzioni delle equazioni alle derivate par-
ziali del 2° ordine di tipo ellittico.

Definita l’ aggiunta dell’ espressione £u mediante la (5), consideriamo una fun-
zione v(x, y), con derivate parziali prime e seconde continue su S, soluzione
della e applichiamo la nota formola di reciprocità

supponendo che D sia la corona ellittica definita da dove è, come

prima, la quantità (10). Poniamo poi u=log r e passiamo infine al limite per s-0.
p

Si perviene in tal maniera (dando ad H il significato che aveva nel numero

precedente ed eseguendo la sostituzione di variabili (14)) alla formola seguente :
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la quale, come subito si riconosce, per non è altro che la (22) con v al
posto di f. Per questa ragione, e per quanto abbiamo osservato in fine del numero
precedente, chiameremo la (24) la proprietà di media per le soluzioni del-

l’ equazione 
Supponiamo inversamente che la funzione v, con derivate parziali prime

e seconde continue su S, verifichi la proprietà di media (24), per tutti i valori

di r sufficientemente prossimi a zero. Ne segue, derivando rispetto a r e tenendo

presente 1’ espressione esplicita di £ log r data nella formola (22),
e

Dividiamo per r questa relazione, indi facciamo tendere r a 0; applicando
la regola di de FHOSPITAL e ricordando le (14), in base alle quali sono da

calcolarsi le derivate rispetto a ~O ; otteniamo cos

Ma il primo membro di questa relazione, come subito si vede, badando alle (15),
(16) e (18), non è altro che n - nel punto xo, yo.

Se ne conclude allora che proprietà di media è caratteristica
per le soluzioni dell’ equazione 

Ci tornerà utile, per quanto segue, sostituire alla (24) una formola dove figu-
rino soltanto integrali doppi. A ciò, moltiplichiamo per r primo e secondo membro

. 

. 2
di (24), integrando poi rispetto a r fra 0 e r, dividendo infine per - ; otte-

2
niamo cos

che si può scrivere anche, indicando rispettivamente con Po e Q i punti xo, yo e x, y,


