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SUL SETTIMO PROBLEMA DI HILBERT

di GIOVANNI RICCI (Pisa).

Al Congresso Internazionale dei Matematici del 1900, tenutosi a Parigi,
D. HILBERT, in una sua conferenza, tratteggiò ventitrè problemi per le mate-
matiche del futuro [6] (1); uno fra questi (il settimo) riguardava la natura arit-
metica dei numeri della forma 03BE~ con 03BE e ~ algebrici. (Esempio : 2~2 è algebrico
o trascendente ?).

Furono poi dimostrate le proposizioni seguentí che costituirono un primo
avvicinamento alla soluzione del problema :

« Se ~ (~=t=0, ~4=1) è algebrico e q=i(?8 con n intero naturale, allora $’i è
trascendente ». (A. GELFOND [2], 1929).

« Se ~ (~={=0,~=~1) è algebrico e irrazionale, con n intero naturale,
allora ~’~ è trascendente ». (C. SIEGEL [9], R. KUzMIN [7], 1930). (Dunque 2~ è

3

trascendente; ma, 21’2 è algebrico o trascendente ?).
« Se ~ (~4=0, ~4= 1) è qualunque e 81, ~2r"~ ~ sono numeri linearmente indi-

pendenti di un corpo algebrico di grado s (s ? 2), allora degli s numeri 03BE03B82,...., 03BE03B8s
3

uno almeno è trascendente ». (K. BOEHLE [1], 1933). (Ma, ancora, 2~2 è alge-
brico o trascendente ?).

Finalmente A. GELFOND [3], [4] (1934), diede definitiva risposta al problema
posto col dimostrare in maniera agile e brillante: « Se ~ (~=~0~4=1) è alge-
brico e ii è algebrico irrazionale, allora 03BE~ è trascendente » (1).

Uno studio della dimostrazione di A. GELFOND ci persuase che opportuni
accorgimenti in essa introdotti potevano condurre ad una proposizione, che

all’ingrosso avrebbe potuto dire : « ~’~ è trascendente quando ~ ($ # 0, ~ =t= 1)
e q (irrazionale) sono approssimabili abbastanza velocemente con numeri alge-
brici »; e gli opportuni accorgimenti consistevano nella manovra di una formula
di interpolazione dovuta, nella sua forma generale, a CH. HERMITE.

(1) I numeri entro parentesi [ ] si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della Memoria.

(’) Proprio in questi ultimi giorni sono comparsi due lavori di Tn. SCHNEIDER nel

primo dei quali [8] viene di nuovo dimostrato il teorema di A. GELFOND.



342

In questo lavoro presentiamo il risultato di tale studio.

Chi vuol rendersi conto dell’agilità e acutezza della dimostrazione di A. GELFOND
veda [4], dove alle pagine 628-630 troverà un « doppio passo » che porta allo

scopo ; oppure veda i n.i 21-27 di questo lavoro. Ma qui è più difficile tale apprez-
zamento per le « sovrastrutture » dell’ interpolazione, e anche per il fatto che

all’ agile « doppio passo » di A. GELFOND abbiamo dovuto sostituire, preceduta da
accurati preparativi, una « arrampicata di un numero finito di piccoli passi ». Vo-
lendo un pò spiegarsi : « arrampicata » per potere arrivare più in alto possibile ;
« numero finito » perchè, per il modo come sono eseguite le valutazioni asinto-

tiche, non ne risulta garantita la loro validità uniforme rispetto al numero dei

passi ; « piccoli passi » perchè abbiamo dovuto limitare la . lunghezza del passo »
in relazione a certe costanti per potere poi disporre della piccolezza di queste.

Veramente, quando, muniti della formula di interpolazione di CH. HERMITE
(vedi n.° 14), ci accingemmo all’« arrampicata » eravamo animati dalla speranza
di potere dimostrare una proposizione che, se vera, sarebbe bella, e cioè : «Se ~
e q sono numeri trascendenti di LIOUVILLE, ~’} è trascendente » ; ma non ci siamo
arrivati. Soltanto per una classe speciale di numeri trascendenti di LIOUVILLE

siamo riusciti a dimostrare che questa proposizione è vera ; e, come si intuisce

dal discorso che precede (quando si rifletta sulla definizione di tali numeri),
questa proposizione è vera per quei numeri di LIOUVILLE che sono « molto

di LIOUVILLE ».

Tuttavia riteniamo degno di nota il fatto che, mediante i risultati qui conse-

guiti, si ottengano, tra l’altro, estese classi di numeri trascendenti del tipo 03BE03C4 e
del tipo z~~ con ~ algebrico, tali classi avendo la potenza del continuo (vedi n.O 7).

Al n.° 1 enunciamo il Teorema I, dal quale seguono (n.~ 2-6) come corollarî
i successivi, via via più semplici e più espressivi. La dimostrazione di questo
Teorema I è svolta ai 11.1 28-31 e si basa su un lemma fondamentale (n.° 8)
molto complicato. Abbiamo preferito isolare tale lemma, sebbene complicato (la
sua dimostrazione è svolta ai n.i 16-27) perchè crediamo che, attraverso analogie,
ci possa essere utile in ulteriori studî sulla struttura aritmetica delle funzioni

analitiche.

Risultati.

1. - TEOREMA I. - Siano assegnate successioni (k? 1) di numeri alge-
brici tutte convergenti

e diciamone rispettivamente ~, ’Yjf, ’Yj2,...., qk i valori limiti. Supponiamo ~+0, ~4=1.
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Denotiamo, per r=1, 2, 3,...., con :

g~, il grado di un corpo algebrico 7~. contenente ~r, r~l, r,...., ’Yjk, r,

xr il minimo intero razionale positivo per cui è intero (algebrico),
y, il minimo intero razionale positivo per cui Yrlik, r sono

tutti interi (algebrici),

Ar la quota fino alla quale i numeri 1, sono linearmente indi-

pendenti (nel campo razionale) (4).
Allora, dei k numeri (5)

1tnO almeno è trascendente quando esistono tre numeri reali (positivi) e, a, 0
pei quali sono verificate tutte e tre le condizioni seguenti

(3) Una notazione: Se 03BE, ~,...., 03B6 sono numeri algebrici con Max ( [ $ [, |~|...., |03B6|) ) deno-
teremo il massimo modulo di 03BE, ~,......, 03B6 e di tutti i loro coniugati.

(4) Una locuzione: Ricordiamo che h numeri ~21 .... si dicono linearmente indipen-
denti (si sottintenderà sempre « nel campo razionale ») quando essendo C21 .... eh interi razio-

nali indeterminati, 1’ uguaglianza equivale a 

Allorquando 03B62,...., 03B6h non siano linearmente indipendenti sussistono uguaglianze 
+c203B62 + .... + = O con I Ci -{- + .... + I eh ] 0, e si può considerare l’estremo supe-

riore ~1 dei numeri positivi A tali che il sistema

porti di conseguenza c~==Co==....==c~==0. Diremo allora che Ci, C2,...., sono linearmente

indipendenti fino alla quota ~1 (o anche : almeno fino alla quota l). Infatti in questo caso
nel reticolo ad h dimensioni (cs, e~,...., cn) di punti a coordinate intere, 1’ iperpiano ciCi +
+ C2C’). +.... + ChCh =0 passa per l’origine (0, 0,...., 0) e non incontra alcun punto interna-

mente al dominio (i:--= 1, 2,...., h). Quando Ci, C2,...., Ch siano linear-
mente indipendenti sarà da porre ~1= + 00.

(5) Con ~’~ intendiamo per una determinazione fissata di log ~.
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Nel caso semplice k== 1, soddisfatte le condizioni precedenti, si conclude
trascendente 

Osservazioni. - Se ór=0 (cioè ~1,=~, conveniamo

di assumere (com’ è del resto naturale) 00, e i quozienti delle tre espres-
sioni che compariscono ai primi membri di c) per log ~,, sono da considerarsi

nulli per quel valore di r. 
’

2a). Notiamo che la condizione b) è soddisfatta quando per ogni r (r == 1, 2, 3,....)
òr&#x3E; 0 e i k + 1 numeri 1, ’~ji, ’}’,...., 2ik-,,. sono linearmente indipendenti (Ar= + 00).
Quando, per un valore di r sia ~1,.= ~ ao e òr=0 conveniamo di porre

1 " r./

questa convenzione è giustificata dal fatto che ad ogni successione di ~7. nulli si

può sostituirne un’ altra di ó,’ positivi e abbastanza piccoli da accordarsi con le
relazioni di limite contenute in c).

3a}. La simmetria delle due prime limitazioni in c) si riflette in una certa

simmetria in cui vengono a trovarsi le posizioni della base $ e degli espo-
nenti ~2,.,.., i ~k.

4a). Risulta evidentemente xrX1.= Max ( dove xr~,. sono algebrici in-

teri e quindi ~ 1; analogamente y,.Y,-1~-~:1. Dunque

2. - Da questo teorema generale se ne possono ricavare immediatamente altri.
Sia ¿- ~, ¿- 2, l~ ,.... una successione di numeri algebrici che converge a 1 ; possiamo
fissare 1’ idea su due forme tipiche di approssimazione: 1°) col supporre che ir,
(r =1, 2,....) siano tutti di grado limitato indipendente da r); 2°) col supporre
che le due successioni Z3,.... e Zz, Z3,.... siano entrambe limitate (dove zr
è il minimo intero razionale positivo per cui è algebrico intero e ( ) 1 ~, 1».
Fissando 1’ idea ora su 1’ una ora sull’ altra di queste due forme di approssima-
zione si deducono i teoremi seguenti via via più particolari ; e nei loro enunciati

(salvo affermazione contraria) ci serviremo delle notazioni introdotte al n.° 1.

TEOREMA II. - Se, per r=1, 2, 3,...., i numeri ~r, ~~~~ ~....~ sono di grado ~G
(indipendente da r); allora dei numeri

uno almeno è trascendente quando esistono tre numeri reali 0 pei
quali sono verificate tutte e tre le condizioni seguenti :
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2°) i numeri 1, sono linearmente indipendenti almeno fino alla
1

quota

Osservazione. - Poichè 03B8  81 i secondochè 0  1 + 1 + O, si conclude che nella
e 

z:-7- k ,

condizione 3°) si potrà tralasciare la prima o la terza delle tre relazioni di limite

secondochè é 0  1 + - + e oppure 8 ? 1 + - + e.
Questo teorema si ottiene dal precedente, osservando che nelle nostre ipotesi

è gr= 0(1).

3. - TEOREMA III. - Supponiamo che esistano un intero razionale N e un nu-
mero positivo L (ambedue indipendenti da r) tali che i numeri N~r, r

siano algebrici interi, ed essi e tutti i loro coniugati abbiano modulo  L

(r=1, 2, 3,....). Allora dei numeri ~1}~,...., ~’’k (~~0~ ~=~1) uno almeno è trascen-
dente, quando sono soddisfatte le due condizioni seguenti :

1°) i numeri 1, ~1,r.,...., sono linearmente indipendenti almeno fino alla

quota (-g2r log 03B4r) 
(1.log) 

(7’== 1,2,3,.....); quota g2 (r=1, 2, 3,....); 4+ 3/k +e 
- ( 1), per r - + c&#x3E;o.2°) esiste un numero reale E &#x3E; 0 per il quale è gr = o (log h, per T - + 00.

Osservazione. - La condizione 1°) è sicuramente soddisfatta nel caso parti-
colare in cui 1, n2,----, qk sono algebrici linearmente indipendenti, coll’ assu-

mere (i= 1, 2,...., k).
Dimostrazione. - Le ipotesi ci dicono che Xl’, yr, I, sono tutti limitati

per 7*-~+00~ e la c) del n.° 1 si riduce a 8r), dove y è il massimo

dei tre numeri risulta

Per ciò che riguarda la b), si osservi che

4. - Fissiamo in particolare I’ attenzione sul caso in cui r¡2,...., qk sono tutti

algebrici. Assumiamo (i == 1, 2,...., k ; r =1, 2, 3,....); allora i numeri yr e Yr
risultano limitati. Vale il seguente

TEOREMA IV. - Supponiamo che ~?, sia algebrico di grado gr (r= ~, 2, 3,....)
e che i numeri 1, r~~, r~2,...., gic siano algebrici linearmente indipendenti.

Allora dei k numeri ~~1, ~~2,...., uno almeno è trascendente quando è soddi-
sfatta la condizione seguente :
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A) esistono due numeri reali 9, 6 con , tali che per

Questo teorema non cessa di valere se alla condizione A) si sostituisce la

seguente (più restrittiva):
B) gr= 0(1) ed esiste un numero reale e &#x3E; 0 tale che per r --&#x3E; + ao risulti

Dimostrazione. - Partiamo dal Teorema I : le condizioni a) e b) sono veri-
ficate, e rimane a soddisfare la c). La seconda relazione limite di c) figura in A);
essendo yrYr= 0(1), per le altre due basta avere br) dove y è il

. 

d . d 
. i o i 

20massimo dei due numeri 1 + e, 1 + 281; ma

Per completare basta provare che dalla B) segue la A) : infatti, essendo

gr= 0(1), se poniamo

risulta (con opportuno Gr= 0(1»

poichè infatti

5. - Termineremo col considerare due casi particolari interessanti in eul
vale gr~ 0(1).

TEOREMA V. - Supponiamo che i numeri ~, r¡2,...., i r~k (k ? 1) siano alge-
brici .e che i k~ 1 numeri 1, ~2)".~ siano linearmente indipendenti.

Siano ~’, qi’, ~2’,...., k~ 1 numeri reali e ~=~0, ~~’=F1.
Allora dei k numeri
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uno almeno è trascendente quando esistono un numero reale E &#x3E; 0 + 1 succes-
sioni di numeri razionali

convergenti rispettivamente a , in guisa da avere

’1rl J. *

Per k=1 risulta m=Iog4+E qr e il numero (~~’)1]1]’ è trascendente non appena
sia soddisfatta la condizione enunciata.

Dimostrazione. - Evidentemente un corpo algebrico contenente ~, 171,...., 

contiene anche tutti i numeri e quindi g, == 0(1). Inoltre

quindi exrXr= O(qr), eyrYr- O(q1’).
Partiamo dal Teorema Il (n.O 2). La condizione 2°) è soddisfatta ; si tratta

di soddisfare alla 3°) con le costanti O, a, 0 soddisfacenti alla 1°) cioè

Essendo prende la forma

D’ altronde, l’ipotesi di questo Teorema V ci dice che esiste un numero G

(indipendente da r) per il quale

cioè G, da cui

Dunque se, per e’&#x3E; 0, assumiamo risulta

e per -’ abbastanza piccolo (basta s’ r dalla (5.2) segue la relazione limite (5.1). O
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6. - TEOREMA VI. - Siano $, q due numeri algebrici, ii irrazionale.
1-) Se 03BE=0, 03BE = 1, allora 03BE~ è trascendente (A. GELFOND).
20) Se ~ 4= 0~ ~ 4= 1 e nello sviluppo in frazione continua di un numero

reale irrazionale 03B1 esistono infinite ridotte 2013 per le quali
qr

~ indipendente da r),

allora è trascendente.

30) Se 03BE03B1 = 0, 03BE03B1 = 1 e nello sviluppo di a esistono infinite ridotte pr per
qr

le quali 
qr

indipendente da r),

allora è trascendente.

Dimostrazione. - Tutto è conseguenza immediata delle proposizioni prece-
denti. Dimostriamo ad esempio 2°). Riferendoci al Teorema I abbiamo

e basta dimostrare che per Q e 8 opportuni con (

Ma, per l’ipotesi, esiste un numero G, indipendente da r, per il quale è  G, cioè

Assumendo e = 3, o =-- i-i , con abbastanza piccolo (t., 1+e’ si

e il teorema risulta dimostrato.

7. - I numeri reali a che soddisfano alle condizioni del Teorema VI sono infiniti;
ricorrendo alla definizione mediante la frazione continua regolare si costruiscono
facilmente degli esempi : basta evidentemente che nella successione dei quozienti
parziali vi siano infiniti di tali quozienti « molto grandi » rispetto a quelli che
li precedono. Per esempio, se b3,....] è un irrazionale reale qualunque,
scelta arbitrariamente una successione crescente h ) h2, h3,.... di interi positivi,
si costruisca il numero ct == [ao, al, a2, a3, .... 1 con la legge dove:

cs=1 quando s non è in 
quando s è in 

È facile riconoscere che il numero a cos  costruito soddisfa abbondantemente

alle condizioni in discorso.
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È evidente che l’insieme dei numeri ec ha la potenza del continuo. Dunque
i risultati conseguiti ci forniscono infiniti numeri trascendenti del tipo 03B6y e del

tip0 yF con ~ algebrico, e tale infinità ha la potenza del continuo.

Lemma fondamentale.

8. - Siano

due N-uple di numeri (complessi), la prima delle quali sia costituita di numeri

distinti.

Supponiamo che esistano due numeri A e p non nulli tali che

siano tutti algebrici interi e appartengano a un corpo algebrico K di grado g.
Poniamo (6)

Per ogni successione di coppie di N,,-uple

per le quali sono verificate le circostanze precedenti, i numeri

risultano funzioni di r.

Allora, non possono esistere sei numeri reali

pei quali sono verificate tutte le circostanze segnenti (7)

(6) D’ ora in poi saranno conservate queste posizioni.
(7) Tutte le relazioni di limite che considereremo d’ ora in poi, salvo che sia detto espli-
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la). Quando è ò=0 conveniamo di porre e la

. disuguaglianza (8.11) è da considerarsi in questo caso soddisfatta.

2~). Abbiamo incluso nel lemma enunciato anche i casi estremi a=0, y=0,
che possono presentare interesse; qualora ci limitassimo a supporre ay &#x3E; 0 molte
delle relazioni di limite che in esso figurano verrebbero a semplificarsi col tenere
conto che per qualunque o&#x3E;0 è log H=o(Ha).

Il complesso delle limitazioni (8.1),...., (8.11) è molto complicato ; si intravede

però qualche connessione fra le limitazioni in giuoco. Vogliamo citare un sem-

plice esempio che riuscirà istruttivo come indicatore di quelle connessioni e anche
come indicatore dello spirito di « stretta economia » col quale è costruito il lemma.

Se in (8.1) si sostituisce ?J&#x3E;0 in luogo di P&#x3E;0 e in (8.8) si sostituisce

logl -E+E’ H in luogo di logi-E H, la proposizione cessa di valere,
come lo dimostra l’esempio seguente.

Per ogni intero 1’V poniamo

in guisa che posto 2N numeri

citamente il contrario, saranno valutate per r - Seguendo 1’ uso corrente poniamo,
+ +

positivo, per ~~1~ per u  1.
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risultano tutti razionali interi. Le nozioni elementari sui limiti ci dicono

e quindi si ha

Se assumiamo

tutte le limitazioni (8.1),...., (8.11) con le modificazioni di cui sopra, risultano

soddisfatte; la proposizione modificata non è vera.
In modo analogo si vede che non è vera la proposizione ottenuta sostituendo

in (8.1 ) la catena (11)0 qualunque) in luogo di 0 ~ ~  a + ~ ~ 1.
Infatti con lo stesso sistema di coppie di N-uple si assuma 

’

e le limitazioni (8.1),...., (8.11) risultano tutte verificate.
Ai n.i 16-27 dimostreremo il lemma fondamentale, per il quale si richiedono

altre semplici proposizioni ausiliarie che presenteremo ai n.i 9-15.

9. - Consideriamo la funzione intera

dove ci, cN,,.,., CN sono razionali interi, e le sue derivate

risulta

dove abbiamo posto

In tutto ciò che segue supporremo

e, quando convenga, per facilitare la scrittura porremo exp f z 1 = eZ.
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~ 0. - Lemma 1°.

È evidente, poichè per (9.1) e (9.5) è

11. - Lemma 2°. - T razionali interi ~ 1 ; se

è possibile scegliere i coefficienti e,, C2,...., 5 CN (razionali interi) non tutti
nulli e in modulo non superiori a C, in guisa che valgano tutte le ST

disuguag lianze

Osservazione. - Per N&#x3E; 2ST e C abbastanza grande la (11.1) è soddisfatta.
Procediamo, con A. GELFOND, secondo un classico metodo di DIRICHLET :

In uno spazio a 28T dimensioni, nel quale sia fissato un sistema di coordinate

cartesiane ortogonali, assumiamo come immagine della funzione G(z) il punto
avente per coordinate :

Poichè G(z) è determinata dai suoi N coefficienti Ci, e, ~.... cN, se a ciascuno
di questi facciamo assumere i valori 0, 1,...., [C], nel nostro spazio verranno
definiti ([ C] + 1)N punti e tutti, per la (9.2), saranno contenuti nel dominio qua-
drato avente il centro nell’ origine e dimensione

dove As è da sostituire con 1 tutte le volte che A  1.
Dividiamo ogni spigolo di tale dominio in D parti eguali ; otterremo, mediante

iperpiani paralleli a quelli coordinati condotti pei punti di divisione, una suddi-
visione del dominio quadrato in D2ST domini quadrati uguali. Tutte le volte
che D’s~’  ( [ C~ + 1 )N esiste almeno un dominio quadrato della suddivisione con-
tenente almeno due punti immagini di due funzioni Gi(z), distinte; se

supponiamo soddisfatta la (11.1) e poniamo
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risulta D2sT  ([ C] ~ 1)N e la funzione G(z) = Gi (z) - G2(z) ha i coefficienti Ci,

c~,...., e-y ehe rispondono alle condizioni del lemma e inoltre, essendo

risulta evidentemente per la (11.2)

, ! I 1 - , i ~ ~ ,

E passando al modulo i segue ovviamenente la (11).

12. - Lemma 3°. - Nelle posizioni (9.3) e (9.4), per ogni (s, t) di

interi non negativi s e t si verifica necessariamente 1tna almeno delle ~UfJ

circostanze seguenti
f-~. n -~. 1

Infatti il numero

i=.1.

è intero nel corpo K ; per esso e pei suoi coniugati 03B8s,t t vale la limitazione

e poichè la norma t è nulla oppure ~ 1 si conclude

D’ altronde è

quindi o vale l’uguaghanza oppure è

Adesso osserviamo

quindi per la (9.4)
(12.4)

Dalle (12.3) e (12.4) si ricava
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cioè vale la (12.2). Il lemma 3° risulta cos  dimostrato. Questo lemma ci dice

tra 1’ altro che:

Per (a É vale necessariamente almeno una
delle due circostanze seguenti

13. - Lemma 4°. - Diciamo P(z) il polinomio (unico) in z di grado ST- 1,
pel quale si abbia
(13.1)
e poniamo

Esiste un numero T’, tale che per z ? T &#x3E; T’ risulta

Per stabilire questo lemma ricorriamo alla formula generale di interpolazione
di HERMITE [5], che qui conviene ricordare.

14. - Siano ao, c~....~ a l’-i numeri distinti (T&#x3E; 1),
so, sl,...., 1 interi razionali positivi 

(k¡=O, 1,...., si - 1; i=O, 1,...., T-1) un sistema di n ~ 1 numeri arbitrari.
Esiste uno, ed uno solo, polinomio P(z) di grado E n che soddisfa alle n + 1
condizioni

Posto

il polinomio P(z) è dato dalla formula di CH. HERMITE

dove la somma è estesa alle T coppie (a, s)

e le derivazioni indicate in ciascun termine si devono eseguire riguardando il


