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SUI

GRUPPI DI ROTAZIONI

SIRO MEDICI





In questa memoria mi propongo di trovare tutti i possibili tipi
di gruppi di rotazioni. La ricerca mi sembra che presenti dell’ in-

teresse, sia perchè i gruppi stessi son fra i più importanti sottogruppi
del gruppo lineare, sia perchè si trovano frequentemente anche in

altre questioni, come ad esempio in quella della ricerca degli spazii,

che ammettono un gruppo di movimenti od un gruppo conforme.

Debbo qui ringraziare pubblicamente il Prof. Fubini della

R. Università di Genova, il quale con consigli davvero preziosi e

con osservazioni giustissime mi fu di grande aiuto in questo lavoro.





S 1.

Definizioni e proprietà generali

1. Consideriamo in un Sn (euclideo) delle coordinate xl , ..., xn

ortogonali ; chiameremo rotazione infiYiitesinaa una trasformazione
infinitesima del tipo

1

dove conforme alle notazioni di Monge abbiamo posto

Ci proponiamo ora di trovare i varii gruppi, le cui trasforma-

zioni hanno tutte la forma detta, ossia di trovare tutti i sottogruppi
del gruppo 

2

Tali gruppi li diremo brevemente di 

Notiamo poi che il gruppo è il gruppo delle trasforma-
2

zioni lineari, che lascian ferma la quadrica tutta di punti immaginari

perciò l’essere trasformazioni lineari e il lasciar ferma questa qua-
drica sono le proprietà caratteristiche delle rotazioni 1).

’) Il gruppo G si può considerare anche come il gruppo dei mo-
2

vimenti ammessi da uno spazio Sn-l a curvatura costante positiva.
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Nelle cose che seguono noi abbiamo sempre in vista gruppi reali,
onde le costanti, che compariranno nei calcoli, salvo avvertenza in

contrario, le supporremo sempre reali.

2. Introduciamo ora alcuni simboli, che ci abbrevieranno i cal-

coli seguenti. Intanto per semplicità poniamo

per modo che sarà Ski i

Dopo ciò introduciamo anche le altre notazioni seguenti:

_Ne vengon di conseguenza le formole

1) Con qui, come faremo sempre anche in seguito, abbiamo indi-
cata I’ unità o lo zero secondochè i e k sono uguali o diversi: è una

notazione, che sebuirelno costantemente senza più avvertirlo.
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In particolare si ha

Introdotti questi simboli una rotazione qualunque R f potrà
porsi o sotto la forma

o sotto Feltra

3. Abbiamo già avvertito come le rotazioni sieno caratterizzate
dall’essere trasformazioni lineari che lasciano invariata la quadrica

Ora se facciamo sulle variabili una sostituzione ortogonale qua-
lunque, questa lascia invariata 1’ equazione di questa quadrica, e

perciò lascia invariata anche la forma tipica delle rotazioni; dunque
la definizione di rotazione è affatto indipendente dal particolare
sistema di coordinate ortogonali adoperato. Può darsi però, che par-
ticolari rotazioni conservino la loro forma tipica anche facendo delle
sostituzioni ortogonali, come avviene per es. nel caso, che le rota-
zioni considerate non contengano alcune delle variabili 1). Ma noi
faremo solo sostituxioni ortogonali, perchè c’ interessa conservare

sempre coordinate ortogonali, e poi perchè il nostro scopo essendo

la ricerca dei sottogruppi di rotazioni, quelli appartenenti ad uno
stesso tipo devono essere tali che si possa trasformare l’uno nel-

l’altro con trasformazioni del gruppo. Queste come facilmente si vede

1) Si potrebbe facilmente dimostrare, che solo quando si possono con
sostituzioni ortogonali ridurre le rotazioni a questo caso, ci sono rota-
zioni non ortogonali, che ne lasciano invariata la forma. ,
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si riducono a sostituzioni ortogonali a determinante + 1, però noi
consideriamo anche sostituzioni ortogonali a detel’I11111a,11te - 1, per
non dover stare sempre a distinguere i vari casi. Vuol dire, che per
ottenere poi tutti i tipi di sottogruppi si dovrà a quelli trovati ag-
giungere quelli che si ottengono da essi con una particolare sosti-

tuzione ortogonale a determinante -1, per es. con quella che è data
dalle formule x’, = - ~l x’i (i = 2 , ..., n) : ogni sostituzione or-

togonale a determinante - 1, essendo composta di quella e di uma
sostituzione ortogonale a determinante -f-1.

A questo proposito aggiungiamo, che come è evidente geome-
tricamente, si può seini)re con sostiliixio7ie ortogonale portare

qualunque in quello ehe ha per equazioni

4. Cominciamo dal dare alcune altre definizioni e dal dimostrare

alcune proprietà generali delle rotazioi i.

Un punto

sarà lasciato fermo dalla rotazione R f allora ed allora soltanto, che
in forza delle precedenti equazioni sia

cioè per la (6) 
’

I valori a2, ..., an devon dunque soddisfare queste equazioni;
onde i punti lasciati fermi dalla rotazione, devono colle loro coor-
dinate soddisfare le (8), e poichè viceversa se questo avviene, il

punto rimane fermo per la rotazione, le (8) sono le equazioni del

t) Cfr. ad es. BEMPORAD, gruppi di movimeiiti e s197tilitadi?ii nello
spazio a 3, 4, 5 (Ann. della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa,
vol. VIII, 1899), dove trovasi una dimostrazione analitica della proprietà
enunciata (lemma 2.°).
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luogo di quei punti. Tal luogo è dunque uno spazio lineare per

l’origine, che noi chiameremo spazio assiale ; e che ha la dimensione
91 - v, è la caratteristica del determinante i ai,,, ~ I (~~ , ; . = 1 , ..., n).

5. Con una sostituzione ortogonale portiamo lo spazio assiale

nello spazio

con che non si altera la forma della R f (n. 3), che potremo quindi
supporre data ancora dalla (6). Le (8) devono allora essere soddi-
sfatte quando vi si ponga

qualunque valore abbiano del resto le altre variabili. Deve dunque
essere identicamente

e nella (6) non figurano allora che le variabili X2, ..., x~ .

Notiamo subito, che deve essere 0 (i, ~= 1,...,~), perchè
altrimenti le (8) divenute ora

ammetterebbero ancora delle soluzioni con valori non tutti nulli,
delle variabili, e perciò vi sarebbero dei punti invarianti per R f,
anche fuori dello spazio assiale, ciò che è assurdo; in particolare
essendo i emisimmetrico deve essere v pari. Orbene, se v = 2 s,
noi diremo che la rotazione infinitesima è di grado s.

Il IlLlnlel’0 2 s dà il minimo numero di variabili su cui si può
i@i(ltirre ad operare una rotazione di grado s, che se si potesse ridurre
ad operare su un minor numero di variabili non potrebbe essere

Abbiamo dunque
Lo spaxio assiale di di grado s su n 

è di dinzensione n - 2 s, e la stessa si lJ71Ò 
ad operare 2 s vai-iabili soltanto) non s2c un 

Dalle cose dette deriva anche, poichè v è pari, che
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Una 7.otazio71e infinitesii za su 7z variabili è al di

. 

2 .LJ 
Il del grado è la caratteristica del determinante

(1, , jJ, = 1 , ... , 72) .
6. Supponiamo, che la rotazione R f lasci fermo un certo S,,

e con una sostituzione ortogonale prendiamo tale S, per quello
= = ... = Xn = O (n. 3) dopo di che potremo supporre ancora la

R/* data dalla (6). Dovrà allora essere in forza di queste equazioni

: ne viene,

che son nulle tutte le con an indice  k e l’altru invece &#x3E;1..
Ma allora la R f lascia invariato anche lo spazioxl = X2 =... = XI, = 0,
che è ortogonale al precedente : dunque se una rotaxione lascia fermo

qualunque lascia anche l’ Sn-k per l’origi)ie
ortogonale a quello.

7. Se ora consideriamo un iperpiano qualunque

la condizione necessaria e sufficiente, perchè esso sia lasciato fermo
n

da una rotazione R f f:i,B è che sia identicamente
i ,, 

" 

,F F

essendo p una costante qualunque. Deve dunque essere

Se supponiamo di aver già fatta la trasformazione di cui nel

numero 5, queste equazioni son certo soddisfatte, quando si ponga

1) Con [7] indichiamo, come si suole, la parte intera del quo-i

ziente m : i .
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e b2s+1,..., bn sien qualunque : sicchè rimane invariato ogni iper-
piano passante per lo spazio

spazio che è ortogonale allo spazio assiale. Ma questi sono anche
i soli iperpiani reali invarianti per la Rf : giacchè affinchè le (10)
sien risolubili con valori non tutti nulli delle incognite b, occorre

e basta, che sia

Ora questa equazione non ha altre radici reali fuorchè eventual-

men te lo zero 1) ; sicchè gl’ iperpiani invarianti reali si ottengono
dalle (10) quando vi si faccia ;~ = Os L’equazioni, che cos  si otten-

gono ricavandosi dalle (8) colla sola sostituzione delle b alle x,
saran soddisfatte solo quando si ponga

Sicchè : Una rotazione infinitesima lascia fermi tutti g1’ iper-
passanti per (s essendo il grado della rotazio)ie) orto-

gonule allo assiale; e di reali lascia fermi solo 
8. visto ciò supponiamo di aver ridotto la R f, supposta di

grado s, ad operare soltanto su 2 s variabili xl , ... , x2s, e ragioniamo
senz’altro nell’ S2S « ..., x2s). La R f dovrà avere la forma

e di più dovrà essere 1(0)l.p.B :f O (a,, ~, = 1, ... , 2 s). Per questa se-

conda condizione non ci potrà essere nessun reale ed inva-

ri-,iiite per la R f. Ma siccome le a son reali, la (11) scritta per la

i) Cfr. ad es. CESÀRO, Analisi algebrica, pag. 35.
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rotazione che considerianmo, insieme ad ogni radice (puramente)
immaginaria ammette anche la coniugata: corrispondentemente a

due radici coniugate si potran poi prendere due invarianti per
la R f ed immaginar  coniugati. Due tali s’incontreranno in

un reale, che sarà lasciato fermo dalla R f : se con una sosti-

tuzione ortogonale lo prendiamo per ~ di equazioni

la R f conserverà la sua forma (n. 3) onde potrà supporsi data an-
cora dall’equazione scritta; ma di più dovrà essere

(cfr. n. 6). Sarà dunque

Se s&#x3E; 1 ragionando analogamente sulla prima parte. con una
nuova sostituzione ortogonale, che non tocca xzs-1 ed potrà
ridursi

Cos  seguitando si trova, che
Una 17ùfi9iitesinea di grado s si può ridurre

alla for1na 

Naturalmente le m devono essere tutte # 0, chè altrimenti la R f
non sarebbe di grado s: si posson poi supporre tutte positive, chè,
se fosse per es. 1n~ C 0, cambiando di segno ad x, si cambierebbe

segno anche ad 1J~~, che cos  diverrebbe positiva. Infine le u~ si

posson supporre non mai decrescenti, per modo cioè, che sia
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Coi simboli introdotti al n. 2 la forma canonica è

9. La riduzione operata nei numero precedente si può 
temente fare partendo da un qualunque invariante per la rota-

zione : anzi si può dire più in generale, che di quegli 82s-2 se ne

posson prendere, per fare la riduzione, quanti se ne vuole, ad ar-
bitrio, pnrchè sieno a due a due ortogonali tra loro. Siccome poi
come appare dalla (I), fatta la riduzione, ci sono gli s Szs_2 di
equazioni

che sono a due ortogonali ed invarianti per la R f, cos  ne viene che :

a?"bitrariaiize&#x3E;ile k (: s) gli 82s-2 invarianti una

rotaxione di g1Ytdo s d2 82s, a a due ortogoiiali loro,
se ne posson trovare altri s-k pure in’varianti la R f, ortogonali
a tittti i precedenti e a due a due tra loro.

10. Evidentemente le in sono i soli inv arianti della Rf, ma

possiamo facilmente far vedere, che esse sono effettivamente inva-

rianti per sostituzioni ortogonali delle variabili, che poi sono le

uniche sostituzioni, che noi consideriamo. Infatti una rotazione qua-

lunque 
o..

finchè si considerano solo sostituzioni ortogonali a determinante + 1,
in quanto sulle p viene allora a farsi la stessa sostituzione che

sulle x, si può considerare come una forma a variabili cogredienti
nei due sistemi di variabili xl, ... , ~zS ; ~1, ... ; ~~S . ..

Gl’ invarianti della R f per queste sostituzioni son dunque i di-

visori elementari del determinante caratteristico della forma, cioè

del determinante D (p), e sono questi soltanto 1). Ora quando la R f

i) Cfr. ad es. MUTH, Theorie und der Elemenfarfheiler.
(Leipzig, Teubner, 1899).
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è ridotta a forma canonica, si vede subito, che tali divisori sono

Le l1~ son dunque invarianti per sostituzioni ortogonali a deter-
minante ~ 1, però a meno del segno potendosi qualcuno di quei
di;isori scambiare col coniugato; le altre sostituzioni ortogonali otte-
nendosi col comporne una a determinante + 1, con una per es. del tipo

si vede, che le J7~ sempre a meno del segno sono invarianti per tutte

le sostituzioni ortogonali.
Dunque: Rf a forrna i assoluti

delle 1n risuttcxno gli cniei invarianti sostititxioni ortogonali
della R f.

Però siccome la R f si può, senza alterarne affatto la natura,
dividere per una costante arbitraria, cos  ne viene che per la R f
gl’ invarianti essenziali sono solo i valori assoluti dei rapporti di s-1
di quelle rn all’altra.

Dalle cose dette si trae anche un modo per avere subito i valori

delle m appena data la, rotazione: poichè (J - i rni deve esser un

divisore elementare di D (p), ne viene la seguente regola per quella
ricerca.

S’i considerino tutte le radici della

equazione D () = 0, e si dividano per L: i valori positivi trcc quelli
ottenuti le m relative rotarioiie eonsiderata.

11. Possiamo veder subito anche il significato geometrico delle
’In i : l’equazioni finite del Gl generato dalla rotazione il-lfii itesima

data, quando questa sia ridotta a forma canonica sono nell’ Szs solito

dove t è il parametro da cui dipendono le ool rotazioni del G~. Se
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consideriamo l’effetto prodotto nel piano dunque,

che è una rotazione dell’angolo Mi t. Sicchè il rapporto ’1ni è il
t

rapporto degli angoli di cui ruotano per una rotazione qualunque
del Gl i piani (X2i-l, x2i) ed 

12. Abbiamo già visto quali sono gli iperpiani invarianti reali

per una rotazione inf i itesima R f di un Sn : facciamo ora la mede-
sima ricerca per gli S~~-2 pure reali. Consideratone uno si potrà
prendere per quello di equazioni (n. 3)

dopo di che la "R f avrà l a forma,

Ora potran darsi due casi, o = 0 o m t 0. Se on = O sono

invarianti anche i due iperpiani ~ ,-i == O e X2n = O : dunque il nostro

Sn -2, essendo intersezione di due tali iperpiani, passa 
ortogonale allo spazio assiale (n. 7). L’ inversa è evidente, perchè
ogni iperpiano per un tale Sn -2 è certo invariante. Se sa-

ranno invarianti per la R f i due iperpiani immaginari coniugati

sicchè la ricerca degli Sn-2 invarianti, di questa seconda specie, si
riduce alla ricerca degli iperpiani immaginar! invarianti. Questa
ultima si compie subito, quando alla rotazione si sia data la forma

canonica : supponiamo infatti, che allora tra le ce ne sieno solo t

di diverse, e che sia in conseguenza

essendo le ~i i dei numeri interi. La R f essendo allora data dalla
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equazione

le (10) divengono

Poich-é le b non sieno tutte nulle occorre dare a ~, uno dei valori

4- i a, (1 = t): dopo di che viene

meíltre tutte le altre b devono esser nulle: perciò "distinguendo nei
coefficienti la parte reale dell’ immaginaria, ogni iperpiano inva-

riante immaginario ha per equazione

Viceversa ogni iperpiano, che abbia una tale equazione è inva-
riante per la R f.

Un Sn_z invariante della 2.a specie essendo intersezione di un

iperpiano quale il precedente col suo coniugato avrà dunque per

equazioni :

Dunque : T-Tn Sn-2 linvariante per la Rf o passa per L’ 

ortogonale allo spaxio assiale, oppure, data alla R f la (I"),
ha due equazioni del tipo delle lJrecedenti : ’vieez,.ersa 

ad di queste condizioni, è i&#x3E;ivai’ia&#x3E;ele per la R f.
Tutti gli Sn-2 invarianti della seconda specie si dividono corri-

sponclentemente ai var  valori di 1 in t sistemi: quelli delI’ lmo, per
es., passano per lo. spazio
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Supponiamo ora che sia n= 2 s per fare il caso più semplice:
allora si possono detern1inare dei gruppi di s Sn-2 invarianti ed a
due a due ortogonali, che ora vogliamo vedere come si distribuiscono
in quei sistemi. Se noi consideriamo k qualunque degli Sn-2 di uno
di quei gruppi essi devono avere a comune un ma non uno

spazio maggiore, chè altrimenti non potrebbero essere a due a due
ortogonali. Ne viene, che per lo spazio

che è un S~2-2qL.~;~qi-1 , non ne posson passare più di q i - ossia

tra gli s non ce ne possono essere pi i di q L--q L-I sistema.

)Ia allora se indichiamo con ~ z il numero degli Sn-2 di uno dei
’nostri gruppi, che appartengono al sistema lmo, abbiamo

e perchè quest’ ultima equazione sia verincata occorre che sia

Sicchè tutti i gruppi di s Sn--2 invarianti per la R f son formati
di qi del primo sistema, di q2 - ql del secondo,..., di 
del itno sistema.

Nel caso, che sia r~&#x3E; 2 s, valgono ancora le stesse cose, solo che
allora bisogna ragionare sempre dell’ Sn-2s per l’origine ortogonale
allo spazio assiale.

13. Premesso questo possiamo risolvere facilmente una questione
fondamentale, quella di trovare tutte le sostituzioni ortogonali, che
lasciano ilalterata la forma canonica di una rotazione, cioè le sosti-
tuzioni ortogonali tali che, indicando con .1;’ le nuove coordinate, sia

t Q7, 7.
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Intanto per il n. 10 le ~ a meno dell’ordine coincidono colle a i ,
e cos  le differenze coincidono pure a meno dell’ordine

colle altre q l - sicchè q-,, = q t . La sostituzione poi lascia fermo
lo spazio assiale, e quindi, essendo essa ortogonale, anche lo spazio
per Forigine ortogonale a quello. La sostituzione si può dunque
considerare come il prodotto di due, una che non tocca affatto le va-
riabili xl, ..., X2s , l’altra che non tocca invece le variabili X2s+1, ..., x,,.

La prima può essere evidentemente qualunque : occupiamoci invece
della seconda, ossia del caso, che sia n = 2 s. Allora gli Sn-2 di

equazioni

sono invarianti per la R f e a due a due ortogonali: dunque q, - 
di essi devono avere equazioni del tipo (n. 12)

e ciò per ogni valore di I. RTe deriva dunque, che alterando se mai
l’ordine delle x’ l, ..., x’ n deve essere

e le b e c possono esser qualunque compatibilmente coll’ortogonalità
della sostituzione. Viceversa se son soddisfatte queste condizioni

gli S,~-2 di equazioni X’l == X’2 2 = 0 ; = ~,’4 = 0 ;... ; x’zs-1= X’2S = 0 es-

sendo invarianti per la R f, questa ha ancora la forma canonica.

Nel caso generale che sia ~~&#x3E;2,~ bisogna aggiungere una sostitu-
zione qualunque sulle variabili Dunque:

La generale soslilaixio?ie ortogonale sulle variabili, che lascia
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la (I") di rotaxione R f è del tipo

le b e le e dovendo soddisfare soltaiito alle condixioni imlJoste dal
dover essere la sosliluzio9ie ortogonale.

Notiamo che da una sostituzione di questo tipo non viene alterato
neanche l’ordine delle ct.

14. Un’ ultima osservazione vogliamo ora fare : se supponiamo
di avere un Sn-2 invariante di equazioni

si potrà sempre prenderlo per lo spazio

senza alterare la forma (I’’) della R f. Infatti (n. 9) se n = 2 s si posson
trovare altri s - 1 invarianti ortogonali a quello, e a due a due
tra loro: ognuno di questi avrà dunque due equazioni dello stesso

tipo delle precedenti, e dividendole se mai per fattori convenienti

si potrà far s  che il determinante dei coefficienti sia quello di una
sostituzione ortogonale. Allora basterà prendere per nuove variabili
i primi membri di tutte queste equazioni, in ordine conveniente,
chè le condizioni del numero precedente saran certo soddisfatte.

Se n&#x3E;2s basta lasciare inalterate le ~, S+1, ... , ~~n per ridurci al

caso di ora.

Più in generale se abbiamo un di equazioni 
°
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diciamo che si può prendere per lo spazio ~2qz-1.+1= ... = X2q t _1+2k == O
senza alterare la forma (I") : avendolo dimostrato per k = 1, potremo
supporlo dimostrato per k - ~ , e dimostrarlo per k. Per questa
ipotesi 1’ ~rz-2~,~., , che si ottiene tralasciando le due ultime delle

precedenti equazioni, si può prendere per lo spazio

senza alterare la forma (I") della R f : le altre due equazioni con-
servano la loro forma, poichè esse sono le eq uazioni di un Sn--2
invariante per la R f ; ma in esse potremo ora tralasciare le varia-

bili X2q l-l +1 , ... , X2q l-l +2k-2 in forza delle precedenti equazioni;
sicchè si potran ridurre alla forma

con che pur di lasciare inalterate le variabili,

la cosa è ricondotta al caso precedente. Dunque :
Data Totaxione R f della forma (I") si può stenza alterare

questa prendere pei- lo spaxio
lo 

15. Diamo un’altra definizione. Diremo grado d2 zcn gruppo di
rotaxioni il minimo grado delle rotazioni infinitesime del gruppo.

Il grado di un G1 sarà dunque quello della sua rotazione ge-
neratrice.

16. Date due rotazioni

si dice, alle la R’ f é una »arte di R f se tutte le a’, b’, c’, d’ che non


