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SUR LES ALGEBRES DE JORDAN GENETIQUES(*)

Artibano MICALI et Moussa OUATTARA

This paper concern essentially the structure of Jordan algebra that we can find in

the study of algebras related with formal Genetics.

La théorie des algèbres de Jordan est née à partir du travail fondamental
de Pascual Jordan, John Von Neumann et Eugène Wigner (cf. [15]) dans une
tentative d’exprimer algébriquement les fondements de la Mécanique Quantique.
Les développements ultérieurs de la théorie doivent beaucoup à l’école Américaine
dont l’un des principaux représentants fut Adrien A. Albert (cf. ~1~). Le nom algèbre
de Jorddn a été introduit par Adrien A. Albert (cf. [1]) mais, en fait, l’étude initiale
de ces objets date de 1933 (cf. [14]). Lors d’une visite aux U.S.A., après la dernière

guerre mondiale, Pascual Jordan a été surpris d’apprendre que ses systèmes de
r-nombres ("systems of r-nombers") s’appelaient désormais algèbres de Jordan

’( cf. [20]). Cette théorie connait actuellement un extraordinaire développement et
ses applications touchent non seulement la Physique mais encore l’Analyse, la
Géométrie et bien d’autres domaines (cf. [17]).

Dans cet article, nous montrerons comment les algèbres de Jordan intervien-
nent en Génétique par le biais des algèbres génétiques (cf. [7], [9]). Au moment
où certains spécialistes parlent de Génétique Quantique (cf. [22]), il se peut que
ses fondements résident justement dans les algèbres de Jordan qui sont, de plus,
génétiques.

(*) Partially supported by Programme CAMPUS
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1. Algèbres de Jordan et décomposition de Peirce. Dans cet article, il s’agira
toujours d’algèbres non nécessairement associatives ni commuatives sur un anneau
commutatif K à élément unité 1. Dans le cas où K est un corps, des hypothèses
sur la caractéristique de K s’avèrent souvent nécessaires.

On dira qu’une K-algèbre A est une algèbre de Jordan si les conditions

x(yx2) - (xy)x2, (x2y)x = x2(yx), sont vérifiées quels que soient x et y dans
A. Si A est commutative, une seule de ces deux conditions sufht pour définir
une algèbre de Jordan. On dira dans ce cas, qu’il s’agit d’une algèbre de Jordan
commutative,. Si A est une algèbre de Jordan commutative sur un anneau intègre
K infini (cf. [5], chapitre 4, §2, n° 5) alors (cf. [1])

quels que soient x, y, z et t dans A. Réciproquement, si cette identité est vérifiée
dans une algèbre commutative A sur un anneau commutatif K à élément unité 1,
en y faisant t = z = y on a = 3(Xy2)y. Donc, si l’homothétie définie par 3
dans A est injective, alors (xy)y2 = (xy2)y quels que soient x, y dans A. Donc A
est une algèbre de Jordan (commutative).

Exemple 1.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et
A une K-algèbre associative. Dans le K-espace vectoriel A on définit une nouvelle
structure de K-algèbre au moyen de la formule x o y = 2 (x y + yx), quels que soient
X, y dans A, où l’on note x y le produit de x par y dans la structure initialement
donnée sur A. Le produit o définit sur A une nouvelle structure de K-algèbre
commutative, que l’on notera A( 2 ) ou encore A+. On vérifie facilement que A+
est une algèbre de Jordan commutative.

A l’exemple des algèbres associatives, les algèbres de Jordan admettent la

décomposition de Peirce. En effet, soient ~’ un corps commutatif de caractéristique
différente de 2 et A une K-algèbre de Jordan (commutative) ayant un idempotent
e. Alors A admet la décomposition A = 0153 Ao ( e ) en somme
directe de sous K-espaces vectoriels avec 1 x E A, ex = ix}
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(i = 0, 1/2, 1). Cette décomposition est appelée décomposition de Peirce de A
relative à l’idempotent e. Les propriétés des composantes de Peirce sont données

par (cf. [13], page 119) :

Théorème 1.2. (d’Albert). Soient K un corps commutatif, A une K-algèbre.
de Jordan commutative et A = Al E9 AI/2 Ea Aa la décomposition de Peirce de

l’algèbre de Jordan A, relative à l’idempotent e. Alors, on a : (i) A2 C Ao,

2. Les algèbres A(a). Soient K un anneau commutatif à élément unité, À un
élément de K et A une K-algèbre non nécessairement commutative ni associative.
Sur le K-module A, on définit une structure de K-algèbre au moyen de la

multiplication x o y = Àxy + (1- a)yx pour x et y parcourant A. On notera A(a)
cette nouvelle algèbre et il est évident que, en tant que K-algèbres, A(0) = A°pp
et A( 1 ) = A. Il se pose ici le problème d’étudier les propriétés de A(À) connaissant
celles de A. Ainsi, on voit facilement qui si A est commutative, il en est de même
de A(a). Réciproquement, si A(a) est commutative et si 1- 2À est inversible dans

K, alors A est aussi commutative. Le lemme suivant est immédiat, par voie de
calcul :

Lemme 2.1. Soient K un anneau commutatif à élément unité, infini et intègre, et
A une K-algèbre. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) est flexible

pour tout À dans K B ~0,1 } ; (ii) A est flexible.

Proposition 2.2. Soient K un corps commutatif infini ou un anneau intègre infini
à élément unité et A une Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout élément À de K, .1 ~ 0 et À :f 1, la K-algèbre A(À) est de Jordan ;
(ii) A est une algèbre de Jordan et x2(xy) + (yx)x2 = x(x2y) + (yX2)x quels que
soient x et y dans A. ,

En effet, si x et y sont dans A, on écrit (x o y) o (X o X) = a2(xy)x2 +
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on identifie les coefficients des termes de même degré en À. De même

et dans l’équation (x o x) o (y o x) _ ((x o x) o y) o x on identifie les coefficients des
termes de même degré en À. Ceci nous donne le résultat voulu.

3. Les algèbres gamétiques. Soit If un anneau commutatif à élément unité et

supposons que K soit une Q-algèbre. On note G(n + 1, 2m) le sous-K-module
de l’algèbre des polynômes dont une base est formée par

les monômes homogènes de degré m en les indéterminées Xo, Xl, ... , Xn. La

multiplication

quels que soient les suites d’entiers ( i o, ... , i n ) et ( j o, ... , j n ) vérifiant r" i = m
et n m, définit sur le K-module G(n + 1, 2m) une structure d’algèbre
commutative, non associative et sans élément unité. On dira que G(n + 1, 2m) est
la K-algèbre gamétiques d’une population 2m-ploide à n + 1 allèles (cf. [18]). Pour
l’interprétation biologique de cette algèbre on renvoie à la littérature citée.

Pour un K-module P, désignons par le sous-K-module de l’algèbre
symétrique SK(P) formé par les éléments homogènes de degré m de SK(P) (cf.
[6]). Une définition plus générale d’algèbre gamétique d’un K-module P muni
d’une forme K-linéaire surjective d : P -~ K pouvant se prolonger en une K-
dérivation de SK(P), notée encore d, est donnée dans [18]. Cette algèbre est notée

Sj«P,d). Dans le cas qui nous intéresse ici, G(n + l, 2m) = a ) oùK dx0

a est la dérivation partielle par rapport à la variable Xo. L’algèbre S’K (P, d) est
une algèbre pondérée, c’est-à-dire, il existe une forme K-linéaire surjective unique
et multiplicative w : Sj«(P,d) --~ K appelée pondération de S’(P, d). En effet, il

suffit de prendre w = et de vérifier que w : d) -&#x3E; K est l’unique formem. K

K-linéaire surjective multiplicative.

Exemple 3.1. Si K est un anneau commutatif à élément unité 1 dans lequel 2 est

inversible, G(2, 2) est la K-algèbre commutative dont la table de multiplication
relative à la base eo = Xo, el = XI s’écrit e 2 = eo, eoel = eleo = !el, e1 = 0. On
vérifie immédiatement que G(2, 2) est une algèbre de Jordan commutative. Dans
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la définition de G(2, 2) il suffit de supposer que 2 soit inversible sur I~, l’hypothèse
que K soit une Q-algèbre étant superflue. Nous montrerons par la suite que ce
résultat est général, à savoir :

Théorème 3.2. Soient K un anneau commutatif à élément unité 1 qui est une

Q-algèbre et G(n + 1, 2m) la K-algèbre gamétique d’une population 2m-ploïde à
n + 1 allèles. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) G(n + 1, 2m) est une

algèbre de Jordan commutative ; (ü) G(n + l, 2m) est une algèbre de Bernstein ;
= 1.

La notion d’algèbre de Bernstein est rappelée plus loin (cf. 6.) mais on renvoie
à [3] pour une étude exhaustive.

En effet, si m = 1 et si w est la pondération de G(n + 1, 2) alors la

multiplication de G(n + 1,2) s’écrit xy - l(w(x)y + w(y)x) quels que soient
x, y dans G(n + 1, 2) et cette algèbre est, à la fois, de Jordan et de Bernstein.

Réciproquement, supposons que G(n + 1, 2m) soit de Jordan commutative. Alors
m  2 car sinon, pour x = y - Xo on aurait (x2y)x.
L’anneau K étant une Q-algèbre (c’est aussi vrai pour un corps commutatif de

caractéristique # 2) l’identité x2(yx) - (x2y)x entraîne (xy)(zt) + (xz)(yt) +
(xt)(yz) _ (x(zt)y+ (x(yz)t + (x(ty)z, quels que soient x, y, z, i dans G(n + 1, 2m).
Supposons m = 2 et faisons x = y = X02 , z = t = dans l’identité

précédente ; il vient que ce qui

est impossible. Par conséquent m = 1 reste la seule valeur possible. Si maintenant
G(n + 1, 2m) est une algèbre de Bernstein et si l’on suppose que m &#x3E; 2, on

considère les éléments x = et e = XÕ et on voit que ex = ax avec

(2m-2 m) A = (2m m) -1 m ). Or, la restriction de la multiplication par tout idempotent

à admet pour seules valeurs propres 0 et - La condition À = 0 entraîne
m  2 et .1= Z entraîne m = 0, ce qui est absurde dans les deux cas. L’unique
possibilité est donc m = 1.

Corollaire 3.3. Soient K un anneau commutatif à élément unité 1 qui est une

Q-algèbre et la K-algèbre du .K-rriodule (P, d), où P est un K-module
projectif de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes : (1) S’x(P, d) est
une algèbre de Jordan commutative ; (2) est une algèbre de Bernstein ;
(3)m=1.
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Si m = 1 on vérifie immédiatement (cf. [18], Notes 4.6 et 5.7) que d) est
une algèbre de Jordan commutative même si P n’est pas projectif. Démontrons la

réciproque, c’est-à-dire, supposons que P soit un K-module projectif de type fini
et que SK (P, d) soit une algèbre de Jordan commutative. Pour tout idéal premier
p de K, (Pp, d p) (isomorphisme de Kp-algèbres) est une algèbre
de Jordan commutative. Comme P~, est un Kp-module libre de type fini, d’après
le théorème 3.2, on a m = 1. Les lemmes 3.4 et 3.5 dont les démontrations ne

présentent aucune difficulté, achèvent la démontration du corollaire :

Lemme 3.4. Soient K un anneau commutatif à élément unité 1 et A une K-

algèbre. Les conditions suivantes sont équivalentes : (1) A est une K-algèbre de

Jordan ; (2) p our t ou t idéal premier p de K, la K,,-algèbre j4p es t d e Jordan.

Lemme et définition 3.5. Soient K un anneau commutatif à élément unité

et (A, w) une K-algèbre pondérée commutative. Les conditions suivantes sont
équivalentes : (1) (A, w) est une K-algèbre de Bernstein ; (2) pour tout idéal

premier p de K, la KQ-algèbre (AQ,wQ) est de Bernstein, où c..vp : KQ
est la pondération définie par 

x w(x)
s s

4. Les algèbres Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2, A un K-espace vectoriel, T : A un opérateur K-linéaire et w : A -&#x3E; K
une forme linéaire non nulle telle que w o T = w. On notera A7,,, la K-algèbre.
dont l’espace vectoriel sousjacent est A et dont la multiplication est définie par

2(w(x)T(y) + w(y)T(x)) quels que soient x et y dans On vérifie

immédiatement que est une algèbre pondérée de pondération w. Comme xy =

T ( 2 (w(x)y+w(y)x)), alors est l’image de la K-algèbre gamétique G(n+ 1, 2)
par l’opérateur T ou encore AT,c..1 = T(G(n+1, 2)) £i G(n+l, 2)/Ker(T) où Ker(T)
devient, compte tenu des structures d’algèbres, un idéal de l’algèbre G(n + 1, 2).
Ceci nous montre que certaines propriétés des algèbres s’obtiennent par

passage au quotient, des propriétés analogues de l’algèbre gamétique G(n + l, 2).
Les valeurs propres de l’opérateur T nous conduisent à établir des propriétés

spécifiques de l’algèbre Rappelons tout d’abord qu’une K-algèbre commu-
tative et pondérée A de pondération w est dite conservative si x2 y = W(x)xy quels
que soient x, y dans A.
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Théorème 4.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de

2, A un K-espace vectoriel, w : : A -+ K une forme K -linéaire non nulle et

T : A --; A un opérateur K-linéaire tel que w o T = w. Les conditions suivantes

sont équivalentes : (1) AT,,, est une algèbre de Bernstein ; (2) AT,,, est une algèbre
conservative ; (3) T = 

On a:

Comme T2 = T alors x2 y - w(x)x y quels que soient x et y dans
donc AT,w est conservative. Réciproquement, supposons que AT,,, soit

conservative. De x2y = W(x)xy il vient que w(x)T2(x) pour tout
x dans A. Pour x dans A tel que 0 on a = T(x). Sinon, il existe

e # 0 dans A tel que w(e) = 1 et A = Ker(w) et soit x dans A tel que
w(x) = 0. Alors y = e + x vérifie w(y) - w(e) = 1 et T(y) et comme

T~(e) = T(e) alors T2 ( x ) = T ( x ) pour tout x dans Ker(w ). On a ainsi montré que
T~ = T. Une démonstration analogue nous dit que les conditions (1) et (3) sont
aussi équivalentes.

Théorème 4.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de

2, A un K-espace vectoriel, w : : A --&#x3E; K une forme K -linéaire non nulle et

T : A -&#x3E; A un opérateur K-linéaire tel que w o T = w. Les conditions suivantes
sont équivalentes : (I) AT,w est une algèbre à puissances associatives ; (2) AT, est
une algèbre de Jordan commutative; (3~ T3 - 3TZ + 2T = 0.

En effet, on a

donc x(x2y) - x2(xy) - 3T2 + 2T)(x), quels que soient x, y
dans Donc la condition (3) entraîne (2) et, réciproquement, (2) entraîne que
(T~ - 3T~ + 2T )(x) = 0 pour tout x dans tel que w(x) 7É 0. Sinon, il existe
e dans tel que w(e) = 1 et soit x dans tel que w(x) = 0. Les éléments
e et y = e + x vérifient ( T 3 - 3T~ + 2T)(e) = 0 et (T~ - 3T 2 + 2T)(y) = 0 donc
(T 3 - 3T z + 2T )(x) = 0. On a ainsi montré que T3 - + 2T = 0. Il nous manque,

finalement, à démontrer que (1) équivaut à (2). Or, c’est un fait bien connu que
toute algèbre de Jordan est à puissances associatives (cf. [2], [24]), c’est à dire, (2)
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entraîne (1) et comme xzx2 = et x4 = 4w(x)3(T3 + T2 + 2T)(x)
pour tout x dans la condition (1) entraîne que donc que

T3 - 3T2 + 2T = 0, c’est-à-dire, (1) entraîne (3). Le théorème est ainsi démontré.

Note 4.3. Il résulte, de la démonstration ci-dessus, que l’algèbre AT,w eqt à

pui8sances 48sociative8 si et seulement 3i = x4 pour tout x dans AT,,,.

Corollaire 4.4. Si AT,w est conservative (resp. de Bernstein) alors elle est de
Jordan.

Par la suite, nous allons décrire les dérivations de l’algèbre et, à cet

effet, on suppose que T(T - I)(T - 21) = 0, i.e., que soit une algèbre
de Jordan (cf. théorème 4.2.), où I est l’endomorphisme identité de A. Soit

AT, = A( 1 ) E9 A(2) la décomposition de comme somme directe des

sous-K-espaces vectoriels propres A(A) associés à la valeur propre a (À = 0,1, 2).
Pour x dans A(a), w(x) = w(T(x» = Bw(x) entraîne (1- a)w(x) = 0 et si À ¥ 1
alors w(x) - 0, on a ex = 2T(x). Si l’on pose A(1) = Ke e U, A(o) - V et
A(2) = W alors la table de multiplication de est donnée par e2 = e, eu = ~u,
ev = 0 et ew = w tous les autres produits étant nuls, pour u dans U, v dans V et
w dans W. On note DerK(A) l’algèbre de Lie des dérivations de A et Der intK(A),
l’idéal des dérivations intérieures, i.e., Der intK(A) = où E(A)-
est l’algèbre de Lie des multiplications de A. De plus, si A est une algèbre de

Jordan, on a E(A)- = L(A) + [L(A), L(A)] (cf. [24], chapitre 4, §1, page 92).

Lemme 4.5. 1/algèbre de Lie Der int K ( AT,~ ) s’identifie à l’algèbre de Lie LK(U)
engendrée par les multiplication Lz avec x dans U.

Puisque Ker(w )2 = 0, quels que soient x dans et y dans tel que

w(y) = 0, on a xy = w(x)ey. Il est facile de voir que [Lz, Le](Y) = 0 pour x et y dans

Ker(w). Pour x tel que w(x) = 0, (Lz, L,](y) = x(ey) - e(xy) = w(y)(ex - e(ex»,
quel que soit y dans AT,w. Ainsi Lg] = 0 pour x dans V+ W et Le] = Li 52
pour x dans U, d’où le lemme.

Les composantes de Peirce de relativement à l’idempotent e, sont

= Ke A 1(e) = U et Ao(e) = V.
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Théorème 4.6. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2 et AT,w la K-algèbre de Jordan ci-dessus définie. Une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une application K-linéaire d : AT,w -&#x3E; AT,w soit une K-

dérivation de AT,,,, est que les conditions suivantes soient vérifiées : d(e) E ï7~

Soit d une K-dérivation de 4T,,,. Si on dérive e2 = e on a 2ed(e) = d(e), soit

ed(e) = donc d(e) E U. Soit x tel que W(x) = 0 et ex = ax (À = 0,1 2, 1).2 2

Si l’on dérive ex = ax on a = ed(x) + d(e)x = ed(x) donc pour À = 0 ou

i, il résulte que d(U) C U et d(V) C V. Si À = 1, ed(x) = d(x) nous dit que
d(x) E et si l’on écrit d(x) = ae + y, a dans K et y dans W, alors la dérivée
de xz = 0 donne 0 = 2xd(x) = 2ax, soit a = 0, d’où d(W) C W. La réciproque
est immédiate.

Lemme 4.7. L’application K-linéaire cp : U x EndK(U) x
, ~ 

s.d. 

EndK(V) x EndK(W) définie par d l-&#x3E; (d(e), dlu, dl w) est un isomorphism
d’algèbres de Lie.

Soient d une K-dérivation de et f d, gd, hd les restrictions de d,
respectivement aux sous-K-espaces vectoriels U, V et W . Si d’ est une autre K-
dérivation et x = w(x)e + u + v + w est un élément quelconque de alors,

+ On définit le crochet de Lie sur U x EndK (U) x
s.d.

EndK(V) x EndK(W) (s.d. signifie semi-direct) par 
( f (u’)- f’(u), [f, f ’], [g, g’], [h, h’J) et la relation précédente nous dit que d’]) =

c’est-à-dire, que cp est un morphisme d’algèbres de Lie. De plus, cp

est, de toute évidence, un isomorphisme.
Le lemme 4.7. peut se traduire aussi comme suit :

Théorème 4.8. Soient K un corps commutatif de caractéristique différent de 2 et

AT, Ia K -algèbre de Jordan ci-dessus définie. If existe un isomorphisme d’algèbres
de Lie x x Ms(K) x Mt(K) où 1 + r = dimK(A( 1)),’ 

s.d.

s = dimK(A(0)), t = dimK(A(2)) et 1 + r + s + t = 1 + n = diMK(AT,,)-

A l’exemple des algèbres associatives, on peut définir l’analogue du premier
groupe de cohomologie de Hochschild pour une K-algèbre A quelconque comme
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étant l’algèbre de Lie quotient = DerK(A)~Der intx(A), K étant un corps
commutatif ou un anneau commutatif à élément unité.

Théorème 4.9. Il existe un isomorphisme d’algèbres de Lie 1
-- 1--l - - 1--l

Il suffit de voir, d’après le lemme 4.5, que Der .Kr, isomorphisme
d’espaces vectoriels et on passe au quotient dans le théorème 4.8, la structure

d’algèbre de Lie de Mr(K) x M,(K) x Mt(K) étant celle du produit direct.

Corollaire 4.10. Si est conservative, alors

En effet, dire que est conservative revient à dire que T~ = T et ceci

équivaut à A(2) = 0, donc t = 0.
Notons que l’on retrouve ici des résultats connus. Ainsi, si T = i = idA,

s = t = 0, G(n + 1,2) et DerK(G(n + 1,2)) = Kn x Mn(K),’ 
.a

pour tout x dans

Corollaire 4.11.

5. Les algèbres type autofécondation.

5.1. Mixture d’algèbres. Soient K un anneau commutatif à élément unité et

supposons que A soit un K-module muni de deux structures de h’-algèbres notées
respectivement A~ et A°. Sur le K-module A on définit une nouvelle structure
de K-algèbre, appelée mixture des algèbres A. et A° de paramètre 0, dont la

multiplication s’écrit x y - 8x . y + (1 - o y quels que soient x et y dans

A, où 0 est un élément de K.
Certaines propriétées communes aux algèbres composantes sont immédia-

tement transposées sur la mixture. Par exemple si A~ et A° sont commutatives
il en est de même de A. Par contre, l’associativité de A. et A° n’entraîne pas
nécessairement celle de A. En effet, quels que soient x, y,z dans A on a
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est un idempotent de K alors A est associative. Sinon, pour avoir l’associativité de
A il faudrait supposer des conditions de compatibilté entre les tructures de A. et A°

respectivement. En effet, la condition ( x o y ) ~ z + (x ~ y) o z = x ~ ( y o z ) + x o ( y ~ z ) quels
que soient x, y, z dans A entraîne, en supposant que A. et A° soient associatives,

que A est aussi associative.

Notre but n’étant pas, du moins pour le moment, de faire une étude

systématique de la mixture d’algèbres, nous nous arrêtons à ces quelques con-
sidérations. On rappelle néanmoins que si A. et AO sont des algèbres pondérées de
même pondération w, alors w est encore une pondération de A. De plus, si w est

l’unique pondération de A. et A°, elle est aussi l’unique pondération de A.
Notons que la mixture des algèbres A et A°pp pour un paramètre 6 est l’algèbre

A(8) construite au paragraphe 2. Finalement, l’interprétation biologique d’une
mixture d’algèbres, dans le cas été donnée par P. Holgate
(cf. [12]).

5.2. Les algèbres d’autofécondation. Il s’agit d’une mixture d’algèbres étudée
par P. Holgate (cf. [12]) et définie comme suit. Soient K un corps commutatif
de caractéristique différente de 2, A un K-espace vectoriel, w : : A 2013~ K une

forme K-linéaire non nulle sur A et T : A - un opérateur K-linéaire tel que
w o T = w. Sur le K-espace vectoriel A on définit une structure de K-algèbre
non nécessairement commutative ni associative en définissant la multiplication de
A par xy = l8(w(x)y + w(y)x) + (1- 8)w(x)T(y) quels que soient x et y dans
A, où 0 est un élément de K. On dira que A est l’algèbre d’autof écondation de

paramètre 0. Il est évident que l’algèbre d’autofécondation A de paramètre 0 est
la mixture, de paramètre 0, de l’algèbre gamétique G(n + 1,2) et d’une algèbre
définie sur A, où le produit de deux éléments x et y est w(x)T(y). Notons Ao
l’algèbre d’autofécondation de paramètre 0. On observe que 0 est une algèbre
pondérée de pondération w. En général, Ao n’est pas commutative sauf si 0 = 1
ou si w(x)y - w(y)x est dans Ker(T) quels que soient x et y dans As. De plus on
sait que la pondération w est unique.

Nous verrons, par la suite, un certain nombre de propriétés de ces algèbres
avant d’étudier ses dérivations et automorphismes.
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Proposition 5.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2 et As une K-a,lgèbre d’autofécondation de paramètre 0 # 1. Une condition
nécessaire et suffisante pour que l’algèbre A8 soit Rexive est T.

On observe, tout d’abord, que si 0 = 1, l’algèbre Ae est flexive sans aucune
condition sur T, car commutative. Supposons donc que 0 # 1 et que T2 = T ; la
flexivité résulte des égalités

et

Réciproquement, la flexivité de Ae, c’est-à-dire, x(yx) _ (xy)x quels que soient x

et y dans A,9, entraîne que ( 1- 9 ) 2W ( x y ) ( T 2 ( x ) - = 0 quels que soient x et

y dans Ao. Donc T~ = T.

Proposition 5.4. Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2.
Pour tout 0 dans K, la K-algébre Ag est Lie-admissible.

quels que soient x, y et z dans

Ao, donc quels que soient x, y et z dans Ao on a

Théorème 5.5. Soient K un corps cummutatif de caractéristique différente de
2 et A8 la K-algèbre d’autofécondation de paramètre 0. Une condition nécessaire
et suffisante pour que Ae soit de Jordan est que les conditions suivantes soient

vérifiées :

En effet on a,
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et

De l’équation (

(Z2y)Z = x2(yx) = 0. Sinon, après simplification de la dernière relation par w(x2y)
on obtient (1). D’autre part, les calculs donnent

et

Alors

Encore une fois, on voit que si x ou y est dans Ker(w), on a x(yx 2) = (xy)x2 = 0.
Sinon après simplification par on obtient l’équation (2).

Corollaire 5.6. Une condition nécessaire et suffisante pour que la K-algèbre Ae
soit de Jordan est que Ag soit de l’un des types suivants : (1) T = 1, (2) 8 = 1,

) où e est une
racine cubique de l’unité dans K.

Si 0 = 1 ou T = I, l’endomorphisme identité de A, c’est immédiat. Supposons
alors 0 # 1 et cherchons le polynôme minimal du système (1) et (2) du théorème
5.5. Si l’on écrit les polynômes associés sous la forme (x -1 ) (2(8 -1 )x - 8+ 2 82 ) = 0
et c x -1 )~( 2 c 8 -1 ) x - 8 ) 2 - 28 ~ = 0 on déduit que (!82)2 = 20 soit 84 = 80 ou
e~e3 - 8) = 0, donc 0 = 0 ou 83 = 8. Si 0 = 0 l’équation minimale du système est
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X2 - x = 0 sinon, 1 c’est-à-dire, 1 si 03 = 8, 8 = 2e où ~ est une racine cubique de
l’unité dans K et (z - 1)((2£ - 1)z + ~(~ -1 ) ) = 0 est l’équation minimale.

En particulier, si K = R, alors = 1 donc 0 = 2 et T2 = T, c’est-à-dire,
l’unique algèbre réelle d’autofécondation qui est de Jordan est l’algèbre Az dont
la multiplication s’écrit xy = w(x)y pour x, y parcourant A2.

Exemple 5.7. L’algèbre Ao. On a xy = w(x)T(y) avec T2 = T, Ao est une algèbre
associative et si l’on écrit Ao 0153 V alors e2 = e, ex = x, ey = 0, xe = 0,
xx’ = 0, 1 xy = 0, ye = 0, yx = 0, yy’ = 0, quels que soient x, x’ dans U et y, y’
dans V.

Exemple 5.8. L’algèbre On a xy = w(x)y + w(y)x - w(x)T(y) avec T2 = T,
quels que soient x, y dans A2 et si l’on écrit A2 = Ke e Ï7 ? V alors e2 = e, ex = 0,
ey = y, xe = x, = 0, 1 xy = 0, ye = y, yx = 0 et yy’ = 0, quels que soient x, x’
dans U et y, y’ dans V.

Exemple 5.9. L’algèbre Ae avec T = I = idA. La multiplication s’écrit xy -

(1 - + pour x, y parcourant Ae et si l’on écrit A8 = Ke ffi U,
alors e2 = e, ex = (1- xe = et xx’ = 0, quels que soient x, x’ dans U.

Théorème 5.10. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et Ag la K-algèbre d’autofécondation de paramètre 9 ~ l. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une application K-linéaire bijective a : Ao soit un

automorphisme d’algèbres de Ae est que les conditions suivantes soient vérifiées :

Soit o : Ag --+ A8 une application K-linéaire bijective et supposons que o soit
un automorphisme d’algèbres de A,9. De l’unicité de la pondération il vient que
w o a = w. D’autre part, pour x, y dans Ao on a

~

De l’équation o,(xy) = il vient que (1-9)w(x)(QOT-ToQ)(y) = 0 quels
que soient x et y dans Ao. Il suffit de prendre x tel que w(x) = 1 et de simplifier
par ( 1 - 0) pour avoir a o T = T o 0". La réciproque est immédiate.
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Théorème 5.11. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et Ae la K-algèbre d’autot’écondation de paramètre 0# 1. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une application K-linéaire d : soit une dérivation

de Ao est que les conditions suivantes soient 

Supposons que d : Ao soit une K-dérivation de Ae. On sait qu’il existe
un élément e dans As tel que w(e) = 1, donc pour tout x dans Ker(w), on a
xe = !8x. Si l’on dérive on a d(x)e + xd(e) = Z 8d(x) et si on y applique w on
a 2 Ow(d(x». En supposant 8 i= 2 on a w(d(x)) - 0. Sinon, c’est-à-
dire, si 0 = 2, pour tout x dans Ker(w) on a ex = x - T(x) et si l’on dérive et

après on y applique w on a w(d o T (x)) - 0. Maintenant, pour x dans Ker(w)
on a x 2 = 0 et si l’on dérive, on a 2w(d(x))x - = 0. En dérivant

cette dernière relation et en y appliquant après w, on a w(d(x)) = 0. D’autre part,
comme T(e) - e est dans Ker(w ), alors o T(e)) = et si l’on dérive la

relation e2 = Oe + (1 - 8)T(e) et après on y applique w, on a w(d(e)) = 0 donc
w o d = 0. La relation d(xy) = d(x)y+xd(y) quels que soient x, y dans Ao entraîne,
compte tenu de w o d = 0, que (1 - o T - T o d)(y) = 0 quels que soient

x, y dans Ag. Donc d o T = T o d. La réciproque est immédiate.

6. Algèbres de Bernstein-Jordan. Soient K un corps commutatif et (A, w) une

K-algèbre commutative pondérée. On dira que (A,w) est une algèbres de Bernstein
si elle vérifie = pour tout x dans A. Il est facile de voir que toute

algèbre de Bernstein admet un idempotent non nul.

Lemme 6.1. Soient K un corps commutatif infini et A une K-algèbre de
Bernstein. Quels que soient x, y, z, t dans A on a :

Il suffit de polariser la relation (x 2)2 = w( X)2 X2 .

Théorème 6.2. Soient K un corps commutatif infini de caractéristique difiérente
de 2, A = Aa(e) la décomposition de Peirce de l’algèbre de
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Bernstein A relative à un idempotent e de A. Alors on a ~

En effet, si la caractéristique de K est différente de 3, l’identité (iv) du lemme
6.1 donne, pour x = e, 2e(ey) - ey + w(y)e soit w(y)e = (2Ré - Re)(y). En
multipliant cette identité par e, on a w(y)e = (2Ré - Ré)(y) et par identification
on obtient 2R’ - 3R~ + Re = 0, soit encore Re(Re - I)(2Re - 1) = 0. Si

par contre la caractéristique de K est 3, l’identité (iv) du lemme 6.1 devient

x2(xy) +w(x2)xy +w(xy)x2 = 0 et en y faisant x = e puis en multipliant par e on
obtient, respectivement, e(ey) +ey+w(y)e = 0 et e(e(ey)) +e(ey) +w(y)e = 0. Par
différence il vient que Re - R3 = 0, qui peut encore s’écrire = 0.

Il suffit donc que la caractéristique de K soit différente de 2 pour avoir

Re(Re - I )(2Re - I ) = 0. Les valeurs propres de l’opérateur Re étant 0, 2 et 1,
on peut alors écrire A = Ai 0153 Ao, somme directe des sous-espaces propres
Ai associés aux valeurs propres i (i =1,1/2, 0). Si l’on fait x = e dans (ii), lemme
6.1, on obtient 2e(yz) + 4(ey)(ez) = et comme

(2Ré - Re)(yz) - w(yz)e, alors (2Ré - 3Re + I)(yz) = 4(ey)(ez) - 2w(ey)ez -
2w(ez)ey. Pour y et z tels que ey = Ay et ez = pz avec A, , = 0, 2 ,1, cette dernière
relation donne 3Re + I)(yz) = ~~u(4yz - 2w(y)z - 2w(z)y). Si À¡t = 0 alors

(2Ré - 3Re + I)( yz) = 0 et en revenant à (ii), lemme fi.l, on a 2Re(yz) = yz, donc
yz E A.1, d’où les relations A1 Ao C Ai, A.1Ao C A.1, et A2 C Remarquons

2 2 2 2 0 
2

que pour x dans Aa, w(ex) = w(x) = ÀW(x) entraîne (1- h)w(x) = 0, soit À =1
ou = 0. Donc Ai C Ker(w ) et Ao C Ker(w ). Soit maintenant x dans Ker(ce) ;
la relation (2Ré - R,)(x) = w(x)e nous dit alors que x est dans Ao + A1. Donce 2

Ker(w) = Ao + A z et on en déduit que Ai = Ke car A = Ker(w) est vrai2

dans toute algèbre pondérée. Soient y, z dans A 1, w(y) = = 0 et (ii), lemme2

6.1, donne 2e(yz) + yz = yz, soit e(yz) = 0 et ceci nous dit que A2 C Ao. Enfin,
.,

puisque A1 = Ke alors Ai = A1, Ai Ai = Ai et A1 Aa = 0.1 2 2

En fait, revenant toujours au lemme 6.1, on peut déduire toutes les identités
consernant les algèbres de Bernstein (cf. [3]).

Si A est à la fois de Bernstein et de Jordan, de l’unicité de la décomposition de
Peirce relative à l’idempotent e, il vient que A2 C Ai flAo = 0 et (xy)z+(xz)y = 0,
quels que soient x dans Ai et y, z dans Ao (cf. lemme 6.5.).

Si la caractéristique de K est différente de 2, pour tout idempotent e de A, on

peut écrire la décomposition de A en somme directe de sous-K-espaces vectoriels
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A = Ke E9 U e v vérifiant les conditions : U2 C V, y2 C U, UV C U, Uy2 = 0,
ex = 0 pour tout x dans V, ex = lx pour tout x dans U. Ces notations seront
conservées par la suite. Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant :

Théorème 6.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2 et (A, w) la K-algèbre commutative pondérée. Les conditions suivantes sont

équivalentes : (i) A est une algèbre de Bernstein et de Jordan ; (ii) Pour tout x
dans A, x3 = Si, de plus, la caractéristique de K est aussi différente de 3,
ces conditions sont équivalentes à Ia suivante : (iii) A est une algèbre de Bernstein
à puissances associatives.

La démonstration de ce théorème dépend d’un certain nombre de lemmes que
nous démontrerons préalablement.

Lemme 6.4. Si K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et
une K-algèbre de Bernstein, les conditions suivantes sont équivalentes : (i)

Pour tout x dans A, x3 = (ii) V2 = 0 et quels que soient z dans U et x,
y dans V, on a x(yz) + y(xz) = 0.

En effet, si l’on polarise la relation donnée en (i) on a x 2 y + 2x ( x y) -
+ quels que soient x, y dans A et si l’on prend y = e et x

dans V ceci nous donne x2 = 0, donc xy - 0 quels que soient x, y dans

V, soit encore V2 = 0. De plus, pour x dans V et z dans II , la relation

x2z + 2x(xz) = w(z)x2 + 2w(x)xz nous donne x(xz) - 0 d’où, en remplaçant
x par x + y avec x et y dans V, on déduit que x( yz) + y(xz) = 0. Ceci nous
montre que ( i ) ~ ( i i ) . Réciproquement, si x = + y + z est un élément de

A où y est dans U et z est dans V alors x2 = + w(x)y + y2 + 2yz et
) pour

tout y dans U et pour tout z dans V. D’autre part, le lemme 6.1. nous dit que
= W(y)2yt +w(yt)y2 quels que soient y, t dans A, donc si l’on prend y dans

U et t = e on a y3 = 0 pour tout y dans U. On a donc x3 = w(x)x2.

Lemme 6.5. Si K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et

(A, w) une K-algèbre de Bernstein, les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) A est une algèbre de Jordan ; (ü) VZ = 0 et pour tout z dans U et quels
que soient x, y dans V, on a x(yz) + y(xz) = 0.

En effet, si la condition (ii) est vérifiée, d’après le lemme 6.4 on a x2 y +
2x(xy) = 2w(x)xy quels que soient x, y dans A. D’un côté on remplace
ici y par xy et d’autre part on multiplie cette relation par x. On a, respectivement,

2w(x)x(xy). Compte tenu du fait que x3 = on déduit que x2(xy) = x(x2y)
quels que soient x et y dans A. Donc ( i i ) ~ ( i ). Si A est une algèbre de
Jordan on sait (cf. [13], page 33) que, quels que soient x, y, z, t dans A on a

(xy)(zt) + (xz)(yt) + (xt)(yz) = (x(yx))t + (x(xt))y + (x(ty))z et si l’on y fait

x = y = e et on prend z, t dans V, alors e(zt) = (e(zt))e. Comme zt est dans U,
alors lzt = 4 zt d’où zt = 0 quels que soient z, t dans V. D’autre part, si dans la
relation écrite on prend x = e, y dans U et z, t dans V on a la seconde condition
de (ii). Ceci nous montre que (i) ~ (ii).

Lemme 6.6. Soient K un corps commutatif infini et A une K-algèbre commuta-
tive. Si A est une K-algèbre à puissances associatives, quels que soient x, y, z et
t dans A, on a :

est le Jacobien de A.

En effet, on sait que pour tout x dans A, x4 = (x2)2. Il suffit de polariser
cette relation.

Lemme 6.7. Soient K un corps commutatif infini de caractéristique différente
de 2 et 3 et (A, w~ une K-algèbre de Bernstein. Les assertions suivantes sont
équivalentes : (i) L’algèbre A est à puissances associatives ; (ii) Pour tout x dans
A, x3 = w(x)x2.

En effet (ii) ~ (i) est immédiate car toute algèbre de Jordan est à puissances
associatives. Montrons que ( i ~ ~ ( i i ). Si l’on prend x = e et y dans V dans la
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relation (iii) du lemme 6.6, on a y2 = 0 d’où V2 = 0, et en prenant x dans U, y
dans V et t = e dans la relation (i) du lemme 6.6, il vient que 3«xy)z + (xz)y) = 0
donc (xy)x + (xz)y = 0. Du lemme 6.4, on déduit (ii).

Le théorème 6.3 s’obtient par application des lemmes. En effet, des lemme 6.4
et lemme 6.5, on déduit que (ii) équivaut à (i) et si la caractéristique de K est
différente de 3, alors le lemme 6.7 nous dit que (iii) équivaut à (ii).

6.8. Exemples d’algèbres de Bernstein-Jordan. On suppose que K soit ici
un corps de caractéristique différente de 2 et que les algèbres considérées soient
des algèbres sur K.

1. L’algèbre gamétique A = G(n+1, 2) d’une population diploïde à n+1 allèles
définie au paragraphe 3 est une algèbre de Bernstein-Jordan. En effet, si w : 
est la pondération de A, sa multiplication s’écrit x y = + w ( y)x ), quels
que soient x et y dans A d’où x 3 = pour tout x dans A.

2. Soit A = Z(n + 1, 2) l’algèbre zygotique formée à partir de l’algèbre
G(n + 1, 2) par duplication. Ses éléments de base sont les couples (x, y) formés
d’éléments de G(n + 1, 2) avec la multiplication (x, y)(x’, y‘) _ (xy, x‘y‘) quels que
soient x, y, x11 y‘ dans G(n+1, 2). On vérifie (cf. [11], proposition 4) que Z(n + 1, 2)
est encore une algèbre de Bernstein-Jordan.

3. Soit A = l’algèbre définie au paragraphe 4, avec w o T = w et T~ = T.
La multiplication de A s’écrit xy quels que soient x et

y dans A donc x3 = ú)( X )X2 pour tout x dans A. Ceci nous montre que A est une
algèbre de Bernstein-Jordan.

4. Toute algèbre conservative (cf. 4.1) est une algèbre de Bernstein-Jordan.
5. Soit (A, w) une algèbre de Bernstein nucléaire, i.e. A2 = A. L’annulateur

Ann(Ker(w)) du noyau de w est un idéal de A et l’algèbre quotient B =

A /Ann(Ker(w ) ) est à la fois de Bernstein et de Jordan. En effet, pour tout élément
x dans B, on a x3 = 

’T. Dérivations dans les algèbres de Bernstein-Jordan. Soit A = 
une algèbre de Bernstein-Jordan de dimension n + 1, 1 de type (r + 1, s). On a :

Proposition 7.1. Soit A une algèbre de Bernstein-Jordan. Une condition

nécessaire et suffisante pour qu’une application K-linéaire d : A -&#x3E; A soit une

k-dérivation de A est que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) d(e) E U, (ii) pour tout x dans U, d(x) = fd(x)+2xd(e), où l’application f :
DerK(A) - EndK(U), d H f d est un morphisme d’algèbres de Lie, (üi) pour tout
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x dans V, d(x) _ -2xd(e) +gd(x), où l’application g : DerK(A) -i 
gd est un morphisme d’algèbres de Lie, (fiv) gd(XY) = x f d( y) + y f d(x), quels que
soient x et y dans U, (v) f a(xy) = Xgd(Y) + f d(x)y, quels que soient x dans U et
y dans V.

Pour la démonstration, voir [3] théorème 3.1. en tenant compte, en plus, du
fait que V2 = 0 et x(yz) + y(xz) = 0, quels que soient x et y dans V et z dans U.

Théorème 7.2. Soit A une algèbre de Bernstein-Jordan de type (r + 1, s).
Alors DerintK(A) - L(Ann(UV) n V) + [L(A), L(A)]. De plus, il existe un

entier p, r + 1  p  n, tel que DerintK(A) soit engendré par la famille

de V, n = r + 1 + s étant la dimension de A.

On sait déjà que [L(A), L(A)] 9 DerintK(A) (cf. [24]). Soit x = ae + u + v
dans A tel que d = Lz soit une dérivation de A. De W o d = 0 il vient que a = 0. On
a d(e) = Lu+"(e) = soit u = 2d(e). Pour x E U, d(x) = ux + vx = 2d(e)x + vx
et (ii) nous dit alors que fd = Lv. Pour x E V, d(x) = ux = 2d(e)x et (iii) nous
dit que gd = 0 et 2d(e)x = -2d(e)x, soit d(e)x = 0, quel que soit x dans V, donc

d(e) E Ann(V), i.e., u E Ann(V)flU. De (v), il vient que, pour x dans U, y dans V,
du lemme 6.4), donc

v(xy) = 0, quels que soient x dans U, y dans V. Ainsi v E Ann(UV) n V. Mais
si u E Ann(V) n U alors Lu = 2[Lu, Le], donc 
et Derintx(A) = V) + [L(A), L(A)]. Soient maintenant {el,..., er )
une base de U et une base de V telle que soit une

base de Ann(UV) n V. Posons c

Les applications sont de trois types :
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mais en fait, si la table de multiplication dans A est donnée
r

les autres produits étant nuls, alors on a, pour

Si d est une dérivation intérieure, il existe 

dans A tels que

On peut vérifier que les dij du type (I) et du type (II) sont des blocs linéairement
indépendants des dok, c’est-à-dire, qu’ils ne peuvent pas se réduire comme on l’a
fait avec le type (III). Ils ne peuvent pas non plus s’exprimer l’un en fonction de
l’autre. La famille dok, (t = r + 1, ... , p, k =1, ... , r, 1  i  j  r,
r + 1  s  1  n) contient une famille génératrice minimale qui est une base de

Derintx(A).
Remarque 7.3. Si l’on fait f d = 0 et gd = 0, la dérivation correspondante vérifie

d(x) = 2d(e)x, pour tout x dans U et d(x) _ -2xd(e) pour tout x dans V. On
voit alors que d = ce sont les dérivations intérieures engendrées par
~dok~ (k =.1, ... , r).

Corollaire 7.4. Soit A une algèbre de Bernstein-Jordan de type (r + 1, s~. Si A
est conservative alors DerintK(A) _ dol, ... , dor &#x3E;.
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En effet, A consevative entraîne que UV = 0 et il sufht de voir que les

applications dij de type (I) et (II) sont identiquement nulles et L(V) = 0

(Ann(UV) n V = V).

Exemple ’T.S. La réciproque du corollaire 7.4 n’est pas vraie. En effet, soit A la

K-algèbre de dimension 5 dont une base vérifie e 2 = e, ee, =

1 el, ee2 = 2 e2, e1 e4 = ae2, e2 e4 = 0, les autres produits étant nuls avec a non
nul. Comme A est de Bernstein-Jordan et U2 = 0 alors d12 = 0. On vérifie ensuite

que d34 = 0. Donc Derint K ( A) est de dimension 2.

Théorème 7.6. Soit A une algèbre de Bernstein-Jordan de type (1 + r, s).
Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) r 2 + S2 et

H1(A) ^~ EndK(U) x EndK(V), (ii) U2 = 0, UV = 0, (ici) il existe un projecteur
T : A --~ A vérifiant w o T = w, dimK(Im(T)) =1 + r, tel que A = AT,,,,.

(i) ~ (ii). De (i) on déduit que dimK(DerintK(A») = r. De la remarque 7.3.,
il vient alors que, pour toute dérivation d de H 1 ( A), fd = dju et gd - djv. Il

sufht de faire f = idu et g = idv pour voir, respectivement de (iv) et (v) de la
proposition 7.1, que U2 = 0 et UV = 0.

(ii) ~ (iii). On pose T(x) = w(x)e+y, pour tout x = w(x)e+y+z dans A, où
y est dans U et z dans V. On awoT ~ w, Im(T) = Ke e U et si x’ = w(x’)e+y’+z’
est un autre élément de A, alors

(iii) ~ (i). D’après le théorème 4.7, avec t = 0.

8. La dupliquée d’une algèbre.

8.1. Propriété universelle. Soient I~ un anneau commutatif à élément unité et
A une .K-algèbre commutative, non nécessairement associative ni ayant un élément
unité. On dira qu’une K-algèbre commutative D est une dupliquée de A s’il existe
une application quadratique f : A - D telle que ~(:p,~)~(~/,ï/) = cp(xx’, yy’)
quels que soient x, x’, y, y’ dans A, où cp : AxA --&#x3E; D, (x, y) - f (x+y)- f (x)- f(y)
est l’application K-bilinéaire symétrique assocée à f . De plus, pour toute K-

algèbre commutative B et pour toute application quadratique g : A -i B telle que
x’)~(y, y’) = yy’), quels que soient x, x’, y, y’ dans A, AxA --~ B

est l’application K-bilinéaire symétrique assocée à g, il existe un morphisme,



215

unique, de K-algèbres g- : D - B rendant commutatif le diagramme :

Il est clair que si un tel objet existe, il est unique à isomorphisme près ou encore,
si (D, f ) et (D’, f’) sont deux dupliquées de la même K-algèbre A, alors les K-

algèbres D et D’ sont isomorphes. Pour l’existence, on suppose que 2 soit inversible
dans K et on procède comme suit. On considère le K-module S2K(A), seconde
puissance symétrique du K-module A et soit f : A -; SK(A), x ~ 2 x ~ x (produit
symétrique de x par x). La structure de K-algèbre de est donnée par

(X - X’)(Y - y’) = xxi . yy’, quels que soient x, x’, y, y’ dans A, donc ~p(x2, y2) _
(~ ’ x) (y - y ), quels que soient x, y dans A, où A x A -&#x3E; S’x ( A), ( x, y ) H
f (x + y) - f (x) - f (y) est l’application K-bilinéa,ire symétrique assocée à f . Ainsi,
l’identité donne 

et par suite ~p(x, x’)~p(y, y’) _ quels que soient x, x’, y, y’ E A.
Soient maintenant B une K-algèbre commutative, g : A -&#x3E; B une application
quadratique et Ç : : A x A - H g(x + y) - g(x) - g(y) l’application
A’-bilinéaire symétrique associée à g. On sait qu’il existe alors une application K-
linéaire unique e : D - B telle que g o f = g donc ~

, quels que soient x, y dans A. Ainsi g est un

morphisme de K-algèbres.
Par la suite, on dira tout simplement que la K-algèbre SK(A) est la dupliquée

de A et on la note D(A).

Théorème 8.2. (d’Etherington). Soient K un anneau commutatif à élément unité
dans lequel 2 est inversible, A une K-algèbre commutative et D(A) sa dupliquée.
If existe un morphisme surjectif de K-algèbres D(A) -&#x3E; AZ tel que, si N est son
noyau alors ND(A) = 0 et il existe un isomorphisme de K-algèbres 

On associe à chaque élément x ~ y de D(A) l’élément xy de A. Comme
pour x et y parcourant A les éléments xy engendrent A2 en tant qu’idéal de A,
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l’application K-linéaire p : D(A) -~ A2, x · y H xy est surjective. De plus, l’égalité
( x ~ x’ ) ( y ~ y’ ) = (XXi). (yy’), quels que soient x, x’, 1 y, y’ dans A, entraîne que p
est un morphisme de K-algèbres. Il existe alors un isomorphisme de K -algèbres
D(A)/N-=+A2. Enfin, si a? ’ x’ est dans N, 0 = p,(x. x’) = xx’ et pour tout y y’
dans D(A) on a (x ~ x’)(y ~ y’) = (xx’). (yy’) = 0, donc ND(A) = 0.

Corollaire 8.3. Si A est une K-algèbre telle que A2 soit un Ii-module projectif,
il existe un isomorphisme de K-algèbres D(A)=;A2 x N, produit semi-direct de

s.d.

K-algèbres.

Le K-module Az étant projectif, la suite exacte 0 - D A ~ A2 --; 0
est scindée et ND(A) = 0 nous dit alors que D(A) = x N où la multiplication

8.d.

dans D(A) est donnée par (~m)(!/,?~) = (xy, cp(x, y)), quels que soient x, y dans
Az et m, n dans N et où A2 X A2 --~ N est l’application K-bilinéaire symétrique
définie par (x, y) - A2 --+ D(A) étant une application K-
linéaire telle que M o t7 = id A2. Il est évident que l’isomorphisme cité dans le
corollaire ne dépend pas du choix de ri. Dans toute la suite, A2 sera un K-module

projectif.
Exemple 8.4 Soient A = 1, i &#x3E; l’algèbre des nombres complexes où 12 = 1,
li = = -1 et D(A) = 1 - 1,1 ~ i, i - i &#x3E; sa dupliquée avec comme table
de multiplication celle donnée par le tableau 1 :

Tableau 1 Tableau 2

Comme A2 = A, si l’on pose c’ = a + c alors N = c’ &#x3E; et le tableau 2 nous donne

la structure d’algèbre de A2 x lV avec, p(a, a) = = 0 et p(b, b) = c’, où
s.d.

a=letb=i.

Remarque 8.5 (i) Si 2 n’est pas inversible dans K et, en particulier, si 2 est égal
à zéro dans K, on peut encore définir la dupliquée d’une K-algèbre commutative
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A comme étant mais l’unicité de la dupliquée en tant que solution d’un

problème universel ne subsiste plus.
(ii) Si A est une K-algèbre commutative où K est un corps commutatif et si

dimK(A) &#x3E; 1 alors N # 0.

(iii) Soient K un anneau commutatif à élément unité et (A, w) une K-algèbre
pondérée commutative. Si D(A) désigne une dupliquée de A, alors D(A) est encore
une algèbre pondérée pour laquelle la pondération est le morphisme composé
évident D ( A) ---~ A2 ~ A 

Le fait qu’une algèbre commutative A soit de Jordan n’entraîne pas que D(A)
soit aussi de Jordan. De même, D(A) peut être de Jordan sans que A le soit.

Lemme 8.6. Soient K un anneau commutatif à élément unité dans lequel 2
est inversible et A une K-algèbre commutative. Une condition nécessaire et

suffisante pour que D(A) soit de Jordan est que (i) la K-algèbre A2 soit de

Jordan et (ii) l’application K -bilinéaire symétrique p : AZ x ~4.~ 2013~~V vérifie

= quels que soient x, y dans A2.

En effet, D(A) étant identifiée à A2 x N, pour tout x, y dans A2 et pour
a.d.

tout m, n dans N on a

et yx), quels que soient x et y dans A2.

Proposition 8.7. Soient K un corps commutatif, A un K-espace vectoriel de
dimension finie, T : A -~ A un opérateur K -linéaire et w : A --~ K une forme
linéaire surjective telle que w o T = w. Si T2 = T alors est de Jordan.

En effet, T2 - T entraîne que AT,~, est conservative, c’est-à-dire, elle

vérifie = quels que soient x et y dans Si l’on suppose que

dimK(Im(T)) = 1 + r, alors G(1 + r, 2), isomorphisme de K-algèbres deT
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Jordan. Ainsi, quels que soient x et y dans on a x2 = X2y = w(x)xy.
Du corollaire 8.3 et du fait que ~p est K-bilinéaire symétrique il vient que

L(x2y,x)=L(x2,xy).

Exemple 8.8. Un exemple bien connu est le cas où T = idA, alors 

G(n, 2), dimK(N) = .1 n(n + 1) et Z(n, 2) = D(G(n, 2)) est de Jordan. Mais, bien
que Z(n, 2) soit de Jordan D(Z(n, 2)) ne l’est pas. En effet, A = Z(n, 2) étant
une algèbre conservative, dès que x est dans Ker(w), x2 est dans l’annulateur de
A. Pour un tel x, on a x 2y = 0 pour tout y dans A donc ~(xzy, x) - 0 pour
tout y dans A. Soit A = ~Ke E9 U e V la décomposition de A en somme directe de
sous-K-modules relativement à un idempotent e, où U2 = V , 1 UV = V~, 1 eV = 0
et ey = ly quel que soit y dans U. Pour x et y des éléments de la base canonique
de U, ~p(x~, xy) _ = = où x . x et x ~ y dénotent

les éléments de la base canonique de V provenant des produits x2 et xy et v est
un élément de la base canonique de N. Ainsi, la condition (ii) du lemme 8.6 n’est
pas vérifiée.

Ce contre-exemple est donné dans (4~, page 83 pour n = 2, où l’Auteur montre
que Z(2, 2) n’est pas à puissances associatives. Un autre contre-exemple est celui
de l’algèbre des nombres complexes C de l’exemple 8.4. L’algèbre C2 = C est de
Jordan en tant qu’algèbre associative mais ~(b3, b) _ -cp(b, b) _ -c’ tandis que
~p(b2, b2) _ ~p(a, a) = 0. Donc D(C) n’est pas de Jordan.

Exemple 8.9. Nous donnerons ici un exemple d’algèbre non de Jordan dont
la dupliquée est de Jordan. Soient K un corps commutatif de caractéristique
différente de 2, A une ,K-algèbre de Bernstein et A = sa décomposition
de Peirce relative à un idempotent e # 0. Supposons que U2 = 0 et V2 ~ 0. Alors
A n’est pas de Jordan car sinon V2 = 0 (cf. lemme 6.5). On a A2 = U

car UV C U et V2 C U et A2 est isomorphe à G(1 + r, 2) où r = dimx(U),
donc x 2 = w(x)x et x2y = w(x)xy quels que soient x et y dans A2. La relation

devenant immédiate le lemme 8.6 nous dit alors que D(A)
est de Jordan.

9. Algèbres de Jordan spéciales. Soient K un corps commutatif de carac-

téristique différente de 2 et A une K-algèbre associative non commutative. On
définit sur le K-espace vectoriel sous-jacent à A une nouvelle multiplication
x . y = 1 (xy + yx ) qui fait de A une algèbre de Jordan notée A+, où x y désigne le
produit dans A. On dira que B est une algèbres de Jordan spéciale s’il existe une
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algèbre associative A telle que B soit une sous-algèbre de Jordan de A+ . De cette

définition, il vient que, pour toute ,K-algèbre associative A, A+ est une algèbre de
Jordan spéciale. Nous nous en tiendrons ici à donner des exemples d’algèbres qui
sont de Jordan spéciales.
Les algèbres AT~~,. Soient ~’ un corps commutatif de caractéristique différente
de 2, A un K-espace vectoriel, T : A --r A un opérateur linéaire et w : A - A une
forme linéaire non nulle vérifiant w o T = w.

Théorème 9.1. Si T2 = T alors AT,,, est une algèbre de Jordan spéciale.

On définit sur A une structure d’algèbre non commutative au moyen du

produit x y = w(x)T(y). Si T~ = T la nouvelle algèbre, notée Ao, est associative. En

0, quels que soient x, y, z dans Ao. Il sufht alors de voir que At, donc
AT,c..J est de Jordan spéciale. Les corollaires suivants sont connus (caf. [23]) :

Corollaire 9.2. La ,K-a,lgèbre gamétique G(n + 1, 2) d’une population diploïde
avec n + 1 allèles est une algèbre de Jordan spéciale.

Corollaire 9.3. L’algèbre de Bernstein constante est de Jordan spéciale.

Pour T défini par T(x) = cv(x)e, l’algèbre AT,c..J est dite de Bernstein constante.
Elle vérifie x y = où e est l’unique idempotent de 

La dupliquée de avec T2 = T. On sait (cf. Proposition 8.7) que D(AT~~,)
est de Jordan. En fait, on a le théorème suivant :

Théorème 9.4. Soit K-algèbre ci-dessus définie avec T 2 = T. Sa

dupliquée D(AT,,) est une algèbre de Jordan spéciale.

Soient Im(T) - U, Ker(T) = V où eo est un idempotent de 
U = e~, ... , er &#x3E; et V = e,.+1, ... , en-1 &#x3E;. La table de multiplication de 
est donnée par eo eo, eoe, = lei (i = 1, ... , r) 0 (i, j - 1, ... , n - 1 ).
Soit lei - · la base correspondante de avec, comme table

de multiplication, (eo - eo )2 = eo ~ eo, (eo ~ eo)(eo . ei (i - 1, ... , r),
,), les autres produits étant nuls. Soient
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(eij) la base canonique de M2n-1(K) avec = bjkeil où bjk est le delta de
Kronecker et B le sous-K-espace vectoriel de engendré par les éléments

et an = enn. L’algèbre de Jordan B+ a pour table de multiplication anan = an,
ana; = lai (i = 1, ... , r), = + = 1 aij (1  i  j  r), les2 2 4 - -

autres produits étant nuls. n sufht de voir que D(AT,w) est isomorphe à B+.

Corollaire 9.5. L’algèbre zygotique Z(n, 2) est une algèbre de Jordan spéciale.

En effet, pour T = idA, .1

Corollaire 9.6. Toute .K-algèbre de Bernstein de type (m, s) avec V = U2 et
s = -m(m 2013 l)y où K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
est une algèbre de Jordan spéciale.

Il suffit de voir, d’après [16], théorème 5, que ces algèbres sont isomorphes à
Z(m, 2).
Les algèbres conservatives de type (1 + r, s) avec 1. Soit

A = I~e 0153 la décomposition de Peirce d’une telle algèbre où K est le

corps des complexes. La sous-algèbre AZ = K e E9 U E9 U2 est aussi conservative
de type (1 + r, 1). Le théorème de 5.2.8 de [19] nous dit qu’il existe un entier m

(1  m  r) et une base le, el, ... , avec la table de multiplication e2 = e,
eei = (i = 1,..., r) e2 = er+l ( j =1, ... , m) les autres produits étant nuls et
où U2 = Ker+l.

Théorème 9.7. Toute algèbre conservative de type (1 +r, s) avec = 1

est une algèbre de Jordan spéciale.

Considérons encore l’algèbre associative Soit B le sous-K-espace
vectoriel de engendré par les éléments ao, ... , an-1 définis par :
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L’algèbre de Jordan B+ a, pour table de multiplication, a 2 = ao, aa ai = 1 ai
(j = 1, ... , r), af = ar+l (i = 1, ... , m) et les autres produits sont nuls. La

correspondance e - ao, ei - ai (i = 1, ... , n - 1), définit un isomorphisme
A ~ B+ d’algèbres, donc A est de Jordan spéciale. En particulier, on a les
corollaires suivants :

Corollaire 9.8. Toute algèbre de Bernstein de type (2, n - 2) avec n &#x3E; 3 et

U2 :f 0 est de Jordan spéciale.

Une telle algèbre étant conservative, on applique le théorème 9.7. avec r =
m = 1 et s = n-2.

Corllaire 9.9. Toute algèbre de Bernstein de type (n -1,1) avec n &#x3E; 3 et U2 0
est de Jordan spéciale.

Une telle algèbre est aussi conservative. Il sufllt alors d’appliquer le théorème
9.7avecr=n-2ets=1.

10. Les algèbres gamétiques Gmn( 8). Soient deux séries de m + 1 et n + 1
allèles, K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et 0 un élément
de K. On note Gmn(6) l’algèbre engendrée par les (m + 1)(n + 1) types gamétiques
Gik (i = 0,1, ... , m; k = 0,1, ... , n) où la multiplication est donnée par

Si 0 = 0 alors Gmn(0) = G((m + 1)(n + 1), 2) est la K-algèbre gamétique d’une
population diploïde avec (n + 1)(m + 1) allèles (cf. 3). On supposera toujours
8 ~ 0. Posons e = G°° (ce choix est arbitraire), u; = GOj - GOO ( j = 1, ... , n),
Vi = cio - Goo (i = 1! ... , m) et w;; = GOO)(GOj - Goo) = ViUj.

D’après la loi de multiplication Wij = Ceci nous dit que
les éléments e, u;, v= et wij sont indépendants et comme ils sont au nombre de
1 + m + n + rnrt = (m + 1)(n + 1) ils forment une base. On a e2 = e, evi = 2 v=,
eu; = ewij = 2 (1- wij = ujvi = les autres produits étant nuls.
Pour les calculs, on renvoie à [4], page 74 où, bien que des erreurs ont pu s’y glisser,
l’Auteur donne l’équation principale
étant une pondération de l’algèbre.
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Théorème 10.1. Les assertions suivantes sont équivalentes : (i) est une

algèbre de Jordan ; (ü) 8 = ±1.

(i) ~ (ii). En effet, sachant que, pour tout idempotent e l’opérateur Le
(multiplication à gauche par e) admet pour seules valeurs propres 0, l et 1, alors
de = )(1 - il vient que z ( 1- 0) est égal à 0, 1 2 ou 1 ce qui donne2 2 2

respectivement 8 = 1, 8 = 0 ou 8 = -1.
(ü) ~ (i). Si 0 = 1, l’équation principale se réduit à x3 = et le

théorème 6.3 nous dit alors que est de Jordan. Soient maintenant 0 = -1,
deux éléments de .4-i. On

On calcule, de même, x 2(yx) et on vérifie que x2(yx) = quels que soient x
et y dans donc est de Jordan.

Remarque 10.2. Si A, = on a Ai ( 1) = A1 ( 2 ) A1 (0) = W
où U, ) V, 1 W sont les sous-K-espaces vectoriels de A1 engendrées respectivement
par les Wij. Par contre = A_1 ( 2 ) = Uffi V et A_1 (0) = 0.
L’algèbre A-i n’est pas de Bernstein. Notons que E U, v E V}
est l’ensemble des idempotents de Gmn(8).

Théorème 10.3. Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
9 ~ 0 un élément de K et A = K-algèbre gamétique d’une population
diploïde avec deux séries de m + 1 et n + 1 allèles et de paramètre 0. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une application K-linéaire d : A - A soit une K-
dérivation de A est que les conditions suivantes soient vérifiées : (i) d(e) = ud + Vd,
avec ud dans U et vd dans V ; (ii) pour tout x dans U, d(x) = (iii)
pour tout x dans V, d(x) = gd(X) + 28-ludX; (iv) d(xy) = Xgd(Y) + y f d(x), quels
que soient x dans U et y dans V, où les applications f : DerK(A) --~ EndK(U),
d H f d et g : EndK(V), d H gd sont des morphismes d’algèbres de
Lie.

Soit d E Derx(A). Si d(e) = ae + u + v + w, avec a dans K, u dans U,
v dans V et w dans W, alors d(e) = 2ed(e) = 2cxe + u + v + (1 - 8)w donne
2a = a et w = (1- O)w, soit a = 0 et w = 0, d’où d(e) = ud + vd avec ud dans
U et vd dans V. Pour tout x dans U, on écrit d(x) = ae + u + v + w. Dérivons
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x2 = 0. On a 0 = 2xd(x) = ax + 2xv donc a = 0 et xv = 0, quel que soit

x, soit v = 0 (car UV = W et dimK W = rran ). Si l’on dérive ex = alors

= ed(x) + d(e)x = lu + 2 (1- 8)w + VdX, ce qui entraîne que Z 8w = VdX
soit w = En posant u = f d(x), on a d(x) = f d(x) + 28-1VdX, d’où (ii).
Il est facile de voir que f d est dans EndK(U). Par des calculs analogues on établit

(iii). Comme W = UV alors, pour tout w dans W il existe x dans U et y dans V
tels que w = xy et d(w) = d(xy) = d(x)y + xd(y) _ ( f d(x) + 20-1vdX)Y + (gd(Y) +
28-1udY)X = fd(x)y + X9d(Y). Soient maintenant d et d’ deux K-dérivations de A.

~d, d’~ ( x y) = + quels que soient x dans U et y dans V.
Par identification, il vient que = f d, f d~~ et = [9d, gd~~, d’où la dernière
assertion de (iv). La réciproque est un simple calcul de vérification.

Corollaire 10.4. If existe un isomorphisme d’algèbres de Lie
x x 

a.d. s.d.

Si E est un K-espace vectoriel, on définit sur le K-espace vectoriel E x
s.d.

EndK(E) (s.d. signifie semi-direct) une structure d’algèbre de Lie en posant
[(x, 1), ( y, g )~ = ( f ( y) - g ( x ), ( f , g~ ) avec f , g~ = f o g - g o f , quels que soient x, y
dans E et f, 9 dans EndK(E). L’application K-linéaire Km x

s.d.

Kn x Mn(K) définie par d l-&#x3E; (vd, gd) + (ud, f d) est maintenant un
a.d.

isomorphisme d’algèbres de Lie.

Théorème 10.5. Soient K un corps commutatif de caractéristique différentes
de 2 et A = Gmn(O) la K-algèbre gamétique ci-dessus définie. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une application K -linéaire bijective o : : A -&#x3E; A

soit un K-automorphisme est que les conditions suivantes soient vérifiées : (i)
Q(e) = dans U et Vu dans V; (ii)pour tout x dans U,
u(x) = (iii)pour tout y dans V, Q(y) = 

(iv) Q(xy) = lu(x)gu(Y), quels que soient x dans U et y dans V où les applications
sont des

morphismes de groupes.

Soit a un K-automorphisme de A. La condition (U(e»2 = ~(e2) = a(e)
nous dit que a(e) est un idempotent de A et d’après la remarque 10.2 on a (i)
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= Pour x dans U, si l’on écrit o(x) = ae+u+v+w, la
condition ex = 2 x entraîne 1
1 2 avcr + (1-0)0-1aucrvcr+ucr+crv soit a = 0 et w = 20-1uvcr+20-1ucrv. Mais
0 = (u(x))2 = 2uv entraîne que u = 0 ou v = 0 (car UV = W et dimKW = mn).

Supposons m # n. Pour des raisons de dimension, il vient que v = 0

et si l’on pose u = ftT(x) alors 7(a?) = ftr(x) + d’où (ii). La
condition (iii) s’établit de manière analogue. Pour x dans U et y dans V, on a

u(xy) = + + 

Soient maintenant a et a’ deux K-automorphismes de A. On a

quels que soient x dan U et y dans V. Il vient alors que o fa, , et

o gu’, ce qui confirme la dernière assertion de (iv), c’est-à-dire, que les

applications f et g sont des morphismes de groupes.
Si, par contre, m = n et u = 0 les calculs conduisent à ~(x) - fu(x) +

20-1uulu(x), u(y) = 9u(Y) + 20-1vu9u(Y), quels que soient x dans U et y dans
V avec lu : U -~ V et g, : V -~ U des applications linéaires bijectives et pour a
et 0"’ deux K-automorphismes de A on aurait aa’(z) = 9u o fu/ex) + 20-1(vu +

o pour tout x dans U c’est-à-dire, = 9uful et est une

application de U dans U, ce qui contredit le fait que fuul soit une application de
U dans V. Donc v = 0 et le résultat est comme ci-dessus.

Les calculs précédents nous suggèrent le résultat suivant :

Corollaire 10.6. In existe un isomorphisme de groupes (non abéliens)
x AIIK(V).

Pour tout K-espace vectoriel E, on note Af f (E) = E x GLK(E)
a.d.

le groupe affine de E (caf.[6]) où la structure de groupe de AffK(E) est

donnée par (x, f )(y, g) - (X + f (y), f o g). Soit A f f K(U) x AffK(V) le

produit direct des groupes affines de U et V respectivement. L’application
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x AffK(V) définie par est, de

toute évidence, un isomorphisme de groupes.

Note 10.7. Si 0 prend la valeur 1 2, l’algèbre gamétique peut s’exprimer2 2

comme le produit direct des algèbres gamétiques G(m + 1, 2) et G(n + li 2)
(caf.[7],§13) et dans les corollaires 10.4 et 10.6, on retrouve les resultats bien connus

11. Note finale. Cet article est une version remaniée de deux autres articles

présentés, l’un au colloque sur les Algèbres Génétiques, l’autre au colloque sur les

algèbres de Jordan et Algèbres de Jordan-Banach, tenus à Montpellier respective-
ment en Janvier et Octobre 1985. La publication des comptes rendus de ces collo-

ques ayant été retardés pour des raisons indépendantes de notre volonté, quelques
uns de nos résultats ont fait, entre temps, l’objet de publication. C’est ainsi qu’on
trouvera le théorème 6.3 dans [25] et d’autres résultats partiels du paragraphe 6
dans [26].
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