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SUR LES ALGEBRES DE JORDAN GENETIQUES(*)

Artibano MICALI et Moussa OUATTARA

This paper concern essentially the structure of Jordan algebra that we can find in

the study of algebras related with formal Genetics.

La théorie des algébres de Jordan est née a partir du travail fondamental
de Pascual Jordan, John Von Neumann et Eugéne Wigner (cf. [15]) dans une
tentative d’exprimer algébriquement les fondements de la Mécanique Quantique.
Les développements ultérieurs de la théorie doivent beaucoup a I’école Américaine
dont I'un des principaux représentants fut Adrien A. Albert (cf. [1]). Le nom algébre
de Jordan a été introduit par Adrien A. Albert (cf. [1]) mais, en fait, ’étude initiale
de ces objets date de 1933 (cf. [14]). Lors d’une visite aux U.S.A., aprés la derniére
guerre mondiale, Pascual Jordan a été surpris d’apprendre que ses systémes de
r-nombres (“systems of r-nombers”) s’appelaient désormais algebres de Jordan
(cf. [20]). Cette théorie connait actuellement un extraordinaire développement et
ses applications touchent non seulement la Physique mais encore 1’Analyse, la
Géométrie et bien d’autres domaines (cf. [17]).

Dans cet article, nous montrerons comment les algébres de Jordan intervien-
nent en Génétique par le biais des algebres génétiques (cf. [7], [9]). Au moment
ou certains spécialistes parlent de Génétique Quantique (cf. [22]), il se peut que
ses fondements résident justement dans les algébres de Jordan qui sont, de plus,

génétiques.

(*) Partially supported by Programme CAMPUS
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1. Algébres de Jordan et décomposition de Peirce. Dans cet article, il s’agira
toujours d’algébres non nécessairement associatives ni commuatives sur un anneau
commutatif K & élément unité 1. Dans le cas ou K est un corps, des hypotheéses
sur la caractéristique de K s’avérent souvent nécessaires.

On dira qu’une K-algébre A est une algébre de Jordan si les conditions
z(yz?) = (zy)z?, (z%y)r = z?(yz), sont vérifiées quels que soient = et y dans
A. Si A est commutative, une seule de ces deux conditions suffit pour définir
une algébre de Jordan. On dira dans ce cas, qu'il s’agit d’une algébre de Jordan
commautative. Si A est une algebre de Jordan commutative sur un anneau intégre

K infini (cf. [5], chapitre 4, §2, n° 5) alors (cf. [1])

(zy)(2t) + (z2)(yt) + (zt)(yz) = (z(y2))t + (z(2t))y + (2z(yt))=

quels que soient z,y, z et ¢t dans A. Réciproquement, si cette identité est vérifiée
dans une algébre commutative A sur un anneau commutatif K a élément unité 1,
en y faisant t = z = y on a 3(zy)y? = 3(zy?)y. Donc, si ’homothétie définie par 3
dans A est injective, alors (zy)y? = (zy?)y quels que soient z,y dans A. Donc A

est une algeébre de Jordan (commutative).

Exemple 1.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et
A une K-algebre associative. Dans le K-espace vectoriel A on définit une nouvelle
structure de K-algébre au moyen de la formule zoy = -;—(zy +yz), quels que soient
z,y dans A, ou l'on note zy le produit de z par y dans la structure initialement
donnée sur A. Le produit o définit sur A une nouvelle structure de K-algébre
commutative, que I'on notera A(3) ou encore A*. On vérifie facilement que A
est une algebre de Jordan commutative.

A D'exemple des algébres associatives, les algebres de Jordan admettent la
décomposition de Peirce. En effet, soient K un corps commutatif de caractéristique
différente de 2 et A une K-algébre de Jordan (commutative) ayant un idempotent
e. Alors A admet la décomposition A = A;(e) @ Aj/2(e) ® Ao(e) en somme

directe de sous K-espaces vectoriels A;(e) avec Ai(e) = {z | ¢ € A,ex = iz}
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(+ = 0,1/2,1). Cette décomposition est appelée décomposition de Peirce de A
relative a 1'idempotent e. Les propriétés des composantes de Peirce sont données
par (cf. [13], page 119) :

Théoréme 1.2. (d’Albert). Soient K un corps commutatif, A une K-algébre
de Jordan commutative et A = A; ® A;/2 ® Ao la décomposition de Peirce de
P’algébre de Jordan A, relative & I'idempotent e. Alors, on a : (i) A} C Ao,
A? C Ay, AgA = 0; (i) Af/2 C Ao + A1, Ayja(Ao + A1) C Ayye; (i)
£1/2(aibi) = (£1/20:)bi + (21/2bi)a; pour )2 dans Ay,, a;,b; dans A; (i =0,1).
De plus [R,,,Rs;] =0, si a; € A;.

2. Les algébres A()). Soient K un anneau commutatif & élément unité, A un
élément de K et A une K-algébre non nécessairement commutative ni associative.
Sur le K-module A, on définit une structure de K-algébre au moyen de la
multiplication z oy = Azy + (1 — A)yz pour z et y parcourant A. On notera A())
cette nouvelle algebre et il est évident que, en tant que K-algebres, A(0) = A°PP
et A(1) = A. Il se pose ici le probléme d’étudier les propriétés de A(A) connaissant
celles de A. Ainsi, on voit facilement qui si A est commutative, il en est de méme
de A(A). Réciproquement, si A(A) est commutative et si 1 — 2\ est inversible dans

K, alors A est aussi commutative. Le lemme suivant est immédiat, par voie de

calcul :

Lemme 2.1. Soient K un anneau commutatif & élément unité, infini et intégre, et
A une K-algébre. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) A()) est flexible
pour tout A dans K \ {0,1}; (ii) A est flexible.

Proposition 2.2. Soient K un corps commutatif infini ou un anneau intégre infini
a élément unité et A une K-algébre. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout élément A de K, A # 0 et A # 1, la K-algébre A()\) est de Jordan;
(ii) A est une algébre de Jordan et z%(zy) + (yz)z? = z(z%y) + (yz?)z quels que
soient z et y dans A.

En effet, si z et y sont dans A, on écrit (z0y) o (z 0z) = A(ay)z? +
A1 =) (yz)z? + M1 = N)z?(zy) + (1 — X)22%(yz) et zo (yo(z 0 z)) = N2z(yz?) +
A1=Nz(z2y)+ A1 =) (yz?)z+(1 - X)%(22y)z et dans ’équation (zoy)o(zoz) =
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zo(yo(zoz)) on identifie les coefficients des termes de méme degré en A. De méme
on écrit (zoz)o(yoz) = A2z?(yz)+ A(1—-A)z?(zy)+ M1 -A)(yz)z? +(1-A)*(zy)z?
et (zoz)oy)oz = A(z?y)z + M1 — A)(yz?)z + A(1 — N)z(z?y) + (1 - A)2z(yz?)
et dans I’équation (zoz)o(yoz) = ((zoz)oy)oz on identifie les coefficients des

termes de méme degré en A. Ceci nous donne le résultat voulu.

3. Les algébres gamétiques. Soit K un anneau commutatif & élément unité et
supposons que K soit une Q-algébre. On note G(n + 1,2m) le sous-K-module
de l'algébre des polynémes K|[Xo,Xi,...,X,] dont une base est formée par
les mondémes homogeénes de degré m en les indéterminées Xo,X;,...,X,. La

multiplication

(X X3t X)X X{ - XI) =

-1 4. .

m m

quels que soient les suites d’entiers (o, ... ,in) €t (Jo,--.,Jn) Vérifiant Y7_, ik = m
et Y p_oJk = m, définit sur le K-module G(n + 1,2m) une structure d’algebre
commutative, non associative et sans élément unité. On dira que G(n + 1,2m) est
la K-algébre gamétique d’une population 2m-ploide é n + 1 alléles (cf. [18]). Pour
Pinterprétation biologique de cette algebre on renvoie a la littérature citée.

Pour un K-module P, désignons par SE(P) le sous-K-module de I'algebre
symétrique Sk (P) formé par les éléments homogénes de degré m de Sk (P) (cf.
[6]). Une définition plus générale d’algebre gamétique d’'un K-module P muni
d’une forme K-linéaire surjective d : P — K pouvant se prolonger en une K-
dérivation de Sk (P), notée encore d, est donnée dans [18]. Cette algebre est notée
S®(P,d). Dans le cas qui nous intéresse ici, G(n + 1,2m) = SB(K"+1, a—%) ol
F% est la dérivation partielle par rapport a la variable X,. L’algébre SZ (P, d) est
une algébre pondérée, c’est-a-dire, il existe une forme K-linéaire surjective unique
et multiplicative w : Sg(P,d) — K appelée pondération de S (P, d). En effet, il
suffit de prendre w = 1;d™ et de vérifier que w : SR(P,d) — K est 'unique forme

K-linéaire surjective multiplicative.

Exemple 3.1. Si K est un anneau commutatif & élément unité 1 dans lequel 2 est
inversible, G(2,2) est la K-algébre commutative dont la table de multiplication
relative A la base ey = Xy, e; = X, s’écrit e2 = eg, ege; = €1¢9 = %el, e?2 =0. On

vérifie immédiatement que G(2,2) est une algébre de Jordan commutative. Dans
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la définition de G(2,2) il suffit de supposer que 2 soit inversible sur K, I’hypothese
que K soit une Q-algébre étant superflue. Nous montrerons par la suite que ce

résultat est général, a savoir :

Théoréme 3.2. Soient K un anneau commutatif 4 élément unité 1 qui est une
Q-algébre et G(n + 1,2m) la K-algébre gamétique d’une population 2m-ploide &
n + 1 alléles. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) G(n + 1,2m) est une
algébre de Jordan commutative; (ii) G(n + 1,2m) est une algébre de Bernstein;
(iii) m = 1.

La notion d’algébre de Bernstein est rappelée plus loin (cf. 6.) mais on renvoie
a [3] pour une étude exhaustive.

En effet, si m = 1 et si w est la pondération de G(n + 1,2) alors la
multiplication de G(n + 1,2) sécrit zy = %(w(z)y + w(y)z) quels que soient
z,y dans G(n + 1,2) et cette algébre est, a la fois, de Jordan et de Bernstein.
Réciproquement, supposons que G(n + 1,2m) soit de Jordan commutative. Alors
m < 2 car sinon, pour z = X;*7'X;, y = X on aurait z%(yz) # (z%y)z.
L’anneau K étant une Q-algébre (c’est aussi vrai pour un corps commutatif de
caractéristique # 2) l'identité z%(yz) = (z?y)r entraine (zy)(zt) + (zz)(yt) +
(zt)(yz) = (z(2t)y+ (z(y2)t +(z(ty)z, quels que soient z,y, z,t dans G(n +1,2m).
Supposons m = 2 et faisons ¢ = y = X2, z = t = XX, dans l'identité

N4 3\? ‘AN 3\*
précédente ; il vient que ((2) (2> +2(2> )X: = <2) (1 +2(2) ) X3 ce qui

est impossible. Par conséquent m = 1 reste la seule valeur possible. Si maintenant
G(n + 1,2m) est une algébre de Bernstein et si 'on suppose que m > 2, on

considére les éléments z = X" "2X? et ¢ = X" et on voit que ex = Az avec

y_ (2m\ 7 (2m -2 : N
A= ( T;n) ( m ) Or, la restriction de la multiplication par tout idempotent

a Ker(w) admet pour seules valeurs propres 0 et % La condition A = 0 entraine
m<2et A= % entraine m = 0, ce qui est absurde dans les deux cas. L’unique

possibilité est donc m = 1.

Corollaire 3.3. Soient K un anneau commutatif a €lément unité 1 qui est une
Q-algébre et Sg(P,d) la K-algébre du K-module (P,d), ou P est un K-module
projectif de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes : (1) Sg(P,d) est
une algébre de Jordan commutative; (2) Sg(P,d) est une algébre de Bernstein;
(3) m=1.
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Si m = 1 on vérifie immédiatement (cf. [18], Notes 4.6 et 5.7) que SE(P, d) est
une algébre de Jordan commutative méme si P n’est pas projectif. Démontrons la
réciproque, c’est-a-dire, supposons que P soit un K-module projectif de type fini
et que SR(P,d) soit une algébre de Jordan commutative. Pour tout idéal premier
p de K, SR(P,d)p, ~ S (P, dy) (isomorphisme de K-algébres) est une algebre
de Jordan commutative. Comme P, est un K,,-module libre de type fini, d’apres
le théoréme 3.2, on a m = 1. Les lemmes 3.4 et 3.5 dont les démontrations ne

présentent aucune difficulté, achevent la démontration du corollaire :

Lemme 3.4. Soient K un anneau commutatif a élément unité 1 et A une K-
algébre. Les conditions suivantes sont équivalentes : (1) A est une K-algébre de
Jordan; (2) pour tout idéal premier p de K, la K,-algébre A, est de Jordan.

Lemme et définition 3.5. Soient K un anneau commutatif 4 élément unité
et (A,w) une K-algébre pondérée commutative. Les conditions suivantes sont
équivalentes : (1) (A,w) est une K-algébre de Bernstein; (2) pour tout idéal

premier p de K, la K -algébre (A,,w,) est de Bernstein, ou w, : A, — K,
w(z)

est la pondération définie par -z- =
4. Les algébres At . Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2, A un K-espace vectoriel, T : A — A un opérateur K-linéaire et w: A —» K
une forme linéaire non nulle telle que w o T' = w. On notera Ar, la K-algébre
dont ’espace vectoriel sousjacent est A et dont la multiplication est définie par
Ty = %(w(z)T(y) + w(y)T(z)) quels que soient = et y dans Ar,. On vérifie
immédiatement que At est une algébre pondérée de pondération w. Comme zy =
T (3(w(z)y+w(y)z)), alors Ar,, est image de la K-algébre gamétique G(n+1,2)
par 'opérateur T ou encore Ar, = T(G(n+1,2)) ~ G(n+1,2)/Ker(T) ot Ker(T)
devient, compte tenu des structures d’algébres, un idéal de I’algebre G(n + 1,2).
Ceci nous montre que certaines propriétés des algébres Ar, s’obtiennent par
passage au quotient, des propriétés analogues de ’algebre gamétique G(n + 1,2).

Les valeurs propres de 'opérateur T nous conduisent a établir des propriétés
spécifiques de ’algebre A7 . Rappelons tout d’abord qu'une K-algébre commu-
tative et pondérée A de pondération w est dite conservative si z°y = w(z)zy quels

que soient z, y dans A.



ALGEBRES DE JORDAN GENETIQUES 199

Théoréme 4.1. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2, A un K-espace vectoriel, w : A — K une forme K-linéaire non nulle et
T : A — A un opérateur K-linéaire tel que w o T = w. Les conditions suivantes
sont équivalentes : (1) At est une algébre de Bernstein ; (2) At ., est une algébre

conservative; (3) T = T2.

On a z%y = Jw(z)(w(z)T(y) + w(y)T?(z)) et w(z)zy = jw(z)(w(z)T(y) +
w(y)T(z)). Comme T? = T alors 2’y = w(z)zy quels que soient = et y dans
Ar,, donc AT, est conservative. Réciproquement, supposons que A, soit
conservative. De z2y = w(z)zy il vient que w(z)T(z) = w(z)T?(z) pour tout
z dans A. Pour z dans A tel que w(z) # 0 on a T?%(z) = T(z). Sinon, il existe
e # 0 dans A tel que w(e) =1 et A = Ke @ Ker(w) et soit z dans A tel que
w(z) = 0. Alors y = e + z vérifie w(y) = w(e) = 1 et T?(y) = T(y) et comme
T?(e) = T(e) alors T?(z) = T(z) pour tout z dans Ker(w). On a ainsi montré que
T? = T. Une démonstration analogue nous dit que les conditions (1) et (3) sont

aussi équivalentes.

Théoréme 4.2. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2, A un K-espace vectoriel, w : A — K une forme K-linéaire non nulle et
T : A — A un opérateur K-linéaire tel que w o T = w. Les conditions suivantes
sont équivalentes : (1) Ar,, est une algébre a puissances associatives; (2) Ar,, est
une algébre de Jordan commutative; (3) T3 — 3T? + 2T = 0.

En effet, on a
2 1 32 1 2 3 1 2
2(z%y) =30(2)°T2(y) + J0(@) ()T () + (@) )T et
2 (2y) = (@) T () + Sw(@ w(y)T(),

donc z(z?y) — z%(zy) = jw(z)’w(y)(T? — 3T? + 2T)(z), quels que soient z, y
dans At,,. Donc la condition (3) entraine (2) et, réciproquement, (2) entraine que
(T® — 3T?% + 2T)(z) = 0 pour tout = dans A, tel que w(z) # 0. Sinon, il existe
e dans At tel que w(e) =1 et soit = dans A7, tel que w(z) = 0. Les éléments
e et y = e + z vérifient (T% — 372 + 2T')(e) = 0 et (T2 — 3T? + 2T)(y) = 0 donc
(T®-3T?+2T)(z) = 0. On a ainsi montré que T® —3T? +2T = 0. Il nous manque,
finalement, & démontrer que (1) équivaut a (2). Or, c’est un fait bien connu que

toute algébre de Jordan est a puissances associatives (cf. [2], [24]), c’est a dire, (2)
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entraine (1) et comme z%2? = w(z)3T?(z) et z* = Lw(z)3(T® + T? + 2T)(z)

pour tout z dans Ar,, la condition (1) entraine que z’z? = z* donc que

T3 — 3T? 4+ 2T = 0, c’est-a-dire, (1) entraine (3). Le théoréme est ainsi démontré.

Note 4.3. Il résulte, de la démonstration ci-dessus, que l’algébre Ar. est a

puissances associatives si et seulement si z2z% = z* pour tout z dans Ar,,.

Corollaire 4.4. Si At est conservative (resp. de Bernstein) alors elle est de

Jordan.

Par la suite, nous allons décrire les dérivations de ’algebre At et, a cet
effet, on suppose que T(T — I)(T — 2I) = 0, i.e., que At soit une algebre
de Jordan (cf. théoréme 4.2.), ou I est 'endomorphisme identité de A. Soit
At = A(0) ® A(1) ® A(2) la décomposition de Ar,, comme somme directe des
sous- K -espaces vectoriels propres A(\) associés a la valeur propre A (A =0,1,2).
Pour z dans A()), w(z) = w(T(z)) = Mw(z) entraine (1 — A)w(z) =0 et si A #1
alors w(z) = 0, on a ez = 3T(z). Si l'on pose A(1) = Ke® U, A(0) = V et
2=¢eu= %u,
ev =0 et ew = w tous les autres produits étant nuls, pour u dans U, v dans V' et
w dans W. On note Derg(A) I’algebre de Lie des dérivations de A et Der inty(A),
I’idéal des dérivations intérieures, i.e., Der intg(A) = Derg(A)NE(A)~™ ou E(A)~
est l’algebre de Lie des multiplications de A. De plus, si A est une algébre de
Jordan, on a E(A)™ = L(A) + [L(A), L(A)] (cf. [24], chapitre 4, §1, page 92).

A(2) = W alors la table de multiplication de At est donnée par e

Lemme 4.5. L’algébre de Lie Der inti (AT ) s’identifie a 'algébre de Lie Ly (U)

engendrée par les multiplication L, avec ¢ dans U.

Puisque Ker(w)? = 0, quels que soient = dans Ar,, et y dans A7, tel que
w(y) = 0,0n a zy = w(z)ey. Il est facile de voir que [L, L.](y) = 0 pour z et y dans
Ker(w). Pour z tel que w(z) =0, [Lz, L](y) = z(ey) — e(zy) = w(y)(ex — e(ex)),
quel que soit y dans Ar,,. Ainsi [L;,L.] =0 pour z dans V@ W et [L;,L] = Ly,
pour z dans U, d’ou le lemme.

Les composantes de Peirce de Ar, relativement a l'idempotent e, sont
Ai(e) =Ke® W, As(e) =U et Ag(e) =V.
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Théoréme 4.8. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2 et At la K-algébre de Jordan ci-dessus définie. Une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une application K-linéaire d : At, — Ar. soit une K-
dérivation de Ar. est que les conditions suivantes soient vérifiées : d(e) € U,

dU)CU,d(V)CV,dW)CW.

Soit d une K-dérivation de At Si on dérive e? = e on a 2ed(e) = d(e), soit
ed(e) = 1d(e), donc d(e) € U. Soit z tel que w(z) =0 et ex = Az (A =0, 3,1).
Si 'on dérive ez = Az on a Ad(z) = ed(z) + d(e)z = ed(z) donc pour A = 0 ou
3, il résulte que d(U) C U et d(V) C V. Si A = 1, ed(z) = d(z) nous dit que
d(z) € Aj(e) et sil’on écrit d(r) = ae+y, a dans K et y dans W, alors la dérivée
de 22 = 0 donne 0 = 2zd(z) = 2az, soit a = 0, d’ou d(W) C W. La réciproque

est immédiate.

Lemme 4.7. L’application K-linéaire ¢ : Dergx(Arw) — U x Endg(U) x
Endk (V) x Endgx(W) définie par d — (d(e),djy,d|v,d|w) est un 1somorplnsme
d’algébres de Lie.

Soient d une K-dérivation de Ar, et fa, ga, ha les restrictions de d,
respectivement aux sous-K-espaces vectoriels U, V et W. Si d' est une autre K-
dérivation et z = w(z)e + u + v + w est un élément quelconque de Ar,, alors,
dd'(z) = d(w(z)d'(e) + fa(u) + 90(v) + ha(w)) = w(@)fuld(e)) + fufulu) +
9a9a (v) + haha(w) et [d,d|(z) = w(z)(fa(d'(e)) — fa(d(e))) + [fa, far](u) +
[94,94'](v) + [hd, ha'](w). On définit le crochet de Lie sur U )4(1 Endg(U) x
Endg (V) x Endg (W) (s.d. signifie semi-direct) par [(u, f,g,h), (v, f',¢',h")] =
(f()=f'(u),[f, f'],19,9'], [h, h']) et la relation précédente nous dit que ¢([d,d']) =
[p(d), p(d")], c’est-a-dire, que ¢ est un morphisme d’algebres de Lie. De plus, ¢
est, de toute évidence, un isomorphisme.

Le lemme 4.7. peut se traduire aussi comme suit :

Théoréme 4.8. Soient K un corps commutatif de caractéristique différent de 2 et
At la K-algébre de Jordan ci-dessus définie. Il existe un isomorphisme d’algébres
de Lie Derg(Ar,w)=K" X M (K) X M,(K) x My(K) ot 1+ r = dimg(A(1)),
s =dimg(A(0)), t = dlmK(A(Q)) etl+r+s+t=1+n=dmg(Arw).

A T'exemple des algebres associatives, on peut définir ’analogue du premier

groupe de cohomologie de Hochschild pour une K-algébre A quelconque comme
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étant ’algebre de Lie quotient H!(A) = Derg(A)/Der intg(A), K étant un corps

commutatif ou un anneau commutatif & élément unité.

Théoréme 4.9. Il existe un isomorphisme d’algébres de Lie H' (A1, )> M, (K) x
My(K) x My(K).

11 suffit de voir, d’apres le lemme 4.5, que Der int g (A7) = K", isomorphisme
d’espaces vectoriels et on passe au quotient dans le théoréme 4.8, la structure
d’algebre de Lie de M, (K) x M,(K) x M,(K) étant celle du produit direct.

Corollaire 4.10. Si At est conservative, alors Derg (AT, )>K" >§ M, (K) x
s.a.

M,(K) et H'(A)SM(K) x M,(K).

En effet, dire que Ar,, est conservative revient a dire que T? = T et ceci
équivaut a A(2) =0, donc t = 0.

Notons que l’on retrouve ici des résultats connus. Ainsi, si T = I = idg4,
s =t =0, Aro = G(n + 1,2) et Derg(G(n + 1,2)) ~ K" >‘<1 M,(K),
H'(G(n+1,2)) ~ M,(K). Si T(z) = w(z)e, pour tout z dans A, or.:'a-r =t=90
et Derg(Ar) = H' (A1) ~ My(K).

Corollaire 4.11. Si (T — I)(T — 2I) = 0 alors Derg(Ar,.,) ~ K" x M,.(K) x
M(K) et HY(Ar,,) ~ M,(K) x M(K). h

5. Les algebres type autofécondation.

5.1. Mixture d’algebres. Soient K un anneau commutatif a4 élément unité et
supposons que A soit un K-module muni de deux structures de K-algébres notées
respectivement A* et A°. Sur le K-module A on définit une nouvelle structure
de K-algebre, appelée mizture des algébres A- et A° de paraméire 4, dont la
multiplication s’écrit zy = 6z - y + (1 — 0)z o y quels que soient z et y dans
A, ou 6 est un élément de K.

Certaines propriétées communes aux algébres composantes sont immédia-
tement transposées sur la mixture. Par exemple si A* et A° sont commutatives
il en est de méme de A. Par contre, ’associativité de A- et A° n’entraine pas

nécessairement celle de A. En effet, quels que soient z, y,z dans A on a

(zy)z =00z -y+(1—-0)zoy)- 24+ (1—-0)6z-y+ (1 —0)zoy)oz
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et
z(yz)=0z-(y-z+(1—-0)yoz)+(1—8)xo(fy-z+(1-0)yo=z)

donc (zy)z—z(yz) = 8(1-6)((zoy)-2+(z-y)oz—z-(yoz)—zo(y-2)). Si, de plus, §
est un idempotent de K alors A est associative. Sinon, pour avoir ’associativité de
A il faudrait supposer des conditions de compatibilté entre les tructures de A- et A°
respectivement. En effet, la condition (zoy)-z+(z-y)oz = z-(yoz)+zo(y-2z) quels
que soient z, y, z dans A entraine, en supposant que A' et A° soient associatives,
que A est aussi associative.

Notre but n’étant pas, du moins pour le moment, de faire une étude
systématique de la mixture d’algebres, nous nous arrétons a ces quelques con-
sidérations. On rappelle néanmoins que si A* et A° sont des algébres pondérées de
méme pondération w, alors w est encore une pondération de A. De plus, si w est
I’'unique pondération de A et A°, elle est aussi I'unique pondération de A.

Notons que la mixture des algébres A et A°PP pour un parameétre 8 est 1’algebre
A(6) construite au paragraphe 2. Finalement, 'interprétation biologique d’une
mixture d’algebres, dans le casou K = R et 0 < § < 1 a été donnée par P. Holgate
(cf. [12]).

5.2. Les algebres d’autofécondation. 1l s’agit d’'une mixture d’algébres étudée
par P. Holgate (cf. [12]) et définie comme suit. Soient K un corps commutatif
de caractéristique différente de 2, A un K-espace vectoriel, w : A — K une
forme K-linéaire non nulle sur A et T : A — un opérateur K-linéaire tel que
wo T = w. Sur le K-espace vectoriel A on définit une structure de K-algébre
non nécessairement commutative ni associative en définissant la multiplication de
A par zy = 10(w(z)y + w(y)z) + (1 — O)w(z)T(y) quels que soient z et y dans
A, ou 0 est un élément de K. On dira que A est l’algébre d’autofécondation de
paramétre 0. Il est évident que l'algebre d’autofécondation A de parameétre 6 est
la mixture, de parametre 6, de l'algebre gamétique G(n + 1,2) et d’une algebre
définie sur A, ou le produit de deux éléments z et y est w(z)T(y). Notons Ay
l'algébre d’autofécondation de parametre . On observe que 6 est une algébre
pondérée de pondération w. En général, Ay n’est pas commutative sauf si § = 1
ou si w(z)y —w(y)z est dans Ker(T') quels que soient = et y dans Ag. De plus on
sait que la pondération w est unique.

Nous verrons, par la suite, un certain nombre de propriétés de ces algébres

avant d’étudier ses dérivations et automorphismes.
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Proposition 5.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2 et Ay une K-algébre d’autofécondation de paramétre 8 # 1. Une condition

nécessaire et suffisante pour que I’algébre Ag soit flexive est T? = T.

On observe, tout d’abord, que si 8§ = 1, 'algebre Ay est flexive sans aucune
condition sur T, car commutative. Supposons donc que § # 1 et que T2 = T'; la

flexivité résulte des égalités

(ev)e = (367 + 5001 = )w(ay)e + 76%w(=)y + 50(1 — Oho(z))T(y)
+ (1 - Op(ew)T(c)
et
o(yz) = (367 + 50(1 — O)o(ay)a + (1 = ()6 + (1 = )T)(2)
+ g2w(x2)y + 9(1 = O)w(z*)T(y) -
Réciproquement, la flexivité de Ay, c’est-a-dire, z(yz) = (zy)z quels que soient z

et y dans Ay, entraine que (1 — 8)?w(zy)(T?(z) — T(z)) = 0 quels que soient z et
y dans Ag. Donc T? = T.

Proposition 5.4. Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2.
Pour tout 6 dans K, la K-algébre Ag est Lie-admissible.

En effet [z,y] = 2y — vz = (1 - )@ )T (2) — w(2)T®)), ([, y]) = 0 et

[[z,y],2] = (1 — 0)%w(2)(w(y)T?(z) — w(z)T?(y)) quels que soient z, y et z dans
Ay, donc quels que soient z, y et z dans A4 on a [[z, y], 2]+ [y, 2], z] +[[2, z],y] = 0.

Théoréme 5.5. Soient K un corps cummutatif de caractéristique différente de
2 et Ag la K-algébre d’autofécondation de paramétre 6. Une condition nécessaire
et suffisante pour que Ay soit de Jordan est que les conditions suivantes soient
vérifiées :

(1) (-1)(T-H)4(6-1)T+606-2)I)=0

(2) (6 —1)(T —I)(4(0 —1)*T? —46(6 — 1)T + 6(6 — 2)I) = 0.

En effet on a,
mZ(yx) =-21-0(w(:c2)(%0(w(:1:)y +w(y)z) + (1 - Ow(y)T(z) + w(zy)(w(z)z

+ (1 = ()T () + (1 - O)w(2*)( %o(w(fv)T(y) +w(y)T(<))
+ (1= O (y)T?(z))
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et

() = 102 + PYo(zy)a + 0@y + (1 - O+ 6)(z)T(2)
+ %0(1 — )w(z)*T(y) .

De D’équation (z2y)z = z?(yz) il vient que 16(8 — 1)(6 — 2)w(z?y)z + 3(1 —
6)(6? — 60 + 4)w(z%y)T(z) = (1 — 8)*w(z?y)T?(z). Si w(z) = 0 ou w(y) = 0 alors
(z2y)z = z?(yz) = 0. Sinon, aprés simplification de la derniére relation par w(z?y)

on obtient (1). D’autre part, les calculs donnent

2(ya?) =%o(02 + 2)w(z?y)e + i-o%(z)sy + -202(1 — ) (2?y)T(z)

+ 3001~ 8)w(@)°T(y) + 26(1 — 6)(2?y)T(z)
+ (1 - 0)*w(z?y)T3(z)
et 3 1 1
(zy)z? =30%w(zy)z + 76%w(2)’y + 50(1 = ) (2)*T(y)
2001~ O(e")T(=) + (1 - 6)'T*(z) .

Alors

2(yz?) — (9)2? = 70(0 — 1)(0 — 2o(ay)z + 70(1 — 6)(50 — 6)u(zy)T (=)
+(1- 6)%(20 - Dw(ay)T*(z) + (1 - 6)w(?y)T*(c) .

Encore une fois, on voit que si z ou y est dans Ker(w), on a z(yz?) = (zy)z? = 0.

Sinon aprés simplification par w(z?y), on obtient I’équation (2).

Corollaire 5.6. Une condition nécessaire et suffisante pour que la K-algébre Ag
soit de Jordan est que Ag soit de I’'un des types suivants : (1) T = I, (2) 6 =1,
(3)0=0etT?=T,(4)0=2et (T-I)((26—-1)T+&(&—1)I) =0 ot £ est une

racine cubique de I'unité dans K.

Sif =1ouT = I, ’endomorphisme identité de A, c’est immédiat. Supposons
alors 6 # 1 et cherchons le polynéme minimal du systéme (1) et (2) du théoréme
5.5. Sil’on écrit les polyndmes associés sous la forme (z—1)(2(—1)z—6+36%) =0
et (z — 1)((2(6 — 1)z — 6)% — 26) = 0 on déduit que (%02)2 = 26 soit §* = 86 ou
6(6* — 8) = 0, donc 8 = 0 ou 8° = 8. Si § = 0 I’équation minimale du systéme est
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z? — £ = 0 sinon, c’est-a-dire, si 8 = 8, § = 2¢ ou £ est une racine cubique de
l'unité dans K et (z — 1)((26 — 1)z + £(£ — 1)) = 0 est I’équation minimale.

En particulier, si K = R, alors { = 1 donc § = 2 et T? = T, c’est-a-dire,
I'unique algébre réelle d’autofécondation qui est de Jordan est 1’algebre Az dont
la multiplication s’écrit zy = w(z)y + w(y)r —w(z)T(y) pour z, y parcourant A,.
Exemple 5.7. L’algébre Ay. On a zy = w(z)T(y) avec T? = T, Ay est une algebre
associative et si ’on écrit Ag = Ke@®@U @V alors e? = ¢, ex =z, ey = 0, ze = 0,
zz' =0,zy =0, ye = 0, yz = 0, yy' =0, quels que soient z, '’ dans U et y, v/
dans V.

Exemple 5.8. L’algébre A;. On a zy = w(z)y + w(y)z — w(z)T(y) avec T? =T,

quels que soient z, y dans A; et sil’on écrit A3 = Ke®@U @V alors e?2 = ¢, ez = 0,
ey=y,ze==z,z2z' =0,zy =0, ye =y, yz = 0 et yy' = 0, quels que soient z, z'
dans U et y, y’ dans V.

Exemple 5.9. L’algébre Ag avec T = I = id4. La multiplication s’écrit zy =
1- %G)w(x)y + %Ow(y):v pour z, y parcourant Ag et si ’on écrit Ag = Ke ® U,

alors €2 = ¢, ez = (1 — 16)z, ze = 10z et zz' = 0, quels que soient z, 2’ dans U.

Théoréme 5.10. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et Ag la K-algébre d’autofécondation de parameétre 6 # 1. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une application K-linéaire bijective o : Ay — Ay soit un
automorphisme d’algébres de Ay est que les conditions suivantes soient vérifiées :
lJ)woo=w;2)00T=Too.

Soit o : Ag — Ag une application K-linéaire bijective et supposons que o soit
un automorphisme d’algebres de Ag. De l'unicité de la pondération il vient que

w 0 0 = w. D’autre part, pour z, y dans Ag on a

o(ay) = 38((=)o(y) +w(¥)o(2)) + (1 = 6e(2)o 0 T(y)

et
o(z)o(y) = %9(w(x)0(y) +w(y)o(z)) + (1 - O)w(z)T oo(y) .

De I’équation o(zy) = o(z)o(y), il vient que (1—68)w(z)(coT —Too)(y) = 0 quels
que soient = et y dans Ay. Il suffit de prendre z tel que w(z) = 1 et de simplifier

par (1 — ) pour avoir o o T = T o o. La réciproque est immédiate.
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Théoréme 5.11. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de 2
et Ag la K-algébre d’autofécondation de paramétre 6 # 1. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une application K-linéaire d : A9 — Ay soit une dérivation

de Ay est que les conditions suivantes soient vérifées : 1)wod =0; 2)doT = T od.

Supposons que d : Ag — Ay soit une K-dérivation de Ay. On sait qu’il existe
un élément e dans Ay tel que w(e) = 1, donc pour tout z dans Ker(w), on a
ze = %0:1:. Si l'on dérive on a d(z)e + zd(e) = %Gd(m) et si on y applique w on
a w(d(z)) = 36w(d(z)). En supposant 6 # 2 on a w(d(z)) = 0. Sinon, c’est-a-
dire, si 8§ = 2, pour tout z dans Ker(w) on a ez = z — T(z) et si ’on dérive et
apreés on y applique w on a w(d o T(z)) = 0. Maintenant, pour z dans Ker(w)
on a 2 = 0 et si 'on dérive, on a 2w(d(z))z — w(d(z))T(z) = 0. En dérivant
cette derniére relation et en y appliquant aprés w, on a w(d(z)) = 0. D’autre part,
comme T'(e) — e est dans Ker(w), alors w(d o T(e)) = w(d(e)) et si I’on dérive la
relation e2 = fe + (1 — 6)T(e) et aprés on y applique w, on a w(d(e)) = 0 donc
wod = 0. La relation d(zy) = d(z)y+zd(y) quels que soient z, y dans A4 entraine,
compte tenu de w od = 0, que (1 — f)w(z)(do T — T o d)(y) = 0 quels que soient

z, y dans Ay. Donc do T = T od. La réciproque est immédiate.

6. Algébres de Bernstein-Jordan. Soient K un corps commutatif et (A,w) une
K-algebre commutative pondérée. On dira que (A,w) est une algébre de Bernstein
si elle vérifie (z2)? = w(z)?z? pour tout z dans A. Il est facile de voir que toute

algebre de Bernstein admet un idempotent non nul.

Lemme 6.1. Soient K un corps commutatif infini et A une K-algébre de
Bernstein. Quels que soient z, y, z, t dans A on a :
(1) 8((zy)(zt)+(z2)(yt) +(at)y2)) = Hw(zy)zt+w(zt)zy +w(z2)yt +w(yt)zz+
w(zt)yz + w(yz)zt),
(i) 4z%(yz) + 8(zy)(zz) = 4w(zz)zy + 2w(y2)z? + 2w(2?)yz + dw(zy)72,
(iii) 4(zy)? +22%y? = dw(zy)zy +w(z?)y? +w(y?)a?,
(iv) 4z%(zy) = 2w(z?)zy + 2w(zy)z>.

1l suffit de polariser la relation (z2)% = w(z)2z2.

Théoréme 6.2. Soient K un corps commutatif infini de caractéristique différente
de 2, A = Ay(e) ® Ay(e) ® Ao(e) la décomposition de Peirce de I'algébre de
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Bernstein A relative & un idempotent e de A. Alors on a : (i) Aj(e) = Ke,
(ii) Af}(e) C Ao(e), Ad(e) C Ay(e), (i) Ai(e)Ay(e) = Ay(e), Ai(e)Ao(e) =
0, A%(e)Ao(e) - A%(e).

En effet, si la caractéristique de K est différente de 3, 'identité (iv) du lemme
6.1 donne, pour z = e, 2e(ey) = ey + w(y)e soit w(y)e = (2R2 — R.)(y). En
multipliant cette identité par e, on a w(y)e = (2R — R?)(y) et par identification
on obtient 2R® — 3R2 + R, = 0, soit encore R.(R. — I)(2R. — I) = 0. Si
par contre la caractéristique de K est 3, I'identité (iv) du lemme 6.1 devient
z%(zy) + w(z?)ry + w(zy)z? = 0 et en y faisant z = e puis en multipliant par e on
obtient, respectivement, e(ey) +ey+w(y)e = 0 et e(e(ey)) +e(ey) +w(y)e = 0. Par
différence il vient que R, —R3 = 0, qui peut encore s’écrire R.(R.—I)(2R.—1I) = 0.
Il suffit donc que la caractéristique de K soit différente de 2 pour avoir
R.(Re — I)(2R. — I) = 0. Les valeurs propres de 'opérateur R, étant 0, % et 1,
on peut alors écrire A = A; & A% @ Ay, somme directe des sous-espaces propres
A; associés aux valeurs propres i (¢ = 1,1/2, 0). Si I’on fait £ = e dans (ii), lemme
6.1, on obtient 2e(yz) + 4(ey)(ez) = 2w(ey)ez + 2w(ez)ey + yz + w(yz)e et comme
(2R? — R.)(yz) = w(yz)e, alors (2R? — 3R, + I)(yz) = 4(ey)(ez) — 2w(ey)ez —
2w(ez)ey. Pour y et z tels que ey = Ay et ez = pz avec A\, u =0, %, 1, cette derniére
relation donne (2R? — 3R, + I)(yz) = Au(4yz — 2w(y)z — 2w(2)y). Si Au = 0 alors
(2R —3R. + I)(yz) = 0 et en revenant & (ii), lemme 6.1, on a 2R, (yz) = yz, donc
yz € Ay, d’ot les relations 4140 C Ay, Aydo C Ay, et Al C Aj;. Remarquons
que pour z dans Ay, w(ez) = w(z) = Aw(z) entraine (1 — Mw(z) =0, soit A =1
ouw(z) = 0. Donc Ay C Ker(w) et Ag C Ker(w). Soit maintenant z dans Ker(w);
la relation (2R? — R.)(z) = w(z)e nous dit alors que = est dans Ay + Ay. Donc
Ker(w) = Ao + Aj et on en déduit que A; = Ke car A = Ke @ Ker(w) est vrai
dans toute algebre pondérée. Soient y, z dans A;, w(y) = w(z) =0 et (ii), lemme
6.1, donne 2e(yz) + yz = yz, soit e(yz) = 0 et ceci nous dit que A"; C Ay. Enfin,
puisque A4; = Ke alors A? = A, AIA% = A% et Aj4p =0.

En fait, revenant toujours au lemme 6.1, on peut déduire toutes les identités
consernant les algébres de Bernstein (cf. [3]).

Si A est a la fois de Bernstein et de Jordan, de 'unicité de la décomposition de
Peirce relative a I'idempotent e, il vient que A2 C AiNAo =0et (zy)z+(zz)y =0,
quels que soient z dans A% et y, z dans Ay (cf. lemme 6.5.).

Si la caractéristique de K est différente de 2, pour tout idempotent e de A, on

peut écrire la décomposition de A en somme directe de sous-K-espaces vectoriels
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A=Ke®U ® V vérifiant les conditions : U2 Cc V, V2 c U, UV c U, UV? =0,
ez = 0 pour tout z dans V, ez = 1z pour tout z dans U. Ces notations seront

conservées par la suite. Le principal résultat de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 6.3. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente de
2 et (A,w) la K-algébre commutative pondérée. Les conditions suivantes sont
équivalentes : (i) A est une algébre de Bernstein et de Jordan; (ii) Pour tout z
dans A, z° = w(z)z?. Si, de plus, la caractéristique de K est aussi différente de 3,
ces conditions sont équivalentes a la suivante : (iii) A est une algébre de Bernstein

a puissances associatives.

La démonstration de ce théoréeme dépend d’un certain nombre de lemmes que

nous démontrerons préalablement.

Lemme 6.4. Si K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et
(A,w) une K-algébre de Bernstein, les conditions suivantes sont équivalentes : (i)
Pour tout z dans A, z® = w(z)z?; (ii) V2 = 0 et quels que soient z dans U et z,

y dans V, on a z(yz) + y(zz) = 0.

En effet, si l'on polarise la relation donnée en (i) on a z?y + 2z(zy) =
w(y)r? + 2w(z)zy quels que soient z, y dans A et si I'on prend y = e et z

2 = 0, donc zy = 0 quels que soient z, y dans

dans V' ceci nous donne z
V, soit encore V2 = 0. De plus, pour =z dans V et z dans U, la relation
z2z + 2z(zz) = w(z)z? + 2w(z)zz nous donne z(zz) = 0 d’ol, en remplagant
z par £ + y avec z et y dans V, on déduit que z(yz) 4+ y(zz) = 0. Ceci nous
montre que (¢) = (:2). Réciproquement, si z = w(z)e + y + z est un élément de
A ol y est dans U et z est dans V alors 22 = w(z)%e + w(z)y + y? + 2yz et
2} = w(z)3e + w(z)?y + Ww(z)yz + w(z)y? + ¥* + 2y(y2). On a y(yz) = 0 pour
tout y dans U et pour tout z dans V. D’autre part, le lemme 6.1. nous dit que
2y%(yt) = w(y)?yt +w(yt)y? quels que soient y, ¢t dans A, donc si ’on prend y dans

Uett=eonay®=0pour tout y dans U. On a donc 73 = w(z)z?.

Lemme 6.5. Si K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et

(A,w) une K-algébre de Bernstein, les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) A est une algébre de Jordan; (ii) V? = 0 et pour tout z dans U et quels
que soient =, y dans V, on a z(yz) + y(zz) = 0.

En effet, si la condition (ii) est vérifiée, d’apreés le lemme 6.4 on a z%y +
2z(zy) = w(y)z? + 2w(z)zy quels que soient z, y dans A. D’un c6té on remplace
ici y par zy et d’autre part on multiplie cette relation par z. On a, respectivement,
z2(zy) + 22(z(zy)) = w(zy)z? + 2w(z)z(zy) et z(z?y) + 2z(z(zy)) = w(y)z® +
2w(z)z(zy). Compte tenu du fait que z3 = w(z)z? on déduit que z%(zy) = z(z2y)
quels que soient = et y dans A. Donc (:2) = (i). Si A est une algebre de
Jordan on sait (cf. [13], page 33) que, quels que soient z, y, 2, ¢t dans A on a
(zy)(zt) + (z2)(yt) + (zt)(yz) = (z(y2))t + (z(2t))y + (z(ty))z et si I'on y fait
z =y = e et on prend 2, t dans V| alors e(2t) = (e(zt))e. Comme zt est dans U,
alors -,i;zt = izt d’ou zt = 0 quels que soient z, ¢t dans V. D’autre part, si dans la
relation écrite on prend ¢ = e, y dans U et z, t dans V on a la seconde condition

de (ii). Ceci nous montre que (z) => (41).

Lemme 6.6. Soient K un corps commutatif infini et A une K-algébre commuta-

tive. Si A est une K-algébre a puissances associatives, quels que soient z, y, z et

t dans A, on a :

(i) 8((zy)(zt) + (z2)(yt) + (at)(y2)) = 2(J(z,y,2)t + J(y,2,t)z + J(2,t,z)y +

J(t,z,y)z),

(ii) 4z%(yz) + 8(zy)(z2z) = 2z(z(yz)) + 2z(y(z2)) + 2z(2(zy)) + 2y(z(z2)) +
22(z(zy)) + (222)y + (z?y)z,

(iii) 4(zy)? + 22%y% = 2(zy®) + 22(y(y2)) + 2y(<(2v)) + y(y=?),

(iv) 4z%(zy) = z(22y) + 2z(z(zy)) + 23y, ou J(z,y,2) = (zy)z + (yz)z + (22)y

est le Jacobien de A.

En effet, on sait que pour tout z dans A, z* = (22)2. 1l suffit de polariser

cette relation.

Lemme 6.7. Soient K un corps commutatif infini de caractéristique différente
de 2 et 3 et (A,w) une K-algébre de Bernstein. Les assertions suivantes sont

équivalentes : (i) L’algébre A est a puissances associatives; (ii) Pour tout ¢ dans

A, 23 = w(z)2?.

En effet (i7) = (2) est immédiate car toute algébre de Jordan est & puissances

associatives. Montrons que (z) = (22). Si 'on prend ¢ = e et y dans V dans la
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relation (iii) du lemme 6.6, on a y? = 0 d’ott V2 = 0, et en prenant = dans U, y
dans V et t = e dans la relation (i) du lemme 6.6, il vient que 3((zy)z+(zz)y) =0
donc (zy)z + (zz)y = 0. Du lemme 6.4, on déduit (ii).

Le théoréme 6.3 s’obtient par application des lemmes. En effet, des lemme 6.4
et lemme 6.5, on déduit que (ii) équivaut a (i) et si la caractéristique de K est

différente de 3, alors le lemme 6.7 nous dit que (iii) équivaut a (ii).

6.8. Exemples d’algébres de Bernstein-Jordan. On suppose que K soit ici
un corps de caractéristique différente de 2 et que les algébres considérées soient
des algebres sur K.

1. L’algebre gamétique A = G(n+1,2) d’une population diploide a n+1 alleles
définie au paragraphe 3 est une algébre de Bernstein-Jordan. En effet, siw : A - K
est la pondération de A, sa multiplication s’écrit zy = %(w(a:)y + w(y)z), quels
que soient z et y dans A d’ou 23 = w(z)z? pour tout z dans A.

2. Soit A = Z(n + 1,2) l'algébre zygotique formée a partir de I’algebre
G(n + 1,2) par duplication. Ses éléments de base sont les couples (z,y) formés
d’éléments de G(n + 1, 2) avec la multiplication (z,y)(z',y') = (zy,z'y’) quels que
soient z, y, =, y' dans G(n+1,2). On vérifie (cf. [11], proposition 4) que Z(n+1,2)
est encore une algeébre de Bernstein-Jordan.

3. Soit A = Ar,, l'algébre définie au paragraphe 4, avecwoT =w et T? = T.
La multiplication de A s’écrit zy = 3(w(z)T(y) +w(y)T(z)), quels que soient z et

3 = w(z)z? pour tout z dans A. Ceci nous montre que A est une

y dans A donc «
algebre de Bernstein-Jordan.
4. Toute algebre conservative (cf. 4.1) est une algebre de Bernstein-Jordan.
5. Soit (A,w) une algébre de Bernstein nucléaire, i.e. A2 = A. L’annulateur
Ann(Ker(w)) du noyau de w est un idéal de A et 'algébre quotient B =
A/Ann(Ker(w)) est a la fois de Bernstein et de Jordan. En effet, pour tout élément

3

z dans B, on a z° = w(z)z?.

7. Dérivations dans les algébres de Bernstein-Jordan. Soit A = Ke®U @V
une algebre de Bernstein-Jordan de dimension n + 1, de type (r +1,s). On a:

Proposition 7.1. Soit A une algébre de Bernstein-Jordan. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une application K-linéaire d : A — A soit une
K -dérivation de A est que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) d(e) € U, (ii) pour tout  dans U, d(z) = fa(z)+2zd(e), otz application f :
Derg(A) — Endg(U), d — f4 est un morphisme d’algébres de Lie, (iii) pour tout
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z dans V, d(z) = —2zd(e) + g4(z), ot 'application g : Derg(A) — Endg(V),d —
g4 est un morphisme d’algébres de Lie, (iv) gi(zy) = = fa(y) + yfi(z), quels que
soient z et y dans U, (v) fia(zy) = z94(y) + fa(x)y, quels que soient = dans U et
ydansV.

Pour la démonstration, voir [3] théoréme 3.1. en tenant compte, en plus, du

fait que V2 = 0 et z(yz) + y(zz) = 0, quels que soient = et y dans V et z dans U.

Théoréme 7.2. Soit A une algébre de Bernstein-Jordan de type (r + 1,s).
Alors Derintg(A) = L(Ann(UV) N V) + [L(A),L(A)]. De plus, il existe un
entier p, r + 1 < p < n, tel que Derintx(A) soit engendré par la famille
{Les[Ley Ley)s [Lesy Le; )y [Lepy Ley )}, t =7+ 1,..0,p, k=1,...,r, 1<i< j <,
r+1<m<l<nou{e,...,e } est une base de U et {e,41,...,€n} est une base
deV, n=r 41+ s étant la dimension de A.

On sait déja que [L(A),L(A)] C Derintx(A) (cf. [24]). Soit ¢ = ae + u + v
dans A tel que d = L, soit une dérivation de A. De wod = 0 il vient que a = 0. On
ad(e) = Lyto(e) = %u, soit u = 2d(e). Pour z € U, d(z) = uz + vz = 2d(e)z + vz
et (ii) nous dit alors que fg = L,. Pour z € V, d(z) = uz = 2d(e)z et (iii) nous
dit que g4 = 0 et 2d(e)r = —2d(e)z, soit d(e)z = 0, quel que soit z dans V', donc
d(e) € Ann(V),i.e.,u € Ann(V)NU. De (v), il vient que, pour z dans U, y dans V,
fa(zy) = fa(z)y soit v(zy) = (vz)y. Or, v(zy) = —y(vz) ((ii) du lemme 6.4), donc
v(zy) = 0, quels que soient z dans U, y dans V. Ainsi v € Ann(UV) N V. Mais
si u € Ann(V) NU alors Ly, = 2[Ly, L.}, donc L(Ann(UV) N U) C [L(A), L(A)]
et Derintx(A) = L(Ann(UV)N V) 4+ [L(A), L(A)]. Soient maintenant {e;,...,e,}

une base de U et {er41,...,€s} une base de V telle que {e,41,...,€,} soit une
base de Ann(UV) N V. Posons dox = [Le, L, ] et dij = [Le;, Le; ], £ = 1,...,1,
1 <1< j < n Onady(er) = —%e,-ek, E=1,...,r et dyi(e;) = %8,‘6]',

J=r+1,...,n. Les applications d;; sont de trois types :

(I) Sil<i<j<r,ona d,'j(e) = 0, d,‘j(ek) = e,-(ejek) — ej(e,-ek) =
2ei(ejer) + (eiej)er (identité de Jacobi dans U) (k = 1,...,r) et d;j(ex) =
ei(ejer) — ej(eiex) = 2ei(ejex) (k=r+1,...,n).

(I) Sir+1<i¢<j<n,onadjle)=0djlex) =0(k=r+1,...,n) et
dij(er) = ei(ejer) — ej(eier) = 2ei(ejex) (k=1,...,r).

(II)Si1 <i<retr+1<j < n onadjle) = —ieej, dij(ex) =

ei(ejer) = —(eiejler (k = 1,...,7) et dij(ex) = ei(ejer) — ej(eiexr) = (eiej)ex
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(k = r+1,...,n) mais en fait, si la table de multiplication dans A est donnée
n r

par eje; = Z vijeer (1 <1 < j < r)eteej = Z,Uijkek 1< <L,

k=r+1 k=1
r+1<j < n)ee = -%e,- les autres produits éta.nt nuls, a.lors on a, pour
1<i<retr+1<j<n,dje)= —-e,e, Zy,,kek = 22/1.;&(101:(6)

dij(er) = —(eiej)er = =Y pijrerer = ZZHijkdok(el) (1 <1 <r), dij(e) =
k=1 k=1

(e.-e,-)cz = Zp,‘jkekez = 22 pijedok(er) (r+1 <1< n),doncd;; =2 Z#ijkd()k-
k=1 k=1 k=1

Si d est une dérivation intérieure, il existe a = age + Z aie;, b= Boe+ Z Bie;
i=1 =1

et c= Z vie; dans A tels que

t=r<+1

P r
d=Lc+ [La,Ls) = Z viLe, + Z(aoﬂi — a;if0)[La, Le;]

i=r+1 i=1
+ Y (@B —a;iBi)Lei, Le;] =
i<i<j<n
Z YiLe; + Z aO/Bk —arfo + 22 Z (atﬁ] - a]ﬂ:)#z]k)dOk
i=r+1 1 j=r+1
+ Y (aifi-aifi)dii+ D (aiBj—a;Bi)di; .
1<i<j<r r1<i<j<n

On peut vérifier que les d;; du type (I) et du type (II) sont des blocs linéairement
indépendants des doi, c’est-a-dire, qu’ils ne peuvent pas se réduire comme on ’a
fait avec le type (III). Ils ne peuvent pas non plus s’exprimer 'un en fonction de
Vautre. La famille {L.,,dok,dij,da} (t=r+1,...,p,k=1,...,r, 1<i<j<r,
r+ 1 < s <l £ n) contient une famille génératrice minimale qui est une base de
Derint K(A).

Remarque 7.3. Si l'on fait f; = 0 et g4 = 0, la dérivation correspondante vérifie
d(z) = 2d(e)z, pour tout z dans U et d(z) = —2zd(e) pour tout z dans V. On

voit alors que d = —4[L., Ly()] : ce sont les dérivations intérieures engendrées par

{dox} (k=1,...,r).

Corollaire 7.4. Soit A une algébre de Bernstein-Jordan de type (r + 1,s). Si A

est conservative alors Derintx(A) =< do1,...,dor >
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En effet, A consevative entraine que UV = 0 et il suffit de voir que les
applications d;; de type (I) et (II) sont identiquement nulles et L(V) = 0
(Amn(UV)NV =V).

Exemple 7.5. La réciproque du corollaire 7.4 n’est pas vraie. En effet, soit A la
K-algébre de dimension 5 dont une base {e,e;,e2,€3,e4} vérifie €2 = ¢, ee; =
%el, eeq = %62, e1eq = aey, ezeq = 0, les autres produits étant nuls avec a non
nul. Comme A est de Bernstein-Jordan et U2 = 0 alors dj5 = 0. On vérifie ensuite

que d34 = 0. Donc Derint x(A) est de dimension 2.

Théoréme 7.6. Soit A une algébre de Bernstein-Jordan de type (1 + r,s).
Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) dimyg(H!(A4)) = r? + s? et
HY(A) ~ Endg(U) x Endg(V), (ii)) U2 =0, UV =0, (iii) il existe un projecteur
T:A— Avériffiant woT =w, dimg(Im(T)) =1+, tel que A = Ar .

(2) = (21). De (i) on déduit que dimg (DerintK(A)) = r. De la remarque 7.3.,
il vient alors que, pour toute dérivation d de H'(A), fs = djy et ga = djy. 1l
suffit de faire f = idy et ¢ = ¢dy pour voir, respectivement de (iv) et (v) de la
proposition 7.1, que U2 =0et UV =0.

(¢1) = (472). On pose T(z) = w(z)e+y, pour tout z = w(z)e+y+2z dans A, ou
yestdansU et zdans V. OnawoT =w, Im(T) = Ke®U et siz’ = w(z')e+y'+2'
est un autre élément de A, alors zz' = w(z)w(z')e + F(w(z)y + w(z')y) =
L(@)(w(@)e + ') +w(@)w@)e + 1)) = Hw(@)T(@) +w()T(2)).

(¢12) = (2). D’apres le théoréme 4.7, avec ¢t = 0.

8. La dupliquée d’une algébre.

8.1. Propriété universelle. Soient K un anneau commutatif & élément unité et
A une K-algébre commutative, non nécessairement associative ni ayant un élément
unité. On dira qu’une K-algébre commutative D est une dupliguée de A s’il existe
une application quadratique f : A — D telle que ¢(z,z")p(y,y’) = p(zz',yy')
quels que soient z, z', y, y' dans A, ol ¢ : AXA — D, (z,y) — f(z+y)—f(z)—f(y)
est I’application K-bilinéaire symétrique assocée a f. De plus, pour toute K-
algébre commutative B et pour toute application quadratique g : A — B telle que
P(z, 2 )Y(y,y') = Y(zz',yy'), quels que soient z, 2, y, ¥’ dans A, ol 9p : AXA — B

est I'application K-bilinéaire symétrique assocée a g, il existe un morphisme,
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unique, de K-algébres g: D — B rendant commutatif le diagramme :

B

~1

Il est clair que si un tel objet existe, il est unique & isomorphisme prés ou encore,
si (D, f) et (D', f') sont deux dupliquées de la méme K-algebre A, alors les K-
algébres D et D' sont isomorphes. Pour l’ezistence, on suppose que 2 soit inversible
dans K et on procéde comme suit. On considére le K-module S%(A), seconde
puissance symétrique du K-module A et soit f : A — S%(A),z — %:c -z (produit
symétrique de z par z). La structure de K-algébre de S%(A) est donnée par
(z-z')(y-y') = zz' - yy', quels que soient z, z', y, y' dans A, donc p(z?,y?) =
(z - z)(y - y), quels que soient z, y dans A, ou ¢ : A X A — S%(A),(z,y) —
f(z+y)— f(z) — f(y) est 'application K-bilinéaire symétrique assocée a f. Ainsi,
lidentité f(z + z')f(y) = je((z + 2')%,9?) donne ¢(z,z')f(y) = 2o(zz’,y?)
et par suite p(z,z')p(y,y’') = @(zz',yy’) quels que soient z, z', y, y' € A.
Soient maintenant B une K-algebre commutative, ¢ : A — B une application
quadratique et 3 : A x A — B,(z,y) — g(z +y) — g9(z) — g(y) Vapplication
K-bilinéaire symétrique associée a g. On sait qu’il existe alors une application K-
linéaire unique § : D — B telle que §o f = g donc §(f(z)f(y)) = 19(v(2%,9?)) =
19(f(@* + %) — f(z?) - f(¥")) = 1(9(z® + ¥*) — 9(2?) — 9(4*)) = §¥(a%,¥%) =
9(z)g(y) = (g o f)(z)(g o f)(y), quels que soient z, y dans A. Ainsi § est un
morphisme de K-algébres.

Par la suite, on dira tout simplement que la K-algébre S%(A) est la dupliquée
de A et on la note D(A).

Théoréme 8.2. (d’Etherington). Soient K un anneau commutatif & élément unité
dans lequel 2 est inversible, A une K-algébre commutative et D(A) sa dupliquée.
11 existe un morphisme surjectif de K-algébres D(A) — A? tel que, si N est son
noyau alors ND(A) = 0 et il existe un isomorphisme de K -algébres D(A)/N = A?.

On associe & chaque élément z - y de D(A) I’élément zy de A. Comme

pour z et y parcourant A les éléments zy engendrent A? en tant qu’idéal de A,



A. MICALI et M. OUATTARA 216

'application K-linéaire u : D(A) — A2,z -y — zy est surjective. De plus, I'égalité
(z-2')y-y') = (zz') - (yy'), quels que soient z, z', y, y' dans A, entraine que u
est un morphisme de K-algébres. Il existe alors un isomorphisme de K-algébres
D(A)/N-=A?. Enfin, si z - z' est dans N, 0 = p(z - 2') = zz' et pour tout y - ¢’
dans D(A) on a (z- z')(y - y') = (zz') - (yy') = 0, donc ND(4) =0.

Corollaire 8.3. Si A est une K -algébre telle que A? soit un K-module projectif,

il existe un isomorphisme de K-algébres D(A)=A? X N, produit semi-direct de
8.a.

K -algébres.

Le K-module A? étant projectif, la suite exacte 0 — N — D(A) 4 A% -0

est scindée et ND(A) = 0 nous dit alors que D(A4) = A? x N ot la multiplication

dans D(A) est donnée par (z,m)(y,n) = (zy, ¢(z,y)), qixe.ls que soient z, y dans
A? et m, n dans N et ou ¢ : A2x A% — N est I’application K-bilinéaire symétrique
définie par (z,y) — n(zy) — n(z)n(y), n : A2 — D(A) étant une application K-
linéaire telle que pu o n = id42. Il est évident que ’isomorphisme cité dans le

corollaire ne dépend pas du choix de 7. Dans toute la suite, A2 sera un K-module

projectif.
Exemple 8.4 Soient A =< 1,7 > ’algtbre des nombres complexes ou 12 = 1,
li=il=1,72=—-1et D(4)=<1-1,1-4,i-1 > sa dupliquée avec comme table

de multiplication celle donnée par le tableau 1 :

a b c a b c

a=1-1 a b —a a a b 0

b=1-1 b c -b b b c—a 0

c=ii | —a | =b | a ¢ |0 0 0
Tableau 1 Tableau 2

Comme A% = A, si l’'on pose ¢ = a+c alors N =< ¢’ > et le tableau 2 nous donne
la structure d’algébre de A> x N avec, p(a,a) = ¢(a,b) = 0 et ¢(b,b) = ¢, o
a=1letb=1. -

Remarque 8.5 (i) Si 2 n’est pas inversible dans K et, en particulier, si 2 est égal

a zéro dans K, on peut encore définir la dupliquée d’une K-algébre commutative
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A comme étant S%(A) mais 'unicité de la dupliquée en tant que solution d’un
probléme universel ne subsiste plus.

(ii) Si A est une K-algébre commutative oi K est un corps commutatif et si
dimg(A) > 1 alors N #0.

(iii) Soient K un anneau commutatif & élément unité et (4,w) une K-algebre
pondérée commutative. Si D(A) désigne une dupliquée de A, alors D(A) est encore
une algebre pondérée pour laquelle la pondération est le morphisme composé
évident D(A) —» A2 > A" K.

Le fait qu’une algebre commutative A soit de Jordan n’entraine pas que D(A)

soit aussi de Jordan. De méme, D(A) peut étre de Jordan sans que A le soit.

Lemme 8.6. Soient K un anneau commutatif & élément unité dans lequel 2
est inversible et A une K-algébre commutative. Une condition nécessaire et
suffisante pour que D(A) soit de Jordan est que (i) la K-algébre A? soit de
Jordan et (ii) 'application K-bilinéaire symétrique ¢ : A% x A?> — N vérifie
p(z?y, ) = (2, vy), quels que soient z, y dans A?.

En effet, D(A) étant identifiée & A? >§ N, pour tout z, y dans A? et pour
s.ad.
tout m, n dans N on a
((z,m)*(y,n))(z,m) =((z*, (2, 2))(y, n))(z,m) = (2%y, p(2?, y))(2,m)
=((z%y)z, p(a%y, z)) |

et

(x,m)2 ((y’n)(m’m)) =(:L'2, o(z,z))(yz,0(y,2)) = (:'72(?/3)’ ‘P(xZ, yz) .

L’égalité ((z,m)*(y,n))(z,m) = (z,m)*((y,n)(z, m)) équivaut & (z2y)z = z?(yz)
et o(z%y,z) = p(z?,yz), quels que soient = et y dans AZ.

Proposition 8.7. Soient K un corps commutatif, A un K-espace vectoriel de
dimension finie, T : A — A un opérateur K-linéaire et w : A — K une forme

linéaire surjective telle que w o T =w. Si T? =T alors D(Ar,,) est de Jordan.

En effet, T2 = T entraine que Ar, est conservative, c’est-a-dire, elle
vérifie 22y = w(z)zy, quels que soient z et y dans AT.. Si 'on suppose que

dimg(Im(T)) = 1+ r, alors A%, ~ G(1 + r,2), isomorphisme de K-algébres de
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Jordan. Ainsi, quels que soient z et y dans A%, on a £ = w(z)z, 2%y = w(z)zy.

Du corollaire 8.3 et du fait que ¢ est K-bilinéaire symétrique il vient que
o(z?y,z) = p(2?, zy).

Exemple 8.8. Un exemple bien connu est le cas ou T = idy, alors Aiq, v =
G(n,2), dimg(N) = in(n + 1) et Z(n,2) = D(G(n,2)) est de Jordan. Mais, bien
que Z(n,2) soit de Jordan D(Z(n,2)) ne l’est pas. En effet, A = Z(n,2) étant
une algébre conservative, dés que z est dans Ker(w), 2 est dans I’annulateur de
A. Pour un tel z, on a z2y = 0 pour tout y dans A donc ¢(z%y,z) = 0 pour
tout y dans A. Soit A = Ke® U & V la décomposition de A en somme directe de
sous-K-modules relativement a un idempotent e, ou U2 =V, UV = V2 eV =0
et ey = —;-y quel que soit y dans U. Pour z et y des éléments de la base canonique
de U, p(z%,zy) = p(32-z,37-y) = L¢(z-7,2-y) = ;rv ol z-z et z-y dénotent
les éléments de la base canonique de V provenant des produits z2 et zy et v est
un élément de la base canonique de N. Ainsi, la condition (ii) du lemme 8.6 n’est
pas vérifiée.

Ce contre-exemple est donné dans [4], page 83 pour n = 2, ou1 ’Auteur montre
que Z(2,2) n’est pas a puissances associatives. Un autre contre-exemple est celui
de I’algebre des nombres complexes C de I’exemple 8.4. L’algébre C? = C est de
Jordan en tant qu’algebre associative mais ¢(b%,8) = —p(b,b) = —c' tandis que
(4%, %) = p(a,a) = 0. Donc D(C) n’est pas de Jordan.

Exemple 8.9. Nous donnerons ici un exemple d’algébre non de Jordan dont
la dupliquée est de Jordan. Soient K un corps commutatif de caractéristique
différente de 2, A une K-algebre de Bernstein et A = Ke®U @V sa décomposition
de Peirce relative a un idempotent e # 0. Supposons que U? = 0 et V2 # 0. Alors
A n’est pas de Jordan car sinon V2 = 0 (cf. lemme 6.5). On a A2 = Ke® U
car UV C U et V2 C U et A? est isomorphe a G(1 + r,2) ou r = dimg(U),

? = w(z)z et 22y = w(z)zy quels que soient z et y dans A2. La relation

donc z
o(zy,z) = ¢(z?%, yz) devenant immédiate le lemme 8.6 nous dit alors que D(A)

est de Jordan.

9. Algébres de Jordan spéciales. Soient K un corps commutatif de carac-
téristique différente de 2 et A une K-algébre associative non commutative. On
définit sur le K-espace vectoriel sous-jacent a A une nouvelle multiplication
z-y= %(zy + yz) qui fait de A une algébre de Jordan notée A, ot zy désigne le

produit dans A. On dira que B est une algébre de Jordan spéciale s’il existe une
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algébre associative A telle que B soit une sous-algébre de Jordan de A*. De cette
définition, il vient que, pour toute K-algebre associative A, At est une algebre de
Jordan spéciale. Nous nous en tiendrons ici a donner des exemples d’algébres qui
sont de Jordan spéciales.

Les algébres Ar,. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2, A un K-espace vectoriel, T : A — A un opérateur linéaire et w : A — A une

forme linéaire non nulle vérifiant w o T = w.

Théoréme 9.1. SiT? =T alors AT, est une algébre de Jordan spéciale.

On définit sur A une structure d’algébre non commutative au moyen du
produit zy = w(z)T(y). Si T? = T la nouvelle algébre, notée Ay, est associative. En
effet, (2y)z—2(yz) = w(2)(W(TW)T(:)~wTX(=)) = w(@(y)(T(z)~T%() =
0, quels que soient z, y, z dans Ao. Il suffit alors de voir que A7, = Af, donc

A, est de Jordan spéciale. Les corollaires suivants sont connus (cf.[23]) :

Corollaire 9.2. La K-algébre gamétique G(n + 1,2) d’une population diploide
avec n + 1 alléles est une algébre de Jordan spéciale.

Corollaire 9.3. L’algébre de Bernstein constante est de Jordan spéciale.

Pour T défini par T(z) = w(z)e, 'algebre AT, est dite de Bernstein constante.
Elle vérifie 1y = w(z)w(y)e ou e est I'unique idempotent de A7,
La dupliquée de A7, avec T? = T. On sait (cf. Proposition 8.7) que D(AT.u)
est de Jordan. En fait, on a le théoréme suivant :

Théoréme 9.4. Soit Ar,. la K-algébre ci-dessus définie avec T? = T. Sa
dupliquée D(AT,,) est une algébre de Jordan spéciale.

Soient Im(T) = Key @ U, Ker(T) = V ou eg est un idempotent de At
U=<e,...,ey > et V=<ey,...,6n_1 >. La table de multiplication de Ar,,
est donnée par e3 = eg, ege; = -lie,- t=1,...,r) eie; =0 (45 =1,...,n—1).
Soit {e; - ej}o<i<j<n—1 la base correspondante de D(Ar.) avec, comme table
de multiplication, (eq - €9)? = ¢y - €9, (eo - €o)(eo - €;) = %eo ce; (1 =1,...,7),

(eo - €i)(eo - €5) = Lei-e; (1 <i < j < r), les autres produits étant nuls. Soient
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(eij) la base canonique de M>,—1(K) avec e;jerr = §jke; ou 6j; est le delta de
Kronecker et B le sous-K-espace vectoriel de M,,_;(K) engendré par les éléments
G1y...,80n—1,011,812,++-,08n—1,n—1,8n AVEC Qi = €in + €nnti (2 = 1,...,7),
ak = €expnt1 (k=r+1,...,n—1), a;j = 2(€int+j+ €jnt+i) (1 <2< j <n-—1)
et a, = enpn. L'algébre de Jordan Bt a pour table de multiplication a,a, = a,,
ana; = -;-a,- (¢ =1,...,r), aiaj = %(eg,nﬂ- + €jnti) = ;i-a,-j 1<iLj<r),les

autres produits étant nuls. Il suffit de voir que D(Ar,,) est isomorphe & B,

Corollaire 9.5. L’algébre zygotique Z(n,2) est une algébre de Jordan spéciale.

En effet, pour T = ids, Arw =~ G(n,2) et Z(n,2) = D(G(n,2)).

Corollaire 9.6. Toute K-algébre de Bernstein de type (m,s) avec V = U? et
8= %m(m — 1), ot K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2,

est une algébre de Jordan spéciale.

Il suffit de voir, d’aprés [16], théoréme 5, que ces algébres sont isomorphes a
Z(m,2).
Les algébres conservatives de type (1 + r,s) avec dimg(U2%) = 1. Soit
A = Ke® U ® V la décomposition de Peirce d’une telle algébre ou K est le
corps des complexes. La sous-algébre A2 = Ke @ U @ U? est aussi conservative
de type (1 + r,1). Le théoréme de 5.2.8 de [19] nous dit qu'il existe un entier m
(1 <m <) et une base {e,e1,...,en—1} avec la table de multiplication e = e,
ee; = %e,- (i=1,...,1) e';’- =er41 (J =1,...,m) les autres produits étant nuls et
ou U? = Ke,y;.

Théoréme 9.7. Toute algébre conservative de type (1+r,s) avec dimg(U?) =1
est une algébre de Jordan spéciale.

Considérons encore I’algebre associative Ma,—1(K). Soit B le sous-K-espace

vectoriel de M3,_;(K) engendré par les éléments ao,...,a,—; définis par :
n+m
ag = Z €ii, Qi = 2(el,n+i + 6n+i,r+1) (t=1,...,m),
i=n
a; =eni 1 =m+1,...,7), ary1 = 4€1 r41,

ar =eyx (k=r+2,...,n-1).
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L’algebre de Jordan B* a, pour table de multiplication, a§ = ao, aga; = 3a;

¢ =1,...,7), ¢ = a,4; ( = 1,...,m) et les autres produits sont nuls. La
correspondance e — ag, ¢; — a; (¢ = 1,...,n — 1), définit un isomorphisme
A ~ B% d’algébres, donc A est de Jordan spéciale. En particulier, on a les

corollaires suivants :

Corollaire 9.8. Toute algébre de Bernstein de type (2,n — 2) avec n > 3 et
U? # 0 est de Jordan spéciale.

Une telle algebre étant conservative, on applique le théoréme 9.7. avec r =

m=1lets=n—2.

Corllaire 9.9. Toute algébre de Bernstein de type (n—1,1) avecn > 3 et U2 # 0

est de Jordan spéciale.

Une telle algébre est aussi conservative. Il suffit alors d’appliquer le théoreme

97avecr=n—2et s=1.

10. Les algébres gamétiques G,n(). Soient deux séries de m + 1 et n + 1
alléles, K un corps commutatif de caractéristique différente de 2 et 6 un élément
de K. On note Gmn(f) I’algébre engendrée par les (m+1)(n+1) types gamétiques
G* (i=0,1,...,m;k=0,1,...,n) ou la multiplication est donnée par

GGt = %(1 —8)(G* + G + %G(G" +Gi%).
Si § = 0 alors Ga(0) = G((m + 1)(n + 1),2) est la K-algébre gamétique d’une
population diploide avec (n 4 1)(m + 1) alleles (cf. 3). On supposera toujours
6 # 0. Posons e = G (ce choix est arbitraire), uj = G% — G (j = 1,...,n),
v; = G — GO (t=1,...,m) et w;; = (G"0 - Goo)(G"j - G") = U;vi = viu;.
D’apres la loi de multiplication w;; = %G(Gij — (e + v; + u;)). Ceci nous dit que
les éléments e, u;, v; et w;; sont indépendants et comme ils sont au nombre de
1+m+n+mn = (m+1)(n+ 1) ils forment une base. On a €? = e, ev; = Jv;,
eu; = %u,-, ew;; = %(1 — Q)w;j, wi; = ujv; = vju;, les autres produits étant nuls.
Pour les calculs, on renvoie a [4], page 74 ou, bien que des erreurs ont pu s’y glisser,
I’Auteur donne I’équation principale z° — 1(3 — f)w(z)z? + 1(1-0w(z)?z =0,w

étant une pondération de ’algébre.
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Théoréme 10.1. Les assertions suivantes sont équivalentes : (1) G, (6) est une
algébre de Jordan; (ii) § = +1.

() = (4%). En effet, sachant que, pour tout idempotent e 'opérateur L.
(multiplication & gauche par e) admet pour seules valeurs propres 0, % et 1, alors
de ew;; = 3(1 — f)w;j il vient que 3(1 — ) est égal & 0, 3 ou 1 ce qui donne
respectivement § = 1,0 =0 ou § = —1.

(i1) = (i). Si § = 1, 'équation principale se réduit & z* = w(z)z? et le

théoréme 6.3 nous dit alors que G,,,(1) est de Jordan. Soient maintenant § = —1,
A1 = Gma(-1),z = fetutvtwet y = {'e+u'+v'+w' deux élémentsde A_;. On
az? = e+ lu+lv+2w+2uv, gty = £2¢'e+ 1620 + 320 + 2w + L€ u+ L€ v+
2£I€w+2€Iuv+£ulv+€uvl, (zzy)z — £l£3e+i£3ul+%€3vl+€3wl+_}E2£lu+%§2£lv+
28/ 2w+ 12w v+ 1 Puv’ + 38 u+ 1 v+ w26 uv+ Eu' v+ E2uv’ + F €€ uv.
On calcule, de méme, r?(yz) et on vérifie que z?(yz) = (z%y)z, quels que soient z
et y dans A_;, donc A_; est de Jordan.
Remarque 10.2. Si A; = Gpn(1),0na A;(1) = Ke, A;(3) =U DV, A;(0) =W
ou U, V, W sont les sous-K-espaces vectoriels de A; engendrées respectivement
par les uj, v;, w;j. Par contre A_;(1) = Ke®W, A_1(3)=U®V et A_;(0) =0.
L’algébre A_; n’est pas de Bernstein. Notons que {e+u+v+20~'uv|u € U,v € V}
est I’ensemble des idempotents de G, (6).

Théoréme 10.3. Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2,
0 # 0 un élément de K et A = Gpn(6) la K-algébre gamétique d’une population
diploide avec deux séries de m+1 et n+1 alléles et de parameétre 8. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une application K-linéaire d : A — A soit une K-
dérivation de A est que les conditions suivantes soient vérifiées : (i) d(e) = uq +va,
avec uq dans U et vg dans V' ; (ii) pour tout z dans U, d(z) = f4(z)+20 vaz ; (iii)
pour tout z dans V, d(z) = ga(z) + 20" ugz ; (iv) d(zy) = z94(y) + yfa(z), quels
que soient ¢ dans U et y dans V, ot les applications f : Derg(A) — Endg(U),
dw— fq et g: Derg(A) — Endg(V), d — gq sont des morphismes d’algébres de
Lie.

Soit d € Derg(A). Si d(e) = ae + u + v + w, avec a dans K, u dans U,
v dans V et w dans W, alors d(e) = 2ed(e) = 2ae + u + v + (1 — 6)w donne
2a=aetw=(1-0)w,soit a =0et w=0,doud(e)=1uqg+ vy avec uq dans

U et vg dans V. Pour tout z dans U, on écrit d(z) = ae + u + v + w. Dérivons
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= 0.0On a 0 = 2zd(z) = ar + 2zv donc a = 0 et zv = 0, quel que soit
z, soit v = 0 (car UV = W et dimgkW = mn). Si l'on dérive ez = 1z, alors
1d(z) = ed(z) + d(e)z = 3u + 3(1 — 8)w + v4z, ce qui entraine que J6w = vaz
soit w = 260~ vgz. En posant u = f4(z), on a d(z) = fi(z) + 20" vaz, d’ou (ii).
1l est facile de voir que f; est dans Endg(U). Par des calculs analogues on établit
(iii). Comme W = UV alors, pour tout w dans W il existe z dans U et y dans V
tels que w = zy et d(w) = d(zy) = d(z)y + zd(y) = (fa(z) + 20 vaz)y + (9a(y) +
207 Yugy)z = fa(z)y + zga(y). Soient maintenant d et d' deux K-dérivations de A.
On a [d,d|(e) = fa(ua) — far(ua) + 9a(va) — gar(va), [d,d|(z) = [fa, fa](<) +
207 (ga(var) — gar(va))z, [d,d)(y) = [9a,92)(y) + 267 (fa(ua') — far(ua))y et
[d,d'|(zy) = z[94,94]1(y) + y[fa, for](z), quels que soient = dans U et y dans V.
Par identification, il vient que fig a7 = [f4, far] €t 9(d,&'] = [94,94'], d’ot la derniére

assertion de (iv). La réciproque est un simple calcul de vérification.

Corollaire 10.4. Il existe un isomorphisme d’algébres de Lie
Derg(Gmn(8))>K™ >§ M,(K)® K" x M, (K).
s.da. s.a.

Si E est un K-espace vectoriel, on définit sur le K-espace vectoriel E x
s.d.

Endg(F) (s.d. signifie semi-direct) une structure d’algebre de Lie en posant

[(2, 1), (,9)] = (f(y) — 9(=), [, 9]) avec [f,g] = fog—go f, quels que soient z, y

dans F et f, g dans Endg(F). L’application K-linéaire Derg(Gmn(0)) = K™ X

M., (K)® K" >< M, (K) définie par d — (v4,94) + (ug, fa) est maintenant un
isomorphisme d algebres de Lie.

Théoreme 10.5. Soient K un corps commutatif de caractéristique différente
de 2 et A = Gnpa(0) la K-algébre gamétique ci-dessus définie. Une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une application K-linéaire bijective ¢ : A — A
soit un K-automorphisme est que les conditions suivantes soient vérifiées : (i)
o(e) = et+u,+v,+20" u,v, avec u, dans U et v, dans V ; (ii) pour tout z dans U,
o(z) = fo(z)+20" vy fo(2), (iii) pour tout y dans V', a(y) = g»(y)+20 1usgs(y),
(iv) o(zy) = fo(z)g90(y), quels que soient z dans U et y dans V ou les applications
f:Autg(A) = GLg(U), 0 — f, et g: Autg(A) — GLg(V), 0 — g, sont des

morphismes de groupes.

Soit o un K-automorphisme de A. La condition (o(e))? = o(e?) = a(e)

nous dit que o(e) est un idempotent de A et d’aprés la remarque 10.2 on a (i)
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o(e) = e+uy+v,+20"uyv,. Pour z dans U, si l'on écrit o(z) = aet+u+v+w,la
condition ez = 1z entraine o(z) = o(e)o(z) = aet+ju+iv+3(1-0)w+iau,+
%av, + (1= 6)6"'au,v, + uvy + uyv soit @ =0 et w = 20" uv, + 26" u,v. Mais
0 = (0(z))? = 2uv entraine que u =0 ou v =0 (car UV = W et dimgW = mn).

Supposons m # n. Pour des raisons de dimension, il vient que v = 0
et si l'on pose u = f,(z) alors o(z) = f,(z) + 20~ v, fs(z) d’ol (ii). La
condition (iii) s’établit de maniére analogue. Pour z dans U et y dans V', on a

o(zy) = o(z)a(y) = (fo(z) + 207 v fo(2))(90(y) + 20 usgs(y)) = fo(2)90(y)-

Soient maintenant o et o' deux K-automorphismes de A. On a

0o'(e) =e + (us + fo(tor)) + (vo + go(vor)
+ 207" (uo + fo(uer))(vo + go(var)),
00'(2) =f5 0 for(2) + 2607 (v5 + 9o (Vo)) fr © for (),
00" (¥) =90 0 gor (y) + 2607 (o + fo(Uor))gagor (¥),
o0'(zy) =(fs © fo(2))(g0 © 9o (¥)),

quels que soient z dan U et y dans V. Il vient alors que f,or = f, 0 for, €t
goo' = go © gor, ce qui confirme la derniére assertion de (iv), c’est-a-dire, que les
applications f et g sont des morphismes de groupes.

Si, par contre, m = n et u = 0 les calculs conduisent a o(z) = fo(z) +
207 u, fo(2), 0(y) = go(y) + 207 vsg0(y), quels que soient = dans U et y dans
V avec f, : U — V et g, : V — U des applications linéaires bijectives et pour o
et o' deux K-automorphismes de A on aurait 6o'(z) = g, 0 for(z) + 207 (v, +
fo(uor))go 0 for(x), pour tout z dans U c’est-a-dire, foor = gofor €t foor est une
application de U dans U, ce qui contredit le fait que f,,+ soit une application de
U dans V. Donc v = 0 et le résultat est comme ci-dessus.

Les calculs précédents nous suggerent le résultat suivant :

Corollaire 10.6. II existe un isomorphisme de groupes (non abéliens)

Aut g (Crmn(0)2Af fic(U) x Af fxc(V).

Pour tout K-espace vectoriel E, on note Affx(E) = E >fi GLk(E)
le groupe affine de E (cf.[6]) ou la structure de groupe de AffK(E) est

donnée par (z,f)(y,9) = (z + f(y),f o g). Soit Affx(U) x Affx(V) le
produit direct des groupes affines de U et V respectivement. L’application
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Autg(Gmn(8)>Af fr(U) x Af fr(V) définie par 0 — ((to, fo), (vo,90)) est, de

toute évidence, un isomorphisme de groupes.

Note 10.7. Si 0 prend la valeur %, l’algebre gamétique Gmn(%) peut s’exprimer
comme le produit direct des algébres gamétiques G(m + 1,2) et G(n + 1,2)
(cf.[7],813) et dans les corollaires 10.4 et 10.6, on retrouve les resultats bien connus
Derg(G(n +1,2))>K" X Mp(K) et Autg(G(n+1,2)SAf fx(K™).

11. Note finale. Cet article est une version remaniée de deux autres articles
présentés, I'un au colloque sur les Algébres Génétiques, 'autre au colloque sur les
algébres de Jordan et Algebres de Jordan-Banach, tenus a Montpellier respective-
ment en Janvier et Octobre 1985. La publication des comptes rendus de ces collo-
ques ayant été retardés pour des raisons indépendantes de notre volonté, quelques
uns de nos résultats ont fait, entre temps, 1’objet de publication. C’est ainsi qu’on
trouvera le théoréme 6.3 dans [25] et d’autres résultats partiels du paragraphe 6
dans [26].
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